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P R É F A C E . 

CETTE seconde Partie comprend, ainsi que le titre 
l'annonce, les Elemens de Géométrie , la Trigonométrie 
recti ligne , et la Trigonométrie spliérique. 

Je ne m'arrêterai point à rassembler ici les raisons qui 
doivent engager les Elèves destinés à la Marine, à se 
rendre familiers les principes répandus dans ce livre : s'il 
est un art auquel l'application des Mathématiques soit 
plus utile qu'à un autre , c'est la Navigation : dussé-je me 
répéter, je dois dire que ces sciences, qui sont utiles 
dans d'autres parties, sont indispensables dans celle-ci. 

Il ne faut pas en conclure, cependant, qu'un livre de 
Géométrie élémentaire destiné à cet objet , doive ras
sembler un grand nombre de propositions. S'il suffisait, 
pour bien inculquer les principes d'une science, de don
ner ce qui est essentiellement nécessaire au but qu'on se 
propose, ceux qui connaissent un peu la Géométrie , savent 
qu'on y satisferait en peu de mots. Mais l'expérience dé
montre qu'un pareil livre serait utile seulement à ceux 
qui ont acquis déjà des connaissances, et qu'il n'impri
merait que de faibles traces dans l'esprit des Commençans. 

D'un autre côté, il n'y a pas moins d'inconvéniens 
à trop multiplier les conséquences, surtout quand elles ne 
sont ( comme il arrive souvent ) que de nouvelles traduc
tions des principes. Il n'est pas douteux que des Elémens 
destinés à un grand nombre de lecteurs, doivent suppléer 
aux conséquences que plusieurs n'auront pas le loisir et 
peut-être la faculté d'en tirer-, mais il faut prendre garde 
aussi que ceux pour qui cette attention est nécessaire, sont 



le moins en état de soutenir la multitude des proposi
tions. Le seul parti qu'il y ak- à prendre, est, ce me 
semble, d'aller un peu plus loin que les principes, de 
s'arrêter aux conséquences utiles, et de fixer ces deux 
choses dans l'esprit, par des applications; c'est ce que j'ai 
tâché de faire. 

J'ai partagé la Géométrie en trois sections , dont la pre
mière traite des Lignes, des Angles, de leur mesure, des 
rapports des Lignes, etc. La seconde considère les Sur
faces, leur mesure et leurs rapports. La troisième est des
tinée aux Solides ou Corps, et renferme les principes né
cessaires pour les mesurer et comparer leurs capacités. 
Dans la Trigonométrie rectiligne, j'ai donné quelques 
propositions, qui ne sont pas essentiellement nécessaires 
pour le moment*, mais elles sont au moins utiles et le se
ront encore plus par la suite : d'ailleurs, quelques-unes 
trouvent leur application dès la Trigonométrie sphérique. 
Dans cel le-ci , je me suis proposé de réduire à un moindre 
nombre, les principes dont on fait dépendre communé
ment la résolution des Triangles sphériques. Je n'entrerai 
pas dans un plus grand détail ; c'est dans Pouvrage même 
qu'il faut le chercher. Ceux qui ne veulent lire que la 
Préface , ne gagneraient pas beaucoup au temps que je 
perdrais à cette aualyse ; et ceux qui liront l'ouvrage , en 
jugeront mieux que par ce que je pourrais en dire ici. 

Dois-je me justifier d'avoir négligé l'usage des mots : 
jâxiome, Théorème , Lemme , Corollaire, Scholie, etc. ? 

Deux raisons m'ont déterminé : la .première est que l'u
sage de ces mots n'ajoute rien à la clarté des démonstra
tions-, la seconde est que cet appareil peut souvent faire 
prendre le change à des Commencans, en leur persua
dant qu'une proposition revêtue du nom de Théorème 7 



doit être une proposition aussi éloignée de leurs connais
sances , que le nom Test de ceux qui leur sont familiers. 
Cependant, afin que ceux de mes lecteurs qui ouvriront 
d'autres livres de Géométrie ne s'imaginent pas qu'ils 
tombent dans un pays inconnu > je crois devoir les avertir 
que , 

Axiome, signifie une proposition évidente par elle-
même , 

Théorème, une proposition qui fait partie de la science 
dont il s'agit , mais dont la vérité, pour être apperçue 9 

exige un discours raisonné qu'on appelle Démonstration, 

Lemme (*), est une proposition qui ne fait pas essen
tiellement partie de la Théorie dont il s'agit, mais qui 
sert à faciliter le passage d'une proposition à une autre, 

Corollaire , est xme conséquence que l'on tire d'une 
proposition qu'on vient d'établir, 

Scholle, est une remarque sur quelque chose qui pré
cède, ou une récapitulation de ce qui précède , 

Problème, est une question dans laquelle il s'agit ou 
d'exécuter quelque opération, ou de démontrer quelque 
proposition. 

A V E R T I S S E M E N T . 

Les nombres qu'on trouvera entre deux parenthèses, indi
queront à quel numéro du Livre même il faut aller chercher 
la proposition que le lecteur doit se rappeler dans cet endroit ; 
et ceux qui sont précédés du mot Arith. renvoient à pareil 
numéro de l'Arithmétique, 

(*) Un Lemme est souvent une proposition empruntée d'une autte science. 



A V I S R E L A T I F A U X N O T E S . 

L'ARITHMÉTIQUE, Y Algèbre et la Géométrie, servant de 
bases à toutes les parties des Mathématiques , il est né
cessaire d'en présenter les Elémens avec Tordre, la clarté 
et la rigueur qui caractérisent les sciences exactes. Je tra~ 
vaille depuis plusieurs années à un Cours complet de 
Mathématiques. La rédaction de cet Ouvrage n'étant pas 
terminée et désirant profiter des avis des professeurs qui 
veulent bien me donner des conseils, j'ai cru devoir com
mencer par publier le résultat de mes recherches dans 
des notes détachées. Etant chargé depuis dix ans des exa
mens intérieurs de l'Ecole Polytechnique j'ai fait des 
efforts multipliés pour m'assurer des difficultés qui arrêtent 
les Elèves. J'ai reconnu que la plus grande partie de ces 
difficultés tenait aux Elémens. J'ai donc cherché à réunir 

w 

dans des J\rotes , tout ce qui peut être utilç aux Elèves 
qui se destinent à subir des examens. J'ai surtout cherché 
à fortifier l'esprit des Commençans, en résolvant un grand 
nombre de problèmes. 

La réputation méritée des Ouvrages de Bezout, et 
l'indulgence du public pour mes JSfotes sur l'Arithmé
tique et sur l'Algèbre, m'ont déterminé à compléter éga
lement toutes les autres parties du Cours de Bezout. 

Mes Notes sur la Géométrie sont divisées en trois parties. 
La première partie est destinée à donner plus, de rigueur à 
des démonstrations de Bezout. La seconde , offre une co/-
lection nombreuse de problèmes et de théorèmes, de Géomé" 

trie et de Trigonométrie. La troisième renferme la Théorie 

(*) En qualité de Répétiteur. 



des plans, les propositions de Géométrie qui sont utiles 
dans toutes les parties des Mathématiques , les difficultés 
proposées dans les examens et les Elémens de la Géométrie 

descriptive* 

X a Méthode des infiniment petits, suivie par Bezout y 

a l'avantage de simplifier les démonstrations , en condui
sant naturellement au résultat; on l'a néanmoins abandon
née, parce que les principes sur lesquels elle repose, quoi
que rigoureux, laissent des doutes dans l'esprit des Com-
mençans. Les Elèves sentent bien qu'ils approchent autant 
qu'ils veulent delà vérité, mais leur esprit serait plus sa
tisfait s'ils étaient certains de l'atteindre. La démonstration 
par Y absurde lève tous les doutes, elle prouve rigoureu
sement qu'une vérité existe , mais elle a l'inconvénient 
de ne pas laisser apercevoir la marche des inventeurs. 
J'ai cherché , en alliant ces deux méthodes , à profiter de 
leurs avantages, sans tomber dans les inconvéniens qu'elles 
présentent isolément. La considération des infiniment 
petits conduit aux valeurs des quantités. On prévoit que 
si ces valeurs ne sont pas exactes, elles ne peuvent don
ner que des erreurs très-petites -, je démontre ensuite par 
Y absurde, que ces valeurs sont rigoureusement exactes. 
Cette marche présente le double avantage de donner à 
l'Élève un moyen facile de retrouver les propositions 
de Géométrie qu'il a connues , sans avoir besoin de sur
charger sa mémoire des différens résultats auxquels i l 
doit parvenir , et de préparer l'esprit à la considération de 
l'infini, si utile dans toutes les parties des Mathématiques. 

Les difficultés réelles de la Géométrie , tiennent aux 
définitions et aux propriétés de la ligne droite , des pa
rallèles , des triangles, et des plans. Par exemple, on peut 
nommer ligne droite, la plus courte distance entre deux 



points, mais on n'est pas en droit d'en conclure qu'on 
ne peut mener qu'une seule ligne droite par deux points. 
Les plus grands géomètres ont fait des tentatives inutiles 
pour démontrer cette propriété. Les parallèles offrent des 
difficultés du même genre, car la définition de ces lignes 
repose sur celle du plan , et les propriétés du plan dépen
dent de la théorie des parallèles. De sorte qu'on n'est pas 
encore parvenu à démontrer rigoureusement toute la Géo
métrie ; mais on a déjà franchi les plus grands obstacles, 
et les Traités de MM. Legendre et .Lacroix, renferment 
tout ce qu'on peut désirer. 

D'après l'opinion de M. Legendre , j'ai distingué les 
égalités absolues , des égalités relatives. Ainsi , deux quan

tités qui peuvent coïncider exactement, sont ÉGALES-, tandis 
que deux quantités ÉQUIVALENTES, sont des quantités qui 

ne peuvent pas coïncider, quoiqu'elles soient égales. Ainsi, 

deux cercles de même rayon, sont égaux et lorsque la 
surface d'un cercle est égale à celle d'un triangle , ces 
deux figures sont équivalentes. Enfin, pour abréger le 
discours, nous adopterons quelques expressions peu exactes, 
mais qui sont reçues dans les différens traités de Géométrie, 
Par exemple, lorsque nous dirons tirez AB , ou joignez 
AB, il faudra sous-entendre, tirez une droite AB parles 
points A et B, ou joignez les points A et B par une 
droite AB. La perpendiculaire sur le milieu d'une droite, 
sera la perpendiculaire à cette droite , menée par le mi
lieu delà droite, et le plan perpendiculaire sur le milieu 
d'une droite, sera un plan mené par le milieu de la 
droite, perpendiculairement à cette droite. Lorsque deux 
plans sont perpendiculaires l'un à l'autre, on dit que ces 
plans sont rectangulaires. Pour désigner la circonférence ou 
la surface d'un cercle, dont le rayon sera r , nous dirons, 
circonférence r , ou cercle r. 



É L É M E N S 

D E 

G É O M É T R I E . 

Î. L'ESPACE que les corps occupent a toujours les trois 
dimensions : longueur, largeur et profondeur ou épaisseur. 

Quoique ces trois dimensions se trouvent toujours ensemble 
dans tout ce qui est corps, néanmoins nous les séparons assez 
souvent par la pensée : c'est ainsi que lorsque nous pensons à 
la profondeur d'une rivière, d'une rade, etc., nous ne sommes 
point occupés de sa longueur ni de sa largeur; pareillement, 
quand nous voulons juger de la quantité de vent qu'une voile 
peut recevoir, nous ne nous occupons que de sa longueur et 
de sa largeur, et point du tout de son épaisseur. 

Nous distinguerons donc trois sortes d'étendue; savoir, 
L'étendue en longueur seulement, que nous appellerons 

ligne; 
L'étendue en longueur et largeur seulement, que nous nom

merons surface ou superficie ; 
Enfin, Tétendue en longueur, largeur et profondeur, que 

nous nommerons indifféremment volume, solide, corps. 
Nous examinerons successivement les propriétés de ces trois 

sortes d'étendue ; c'est là l'objet de la science qu'on appelle 
Géométrie. 

Géom., Artill. et Marin*. * 
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P R E M I È R E S E C T I O N . 

Des Lignes. 

s. .LES extrémités d'une ligne se nomment des points. On 
appelle aussi de ce nom les endroits où une ligne est coupée; 
ou encore, ceux où des lignes se rencontrent. 

On peut considérer le point comme une portion d'étendue 
qui aurait infiniment peu de longueur, de largeur et de pro
fondeur. 

La trace d'un point qui serait mu de manière à tendre tou
jours vers un seul et même point, est ce qu'on appelle une ligne 
droite. C'est le plus court chemin pour aller d'un point à un 
autre-, AB (fig. 1) est une ligne droite. 

On appelle, au contraire, ligne courbe, la trace d'un point 
qui, dans son mouvementée détourne infiniment peu, à chaque 
pas. 

On voit donc qu'il n'y a qu'une seule espèce de ligne droite, 
mais qu'il y a une infinité de courbes différentes. 

3 . Pour tracer une ligne droite d'une étendue médiocre, 
comme lorsqu'il s'agit de conduire par les deux points A et B 
(fîg- O u n e hgne droite sur le papier, on sait qu'on emploie 
une règle qu'on applique sur les deux points A et B, ou très-
près , et à distances égalés de ces deux points, et qu'avec un 
crayon ou une plume qu'on fait glisser le long de cette règle, 
on trace la ligne AB. 

Mais lorsqu'il s agit de tracer une ligne un peu grande, on 
fixe au point A l'extrémité d'une ficelle que Ton frotte avec 
un morceau de craie; et appliquant un autre de ses points 
eur le point B, on pince la ficelle pour l'élever au-dessus de 
AB, et la laissant aller, elle marque, en s'appliquant sur la 
îgurface, une trace qui est la ligne droite dont il s'agit. 



Quand il est question d'une ligne fort grande, mais dont les 
extrémités peuvent être vues l'une de l'autre,, on se contente 
de marquer entre ces deux extrémités , un certain nombre de 
points de cette ligne. Par exemple , lorsqu'on veut prendre des 
alignemens sur le terrain , on place à Furie des extrémités B 
(Jig. 2 ) un bâton ou jalon BD, que, par le moyen d'un fil-
à-plomb , on rend le plus vertical que faire se peut ; on en 
fixe un autre de la même manière au point A, et se plaçant 
à- ce même point A, on fait placer successivement plusieurs 
autres jalons, à différens points C, C, etc. entre A et B, de 
manière qu'appliquant l'œil le plus près qu'il est possible du 
jalon AD, et regardant le jalon BD, celui CD dont il s'agit, 
paraisse confondu avec BD) alors tous les points C, C, C, etc, 
déterminés de cette manière, sont dans la ligne droite AB. 

Quand les deux extrémités A et B ne sont pas visibles l'une 
de l'autre, on a recours à des moyens que nous enseignerons 
par la suite. 

4- Les lignes se mesurent par d'autres lignes; mais, en gé
néral , la mesure commune des lignes, c'est la ligne droite. 
Mesurer une ligne droite ou courbe, ou une distance quel
c o n q u e c ' e s t chercher combien de fois cette ligne ou cette 
distance contient une ligne droite connue et déterminée, que 
l'on considère alors comme unité. Cette unité est absolument 
arbitraire; aussi y a-t-il bien des espèces de mesures différentes 
en fait de lignes. Indépendamment de la toise et de ses parties, 
dont nous avons fait connaître les subdivisions en Arithmé
tique , on distingue encore le pas ordinaire , le pas géomé
trique, la brasse, etc. pour les petites étendues; la lieue, ie 
mille, le werste , etc. pour les grandes étendues. 

Le pas ordinaire est de 2 pieds et demi. 
Le pas géométrique , qu'on appelle autrement pas double, 

est de 5 pieds. 
La brasse est de 5 pieds ; on compte par brasse dans la ma

rine , les longueurs des cordages , et les profondeurs qu'on me
sure à la sonde. 



La lieue est composée d'un certain nombre de toises ou de 
pas géométriques. Lalieue marine est de 2853 toises. Le mille , 
le werste, etc. sont pareillement des mesures itinéraires, dont 
la valeur, ainsi que celle de la lieue, n'est pas la même dans 
tous les pays, tant parce que chacune de ces espèces de m e 
sures n'a pas partout le même nombre d'unités, c'est-à-dire 
le même nombre de pas , ou de toises , ou de pieds, e tc . , que 
parce que le pied qui sert d'unité à ces toises ou à ces pas , 
n'est pas de même grandeur partout. 

5. Pour faciliter l'intelligence de ce que nous avons à dire 
sur les lignes, nous supposerons que les figures, dans lesquelles 
nous les considérerons , sont tracées sur une surface plane. 
On appelle ainsi une surface à laquelle on peut appliquer 
exactement une ligne droite dans tous les sens. 

6\ De toutes les lignes courbes, nous ne considérerons dans 
ces Elémens , que la circonférence du cercle. On appelle 
ainsi une ligne courbe BCDFG (Jig. 3 ) , dont tous les points 
sont également éloignés d'un même point A, pris dans le plan 
sur lequel elle est tracée. Le point A se nomme le centre; 
les lignes doites AB, AC, AF, etc. qui vont de ce point à 

, la circonférence, se nomment rayons ; et tous ces rayons sont 
égaux, puisqu'ils mesurent la distance du centre à chaque 
point de la circonférence. 

Les lignes, comme BD, qui passant par le centre, se ter
minent de part et d'autre à la circonférence, sont appelées 
diamètres ; comme chaque diamètre est composé de deux 
rayons, tous les diamètres sont donc égaux. Il est d'ailleurs 
évident que tout diamètre partage la circonférence en deux 
parties parfaitement égales; car si l'on conçoit la figure pîiée 
de façon que le pli soit dans le diamètre BD, tous les points 
de BGD doivent s'appliquer sur BCED, sans quoi il y aurait 
des points de la circonférence qui seraient inégalement éloignés 
du centre. 

Les portions BCt CE, ED, etc. de la circonférence, se 



nommant arcs; et ce qu'on appelle cercle, c'est îa surface 
même renfermée par la circonférence BCFDGB. 

Une droite, comijfte DF} qui va de l'extrémité D d'un arc à 
l'autre extrémité F, s'appelle corde ou soutendahte de cet arc. 

7. Il est aisé de voir que les cordes égales d'un même cercle 
ou de cercles égaux soutendent des arcs égaux, et récipro
quement. Car si la corde DG est égale à îa corde DF, en ima
ginant qu'on transporte la corde DG et s<~.n arc, pour a p 
pliquer DG sur DF, il est visible que le point D étant com
mun , et le point G tombant alors sur le point F, tous les 
points de Tare DG doivent tomber sur l'arc DFt puisque si 
quelqu'un de ces points ne tombait pas sur l'arc DF, l'arc 
DG n'aurait pas tous ses points également éloignés du centre A. 

8. On est convenu de partager toute circonférence de cercle, 
grande ou petite, en 3Go parties égales, auxquelles on a donné 
le nom de degrés; on partage le degré en Go parties égales 
qu'on appelle minutes; chaque minute en Go parties égales 
qu'on appelle secondes; et de toujours subdiviser de Go en Go, 
en donnant aux parties, consécutivement, les noms minutes? 
secondes > tierces, quartes , quintes, etc. 

La marque du degré est celle-ci . . .° 
Celle de la minute ' 
De la seconde " 
De la tierce 
De la quarte l v 

Ainsi, pour marquer 3 degrés 24 minutes 55 secondes, on 
écrit 3° 24' 55". 

Cette division de la circonférence est admise généralement; 
mais des vues de commodité dans îa pratique ont introduit 
dans quelque^ parties des Mathématiques pratique:, quelques 
usages particuliers dans la manière de compter les degrés et 
parties de degré. Les Astronomes, par exemple, comptent les 
degrés par trentaines, qu'ils appellent signes, c'est-à-dire,, 
qu'ayant à compter 66° 4Q , P a r exemple ; comme ce nombre 



renferme a fois 5o° et 6° 4%' de plus, ils compteraient 2 signe* 
et 6° 4^', et ils écriraient s s 6° 42' . 

Les Marins, pour les usages de la boussole, partagent la cir
conférence en 32 parties égales, dont chacune se nomme aire 
ou rumb de vent : chacune de ces parties est donc la 32 e partie de 
36o°, c'est-à-dire qu'elle est de 11° 15'; ainsi, au lieu de 45°, on 
dit 4 aire? de vent, parce que 45°font 4 fois 11° i5 ' ; pareille
ment, au Heu de 18 0 27', on dirait une aire de vent, et 7 0 12'. 

Des Angles et de leur Mesure. 

9. Deux lignes AB, AC, qui se rencontrent, peuvent for
mer entre elles une ouverture plus ou moins grande, comme 
on le voit dans lesfigures 4 , 5 , 6. 

Cette ouverture BAC est ce qu'on appelle un angle ; et cet 
angle est dit angle rectiligne, ou curviligne, ou mixtiligne, 
selon que les lignes qui se comprennent sont, ou toutes deux 
lignes droites , ou toutes deux lignes courbes; ou l'une, une 
ligne droite, et l'autre une ligne courbe. 

Nous ne parlerons, pour le présent, que des angles rectilignes, 

10. Pour se former une idée exacte d'un angle, il faut con
cevoir que la ligne droite AB était d'abord couchée sur ACy 

et qu'on l'a fait tourner sur le point A ( comme une branche 
de compas sur sa charnière), pour l'amener dans la position 
AB qu'elle a actuellement. La quantité dont AB a tourné, 
est précisément ce qu'on appelle un angle. 

D'après cette idée, on conçoit que la grandeur d'un angle 
ne dépend point de celle de ses côtés, ensorte que l'angle 
formé par les lignes AC, AB, (Jig. 4 ) e s t absolument le 
même que celui que forment les lignes AF et AE qui sont 
une extension de celles-là : en effet la ligne AB et la ligne 
AE ont dû tourner chacune de la même quantité, pour venir 
dans leur position actuelle. 

Le point A, où se rencontrent les deux lignes AB, AC 
s'appelle le sommet de l'angle; et les deux lignes AB, AC en 
sont les côtés. 



Pour désigner un angle, nous emploierons trois lettres, dont 
Tune marque le sommet, et les deux autres sont placées le long 
des côtés; et en énonçant ces lettres, nous placerons toujours 
celle du sommet au milieu : ainsi, pour désigner l'angle compris 
par les lignes AB, AC, nous dirons l'angle 'BAC ou CAB. 

Cette attention est principalement nécessaire lorsque plu
sieurs angles ont leur sommet au même point, car si dans la 

figure 4 , par exemple, on disait simplement l'angle A, on 
ne saurait si l'on veut parler de l'angle BAC, ou de l'angle 
BAD\ mais lorsqu'il n'y a qu'un seul angle, comme dans la 

figure 4*, on peut dire simplement l'angle a; c'est-à-dire, le 
désigner par la lettre de son sommet. 

11. Puisque l'angle BAC (Jig. 4 ) n'est autre chose que la 
quantité dont le côté AB aurait dû tourner sur le point A, 
pour venir de la position AC dans la position AB ; et que 
dans ce mouvement chaque point de AB, le point B, par 
exemple, restant toujours également éloigné de A, décrit n é 
cessairement un arc de cercle qui augmente ou diminue pré
cisément dans le même rapport que l'angle augmente ou d i 
minue; il est naturel de prendre cet arc pour mesure de l'angle; 
mais comme chaque point de AB décrit un ar,c de longueur 
différente, ce n'est point la longueur même de lare qu'il faut 
prendre, mais le nombre de ses degrés et parties de degré, 
qui sera toujours le même pour chaque arc décrit par chaque 
point de AB, puisque tous ces points commençant, continuant 
et finissant leur mouvement dans le même temps , font néces
sairement le même nombre de pas, toute la différence qu'il 
y a, c'est que les points les plus éloignés du point A, font des 
pas plus grands. Nous pouvons donc dire que 

12. Un angle quelconque BAC (fig. 4 ) a pour mesure le 
nombre des degrés et parties d& degré de l'arc compris entre 
ses cotés, et décrit de son sommet comme centre. 

Ainsi, quand par la suite nous dirons : Un tel angle a pour 
mesure un tel arc , on doit entendre qu'il a pour mesure le 
nombre d«s degrés et parties de degré de cet aie . 



13. Donc , pour diviser un angle en plusieurs parties égales, 
il ne s'agit que de diviser l'arc qui lui sert de mesure, en autant 
de parties égales, et de tirer par les points de division, des 
lignes au sommet de cet angle. Nous parlerons plus bas de 
la division des arcs. 

14. Et pour faire un angle égal à,un autre; par exemple, 
pour faire un point a de la ligne ac (Jig* 4*) u n angle égal 
à l'angle BAC (Jig. 4) y il faut, d'une ouverture dè compas 
arbitraire, et du point a comme centre, décrire un arc indé
fini cb \ posant ensuite la pointe du compas sur le sommet A 
de l'angle donné BAC, on décrira, d e l à même ouverture, 
l'arc BC compris entre les deux côtés de cet angle, et ayant 
pris avec le compas, la distance de C à By on la portera de 
c en b y ce qui donnera le point b par lequel , et par le point 
a tirant la ligne ab , on aura l'angle bac égal à BAC. 

En effet l'angle bac a pour mesure bc (12) et l'angle BAC 
a pour mesure BC. Or ces deux arcs sont égaux , puisque, ap
partenant à des cercles égaux, ils ont d'ailleurs des cordes 
égales (7) ; car la distance de b à c a été faite la même qu« 
celle de B à C: 

15. L'angle BAC (Jig. 5 ) se nomme angle droit, lorsque 
l'un AB de ses côtés ne penche ni vers l'autre côté AC, ni 
vers son prolongement AD. 

On l'appelle angle aigu (Jig. 4 ) lorsque l'un AB de ses 
côtés penche plus vers l'autre côté AC, que vers son prolon
gement AD. 

Enfin on l'appelle obtus (Jig. 6) lorsqu'un côté AB penche 
plus vers le prolongement de l'autre côté AC> que vers ce 
côté même. 

16. Concluons de ce qui a été dit (12) sur la mesure des 
angles , i°. quun angle droit a pour mesure 9 0 0 ; un angle aigu} 

moins que 90°, et un angle obtus, plus que 9 0 0 . 
Car si la ligne AE (Jg. 3 ) ne penche ni vers AB, ni 

vers son prolongement AD, les deux angles BAE, DAE4 

seront égaux : doac les arcs BE et DE, qui leur servent de 



mesure, seront aussi égaux; or ces deux arcs composant en 
semble la demi-circonférence, valent ensemble 180 0 ; donc 
chacun d'eux est de 90 0 ; donc aussi les deux angles BAE , 
DAE sont chacun de 90 0 . D après cela, il est évident que 
BAC est de moins, et BAFde plus que QO°. 

17. s 0 . Les deux angles BAC, B A D , (fig. 4> 5 et 6 ) que 
forme une ligne droite AB tombant sur une autre droite CD, 
valent toujours ensemble 180 0 . Car on peut toujours regarder 
le point A (fig. 4 ) comme le centre d'un cercle, dont CD 
est alors un diamètre or les deux angles BAC, BAD ont 
pour mesure les deux arcs BC et BD, qui composent la demi-
circonférence ; ils valent donc ensemble 18o°, ou autant que 
deux angles droits. 

18. 3°. Que si d'un même point A (fig. 3 ) on tire tant 
de droites A C , AE, AF, AD, A G , etc. quon voudra, tous 
les angles BAC, CAE, EAF, F A D , D A G , GAB, quelles 
comprennent, ne feront jamais que 36o°, car ils ne peuvent 
occuper plus que la circonférence. 

19. Deux angles tels que BAC et BAD (fg. 4) > <ïu* 
pris ensemble font 180°, sont dits supplément l'un de l'autre 
ainsi BAC est le supplément de BAD, et BAD est le supplé
ment de BAC ; parce que l'un de ces angles est celui qu'il fau
drait ajouter à l'autre pour faire 180 0 . 

Les angles égaux auront donc des supplémens égaux ; et 
ceux qui auront des supplémens égaux, seront égaux. 

20. Concluons de là que les angles B A C , EAD, (fig. 7) 
opposés au sommet, et formés par les deux droites BD etEC, 
sont égaux. 

Car BAC a pour supplément CAD, et EAD a aussi pour 
supplément CAD. 

a i . On appelle complément d'un angle ou d'un arc , ce dont 
cet arc est plus petit ou plus grand que 90 0 . Ainsi (fig> 5 ) 
l'angle BAC a pour complément CAE) l'angle BAF a pour 



complément FAE. Le complément est donc ce qu'il faut ajou
ter à un angle, ou ce qu'il faut en retrancher, pour qu'il 
vaille 90°. 

Les angles aigus quiaurontdes complémens égaux,, serontdonc 
égaux, et réciproquement, il en sera de même des angles obtus. 

On rencontre sans cesse les angles, tant dans la théorie que 
dans la pratique. Nous aurons assez d'occasions par la suite de 
nous convaincre qu'on les rencontre à chaque pas dans la théo
rie. Quant à la pratique , nous ferons remarquer que c'est par 
les angles qu'on juge de la route que suit un navire ; qu'on 
distingue si un navire qu'on rencontre en mer, a le vent sur 
nous, ou si nous l'avons sur lu i ; c'est par les angles qu'on 
détermine les positions des objets les uns à l'égard des autres; 
c'est en variant les angles que les voiles et le gouvernail font 
avec la quille, qu'on produit les différentes évolutions du na
vire , qu'on change sa route, et qu'on accélère ou qu'on re
tarde son mouvement. C'est encore par la mesure des angles 
qu'on parvient à déterminer en mer, en quel lieu on est. 

Les instrumens qui servent à mesurer les angles, ou à former 
des angles, tels qu'on le juge à propos, sont en assez grand 
nombre; nous allons faire connaître les principaux. 

22. L'instrument représenté par la figure 8 , et qu'on ap
pelle rapporteur, sert à mesurer les angles sur le papier, et à 
former sur le papier les angles dont on peut avoir besoin. 
L'usage en est commode et fréquent. C'est un demi-cercle de 
cuivre ou de corne, divisé en 180°. Le centre de cet instru
ment est marqué par une petite échancrure C. Quand on veut 
mesurer un angle tel que BAC (fig. 4 , 5 , S) on applique le 
centre C sur le sommet A de l'angle qu'on veut mesurer, et 
le rayon CB du même instrument, sur l'un AC des côtés de 
cet angle ; alors le côté AB prolongé , s'il est nécessaire, fait 
connaître par celle des divisions de l'instrument, par laquelle 
il passe, de combien de degrés est l'arc du rapporteur compris 
entre les côtés de l'angle BAC, et par conséquent (12) d# 
combien de degrés est cet arj^Ie BAC. 



Pour faire, avec le même instrument, un angle d'un nombre 
déterminé de degrés, on applique le rayon CB de l'instrument 
sur la ligne qui doit servir de côté à l'angle qu'on veut former, 
et de manière que le centre C soit sur le point où cet angle 
doit avoir son sommet; puis cherchant sur les divisions de 
l'instrument le nombre de degrés en question, on marque sur 
îe papier un point en cet endroit; par ce point et par le som
met, on tire une ligne droite, qui fait alors avec la première, 
l'angle demandé. 

s3 . Pour mesurer les angles sur le terrain, on emploie l'ins
trument représenté par la figure Q ; on le nomme graphomètre. 
C'est un demi-cercle divisé en 180 0 , et sur lequel on marque 
même les demi-degrés, selon la grandeur de son diamètre. 
Le diamètre DB fait corps avec l'instrument ; mais le diamètre 
EC. qu'on nomme alidade, n'y est assujéti que par le centre 
A autour duquel il peut tourner et parcourir par son extré
mité C toutes les divisions de l'instrument. Chacun de ces 
deux diamètres est garni à ses deux extrémités, de pinnules, 
à travers lesquelles on regarde les objets. L'instrument est 
porté par un pied, et peut, sans rien changer à la position du 
pied, être incliné dans tous les sens, selon qu'on en a besoin. 

Quand on veut mesurer l'angle que forment deux lignes 
droites tirées d'un point A où l'on est, à deux autres objets 
F et G, on place le centre du graphomètre en A, et on dis
pose l'instrument de manière que regardant à travers les pin
nules du diamètre fixe DAB, on aperçoive l'un F de ces 
deux objets, et qu'en même temps l'autre objet G se trouve 
dans le prolongement du plan de l'instrument, ce qu'on fait 
en inclinant plus ou moins le graphomètre; alors on fait mou
voir l'alidade EC, jusqu'à ce qu'on puisse apercevoir l'objet G 
à travers les pinnules E et C\ l'arc BC compris entre les deux 
diamètres, est alors la mesure de l'angle GAF. 

On voit aussi, d'après ce que nous venons de dire, comment on 
peut former sur le terrain un angle d'un nombre déterminé de 
degrés. On fait le plus souvent sur la largeur, et à l'extrémité 



du diamètre mobile, des divisions qui, selon la manière don.t elles 
correspondent aux divisions mêmes de l'instrument, servent à 
connaître les parties de degré de 5 en 5 minutes, ou de 3 en 3 . 

Cet instrument est aussi, le plus souvent, garni d'une bous
sole ordinaire ou simple : on la voit dans la même figure §. 

L'aiguille aimantée qui en fait la pièce principale, est soute
nue en son milieu sur un pivot sur lequel elle a toute la mobilité 
possible. Comme sa propriété est de rester constamment dans 
une même position, ou d'y revenir quand elle en a été écartée 
(au moins dans un même lieu, et pendant un assez long inter
valle de temps), on l'emploie utilement sur ces sortes d înstru-
ïnens, pour déterminer la position des objets à l'égard des points 
cardinaux, ou à l'égard de la ligne nord et sud, avec laquelle 
elle fait toujours le même angle dans un même lieu. Sur le 
bord de la cavité qui renferme l'aiguille, on marque commu
nément les 3oo° de la circonférence. Quand on tourne l'instru-
tement, l'aiguille, par la propriété qu'elle a de revenir dans une 
même situation, marque, par la nouvelle division à laquelle 
elle répond, de combien de degrés l'instrument a tourné. 

On emploie aussi la boussole ordinaire sans le graphomètre, 
mais c'est seulement pour déterminer grossièrement les points 
de détails d'un plan ou d'une carte, dont les points principaux 
ont été fixés avec exactitude, de la manière que nous expose
rons par la suite. 

a4- La boussole marine, ou le compas de mer, ou encore 
le compas de variation (fg> 10) ne diffère guère de la 
boussole ordinaire que pa* une suspension qui lui est propre, 
et qui a pour objet de faire que les parties de cette machine, qui 
servent à la mesure des angles, ne participent à d'autres mou-
vemens du vaisseau qu'à ceux qu'il peut avoir pour tourner 
horizontalement. Lorsqu'elle n'est employée qu'à connaître la 
direction de la quille du vaisseau, on l'appelle compas de 
route. Elle est renfermée dans une espèce d'armoire qu'on ap
pelle habitacle, et qui est située dans le sens de la largeur du 
vaisseau. L'aiguille n'est pas isolée sur son pivot, comme dans 



îa boussole ordinaire , elle serait trop sujette à vaciller ; on la 
charge d'un morceau de talc taillé en rond , et collé entre deux 
morceaux de papier; et on trace dessus la rose des vents , c'est-
à-dire , qu'on en partage la circonférence en rumbs de vent. 
On conçoit donc que si le vaisseau vient à tourner d'une cer
taine quantité, comme l'aiguille reste toujours ou revient tou
jours à la même situation, elle ne répondra plus au même point 
de l'habitacle : en observant donc quel est le rumb de vent 
qui répond à celui qu'occupait d'abord l'aiguille , on connaîtra 
de combien le vaisseau a tourné. On pourra donc s'en servir 
pour ramener et retenir constamment le vaisseau dans une 
même direction. 

Quand on emploie îa boussole à relever les objets, c'est-à-
dire à reconnaître Y aire de vent à laquelle ils répondent, onl'ap j 
pelle compas de variation : ce nom lui vient d'un autre usage 
dont ce n'est pas ici le lieu de parler. Alors on la garnit de 
deux pinnules A et B (Jig. 10) , par lesquelles on vise aux 
objets dont on veut connaître la situation. En mer, il faut deux 
observateurs; l'un qui tourne et ajuste le compas de variation 
de manière à apercevoir l'objet; et pendant ce temps, l'autre 
observe quelle est la position de l'aiguille à l'égard de la ligne 
DE, qui est un fil tendu à angles droits sur la ligne qu'on 
conçoit passer par A et B. 

Des Perpendiculaires et des Obliques. 

25. Nous avons dit ( i 5 ) que la ligne AB (Jig. 5 ) , qui n* 
penche ni \ersAC, ni vers AD, formait, avec ces deux parties , 
des angles qu'on appelle droits. 

Cette même ligne AB est aussi ce qu'on appelle une per
pendiculaire à la ligne AC ou DC, ou AD. 

D'après cette définition , on doit regarder comme vérités 
évidentes, les trois propositions suivantes. 

26. i°. Quand une ligne AB (Jig. 11) est perpendiculaire 
sur une autre ligne C D , celle-ci est aussi perpendiculaire sur 
la ligne AB. 
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Car lorsque AB est perpendiculaire sur CD, les angles AEC, 
ÀED y sont égaux; or AED est égal à BEC (20) ; donc 
AEC est égal à BEC) donc la ligne CE ou CD ne penche 
ni vers AE ni vers BE; donc elle est perpendiculaire à AB. 

27. 2 0 . D'im même point E , prw cÊa/is u/ie ligne C D , o/i 
7ze /?e^£ élever qu'une seule perpendiculaire à cette ligne. 

28. 3°. jEt dun même point A , pr?*s /?o?5 d'une ligne CD, 
on ne peut abaisser qu une seule perpendiculaire à cette ligne. 

Car on conçoit qu'il n'y a qu'un seul cas où une ligne 
passant par le point E ou par le point A, puisse ne pencher 
ni vers EDy ni vers EC. 

29. Les lignes qui partant du point A , s'écarteront éga
lement de la perpendiculaire, seront égales; et plus ces lignes s'é
carteront de la perpendiculaire, plus elles seront longues, et 
par conséquent la perpendiculaire est la plus courte de toutes. 

Supposons que EG soit égal à EF-? si l'on renverse la 
figure AEG sur la figure AEF-7 la ligne AE restant com
mune à toutes les deux, il est clair qu'à cause de l'angle AEG 
égal à l'angle AEFy la ligne EG s'appliquera sur EFy et 
que le point G tombera sur le point Fy puisque EG est sup
posé égal à EF'} donc AG s'appliquera exactement sur AF} 

donc ces deux lignes sont égales. 
Quant à la seconde partie de la proposition, il est évident 

que le point C de la ligne CE, étant supposé plus loin de ABy 

que le point F de la même ligne CE, est nécessairement plus 
éloigné de tel point de AB qu'on voudra, que le point F ne 
peut l'être du même point *, donc AC est plus grande que AF\ 
donc aussi la perpendiculaire est la plus courte de toutes. 

30 . Les lignes AFy AC, AGy sont dites obliques à l'égard 
de la perpendiculaire AE et de la ligne CD ; et en général 
une ligne est oblique à une autre , quand elle fait, avec cette 
autre , un angle ou aigu ou obtus. 

3 1 . Puisque ( 2 9 ) les obliques AFy AG sont égales lors
qu'elles s'éloignent également de la perpendiculaire , il faut 
en conclure que lorsqu'une ligne est perpendiculaire sur le 



milieu E d'une autre ligne F G , chacun de ses points est autant 
éloigné de l'extrémité F, que de l'extrémité G; car il est évi
dent que ce qu'on a dit du point A s'applique également à 
tout autre point de la ligne AD ou AB. 

3s. Il n'est pas moins évident qu'il n'y a que les points de 
la perpendiculaire AE sur le milieu de FG, qui puissent être 
également éloignés de F et de G; car tout point qui sera à 
droite ou à gauche de la perpendiculaire, est évidemment plus 
près de l'un de ces points que de l'autre. 

Donc, pour qu'une ligne soit perpendiculaire sur une autre 9 

il suffit qu'elle passe par deux points dont chacun soit égale
ment éloigné de deux points pris dans cette autre. 

33. Concluons de là , i° . quepour élever une perpendiculaire 
sur le milieu d'une ligne AB {Jig. 1 2 ) , il faut poser une 
pointe du compas en B, et d'une ouverture plus grande que 
la moitié de AB, tracer un arc ÏK\ poser ensuite la pointe 
du compas en A, et de la même ouverture, tracer un arc LM 
qui coupe le premier au point C, qui sera également éloigné 
de A et de B. On déterminera ensuite, de la même manière, 
un autre point D, soit au-dessous, soit au-dessus de AB, et 
en prenant la même ou une autre ouverture de compas. Enfin 
on tirera par les deux points C et D la ligne CD (3s) qui sera 
perpendiculaire sur le milieu de AB. 

34. û°. Si d'un point E , pris hors de la ligne AB {fig. i 3 ) , 
on veut mener une perpendiculaire à cette ligne, on placera la 
pointe du compas en E, et d'une ouverture plus grande que la 
plus courte distance à la ligne AD, on tracera avec l'autre 
pointe, deux petits arcs qui coupent AB aux points C et D; 
puis de ces deux points comme centres, et d'une ouverture de 
compas plus grande que la moitié de CD, on tracera deux arcs 
qui se coupent en un point F, par lequel et par le point E, on. 
tirera la ligne EF, qui sera perpendiculaire sur AB (3a) , 
puisqu'elle aura deux points E et F également éloignés, cha
cun des deux points C et D de la ligne AB. 



35 . Si le point E, par lequel on veut que la perpendiculaire 
passe, était sur la ligne (même AB, on opérerait encore de la 
même manière. Voyez figure 14. 

Enfin si le point 2£ était tellement placé qu'on ne pût mar
quer commodément qu'un des deux points C ou D, on pro
longerait la ligne AB, et on opérerait encore de même : voyez 
ligures 15 et 16. La figure 16 est pour le cas où Ton veut élever 
une perpendiculaire à l'extrémité de la ligne AB. 

Des Parallèles. 

36. Deux lignes droites , tracées sur un même plan, sont 
dites parallèlesy lorsqu'elles ne peuvent jamais se rencontrer, 
à quelque distance qu'on les imagine prolongées. 

Deux lignes parallèles ne font donc point d'angle entre elles. 
Donc deux parallèles sont partout également éloignées l'une 

de l'autre; car il est évident que si en quelqu'endroit elles 
se trouvaient plus près qu'en un autre, elles seraient inclinées 
l'une à l'autre, et que par conséquent elles pourraient enfin 
se rencontrer. 

D'après ces notions, il est aisé d'établir les cinq proposi
tions suivantes. 

37. i ° . Lorsque deux lignes parallèles AB et CD (fig. 1 7 ) , 
sont coupées par une troisième ligne EF (quon appelle alors 
sécante) les angles BGE, D H E , ou AGH, CHF, quelles for
ment aV un même côté, avec cette ligne, sont égaux. Car les 
lignes AB et CD n'ayant aucune inclinaison entre elles (36) , 
doivent nécessairement être également inclinées d'un même 
côté , chacune à l'égard de toute la ligne à laquelle on les 
comparera. 

38. 2 0 . Les angles A G H , GHD, sont égaux. Car on vient de 
voir que AGH est égal à CHF; or CHF ( 20 ) est égal à 
GHD ; donc AGH est égal à GHD. 

39. 3°. Les angles B G E , CHF sont égaux; car BGE est 
égal à AGH (20) : or, on a vu (37) que AGH est égal à 
CHF; donc BGE est égal à CHF. 

4o* 



40. 4°. Les angles BGH, DHG ou A G H , CHG sont sup— 
plémens l'un de l'autre; car BGH est supplément de BGK 
qui (37) est égal à DHG. 

41. 5°. Les a/ig/es B G E , DHF ou A G E , CHF sont sup
plémens l'un de l'autre; car DHF a pour supplément DHG 
qui (37) est égal à BGE. 

4^. Chacune de ces cinq propriétés a toujours lieu, lorsque 
deux lignes parallèles sont rencontrées par une troisième; et 
réciproquement, toutes les fois que deux lignes droites auront 
dans leur rencontre avec une troisième, l'une quelconque de 
ces cinq propriétés, on doit conclure quelles sont parallèles ; 
cela se démontre d'une manière absolument semblable. 

On a donné aux angles dont nous venons d'examiner le» 
propriétés, des noms qui peuvent servir à fixer ces propriétés 
dans la mémoire. Les angles BGE, FHC, se nomment alternes-
externes, parce qu'ils sont de différens côtés de la ligne EF\ 
et qu'ils sont tous deux hors des parallèles. Les angles AGH v 

GHD s'appellent alternes-internes, parce qu'ils sont de diffé
rens côtés de la ligne EF, et tous deux entre les parallèles. 
Les angles BGH, DHG s'appellent internes d'un même côté, 
parce qu'ils sont entre les parallèles ; et d'un même côté de 
la sécante EF. Enfin les angles BGE, DHF se nomment 
externes d'un même coté, parce qu'ils sont hors des parallèles, 
et d'un même côté de la sécante. 

43. Des propriétés que nous venons de démontrer, on peut 
conclure, i°. que si deux angles ABC , DEF ( fig. 18) , tournés 
d'un même côté , ont leurs côtés parallèles, ils seront é^aux. 
Car si l'on imagine le côté DE prolongé jusqu'à ce qu'il ren
contre BC eh G, les angles ABC, DGC seront égaux (37 ) , 
et par la même raison l'angle DGC sera égal à l'angle DEF ; 
donc ABC est égal à DEF. 

44- Que pour mener, par un point donné C , une ligne 
CD (fig. 19) , parallèle à une ligne AB, il faut, par le point 
C, tirer arbitrairement la ligne indéfinie CEF qui coupe AB 
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en un point quelconque E\ mener, selon ce qui a été enseigné 
( i4 ) , par le point C, la ligne CD qui fasse avec CE, l'angle 
ECD égal à l'angle FEB que celle-ci fait avec AB \ la ligne 
CD tirée de cette manière sera parallèle à AB'(5j). 

Au reste chacune des cinq propriétés établies ci-dessus, 
peut fournir une manière de mener une parallèle. 

45. Les perpendiculaires et les parallèles , dont nous venons 
de parler successivement, sont d'un usage très-fréquent dans 
toutes les parties pratiques des Mathématiques. Les perpen
diculaires sont nécessaires dans la mesure des surfaces , et 
dans celle des solidités ou capacités des corps-, elles revien
nent à chaque pas dans toutes les opérations de l'Architec
ture navale. Comme l'angle droit est facile à construire, on 
fai t , autant qu'on le peut , dépendre la construction des 
figures, plutôt des perpendiculaires que de toute autre ligne. 

Les parallèles, outre leur grand usage dans la théorie, pour 
démontrer facilement un grand nombre de propositions, sont 
la base de plusieurs opérations utiles. On les emploie beau
coup dans le pilotage, principalement pour marquer, sur les 
cartes maritimes, la route qu'a tenue un vaisseau pendant sa 
navigation, ce qu'on appelle pointer ou faire le point. Nous 
en dirons un mot par la suite. 

Des Lignes droites , considérées par rapport à la 

circonférence du Cercle y et des circonférences de 

Cercle ? considérées les unes à Végard des autres. 

46. La courbure uniforme du cercle met en droit de con
clure , sans qu'il soit besoin d'en donner une démonstration 
rigoureuse, 

i° . Quune ligne droite ne peut rencontrer une circonférence 
en plus de deux points. 

2 e . Q u e , dans un même demi-cercle, la plus grande corde 
soutend toujours le plus grand arc, et réciproquement. 

On appelle, en général, sécante, (fig. 20) , toute ligne, comme 



DE, qui rencontre le cercle en deux points, et qui est en 
partie a-7-dehors ; et on appelle tangente, celle qui ne fait 
que s'appliquer contre la circonférence : telle est AB. 

47. Une tangente ne peut rencontrer la circonférence au en 
un seul point : car si elle la rencontrait en deux points, elle 
entrerait dans le cercle, puisque de ces deux points il serait 
possible de tirer au centre deux rayons ou lignes égales , 
entre lesquelles on peut toujours concevoir une perpendicu
laire sur la ligne qui joint ces deux points ; et comme cette 
perpendiculaire (29) serait plus courte que chacun des deux 
rayons, on voit que la tangente aurait des points plus près 
du centre que ceux où elle rencontre le cercle ; elle entrerait 
donc dans le cercle, ce qui est contre la définition que nous 
venons d'en donner. 

La tangente n'ayant qu'un point de commun avec le cercle, 
il s'ensuit que le rayon CA (Jig- 21 ) qui va au point d'at
touchement , est la plus courte ligne qu'on puisse tirer du 
centre à la tangente ; que par conséquent (29) il est perpen
diculaire à la tangente. Donc réciproquement la tangente en 
un point quelconque A du cercle, est perpendiculaire à l'ex
trémité du rayon CA qui passe par ce point. 

48. On voit donc que pour mener une tangente à un point 
donné A sur le cercle, il faut tirer à cei point un rayon CA, 
et mener, suivant la méthode donnée (55) , une perpendicu
laire à son extrémité. 

49. Donc si plusieurs cercles (fig. 22) ont leurs centres sur 
la même ligne droite AC, et passent tous par le même point A , 
ils auront tous pour tangente commune la ligne T G perpen
diculaire à C A , et se toucheront par conséquent tous. 

50. Ainsi, pour décrire un cercle d'une grandeur déterminée, 
et qui touche un cercle donné BAD (fig. 23 ) en un point 
donné A , il faut, par le centre C et par le point A, tirer 
le rayon CA qu'on prolongera indéfiniment; puis du point A 
vers T ou vers V ( selon qu'on voudra que l'un des cercles 



embrasse) Vautre, ou ne l'embrasse point, porter la grandeur 
du rayon du second cercle; après quoi du centre JT ou V, et 
du rayon TA ou VA, on décrira la circonférence EF. 

51. La perpendiculaire élevée sur le milieu d'une corde passe 
toujours par le centre du cercle , et par le milieu de Tare sou-
tendu par cette corde (fig. 24. )• 

Car elle doit passer par tous les points également éloignés 
des extrémités A et B (32) ; or il est évident que le centre 
est également éloigné des deux extrémités A et B, qui sont 
deux points de la circonférence; donc elle passe par le centre. 

Il n'est pas moins évident qu'elle doit passer par le milieu 
de l'arc; car si E est le milieu de l'arc , les arcs égaux AE + 
BE ayant des cordes égales (7) , le point E est également 
éloigné de A et de B ; donc la perpendiculaire doit passer 
par le point E. 

52. Le centre, le milieu de l'arc , et le milieu de la corde 
étant tous trois sur une même ligne droite, toutes les fois 
qu'une ligne droite passera par deux de ces trois points, on 
pourra en conclure qu'elle passe par le troisième. 

Et comme on ne peut mener qu'une seule perpendiculaire 
sur le milieu de la corde, on doit conclure que si une perpen
diculaire sur une corde , passe par l'un quelconque de ces trois 
points, elle passe nécessairement par les deux autres. 

De ces propriétés on peut conclure, 

53. i°. Le moyen de diviser un angle ou un arc en deux 
parties égales. 

Pour diviser l'angle BAC (fig. 25) en deux parties égales, 
on décrira de son sommet A comme centre, et d'un rayon 
arbitraire, l'arc DE\ puis des points D et E , pris successi
vement pour centre, et d'un même rayon , on tracera deux 
arcs qui se coupent en un point G par lequel et par le point A 
on tirera AG, qui (3p.) , étant perpendiculaire sur le milieu 
de la corde DE, divisera en deux parties égales l'arc DIE (5i) , 
et par conséquent aussi l'angle BAC, puisque les deux angle? 



partiels BAG, CAG ont (12) pour mesure les deux arcs égaux 
DI, EL 

54. 2°. Le moyen de faire passer une circonférence de cercle 
par trois points donnés qui ne soient pas en ligne droite. 

Soient A, B, C, (fig. 2 6 ) ces trois points; en tirant les 
lignes droites AB, BC, elles seront deux cordes du cercle 
qu'il s'agit de décrire. 

Elevez une perpendiculaire (33 sur le milieu de AB ; faites 
la même chose sur le milieu B€\ le point / où se couperont 
ces deux perpendiculaires, sera le centre. Car ce centre doit 
être sur DE (5 i ) , et par la même raison il doit être sur FG ; 
il doit donc être à leur rencontre / , qui est le seul point 
commun qu'aient ces deux lignes. 

55. S'il était question de retrouver le centre d'un cercle, ou 
d'un arc déjà décrit, on voit donc qu'il n'y aurait qu'à marquer 
trois points à volonté sur cet arc, et opérer comme on vient 
de l'enseigner. 

56. Puisqu'on ne trouve qu'un seul point / qui satisfasse à 
la question, il faut en conclure que par trois points donnés 
on ne peut faire passer qu'un seul cercle, et par conséquent, 
que deux circonférences de cercle ne- peuvent se rencontrer en 
trois points sans se confondre. 

Sj. 3°. Le moyen de faire passer par un point donné B 
( lig. 27 et 28 ) une circonférence de cercle qui en touche une 
autre dans un point donné A. 

II faut, par le centre C de la circonférence donnée, et par 
le point A ou l'on \eut qu'elle soit touchée, tirer le rayon 
CA qu'on prolongera de part ou d'autre, selon qu'il sera n é 
cessaire , joindre le point A au point B par lequel on veut 
faire passer la circonférence cherchée, et élever sur le milieu 
de AB, une perpendiculaire MN qui coupera AC ou son 
prolongement, en Z>. Ce point D sera le centre , et AD ou BD 
sera le rayon du cercle demandé ; car , puisque la circonfé
rence qu'on veut décrire, doit passer par le point A et par le 



point B, son centre doit être sur MN(5i) ; d'ailleurs, puisque 
cette même circonférence doit toucher en A, son centre doit 
être sur CA (49) ou sur son prolongement -, il est donc au point 
d'intersection de CD et de MN. 

58. Si au lieu d'une circonférence, c'était une ligne droite 
qu'il s'agît de faire toucher en un point donné A (//g*. 2 9 ) , 
par un cercle passant par un point donné B , l'opération serait 
la même, avec cette seule différence, que la ligne AC serait 
une perpendiculaire élevée au point A sur cette droite. 

59. 4°- Deux cordes parallèles AB, CD (fig. 3 o ) , inter
ceptent entre ellesy des arcs égaux A C , BD. 

Car la perpendiculaire GJ qu'on abaisserait du centre G 
sur AB9 doit ( 5 0 diviser, en deux parties égales, chacun des 
deux arcs AIB, CID, puisqu'elle sera en même temps per
pendiculaire sur AB , et sur sa parallèle CD ; donc , si des 
arcs égaux AI, BI, on retranche les arcs égaux CI y DI, les 
arcs restans AC, BD doivent être égaux. 

Concluons de l à , que quand une tangente HK est parallèle 
à*une corde AB, le point d'attouchement / est précisément 
au milieu de l'arc AIB. 

60. Les propositions que nous avons établies ( 5 6 , 67 et 58 ) , 
ont leur application dans l'Architecture navale, ou la construc
tion des navires ; il y est souvent question d'arcs qui doivent se 
toucher, ou toucher des lignes droites et passer par des points 
donnés. Ce que nous avons dit peut faciliter l'intelligence de 
quelques-unes des méthodes qu'on y prescrit. L'Architecture 
civile fait aussi assez souvent usage d'arcs qui se touchent. 

6 1 . La dernière proposition que nous venons de démontrer 
peut , entr'autres usages, servir à mener une parallèle à une 
ligne donnée. 

Des Angles considérés dans le cercle. 

62. Nous avons vu ci-dessus (12) quelle est, en général % 

la mesure des angles. Ce que nous nous proposons ici, n'est 
point de donner une nouvelle manière de les mesurer, mais 



d'établir quelques propriétés qui peuvent nous être fort utiles, 
par la suite, tant pour exécuter certaines opérations, que pour 
faciliter quelques démonstrations. 

63. Un angle MAN (fig. 3 i et 3 s ) qui a son sommet à 
la circonférence, et qui est formé par deux cordes, ou par 
une tangente et par une corde, a toujours pour mesure la moitié 
de l'arc BFED compris entre ses côtés. 

Menez par le centre C, le diamètre FH parallèle au côté 
AM, et le diamètre GE parallèle au côté AN\ l'angle MAN 
(43) est égal à l'angle FCE \ il aura donc la même mesure 
que celui qui a son sommet au centre, c'est-à-dire qu'il aura 
pour mesure l'arc FE; il ne s'agit donc que de faire voir que 
ï arc FE est la moitié de l'arc BFED. Or BF est égal à 
AH (5Q), à cause des parallèles AM, HF\ et à cause des 
parallèles AN et GE, l'arc ED est égala AG) donc ED 
plus BF valent A G plus AH, c'est-à-dire, GH\ mais GH, 
comme mesure de l'angle GCH1, doit être égal à FE, mesure 
de l'angle FCE qui (20) est égal à GCH\ donc BF^XmDE 
valent FE ; donc FE est la moitié de BFED ; donc l'angle 
MAN a pour mesure la moitié de l'arc BFED qu'il com
prend entre ses côtés. 

Cette démonstration suppose que le centre soit entre les 
côtés de l'angle , ou sur l'un des côtés ; mais si le centre était 
hors des côtés, comme il arrive pour l'angle MAL (fig- 32 ) , 
il n'en serait pas moins vrai que cet angle aurait pour mesure 
la moitié de l'arc BL compris entre ses côtés. Car en ima
ginant la tangente AN, l'angle BAL vaut LAN moins MAN\ 
il a donc pour mesure la différence des mesures de ces deux 
angles , c'est-à-dire (puisque le centre est entre leurs côtés ) , 
la moitié de LE A moins la moitié de BEA, ouîa moitié de BL. 

64. Donc , i ° . tous les angles B A E , BCE , BDE ( fig. 3 3 ) 
qui ayant leur sommet à la circonférence, comprendront entre 
leurs côtés le même arc, ou des arcs égaux, seront égaux ; car 
ils auront chacun pour mesure la moitié du même arc BE (63). 

65. 2°. Tout angle BAC (fig. 34) qui aura son sommet 



à la circonférence , et dont les côtés passeront par les extré
mités d'un diamètre, sera droit ou de 9 0 0 ; car il comprendra 
alors entre ses côtés la demi-circonférence B OC qui est de 108°; 
et comme il doit en avoir la moitié pour mesure (63 ) , il sera 
donc de 90 0 . 

66. La proposition qu'on vient de démontrer (65) peut, entre 
plusieurs autres usages, avoir les deux suivans. 

67. i° . Pour élever une perpendiculaire à l'extrémité B d'une 
ligne FB ( fig. 35 ) , lorsqu'on ne peut prolonger assez cette 
ligne pour exécuter commodément ce qui a été enseigné (35) , 
Voici le procédé : 

D'un point D pris à volonté hors de la ligne FB, et d'une 
ouverture égale à la distance DB , décrivez la circonférence 
ABCHt qui coupe FB en quelque point A; par ce point et 
par le centre D , tirez le diamètre ADC; du point C où ce 
diamètre coupe la circonférence, menez au point B la ligne 
CB , elle sera perpendiculaire à FB ; car l'angle CBA qu'elle 
forme avec FB , a son sommet à la circonférence, et ses côtés 
passent par les extrémités du diamètre AC; cet angle est donc 
droit (65)} donc CB est perpendiculaire sur FB. 

68. 2 0 . Pour mener d'un point donné E ( fig. 3 6 ) , hors 
du cercle À B D , une tangente à la circonférence de ce cercle, 
joignez le centre C et le point E par la droite CE; décrivez 
sur CE , comme diamètre , la circonférence CAED ; elle cou
pera la circonférence ABD, en deux points A et D , par cha
cun desquels et par le point E, tirant les lignes DE et AE, 
vous aurez les deux tangentes qu'on peut mener du point E à 
la circonférence ABD. 

Pour se convaincre que ces lignes sont tangentes, il n'y a 
qu'à tirer les rayons CD et CA ; les deux angles CDE, CAE 
ont chacun leur sommet à la circonférence A CDE, et les deux 
côtés de chacun passent par les extrémités du diamètre CE ; 
donc (65) ces angles sont droits; donc DE et AE sont per
pendiculaires à l'extrémité des rayons CD et CA ; donc (47) 
ces lignes sont tangentes en D et en A. 



GQ. Si l'on prolonge le côté BA (fig- 3i ) indéfiniment vers 
/ , on aura un angle NAI qui aura aussi son sommet à la cir
conférence ; cet angle qui n'est point formé par deux cordes, 
mais seulement par une corde et par le prolongement d'une 
autre corde , n'aura point pour mesure la moitié de Tare AD 
compris entre ses côtés , mais la moitié de la somme des deux 
arcs AD et AB soutendus par le côté AD et par le côté Al 
prolongé; car DAI valant avec DAB deux angles droits, ces 
deux angles doivent avoir ensemble pour mesure la moitié de 
la circonférence ; or on vient de voir (63) que DAB avait 
pour mesure la moitié de DB ; donc DAI a pour mesure la, 
moitié de AD et la moitié de AB. 

70. Un angle BAC ( f ig . 37) qui a son sommet entre le 
centre\et la circonférence, a pour mesure la moitié de l'arc BC 
compris entre ses cotés, plus la moitié de ïarc D E compris 
entre ces mêmes côtés prolongés. 

Du point D où CA prolongé rencontre la circonférence > 
tirez DF parallèle à AB ; l'angle BAC est égal à FDC (07), 
et aura par conséquent la même mesure que celui-ci , c'est-
à-dire la moitié de l'arc FBC (63) , ou la moitié de BC plus 
la moitié de BF, ou [ à cause que (5q) BF est égal kDE~] , 
il aura pour mesure la moitié de BC plus la moitié de DE. 

7 1 . JJn angle BAC ( fig. 38 ) qui a son sommet hors du 
cercle, a pour mesure la moitié de rare concave BC moins la 
moitié de lare convexe ED compris entre ses côtés. 

Du point D où CA rencontre la circonférence, tirez DF 
parallèle à AB. L'angle BAC est égal à FDC (37); il aura 
donc même mesure que celui-ci, c'est-à-dire la moitié de CF% 

ou la moitié de CB moins la moitié de BF, ou £ à cause que 
BF est (59) égal à ED ~\ la moitié de CB moins la moitié 
de ED. 

72. On voit donc que quand les côtés d'un angle interceptent 
un arc de circonférence, si cet angle a pour mesure la moitié 
de l'arc compris entre ses côtés, il a nécessairement son som
met à la circonférence ; car s'il l'avait ailleurs, les proposition» 



démontrées ( 70 et 71 ) feraient voir qu'il n'a point la moitié 
de cet arc pour mesure. D o n c , de quelque façon qu'on pose 
un même angle , si ses côtés (fig. 55 ) passent toujours par les 
mêmes points B et E de la circonférence, son sommet sera 
toujours sur quelque point de la circonférence. Donc si deux 
règles AM, AN} (fig* 3Q ) fixement attachées l'une à l'autre, 
roulent ensemble dans un même plan , en touchant continuel
lement deux points fixes B et C > le sommet A décrira la cir
conférence d'un cercle qui passera par les deux points B et C, 

Ceci peut servir, i° . à décrire un cercle qui passe par trois 
points donnés B , A , C ( fig. 5g ) , lorsqu'on ne peut appro
cher du centre. Il faudra joindre le point A aux deux points 
B et C par deux règles AM, AN\ fixer ces deux règles , de 
manière qu'elles ne puissent s'écarter l'une de l'autre ; alors 
en faisant mouvoir l'angle BAC de manière que les règles AM9. 
AN touchent toujours les points B et C, le sommet A décrira 
îa circonférence demandée; 

û°. A décrire un arc de cercle d'un nombre de degrés pro
posé, et qui passe par deux points donnés B et C; ce qui peut 
être nécessaire dans la pratique. 

Pour cet effet on retranchera de 56*0° le nombre des d e 
grés que cet arc doit avoir, et ayant pris la moitié du reste, 
on ouvrira les deux règles de manière qu'elles fassent un angle 
égal à cette moitié. Fixant alors les deux règles l'une à l'autre , 
et les faisant tourner autour de deux pointes fixées en B et Cif 

l'arc BAC que le sommet décrira dans ce mouvement, sera du 
nombre de degrés proposé. 

Il est facile de voir pourquoi on fait l'angle BAC égal à la 
moitié du reste ; c'est qu'il a pour mesure la moitié de BC qui est 
la différence entre la circonférence entière et l'arc BAC. 

Des Lignes droites qui renferment un espace. 

y3. Le moindre nombre de lignes droites qu'on puisse em
ployer pour renfermer un espace , est trois ^et alors cet espace-



se nomme triangle rectiligne, ou simplement triangle; ABC 
(fig. 4° ) e s t u n triangle , parce que c'est un espace renfermé 
par trois lignes droites, ou plus exactement, parce que c'est 
une figure qui n'a que trois angles. 

Il est évident que dans tout triangle, la somme de deux 
côtés , pris comme on le voudra, est toujours plus grande que 
le troisième. AB plus BC, par exemple, valent plus que AC, 
parce que AC étant la ligne droite qui va de A à C, est le 
plus court chemin pour aller d'un de ces points à l'autre. 

Un triangle, dont les trois côtés sont égaux, se nomme 
triangle equilateral ( fig. 4 1 )• 

Celui dont deux côtés seulement sont égaux, se nomme 
triangle isoscèle , (fig. 4'2- ) 

Et celui dont les trois côtés sont inégaux, se nomme sca
lene ( fig. 40. ) 

74. La somme des trois angles de tout triangle recti ligne 
vaut deux angles droits ou 180 0. 

Prolongez indéfiniment le côté AC vers E (fig- 4 e ) > e t 

concevez la ligne CD parallèle au coté AB. 
L'angle BAC est égal à l'angle DCE (5y), puisque les 

lignes AB et CD sont parallèles. L'angle ABC est égal à 
l'angle BCD, par la seconde propriété des parallèles (38) ; 
donc les deux angles BAC et ABC valent ensemble autant 
que les deux angles BCD et DCE, c'est-à-dire autant que 
l'angle BCE; mais BCE est supplément ( 17 et 10 ) de BCA\ 
donc les deux angles BAC et ABC forment ensemble le supplé
ment de BCA ; donc ces trois angles valent ensemble 180 0 . 

75 . La démonstration que nous venons de donner prouve 
donc, en même temps , que Vangle extérieur BCE d'un triangle 
ABC, vaut la somme des deux intérieurs BAC et ABC qui lui 
sont opposés. 

Concluons de ce qu'on vient de dire (74)? i°- qu'z/rc triangle 
rectdigne ne peut avoir qu'un seul angle qui soit droit) et alors 
on l'appelle triangle rectangle (fig. 4^ ). 

2 ° . Qu'à plus forte raison il ne peut avoir qu'un seul angle* • 



qui soit obtus ; dans ce cas on l'appelle triangle obtusangle 

(fis- 44)-
5°. Mais il peut avoir tous ses angles aigus ; et alors il est dit 

triangle acutangle ( lig. 45 )• 
4° Que, connaissant deux angles, ou seulement la somme 

de deux angles d'un triangle , on connaît le troisième angle, en 
retranchant de i8o° la somme dis deux angles connus. 

5°. Que lorsque deu v angles d'un triangle sont égaux à deux 
angles cVun autre triai gle. le troisième angle de chacun est 
nécessairement égal, puisque les trois angles de chaque triangle 
valent i8o°. 

6°. Que les deux angles aigus d'un triangle rectangle sont 
toujours complément (s») l'un de l autre. Car des que l'un des 
angles du triangle est de 9 0 0 , il ne reste plus que 9 0 0 pour les 
deux autres ensemble. 

76. Nous avons vu ci-dessus (54) qu'on pouvait toujours 
faire passer une circonférence de cercle, par trois points qui 
ne sont pas en ligne droite; conclunns-en que 

On peut toujours faire passer une circonf rence de cercle par 
les sommets des trois angles*dun triai.gle. On appelle cela c/r-
conscrire un cercle à un triangle. 

77. De là il est aisé de conclure , i° . que si deux angles 
d'un triangle sont égaux , les côtés oui leur sont opposés seront 
aussi égaux ; et réciproquement, si deux < ôtés d un triangle 
sont égaux, les angles opposés à ces côtés seront é roux. Car en fai
sant passer une circonférence par lestrois angles A B\C(fig.6fi), 
si les angles ABC, ACB sont égaux, les arc* ADC,AEB , dont 
les moitiés leur servent de mesure (6~) , seront nécessairement 
égaux ; donc (7) les cordes AC , AB seront égales Et réci
proquement, si les côtes ./^C, AB .ont égaux, les arcs ADC, AEB 
seront égaux; donc les angles ABC, ACB, qui ont pour me* 
sure la moitié de ces arcs, seront égaux. 

Donc les trois angles d'un triangle équilatéral sont égaux, et 
valent, par conséquent, chacun le tier.» de 180°, ou Go°. 

78. a°. Dans un même triangle ABC ( fig. 47 ) > ^e P^us 



grand côté est opposé au p?us g-and angle, le plus petit côté 
au plus petit ongle , et réciproquement. Car si l'angle ABC est 
plus grand que l'angle ACB, l'arc A C sera, plus grand que l'arc 
AB , et par conséquent la corde AC plus grande que la corde 
AB. La réciproque se démontre de même. 

De Vègalitè des Triangles. 

79. Il y a plusieurs propositions dont la démonstration est 
fondée sur l'égalité de certains triangles qu'on y considère ; il 
est donc à propos d'établir ici les caractères auxquels on peut 
reconnaître cette égalité. Ils sont au' nombre de trois. 

80. Deux triangles sont égaux, quand ils ont un angle égal 
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun Que l'angle 
B du triangle BAC {fig. 4& ) s ° i t égal à l'angle E du triangle 
EDF {fig. 49 ) ; que le côté AB soit égal au côté DE; et 
le côté BC égal au côté EF; voici comment on peut se con
vaincre que ces deux triangles sont égaux. 

Concevez la figure ABC appliquée sur la figure DE F, de 
manière que le côté AB soit exactement appliqué sur son égal 
DE ; puisque l'angle B est égal à l'angle E, le côté B C tom
bera sur E F y et le point C tombera sur le point F, puisque 
BC est supposé égal à E F . Le point A étant sur D, et le 
point C sur F, il est donc évident que AC s'applique exacte
ment sur DF y et que par conséquent les deux triangles con
viennent parfaitement. 

Donc, pour construire un triangle dont on connaîtrait deux 
côtés, et l'angle compris, on tirera (fig. 49 )> une îigne DE 
égale à l'un des côtés connus : sur cette ligne on fera (14) un angle 
D E F égal à l'angle connu, et ayant fait E F égal au second cô
té connu, on tirera DF, ce qui achèverais triangle demandé. 

8 1 . Deux triangles sont é^auv, quand ils ont un côté égal 
adjacent à deux angles égaux chacun à chacun. Que le côté 
A B (fig- 48 ) soi' égal au côté DE (fig. 49) , l'angle B égal 
à l'angle E y et l'angle A égal à l'angle D. 

Concevez le côté AB appliqué exactement sur le côté DE} 



BC se couchera sur EF, puisque l'angle B est égal à l'angle El 
pareillement, puisque l'angle A est égal à l'angle D, le côté 
AC se couchera sur DF; donc AC et BC se rencontreront au 
point F; donc les deux triangles sont égaux. 

Donc, pour construire un triangle dont on connaîtrait un côté 
et les deux angles adjacens, on tirera (^g- 49 ) u n e ligne DE 
égale au côté connu; aux extrémités de cette ligne on fera (14) 
les angles E et D égaux aux deux angles connus ; alors les 
côtés EF, DF de ces angles termineront, par leur rencontre s 

le triangle demandé. 

82. La proposition (81) peut servir à démontrer que les par
ties AC, BD ( fig. 5o ) de deux parallèles, interceptées entre 
deux autres parallèles AB, C D , sont égales. Abaissez les deux 
perpendiculaires AE, BF; les angles AEC, BFD sont égaux , 
puisqu'ils sont droits ; et à cause des parallèles AC et BD, AE 
et BF, l'angle EAC est égal à l'angle FBD (43). D'ailleurs 
.¿/1? est égalai?/*7 (36); donc les deux triangles AEC , BFD sont 
égaux, puisqu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux 
chacun à chacun; donc AC est égala BD. 

On démontrera de même , que si A C est égal et parallèle 
à BD, AB sera égal et parallèle à CD; car outre le côté AC 
égal à BD, et l'angle droit en E ainsi qu'en F, l'angle ACE 
sera égal à BDF, puisque AC est parallèle à BD (3y); donc 
(75) le troisième angle EAC sera, égal au troisième angle DBF; 
donc les deux triangles auront un côté égal adjacent à deux an
gles égaux; donc AE est égal à BF, et par conséquent les deux 
lignes sont parallèles ; or, de là et de ce qu'on vient de démon
trer (82), il s'ensuit que AB est égal à CD. 

83. Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont les trois côtés 
égaux chacun à chacun. Que le côté AB (Jig. 48 ) s o r t égal 
au côté DE (fig- 49 )> I e c^ré BC égal au côtéEF, et le côté 
AC égal au côté DF. 

Concevez le côté AB exactement appliqué sur DE,, et le 
plan BAC couché sur le plan de la figure DEF; je dis que le 
point C tombe sur le point F. 



Décrivez des points D et E comme centres, et des rayons 
D F et F F y les deux arcs I K et I I G qui se coupent en F ; 
il est évident que le point C doit tomber sur quelque point de 
J K y puisque A C est égal à D F ; par une semblable raison le 
point C doit tomber sur quelque point de G H , puisque B C 
est égal à E F ; il doit donc tomber sur le point F qui est le seul 
point commun que ces deux arcs puissent avoir d'un même 
côté de D E ; donc les deux triangles conviennent parfaitement, 
et sont par conséquent égaux. 

Donc , pour construire un triangle dont on connaîtrait les trois 
côtés, il faut (fig* 49 ) tirer une droite D E égale à l'un des 
côtés connus ; du point D comme centre, et d'un rayon égal 
au second côté connu, décrire l'arc I K ; pareillement du point 
E comme centre, et d'un rayon égal au troisième côté connu, 
décrire l'arc G H : enfin du point d'intersection F, tirer aux 
points D et E , les droites F D et F E . 

Des Polygones. 
84. Une figure de plusieurs côtés s'appelle en général un 

Polygone. 
Lorsqu'elle a trois côtés, on l'appelle 

... Triangle ou Trilatàre ; 
lorsqu'elle en a Quadrilatère ; 

5 . . Pentagone ; 
6. .Hexagone; 
7. .Heptagone; 
8 . . Octogone ; 
9 . . Ennéagone ; 

10. .Décagone. 

Nous n'étendons pas davantage la liste de ces noms, parce 
qu'une figure est aussi bien désignée en énonçant le nombre 
de ses côtés , qu'en employant ces différens noms , dont le 
grand nombre chargerait assez inutilement la mémoire; nous 
n'exposons ceux-c i que parce qu'ils .se rencontrent plus fré
quemment que les autres. 

On appelle angle saillant y celui dont 1 1 sommet est hors de 
la figure ; la figure 5i a tous ses angles saillans. 



L'angle rentrant est, au contraire, celui dont le sommet entre 
dans la figure; l'angle CDE (fig. 52) est un angle rentrant. 

On appelle diagonale , une ligne tirée d'un angle à un 
autre, dans une figure quelconque. AD, AC (fig. 5 i ) sont 
des diagonales. 

85. Tout polygone peut être partagé, par des diagonales 
menées d'un de ses angles, en autant de triangles moins deux, 
qu'il a de côtés. L'inspection des figures 5i et 52 surfit pour 
faire sentir que cela est vrai généralement. 

86. Donc pour avoir la somme de tous les angles intérieurs 
d'un polygone quelconque, il faut prendre i8o°, autant de fois 
moins deux, quily a de côtés. Car il est évident que la somme 
des angles intérieurs des polygones ABCDE (fig. 5i ) , et 
ABCDEF (fig* 52 ) , est la même que celle, des angles des 
triangles ABC, A CD, etc. Or la somme des trois angles de 
chacun de ces triangles est de i8o°; il faut donc prendre i8o° 
autant de fois qu'il y a de triangles, c'est-à-dire (85 ) autant de 
fois moins deux, qu'il y a de côtés. 

Remarque. Dans la figure 52 , l'angle CDE, pour être com
pris dans la proposition précédente, doit être compté, non 
pas pour la partie CDE extérieure au polygone , mais pour 
la partie CDE composée des angles ADE, ADC; c'est un 
angle de plus de i8o° , et qu'on ne doit pas moins considérer 
comme angle, qme tout autre angle au-dessous de i8o°. Car 
un angle n'est en général ( i o ) , que la quantité dont une 
ligne a tourné autour d'un point fixe ; et soit qu'elle tourne 
de plus ou de moins que i8o° , la quantité dont elle a tourné 
est toujours un angle. 

87. Si l'on prolonge, dans le même sens, tous les côtés 
d'un polygone qui n a point d'angles rentrons, la somme de 
tous les angles extérieurs vaudra 36o° , quelque nombre de 
côté, qu'ait 'e polygone. Y oyez fi-r 5 i . Car chaque angle exté
rieur est le supplément de l'angle intérieur qui lui est contigu; 
ainsi les angles, tant intérieurs qu'extérieurs , valent autant de 
(bis 180° qu'il y a de côtés ; mais (80) les intérieurs ne diffè

re nt 



rent de cette somme , que de deux fois 1800 ou 36o°; il reste 
donc 38o° pour les angles extérieurs. 

88. On appelle polygone régulier, celui qui a tous ses 
angles égaux et tous ses côtés égaux, /^oyezfig. 53. 

Il est donc toujours facile de savoir combien vaut chaqus 
angle intérieur d'un polygone régulier; car ayant trouvé par 
la proposition enseignée (86) combien valent ensemble tous 
les angles intérieurs , il n'y aura qu'à diviser cette valeur totale 
par le nombre des côtés ; par exemple, si l'on demande combien 
vaut chaque angle intérieur d'un pentagone régulier; comme 
il y a 5 côtés, je prends i8o°, 5 fois moins deux, c'est-à-
dire 3fois; ce qui donne 54o° pour la valeur des 5 angles 
intérieurs*, donc, puisqu'ils sont tous égaux, chacun doit valoir 
la cinquième partie de 54o°, c'est-à-dire io8°. 

89. De la définition d'un polygone régulier il suit qu'on 
peut toujours faire passer une même circonférence de cercle 
par tous les angles d'un polygone régulier. Car il est prouvé 
(54) qu'on peut faire passer une circonférence de cercle par les 
trois points A, B, C, (fig. 5 3 ) ; or je dis qu'elle passe aussi 
par l'extrémité du côté CD; en effet, il est facile de prouver 
que le point D, où cette circonférence doit rencontrer le 
côté CD, est éloigné de C d'une quantité égale à BC; car 
l'angle ABC étant égal à BCD, les arcs AEC, BFD, dont 
les moitiés servent de mesure à ces angles (63), doivent être 
égaux ; retranchant de chacun l'angle commun AFED, les arcs 
restans CD et AB doivent être égaux ; donc aussi (7) les cordes 
CD et AB sont égales; donc le point D où le côté CD est 
rencontré par la circonférence qui passe par A, B, C, est le 
même que le sommet de l'angle du polygone. On démon
trera la même chose des angles E et F. 

90. On voit donc que pour circonscrire un cercle à un poly
gone régulier, la question se réduit à faire passer un cercle 
par les sommets de trois de ses angles, ce qui se fait de la 
manière enseignée (54) . 

9 1 . Toutes les perpendiculaires abaissées du centre d'un 
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polygone régulier sur les côtés, sont égales. Car ces perpen» 
diculaires OU, OL, devant tomber sur le milieu de chaque 
côté (5a), les lignes AH et AL seront égales; or AO est 
commun aux deux triangles OHA et OLA -, d'ailleurs, à cause 
des triangles ABO, AOF% qui ont tous leurs côtés égaux 
chacun à chacun, les angles OAH, OAL sont égaux; donc 
les deux triangles OAH, OAL, qui ont un angle égal compris 
entre deux côtés égaux chacun à chacun, sont égaux (80). 
Donc OH est égal à OL. Donc , si d'un rayon égal à l'une 
de ces perpendiculaires, on décrit une circonférence, elle tou
chera tous les côtés. Cette circonférence est dite inscrite au 
polygone. 

Les perpendiculaires Olî, OL s'appellent, chacune , Vapo
thème du polygone. 

92. Il est clair que si du centre du polygone régulier on 
tire des lignes à tous les anglesf" ces lignes comprendront entre 
elles des angles égaux, puisque ces angles auront pour mesure 
des arcs qui sont soutendus par des cordes égales; d o n c , 
pour avoir l1 angle au centre cV un polygone régulier, il faut 
diviser 3So° par le nombre des côtés. Car ces angles égaux 
ont tous ensemble pour mesure la circonférence entière. Par 
exemple, pour l'hexagone, chaque angle au centre sera la 
sixième partie de 3So°, c'est-à-dire, sera de 6o°. 

o3. Donc le côté de Vhexagone est égal au rayon du cercle 
circonscrit. Car en tirant les rayons AO et BO, le triangle 
AOB sera isocèle , et par conséquent (77) les deux angles 
BAO et AOB seront égaux; or comme l'angle AOB est 
de Go°, les deux autres ensemble doivent valoir 120 0 (75) ; 
donc chacun d'eux est de 6o°; les trois angles sont donc égaux, 
et par conséquent le triangle est équilatéral (77); donc AB 
est égal au rayon AO. 

0,4- Nous n'en dirons pas davantage sur les polygones ré
guliers , dont les autres propriétés sont d'ailleurs très-faciles 
à déduire de celles qu'on vient d'exposer j la seule chose que 



sious ajouterons, est l'usage de la dernière proposition pour la 
division de la circonférence , de i5 en i 5 degrés. 

On tirera deux diamètres AB, DE (fig. 54) perpendicu
laires l'un à l'autre, et ayant pris une ouverture de compas 
égale au rayon CE, on la portera successivement de E en F, 
et de A en G ; le quart de la circonférence AE sera, par 
ce moyen, divisé en trois parties égales AF, FG, GE ; car 
puisqu'on a pris le rayon pour l'ouverture du compas, il suit 
de ce qui vient d'être dit (g3) que l'arc EF est de 6o°'? or 
EA est de 30°, donc AF est de 3oo. Par la même raison , AG 
est de 6o°; et comme AE est de 90°, GE est donc de 3o°; 
enfin, si de l'arc total AE de 90 0 , vous retranchez les arcs 
AF et GE, qui valent ensemble 6o°, l'arc restant FG sera 
de 3o°. Ayant ainsi divisé le quart de circonférence en arcs 
de 3o°, il sera facile d'avoir l'arc de i5°, en divisant en deux 
parties égales chacun des arcs AF, FG et GE par la méthode 
donnée (53.) On fera les mêmes opérations sur chacun des 
trois autres quarts AD, DB et BE. Si Ton voulait conduire 
cette division jusqu'à l'arc de i°, il faudrait y aller par tâton
nement, car il n'y a pas de méthode géométrique pour cela. 
Il y a cependant une méthode géométrique pour venir direc
tement jusqu a lare de 3° ; mais comme les propositions qui 
y conduisent ne peuvent nous être d'aucune autre utilité , 
nous n'en parlerons point. 

Remarquons seulement que ce que nous entendons ici par 
opérations géométriques, ce sont celles dans lesquelles la chose 
dont il s'agit peut être exécutée par un nombre déterminé 
d'opérations faites avec la règle et le compas seuls. 

Des Lignes proportionnelles. 

95 . Avant que d entrer en matière sur ce qui regarde les lignes 
proportionnelles, nous placerons ici sur les proportions, quelques 
propositions qui sont une suite immédiatede ce que nous avons en
seigné dans l'Arithmétique. Mais pour abréger le discours, nous 
conviendrons, pour l'avenir, que lorsque deux quantités devront 



être ajoutées Tune à l'autre, nous indiquerons cette opération 
par ce signe + , qui équivaudra au mot plus; ainsi 4 + 3 signi
fiera 4 plus 3 , ou 4 ajouté à 3 , ou 3 ajouté à 4» Pareillement, 
pour marquer la soustraction, nous nous servirons de ce signe 
— , qui équivaudra au mot moins; ainsi 5 — 2 signifiera 5 
moins 2 , ou qu'on doit retrancher 2 de 5. Comme il n'est pas 
toujours question de faire réellement les opérations, mais de 
raisonner sur des circonstances de ces opérations, il est souvent 
plus utile de les représenter que d'en donner le résultat. 

Pour marquer la multiplication, nous nous servirons de ce 
signe X , qui équivaudra à ces mots multiplié par ; ainsi 5 
X 4> signifiera 5 multiplié par 4« Et pour marquer la division, 
BOUS ferons comme en Arithmétique : nous écrirons le dividende 
et le diviseur en forme de fraction, dont le dividende sera n u 
mérateur, et le diviseur, dénominateur; ainsi -y- marquera 12 
divisé par 7. Cela posé, nous avons vu (Arith. i 8 5 ) que dans 
toute proportion, la somme des antécédens est à la somme des 
conséquens, comme un antécédent est à son conséquent; et 
qu'il en est de même de la différence des antécédens comparée 
à celle des conséquens. 

p,6\ Nous pouvons donc conclure de l à , que dans toute pro
portion , la somme des antécédens est à la somme des consé
quens y comme la différence des antécédens est à la différence 
des conséquens; car, puisque dans la proportion 48 ¡ 1 6 . : 12 ;4> 
par exemple, on a (Arith. i 8 5 ) 

48 + 1 2 : 1 6 + 4:: 12:4 
ci. ..48 — 1 2 : 1 6 — 4 *• 12:4 

il est évident (à cause du rapport commun de 12! 4 ) qu'on 
peut conclure 

48-f 12 :16+4 :: 48—12:16—4. 

Le raisonnement est le même pour toute autre proportion. 

97. On peut donc, en mettant dans cette dernière propor
tion le troisième terme à la place du second, et le second à la 
place du troisième, ce qui est permis (Arith. 182) , dire aussi 



que la somme des antécédens est à leur différence 3 comme la 
somme des conséquens est ci. leur différence. 

98. Si dans la proportion 4°* • *6 l < 2 • 4 > o n échange 
les places des deux moyens; ce qui donnera 48 t i s !* 16 t 4t 
et qu'on applique à celle-ci la proposition qu'on vient de d é 
montrer (96); on aura 48 + 16 :12 + 4 *• 4 ^ — i S l i Q — 4 
qui, à 1 égard de la proportion, 4°* >• 1D" 1 2 • 4 > fournit cette 
proposition, /a somme des deux premiers termes d'une pro
portion est à la somme des deux derniers termes, comme la 
différence des deux premiers est à la différence des deux 
derniers, ou (en mettant le troisième terme à la place du second, 
et le second à la place du troisième), la somme des deux 
premiers termes est à leur différence, comme la somme des 
deux derniers est à leur différence. 

99. Si un rapport est composé du produit de plusieurs autres 
rapports, on peut, à chacun des rapports composans, substituer 
un rapport exprimé par d'autres termes, pourvu que ces deux 
termes aient le même rapport que ceux auxquels on les substi
tuera. Par exemple, dans le rapport de G X 10 : 2 X 5 , on 
peut , au lieu des facteurs G et 2 , substituer 3 et 1 , ce qui don
nera le rapport composé-3 X 10 I 1 X 5 qui est le même que le 
rapport G X 10 : 2 X 5 . En effet, puisque G : 2 :: 3 : 1 , on 
peut, sans changer cette proportion (Arith. i 8 3 ) , multiplier 
les antécédens par 10 et les conséquens par 5 , et alors on 
aura 

6 x 1 0 : 2 x 5 :: 3 x 10:1 x 5 . 

Il est facile de voir que ce raisonnement s'applique à tout 
autre rapport. 

100. Si deux, ou un plus grand nombre de proportions, sont 
telles que dans le premier rapport de l'une, l'antécédent se 
trouve égal au conséquent de l'autre, on pourra, lorsqu'il s'a
gira de multiplier ces proportions par ordre, omettre les termes 
qui se trouveront communs d'antécédent à conséquent; par 
exemple, si. on a. les deux proportions 



6 : 4 : : I J : 8 
4 :3»: : 20 : i5 

on pourra conclure 6 : 3 : : 12 x 20: 8 x i5. 

Car quand on admettrait le multiplicateur commun 4> *e 

rapport de 6 x 4 4 X 3 qu'on aurait alors, ne différerait 
pas du rapport de 6 à 3 (Arith. 170) que l'on a en omettant 
ce facteur. 

De même, si on a 6 : 4 ! : 12 : 8 
4 : 3 : : 2 o : i 5 
3 : 7 : : 2 1 : 4 9 

on en conclura 6 : 7 : : 1 2 x 2 0 x 2 1 : 8 x i5x49-

La même chose aura lieu pour les seconds rapports, et par 
la même raison. 

Cette observation est utile pour trouver le rapport de deux 
quantités, lorsque ce rapport doit être composé; parce qu'a
lors on compare chacune de ces quantités à d'autres quantités 
qu'on emploie comme auxiliaires, et qui ne doivent plus rester 
après la démonstration. 

Nous allons maintenant transporter aux lignes les connais
sances que nous avons tirées des nombres sur les proportions. 
Mais pour rendre nos démonstrations plus courtes et plus gé
nérales, nous ne donnerons aucune valeur particulière à ces 
lignes, sinon dans quelques applications; au reste on peut tou
jours s'aider par des comparaisons avec des nombres. 

Les rapports que nous considérerons ici sont les rapports géo
métriques. Ainsi quand nous dirons, une telle ligne est à une 
telle ligne, comme 5 est à 4> par exemple, on doit entendre 
que la première contient la seconde, autant que 5 contient 4» 

101. Si sur un des côtés A!L d'un angle quelconque Z A X 
(fig. 55), on marque les parties égales AB, BC, CD, D E , etc. 
de telle grandeur et en tel nombre qu'on voudra, et si après 
avoir tiré à volonté, par l'un F des points de division, la ligne 
F L , qui rencontre le côté AIL en L , on mène par les autres 



points de division, les lignes BG, CH, D I , E R , etc., paral
lèles ci FL; je dis que les parties A G, G H , H I , etc. du côté 
A X , seront aussi égales entre elles. Menons par les points 
G, H, / , etc. les lignes GM, HN, IO, etc. parallèles à 
AK-7 les triangles ABG, GMH, HNI, IOK, etc. seront tous 
égaux entre eux; car i°. les lignes GM, HN, IO, etc. sont 
chacune égales à AB, puisque (82) elles sont égales à BC, CD, 
DE, etc.; 2 0 . les angles GMH, HNI, IOK, etc. sont tous égaux 
entre eux, puisqu'ils sont tous égaux à l'angle ABG (43); 3°. 
les angles MGH, 1 S H I , OIK, etc. sont tous égaux entre e u x , 
puisqu'ils sont tous égaux à l'angle BAG (43). 

Tous les triangles BAG, MGH, 1 S H I , etc. ont donc un 
côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun; ils 
sont donc tous égaux; donc les côtés AG, GH, HI, etc. de 
ces triangles, sont tous égaux entre eux; donc la ligne AX 
est en effet divisée en parties égales par les parallèles. 

Il est donc évident que si AJB est telle partie que ce soit 
de AG, BC sera une semblable partie de GH; CD sera une 
semblable partie de HI-, si, par exemple, AB est les § de AG, 
BC sera les § de GH, et ainsi de suite. 

Il en sera de même de 2 , 3 , 4> e T C - parties de AF c o m 
parées à 2 , 3 , 4> etc. parties de AL; donc une portion quel
conque AD ou DF àe la ligne AF, est même partie de la por
tion correspondante AI ou IL de la ligne AL, que AB l'est 
de AG; c'est-à-dire, que. . . . 

AD:AI::AB:AG 
et DF'.IL : \AB\AG. 

On peut dire de même que AF \ AL \ \ AB : AG ; 
Donc ( à cause du rapport de AB \ AG commun à ces trois 

proportions) on peut dire que 

AD:Ai::DF:iL 
et AD:AI: :AF\AL. 

1 C 2 . Donc si par un point D (lig. 5G) pris à volonté sur 
un des côtés-AF d'un triangle A F L , on mène une ligne DI 
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parallèle au coté F L ; les deux côtés AF, AL seront coupés 
proportionnellement, c'est-à-dire qu'on aura toujours 

AD\AI\\DF\IL 
et AD\Ai\\AF\AL, 

ou bien, en échangeant les places des deux moyens (Arith. 182), 

AD:DF::AI;IL 

et AD\AF\\AI\AL, 

quel que soit d'ailleurs l'angle F Ah. 
En effet on peut toujours concevoir le côté AF coupé en 

tel nombre de parties égales qu'on voudra , et par conséquent 
en un nombre infini de parties égales : or dans ce cas le point 
D ne pouvant manquer d'être un des points de division , le rai
sonnement de l'article précédent s'applique ici mot à mot. 

103. Donc , i° . si dun point A pris à volonté hors de la 
ligne GL (fig. ^7) , on tire à differens points de cette ligne 
plusieurs lignes A G , A H , AI , AK, AL , toute parallèle BF 
à la ligne GL , coupera toutes ces lignes en parties proportion
nelles , c'est-à-dire qu'on aura 

AB:BG::AC:CH::AD:Di::AE:EK:iAF;;FL 
et AB\AG\\AC\AR\\AD\AI\\AE\AK\\AF\ AL. 

Car en considérant successivement les angles G AH, GAI, 
GAK , G AL, comme on a fait l'angle F AL dans la figure 56 , 
on démontrera de la même manière, que tous ces rapports 
sont égaux. 

104. 2 0 . La ligne A D ( fig. 56* ) qui divise en deux parties 
égales un angle BAC dun triangle, coupe le côté opposé BC 
en deux parties BD, DC proportionnelles aux côtés correspon-
dans AB, AC, c est-à-dire de manière qu on a BDlDCt AB; AC. 
Car si par le point B on mène BE parallèle à AD, et qui ren
contre CA prolongée en E, les lignes CE, CB, étant alors 
coupées proportionnellement (102) on aura 
BD : CD :: A E : AC. Or il est facile de voir que AE est égal 
à AB; car à cause des parallèles AD et BE l'angle E est égal à 
Tangle DAC (37), et l'angle EBA est égal à son alterne-interne^ 



BAD (58); donc, puisque DAC et BAD sont égaux comme 
étant les moitiés de BAC, les angles E et EBA seront égaux; 
donc les coXésru4E et AB sont aussi égaux; donc la proportion 
BD:CD::AE:AC\ se change en celle-ci BD\CD\\AB\AC. 

105. Si on coupe les lignes AF et AL (fig. 5 6 ) proportion
nellement aux pointsT) et I , c'est-à-dire de manière que 
AF : AD :: AL : A I , la ligne DI sera parallèle à FL. Car la 
partie de AL que couperait la parallèle menée du point D, 
doit (102) être contenue dans AL, autant que ADVest dansAF, 
or, par la supposition, AI est contenue dans AL précisément 
ce même nombre de fois ; donc cette partie ne peut être autre 
que AI. 

106. Donc, si on coupe proportionnellement aux points B , 
C , D , £ , F (fig. 57 ) , les lignes A G , A H , Aï , AK , AL , me
nées du point A à différens points de la ligne G L ; la ligne 
BCDEF qui passera par tous ces points, sera une ligne droite 
parallèle à GL. 

107. Les propositions enseignées (102 et suiv.) sont égale
ment vraies, lorsque la ligne BF, au lieu d'être entre le point A 
et la ligne GL, comme dans la figure 5j, tombe au-delà du 
point A, comme dans la figure 58. Car tout ce qui a été dit de 
la figure 55 , et qui sert de base aux propositions établies (102 
et suiv. ) , aurait également lieu pour les parallèles qui coupe
raient ZA et XA prolongées dans la figure 55. 

De la similitude des Triangles. 

108. On appelle côtés homologues de deux triangles, ou en 
général, de deux figures semblables , ceux qui ont des positions 
semblables, chacun dans la figure à laquelle il appartient. 

109. Deux triangles qui ont les angles égaux chacun à cha
cun , ont les côtés homologues proportionnels, et sont par con
séquent semblables. Si les deux triangles ADI, AFL ( fig. 5$ 
et 6 0 ) sont tels, que l'angle A du premier soit égal à l'angle 
A du second, l'angle D égal à l'angle F, et l'angle / égal à 



l'angle L, je dis qu'on s l u t * AD : AF \\ AI : AL II DI : FL. 
Car puisque l'angle A du premier est égal à l'angle A du se
cond , on peut appliquer ces deux triangles Tun sur l'autre de 
la manière représentée dans la figure 56; alors, puisque l'an
gle D est égal à l'angle F, les lignes DI et FL seront paral-
lèlles (4s); donc, selon ce qui a été dit (102), on a u r a . . . 
AD ; AF M AI : AL. Tirons maintenant par le point / la 
droite IH parallèle à AF; selon ce qui a été dit (102), on 
voit que AI : AL II FH : FL, ou ( à cause que FH est égal à 
# / ( 8 2 ) : ; Di : FL ; donc AD : AF :: AI : AL :: DI : FL. 

Comme on peut échanger les places des moyens t on peut 
dire aussi AD : AI :: A F : AL, et AI : DI :: AL : F £ . 

110. Puisque (74) lorsque deux angles d'un triangle sont 
égaux à deux angles d'un autre triangle, le troisième angle est 
nécessairement égal au troisième angle ; concluons-en que deux 
triangles sont semblables, lorsqu'ils ont deux angles égaux 
chacun à chacun. 

111. On a vu (43) que deux angles qui ont les côtés paral
lèles, et qui sont tournés d'un même côté , sont égaux; donc 
deux triangles qui ont les côtés parallèles, ont les angles égaux 
chacun à chacun, et ont, par conséquent, (109) les côtés pro
portionnels. Donc aussi deux triangles qui ont les côtés per
pendiculaires chacun à chacun , ont aussi ces mêmes côtés pro-
portionnels ; car si on fait faire un quart de révolution à l'un 
de ces triangles, ses côtés deviendront parallèles à ceux du 
second. 

112. S t de l'angle droit A d'un triangle rectangle BAC 
( fig. 43 )> on abaisse une perpendiculaire A D sur le côté op
posé BC (qu'on appelle hypoténuse); i° . les deux triangles 
ADB, A D C , seront semblables entre eux et au triangle B A C 
2 0 . La perpendiculaire AD sera moyenne proportionnelle entre 
les deux parties BD et DC de l'hypoténuse. 3°. Chaque côté 
AB ou CA de l'angle droit, sera moyen proportionnel entre 
Vhypotênuse et le segment correspondant BD ou CD. Car 
les deux triangles ADB% ADC , ont chacun un angle droit 



en D, comme le triangle BAC en a un en A; d'ailleurs ils 
ont de plus chacun un angle commun avec ce même triangle 
BAC, puisque Tangle В appartient tout-à-la-fois au triangle 
ADB et au triangle BAC; pareillement l'angle С appartient 
tout-à-la-fois au triangle ADC et au triangle BAC, donc (i 10) 
ces trois triangles sont semblables. Donc (109) comparant les 
côtés homologues des deux triangles ADB et ADC, on aura 

BD :AD::AD:DC, 

comparant lçs côtés homologues des deux triangles ADB, BAC, 
on aura 

BD\AB\\AB\BC\ 

enfin, comparant les côtés homologues des triangles ADC et 
В A С ; on aura 

CD:AC::AC:BC 

où l'on voit que AD est (Arith. îjb ) moyenne proportionnelle 
entre BD et DC; AB moyenne proportionnelle entre BD et 
BC; et enfin AC moyenne proportionnelle entre CD et BC. 

11З. Deux triangles qui ont un angle égal compris entre 
deux côtés proportionnels, ont aussi les deux autres angles 
égaux, et sont par conséquent semblables. Si les deux triangles 
ADI, AFL (fig. 69 et 60) sont tels, que l'angle A du pre
mier soit égal à l'angle A du second, et qu'en même temps les. 
côtés qui comprennent ces angles soient tels, qu'on ait AD* 
A F :: Aï : AL; je dis qu'ils seront semblables ; c'est-à-dire 
qu'ils auront les autres angles égaux chacun à chacun 5 et leur^ 
troisièmes côtés DI et FL en même rapport que AD et AF> 
ou que AI et AL. Car on peut appliquer l'angle A du triangle 
ADI sur l'angle A du triangle AFL, de la manière représen
tée par là figure 56. Or, puisqu'on suppose que DA : AF II 
AI ; AL, les deux droites AF et AL sont donc coupées p r o 
portionnellement aux points D et I ; donc DI est parallèle à 
FL ( io5) ; donc (З7) l'angle AFL est égal à l'angle ADI, et 
l'angle ALF égal à l'angle AID. De là et de ce qui a été dit 
(109 ) il stût que 



DI: FL : : AD : AF: : A l : A t . 

114. Deux triangles qui ont leurs trois cotés homologues 
proportionnelsy ont les angles égaux chacun à chacun, et sont 
par conséquent semblables. Si on suppose (Jig* 61 et 62) que 
DE : AB : EF : BC :: DF : AC, je dis que Tangle D est égal 
à Tangle A, l'angle E est égal à l'angle B, et l'angle F égal à 
l'angle C 

Imaginons qu'on ait construit sur DE un triangle DEG , 
dont l'angle DEG soit égal à l'angle B, et l'angle EDG à 
l'angle le triangle DEG sera semblable au triangle ABC 
( u o ) ; donc (109) DE : AB :: GE:BC :: z ? g : ^ C j mais 
par la supposition, on a DE \ AB \\ EF \ BC\\ DF l AC; 
d o n c , à cause du rapport commun de DE l AB, on aura 
GE : BC :: DG : AC :: EF : BC :: DF : AC, d'où l'on 
peut tirer ces deux proportions : 

GE:BC:\EF:BC 
et DG:AC::DF;AC. 

D o n c , puisque les deux conséquens sont égaux entre eux 
dans chacune de ces deux proportions, les antécédens seront 
aussi égaux entre eux ; donc GE est égal à EF, et DG égal à 
DF. Le triangle DEG a donc ses trois côtés égaux à ceux du 
triangle DEF-j il est donc (83) égal à ce triangle DEF; or 
on vient de voir que le triangle DEG est semblable à ABC; 
DEF est donc aussi semblable à ABC. 

n 5 . Nous avons prouvé ci-dessus ( m ) que quand la ligne 
DI (Jig. 5G) est parallèle au côté FL, les deux triangles 
ADI et AFL sont semblables; comme cette vérité a l ieu, de 
quelque grandeur que puisse être l'angle A, on doit conclure 
(fig. 0 7 ) que les triangles AGH, AHI, AIR, AKL sont 
semblables aux triangles ABC, ACD, ADE, AEF chacun 
à chacun, et que par conséquent ( 1 0 9 ) , KL I EF '.I AK 

: AE :: KI : DE :: AI : AD :: m : CD :: AH : AC 
t* GH ; BC; donc en ne tirant de cette suite de rapports, 
que ceux qui renferment des parties des lignes GL et BF, on 



aura KL : EF :: KI : DE :: m : CD :: GH : CB-,c'est-
à-dire , que si cTiui peint A 0 7 7 . tire à différais points d'une 
ligne droite Gh, plusieurs autres lignes droites , ces lignes cou
peront toute parallèle à GL , de la même manière qu elles 
coupent GL , c'est-à-dire en parties qui auront entre elles les 
mêmes rapports que les parties correspondantes deGh. 

116. Les principes que nous venons d'exposer, sont la base 
de toutes les parties des Mathématiques théoriques ou pra
tiques. Comme il importe de se rendre ces principes familiers, 
nous insisterons un peu sur leur usage , tant par cette vue, que 
parce que cela nous fournira l'occasion d'expliquer plusieurs 
pratiques utiles. 

117. La proposition enseignée ( 1 0 1 ) fournit un moyen 
bien naturel de diviser une ligne donnée en parties égales ou en 
parties qui aient entre elles des rapports donnés. Supposons 
que AR {fig. 55) soit une ligne qu'on veut diviser en deux 
parties qui aient entre elles un rapport donné, par exemple 
celui de 7 à 3 ; on tirera par le point A, et sous tel angle 
qu'on voudra, une ligne indéfinie AZ, et ayant pris arbitrai
rement une ouverture de compas AB, on la portera dix fois le 
long de AZ; je suppose que Q soit l'extrémité de la dernière 
partie, on joindra les extrémités Q et R de la ligne AQ, et 
de îa ligne donnée AR) alors, si par le point D, extrémité 
de la troisième division , on tire Dl parallèle à QR, la ligne 
AR sera divisée en deux parties RI et AI qui seront entre 
elles 7 : 3 ; car ( 1 0 1 et 1 0 2 ) elles sont entre elles II DQ 
; AD que l'on a faites de 7 et de 3 parties. 

On voit par là que si Ton voulait diviser la ligne AR en un 
plus grand nombre de parties, par exemple en 5 parties qui 
fussent entre elles comme les nombres 7, 5 , 4 » 3 , 2 ; oh ajou
terait tous ces nombres entre eux , ce qui donnerait 2 1 ; on 
porterait 21 ouvertures égales de compas sur la ligne AZ, et on 
tirerait des parallèles à la ligne QR, par les extrémités des 7% 
5 e , 4% 3 e , 2 e divisions. 

118. Si les rapports étaient donnés en lignes, on mettrait 



toutes ces lignes bout à bout sur la ligne AZ. On voit donc 
ce qu'il y aurait à faire , si l'on voulait diviser la ligne AR 
en parties égales. 

Mais quand les parties de la ligne qu'on doit diviser doivent 
être petites, ou quand cette ligne elle-même est petite, le plus 
léger défaut dans les parallèles influe beaucoup sur l'égalité 
ou l'inégalité des parties ; c'est pourquoi il ne sera pas inutile 
d'exposer la méthode suivante. 

llB* fê (flg- 63 est la ligne qu'il s'agit de diviser en par
ties égales, en 6, par exemple : on tirera une ligne indéfinie 
BC sur laquelle on portera six fois de suite une même ouver
ture de compas, arbitraire : soit BC la ligne qui comprend ces 
six parties, on décrira sur BC un triangle equilateral BAC, 
en décrivant des deux points B et C comme centres, et de l'in
tervalle BC comme rayon, deux arcs qui se coupent en A. Sur 
les côtés AB, AC, on prendra les parties AF, A G égales 
chacune à fg, et ayant tiré FG, cette ligne sera égale &fg, 
on mènera du point A à tous les points de division de BC, des 
lignes droites , qui couperont FG de la même manière que BC 
est coupée. Car les lignes AF, AG étant égales entre elles, 
et les lignes AB, AC aussi égales entre elles, on a AB l AF 
II AC l AG ; donc AB, AC sont coupées proportionnellement 
en F et G; donc FG est parallèle à BC, et par conséquent (i 11) 
le triangle FAG est semblable à ABC; donc FAG est equila
teral; donc FG est égal à AF, et par conséquent kfh ; de plus 
FG étant parallèle à BC, ces deux lignes ( u 5 ) doivent être 
coupées proportionnellement par les lignes menées du point A 
à îa droite BC. 

Ce que nous venons d'exposer peut servir à former et à 
diviser l'échelle qui doit servir lorsqu'on veut réduire une 
figure du grand au petit ; mais l'échelle la plus commode dans 
un grand nombre d'opérations, est celle qu'on appelle échelle 
de dixme : voici comment elle se construit. Aux extrémités A 
etB de la ligne AB {Jig. 6 4 ) qu'on veut diviser en ico parties, 
on élève les perpendiculaires AC, BD , sur chacune desquelles 



on porte dix ouvertures de compas égales entre elles, mais 
ele grandeur arbitraire ; ayant tiré CD, on divise AB en dix 
parties, et on porte ces parties sur CD, après quoi on tire 
des transversales , comme on le voit dans la figure; et par les 
points de division correspondans de CA et de BD, on tire 
des lignes droites qui sont autant de parallèles à AB; alors 
on est dans le même cas que si l'on avait divisé AB en 100 
parties : si Ton veut, par exemple, avoir 47 parties dont AB 
en contient 100, je prends sur la ligne qui passe au n° 7, la 
partie 7 H depuis CA jusqu'à la transversale qui passe par le 
n° 40 , et ainsi pour tout autre nombre. 

En effet, à cause des triangles semblables Cjv, CAx, il est 
évident que jv contient 7 parties dont Ax en contiendrait 10; 
donc, puisque vH contient 4 intervalles égaux à Ax > la ligne 
entière 7 / /vaut 47 parties dont Ax en contiendrait 10 , c'est-
à-dire 47 parties, dont AB en contiendrait 100. 

120. La proposition démontrée (102) peut servir à trouver 
une quatrième proportionnelle à trois lignes données ab , cd , 
ef (Jig. 5 6 ) c'est-à-dire une ligne qui soit Je quatrième 
terme d'une proportion dont les trois premiers seraient ab, 
cd, ef. Pour cet effet, après avoir tiré deux droites indéfinies 
AL, AL, qui fassent entre elles tel angle qu'on voudra , on 
portera ab de A en Z>, et cd de A en F; on portera pa
reillement ef de A en I, et ayant joint les deux points D 
et / par la droite DI, on mènera par le point F la ligne FL, 
parallèle à DI, qui déterminera AL pour la quatrième propor
tionnelle cherchée. 

On peut aussi, en vertu de la proposition enseignée (109), s'y 
prendre de cette autre manière. Prendre sur une ligne indéfi
nie AF(Jig. 5 6 ) , les deux parties AD, AF égales à ab, cd 
respectivement; et ayant tiré DI égale à ef, et sous tel angle 
qu'on voudra, on tirera parle point A et le point / , la droite 
AIL que l'on coupera par une ligne FL parallèle à DI; cette 
parallèle sera le quatrième terme cherché. 

Quand les deux termes moyens d'une proportion sont égaux s 



le quatrième terme s'appelle alors troisième proportionnel, 
parce qu'il n'y a que trois quantités différentes dans la pro
portion. Ainsi, quand on demande une troisième proportion
nelle à deux lignes données, il faut entendre qu'on demande le 
quatrième terme d'une proportion dans laquelle la seconde des 
deux lignes données fait Fofïice des deux moyens, et l'opé
ration est la même que celle qu'on vient d'enseigner. 

121. Les propositions enseignées ( 1 0 9 , n 3 et 114) peu
vent servir à résoudre ce problème général : Étant données 
trois des six choses (angles et côtés) qui entrent dans un 
triangle, trouver les trois autres, pourvu que parmi les trois 
choses connues il y ait un côté. En voici des exemples, 

Supposons qu'étant au point B {fig* 65) dans la campagne, 
on veut savoir quelle distance il y a de ce point B à un objet A 
dont on ne peut approcher. On plantera un piquet à une cer
taine distance BC que l'on mesurera, et que l'on fera à peu 
près égale à BA estimée grossièrement. Puis, avec le grapho
mètre que nous avons décrit ( 2 3 ) , on mesurera les angles 
ABC, ACB, que font avec la ligne BC les deux lignes qu'on 
imaginera aller de ses extrémités au point A. Cela posé, on 
tirera sur le papier une ligne bc {fig. 66) qu'on fera d'autant 
de parties d'une échelle que l'on construira arbitrairement , 
d'autant de parties, dis-je, qu'on a trouvé de pieds dans BC , 
si l'on a mesuré en pieds ; et avec le rapporteur décrit (22) , on 
fera au point b un angle qui ait autant de degrés qu'on en a 
trouvés à l'angle B ; et au point c un angle qui ait autant de 
degrés qu'on en a trouvés à l'angle C ; alors les deux lignes aby 

ac se rencontreront en un point a qui représentera le point 
A ; ensorte que si vous mesurez ab sur votre échelle, le nombre 
de parties que vous lui trouverez sera le nombre de pieds 
que contient AB. Car les deux angles b et c ayant été faits 
égaux aux deux angles B et C, le triangle bac est semblable au 
triangle BAC (110), et par conséquent leurs côtés sont propor
tionnels. C'est ainsi qu'on peut mesurer la distance d'une île à 



une côte, lorsqu'on peut observer cette île de deux points de 
cette côte, dont la distance serait connue. 

122. Par la proposition démontrée (n4)> o n peut se dis
penser de mesurer les angles, dans le cas dont nous venons 
de parler. En effet, il suffit, après avoir planté un piquet 
en un point E (fig- 65 ) qui soit sur l'alignement des pointe 
A et B, et un autre en un point F qui soit sur l'alignement 
des deux points A et C, il suffit, dis-je, de mesurer les lignes 
BC, BE, CE, BF et CF; alors on fera un triangle bec 
(fig. 6 6 ) , dont les côtés bc, be, ce aient autant de parties 
d'une même échelle, que BC, BE, CE ont de pieds; on 
fera de même • sur bc un autre triangle bcf dont les côtés 
bf, cf aient autant de parties de l'échelle, que BF et CF ont 
de pieds ; alors prolongeant les côtés be et cf, ils se rencontre
ront en un point a, qui représentera le point A ; ensorte que 
mesurant ba sur l'échelle, on jugera, par le nombre de par
ties qu'on trouvera, combien de pieds doit avoir AB. En effet, 
le triangle bec ayant les côtés proportionnels à ceux du triangle 
BEC, ces deux triangles doivent avoir les angles égaux; donc 
l'angle EBC ou ABC est égal à l'angle ebc ou abc : la même 
raison prouve que l'angle FCB ou ACB est égal à l'angle fcb 
ou acb; donc les deux triangles ACB et acb sont semblables. 
On voit en même temps, que par cette construction on peut 
déterminer les angles ABC et ACB en mesurant, avec le rap
porteur, les angles abc et acb sur le papier. Au reste, quoique 
ces expédiens et beaucoup d'autres qu'on peut facilement ima
giner d'après eux , puissent être souvent utiles, nous ne nous 
y arrêterons pas plus long-temps, parce que la Trigonométrie 
que nous enseignerons par la suite; nous fournira des moyens 
plus expéditifs et plus susceptibles de précision ; car quoique" 
les opérations que nous venons de décrire soient rigoureusement 
exactes dans la théorie, elles ne donnent cependant qu'une 
exactitude assez bornée dans la pratique, parce que les erreurs 
qu'on peut commettre dans la figure abc, toutes petites qu'elles 
puissent être, peuvent influer sensiblement sur les conclusions 
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qu'on en tire pour la ligure ABC, qui est toujours incompara
blement plus grande. 

Des Lignes proportionnelles considérées dans le 

Cercle. 

123. Deux lignes sont dites coupées en raison inverse ou ré
ciproque, lorsque, pour former une proportion avec les parties 
de ces lignes, les deux parties de l'une se trouvent être les 
extrêmes, et les deux parties de l'autre, les moyens de la pro
portion. Et deux lignes sont dites réciproquement proportion
nelles à leurs parties , lorsqu'une de ces lignes et sa partie 
forment les extrêmes , tandis que l'autre ligne et sa partie 
forment les moyens. 

124* Deux cordes AC et BD (fig. 67) qui se coupent dans 
le cercle , en quelque pointlL que ce soit, et sous quelque angle 
que ce soit, se coupent toujours en raison réciproque. C'est-à— 
dire que 'AE l BE :t DE : CE. Car si l'on tire les cordes 
AB, CD, on formera deux triangles BEA, CED qu'il est 
aisé de démontrer être semblables, puisque outre l'angle BEA 
égal à CED (20), l'angle ABE ou ABD est égal à l'angle 
D CE ou DCA, car ces deux angles ont leur sommet à la cir
conférence, et s'appuient sur le même arc AD (63). Donc les 
triangles BEA et CED sont semblables (110); donc ils ont 
leurs côtés homologues proportionnels ; c'est-à-dire q u e . . . . 
AE : BE :: DE : CE, d'où l'on voit que les parties de la^ 
corde AC sont les extrêmes , et les parties de 3a corde BD 
sont les moyens. 

125. Puisque la proposition qu'on vient de démontrer a lieu^ 
quelque part que soit le point E, et sous quelque angle que 
se coupent les deux cordes AC et BD, elle a donc lieu aussi 
lorsque les deux cordes (Jig. 68 ) sont perpendiculaires l'une 
à l'autre, et que Tune des deux, AC, par exemple, passe 
par le centre \ or, dans ce cas, la corde BD étant coupée en 
deux parties égales ( 5 i ) , les deux termes moyens de la pro
portion AE : BE \\ DE : CE, deviennent égaux, et la pro-



portion se change en cette autre, AE l BE II BE t CE, donc 
toute perpendiculaire BE abaissée d'un point B de la circon

férence sur le diamètre, est moyenne proportionnelle entre 
les deux parties A E , CE de ce diamètre. 

126. Cette proposition a plusieurs applications utiles. Nous 
n'en exposerons qu'une pour le présent. C'est pour trouver 
une moyenne proportionnelle entre deux lignes données ac , éc 
(fig. 7 0 ) . On tirera une droite indéfinie AC, sur laquelle on 
placera, bout à bout, deux lignes AE, EC, égales aux lignes 
ac, ec; et ayant décrit sur la totalité A C comme diamètre y 

le demi-cercle ABC, on élèvera au point de jonction E la 
perpendiculaire EB sur AC ; cette perpendiculaire sera la 
moyenne proportionnelle demandée. 

127. Deux sécantes .AB, AC(fig. 6 g ) , qui, partant d'un-
même point A hors du cercle, vont se terminer à la partie 
concave de la circonférence , sont toujours réciproquement 
proportionnelles à leurs parties extérieures A D , A E , à quel
que endroit que soit le point A hors du cercle, et quelque 
angle que fassent entre elles ces deux sécantes. Concevez les 
cordes CD et BE, vous aurez deux triangles ADC, AEBy 

dans lesquels i° . l'angle A est commun : 2 0 . l'angle B est égal 
à l'angle C, parce que l'un et l'autre ont leur sommet à la 
circonférence, et embrassent le même arc DE (63) ; donc 
( u ô ) ces deux triangles sont semblables, et ont par conséquent 
les côtés proportionnels; donc AB \ AC \\ AE \ AD, où l'on 
voit que la sécante AB et sa partie extérieure AD forment 
les extrêmes , tandis que la sécante AC et sa partie extérieure 
AE forment les moyens. 

128. Puisque cette proposition est vraie, quel que soit l'angle 
BA C ; si l'on conçoit que le côté AB demeurant fixe, le côté 
AC tourne autour du p o i n t a pour s'écarter de AB, les deux 
points de section E et C s'approcheront continuellement l'un 
de l'autre, jusqu'à ce qu'enfin la droite AC tombant sur la tan
gente AF, ces deux pointa se confondront, et AC, AE de-



viendront chacun égal à AF; ensorte que la proportion 
A B : AC ::AE: AD déviendra AB \ AF \\ AF : AD ; donc 

129. Si d'un point A , pris hors du cercle , on mène une 
sécante quelconque AB et une tangente AF , cette tangente 
sera moyenne proportionnelle entre la sécante BA et la partie 
extérieure AD de cette même sécante. 

130. Cette proposition peut, entr'autres usages , servir à 
couper une ligne en moyenne et extrême raison. On dit 
qu'une ligne AB (Jig. 71 ) est coupée en moyenne et e x 
trême raison, lorsqu'elle est coupée en deux parties AC, 
B C , telles que l'une BC de ces parties est moyenne propor
tionnelle entre la ligne entière AB et l'autre partie AC, c'est-
à-dire telles que l'on ait, AC\BC\\BC\AB. Voici comment 
on y parvient. On élève à l'une A des extrémités, une perpen
diculaire AD, égale à la moitié de AB : du point D comme 
centre, et d'un rayon égal à AD, on décrit une circonfé
rence qui coupe en E la ligne BD qui joint les deux points 
B et D. Enfin on porte BE de B en C, et la ligne AB est 
coupée en moyenne et extrême raison, au point C. 

En effet la ligne AB étant perpendiculaire sur AD, est 
tangente ( 4 8 ) ; et puisque BF est sécante, on a ( 1 2 9 ) . . . . . 
BF : AB :: AB : BE ou BC. Donc ( Arithmétique i85 ) 
BF— AB : AB — BC :: AB : BC; or AB est égal à FE, 
puisque AB est double de AD; donc BF — AB est égal à 
BE on BC; et comme AB — BC est égal à AC, on a donc 
BC\AC\\AB\BC, ou (Arithm. 181) AC\BC\\BC\AB. 

Des Figures semblables. 

131. Deux figures d'un même nombre de* côtés, sont dites 
semblables , lorsqu'elles ont les angles homologues égaux, et 
les côtés homologues proportionnels. 

Les deux figures ABCDE, abcde (Jig. 72 et 7 3 ) sont 
semblables si l'angle A est égal à l'angle a ; Tangle B égal à 
l'angle b; Tangle C égal à l'angle c, et aimii de suite; et si en 



même temps le côté AB contient le côté ab, autant que BC 
contient bc, autant que CD contient cd, et ainsi de suite. 
Ces deux conditions sont nécessaires à la fois , dans les figures 
de plus de trois côtés. 11 n'y a que dans les triangles où l'une 
de ces conditions suffise, parce qu'elle entraîne nécessairement 
l'autre ( I O Q et 114). 

i5a. Si DE deux angles homologues A et a , de deux poly
gones semblables, on mène des diagonales AC , A D , a c , ad, 
aux autres angles, les deux polygones seront partagés en un 
même nombre de triangles semblables chacun à chacun. Car 
l'angle B est (par la supposition) égal à l'angle b et le côté 
AB I ab II BC L bc; donc les deux triangles ABC, abc qui 
ont un angle égal compris entre deux côtés proportionnels , sont 
semblables ( n 3 ) ; donc l'angle BCA est égal à l'angle bca, et 
AC LAC II BClbc. 

Si des angles égaux BCD, bcd, on ôte les angles égaux 
BCA, bca, les angles restans A CD, acd, seront égaux. Or 
BC L bc II CD L cd; donc, puisqu'on vient de prouver que 
BC L bc II AC L ac, on aura CD L cd II AC L a c; donc les 
deux triangles ACD, acd sont aussi semblables, puisqu'ils ont 
un angle égal compris entre deux côtés proportionnels. On 
prouvera la même chose pour les triangles A DE, ade, et 
pour tous les autres triangles qui suivraient, si ces polygones 
avaient un plus grand nombre de côtés. 

i33. Si deux polygones ABCDE, abcde sont composés d'un 
même nombre de triangles semblables chacun à chacun , et srm— 
blablement disposés, ils seront semblables , car les angles B et 
E sont égaux aux angles b et e, dès que les triangles sont sem
blables; et par cette même raison, les angles partiels BCA, 
ACD, CD A, ADE sont égaux aux angles partiels bca, 
acd, cda, ade; donc les angles totaux BCD, CDE sont 
égaux aux angles totaux bcd, ede, chacun à chacun. D'ail
leurs la similitude des triangles fournit cette suite de rapporls 
égaux AB L ab II BC L bc II AC L ac II CD L cd II AD 
: ad II DE : de II AE L ae : ne tirant de cette suite que les 



rapports qui renferment les côtés des deux polygones, on a 
AB : ah :: BC : bc :: CD : cd :: DE : de :: AE : ae. 
Donc ces polygones ont aussi les côtés homologues proportion
nels ; donc ils sont semblables. Donc , pour construire une figure 
semblable à une figure proposée ABODE (fig* y2-), et qui 
ait pour côté homologue à AB y une ligne donnée ; on por
tera cette ligne donnée sur AB , de A en f; par le point f> 
on tirera fg parallèle à BCy et qui rencontre AC en g\ par 
ie point g , on mènera gh parallèle à CD, et qui rencontre 
AD en h; enfin par le point h, on tirera hi-parallèle à ED, 
et l'on aura le polygone Afghi semblable à ABCDE. 

i34» Les contours de deux figures semblables sont entre 
eux comme les côtés homologues de ces figures ; c'est-à-dire 
que la somme des côtés de la figure ABCDE contient la 
somme des côtés de îa figure abcde, autant que le côté AB 
contient le côté ab. Car dans îa suite des rapports égaux, 
AB \ab :: BC\ bc :: DC Idci: DE: de :: AE \ae, la somme 
des antécédens est (Arith. 186) à la somme des conséquens, 
comme un antécédent est à son conséquent, y. AB l ab; 
or il est évident que ces sommes sont les contours des deux 
ligures. 

io5. Si Ton conçoit la circonférence de cercle ABCDEFrGII 
{fig. 74) divisée en tel nombre de parties égales qu'on vou
dra; et si ayant tiré du centre / , aux points de division, 
des rayons IA, IB, etc , on décrit d'un autre rayon Iay îa 
circonférence abcdefgh, rencontrée par ces rayons aux points 
a, b, c, d, etc. ; il est évident que si dans chaque circonfé
rence on joint les points de division par des cordes, on for
mera deux polygones semblables ; car les triangles ABIy 

abl; e tc . , sont semblables , puisqu'ils ont un angle commun 
en / compris entre deux côtés proportionnels ; car IA étant égal 
à IB , et la égal à 1b, on a évidemment AB \ BI : : al l bl, 
et la même chose se démontre de même pour les autres 
triangles. De là et de ce qui vient d'être dit ( i34), on con
clura donc que le contour AB CDEFGH est au contour abcdefgh 



Il AB ! aby ou (à cause des triangles semblables ABJ', abl) 
Il AI l al. Comme cette similitude ne dépend point du 
nombre des côtés de ces deux polygones , elle aura donc encore 
lieu lorsque le nombre des côtés de chacun sera multiplié 
à l'infini : or dans ce cas on conçoit qu'il n'y a plus aucune 
différence entre la circonférence et le polygone inscrit; donc 
les circonférences mêmes ABCDEFGH, abcdefgh seront entre 
elles II AI l al, c'est-à-dire comme leurs rayons, et par 
conséquent aussi comme leurs diamètres. 

i36. Concluons donc, i°. qu'on peut regarder la circonfé

rence du cercle comme un polygone régulier d'une infinité de 

côtés. Q°. Les cercles sont des figures semblables. 3°. Les cir

conférences des cercles sont entre elles comme leurs rayons , 

ou comme leurs diamètres. 

i Z j . En général , si dans deux polygones semblables , on 
tire deux lignes également inclinées à l'égard de deux côtés 
homologues , et terminées à des points semblablement placés à 
l'égard de ces côtés, ces lignes, qu'on appelle lignes homo
logues y seront entre elles dans le rapport de deux côtés homo
logues quelconques. Car dès qu'elles font des angles égaux avec 
deux côtés homologues, elles feront aussi des angles égaux avec 
deux autres côtés homologues quelconques, puisque les angles 
de deux polygones semblables, sont égaux chacun à chacun ; 
or s i , dans ce cas , elles n'étaient pas dans le même rapport 
que deux côtés homologues, il est facile de sentir que les points 
où elles se terminent, ne pourraient pas être semblablement 
placés comme on le suppose. 

i38. C'est sur les principes que nous venons de poser, 
concernant les figures semblables , que porte, en grande partie, 
fart de lever les plans. Nous disons, en grande partie, parce 
que , lorsque l'espace dont il s'agit de former le plan , est 
d'une très-grande étendue, comme l'Europe, la France, etc. , 
l'art d'en fixer les points principaux tient à d'autres connais
sances, dont ce n'est point encore ici le lieu de parler. Mais 



pour les détails d'un pays, d'une côte, d'une rade, etc. on 
peut les déterminer et les représenter ensuite sur un plan, de 
la manière que nous allons décrire. Observons auparavant que 
nous supposons ici que tous les angles qu'il va être question 
de mesurer, sont tous dans un même plan horizontal, ou à 
peu près. S'ils n'y étaient point, il faudrait, avant de former 
le plan, les y réduire ; nous en donnerons les moyens dans la 
Trigonométrie. 

Supposons donc que A , B , G, D } E , F , G, H , I , K (fig. 75 
et 76 ) soient plusieurs objets remarquables dont on veut re
présenter les positions respectives sur un plan : on dessinera 
grossièrement sur un papier ces objets dans les positions qu'on 
leur juge à l'oeil ; et pour cet effet on se transportera aux dif-
férens lieux où il sera nécessaire pour prendre une connaissance 
légère de tous ces objets. Ce premier dessin , qu'on appelle un 
croquis, servira à marquer les différentes mesures qu'on prendra 
dans le cours des opérations. On mesurera une base A B , dont 
la longueur ne soit pas moindre que la dixième ou la neu
vième partie de la distance des deux objets les plus éloignés 
qu'on puisse voir de ses extrémités , et qui soit telle en même 
temps , que de ces mêmes extrémités on puisse appercevoir 
le plus grand nombre d'objets que faire se pourra; alors, avec 
un instrument propre à mesurer les angles, avec le graphomètre, 
par exemple, on mesurera au point A les angles E A B , F A B } 

G A B , C A B } D A B que font au point A avec la ligne A B , les lignes 
qu'on imaginera menées de ce point, aux objets E , F , G, G, D 
que je suppose pouvoir être apperçus des extrémités A et B 
de la base. On mesurera de même au point B les angles 
E B A , F B A , G B A , C B A , D B A , que font en ce point avec 
la ligne A B , les lignes qu'on imaginera menées de ce même 
point B aux mêmes objets que ci-dessus. S'il y a des objets , 
comme H > / , qu'on n'ait pu voir des deux extrémités A 
et B , on se transportera en deux des lieux E et F qu'on 
vient d'observer, et d'où l'on puisse voir ces deux p o i n t s / / e t 
/ ; alors regardant E F comme une base, on mesurera les angles 
HEF, I E F , E F E , IFE> que font, avec cette nouvelle bas<\ 



les lignes qui iraient de ses extrémités aux deux objets H et / ; 
enfin, s'il y a quelqu'autre objet, comme K, qu'on n'ait pu 
voir ni des extrémités de AB, ni de celles de EFy on pren
dra encore pour base quelqu'autre ligne comme F G qui joint 
deux des points observés , et on mesurera de même à ses ex
trémités les angles KFG, KGF. Toutes ces opérations faites , 
et après avoir déterminé et construit l'échelle du plan qu'on 
se propose de faire, on tirera sur ce plan une ligne ab qu'on 
fera d'autant de parties de l'échelle, que l'on a trouvé de toises 
ou de pieds dans AB , selon qu'on aura mesuré en toises ou 
en pieds. On fera ensuite au point a, avec le rapporteur, un 
angle bae, d'autant de degrés et minutes qu'on en a trouvés 
pour BAE; et au point b , un angle eba d'autant de degrés et 
minutes qu'on en a trouvés à l'angle EBA ; les deux lignes 
ae, be, qui formeront ces angles avec ab , se couperont en 
un point e qui représentera sur la carte la position de l'objet 
jEsur le terrain; car par cette construction le triangle abe sera 
semblable au triangle ABE, puisqu'on a fait deux angles de 
celui-là égaux à deux angles de celui-ci ( 1 0 ) . On se conduira 
précisément de la même manière pour déterminer les points 

f> g y d y c qui doivent représenter les points ou objets .F, 
G y D, C. Pour avoir ensuite les points h , i et k, on tirera 
les lignes ef et fg , que l'on considérera comme bases ; et on 
déterminera îa position des points h et iy à l'égard de ef, et 
celle du point h à l'égard de fgy de la même manière qu'on 
a déterminé celles des autres points à l'égard de ab. Bien en
tendu que toutes les lignes qu'on tirera dans ces différentes 
opérations, seront tracées au crayon seulement, parce qu'elles 
n'ont d'autre usage que de déterminer les points c , d, ey etc.; 
lorsqu'ils sont une fois trouvés, on efface tout le reste. 

Je ne m'arrête pas à démontrer en détail, que les points 
c , d, e,fy g , h, i, k sont placés entre eux de la même 
manière que les objets C> D, E> Fy G, etc. le sont entre 
eux; il suffit d'observer que les points c , d, e, /*, g sont 
( par la construction) placés à l'égard de ab, comme les points 
G, D, E, F, G le sont à l'égard de JB, puisque les triangles 



cab, dab, eab, etc. ont été faits semblables aux triangles 
CAB , DÀB , EAB, et disposés de la même manière; -ainsi 
la difficulté, s'il y en a, ne peut tomber que sur les points 
h, i et k ; or ( par la construction ) les points h et i sont 
placés à l'égard de ef, comme les points H et / le sont à 
l'égard de EF, donc, puisque ces deux dernières lignes sont 
placées de la même manière à l'égard des lignes ab et 
AB, les points h et i seront aussi placés à l'égard de ab de 
la même manière que H et / le sont à l'égard de AB. Ainsi 
les distances respectives des points a , e, f, g, etc., mesurées 
sur l'échelle du plan, feront connaître les distances des objets 
A, E, F, G, etc. On voit assez, sans qu'il soit nécessaire d'y 
insister, que cette méthode peut servir à vérifier des points que 
l'on soupçonnerait douteux sur une carte, ainsi qu'à y ajouter 
des points qu'on aurait omis. On peut aussi employer la bous
sole à déterminer la position des objets E, F, G, etc., et on 
l'y emploie même assez souvent; mais alors on observe au 
point A, non pas les angles EAB, FAB, mais les angles que 
les lignes AEy AF, etc. et la base même AB, font avec la 
direction de l'aiguille aimantée ; on fait la même chose au point 
B : et pour marquer les objets sur la carte, on tire parle point 
a une ligne qui représente la direction de l'aiguille aimantée, 
et on mène les lignes ab, ac, af, etc. de manière qu'elles fassent 
avec celle-là, les angles qu'on a observés au point A ; fixant 
ensuite la grandeur qu'on veut donner k ab, on se conduit à 
l'égard du point b de la même manière qu'on a fait à l'égard 
du point a. Quant aux autres points H et I qui n'étaient point 
visibles de A et B, on les détermine à l'égard de EF, de la 
même manière qu'on a déterminé les autres à l'égard de AB\ 
enfin on marque ces points en h et i en les déterminant à l'é
gard de ef, de la même manière que les autres points e, f, etc. 
ont été déterminés à l'égard de ab. Au reste on ne doit, 
autant qu'on le peut, lever ainsi à la boussole, que les petits 
détails, comme les détours d'un chemin, les sinuosités d'une 
rivière, etc. : quand les points principaux ont été déterminés 
avec exactitude , on xpeut prendre ces détails avec une attention 



scrupuleuse, parce que les objets qu'on relève alors, étant peu 
distans entre eux, l'erreur qu'on peut commettre sur les angles 
ne peut pas être d'une grande conséquence. Lorsque quelques 
circonstances déterminent à marquer sur la carte déjà cons
truite, quelque nouveau point, il n'est pas indispensable d'ob
server ce point, de deux autres points connus; oi#le détermine 
souvent au contraire en observant de ce point deux autres points 
connus ; par exemple, supposons que le point H soit un point 
d'une rade où l'on a mesuré la profondeur à la sonde , et qu'on 
veut marquer cette sonde sur la carte ; on observera du point 
H} les angles EHM, FHM, que font avec la direction LM 
de l'aiguille aimantée , les deux lignes EH', FH\ qui vont à deux 
objets connus Ey F\ puis, pour marquer le point H sur la carte, 
on tirera à part ( fig. 77 ) une ligne Im qui marque la direction 
de l'aiguille aimantée ; et en un point de cette ligne, on fera les 
angles o /7 /?7 , pnm, égaux aux angles EHM , FHM ; enfin parle 
point f on mènera fh parallèle à pn ; et par le point e, la ligne eh 
parallèle à 7 7 0 ; ces deuxlignes se rencontreront au point cherché h. 

Cette même méthode sert aussi à se reconnaître en mer, à, 
la vue de deux terres. Au reste la rose des vents , qui est mar
quée sur les cartes marines, fournit des expédiens pour abré
ger quelques-unes de ces opérations; nous ne pouvons entrer dans 
ces détails qui appartiennent immédiatement au pilotage : il nous 
suffit d'exposer le principe sur lequel ces différentes pratiques 
sont fondées. Observons, cependant, qu'on ne doit déterminer 
les sondes de cette manière, que quand les circonstances ne 
permettent pas de faire autrement ; car, quelque exercé qu'on 
puisse être à se servir du compas de variation, on ne parvient 
jamais à relever du point /7 en mer, les objets E, Fy avec une 
précision sur laquelle on puisse autant compter, que sur le re
lèvement qu'on ferait d'un objet i / , t e l que serait une chaloupe, 
une bouée, etc. , en observant des points E et F à terre. Les 
sondes sont assez importantes pour qu'on doive, autant qu'on 
le peut, employer, pour les déterminer, la méthode la plus 
susceptible d'exactitude. 

H y a encore une autre manière de lever un plan, qui est 



d'autant plus commode, qu'elle exige peu d'appareil, et qu'en 
même temps qu'on observe les différens points dont on veut 
avoir les positions, on les trace sur le plan sans les perdre de 
vue. L'instrument qu'on emploie à cet effet est représente par 
lafigure 78 ABCD est une planche de i5 à 16pouces de long, 
et à peu pr& de pareille largeur , portée sur un pied comme 
le graphomètre. Sur cette planche on étend une feuille de pa
pier qu'on arrête par le moyen d'un châssis qui entoure la 
planche. LM est une règle garnie de pinnules à ses deux ex
trémités. Lorsqu'on veut faire usage de cet instrument, qu'on 
appelle planchette, pour tracer le pian d'une campagne, on 
prend une base am, comme dans les opérations ci-dessus, et 
posant le pied de l'instrument en a, on fait planter un piquet 
en m. On applique la règle LM sur le papier, et on la dirige 
de manière à voir le piquet m à travers les deux pinnules ; 
alors on tire le long de la règle une ligne EF, à laquelle on 
donne autant de parties de l'échelle, du plan, qu'on aura trouvé 
de pieds entre le point E d'où l'on observe d'abord, et le point 

y d'où l'on observera à la seconde station. On fait ensuite tour
ner la règle autour du point E, jusqu'à ce qu'on rencontre, en 
regardant à travers les pinnules , quelqu'un des objets , / , H, G ; 
et à mesure qu'on en rencontre u n , on tire le long de la règle 
une ligne indéfinie. Ayant ainsi parcouru tous les objets qu'on 
peut voir lorsqu'on est en a, on transporte l'instrument en m, 
et on laisse un piquet en a. Alors on fait au point f i e s mêmes 
opérations à l'égard des objets I, H, G , qu'on a faites à l'autre 
station. Les lignes fi, fh,fg, qui dans ce second cas vont, 
ou sont imaginées aller à ces objets , rencontrent les premières 
aux points g, h, i, qui sont la représentation des objets G, H , L 

C'est encore sur la théorie des figures semblables qu'est fon
dée la méthode de faire le point, c'est-à-dire de représenter 
sur une carte la route qu'a tenue un vaisseau pendant sa navi
gation , ou pendant une partie de sa navigation. Supposons 
qu'un vaisseau, parti d'un lieu connu, ait d'abord couru 28 
lieues au sud-est, puis 20 lieues au sud, et enfin 26 lieues 
au sud-ouest; on veut déterminer, sur la carte, la route qu'a 



tenue le vaisseau et le lieu de l'arrivée. On cherche d'abord 
sur la carte le point du départ; je suppose que ce soit le point 
d (fig. 79 ) . On cherche pareillement, parmi les divisions 
de la rose des vents marquée sur la carte, quelle est la ligne 
qui va au sud-est; je suppose que ce soit ici la ligne CF; on 
tire par le point d la ligne de parallèle à CF, et on donne à 
de autant de parties de l'échelle de la carte, que l'on a couru 
de lieues au sud-est. Par le point c on tire pareillement une 
ligne cb parallèle à la ligne CE qui est dirigée au sud; et on 
fait cb d'autant de parties de l'échelle qu'on a couru de lieues 
au sud; enfin , par le point b, on mène ba parallèle à CD 
qui va au sud-ouest; et ayant fait ba d'autant de parties de 
l'échelle, qu'on a couru de lieues au sud-ouest, le point a est 
le point d'arrivée , et la trace deba représente la route qu'a 
tenue le vaisseau. En effet les lignes de, cb, ba, font entre 
elles les mêmes angles qu'ont fait entre elles successivement les 
différentes parties de la route du vaisseau ; d'ailleurs les parties 
cd, cb, ba, ont entre elles les mêmes rapports que les espaces 
que le vaisseau a réellement décrits ; donc la figure deba est ( i 3 i ) 
absolument semblable à la route qu'a tenue le vaisseau; enfin 
le point c/est situé sur la carte comme le point de départ l'est 
à l'égard de la terre (*); donc deba est non-seulement sem
blable à la route du vaisseau, mais encore située à l'égard des 
différens points de la carte, comme la route du vaisseau l'a été 
à l'égard des différens points de la terre. 

( +) Cette expression n'est pas rigoureusement exacte, sans doute ; mais ce 
n'est point ici le lieu d'en fixer le sens rigoureux. Les points d'une carte 7 

surtout d'une carte réduite, ne sont pas situés entre eux comme les poinis 
de la terre qu'ils représentent ; mais il suffit ici qu'ils ajent ie ra.cme usa^e ; 
TvTous reviendrons ailleurs sur cet objet. 



S E C T I O N I L 

Des Surfaces* 

i3g. IN~ous voici arrivés à la seconde des trois sortes d'éten
due que nous avons distinguées, c'est-à-dire à l'étendue en 
longueur et en largeur. Nous ne considérerons , dans cette 
Section, que les surfaces ou superficies planes) nous nous 
bornerons même à celles des figures rectilignes et du cercle. 
La mesure des surfaces se réduit à, celle des triangles ou des 
quadrilatères. On distingue les quadrilatères en quadrilatère 
simplement dit , trapèze et parallélogramme. La figure de 
quatre côtés qu'on appelle simplement quadrilatère, est celle 
parmi les côtés de laquelle il ne s'en trouve aucun qui soit 
parallèle à un autre (fig. 80). Le Çrapèze est un quadrilatère 
dont deux côtés seulement sont parallèles (fig. 81 ) . Le pa
rallélogramme est un quadrilatère dont les côtés opposés sont 
parallèles (fig. 82, 83 , 8 4 , 85, 86 , 8 6 * ) . On distingue 
quatre sortes de parallélogrammes : le rhomboïde , le rhombe, 
le rectangle et le quarrè. Le rhomboïde est le parallélo

gramme dont les côtés contigus et les angles sont inégaux 
(fig. 82 ) . Le rhombey autrement dit lozange, est celui dont 
les côtés sont égaux, et les angles inégaux (fig. 8 3 ) . Le rec
tangle est celui dont les angles sont égaux, et les côtés con
tigus inégaux (fig- 84). Le quarré est celui dont les côtés 
et les angles sont égaux (fig. 85 ) . Quand les angles d'un qua
drilatère sont égaux, ils sont nécessairement droits, parce que 
les quatre angles de tout quadrilatère valent ensemble quatre 
angles droits (86). La perpendiculaire EF (fig. 82 ) , menée 
entre les deux côtés opposés d'un parallélogramme , s'appelle 
la hauteur de ce parallélogramme ; et le côté BC, sur lequel 
tombe cette perpendiculaire , s'appelle la base. La hauteur 
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d'un triangle ABC {fig. 8 7 , 88 et 89 ) est la perpendiculaire 
AD abaissée d'un angle A de ce triangle , sur le côté opposé 
BC, prolongé, s'il est nécessaire; et ce côté BC se nomme 
alors la base. 

140. Vn triangle rectiligne quelconque ABC (fig. 8 9 ) est 

toujours la moitié d'un parallélogramme de même base et de 

même hauteur que lui. Car on peut toujours concevoir tirée, 
par le sommet de l'angle C, une ligne CE parallèle au côté 
BA y et par le sommet de l'angle A, une ligne AE paral
lèle au côté BC, ce qui forme, avec les côtés AB et BC, 
un parallélogramme ABCE de même base et de même hau
teur que le triangle ABC , cela posé , il est aisé de voir 
que les deux triangles ABC, CE A sont égaux; car le côté 
AC leur est commun; d'ailleurs les angles BAC, ACE sont 
égaux, à cause des parallèles (38); et par la même raison, 
les angles BCA et CAE sont égaux: ces deux triangles ayant 
un côté égal adjacent à deux angles égaux, sont donc égaux; 
donc le triangle ABC est la moitié du parallélogramme ABCE, 

141. Les parallélogrammes ABCD, EBCF (fig. 86 et 86*) 
de même base et de même hauteur, sont égaux en surface. 

Les deux parallélogrammes ABCD, EBCF (fig. 8 6 ) ont une 
partie commune E B CD ; ainsi leur égalité ne dépend que de 
l'égalité des triangles ABE, DCF; or il est aisé de prouver 
que ces deux triangles sont égaux : car AB est égal à CD, 
ces lignes étant des parallèles comprises entre parallèles (82) ; 
et par la même raison , BE est égal à CF; d'ailleurs (43) 
l'angle ABE est égal à l'angle DCF; ces deux triangles ont 
donc un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun 
à chacun ; ils sont donc égaux ; donc aussi le parallélogramme 
ABCD et le parallélogramme EBCF sont égaux. Dans la 

figure 8 6 * , on démontrera de la même manière, que les 
deux triangles ABEy iCF sont égaux; donc, retranchant de 
chacun le triangle DIE, les deux trapèzes restans ABID , 
EICF seront égaux ; enfin ajoutant à chacun de ces trapèzes 



le triangle BîCy le parallélogramme ABCD et le parallélogramme 
EBCF qui en résulteront, seront égaux. 

1^2. On peut donc dire aussi, que les triangles de même 
base et de même hauteur, ou de bases égales et de hauteurs 

égales, sont égaux ; puisqu'ils sont moitiés de parallélogrammes 
de même base et de même hauteur qu'eux (i4°)» 

i43. De cette dernière proposition on peut conclure que 
tout polygone peut être transformé en un triangle de même 

surface. Par exemple, soit ABCDE (fig. 91 ) un pentagone; 
si l'on tire la diagonale EC qui joigne les extrémités des deux 
côtés contigus ED, CD, et qu'après avoir mené DF parallèle 
à EC, et qui rencontre en F le côté AE prolongé , on tire 
CFy on aura un quadrilatère ABCFy égal en surface au pen
tagone ABCDE; car les deux triangles ECD, ECF ont pour 
base commune EC\ et étant de plus compris entre les mêmes 
parallèles EC, DFy ils sont de même hauteur; donc ils sont 
égaux; donc, si l'on ajoute à chacun le quadrilatère EABC, 
on aura le pentagone ABCDEégal au quadrilatère ABCF. Or, 
de même qu'on vient de réduire le pentagone à un quadrila-^ 
tère, on réduira le quadrilatère à un triangle; donc, etc. 

De la mesure des Surfaces. 

i44« Mesurer une surf ace y c'est déterminer combien de fois 
cette surface contient une autre surface connue. Les mesures 
qu'on emploie sont ordinairement des quarrés ; quelquefois ce 
sont des parallélogrammes rectangles : ainsi mesurer la surface 
ABCD (fig. 9 0 ) , c'est déterminer combien elle contient de 
quarrés tels que abcd, ou de rectangles tels que abcd ; si le 
côté ab du quarré abcd est d'un pied, c'est déterminer com
bien la surface ABCD contient de pieds quarrés; si le cô +é 
ab du rectangle abcd étant d'un pied, le côté bc est de 3 
pieds , c'est déterminer combien la surface ABCD contient 
de. rectangles de 3 pieds de long sur un pied de large. Pour 
mesurer en pasties quarrées la surface du rectangle ABCD, 
.fl faut chercher combien de fois le côté AB contient le côté 

ab 



ab du quarré abcd qui doit servir d'unité ou de mesure ; 
chercher de même combien de fois le côté BC contient ab; et 
alors, multipliant ces deux nombres l'un par l'autre, on aura 
le nombre de quarrés tels que abcd, que la surface ABCD 
peut renfermer. Par exemple, si AB contient ab quatre fois ; 
et si BC contient ab, 7 fois; je multiplie 7 par 4> et le pro
duit 28 marque que le rectangle ABCD contient 28 quarré» 
tels que abcd. Car si par les points de division E, F, G, 
on mène des parallèles à BC, on aura quatre rectangles égaux, 
dont chacun pourra contenir autant de quarrés tels que abcd, 
qu'il y a de parties égales à ab dans le côté BC; donc il faut 
répéter les quarrés contenus dans l'un de ces rectangles, au
tant de fois qu'il y a de rectangles, c'est-à-dire autant de foi* 
que le côté AB contient ab; et comme le nombre des quarrés 
contenus dans chaque rectangle, est le même que le nombre 
des parties de BC, il est donc évident qu'en multipliant le 
nombre des parties de BC, par le nombre des parties égales 
de AB, on a le nombre de quarrés tels que abcd, que le 
triangle ABCD peut renfermer. Quoique nous ayons supposé 
dans le raisonnement que nous venons de faire, que les côtés 
AB et BC contenaient un nombre exact de mesures ab, ce 
raisonnement ne s'étend pas moins au cas où la mesure ab n'y 
serait pas contenue exactement. Par exemple, si BC ne conte
nait que 6 mesures chaque rectangle ne contiendrait que 
£> quarrés 1; et si le côté AB ne contenait que 3 mesures et -3 , 
il n'y aurait que 3 rectangles et j , chacun de 6 quarrés et £ ; 
il faudrait donc multiplier 6 - par 3 ~ , c'est-à-dire le nombre 
des mesures de BC par le nombre des mesures de AB. 

i45. Puisque ( i 4 0 le parallélogramme rectangle ABCD 
(fig. 86 et 86*) est égal au parallélogramme EBCF, de même 
base et de même hauteur ; il s'ensuit donc que pour avoir 
la surface de celui-ci, il faudra multiplier le nombre des 
parties de sa base BC, par le nombre des parties de sa hau
teur BA; on peut donc dire en général que pour avoir le 
nombre de mesures quarrées contenues dans la surface d uw 

Géom.^ Artill. et Marine* 5 



parallélogramme quelconque ABCD (fig. 8 2 ) , il faut mesu

rer la base BC, et la hauteur E F , avec une même mesure3 

et multiplier le nombre des mesures de la base par le nombre 

des mesures de la hauteur- On voit donc, par ce qui a été 
dit 0 4 4 ) 3 ° [ u e lorsqu'on veut évaluer la surface ABCD 
Çfg- 9 0 ) , on ne fait autre chose que répéter la surface 
GBCH ou le nombre des quarrés qu'elle contient, autant de 
fois que son côté GB est contenu dans le côté AB; ainsi le 
multiplicande est réellement une surface, et le multiplicateur 
est un nombre abstrait qui ne fait que marquer combien de 
fois on doit répéter ce multiplicande. On dit communément, 
que pour avoir la surface d*un parallélogramme, il faut 

multiplier sa base par sa hauteur ; mais on doit regarder 
cela comme une expression abrégée, dans laquelle on sous-
entend le nombre des quarrés correspondans aux parties de 
la base, et le nombre des parties de la hauteur. En un mot, 
on ne peut pas dire qu'on multiplie une ligne par une ligne. 
Multiplier, c'est prendre une quantité un certain nombre de 
fois ; de sorte que quand on multiplie une ligne , on ne peut 
jamais avoir qu'une ligne ; et quand on multiplie une surface, 
on ne peut jamais avoir qu'une surface. Une surface ne peut 
avoir d'autres elémens que des surfaces ; et quoiqu'on dise sou
vent que le parallélogramme ABCD (fig. 82 ) peut être con
sidéré comme composé d'autant de lignes égales et parallèles 
à BC, qu'il y a de points dans la hauteur EF, on doit sous-
«ntendre que ces lignes ont une hauteur infiniment petite ( car 
plusieurs lignes sans largeur ne peuvent pas composer une sur— 
face) ; et alors chacune de ces lignes est une surface qui étant 
répétée autant de fois que sa hauteur est dans la hauteur EB\ 
donne la surface ABCD. Nous adopterons néanmoins cette 
expression, multiplier une ligne par une ligne; mais on ne 

doit pas perdre de vue, que ce n'est que comme manière abré
gée de parler. Ainsi nous dirons que le produit de deux lignes 
exprime une surface, quoique , dans le vrai, on dût dire, le 
nombre des parties d'une ligne, multiplié par le nombre des 
parties d'une autre ligne, exprime le nombre des parties quar-



rées contenues dans le parallélogramme qui aurait une de ces 
lignes pour hauteur, et l'autre ligne pour base. Pour marquer 
la surface du parallélogramme ABCD (fig. 8 2 ) , nous écri
rons CB X EF; dans la figure 84, nous écrirons AB XBC ; 
et dans la figure 85, où les deux côtés AB et BC sont égaux, 

au lieu de AB X BC ou AB X AB, nous écrirons AB ; de 

sorte que AB signifiera la ligne AB multipliée par elle-même, 
ou la surface du quarré fait sur la ligne AB ; de même, pour 
marquer que la ligne AB est élevée au cube, nous écrirons 

AB qui équivaudra à AB X AB X AB ou AB x AB. 

146. Il suit de ce que nous venons de dire, que, pour que 
deux parallélogrammes soient égaux en surface, il suffit que 
le produit de la base de l'un, multipliée par la hauteur, soit 
égal au produit de la base du second, multipliée par la hau
teur. Donc , lorsque deux parallélogrammes sont égaux en 

surface, ils ont leurs bases réciproquement proportionnelles 

à leurs hauteurs ; c'est-à-dire que la base et la hauteur de 
l'un peuvent être considérées comme les "extrêmes d'une pro
portion, dont la base et la hauteur de l'autre formeront les 
moyens; car, en les considérant ainsi, le produit des extrêmes 
est égal au produit des moyens ; or dans ce cas il y a néces
sairement proportion. (Arithm. 180.) Au reste, on peut voir 
cette vérité immédiatement, en faisant attention que si la base 
de l'un est plus petite, par exemple, que celle de l'autre, il 
faut que sa hauteur soit plus grande à proportion, pour for
mer le même produit, 

147* Puisqu'un triangle est la moitié d'un parallélogramme 
de même base et de même hauteur (i4°)> il s u r t de c e (lv^L 

vient d'être dit (i45) > q u * pour avoir la surface d'un triangle, 

il faut multiplier la base par la hauteur, et prendre la moitié 

du produit. Ainsi, si la hauteur AD (fig. 87) est de 34 pieds, 
et la base BC de 5a , la surface contiendra 884 pieds quarrés ; 
c'est la moitié du produit de 52 par 34. il est inutile d'insister 
pour faire sentir qu'on aura le même produit en multipliant la 



base par la moitié de la hauteur, ou la hauteur par la moitié 
de la base. 

148. Donc , i°. pour avoir la surface du trapèze , il faut 

ajouter ensemble les deux côtés parallèles, prendre la moitié 
de la somme, et la multiplier par la perpendiculaire menée 
entre ces deux parallèles. Car si Ton tire la diagonale BD 
Çfig. 81 ) , on a deux triangles ABD, BDC dont la hauteur 
commune est EF. Pour avoir la surface du triangle ABD, 
il faudrait donc multiplier la moitié de AD par EF; et 
pour le triangle BDC, il faudrait multiplier la moitié de BC, 
aussi par EF'y donc la surface du trapèze vaut la moitié de 
AD multipliée par EF, plus la moitié de BC multipliée par 
EF, c'est-à-dire la moitié de la somme AD plus BC, multi
pliée par EF. Si par le milieu G de la ligne AB, on tire 
GH parallèle à BC, cette ligne GH sera la moitié de la somme 
des deux lignes AD et BC. Car, soit / le point où GH coupe 
la diagonale BD, les triangles BAD, BGI, semblables à cause 
des parallèles AD et G / , font connaître (IOQ) que GI est 
moitié de AD, puisque BG est moitié de AB. Or, GH étant 
parallèle à BC et à AD, DC (102) est coudée de la même 
manière que AB; on prouvera donc de même que IH est 
moitié de BC, en considérant les triangles semblables BDC 
et IDH. Donc, et en vertu de ce qui a été dit ci-dessus, on 
peut dire que la surface d'un trapèze ABCD est égaie au pro-
duit de sa hauteur EF , par la ligne GH menée à distances 

égales des deux bases opposées. 

149. 2 0 . Pour avoir la surface d'un polygone quelconque, 

il faut le partager en triangles par des lignes menées d'un 
même point à chacun de ses angles, et calculer séparément la 
surface de chacun de ces triangles ; en réunissant tous ces pro
duits , on aura la surface totale du polygone. Mais pour avoir 
le moindre nombre de triangles qu'il soit possible, il conviendra 
de faire partir toutes ces lignes de l'un des angles du polygone. 

if g- 9 9 ) . 
150. Si le polygone était régulier (fig. 5 3 ) , comme tous 



les côtés sont égaux, et que toutes les perpendiculaires, menée* 
du centre, sont égales ; en le concevant composé de triangles 
qui ont tous leur sommet au centre, on aurait la surface en multi
pliant un des côtés par la moitié de la perpendiculaire, et mul
tipliant ce produit par le nombre des côtés; ou, ce qui revient au 
même, en multipliant le contour par îa moitié de la perpendicu
laire OH. 

i 5 i . Puisqu'on peut (i36)< considérer le cercle comme un 
polygone régulier d'une infinité de côtés, il faut donc con
clure que pour avoir la surface d'un cercle , il faut multiplier 

la circonférence par la moitié du rayon. Car la perpendiculaire 
menée sur un des côtés ne diffère pas du rayon, lorsque le 
nombre des côtés est infini. 

1Ô2. Puisque les circonférences des cercles sont entre elles 
comme les rayons ou comme les diamètres (x36), il est visible 
que si l'on connaissait la circonférence d'un cercle d'un dia
mètre connu, on serait bientôt en état de déterminer la cir
conférence de tout autre cercle dont on connaîtrait le dia
mètre , puisqu'il ne s'agirait que de calculer le quatrième terme 
de cette proposition ; le diamètre de la circonférence connue, 

est à cette même circonférence , comme le diamètre de la cir

conférence cherchée, est à cette seconde circonférence. On ne 
connaît point exactement le rapport du diamètre à la circonfé
rence ; mais on en a des valeurs assez approchées, pour qu'un 
rapport plus exact puisse être regardé comme absolument 
inutile dans la pratique. Archimède, a trouvé qu'un cercle qui 
aurait 7 pieds de diamètre, aurait 22 pieds de circonférence, 
à peu près. Ainsi, si l'on demande quelle sera la circonférence 
d'un cercle qui aurait 20 pieds de diamètre, il faut chercher 
( Arith. 179 ) le quatrième terme de la proportion, dont les 
trois premiers sont 

7 : « :: a© : 

Ce quatrième terme qui est 62 f est, à très-peu de chose 
près , la longueur de la circonférence d'un cercle de 20 pieds 
de diamètre. Je dis à très-peu de chose près ; car il faudrait 
que le cercle n'eût pas moins de 800 pieds de diamètre, pour 
que la circonférence déterminée, d'après le rapport de 7 a 22* 



fût fautive d'un pied. Au reste, en employant le rapport de 7 
à 22 , on peut se dispenser de faire la proportion ; il suffit de 
tripler le diamètre , et d'ajouter au produit la septième partie 
de ce même diamètre; parce que 3}es t le nombre de fois que 
2 2 contient 7. Adrien MétiuSy adonné un rapport plus appro
ché , c'est celui de i i 3 à 355. Ce rapport est tel, qu'il fau
drait que le diamètre d'un cercle fût de 1000000 pieds au moins, 
pour qu'on fit, en se servant de ce rapport, une erreur d'un pied 
sur la circonférence. Enfin , si l'on veut avoir la circonférence 
avec encore plus de précision, il n'y a qu'à employer le rapport 
de 1 à 3, i4i5926535897932 qui passe de beaucoup les limites 
des besoins ordinaires, et dont on peut supprimer plus ou moins 
de chiffres sur la droite, selon qu'on a plus ou moins besoin 
d'exactitude. Comme ce rapport a pour premier terme l'unité, 
il est assez commode, en ce que, pour trouver la circonférence 
d'un cercle proposé , l'opération se réduit à multiplier le nombre 
3,1415926 par le diamètre de ce cercle. Il est donc facile de 
trouver la surface d'un cercle proposé, aussi exactement que 
peuvent l'exiger les besoins les plus étendus de la pratique. Si 
l'on demande de combien de pieds quarrés est la surface d'un 
cercle qui aurait 20 pieds de diamètre , je calcule sa circon
férence comme ci-dessus ; et ayant trouvé qu'elle est de 62 
pieds et f , je multiplie 62 | , par 5 qui est la moitié du rayon 
( i 5 i ) , et j'ai З14 f pieds quarrés, pour la surface de ce cercle. 

i 5 3 . On appelle secteur de cercle la surface comprise entre 
deux rayons IA, ТВ (fig. j4)> e t l ' a r c ЛВ. Et on appelle 
segment la surface comprise entre Гаге A В et sa corde AB. 

Puisque le cercle peut être considéré comme un polygone 
régulier d'une infinité de côtés, un secteur de cercle peut donc 
être considéré comme une portion de polygone régulier, et sa 
surface comme composée d'une infinité de triangles qui ont 
tous leur sommet au centre, et pour hauteur le rayon. Donc, 
pour avoir la surface d'un secteur de cercle, il faut multi

plier l'arc qui lui sert de base, par la moitié du rayon. A 



legard du segment, il est évident que pour en avoir la surface, 
il faut retrancher la surface du triangle IAB, de celle du 
secteur IAB. Il est évident que dans un même cercle les 
longueurs des arcs sont proportionnelles à leurs nombres de de
grés-, que par conséquent, quand on connaît la longueur de la 
circonférence, on peut avoir celle d'un arc de tel nombre de 
degrés qu'on voudra, en faisant cette proportion : 36o° sont au 
nombre de degrés de l'arc dont on cherche la longueur t comme 

la longueur de la circonférence est à celle de ce même arc S'il 

s'agit de trouver la surface d'un secteur dont on connaît le nombre 
de degrés et le rayon, on cherchera, par la proportion qu'on 
vient de donner, la longueur de l'arc qui est la base de ce sec
teur, et on la multipliera par la moitié du rayon. Par exemple, 
si l'on demande quelle est la surface du secteur de 4o' dans 
un cercle qui a 20 pieds de diamètre, on trouvera, comme ci-
dessus ( i 5 i ) , que la circonférence est de 62 f- pieds; cherchant 
le quatrième terme d'une proportion dont les trois premiers 
sont 3Go° : 32° 40' : : 62 7 : ce quatrième terme qu'on trouvera 
de 5 f f , sera la longueur de l'arc de 32° 4o ' , laquelle étant 
multipliée par 5 , moitié du rayon donne, 28 £ | pour la surface 
du secteur de 32° 40'. Il est aisé, d'après cela, d'avoir la sur
face du segment, en déterminant (fig. j4) I e c^té AB et la 
hauteur IZ du triangle IAB, par une opération fondée sur 
les mêmes principes que celle que nous avons enseignée (121 ) ; 
mais la Trigonométrie, que nous verrons par la suite, nous 
donnera des moyens encore plus expéditifs et plus susceptibles 
d'exactitude. 

i54. Quoique ce que nous avons dit (i4Q)> suffise pour me
surer toute espèce de figure rectiligne, néanmoins il est à pro
pos que nous exposions ici une autre méthode qui est plus simple 
dans îa pratique. Elle consiste ( fig. $ 3 ) à tirer dans la figure 
une ligne AG; abaisser de chacun des angles, des perpendicu
laires BM, CL, DKy Ely FHy sur cette ligne AG: mesurer 
chacune de ces lignes, ainsi que les intervalles AN, NO, OP, 
PQ y QR, RG; alors la figure est partagée en plusieurs parties, 
dont les deux extrêmes, tout au plus p sont des triangles, et les 



autres sont des trapèzes ; les premiers se mesurent en multi
pliant la hauteur par la moitié de sa base (147); à l'égard des 
trapèzes, chacun se mesure en multipliant la moitié de la somme 
des deux côtés parallèles, par la distance perpendiculaire de ces 
mêmes côtés (148). Lorsque la figure sera une ligne courbe, on la 
mesurera avec une exactitude suffisante pour la pratique, en par
tageant la ligne AT (fig. $4 ) qu'on tirera suivant sa plus grande 
longueur, en un assez grand nombre de parties, pour que les 
*rcs interceptés AB, BC , CD, etc. puissent être regardés 
comme des lignes droites ; et pour rendre le calcul le plus simple 
qu'il soit possible, on fera les parties A O, OP, etc. égales 
entre elles ; alors, pour avoir la surface , on ajoutera ensemble 
toutes les lignes BN, CM, DL, EK , FI, et la moitié seule
ment de la dernière GH, si la courbe est terminée par une droite 
G H perpendiculaire à AT; on multipliera le tout par l'un des 
intervalles AO f et 1-e produit sera la surface cherchée; c'est une 
suite immédiate de ce qui a été dit 048) ; car pour avoir la sur
face ABN, il faut multiplier A O par la moitié de BN; pour 
avoir celle de BCMN, il faut multiplier OP ou AO, par la 
moitié de BN et de CM; pour avoir celle de CDLM, il faut mul
tiplier AO, par la moitié de CM et de DL, et ainsi de suite ; 
donc en réunissant ces produits, on voit que AO sera multiplié 
par 2 moitiés de BN, plus 2 moitiés de CM, plus 2 moitiés de 
DL, plus a moitiés de EK, plus 2 moitiés de FI, plus enfin 
une moitié seulement de GH, c'est-à-dire que A O doit être mul
tiplié par la totalité des lignes BN9 CM, DL, EK, FIy plus 
la moitié de la dernière. S'il s'agissait de l'espace BNHG terminé 
par les deux lignes BN, GH; on prendrait non pas Z>7Ventiere¿ 
mais sa moitié seulement. La règle que nous venons d'exposer 
pour mesurer les surfaces planes terminées par des courbes, peut 
erre employée fort utilement dans diverses recherches relatives 
aux navires. On a souvent besoin, dans ces recherches, de con
naître la surface de quelques coupes horizontales du navire ; nous 
aurons occasion d'en faire usage par la suite. 



Du Toisé des Surfaces. 

i55. Ce qu'on entend par toisé des surfaces, c'est îa m é 
thode de faire les multiplications nécessaires pour évaluer les 
surfaces, lorsqu'on a mesuré les dimensions en toises et par
ties de toise. Il y a deux manières d'évaluer les surfaces en 
toises quarrées et parties de la toise quarrée. Dans la pre
mière on compte par toises quarrées, pieds quarrés, pouces 
quarrés, lignes quarrées, etc. La toise quarrée contient 36 pieds 
quarrés, parce que c'est un rectangle qui a six pieds de long 
sur six pieds de large. Le pied quarré contient 144 pouces quarrés, 
parce que c'est un rectangle qui a 12 pouces de long sur 12 
pouces de large. Par une raison semblable, on voit que le pouce 
quarré vaut 1.44 lignes quarrées, etc. Ainsi, pour évaluer une 
surface en toises quarrées, et parties quarrées de la toise quar
rée , il n'y a autre chose à faire qu'à réduire les deux dimen
sions qu'on doit multiplier, chacune à leur plus petite espèce, 
(en lignes, si la plus petite espèce est des lignes); et après avoir 
fait la multiplication, on réduira le produit en pouces quarrés, 
ensuite en pieds quarrés, et enfin en toises quarrées, en divi
sant successivement par i44 > ï44 e t 36*. Par exemple, pour 
trouver la surface d'un rectangle qui aurait 2 T 3 P 5 P de long, 
et o T 4 P 6 p de large ; je réduis ces deux dimensions en pouces, 
et j'ai i85 p à multiplier par 54 p , ce qui me donne 9990 pouces 
quarrés, et s'écrit ainsi 9 9 9 0 p p . Pour les réduire en pieds quar
rés, je divise par i44> f a i ^9 pieds quarrés et 5 4 p p de reste, 
c'est-à-dire 6 9 P P 5 4 P P ; pour réduire les 6 9 P P en toises quarrées , 
je divise par 36 ; j'ai une toise quarrée ou i T T pour quotient, 
et 3 3 p p de reste; ensorte que la surface cherchée est de i T T 

3 3 p p 54 p p . 

Dans la seconde manière d'évaluer les surfaces, en toises 
quarrées et parties de la toise quarrée, on conçoit la toise 
quarrée composée de six rectangles qui ont tous une toise de 
baut et un pied de base, et que pour cette raison on nomme 
Toises-pieds : on subdivise chaque toise-pied en 12 parties ou 



rectangles qui ont chacun une toise de haut, et un pouce de 
base, et qu'on appelle Toises-pouces : on subdivise chacune 
de celles-ci en 12 parties, qui ont chacune une toise de haut 
-et une ligne de base, et qu'on appelle Toises-lignes ; en un 
mot , on se représente la toise quarrée divisée et subdivisée 
continuellement en rectangles, qui ont constamment une toise 
de haut sur un pied, ou un pouce, ou une ligne, ou un point 
de base. Les subdivisions qui passent le point, se marquent 
comme les secondes, tierces, quartes, etc. pour les degrés, 
excepté qu'on en fait précéder la marque par un T, signe de 
la toise 7 ainsi les marques successives et les valeurs des subdi
visions de la toise quarrée, sont telles qu'on les voit dans la 
Table suivante. 

Table des Subdivisions de la Toise quarrée en Rectangles 

d'une Toise de haut. 

La Toïse-quarree vaut 6 Toises-pieds, ou 6 T P 
La Toise-pied vaut 12 Toises-pouces, ou I Ï * T P 

La Toise-pouce I 2 T I 

La Toise-iigne i3Tp6 

La Toise-point 12T' 
La T' ou Toise-prime I S T " 
La T" ou Toise-seconde... I 2 W i etç; 

Quand on aura donc à multiplier les parties de deux lignes, 
pour évaluer une surface, il faut concevoir que les toises du 
multiplicande sont des toises quarrées ; les pieds des toises-
pieds ; les pouces des toises-pouces, et ainsi de suite ; à l'égard 
du multiplicateur, il représentera toujours combien de fois on 
doit prendre le multiplicande. Par exemple, si ayant à mesurer 
la surface du rectangle ABCD (fig. 95 ) , je trouve le côté 
AD de 4 T 4 P 6P, et le côté AB de 2 T 3P-, je vois que si AE 
représente une toise, la surface ABCD est composée de deux 
rectangles qui ont chacun une toise de haut sur 4 T 4 P ^ p de 
long, et d'un rectangle qui a 3 P ou une demi-toise de haut 
sur 4? 4 P 6 p de long, et qui par conséquent est la moitié de 
l'un des deux autres *, de sorte que je rois qu'il s'agit de répé^ 



ter 2 fois \ un rectangle de i T de haut sur 4 T 4 P 6p de 
long, c'est-à-dire de répéter 2 fois \ la quantité 4 T T 4 T P 6Tp« 
Ceci prouve ce que nous avons dit dans la Note du n° 47 de 
l'Arithmétique, sur la nature des unités du produit et de ses 
facteurs dans la multiplication géométrique. On voit, en même 
temps, qu'il n'y a ici aucune nouvelle règle à apprendre pour 
faire ces sortes de multiplications qui sont évidemment les 
mêmes que celles que nous avons données en Arithmétique 
sous le nom de Multiplication des Nombres complexes. Ainsi, 

pour nous borner à un exemple, si l'on me demande quelle 
est la surface d'un rectangle qui aurait 5 a T 4 P 5P de long, et 
44^ 4 P 8P de large, je fais l'opération comme il suit : 

C'est-à-dire, je multiplie 52 par 44> P u * s ^ e s 4 P du multi
plicande par 44 y e n prenant pour 3 P la moitié de 44 > e t pour 
i p le tiers de ce que j'aurais eu pour 3 P ; ensuite je multiplie 
5? par 44 > e n prenant pour 4 P le J de ce que j'ai eu pour i p > 
et pour 1P je prends le quart de ce que j'ai eu pour 4P- Pour 
multiplier ensuite, par les 4 P qui se trouvent dans le multipli
cateur, je prends pour 3 P , la moitié du multiplicande total, 
et pour i p , le tiers de ce que j'ai eu pour 3 P . Enfin, pour 
multiplier par 8 p , j-e prends le tiers de ce que j'ai eu pour i p ; 
et je l'écris deux fois j réunissant tout ces produits particuliers, 

5a T 4? 5p 
44T jp 8pl 

2O8TT O T P O T P oil OTpt 
208 

22 

7 2 
2 2 8 
o 3 8 

26 2 a 6 
8 4 8 10 
2 5 6 11 4 
2 5 6 ïi 4 

2 3 6 I T T 2 T P 5TP 2T1 8Tpt. 



j'ai 236*i T T 2 T P 5 T p 2 T I 8 T p * pour produit total. Ainsi, on voit 
que nous avons été fondés à dire, dans l'Arithmétique, que 
les règles que nous donnions pour les nombres complexes , 
renfermaient le toisé, et qu'il n'y avait autre chose à exposer, 
que la nature des unités du produit et des facteurs. 

Quand on a ainsi évalué une surface en toises-quarrées, 
fois es-pieds, toises-pouces, etc., il est fort aisé d'en trouver la 
valeur en toises-quarrées, pieds-qùarrés, pouces-quarrés, etc. 
Il faut écrire alternativement les deux nombres 6 et \ sous les 
parties de la toise, à commencer des toises-pieds, comme on 
le voit ci-dessous ; multiplier chaque partie par le nombre i n 
férieur qui lui répond, et porter les produits des deux nombres 
consécutifs 6 et ~ dans une même colonne ; lorsqu'en multi
pliant par | , il restera i , écrivez 72 sous ce multiplicateur *- > 
pour commencer une seconde colonne. Ainsi, pour réduire en 
toFses-quarrées, pieds-quarrés, pouces-quarrés, etc. les parties, 
du produit que nous avons trouvé ci-dessus, j'écris : 

236i t t 2TP 5tp 2t1 8Tpt 

6 \ e j _ 
236lTP i^pp 72PP 

3 12 
4 

23qitt iApp 88pp 

Et je multiplie les toises-pieds par 6, parce que la toise-pied 
vaut 6 pieds quarrés, ayant 6 pieds de haut sur un pied de 

base. Je multiplie les toises-pouces par *, et je porte les deux 
entiers, que nie donne cette multiplication, au rang des pieds 
quarrés ; parce que la toise-pouce étant îa 1 2 e partie de îa 
toise-pied, doit valoir la 12 e partie de 6 pieds quarrés; c'est-
à-dire , un demi-pied quarré ; donc les 5 toises-pouces valent 
s pieds quarrés et demi; et comme le demi-pied quarré vaut 
72 pouces quarrés, au lieu du demi, j'écris 7 2 ; ensuite, pour 
réduire les toises-lignes, je les multiplie par 6 , parce que la 
toise-ligne étant la douzième partie de la toise-pouce, doit 
?aJoïr la douzième partie de 72 pouces quarrés, c eet-à-diro 



£ pouces quarrés : un raisonnement semblable prouve qu'on 
doit multiplier ensuite par j - , puis par 6 , etc., ainsi que nous 
venons de le dire. Donc réciproquement, si Ton veut réduire 
en toises-pieds, toises-pouces, etc. des parties quarrées de îa 
toise-quarrée, l'opération se réduira, i° . à prendre le sixième 
du nombre des pieds quarrés, ce qui donnera des toises-pieds _ 
2°. On doublera le reste, s'il y en a un, et on y ajoutera une 
unité si le nombre des pouces quarrés est, ou excède 7 2 ; et 
Ton aura les toises-pouces. 3°. Ayant retranché 72 du nombre 
des pouces quarrés, lorsque ce nombre sera ou excédera 7 2 , 
on divisera le reste par 6, et Ton aura les toises-lignes. 4°- On 
doublera le reste, on y ajoutera une unité, si le nombre des 
lignes quarrées excède 7 2 , et on aura le nombre des toises-
points. On voit par là comment on doit continuer pour avoir 
les parties suivantes, lorsqu'il doit y en avoir. Ainsi, si l'on, 
proposait de réduire 5 2 T T 2 5 p p 8y?v 9 2 1 1 , en toises-pieds, 
toises-pouces, etc., je diviserais 25 par 6 , et j'aurais 4T P> € t 

i de reste; je double cet i , et j'y ajoute 1 , parce que le nombre 
des pouces quarrés excède 72 ; j'ai donc 3 t P . Je retranche 7a 
de 8 7 , et je divise le reste i 5 par 6 ; j'ai 2 T l ; et 3 de reste. 
Je double ce reste, et j'y ajoute une unité, parce que le 
nombre des lignes quarrées excède 72 ; j'ai 7 T P T S . Je retranche 
72 de 9 2 , et je divise le reste 20 par G; j'ai 3 T ' , et 2 de reste; 
je double ce reste, et j'ai 4 T / / \ e i * sorte que j'ai en total 5 2 T T : 

4 t P 3 1 ? 2 T i 7 T ? t s 3 T ' 4 T / / . 

i5G. Puisque pour avoir la surface d'un parallélogramme 
il faut multiplier le nombre des parties de la base par le 
nombre des parties de la hauteur, il s'ensuit (Arith. 74) que 
s i , connaissant là surface et le nombre des parties de la hau
teur ou de la base, on veut avoir la base ou la hauteur, i | 
faudra diviser le nombre qui exprime la surface, par le nombre 
qui exprime celle des deux dimensions qui sera connue. Mais 
il faut bien observer que ce n'est point une surface que l'on 
divise alors par une ligne, la division d'une surface par une 
tigne n'est pas moins chimérique que la multiplication d'un« 



ligne par une ligne. Ce que Ton fait véritablement alors, on 
divise une surface par une surface. En effet, selon ce que nous 
avons dit (i 55), lorsqu'on évalue la surface du rectangle AB CD 
(Jlg. 9 5 ) , on répète la surface du rectangle ED de même 
base, et qui a pour hauteur l'unité ou la mesure principale 
AE\ on répète, dis-je, cette surface autant de fois que sa 
hauteur AE est comprise dans la hauteur AB\ ainsi, quand 
on veut connaître le nombre de parties de AB, ou le nombre 
des unités AE qu'il contient, il faut chercher combien de fois 
la surface ABCD contient celle du rectangle ED. Donc, si 
la surface ABCD étant exprimée par 3 6 i T T 2 T P 5 t P 2 T 1 8 T p t % 
Ja base AD est de 4 T 3 P 6?; pour avoir la hauteur AB, il 
faut concevoir que l'orna 3 G i T T 2 T P , etc. à diviser non par 
4 r 3 P 6 p , mais par 4 T T 3 T P 6 T P ; et comme la toise est alors 
facteur commun du dividende et du diviseur, il est évident 
que le quotient sera le même que si l'un et l'autre exprimaient 
des toises et parties de toises linéaires ; donc l'opération se 
réduit à diviser 3 6 i T 2 P , etc. par 4 T 3 P , etc. C'est-à-dire que 
Ton considérera le dividende et le diviseur, comme exprimant 
des toises linéaires, et par conséquent comme étant de même 
espèce; et comme l'état de la question fait voir que le quotient 
doit être aussi de cette même espèce, c'est-à-dire exprimer 
des toises et parties de toises linéaires, il s'ensuit que la divi
sion doit se faire alors précisément selon la règle donnée, 
{Arith. 126* et 128 . ) 

Si la surface était donnée en toises quarrées et parties quar
rées de la toise quarrée, alors, pour plus de simplicité , on ré
duirait ces parties en toises-pieds, toises-pouces , etc. par ce qui 
vient d'être dit ( i55); après quoi on opérerait comme dans le cas 
précédent. Par exemple, si l'on demande la hauteur d'un paral
lélogramme ou d'un rectangle qui aurait 2 T 5 p de base, et i 2 o T T 

29PP 5 4 p p de surface, on réduira ( i55) cette surface à 126^ 
4 T p i o T p 9 T 1 ; et la question d'après ce qui précède, sera réduite 
à diviser i 2 o T 4 ? l c P S1 > P a r q T 5 p , ce qui, en suivant la règle 
donnée (Arith 126 et 128 ) , donne 4 2 T 3 p i o p 1 1 f i . 



De la Comparaison des Surfaces. 

ihj. Les surfaces des parallélogrammes sont entre elles, en 

général y comme les produits des bases par les hauteurs. C'est-

à-dire que la surface d'un parallélogramme Contient celle d'un 
autre parallélogramme, autant que le produit de la base du pre
mier par sa hauteur, contient le produit de la base du second par 
sa hauteur. Cela est évident, puisque tout parallélogranfme est égal 
au produit de sa base par sa hauteur. De là il est aisé de con
clure que lorsque deux parallélogrammes ont même hauteur , 
ils sont entre eux comme leurs bases ; et que lorqu'ils ont même 
base, ils sont entre eux comme leurs hauteurs : car le rapport 
des produits ne changera point si l'on omet, dans chacun, le fac
teur qui leur est commun. ( Arith. 170 ) . 

158. Puisque les triangles sont 04°) moitiés de parallélo
grammes de même base et de même hauteur, il faut donc con
clure que les triangles de même hauteur sont entre eux comme 

leurs bases, et que les triangles de même base, sont entre eux 

comme leurs hauteurs. 

159. Les surf aces des parallélogrammes ou des triangles sem

blables , sont entre elles comme les quarrés de leurs côtés ho

mologues. Car les surfaces des deux parallélogrammes ABCD 
et abcd (fig. 96 et 97) sont entre elles (167) comme les produits 
des bases par leurs hauteurs ; c'est-à-dire que 
ABCD : abcd :: BC X AE : bc X ae. Mais si les parallélo
grammes ABCD, abcd sont semblables, et si AB et ab sont 
deux côtés homologues, les triangles AEB, aeb seront sembla
bles , parce qu'outre l'angle droit E et e, ils doivent avoir 
de plus l'angle H égal à l'angle b; on aura donc (108) 
AE l ae II AB l ab, ou BC l bc, à cause des parallélo
grammes semblables ; on peut donc (99) dans les produits 
BCx AE et bc X ae, substituer le rapport de BC l bc à celui 
de AE : ae; et alors le rapport de ces produits sera celui de 

; bc; donc ABCD l abcd II BCl bc; et comme on peut 



prendre indifféremment pour base tel côté qu'on voudra, on 
voit donc qu'en général les surfaces des parallélogrammes sem
blables sont entre elles comme les quarrés de leurs côtés h o 
mologues. 

160. A l'égard des triangles semblables, il est évident qu'ils 
ont la même propriété, puisqu'ils sont moitiés de parallélo
grammes de même base et de même hauteur. 

161. En général les surfaces de deux figures semblables quel

conques sont entre elles comme les quarrés des côtés, ou des 

licrnes homologues de ces figures. Car les surfaces de deux 

figures semblables peuvent toujours être regardées comme com
posées d'un même nombre de triangles semblables chacun à cha
cun ; alors la surface de chaque triangle de la première figure 
sera à celle du triangle correspondant dans la seconde, comme 
le quarré d'un côté du premier, est au quarré du côté homo
logue du second (160); donc, puisque tous les côtés homologues 
étant en même rapport, leurs quarrés doivent être aussi tous en 
même rapport (Arith. 191 ) , chaque triangle du premier poly
gone sera au triangle correspondant du second, comme le quarré 
d'un côté quelconque du premier polygone est au quarré du côté 
homologue du second; donc (Arith. 186 ) la somme de tous les 
triangles du premier sera à la somme de tous les triangles du se
cond , ou la surface du premier, à la surface du second , aussi 
dans ce même rapport. 

162. Les surfaces des cercles sont donc entre elles comme les 

quarrés de leurs rayons ou de leurs diamètres. Car les cercles 

sont des figures semblables (i3G), dont les ra}rons et les diamètres 
sont des lignes homologues. On doit dire la même chose des sec-
teurs, et des segmens de même nombre de degrés. On voit donc 
qu'il n'en est pas des surfaces des figures semblables comme de 
leurs contours ; les contours suivent le rapport simple des côtés 
( io4 ) ; c'est-à-dire que de deux figures semblables, si un côté 
de l'une est double , ou triple, ou quadruple , etc. d'un côté ho
mologue de l'autre, le contour delà première 'sera aussi double, 

ou 



ou triple, ou quadruple du contour de la seconde : mais il n'en 
est pas ainsi des surfaces ; celle de la première figure serait alors 
4 fois, Q fois, 16 fois, etc. aussi grande que celle de la seconde. 
On peut rendre cette vérité sensible par les figures 98 et 99, OÙ 
Ton voit (fig* 98) que le parallélogramme ABCD, dont le côté 
AB est double du coté A G du parallélogramme semblable AGIE> 

contient quatre parallélogrammes parfaitement égaux à celui-ci^ 
et dans lafigure 99, le triangle AD F dont le côté AD est double 
du côté AB du triangle semblable ABC, contient quatre trian
gles égaux à celui-ci ; pareillement le triangle AGK dont le 
côté AG est triple de AB, contient 9 triangles égaux à ABC. 
Il en serait de même des cercles ; un cercle qui aurait un rayon 
double, ou triple, ou quadruple, etc. de celui d'un autre cercle, 
aurait 4 fois ou 9 , ou 16 fois, etc. autant de surfaces que 
celui-ci. On voit par là, que deux navires qui seraient parfai
tement semblables, auraient des voilures dont les surfaces seraient 
entre elles comme les quarrés des hauteurs des mâts, c'est-à-
dire, comme nous le verrons par la suite, comme les quarrés 
des longueurs des navires, ou de leurs largeurs; et par consé
quent on peut dire que deux navires semblables, et qui pré
sentent leurs voiles au vent de la même manière, reçoivent des 
quantités de vent qui sont comme les quarrés des longueurs de 
ces navires. Il n'en faut pas conclure pour cela, que leurs vi
tesses seront dans ce rapport. Nous verrons en mécanique ce 
qui doit en être. Au reste, nous n'examinons pas ici si les na
vires semblables doivent avoir des voilures semblables ; c'est un 
examen qui appartient aussi à la mécanique, 

i63 . Si l'on voulait donc construire une figure semblable a 
une autre, et dont la surface fût à celle de celle-ci dans un 
rapport donné, par exemple dans le rapport de 5 à 2, il ne 
faudrait pas faire les côtés homologues, dans le rapport de 3 
à 2 ; car alors les surfaces seraient comme 9 est à 4'> mais il 
faudrait faire les côtés de telle grandeur que leurs quarrés fus
sent entre eux il 3 l 2; c'est-à-dire, en supposant que le côté 
AB de lafigure X (fig. 100 ) soit de 5o p , par exemple, il fau-
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t i rai t , pour trouver le côté homologue ab de lafigure cherchée 
x' (Jig* 101 ) , calculer le quatrième terme d'une proportion 

2 

dont les trois premiers seraient 3 ! 2 : t 5o X 5o ou 5o est à 
ain quatrième terme : ce quatrième terme qui est îGGG | , serait 
le quarré du côté ab ; c'est pourquoi , tirant la racine quarrée 
(Arith. i45 ) de 1666 f, on trouverait 4op> 8^4; c'est-à-dire 
4 o p 9 P 10 1 à peu près -pour le côté ab. Quand on a un côté 
de la figure x > il est aisé de construire cette figure, selon ce qui 
a été dit ( i 3 3 ) . 

i64- Si sur les trois côtés A B , BC, ÀC , d'un triangle rec-
tangle ABC ( fig. 1 0 a ) , on construit trois quarrés B E F A , 
BGHC y AILC , celui qui occupera l'hypoténuse vaut toujours 
la somme des deux autres. Abaissons de l'angle droit B> sur 
l 'hypoténuse AC, la perpendiculaire BD ; les deux triangles 
BDAy BDC seront chacun semblables au triangle ABC (11a); 
et par conséquent les surfaces de ces trois triangles seront entre 
elles comme les quarrés de leurs côtés homologues ; on a donc 

cette suite de rapports égaux ABD\AB\ \ BDC: BC: :ABC:AC 
ouABD : ABEF: : BDC\ BGHC : : ABC AILC, donc(Arith 186) 
ABD+BDC : ABEF+BGHC y. ABC : AILC. Or il est 
évident que ABC vaut les deux parties ABD+BDÇ ; donc 
AILC vaut ABEF-\-BGHC, ce qu'on peut exprimer en cette 

manière , AC vaut AB~\-BC. 

165. Puisque le quarré de l'hypoténuse vaut la somme des 
quarrés des deux côtés de l'angle droit , concluons donc que le 
quarré d'un des cotés de l'angle droit vaut le quarré de l'hy
poténuse y moins le quarré de Vautre côté; c'est-à-dire que 

BC\autAC7'—AB] et ABidaft AC—BC. 

166. D o n c , lorsqu'on connaît deux côtés d'un triangle, on 
peut toujours calculer le troisième. Supposons, par exemple , 
que le côté AB soit de 12 pieds, le côté BC de s5 ; on de 
mande l'hypoténuse AC. J'ajoute i44> <I m e s t ^ e quarré du 
côté ABt avec Ga5 qui est le quarré du côté BC, la somme 



769 est égale au quarré de Hypoténuse AC (i6*4)"> donc si je 
tire la racine quarrée de 769, j'aurai l'hypoténuse AC; cette ra
cine est 27,78 à moins d'un centième près ; donc le côté AC 
est de 27,73 pieds, c'est-à-dire de 4jv 8? 9 1 . Si au contraire 
on donnait l'hypoténuse et un des côtés, on trouverait le second 
côté par ce qui vient d'être dit ( i65). Par exemple , si l'hypo
ténuse AC était de 64 pieds, et le côté В С de 4 2 , et qu'on 
demandât de combien est le côté AB; alors, de 2916 qui est 
îe quarré de l'hypoténuse 5 4 , je retrancherais 1764 qui est le 
quarré du côté BC; le reste 1162 serait donc la valeur du 
quarré du côté AB ; tirant la racine quarrée de 1162, cette ra
cine, qui est 3 3 , 9 4 , serait la valeur de AB; c'est-à-dire que 
AB serait de 3 3 p , 94 ou 3 3 p i l ? o 1 à peu près. 

167. Puisque le quarré de l'hypoténuse vaut la somme des 
quarrés des deux côtés de l'angle droit, il s'ensuit que si le 
triangle rectangle est isoscèle, comme il arrive, par exemple, 
dans un quarré lorsqu'on tire la diagonale AC (fig- 1 0 З ) , 
alors le quarré de l'hypoténuse sera double du quarré d'un de 
ses côtés ; donc la surface d'un quarré est à celle du quarré 
fait sur sa diagonale, comme 1 est à 2; donc (Arith. 192) le 
côté d'un quarré est à sa diagonale, comme 1 est à la racine 
quarrée de 2 ; et comme cette racine ne peut être exprimée 
exactement en nombres, il s'ensuit qu'on ne peut avoir exacte
ment en nombres le rapport du côté d'un quarré à sa diagonale, 
c'est-à-dire que la diagonale est incommensurable, ou n'a au
cune commune mesure avec son côté. 

168. Dans la démonstration du n e 164 , on a vu que la 
similitude des triangles ABC , ADB, CDB, donne ABC l 

АСГ:: AD A \ ÂB :: BDC : BC] OU bien ABC : ADB : 

BDC :: 'ÂC\lTb\BC\ mais les triangles Л Я С , ADB, BCD, 
étant tous trois de même hauteur, sont entre eux comme leurs 
bases ( i 58 ) ; donc ABC ; ADB : RDC AC : AD : DC; 

donc aussi AC\ ÂB9

9 BC :: AC : AD : DC; donc le quarré 



fait sur l hypoténuse, est à chacun des quarrés faits sur les 

deux autres côtés , comme l'hypoténuse est d chacun des 

segmens correspondans à <;es côtés* 

169. De îà -on peut conclure le moyen de faire par lignes, 
ce que nous avons enseigné à faire par nombres (i'63) j c'est-
à-dire de construire une figure x semblable à une figure pro
posée X (fig- 100 et 101 ) , et dont la surface soit à celle de 
celle-ci , dans un rapport donné. On tirera {fig. io4) une 
ligne indéfinie DE, sur laquelle on prendra les deux parties 
DP et PE, telles que DP soit à PE, comme la surface de la 

Jigure donnée X (fig. 100) doit être à celle de la figure cher
chée x (fig. 101) , c'est-à-dire :; 3 ; s , si Ton veut que x 
soit les | de X. Sur DE (fig. i o4 ) comme diamètre, on dé
crira le demi-cercle DBE \ et ayant élevé au point P la per
pendiculaire PB y on mènera, du point B où elle rencontrera la 
circonférence, aux deux extrémités D et E, les cordes DB, 
BE. Sur DB on prendra BA égal à un côté AB de l&figureX, 
et ayant mené AC parallèle à DE, on aura BC pour le côté 
homologue de la figure cherchée x, qu'on construira ensuite 
comme il a été dit ( i 3 3 ) . En voici la raison : la surface de la 

figure X doit être à celle de la. figure x, comme le quarré du 
côté AB est au quarré du côté cherché ab, c'est-à-dire :; 

ABl ab\ or on veut que ces deux surfaces soient aussi l'une à 

l'autre :: 3 : 2 ; il faut donc que AB \ab :: 3 ta . Or (fig. 104) 
AB : BC :: BD : BE , et par conséquent (Arith. 191 ) 

AB\ BC :: BD : />£ ; mais comme le triangle DBE est rec

tangle, on a ( 1 6 8 ) BD%: BE*\\ DP : PE, c'est-à-dire 

:: 3 : Q, donc AB : BC :: 3 : 2 ; donc aussi 'AB': 1BC\: 

AB%\ aby donc ab doit être égal à BC. 

IJO. Il suit encore de ce qu'on vient de dire ( 1 6 8 ) , que les 
quarrés des cordes AC, A D , etc., menées par V extrémité d'un 

diamètre AB (fig. io5) sont entre eux comme les parties 

A P , AO que coupent sur ce diamètre, les perpendiculaires 



abaissées des extrémités de ces cordes. Car en tirant les cordes 
BC et BD, ' on aura ( 1 6 8 ) dans le triangle rectangle ACB; 

AB* : AC\\ AB : APy et dans le triangle rectangle ADB y 

jLdCÂBV. AO ZAB; donc (ioo}l№ tAC \l AO l AP. 

Des Plans* 

171. Après avoir établi la mesure et les rapports des sur
faces planes, il ne nous reste plus, pour pouvoir passer aux 
solides, qu'à considérer les propriétés des lignes droites dans 
leurs différentes positions à l'égard des plans, et celles des plans 
dans leurs différentes positions les uns à l'égard des autres ; 
c'est ce dont nous allons nous occuper. INfous ne supposons aux 
plans dont il va être question, aucune grandeur ni aucuue 
ligure déterminée; nous les supposons étendus indéfiniment dans 
tous les sens; ce n'est que pour aider l'imagination, que nous 
leur donnons les figures par lesquelles nous les représenterons 
ici. 

172. Une ligne droite ne peut être en partie dans un plan, 

et en partie élevée ou abaissée à son égard. Car le plan (5) 

est une surface à laquelle une ligne droite s'applique exacte
ment. 

173. /7 en est de même drun plan à regard d*un autre plan* 

Car une ligne droite qu'on tirerait dans la partie plane com
mune à ces deux plans, pouvant être prolongée indéfiniment 
dans l'un et l'autre, se trouverait en partie dans l'un de ces 
plans, et en partie élevée ou abaissée à son égard, ce qui ne 
peut être (172). 

174. Deux lignes AB, C D , (fig. 106) qui se coupent} sont 

dans un même plan. Car il est évident qu'on peut faire passer 
un plan par l'une AB de ces lignes, et par un point pris arbi>-
trairement dans la seconde ; et comme le point d'intersection Ey 

«a tant qu'appartenant à AB y est dans ce même plan, la ligne 



ÇD a donc deux points dans ce plan : elle y est donc toute en 
tière. 

175. La rencontre ou Vintersection de deux plans est une 

tignv droite. Il est évident qu'elle doit être une ligne, puis-
qu'aucun des deux plans n'a d'épaisseur; de plus, elle doit être 
une ligne droite ; car une ligne droite qu'on tirerait par deux 
points de cette intersection est nécessairement toute entière 
dans chacun des deux plans ; elle est donc l'intersection même. 

176. On peut donc faire passer par une même ligne droite 

une infinité de plans différens. 

177. Nous disons qu'une ligne est perpendiculaire à un plan, 

q*uand elle ne penche d'aucun côté dè ce plan. 

178. Une perpendiculaire AB à un plan GE (fig. 107) est 

donc perpendiculaire à toutes les lignes BC, BC, BC, etc. 

quon peut mener par son pied dans ce plan ; car s'il y en avait 

une à laquelle elle ne fût pas perpendiculaire, elle inclinerait 
vers cette ligne, et par conséquent vers le plan. 

179. La ligne AB (fig. 108) étant perpendiculaire au plan 

G E , si par son pied B on tire une ligne BC dans le plan GE , 

et quon conçoive que le plan ABC tourne autour de A B ; je dis 

que dans ce mouvement, la ligne BC ne sortira.point du plan 

GE. Imaginons le plan ABC arrivé dans une position quel
conque ABD; si la ligne BC, qui alors est en BD, n'était point 
dans le plan GE, le plan ABD rencontrerait donc le plan GE 
dans une ligne droite BF, à laquelle AB serait perpendiculaire 
( 178 ) ; BFsera.it donc aussi perpendiculaire sur AB ; et comme 
BD est supposée perpendiculaire sur AB au même point B y il 
s'ensuivrait donc, qu'au même point B et dans un même plan 
ABD, on pourrait élever deux perpendiculaires à AB, ce qui 
( 2 7 ) est impossible; donc BF ne peut être différente de BD; 
donc B C ne peut, dans son mouvement autour de A B, sortir du 
plan GE. 

180. Donc , pour qu'une ligne droite AB (fig. ÏO8 ) soit per

pendiculaire à un plan G E A il suffit qu elle soit peipendiculaïre 
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â deux lignes BC, DB qui se rencontrent à son pied dans ce 

plan. Car si l'on conçoit que le plan de l'angle droit AB C » 
tourne autour de AB, la ligne BC tracera ( 1 7 3 ) un plan a u 
quel AB sera perpendiculaire ; or je dis que ce plan ne peut 
être autre que le plan GE des deux lignes BC et BD ; car 
l'angle ABD étant droit ainsi que l'angle ABC, la ligne BC9 

en tournant autour de AB, aura nécessairement la ligne BD 
pour une de ses positions, donc BD est dans le plan tracé par 
BC; donc AB est perpendiculaire au plan CBD. 

181. Si d'un point A d'une droite AI oblique à un plan GE 

(fig. 1 0 9 ) , on abaisse une perpendiculaire AB sur ce plan, et 

qu ayant joint les points B et I de la perpendiculaire et de /0— 

blique, par une droite BI,, on mène à cette dernière une perpen

diculaire CD dans le plan G E , je dis que AI sera aussi per

pendiculaire à CD. Prenons les parties égales, IC, ID, et ti
rons les lignes BC et BD; ces deux dernières lignes seront 
égales entre elles ( 2 9 ) ; donc les deux triangles ABC, ABD 
seront égaux; car outre l'angle ABC égal à l'angle ABD9 

comme étant chacun droit, le côté AB est commun, et BC est 
égal à BD, selon ce qu'on vient de prouver; ils ont donc un 
angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun ; 
ils sont donc égaux : donc AD est égal à AC; la ligne AI a 
donc deux points A et I également éloignés du point C et du 
point D ; elle est donc perpendiculaire sur CD ( 32 ) . 

182. Un plan est dit perpendiculaire à un autre plan, quand 
il ne penche ni d'un côté , ni de l'autre, de ce dernier. 

183. Donc , par une même ligne CD (fig. 110) prise dans 

un plan G E , on ne peut conduire plus dun plan perpendicu-

laire à ce plan GE. 

184. Lin plan CK est perpendiculaire à un autre plan G E , 

quand il passe par une droite AB perpendiculaire à celui-ci ; 

car il est évident qu'il ne peut incliner d'aucun côté du 
plan GE. 

*85. Si par un point A pris dans le plan CK perpendiculaire 



au plan G E , on mène une perpendiculaire AB à la commune 

section CD , cette ligne sera aussi perpendiculaire au plan GE. 

Car si elle ne l'était pas, on pourrait par le point B où elle 
tombe, élever une perpendiculaire au plan GE, et conduire 
par cette perpendiculaire et par la commune section CD, un 
plan qui (184) serait perpendiculaire au plan GE; on pourrait 
donc, parune même ligne CD, prise dans le plan GE, mener 
deux plans perpendiculaires à celui-ci ; ce qui est impossible 
( i83) \ donc AB est perpendiculaire au plan GE. 

186*. Donc le plan CK étant perpendiculaire au plan G E , 

la perpendiculaire BA quon élèvera sur le plan GE, par un, 

point B de de la section commune, sera nécessairement dans 

le plan CK. De cette proposition il suit que deux perpendicu
laires B A , LM à un même plan G E , sont parallèles. Car si Ton 

Joint leurs pieds B et L par une ligne BL, et que par cette 
ligne et par AB on conduise un plan CK, ce plan sera per
pendiculaire au plan GE (184) ; et puisque LM est alors une 
perpendiculaire au plan GE, menée par un point L du plan CKy 

«lie sera donc dans le plan CK (18G); or , puisque les deux 
lignes AB,LM sont toutes deux dans un même plan et perpen
diculaires à la même ligne BL, elles sont parallèles (36 et37 ) . 

187. Donc, si deux droites AB, CD ( fig. 112) ]sont paral

lèles chacune à une troisième HF , elles seront aussi parallèles 

entre elles; car les lignes AB, HF étant parallèles , peuvent 
•être toutes deux perpendiculaires à un même plan GE; par la 
même raison CD et HF peuvent être perpendiculaires à un 
même plan GE ; donc AB et CD étant perpendiculaires à un 
même plan, seront parallèles. 

188. Si deux plans CK, NL (fig. 111) sont perpendiculaires 

à un troisième GE leur commune section AB sera aussi perpen

diculaire au plan GE. Car la perpendiculaire qu'on élèverait 
par le point B sur le plan GE, doit être dans chacun de ces 
plans (186)-, elle ne peut donc être autre que l'intersection com
mune. 

189. On appelle angle-plan, l'ouverture de deux*plans GF, 



GE (fig. u 3 ) qui se rencontrent : cet angle s'appelle aussi 
Vinclinaison de l'un de ces plans à l'égard de l'autre. L'angle-
plan formé par les deux plans GF, GE, n'est autre chose que 
la quantité dont le plan GF aurait dû tourner autour de AG 
pour venir dans sa situation actuelle, s'il avait été d'abord cou
ché sur le plan GE. 

190. De là il est aisé de voir que si par un point B pris 
dans la commune section A G, on mène dans le plan GE la 
perpendiculaire BD à AG, et dans le plan GF la perpendi
culaire BC à la même ligne A G, l'angle formé par les deux 
plans , est la même chose que l'angle formé par les deux lignes 
BD et BC\ car il est facile de voir que pendant le mouvement 
du plan GF, la ligne BC s'écarte de la ligne BD, sur laquelle 
elle était couchée au commencement du mouvement, s'écarte, 
dis-je, de BD, précisément selon la même loi selon laquelle le 
plan GF s'écarte du plan GE. 

191. Donc un angle plan a même mesure que l'angle recti-

ligne compris entre deux lignes tirées, dans chacun des deux 

plans qui le forment, perpendiculairement à la commune sec

tion , et d'un même point de cette ligne. De là il est aisé de 

conclure les propositions suivantes, que nous nous contenterons 
d'énoncer. 

192. Un plan qui tombe sur un autre plan, forme deux an

gles qui, pris ensemble, valent 18o°, 

193. Les angles formés par tant de plans qu'on voudra , 

qui passent tous par une même droite , valent 36*0°. 

194. Deux plans qui se coupent, font les angles opposés au 
sommet, égaux. 

195. On appelle plans parallèles, ceux qui ne peuvent ja
mais se rencontrer, à quelque distance qu'on les imagine pro
longés. 

196. Les plans parallèles sont donc partout également éloi~* 
gnés. 



197* Si deux plans parallèles sont coupés par un troisième 

plan ( fig. 11.4 )> les intersections AB, CD seront deux droites 

parallèles ; car comme elles sont dans un même plan ABCDy 

elles ne pourraient manquer de se rencontrer si elles n'étaient 
pas parallèles, et alors il est évident que les plans se rencon
treraient aussi. 

198. Deux plans parallèles coupés par un troisième, ont les 

mêmes propriétés, dans les angles qu'ils forment avec ce troi

sième , que deux lignes droites, parallèles, à Végard d'une troi

sième droite qui les coupe. C'est une suite de ce qui a été dit 

OsO-

Propriétés des Lignes droites coupées par des 

Plans parallèles. 

199. Si d'un point I pris hors d'un plan GE ( fig. 115) , on 

tire à différent points K , L , M, de es plan, des droites IK, IL, 

IM, et quon coupe par un plan ge , parallèle au plan GE; je 

dis i ° . que ces droites seront coupées proportionnellement ; 

2 ° . que la figure klm sera semblable à la fgureKLM. Ne sup

posons d'abord que trois points K, L, M. Puisque les droites 
kl, Im , mk sont les intersections des plans IKL, 1LM, IKM 
avec le plan ge , elles sont parallèles aux droites KL, LM, MK , 
intersections des mêmes plans avec le plan GE (197); donc les 
triangles IKL, JLM , IMK, sont semblables aux triangles 
Jkl, Jim , Imk chacun à chacun ; donc IK. Jk y. KL \kl\ \ IJj 
iJlll LMl Im :: IM : Jm : MK : mk; or, i° . si de cette suite 
de rapports égaux on tire seulement ceux qui renferment les 
droites qui partent du point / , on aura IKlIk.l JL\Jl\\JM 
\Im; donc les droites IK, IL, IM sont coupées proportion
nellement. 

2 ° . Si de la même première suite de rapports égaux, on tire 
ceux qui renferment les lignes comprises dans les deux plans 
parallèles , on aura KL iklll LM : lm KM: km ; donc les 
deux triangles KLM, klm sont semblables, puisqu'ils ont les 
côtés proportionnels. 



Supposons maintenant tel nombre de points A, B , C , D y 

Fy etc. qu'on voudra , on démontrera précisément de la même 
manière, que les droites IAy IB, JCy etc. sont coupées pro
portionnellement ; et si l'on imagine des diagonales AC, AD, 
etc. oc , ad, etc. menées des deux angles correspondans A et a9 

on démontrera aussi, de îa même manière, que les triangles? 
ABC y ACDy etc. sont semblables aux triangles, abcy acdy etc. 
chacun à cha-cun *, donc les deux polygones ABCD F , abcdf 
étant composés d'un même nombre de triangles semblables 
chacun à chacun , et semblablement disposés , sont sem
blables ( i 33 ) . 

200. Puisque les deux figures KLMMm sont semblables y 

concluons-en que l'angle KLM est égal à l'angle klm ; et par 
conséquent si deux droites K L , LM, qui comprennent un 

angle KLM sont parallèles à deux droites k l , l m , qui com

prennent un angle k lm, l'angle KLM sera égal à l'angle klm, 

lors même que ces deux angles ne seront pas dans un même 

plan : nous avons donné cette même proposition (45) ; mais 
nous supposions que les deux angles étaient dans un même 
plan. 

2ox. Il suit encore de ce que les deux figures ABCDF et 

abcdf sont semblables, et de ce que les deux figures KLM, 

klm sont semblables \ il suit, dis—je, que les surfaces des deux 

sections abcdf, klm sont entre elles comme celles des deuxfi

gures ABCDF , KLM, Car ABCDF\ abcdf V. AB:a~b\i6i). 

Mais les triangles semblables IAB, lab donnent AB : ab 

\\IÀ : la y ou (199) : : IM : Im\ ( o u à cause des triangles 

semblables IML, / m / ) :: LM : Im \ et par conséquent (161) 
:: KLM : klm\ donc ABCDF : abcdf y. KLM : klm > 

ou ( Arith. 18a) ABCDF: KLM y. abcdf: klm. 

202. Cette démonstration fait voir en même temps que les 
surfaces ABCDF y abcdf sont entre elles comme les quarrés de 
deux droites IA et la tirées du point / à deux points corres-



pondans de ces figures ; et par conséquent (199) comme les 
quarrés des hauteurs ou perpendiculaires IP, Ip y menées du 
point / sur les plans GE et ge. Concluons donc, i°. que si 
les deux surfaces ABCDF, KLM étaient égales, les deux sur
faces abcdf, klm seraient aussi égales, a°. Que tout ce que nous 
venons de dire aurait encore lieu si le point / , au lieu d'être 
commun aux droites/-^, IB, IC, etc. et aux droites IM, IL, etc., 
était différent pour chaque figure, pourvu qu'il fût à même 
hauteur au-dessus du plan ge # 



SECTION III. 

Des Solides. 

so3. N o u s avons nommé solide ou volume, ou cor/w ( i ) , 
tout ce qui a les trois dimensions, longueur, largeur et profon
deur. Nous allons nous occuper de la mesure et des rapports 
des solides. Nous considérerons les solides terminés par des sur
faces planes ; et de ceux qui sont renfermés par des surfaces 
courbes, nous ne considérerons que le cylindre, le cône et la 
sphère. Les solides terminés par des surfaces planes, se distin-^ 
guent en général par le nombre et la ligure des plans qui les 
renferment; ces plans doivent être, au moins ̂  au nombre de 
quatre. 

204. Un solide dont deux faces opposées sont deux plans 
égaux et parallèles, et dont toutes les autres faces sont des pa
rallélogrammes , s'appelle en général un prisme (fig. n 6 , 117, 
118, 1 1 9 ) . On peut donc regarder le prisme, comme engen
dré par le mouvement d'un plan BDF qui glisserait parallèle
ment à lui-même le long d'une ligne droite AB (fig. 1 1 6 ) . Les 
deux plans parallèles se nomment les bases du prisme, et la per
pendiculaire LM 3 menée d'un point de l'une des bases sur l'autre 
base, se nomme la hauteur. De l'idée que nous venons de don
ner du prisme, il suit, qu'à quelque endroit qu'on coupe un 
prisme par un plan parallèle à sa base, la section sera toujours 
un plan parfaitement égal à la base. Les lignes telles que AB, 
qui sont les rencontres de deux parallélogrammes consécutifs , 
sont nommées les arêtes du prisme. Le prisme est droit, lorsque 
ses arêtes sont perpendiculaires à la base ; alors elles sont toutes 
égales à la hauteur (y/g*. 117 e£ 119) ; Au contraire le prisme 
est oblique, lorsque ses arêtes inclinent sur la base. Les prismes; 
se distinguent par le nombre des côtés de leur base; si la base 



est un triangle, le prisme est dit prisme triangulaire (fig. 1 1 6 ) ; 
si la base est un quadrilatère , on l'appelle prisme quddrangu-
laire (Jig* 117 )> et ainsi de suite. 

Parmi les prismes quadrangulaires on distingue plus particu
lièrement le parallélipipède et le cube. Le parallélipipède est un 

prisme quadrangulaire dont les bases, et par conséquent toutes 
(es faces, sont des parallélogrammes ; et lorsque le parallélo
gramme qui sert de base est uri rectangle, et qu'en même tems 
le prime est droit, onTappelle parallélipipède rectangle (fig. 117)« 
Le parallélipipède rectangle prend le nom de cube, lors
que la base est un quarré, et que l'arête AB (fig. 119) est 
égale au côté de ce quarré. Le cube est donc un solide compris 
sous six quarrés égaux. C'est avec ce solide qu'on mesure tous 
les autres, comme nous le verrons dans peu. 

ao5. Le cylindre est le solide compris entre deux cercles 
égaux et parallèles, et la surface que tracerait une ligne AB 
(fig. 120 et 121 ) , qui glisserait parallèlement à el le-même le 
long des deux circonférences. Le cylindre est droit quand la 
ligne CF (fig. 1 2 0 ) , qui joint les centres des deux bases o p 
posées, est perpendiculaire à ces cercles: cette ligne CF s'ap
pelle Y axe du cylindre; et le cylindre est oblique, quand cette 
même ligne CF incline sur la base. On peut; considérer le cy
lindre droit, comme engendré par le mouvement du parallélo
gramme rectangle FCDE tournant autour de son côté CF. 

206. La pyramide est un solide compris sous plusieurs plans, 
dont l'un, qu'on appelle la base, est un polygone quelconque, 
et les autres, qui sont tous des triangles , ont pour base les côtés 
de ce polygone, et ont tous leurs sommets réunis en un même 
point, qu'on appelle le sommet de la pyramide (fig. 122, 
123 , 124). La perpendiculaire AM menée du sommet sur le 
plan qui sert de base, s'appelle la hauteur de la pyramide. Les 
pyramides se distinguent par le nombre des côtés de leurs 
bases; ensorte que celle qui a pour base un triangle, est ap
pelée pyramide triangulaire ; celle qui a pour base un quadri-
Jûière, pyramide quadrangulaire; et aim! de suite. lia pyra-



snide est dite régulière lorsque le polygone qui lui sert de base 
est régulier, et qu'en même temps la perpendiculaire A M 
(Jig. i%4) y menée du sommet, passe par le centre de ce poly
gone. La perpendiculaire A G menée du sommet A sur l'un 
D F des côtés de la base, s'appelle apothème. Il est clair que 
tous les triangles qui aboutissent au point A , sont égaux et 
isosceles ; car ils ont tous des bases égales, et les arêtes A B , 
A C , A D y etc. sont toutes égales, puisque ce sont toutes des 
obliques également éloignées de la perpendiculaire A M ( 2 9 ) . 
Tous les apothèmes sont égaux. 

207. Le cone {Jig- 125 et 126) est le solide renfermé par le 
plan circulaire BGDH qu'on appelle la base du cône, et par la 
surface que tracerait une ligne A B tournant autour du point 
fixe A y et rasant toujours la circonférence B G D H . Le point A 

s'appelle le sommet du cône. La perpendiculaire, menée du 
sommet sur le plan de la base, se nomme la hauteur du cône : 
et le cône est droit ou oblique, selon que cette perpendiculaire 
passe (Jig. 125) ou ne passe point (Jig. 126) par le centre de 
la base. On peut concevoir le cône droit, comme engendré par 
le mouvement du triangle rectangle A C D (Jig. 1 2 5 ) , tournant 
autour du côté A C . 

208. La sphère est un solide terminé de toutes parts par une 
surface dont tous les points sont également éloignés d'un même 
point. On peut considérer la sphère comme le solide qu'engen
drerait le demi-cercle A B D (Jig. 128) , tournant autour du 
diamètre A D . Il est évident que toute coupe, ou toute section. 
de la sphère par un plan, est un cercle. Si ce plan passe par le 
centre, la section s'appelle grand cercle de la sphère. Et on a p 
pelle, au contraire, petit cercle , toute section de la sphère, par 
un plan qui ne passe point par le centre. Le secteur sphérique 
est le solide qu'engendrerait le secteur circulaire B C A tournant 
autour du rayon A C . La surface que décrirait l'arc A B dans 
ce mouvement, s'appelle calotte sphérique. Le segment sphé

rique est le solide qu'engendrerait le demi-segment circulaire 
A F B 9 tournant autour de la partie A F du rayon. 



Des Solides semblables. 

209. Les solides semblables sont ceux qui sont composés 
d'up même nombre de faces semblables chacune à chacune, et 
semblablement disposées dans les deux solides. 

210. Les arêtes homologues et les sommets des angles so~ 

lides homologues y sont donc des lignes et des points sembla

blement placés dans les deux solides ; car les arêtes homo

logues , et les sommets des angles solides homologues, sont des 
lignes et des points semblablement placés à l'égard des faces 
auxquelles ils appartiennent, puisque ces faces sont supposées 
semblables ; et ces faces sont semblablement disposées dans les 
deux solides ; donc, etc. 

211 . Donc les triangles qui joignent un angle solide et les 

extrémités d'une arête homologue , dans chaque solide, sont 

deux figures semblables, et semblablement disposées dans les 

deux solides ; car les extrémités des arêtes homologues sont 
elles-mêmes les sommets d'angles solides homologues, qui sont 
(210) semblablement placés à l'égard des solides. 

212. Les diagonales qui joignent deux angles solides homo

logues , sont donc entre elles comme les arêtes homologues de 

ces solides; car elles sont les côtés des triangles semblables dont 
on vient de parler, et qui ont pour un de leurs côtés des arêtes 
homologues. Donc deux solides semblables peuvent être parta
gés en un'même nombre de pyramides semblables, chacune à 
chacune, par des plans conduits par des angles homologues, et 
par deux arêtes homologues. Caries faces de ces pyramides se
ront composées de triangles semblables , et semblablement dis
posés dans les deux solides (211); et les bases de ces mêmes 
pyramides seront aussi semblables , puisqu'elles sont des faces 
homologues des deux solides ; donc ( 209) ces pyramides seront 
semblables. 

213. Si de deux angles homologues on abaisse des perpendi-

diculaires sur deux faces homologues, ces perpendiculaires se

ront 



tcnt entre elles dans le rapport de deux arêtes homologues 

quelconques. Car les deux angles homologues étant semblable
ment disposés à l'égard de deux faces homologues ( 210) doivent 
nécessairement être à des distances de ces faces , qui soient entre 
elles dans le rapport des dimensions homologues des deux solides. 

De la Mesure clés Surfaces des Solides. 

214. Les surfaces des prismes et des pyramides étant com
posées de parallélogrammes, de triangles et de polygones rec-
tilignes, nous pourrions nous dispenser de rien dire ici sur la 
manière dont on doit s'y prendre pour les mesurer, puisque nous 
avons donné ( 14? fet l4s ) l e s moyens de mesurer les par
ties dont elles sont composées. Mais on peut tirer de ce que nous 
avons dit à ce sujet, quelques connaissances , qui non-seule
ment serviront à simplifier les opérations qu'exigent ces mesures^ 
mais nous seront encore utiles pour évaluer les surfaces des 
cylindres, des cônes, et même de la sphère. 

215. La surface d'un prisme quelconque ( en ri y comprenant 

pus les deux bases ) est égale au produit de Vune des arêtes de 

ce prisme , par le contour bdfhk,. ( fig. 1 1 8 ) faite par un plan 

auquel cette arête serait perpendiculaire, car , puisque l'arête 

AB est supposée perpendiculaire au plan bdfhk, les autres arêtes 
qui sont toutes parallèles à celles-là, seront aussi perpendicu
laires au plan bdfghk; donc réciproquement les droites bd, df fh, 
etc. seront perpendiculaires chacune sur l'arête qu elle coupe ; 
en considérant donc les arêtes comme les bases des parallélo
grammes qui enveloppent le prisme, les lignes bd , df, fh, etc. 
en seront les hauteurs. Il faudra donc, pour avoir la surface 
du prisme, multiplier l'arête AB, par la perpendiculaire bd* 
l'arête CD, par la perpendiculaire dj\ et ainsi de suite et ajou
ter tous ces produits; mais comme toutes les arêtes sont égales, 
îl est évident qu'il revient au même d'en multiplier une seule 
AB, par la somme de toutes les hauteurs, c'est-à-dire par le con
tour bdfghk. 

216. Quand le prisme est droit, la section bdfhk ne diffèrs 
Géom. , Artill. et Marine* 7 



pas de la base BDFHK, et l'arête AB est alors la hauteur du 
prisme ; donc la surface cVun prisme droit ( en n'y comprenant 

point les deux bases) est égale au produit du contour de la base 

multipliée par la hauteur. 

217. Nous avons vu ci-dessus ( i56) qu'on pouvait considérer 
le cercle comme un polygone régulier d'une infinité de côtés ; 
donc le cylindre peut être considéré comme un prisme dont le 
nombre des parallélogrammes qui composent la surface serait 
infini. Donc, La surface d'un cylindre droit est égale au pro

duit de la hauteur de ce cylindre, par la circonférence de sa 

base. Nous avons vu ( i5 s ) comment on doit s'y prendre pour 
avoir cette circonférence. A l'égard du cylindre oblique, il faut 
multiplier sa longueur AB, parla circonférence de la section 
bgdh (fig* 121 ) , cette section étant faite comme il a été dit 
(215). La méthode pour déterminer la longueur de cette section, 
dépend de connaissances plus étendues que celles que nous avpns 
données jusqu'ici; dans la pratique, il faut se contenter de la 
mesurer mécaniquement, en enveloppant le cylindre avec un fil (ou 
autre chose équivalente ) , qu'on aura soin d'assujétir dans un 
plan auquel la longueur AB de ce cylindre soit perpendiculaire. 

218. Pour la pyramide, si elle n'est pas régulière, il faut 
chercher séparément la surface de chacun des triangles qui la 
composent, et ajouter ces surfaces. Mais si elle est régulière, on 
peut avoir sa surface plus brièvement, en multipliant le contour 
de sa base parla moitié de l'apothème AG (fig* 1^4); car tous 
les triangles étant de même hauteur, il suffit de multiplier la 
moitié de la hauteur commune, par la somme de toutes les bases. 

21Q. En considérant encore la circonférence d'un cercle comme 
un polygone régulier d'une infinité de côtés, on voit que le cône 
n'est au fond qu'une pyramide régulière, dont la surface (non 
compris celle de la base) est composée d'une infinité de triangles, 
et que par conséquent la surface convexe d'un cône droit, est 

égale au produit de la circonférence de sa base, par la moitié 

du coté AB de ce cône ( fig. 120 ) . A l'égard de la surface du 

cône oblique, elle dépend d'une géométrie plus composée; ainsi 
nous n'en parlerons point ici. Au reste, la manière dont nous 



venons de considérer le cône, dorme le moyen de le mesurer 
à peu près, lorsqu'il est oblique. 11 faut partager la circonfé
rence de la base en un assez grand nombre d'arcs, pour que 
chacun puisse être considéré sans erreur sensible, comme une 
ligne droite; et alors on calculera la surface, comme pour une 
pyramide qui aurait autant de triangles qu'on a d'arcs. 

220. Pour avoir la surface d'un tronc de cône droit dont 

les bases opposées BGDH bgdh (fig. 127) sont parallèles, il 

faut multiplier le côté Bb de ce tronc, par la moitié de la somme 

des circonférences des deux bases opposées. En effet, on peut 
concevoir cette surface, comme l'assemblage d'une infinité de 
trapèzes tels que EFfe dont les côtés Ee, tendent au som
met A ; or la surface de chacun de ces trapèzes est égale à la 
moitié de la somme des deux bases opposées EF, ef, multipliée 
par la distance de ces deux bases (148); mais cette distance ne 
diffère pas des côtés Ee, Ff, ou Bb ; donc, pour avoir la 
somme de tous ces trapèzes, il faut multiplier la moitié de la 
somme de toutes les bases opposées, telles que EF, ef, c'est
a-dire la moitié de la somme des deux circonférences, par la 
ligne Bb, hauteur commune de tous ces trapèzes. 

221. Si par le milieu M du côté Bb on conduit un plan pa
rallèle à la base, la section (199) sera un cercle dont la cir
conférence sera la moitié de la somme des circonférences des 
deux bases opposées, puisque son diamètre MN (^48) e s t la 
moitié de la somme de ceux des bases, et que ( i36) les circon
férences sont entre elles comme leurs diamètres. Donc la surface 
d'un cône tronqué à bases parallèles est égale au produit du 

côté du tronc, par la circonférence de la section faite à dis

tances égales des deux bases opposées. Cette proposition va 
nous servir pour la démonstration de la suivante, 

222. La surface d'une sphère est égale au produit d# la cir

conférence d'un de ses grands cercles , multipliée par le dia

mètre. Concevez la demi-circonférence AKLD j( fig.129 ) di
visée en une infinité d'arcs ; chacun de ces arcs, tels que KL, 
étant infiniment petit, se confondra avec sa corde. Menons par 



les extrémités de KL, les perpendiculaires KE, LP, au dîa-* 
mèti*e AD ; et par le milieu / de KL ou de sa corde, menons 
TH parallèle à KE, et le rayon IC; ce rayon sera perpendi
culaire sur KL (02 ; tirons enfin KM perpendiculaire sur JH 
ou sur LF. Si l'on conçoit que la demi-circonférence AKLD 
tourne autour de AD, elle engendrera la surface de la sphère, 
et chacun de ces arcs KL engendrera la surface d'un cône tron
qué , qui sera un élément de celle de la sphère. Nous allons voir 
que la surface de ce cône tronqué est égale au produit de KM 
ou EF par la circonférence qui a pour rayon IC ou AC, Le 
triangle KML est semblable au triangle IHCy puisque ces deux 
triangles ont les côtés perpendiculaires l'un à l'autre, d'après ce 
qu'on vient de prescrire. Ces triangles semblables donneront 
donc ( 1 1 2 ) cette proportion KL \ KM II IC : IH; ou puisque 
( i 3 6 ) les circonférences sont entre elles comme leurs rayons KL 
it KM \\ cir. IC : cir. IH (*) ; donc, puisque ( Arith. 178 ) dans 
toute proportion, le produit des extrêmes est égal au produit des 
moyens KLx cir. IH est égal à A ' M X cir. IC, ou ( ce qui re
vient au même ) est égal à EFX. cir. AC. Or ( 2 2 1 ) le premier 
de ces produits exprime la surface du cône tronqué engendré 
par KL ; donc ce cône tronqué est égal à EF'X cir. AC, c'est-
à-dire au produit de sa hauteur EF par la circonférence d'un 
grand cercle de la sphère. Et comme en prenant tout autre arc 
que KL, on démontrerait la même chose et de la même ma
nière , on doit conclure que la somme des petits cônes tronqués 
qui composent la surface de la sphère, est égal à la circonférence 
d'un des grands cercles, multipliée par la somme des hauteurs 
de ces cônes tronqués, laquelle somme compose évidemment le 
diamètre. Donc la surface de la sphère est égale à la circonfé
rence d'un de ses grands cercles, multipliée par le diamètre. 

223 . Si l'on conçoit un cylindre (Jlg. i 3 o ) qui entoure la 
sphère en la touchant, et qui ait pour hauteur le diamètre de 
cette sphère ; c'est-à-dire , si l'on conçoit un cylindre circons-^ 

{*) L'expression cir. IC, désigne la circonférence cp.ii a pour rayon IC. 



erit à la sphère, on pourra conclure que la surface de la sphère 
est égale à la surface convexe du cylindre circonscrit ; car (217) 

îa surface de ce cylindre est égale au produit de la circonfé
rence de la base, multipliée par la hauteur; or la circonférence 
de la base est celle d'un grand cercle de la sphère, et la hau
teur est égale au diamètre ; donc, etc. 

224. Puisque ( i 5 i ) pour avoir la surface d'un cercle, il faut 
multiplier la circonférence par la moitié du rayon ou le quart 
du diamètre, et que pour avoir celle de la sphère, il faut mul
tiplier la circonférence parle diamètre, on doit donc dire que 
la surface de la sphère est quadruple de celle d'un de ses grands 

cercles. 

•225. La démonstration que nous venons de donner de la me
sure de la surface de la sphère, prouve également que pour avoir 
la surface convexe du segment sphérique, qu'engendrerait l'arc 
AL (fig. i3i ) tournant autour du diamètre AD, il faut mul
tiplier îa circonférence d'un grand cercle de la sphère, par la, 
hauteur AI de ce segment; et que pour avoir celle d'une por
tion de sphère comprise entre deux plans parallèles, tels que 
LKM, NRP, il faut pareillement multiplier la circonférence 
d'un grand cercle de la sphère, par la hauteur IO de cette por
tion de sphère. Car on peut considérer ces surfaces, ainsi qu'on 
l'a fait pour la sphère entière, comme composées d'une infinité 
de cônes tronqués, dont chacun est égal au produit de sa hau
teur par la circonférence d'un grand cercle de la sphère. 

Des rapports des surfaces des Solides. 

226. Si deux solides dont on a dessein de comparer les sur
faces, sont terminés par des plans dissemblables et irréguliers, 
le seul parti qu'il y ait à prendre pour trouver le rapport de leurs 
surfaces, est de calculer séparément la surface de chacun en me
sure de même espèce, et de comparer le nombre des mesures 
de l'une, au nombre des mesures de l'autre ; c'est-à-dire, par 
exemple, le nombre des pieds quarrés de l'une au nombre des, 
pieds quarrés de l'autre. 



•327. Les surfaces des prismes ( en ny comprenant point les 

hases opposées) sont entre elles comme les produits de longueur 

de ces prismes, par le contour de la section faits perpendicu

lairement à cette longueur. Car ces. surfaces sont égales à ces 
produits (215). 

228. Donc , si les longueurs sont égales, les surfaces des 

prismes seront entre elles comme le contour de la section faite 

perpendiculairement à la longueur de chacun. Car le rapport 

des produits de la longueur par le contour de cette section ne 
changera point si Ton omet, dans chacun des produits, la lon
gueur qui en est le facteur commun. 

229. Donc les surfaces des prismes droits ou des cylindres 

droits de même hauteur, sont entre elles comme les contours 

des bases, quelque figure qu aient d'ailleurs ces bases. Et si 

les contours des bases sont les mêmes, et les hauteurs diffé

rentes, ces surfaces seront comme les hauteurs. 

230. Les surfaces des cônes droits sont entre elles, comme 

les produits des côtés de ces cônes, par les circonférences des 

bases, ou par lés rayons, ou par les diamètres de ces bases. 

Car ces surfaces étant égales chacune au produit de la circon
férence de la base par la moitié du côté du cône (219), doivent 
être entre elles comme ces produits, et par conséquent comme 
le double de ces produits. D'ailleurs, comme les circonférences 
ont entre elles le même rapport que les rayons ou leurs dia
mètres, on peut (99) substituer dans ces produits, le rapport des 
rayons, ou celui des diamètres à celui des circonférences, 

231 . Les surfaces des solides semblables sont entre elles 

comme les quarrés de leurs lignes homologues. Car elles sont 
composées de plans semblables, dont les surfaces sont entre elles 
comme les quarrés de leurs côtés ou de leurs lignes homologues, 
lesquelles lignes sont lignes homologues des solides, et propor
tionnelles à toutes les autres lignes homologues, 

232. Les surfaces des deux sphères sont entre elles comme 

les cpiarrés de leurs rayons ou de leurs diamètres, Car la surface 



d'une sphère étant quadruple de celle de son grand cercle, les 
surfaces des deux sphères doivent être entre elles comme le qua
druple de leurs grands cercles, ou simplement comme leurs 
grands cercles, c'est-à-dire (162) comme les quarrés des rayons 
ou des diamètres. 

De la solidité des Prismes. 

û33. Pour fixer les idées sur ce qu'on doit entendre par la 
solidité d'un corps, il faut se représenter, par la pensée, une 
portion d'étendue de telle forme qu'on voudra, de îa forme d'un 
cube, par exemple, mais qui ait infiniment peu de longueur, 
de largeur et de profondeur, et concevoir que la capacité d'un 
corps est entièrement remplie de pareils cubes que nous nom
merons points solides. La totalité de ces points forme ce que 
nous entendons par solidité d'un corps. 

s34« Deux prismes ou deux cylindres , ou un prisme et un 

cylindre de même base et de même hauteur, ou de bases égales 

et de hauteurs égales, sont égaux en solidité, quelque diffé

rentes que soient d'ailleurs les figures des bases. 

Car si l'on imagine ces corps , coupés par des plans parallèles 
à leurs bases, en tranches infiniment minces, et d'une épais
seur égale à celle des points solides dont on peut imaginer que 
ces corps sont remplis, il est visible que, dans chacun, chaque 
section étant égale à la base (ÛO4) , le nombre de points solides 
dont chaque tranche sera composée, sera partout le même, et 
égal au nombre des points superficiels de la base : et comme 
on suppose même hauteur aux deux solides, ils auront chacun 
le même nombre de tranches ; ils contiendront donc en totalité 
le même nombre de points solides ; donc ils sont égaux en s o 
lidité. 

Mesure de la solidité des Prismes et des Cylindres. 

235. La considération des points solides dont nous venons de 
faire usage, est principalement utile lorsque, pour démontrer 
l'égalité de deux solides , on est obligé de considérer ces solides 



dans leurs elémens mêmes, en les décomposant en tranches i n 
finiment minces ; nous aurons eneore occasion de les considérer 
de cette manière. Mais lorsqu'on veut mesurer les capacités ou 
solidités des corps, pour les usages ordinaires, ce n'est point en 
cherchant à évaluer le nombre de leurs points solides qu'on y 
parvient ; car on conçoit très-bien que dans tel corps que ce soit, 
il y a une infinité de ces sortes de points. Que fait-on donc, 
quand on mesure la solidité des corps ? on cherche à déterminer 
combien de fois le corps dont il s'agit, contient un autre corps 
connu. Par exemple, quand on veut mesurer le parallélipipède 
rectangle ABCDEFGH (fig. i3a ) , on a pour objet de con
naître eombien ce parallélipipède contient de cubes tels que le 
cube connu x ; c'est ordinairement en mesures cubiques qu'on 
évalue les solidités des corps. Pour connaître la solidité du pa
rallélipipède rectangle ABCDEFGH, il faut chercher combien 
sa base EFGH contient de parties quarrées efgh ; chercher pa
reillement combien la hauteur AH contient de fois la hauteur 
ah ; et multipliant le nombre des parties quarrées de EFGH, 
par le nombre des parties de AH, le produit exprimera c o m 
bien le parallélipipède proposé contient de pîeds cubes tels 
que a;*, c'est-à-dire combien il contient de cubes ou de pouces 
cubes , etc. si le côté ah du cube x est d'un pied ou d'un pouce. 
En effet, on voit qu'on peut placer sur la surface EFGH a u 
tant de cubes tels que x, qu'il y a de quarrés tels que efgh 
dans la base EFGH. Tous ces cubes formeront un paralléli
pipède dont la hauteur HL sera égale k ah; or il est évident 
qu'on pourra placer dans le solide ABCDEFGH, autant de 
parallélipipèdes tels que celui-là, que la hauteur HL sera con
tenue de fois dans AH; donc il faut répéter ce parallélipipède 
ou le nombre des cubes répandus sur EFGH, autant de fois 
qu'il y a de parties dans AH; o u , puisque le nombre de ces 
cubes est le même que le nombre des quarrés contenus dans la 
base, il faut multiplier le nombre des quarrés contenus dans la 
base , par le nombre des parties de la hauteur , et le produit e x -



primera le nombre de cubes contenus dans le parallélipipède 
proposé. 

236. Puisqu'on a démontré (234) {Vie ^ e s prismes de bases 
égales et de hauteurs égales sont égaux en solidité, il suit de 
cette proposition, et de ce que nous venons de dire, que pour 
avoir le nombre de mesures cubes que renfermerait le prisme 
quelconque ACEGIKBDFH(fig. 118 ) , il faut évaluer sa base 
KBDFH en mesures quarrées, et sa hauteur LM en parties 
égales au côté du cube qu'on prend pour mesure, et multiplier 
le nombre des mesures quarrées qu'on aura trouvées dans la 
base, par le nombre des mesures linéaires de la hauteur, ce 
qu'on exprime ordinairement en disant : La solidité d'un prisme 
quelconque est égale au produit de la surface de la base, par 

la hauteur de ce prisme. 

Mais nous devons observer ici la même chose que nous avons 
fait remarquer ( i45 )à l'occasion des surfaces : de même qu'on 
ne peut pas dire avec exactitude, qu'on multiplie une ligne par 
une ligne, on ne peut pas dire non plus qu'on multiplie une sur
face par une ligne. C'est, ainsi qu'on vient de le voir, un solide 
( dont le nombre des cubes est le même que le nombre des 
quarrés de la base ) qu'on répète autant de fois que sa hauteur 
est comprise dans celle du solide total, c'est-à-dire autant dt: 
fois qu'il est dans le solide qu'on veut mesurer. 

237. Concluons de ce qui précède, que pour avoir la soli
dité d'un cylindre droit ou oblique, il faut pareillement mul

tiplier la surface de sa base, par la hauteur de ce cylindre, puis

qu'un cylindre est égal à un prisme de même base et de même 
hauteur que lui (234). 

De la solidité des Pyramides. 

s38. Rappelons-nous ce qui a été dit (201), et en l'appli
quant aux pyramides, nous en conclurons que si l'on coupe 
deux pyramides IAB CD F, IKLM (f.g. 115 ) de même hau-



teur, par un même plan ge parallèle au plan de leur base 
les sections abcdf, klm seront entre elles dans le rapport des 
bases ABCDF, KLM, et seront par conséquent égales si ces 
bases sont égales. Si Ton conçoit de nouveau ces pyramides 
coupées par un plan parallèle au plan ge et infiniment près de 
celui-ci, on voit que les deux tranches solides comprises entre 
ces deux plans infiniment voisins, doivent être aussi entre elles 
dans le rapport des bases ; car le nombre des points solides n é 
cessaires pour remplir ces deux tranches d'égale épaisseur, ne 
peut dépendre que de la grandeur des sections correspondantes. 
Cela posé, comme les deux pyramides sont de même hauteur, 
on ne peut pas concevoir plus de tranches dans l'une que dans 
l'autre ; ainsi les tranches correspondantes étant toujours dans 
le rapport des bases, les totalités de ces tranches, et par con
séquent les solidités des p}*ramides seront entre elles comme les 
bases. Donc les solidités de deux pyramides de même hauteur 

sont entre eljes comme les bases de ces pyramides, et par con

séquent les pyramides de bases égales et de hauteurs égales sont 

égales en solidité, quelque différentes que soient d'ailleurs les 

figures des bases. 

Mesure de la solidité des Pyramides* 

23Q. Puisque mesurer un corps n'est autre chose que chercher 
combien de fois il contient un autre corps connu ; ou en général 
chercher quel est son rapport avec un autre corps connu; il ne 
s'agit donc, pour pouvoir mesurer les pyramides, que de trouver 
leur rapport avec les prismes ; c'est ce que nous allons établir 
dans la proposition suivante. 

z^o. Une pyramide quelconque est le tiers d'un prisme de 

même base et de même hauteur qu'elle. La démonstration de 
cette proposition se réduit à faire voir qu'une pyramide trian
gulaire est le tiers d'un prisme triangulaire de même base et 

(*) Nous supposons , pour plus de simplicité, qu'on ait rendu le sommet 
commun , et qu'on ait place les bases sur un même plan GE. 



de même hauteur qu'elle; car on peut toujours concevoir un 
prisme comme composé d'autant de prismes triangulaires, et 
une pyramide comme composée d'autant de pyramides trian
gulaires , qu'on peut concevoir de triangles dans le polygone qui 
sert de base à l'un et à l'autre (fig. 118). Or voici comment 
on peut se convaincre de la vérité de la proposition pour la py
ramide triangulaire. Soit ABCDEF (fîg. 1 3 3 ) un prisme trian
gulaire : concevez que sur les faces AE, CE de ce prisme, on 
ait tiré les deux diagonales BD, BF, et que suivant ces dia
gonales on ait conduit un plan BDF ; ce plan détachera du 
prisme une pyramide de même base et de même hauteur que 
ce prisme, puisqu'elle a son sommet en B dans la base supé
rieure, et qu'elle a pour base la base même inférieure DEF 
du prisme : on voit cette pyramide isolée dans la figure i34, 
et la figure i35 représente ce qui reste du prisme. On peut se 
représenter ce reste comme renversé ou couché sur la surface 
ADFC; et alors on yoit que c'est une pyramide quadrangulaire 
qui a pour base le parallélogramme ADFC, et pour sommet le 
point B ; donc, si l'on conçoit que dans la base ADFC on ait 
tiré la diagonale CD, on pourra se représenter que la pyra
mide totale ADFCB est composée de deux pyramides trian
gulaires ADCB, CFDB qui auront pour bases les deux trian
gles égaux ACD, CDF, et pour sommet communie point B, 
et qui par conséquent seront égales (̂ .38). Or de ces deux py
ramides, l'une, savoir la pyramide ADCB, peut être conçue 
comme ayant pour base le triangle ABC, c'est-à-dire la base 
supérieure du prisme, et pour sommet le point D qui a appar
tenu à la base inférieure ; cette pyramide est donc égale à la py
ramide DEFB (fig. i34 ) , puisqu'elle a même base et même 
hauteur que celle-ci *, donc les trois pyramides DEFB , ADCB, 
CFDB sont égales entre elles ; et puisque réunies, elles com
posent le prisme, il faut en conclure que chacune est le tiers du 

prisme ; ainsi la pyramide DEFB est le tiers du prisme 
ABCDE F de même base et de même hauteur qu'elle. 

%4l* Puisqu'un cône peut être considéré comme une pyra-



mide dont le contour de la base aurait une infinité de côtés , 
et le cylindre comme un prisme dont le contour de la base 
aurait aussi une infinité de côtés, il faut en conclure qu un 
cône droit et oblique est le tiers d'un eylindre de même base 

et de même hauteur. 

242. Donc, pour avoir la solidité d'une pyramide ou d'un 

cône quelconque y il faut multiplier la surface de la base y par 

le tiers de la hauteur. 

243. A l'égard du tronc de pyramide ou de cône, lorsque 
les deux bases proposées sont parallèles, ce qu'il y a à faire 
pour en trouver la solidité, consiste à trouver la hauteur de la 
pyramide retranchée; et alors il est aisé de calculer la solidité 
de la pyramide entière et de la pyramide retranchée, et par con
séquent celle du tronc. Par exemple , dans lafigure 115, si je 
veux avoir la solidité du tronc KLMklm, je vois (242) qu'il 
faut multiplier la surface KLM par le tiers de la hauteur IP; 
multiplier pareillement la surface klm par le tiers de la hauteur 
Jp, et retrancher ce dernier produit du premier ; mais comme 
on ne connaît ni la hauteur de la pyramide totale, ni celle de 
la pyramide retranchée, voici comment on déterminera l'une et 
l'autre. On a vu ci-dessus (199) que les lignes IL} JM} IPy etc. 
sont coupées proportionnellement par le plan ge, et qu'elles 
sont à leurs parties //' , Im, Ip, comme LM l Im, on aura 
donc LM : /m :: JP : ip. 
Donc ( Arith. 184 ) LM—lm \ LM II IP — Ip l IP ; 

c est-à-dire, LM— lm l LM \\ Pp \ IP. 
Et quand on connaît le tronc, on peut aisément mesurer les 

eôtés LM, lm et la hauteur Pp ; on pourra donc, par cette pro
portion, calculer le quatrième terme IP (179) ou la hauteur 
de la pyramide retranchée. 

De la solidité de la Sphère, de ses Secteurs, de 

ses Segmens ? et des autres solides. 

244' Pour avoir la solidité d'une sphère , il faut multi

plier sa surface par le tiers du rayon. Car-on peut considérer 



la surface de la sphère comme l'assemblage d'une infinité de 
plans infiniment petits, dont chacun sert de base à une petite 
pyramide qui a son sommet au centre de la sphère, et qui % 

par conséquent, a pour hauteur le rayon. Puis donc que cha
cune de ces petites pyramides est égale (242) a u produit de sa 
base par le tiers de sa hauteur , c'est-à-dire par le tiers du 
rayon, elles seront toutes ensemble égales au produit de la 
somme de toutes leurs bases, par le tiers du rayon, c'est-à-dire 
égales au produit de la surface de la sphère par le tiers du rayon. 

245. Puisque la surface de la sphère est (224) quadruple 
de celle d'un de ses grands cercles, on peut donc, pour 
avoir la solidité d'une sphère, multiplier le tiers du rayon par 

quatre fois la surface d'un des grands cercles, ou quatre fois 

le tiers du rayon par la surface d'un des grands cercles, ou 

enfin les § du diamètre par la surface d'un des grands cercles. 

246. Pour avoir la solidité d'un cjdindre, nous avons vu 
qu'il fallait multiplier la surface de la base par la hauteur; s'il 
s'agit donc du cylindre circonscrit à la sphère (fig. i3o ) , on 
peut dire que sa solidité est égale au produit d'un des grands 
cercles de la sphère, par le diamètre ; or celle delà sphère (245) 
est égale au produit d'un des grands cercles par les - du dia
mètre ; donc la solidité de la sphère ri est que les § de celle du, 

cylindre circonscrit. 

247. La calotte sphérique AGBHEA qui sert de base à un 
secteur sphérique CBGEHA (fig. 128 ) , peut être aussi con
sidérée comme l'assemblage d'une infinité de 'plans infiniment 
petits^ et par conséquent le secteur sphérique lui-même peut 
être considéré comme l'assemblage d'une infinité de pyramides 
qui ont toutes pour hauteur le rayon, et dont la totalité des 
bases forme la surface de ce secteur; donc le secteur sphérique 
est égal au produit de la surface de la calotte, par le - du rayon. 

Nous avons vu (225) comment on trouve la surface de la calotte. 

248. A l'égard du segment, il vaut le secteur CBGEHA 
moins le cône CBGEH. 

^4<). Pour les autres solides terminés par des surfaces planes, 



la méthode qui se présente naturellement pour les mesurer, c'est 
de les imaginer composées de pyramides qui aient pour bases 
ces surfaces planes, et pour sommet commun, l'un des angles 
du solide dont il s'agit; mais, outre que cette méthode est ra
rement la plus commode, elle est d'ailleurs moins expédîtive 
et moins propre pour la pratique, que la suivante , que nous 
exposerons ici d'autant plus volontiers, qu'elle peut être em
ployée utilement à la mesure de la solidité de la carène des 
vaisseaux, comme nous le ferons voir quand nous aurons éta
bli les proportions suivantes. 

s5o. Nous appellerons prisme tronqué, le solide ABCDEF 
(Jig. i36* ) qui reste lorsqu'on a séparé une partie d'un prisme 
par un plan ABC incliné à la base. 

s 5 i . Un prisme triangulaire tronqué est composé de trois 

pyramides qui ont chacune pour base, la base DEF du prisme, 

et dont la première a son sommet en B, la seconde en A et 

la troisième en C; on peut se représenter le prisme tronqué, 
comme composé de deux pyramides , l'une triangulaire qui aura 
son sommet au point B, et pour base le triangle DEF; la 
seconde qui aura pour base le quadrilatère ADFC. Si l'on tire la 
diagonale AF, on peut se représenter la pyramide quadran-
gulaire comme composée de deux pyramides triangulaires 
BADF, BACF; or la pyramide BADF est égale en so

lidité à une pyramide EADF, qui ayant la même base ADF, 
aurait son sommet au pointa; car la ligne BE étant parallèle 
au plan ADF, ces deux pyramides auront même hauteur; mais 
la pyramide EADF peut être considérée comme ayant pour 
base EDF, et son son sommet au pointa; voilà donc jusqu'ici, 
deux des trois pyramides dont nous avons dit que le prisme tron
qué doit être composé ; il ne reste donc plus qu'à faire voir que 
la pyramide BACF est équivalente à une pyramide qui aurait 
aussi pour base EDF, et qui aurait son sommet en C ; or c'est 
ce qu'il est facile de voir en tirant la diagonale CD, et faisant 
attention que la pyramide BACF doit être égale à la pyramide 
EDCF; parce que ces deux pyramides ont leurs sommets B 



et E dans la même ligne BE parallèle au plan ACFD de leurs 
bases , et que ces bases ACF et CFD sont égales, puisque ce 
sont des triangles qui ont même base CF, et qui sont compris 
entre les parallèles AD et CF. Ainsi la pyramide BACF est 
égale à la pyramide EDCF; mais celle-ci peut être considérée 
comme ayant pour base DEF et son sommet en C\ donc en 
en effet le prisme tronqué et composé de trois pyramides qui 
ont pour base commune le triangle DEF, et dont la première 
a son sommet en B, la seconde en A, la troisième en C. 

2Ô2. Donc, pour avoir la solidité d'un prisme triangulaire 

tronqué y il faut abaisser, de chacun des angles de la base su

périeure, une perpendiculaire sur la base inférieure, etmulti-* 

plier la base inférieure, par le tiers de la somme de ces trois 

perpendiculaires. 

253 . On peut tirer de cette proposition plusieurs conséquences 
pour la mesure des prismes tronqués autres que les triangulaires, 
et même pour d'autres solides ; si l'on conçoit, par exemple , 
que de tous les angles d'un solide terminé par des surfaces planes , 
on mène sur un même plan, pris comme on le voudra, des per
pendiculaires, on fera naître autant de prismes tronqués, qu'il 
y aura de faces dans le solide ; comme chaque prisme tronqué 
devient facile à mesurer, d'après ce que nous venons de dire , 
tout solide terminé par des surfaces planes se mesurera donc 
aussi facilement par les mêmes principes : nous n'entrerons pas 
dans ce détail, nous nous bornerons à en tirer une conséquence 
utile à notre objet, 

254. Soit donc ABCDEFGH (fig. 137) un solide composé 
de deux prismes triangulaires tronqués ABCEFG, ADCEHG, 
dont les arêtes AE, BF, CG, DH soient perpendiculaires à la 
base/5 et soient tels que les bases EFG, EHG forment le pa
rallélogramme EFGH, et que les bases supérieures soient , 
pour plus de généralité, deux plans différemment inclinés à la 
base EFGH. Il suit de ce qui a été dit ci-dessus (262), que le 
solide ABCDEFG est égal au triangle EFG multiplié par 
| BF+zAE+zGC+HD, car le prisme tronqué ABCEFG 



est égal (â5â) au triangle EFG multiplié par J- BF+AE+CGf 
et parla même raison, le prisme tronqué ADCEHG est égal 
au triangle EHG, ou ( ce qui revient au même ) au triangle 
EFG multiplié par ~ AE«\~GC*\*HD'3 donc la totalité de ces 
deux prismes tronqués est égale au triangle EFG multiplié par 
\ BF+2AE+2GC+HD. Soitmainteniintunsolide (fig. i 3 8 ) 
compris entre deux plans ABLMabîm parallèles, deux autres 
plans ABba y MLlm, parallèles entre eux et perpendiculaires 
aux deux autres , un plan BLlb perpendiculaire à ceux-là , 
et enfin la surface courbe AHMrnha ; et concevons ce solide 
coupé par des plans Cd, Ef, Gh, e tc . , parallèles à ABba > 
également distans les uns des autres, et assez près pour qu'on 
puisse regarder AD, ad, DFy df, etc., comme des lignes 
droites : supposons enfin que les deux plans ABLM ablm, sont 
assez près l'un de l'autre, pour qu'on puisse regarder, sans 
erreur sensible, les sections Dd, Ffy Hh, etc. , comme des lignes 
droites; il est visible que les solides partiels ADdabBCc , 
DEfdcCEe y etc. , sont dans le cas du solide de la figure 107. 
Donc la totalité de ces solides sera égale au triangle bBC mul
tiplié par le tiers de (AB-^sab-^QCD+cdj^CD-^scd-^sEF 
+ef) + ( EF+aef+ 2 GH+gh ) + ( GH+ Qgh + 2IK - f ik ) 
+ (IK-{-Qik~\-2LM+lm) y c'est-à-dire en réunissant les quan
tités semblables, sera égale au triangle bBC multiplié par, 
J AB+%ab+CD+cd+EF+ef+ GH+gh+TK+ik+ J LM 

et comme le triangle bBÇ est égal à , le so 

lide entier sera à 

Pour rendre cette expression plus simple, remarquons que 
si au lieu de | AB -f. § ab + | LM -f- - im que l'on a entre 
les deux parenthèses, on avait la quantité \ AB ~\*\ab ~\-\ LM 
«4- i lm , le solide en question serait égal à la moitié de la somme 
des deux surfaces ABLM, ablm , multipliée par l'épaisseur Bb\ 
car ( i54) la surface ABLM est égale à , 

BC 



Ìì€X( ì AB+CD+EF+GH+JK + i L J/)etlasurface«¿/772 
est, par lamême raison, égale à bc oui?6 'X ( i ab -f- a / ef-^-gh 
J^ik^ l lm) ; donc la moitié de la somme de ces deux surfaces , 

multipliée par l'épaisseur Bb, serait-

I ; donc le solide en question ne diffère de ce p r o 

duit , que de la quantité dont • 

surpasse la quantité 

or il est aisé de voir ( 

que cette différence est 

; donc le solide cherché est égal à 

; or il est aisé de remarquer que |- ab 
est une quantité fort petite en 

comparaison de celle qui est entre les ceux premières paren
thèses, puisque les deux plans ABLM, ablm étant supposés 
peu distans, la différence de AB à ab, et celle de LM à Im 
ne peuvent être que de fort petites quantités ; on peut donc 

réduire la valeur de ce solide, à 

, c 'est-à-dire à Bb 

On peut donc dire que pour avoir la solidité d'une tranche 

de solide comprise entre deux surfaces planes parallèles, de 

telle figure qu'on voudra, et peu distantes l'une de l'autre , il 

faut multiplier la moitié de la somme de ces deux surfaces , 

par l'épaisseur de cette tranche. 

s55. Si l'épaisseur Bb de la tranche était trop considérable 
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pour qu'on pût regarder Aa, Dd, comme des lignes droites, 
il faudrait concevoir le solide partagé en plusieurs tranches 
d'égale épaisseur, par des plans parallèles à l'une des surfaces 
ABLM, abîm , et mesurant ces surfaces ABLM y ablm, et 
leurs parallèles , on aurait la solidité en ajoutant toutes les sur
faces intermédiaires, et la moitié de la somme des deux e x 
trêmes ABLM, ablm, et multipliant le tout par l'épaisseur 
d'une des tranches ; c'est une suite immédiate de ce que nous 
venons de dire. L'application de ceci à la mesure de la partie 
de la carène, que la charge du navire fait plonger dans la 
aner, est maintenant très-facile. On mesurera la surface des 
deux couperforizontales faites à fleur d'eau, lorsque le navire 
est chargé et lorsqu'il est vide. On ajoutera ces deux surfaces, 
et on multipliera la moitié de la somme, par la distance de ces 
deux surfaces, c'est-à-dire par l'épaisseur de la tranche qu'elles 
comprennent. Si l'on voulait avoir la solidité de la carène en
tière , on ferait usage de ce qui vient d'être dit (a55) ; mais il 
faudrait îa considérer comme coupée en plusieurs tranches , non 
pas parallèles à la coupe faite à fleur d'eau, mais perpendiculaires à 
la partie de la longueur dunavire.Lorsqu'on mesure le volume de la 
partie de la carène que la charge fait plonger, on peut se conten
ter de mesurer la surface de la coupe prise à égale distance des deux 
coupes dont nous avons parlé ci-dessus, et la multiplier, comme 
ci-devant, par l'épaisseur de la tranche; car cette coupe 
moyenne différera toujours très-peu de la moitié de la somme 
des deux autres. Parmi quelques-uns des objets que nous con
sidérerons dans l'application de l'Algèbre à la Géométrie, on» 
trouvera des méthodes plus rigoureuses ; néanmoins celles que 
nous venons d'exposer, seront toujours suffisantes, tant qu'on 
aura soin de mesurer les surfaces avec assez d'exactitude, et de 
multiplier les tranches lorsque l'épaisseur est considérable. Nous 
verrons , dans la quatrième partie de ce Cours, que la charge' 
du navire est égale au poids d'un volume d'eau égal au volume 
de la partie de la carène qu'elle fait plonger ; lors donc qu'on* 
«4 évalué ce volume en pieds cubes , si Ton veut connaître «la? 



pesanteur de la charge, il n'y a qu'à multiplier le nombre des 
pieds cubes par 72ir3 qui est à peu près le poids d'un pied cube 
d'eau de mer; mais comme on évalue toujours cette charge en 
tonneaux, au lieu de multiplier par 72 pour diviser ensuite par 
2 0 0 0 , ce qui serait nécessaire pour réduire en tonneaux, on 
divisera seulement le nombre des pieds cubes par 2 8 , parce que 
28 fois 72 faisant à peu près 2 0 0 0 , autant de fois il y aura 2 8 
dans la solidité mesurée, autant il y aura de tonneaux. 

Du Toisé des Solides. 

256. Après ce que nous avons dit ( i 5 5 ) sur le toisé des sur
faces, il doit y avoir fort peu de choses à dire sur le toisé des 
solides. Pour évaluer un solide en toises cubes et en parties de 
la toise cube, on peut s'y prendre de deux manières princi
pales. La première est de compter par toises cubes et par par
ties cubes de la toise cube, c'est-à-dire par toises cubes, pieds 
cubes, pouces cubes etc. La toise cube ou cubique contient 2 i £ 
pieds cubes, parce que c'est un cube qui a 6pieds delong, 6 pieds 
de large, et 6 pieds de haut. Le pied cube contient 1728 pouces 
cubes , parce que c'est un cube qui a 12 pouces de long, sur ia> 
pouces de large, et 12 pouces de haut. Le pouce cube contient 
1728 lignes cubes; et ainsi de suite. 

257 . Donc, pour évaluer un solide en toises cubes et parties 
cubes de la toise cube, il faudra réduire chacune de ses trois 
dimensions, à la plus petite espèce ; multiplier deux de ces di
mensions ainsi réduites l'une par l'autre, et le produit résultant 
par la troisième ; et pour réduire en lignes cubes, pouces cubes , 
pieds cubes et toises cubes ( en supposant que la plus petite es
pèce ait été des points) , on divisera successivement par 1728 > 

1728, 2728, et 2 1 6 ; ou seulement par 1728, 1728 , et 2 1 6 , 
si la plus petite espèce est seulement des lignes, et ainsi de 
suite. 

Par exemple, si l'on a un parallélipipède qui ait 2 T 4 P 8*-
de long, i T 3 P de large, et 3 T 5 P 7? de haut, on réduira ces 
trois dimensions à 2 c o p , 108?, et a 8 3 p , qui étant multipliés ^ 



savoir 200 par 108, et le produit 2 1 6 c o p p par 283?, donne
ront 6112800 pouces cubes, ou 6 i i 2 8 o o p p p ; divisant donc par 
1728, on aura 3537 pieds cubes ou 3 5 3 7 P P P et 864 de reste, 
c'est-à-dire 8 6 4 P P P ; divisant 3 5 û 7 P P P par 216 , on aura 16 toises 
cubes ou i 6 T T T et 8 i p p p , ensorte que le parallélipipède en 
question contient i 6 T T T 8 i p p p 8S4PPP. 

258. Dans la seconde manière d'évaluer les solides en toises 
cubes et parties de la toise cube, on se représente la toise cube 
partagée en six parallélipipèdes, qui ont tous une toise quarrée 
de base, sur un pied de haut, et que pour cette raison on ap
pelle toise-toise-pieds. On conçoit de même la toise-toise p i ed , 
partagée en 12 parallélipipèdes, qui ont chacun une toise quar
rée de base et un pouce de haut, et qu'on appelle toise-toise-
pouces ; on subdivise de même chacune de celles-ci en 12 p a 
rallélipipèdes qui ont chacun une toise quarrée de base sur une 
ligne de haut; et on continue de subdiviser en parallélipipèdes, 
qui ont constamment une toise quarrée de base sur un point, 
une prime , une seconde , etc. de haut ; ensorte que les subdi
visions sont absolument analogues à celle de la toise linéaire , 
comme nous avons vu que l'étaient celles de la toise quarrée ; 
et les noms de ces différentes subdivisions ne diffèrent de ceux 
qui sont relatifs à la toise quarrée, qu'en ce que le mot toise 
y est énoncé deux fois. Les multiplications relatives à cette d i 
vision de la toise cube , sont absolument les mêmes que celles 
que nous avons enseignées relativement à la toise quarrée. A l'é
gard de la nature des unités des facteurs, on doit regarder l'un, 
d'entre eux comme exprimant des toises cubes, toise-toise-
pieds, toise-toise-pouces, etc.; et les deux autres comme mar
quant des nombres abstraits, dont le produit exprimera com
bien de fois on doit répéter ce premier facteur. Par exemple, 
en reprenant le parallélipipède que nous venons de calculer ci-
dessus , et supposant que la'longueur AD (jïg. i 3 ^ ) est de 
2 T 4 P 8P, la largeur-¿0 de i T 3 P , et la hauteur AL d e 3 T 5 P 7P; 
si Ton prend AI et AE chacun d'une toise, et qu'on se repré
sente le parallélipipède AIFEHGKD, il est visible que ce Da-



rallélipipède est de 2 T T T 4 T T P 8 t t P , puisqu'il a une toise quarrée 
de base sur une longueur de 2 T 4 P 8P. Or, pour avoir la soli
dité du parallélipipède total, on voit qu'il faut répéter ce parallé
lipipède partiel, d'abord autant de fois que sa largeur AI est 
contenue dans la largeur AB, c est-à-dire une fois et demie, 
ou autant que le marque i T 3 p ; p u i s répéter ce produit autant 
de fois que la hauteur-¿2? est contenue dans la hauteur AL, 
c'est-à-dire autant de fois que le marque 3 T 5 P 7 P , considéré 
comme nombre abstrait. Maïs pour se guider aisément dans 
ces multiplications, on laissera aux facteurs les signes de la 
toise tels qu'il les ont; il suffit de savoir que le produit doit 
être des toises cubes , toises-toises-pieds , etc. ; ainsi en opérant 
comme au toisé des surfaces, on trouvera comme il suit : 

2T 4 P 8p 
IT 3p 

2 T T OTP 
o 3 
O I 
o o 
0 o 
1 2 

209. Il est aisé de convertir ces parties delà toise en parties-
cubes , c'est-à-dire pieds cubes, pouces cubes ,. etc. 11 faut 
écrire sous les parties de la toise, à commencer des toise îoise-

otp 

4 
4 
4 

4 T T I T P OTp 
3 t 5p 7p 

J2TTT o t t p oiTp ottI 
o 3 o 
2 0 6 

o 4 2 
0 4 2 
0 2 1 
o o 4 2 

i(>ttt 2Ttp 3ttp 2 t t I 



pieds, les nombres 3 6 , 3 , J; 3 6 , 3 , ^; consécutivement y et 
multiplier chaque? nombre supérieur par son correspondant 
inférieur; porter les produits des nombres 36 , 3 , j chacun 
au-dessous du premier de ces nombres ; et lorsqu'en multi
pliant par ~ , il restera i ou s ou 3 , on écrira sous le nombre 
36 suivant, /fî'2 > ou 864 , ou 1296, pour commencer une s e 
conde colonne. Appliquant ceci à l'exemple que nous venons 
de donner > 

I Ô T T T 2TTP 3 T T P 2TTl OTTpt 
36 3 J 36 

I 6 T T T »72PPP 864ppp 

9 

I G T T T 8ippp 864PPP 

on trouve le même produit que par la première méthode. On 
multiplie les toise-toise-pieds par 36 , parce que la toise-toise-
pied ayant un pied de haut sur une toise quarrée ou 36 pieds 
quarrés de base, doit contenir 36 pieds cubes. La toise-toise-
pouce étant la douzième partie de la toise-toise-pouce , doit 
contenir la douzième partie de 36 pieds cubes, c'est-à-dire 
trois pieds cubes ; il faut donc multiplier par 3 , les toise-toise-
pouces. Pareillement îa toise-toise-ligne étant la douzième par
tie de îa toise-toise-pouce , doit contenir la douzième partie 
de 3 pieds cubes ou un quart de pied cube, ou (à cause que le pied 
cube vaut 1728 pouces cubes ) elle doit contenir 4 ^ p p p : en rai
sonnant de même, on voit que la toise-toise-point vaudrait 36PPP, 

parce qu'elle est la douzième partie de la toise-toise-ligne qui 
vaut 4 3 s P P P , dont la douzième partie est 36 ; donc, etc. Donc, 
réciproquement, pour ramener les parties cubes de la toise 
cube , à des toise-toise-pieds, toise-toise-pouces , etc. Il faudra 
diviser par 3 6 , le nombre des pieds cubes, et l'on aura les 
toise-toise-pieds : on divisera le reste de cette division par 3 , 
etl'on aura les toise-toise-pouces. On multipliera par 4> le reste 
de cette seconde division , et au produit on ajoutera 1, ou 2 
ou 3 unités, selon que le nombre des pouces cubes sera entre 



432 et 864, o u 864 e t 1 2 9 ^ > o u 1 2 9 ^ et 1728, et Ton aura 
les toise-toise-lignes ; puis retranchant du nombre des pouces 
cubes, le nombre 4°*2,. o u 864 , ou 1296, selon qu'on aura 
ajouté 1 , ou 2 , ou 5 unités, on opérera sur le reste, comme 
on a opéré sur les pieds cubes et l'on aura consécutivement 
les toise-toise-points, les toise-toise-primes, et les toises-toise-
secondes ; enfin on continuera de la même manière pour les lignes 
cubes, etc. Par exemple, si l'on demande de réduire en toise-
toise-pieds, toise-toise-pouces, etc. le nombre ̂ jTTT

 5 2 p p p Q32PPP; 

je divise 52 par 3 6 , et j'ai i T T P , et un reste de 16; je 
divise celui-ci par 3 , et j'ai 5 t t P , et un reste de 1 ; je 
quadruple ce reste, et j'y* ajoute 2 unités, parce que le 
nombre des pouces cubes est entre 864 et 1296, et j'ai 6 T T l . 
Retranchant 864 de g32 , il reste 68 ; je le divise par 3 6 , et 
j'ai I T T P C , et 3û de reste; je divise celui-ci par 3 , et j'ai 
i o T T ' , et 2 de reste; je quadruple ce reste, et j'ai 8 T T ' V ; 
ensorte que j 'ai , en total , 4 7

T T T 5 T T P 6 T T * 6 T T 1 ! T T P C 

260. Puisque, pour avoir la solidité d'un prisme, il faut 
multiplier la surface de sa base par sa hauteur ; il s'ensuit 
que s i , connaissant la solidité et la base, ou la hauteur, on 
veut avoir la hauteur ou la base, il faut diviser la solidité par 
celui de ces deux facteurs que l'on connaîtra. Mais il faut ob
server que dans l'exactitude, ce n'est point véritablement la so
lidité que l'on divise par la surface ou par la hauteur; mais 
c'est un solide que l'on divise par un solide. En effet, d'après 
ce qui a été dit ci-dessus, on voit que lorsqu'on évalue un solide, 
on répète un autre solide de même base, autant de fois que la 
hauteur de celui-ci est contenue dans la hauteur du premier; ou 
bien on répète un solide de même hauteur, autant de fois que 
la surface de la base de celui-ci est comprise dans la base de 
celui-là. Donc, quand on voudra, connaissant la solidité et la 
surface de la base, par exemple, connaître la hauteur, il fau
dra chercher combien de fois la solidité proposée contient celle 
d'un solide de même base, et le quotient marquera par h 



nombre de ses unités, ïe nombre des parties de îa hauteur. 
Cela posé, si ayant, par exemple, un prisme, dont îa solidité 
soit de i G T T T 2 T T P 3 T T p 2 T T i , et la surface de la base, de 
1 2 T T o T P o T , on veut savoir quelle est la hauteur ; on consi
dérera le diviseur , non pas comme i 2 T T o T T o T p , mais 
comme i 2 T T T o T T p o ^ T p , et alors îa question se réduira à 
diviser i G T T T s T T P 3 T T p 2 T T 1 par i 2 T T T o T T P o t t P ; mais 
comme la toise quarrée est facteur commun, le quotient sera 
le même que si le dividende et le diviseur marquaient des 
toises linéaires; on aura donc simplement i 6 T 2 P 3 p 2 1 , à di 
viser par i 2 T o p o p , c'est-à-dire par i 2 T ; et comme la nature 
de la question fait voir que ïe quotient doit être des toises li
néaires, la division se fera selon la règle prescrite. (Arith. i%4 
etsuiv. ) Si, la solidité et îa hau'eirr étant données, on cherche 
quelle doit être la surface de îa base; par exemple, si la s o 
lidité est de i 6 T T ' r 2 ™ 3 T r F p 2 T T l , et h hauteur de 2 T 4 ? 8 p ; 
on considérera le diviseur comme étant â' I T ' r 4 T I V ^ T T ? ; et par 
la même raison que dans le cas précétl'-nt, l'opération se ré
duira à diviser i 6 T 2 P 3 p 2 1 , par 2 T 4 P mais comme le 
quotient doit évidemment être une surface , on le comptera i 
non pas pour des tois s linéaires, mais pour des toises quarrées» 
toise-pieds, etc. ; du reste il n'y aura aucune diiférenee dan s 

3a maniée de faire l'opération qui se i ra toujours en vertu des 
x ègles données ( An th. 124 etsuiv.), c'est-à-dire , qu'après avoir 
trouvé le anotierit, comme s'il devait exprimer des toises linéaires, 
on afFeeHia le signe de chaque partie,, de la lettre 7'. Par 
exempl , dans le cas préseat, on trouverait pour quotient 5T 

o p 4 P 6 l ; on écrira donc 5 T T 5 T P 4 T p 6' r l. Si la solidité était 
donnée en toises cubes et parties cubes de la toise cube, on îa 
convertirait en toises cubes , toise-toise-pieds, etc. par ce qui a 
été dit ( 2 6 9 ) , et f opération serait ramenée au cas précédent, 

T>u Toisé des Sois. 
261. Ce qu'on vient de dire du toisé en général, ne nous 

laisse que fort peu de choses, à dire sur le toisé des bois. Dans 



la marine, on mesure les bois en pieds cubes et parties cubes du 
pied cube; ainsi il ne s'agit que de mesurer les dimensions en pieds 
et parties du pied, et les ayant multipliées ( après les avoir ré
duites à la plus petite espèce ) , on réduira en lignes cubes , 
pouces cubes, pieds cubes, comme il a été dit ci-dessus, mais 
en s'arrêtant aux pieds cubes. Dans les bâtimens civils et les 
fortifications, l'usage est de réduire en solives. Par solive, on 
entend un parallélipipède de deux toises de haut, sur 6 pouces 
d'équarrissage, ou 36 pouces quarrés de base; ce qui est équi
valent à un parallélipipède de i toise de haut sur ~ pied quarré 
ou 72 pouces quarrés de base, et qui par conséquent contient 
3 pieds cubes. On partage la solive en douze parties, chacune 
d'un pied de haut et de 72 pouces quarrés de base ; et chacune 
de ces parties s'appelle pied de solive. On partage de même le 
pied de solive en douze parties d'un pouce de haut et de 72 
pouces quarrés de base chacune, qu'on appelle pouces de so
live, et ainsi de suite. Puisque la solive contient 3 pieds cubes, 
ou la 7 2 e partie d'une toise cube, et que ses subdivisions sont 
les mêmes que celles de la toise cube en toise-toise-pieds, etc. 
il s'ensuit que le nombre qui exprimerait un solide quelconque, 
en solives et parties de solive, est 72 fois plus grand que celui 
qui l'exprimerait en toises cubes, toise-toise-pieds, etc. Ainsi, 
pour évaluer la solidité d'un corps en solives, il n'y a qu'à l'é
valuer en toises cubes , toise-toise-pieds , etc. et multiplier en
suite le produit par 72. Mais on peut éviter cette multiplication 
en faisant une réflexion assez simple. Il n'y a qu'à regarder 
l'une des dimensions comme douze fois plus grande , c'est-à-
dire regarder les lignes comme exprimant des pouces comme 
exprimant des demi-pieds, et ainsi de suite. Regarder pareil
lement une autre des trois dimensions comme six fois plus 
grande , ouïes lignes comme exprimant des demi-pouces , les 
pouces comme exprimant des demi-pouces, pieds ; alors , mul
tipliant ces deux nouvelles dimensions entre elles , et le pro
duit par la troisième ; on aura tout de suite la solidité en 
solives, pieds de solive, etc. Par exemple, si Ton a une pièce 



de bois de 8 T 5 P 6 p de long, sur i p 7? de large , et i,p 5? d'é
paisseur; au lieu de i p 7 P , je prends 3 T i?, c'est-à-dire douze 
fois plus; et au lieu de i p 5?, je prends i T i p 6?,. c'est-à-dire? 
six fois plus, et multipliant 8 T 5 P 6 p , par 3 T 1 p - , puis le pro
duit, par i T 2 P 6 p , je trouve 4 o T T T o T T P

 O T T P i T T 1 , qu'il faut 
compter pour 4 ° s o 1 ° T ° p 1 1 > dont les pieds, pouces, etc. sont 
des pieds, pouces, etc. de solive.. 

Des rapports des solides en gênerai. 

262. Comparer deux solides, c'est chercher combien de fois 
îe nombre de mesures d'une certaine espèce contenues dans l'un 
de ces solides, contient le nombre de mesures de même espèce 
contenues dans l'autre, 

263. Deux prismes, ou deux cylindres, ou un prisme et un 

cylindre , sont entre eux comme les produits de leur base par 

leur hauteur. Cela est évident, puisque chacun de ces solide* 
est égal au produit de sa base par sa hauteur, quelle que soit 
d'ailleurs la figure de la base. Donc les prismes ou les cylindres> 
de même hauteur , sont entre eux comme leurs bases ; et 

les prismes et les cylindres de même base, sont entre eux 

comme leurs hauteurs. Car le rapport des produits des ' bases 
par les hauteurs, ne change point lorsqu'on y omet le facteur 
commun qui s'y trouve, lorsque la base ou la hauteur se trouve 
être la même dans les deux solides. Donc deux pyramides quel
conques, ou deux cônes, ou une pyramide et un cône, sont 

dans le rapport des hauteurs, lorsque les bases sont égales ; 

car ces solides sont chacun le tiers d'un prisme de même base 
et de même hauteur (240). 

264. Les solidités des pyramides semblables sont entre elles 

comme les cubes des hauteurs de ces pyramides, ou en gêné-* 

ral, comme les cubes de deux lignes homologues de ces py

ramides, car deux pyramides semblables peuvent être repré
sentées par deux pyramides, telles que IAB CDF, Iabcdf 
(Jig.nh) , puisque ces deux pyramides sont composées d'un 
même nombre de faces semblables chacune à chacune, et sera-



blablement dispesées. Puis donc que deux pyramides sont, en 
général, comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs, 
les bases qui sont ici des figures semblables, étant entre elles 
comme les quarrés des hauteurs JP, Jp ( 2 0 2 ) , les deux p y 
ramides seront entre elles comme les produits des quarrés des 
hauteurs, par les hauteurs mêmes ; car on pourra (299) subs
tituer au rapport des bases, celui des quarrés des hauteurs, 
Et puisque ( 2 i 3 ) les hauteurs sont proportionnelles à toutes 
les autres dimensions homologues, leurs cubes seront donc 
aussi proportionnels aux cubes de ces dimensions homologues 
( Arith. 191 ) ; donc, en général, deux pyramides semblables 
sont entre elles comme les cubes de leurs dimensions homo-
logues. 

265. Donc , en généraly les solidités de deux corps sem

blables sont entre elles comme les cubes des lignes homologues 

de ces solides. Car les solides semblables peuvent être partagés 
en un même nombre de pyramides semblables chacune à cha
cune ; et comme deux quelconques de ces pyramides sembla
bles seront entre elles comme les cubes de leurs dimensions ho
mologues , lesquelles sont en même rapport que deux autres 
dimensions homologues quelconques, il s'ensuit que la somme 
des pyramides du premier solide sera à la somme des pyramides 
du second, aussi dans le même rapport des cubes des dimen
sions homologues. Donc les solidités des sphères sont entre elles 

comme les cubes de leurs rayons ou de leurs diamètres. Donc, 

en se rappelant tout ce qui a précédé, on voit, i°. que les con
tours des figures semblables sont dans le rapport simple des lignes 
homologues: 2°. cv.e les surfaces des figures semblables sont 
entre elles comme les quarrés des cotes ou des lignes homologues; 
5°. que les solidités des corps semblables sont entre elles comme 
les cubes des lignes homologues. Ainsi, si deux corps sem
blables, deux sphères, par exemple, avaient leurs diamètres 
dans le rapport de 1 à 3 , les circonférences de leurs grands-
cercles seraient aussi dans le rapport de 1 à 3 ; les surfaces de 
ces sphères seraient comme 1 à 9 , et les solidités comme 1 à 
2 7 ; c'est-à-dire, que la circonférence d'un des grands cercles 



de îa première vaudrait trois fois celle d'un des grands cercles 
de îa seconde ; la surface de la première vaudrait neuf fois celle 
de îa seconde ) et enfin la première sphère vaudrait 27 sphères 
telles que la seconde. D o n c , pour faire un solide semblable à 
un autre, et dont la solidité soit à celle de celui-ci dans un 
rapport donné, par exemple dans celui de 2 à 3 , il faut lui 
donner des dimensions telles, que le cube de Tune quelconque 
de ces dimensions soit au cube d'une dimension homologue du 
solide auquel il doit être semblable, comme 2 est à 3. Par 
exemple, si l'on a une sphère qui ait 8 pouces de diamètre, 
et qu'on demande quel doit être le diamètre d'une sphère qui 
en serait les f ; il faudra chercher le quatrième terme de cette 
proportion 1 : f ou 3 : 2 :: le cube de 8 , c'est-à-dire :: 512 
est à un quatrième terme. Ce quatrième terme , qui est 
34 i § , sera le cube du diamètre cherché : c'est pourquoi, tirant 
la racine cubique ( Arith. 1 5 9 ) , on aura 6 P , 99 pour ce dia
mètre , c'est-à-dire 7 P à très-peu près ; ce qu'on peut vérifier 
aisément en cette manière. Cherchons quelles sont les solidités 
de deux sphères, l'une de 8 pouces, l'autre de 7 pouces de 
diamètre. La circonférence de leur grand cercle se trouvera par 
ces deux proportions ( i 5 2 ) , 7 : 22 :: 8 : et 7 t 22 :: 7 : les 
quatrièmes termes sont 25 y et 22 * multipliant ces circonfé
rences, chacune par son diamètre, on aura (222) les surfaces de 
ces sphères , lesquelles serons par conséquent 201 y et i54> 
enfin multipliant ces surfaces par le • de leur rayon, c'est-à-
dire respectivement par le sixième de 8 et de 7, on aura pour 
les solidités 268 -A- e t 179 dont le rapport est le même que 
celui de ~ ~ \ , en réduisant en fraction, ou ( en multi
pliant les deux termes de la dernière fraction par 7 , et sup
primant le dénominateur commun ) le même que de 5632 à 
5 7 7 0 ; or ( Arith. 1 6 7 ) le rapport de ces deux quantités et 
1 i f f f , c'est-à-dire en réduisant en décimales i ,49 j e T ^e r a P~ 
port de 3 à 2 est 1 , 5 ou 1 , 5o ( Arith. 3o ) ; la différence 
n'est donc que de 7™; cette différence vient de ce que le dia
mètre n'est calculé qu'à peu près; d'ailleurs le rapport de 7 à 
£2 n'est pas exactement celui du diamètre à la circonférence. 



Dans les corps composés de la même matière, les poids sont 
proportionnels à la quantité de ma ère , ou à la solidité; ainsi, 
connaissant le poids d'un boulet diamètre connu, pour 
trouver celui d'un boulet d'un au . ^ n i être et de la même 
matière, il faut faire cette proportion : le cube du diamètre du 
boulet dont le poids est connu, est au cube du diamètre du se
cond , comme le poids du premier est à un quatrième terme qui 
sera le poids du second. 

Nous avons vu (162) que dans deux vaisseaux parfaitement 
semblables, les voilures seraient comme les quarrés aes hau
teurs des mâts, et par conséquent, avons-nous d i t , comme 
les quarrés des longueurs des navires, parce que toutes les d i 
mensions homologues des solides semblables sont en même rap
port. Or on voit ici que les poids des solides semblables et 
de même matière, sont comme les cubes de deux dimensions 
homologues; on voit donc que si deux navires semblables étaient 
matés proportionnellement, les quantités de vent qu'ils pour
raient recevoir , seraient comme les quarrés de leurs longueurs, 
tandis que les poids seraient comme les cubes; et comme la 
raison des quarrés n'est pas la même, et est plus petite que 
celle des cubes, ainsi qu'il est facile de s'en convaincre, cette 
seule considération fait voir que la voilure qui serait propre 
pour un certain navire, ne le serait pas pour un navire plus 
petit, si l'on diminuait proportionnellement les deux dimensions 
de cette voilure. Il y a encore d'autres considérations à faire 
entrer dans l'examen de ces questions , qui appartiennent pro
prement à la Mécanique. Nous ne nous proposons ici que de 
préparer les esprits à prévoir les usages qu'on peut faire des 
principes établis jusqu'ici, pour la discussion de ces sortes de 
questions. 



DE LA TRIGONOMÉTRIE. 

â6G. X J E mot 'Trigonométrie signifie mesure des triangles. 
Mais on comprend généralement sous ce nom, l'art de déter
miner les positions et les dimensions des différentes parties de 
l'étendue , par la connaissance de quelques-unes de ces parties. 
Si l'on conçoit que les différens points qu'on se représente 
dans un espace quelconque, soient joints les uns aux autres par 
des lignes droites , il se présente trois choses à considérer : i° . la 
longueur de ces lignes ; 2°. les angles qu'elles forment entre 
elles • 3°. les angles que forment entre eux les plans dans les
quels ces lignes sont ou peuvent être imaginées comprises. C'est 
de la comparaison de ces trois objets que dépend la solution 
de toutes les questions qu'on peut proposer sur la mesure de 
l'étendue et de ses parties ; et l'art de déterminer toutes ces 
choses, par la connaissance de quelques-unes d'entre elles, se 
réduit à la résolution de ces deux questions générales. 

i Q . Connaissant trois des six choses ( angles et côtés ) qui 
entrent dans un triangle rectiligne, trouver les trois autres , 
lorsque cela est possible. 2°. Connaissant trois des six choses 
qui composent un triangle sphérique ( c'est-à-dire un triangle 
formé sur la surface d'une sphère, par trois arcs de cercle qui 
ont tous trois pour centre le centre de cette même sphère ) , 
trouver les trois autres lorsque cela est possible. La première 
question est l'objet de la Trigonométrie, qu'on nomme Tri
gonométrie plane, parce que les six choses qu'on y considère 
sont dans un même plan : on la nomme aussi Trigonométrie 
rectiligne. La seconde question appartient à la Trigonométrie 
sphérique. Les six choses qu'on y considère, sont danâ des plans 
différens, comme nous le verrons par la suite. 



De la Trigonométrie plane ou rectiligne* 

2S7. La Trigonométrie plane est une partie de la Géométrie, 
qui enseigne à déterminer ou à calculer trois des six parties 
d'un triangle rectiligne, par la connaissance des trois autres par
ties , lorsque cela est possible. Je dis, lorsque cela est possible, 
parce que si l'on ne connaissait que les trois angles, par exemple , 
on ne pourrait pas déterminer les côtés. En effet, si par un 
point D pris à volonté sur le côté AB du triangle ABC (fig. i/^o) 
dont je suppose qu'on connaisse les trois angles, on mène DE pa
rallèle à BC, on aura un autre triangle ADE qui aura les mêmes 
angles que le triangle ABC (^7); et on voit qu'on en peut former 
ainsi une infinité d'autres qui auront les mêmes angles. Il f a u 
drait donc que le calcul donnât tout-à-la-fois une infinité de cô
tés différens. La question est donc alors absolument indétermi
née. Nous verrons cependant, que si l'on ne peut déterminer les 
valeurs des côtés , on peut, du moins, déterminer leur rapport. 
Mais lorsque parmi les trois choses connues ou données, il en»-
trera un côté, on peut toujours déterminer tout le reste. Il y 
a cependant un cas où il reste quelque chose d'indéterminé : 
le voici. Supposé que dans le triangle ABC (fig. i4l ) o n con
naisse les deux côtés AB et BC, et l'angle A opposé à l'uni 
de ces côtés , on ne peut déterminer la valeur de l'angle C ni 
celle du côté AC, qu'autant qu'on saura si cet angle C est aigu 
ou obtus; en effet, si l'on conçoit que du point B comme 
centre et d'un rayon égal au côté BC, on ait décrit un arc CD, 
et que du point D où cet arc rencontre AC, on ait tiré BD\ 
on aura un nouveau triangle ABD, dans lequel on connaîtra 
les mêmes choses qu'on connaît dans le triangle ABC, savoir : 
l'angle A, le côté AB, et le côté BD égal à BC; on a donc 
ici les mêmes choses pour déterminer l'angle BDA, qu'on 
avait dans le triangle ABC pour déterminer l'angle C. Mais il 
y a cette différence entre ce cas-ci et le précédent, qu'on peut 
ici assigner la valeur de l'angle C et de l'angle BDA, comme 
«ou* le verrons ci-après ; la seule chose qui soit Indéterminée, 



c'est de savoir laquelle de ces deux valeurs on doit adopter , 
et par conséquent quelle figure doit avoir le triangle. Il faut 
donc, outre les trois choses données , savoir encore si l'angle 
cherché doit être aigu ou obtus. Au reste on peut remarquer, 
en passant, que les deux angles C et BDA dont il s'agit, sont 
supplément l'un de l'autre ; car BDA est supplément de BDC 
qui est égal à l'angle C, parce que le triangle BDC est isoscèle. 

268 . Ce ne sont pas les angles mêmes qu'on emploie dans le 
calcul des triangles : on substitue aux angles, des lignes qui , 
sans leur être proportionnelles, sont néanmoins propres à repré
senter ces angles, et sont d'ailleurs plus commodes à employer 
dans le calcul, parce que, comme nous le verrons ci-après, elles 
sont proportionnelles aux côtés des triangles : il convient donc, 
nvant que d'aller plus loin, de faire connaître ces lignes , et de 
faire voir comment elles peuvent tenir lieu des angles. 

Des Sinus, Cosinus ? Tangentes > Cotangentes > 

Sécantes et Cosecantes. 

2S9. La perpendiculaire AP (fig. i 4 â ) abaissée de l'extré
mité d'un arc AB sur le rayon BC qui passe par l'autre ex
trémité B de cet arc, s'appelle le sinus droit, ou simplement 
le sinus de l'arc AB ou de l'angle ACB. La partie BP du 
rayon, comprise entre le sinus et l'extrémité de l'arc, s'appelle 
le sinus-verse. La partie BD de la perpendiculaire à l'extré
mité du rayon, interceptée entre ce rayon CB et le rayon CA 
prolongé, s'appelle tangente de l'arc AB ou de l'angle ACB. 
La ligne CD qui est le rayon CA prolongé jusqu'à la tangente, 
s'appelle sécante de l'arc AB ou de l'angle ACB. Si l'on mène 
le rayon CF perpendiculaire à CB, et à son extrémité F la 
perpendiculaire FE qui rencontre en E le rayon CA prolongé, 
et qu'enfin on mène AQ perpendiculaire sur CF; il suit des 
définitions précédentes, que AQ sera le sinus, FQ le sinus-verse, 
FE la tangente, et CE la sécante de l'arc AF ou de l'angle 
ACF. Mais comme l'angle ACF est complément de ACB, 

puisque 



puisque ces deux angles font ensemble un angle droit , on peut 
dire que AQ est le sinus du complément; FQ, le sinus-verse 
du complément; FF, la tangente du complément; et CE, la 
sécante du complément de l'arc AB, ou de l'angle ACB. Pour 
abréger ces dénominations, on est convenu de dire cosinus, 
au lieu de sinus du complément; cosinus-verse, au lieu de 
sinus-verse du complément; cotangente, au lieu de tangente 
du complément ; et cosécante, au lieu de sécante du complé
ment. Ensorte que les lignes AQ, FQ, FE, CE, seront dites 
le cosinus , le cosinus-vers e , la cotangente, et la cosécante de 
l'arc ABoufe l'angle ACB ; de même les lignes AP, BP, BD 
et CD, pourront être dites le cosinus, le cosinus verse , la co-
tangente et la cosécante de l'arc AF ou de l'angle ACFcar 
AB est complément de A F, comme A F l'est de AB. Pour 
désigner ces lignes, lorsqu'il sera question d'un angle ou d'un 
arc, nous mettrons devant les lettres qui servent à nommer 
cet angle ou cet arc, les expressions abrégées sin, cos, tans;, 
cot; ainsi sin AB signifiera le sinus de l'arc AB ; sin ABC si
gnifiera le sinus de l'angle ABC; de même cos AB, cos ACB, 
signifieront le cosinus de l'arc AB, le cosinus de l'angle ACB; 
et pour désigner le rayon, nous prendrons la lettre R. 

270 . Il est évident, i ° . que le cosinus AQ d'un arc quel
conque AB est égal à la partie CP du rayon, comprise entre 
le centre et le sinus. 2°. Que le sinus-verse BP est égal à la 
différence entre le rayon et le cosinus. 5°. Que le sinus d'un 
arc quelconque A B , est la moitié de la corde AG d'un arc 
double ABG. Car le rayon CB étant perpendiculaire sur la 
corde AG , divise cette corde et son arc en deux parties 
égales (52) . 

2 7 1 . De cette dernière proposition il suit que le sinus de 
3o° vaut la moitié du rayon ; car il doit être la moitié de la 
corde de 6o°, ou du côté de l'hexagone, que nous avons vu(o,3) 
être égal au rayon, 

272. La tangente de 45° est égale au rayon. Car si l'angle 

ACB est-de 45°, comme l'angle CBÛ est droit, l'angle CDB 

Géom., Artill. et Marine* <j 



vaudra aussi 45°; le triangle CED sera donc isoscèîe, et par 
conséquent BD sera égal à CB. 

QJ3. A mesure que l'arc AB ou l'angle ACB augmente, s o n 
s i n u s AP augmente, et son cosinus AQ ou CP diminue jus
q u ' à ce que l'arc AB soit devenu de a o ° ; alors le sinus AP de
vient FC, c'est-à-dire égal au rayon, et le cosinus est zéro, parce 
que le point A tombant en Ft la perpendiculaire AQ devient 
zéro. A l'égard de la tangente BD, et de la cotangente FE , 
il est visible que la tangente BD augmente continuellement , 
et que la cotangente , au contraire, diminue, mais l'une et 
l'autre, de manière que quand l'arc AB est devenu de QO°, sa 
tangente est infinie, et sa cotangente est zéro : en effet, plus? 
l'arc AB devient grand , plus le point D s'élève au-dessus de 
BC, et quand le point A est infiniment près de F, les deux 
lignes CD et BD sont presque parallèles, et ne se rencontrent 
plus qu'à une distance infinie ; donc BD est alors infinie ; d o n G 

elle l'est quand le point A tombe sur le point F. 

274. Ainsi, pour l'arc de a o ° le sinus est égal au rayàfi, le 

cosinus est zéro , la tangente est infinie, et la cotangente est 

zéro. Comme le sinus de 90 0 est le plus grand de tous les sinus, 
o n l'appelle, pour le distinguer des autres , sinus total ; ensorte 
que ces trois expressions , le sinus de 90 0 , le rayon, le sinus 

total, signifient la même chose. 

275. Lorsque l'arc AB passe go°(fig. i4^)> s o n sinus AP di
minue, et son cosinus AQ ou CP qui tombe alors au-delà 
du centre, par rapport au point B, augmente jusqu'à ce que 
l'arc AB soit devenu de 180®, auquel cas le sinus est zéro, et 
le cosinus est égal au rayon. On voit aussi que le sinus AP , 
et le cosinus CP de l'arc AB, ou de l'angle A CB plus grand 
que QO°, appartiennent en même temps à l'arc AH ou à l'angle 
ACH moindre que 9 0 0 et supplément de celui-là; de sorte que 
pour avoir le sinus et le cosinus d'un angle obtus, il faut 

prendre le sinus.et le cosinus de son supplément. Mais il faut 

bien remarquer que le cosinus tombe du côté opposé à celui 
où il tomberait, si l'arc AB ou l'angle ABC était moindre 



que ÛO°. À l'égard de la tangente, comme elle est détermi
née (269) par la rencontre de la perpendiculaire BD ( Jig. ifa) 
avec le rayon CA prolongé, il est visible que lorsque l'arc AB 
(Jig- ) est plus de 90 0 , elle est alors BD; mais en élevant 
la perpendiculaire HI, il est aisé de voir que le triangle CDD 
est égal au triangle CHI, et que par conséquent BD est égal 
à HI. 

276. Donc la tangente d'un arc ou d'un angle plus grand 

que 90°, est la même que celle du supplément de cet arc : toute 
la différence qu'il y a , c'est qu'elle tombe au-dessous du rayon 
BC. Pour la cotangente EF, elle est aussi la même que la co
tangente du supplément; et elle tombe aussi du côté opposé à 
celui où elle tomberait, si l'arc AB ou l'angle ACB était 
moindre que 90°. On voit encore, et par la même raison que 
ci-dessus, que pour 180 0 , la tangente est zéro -, et la cotangente 
est infinie. 

277. Ces notions supposées, concevons que le quart de cir
conférence BF (Jig. i4%) soit divisé en arcs de 1 ' , c'est-à-
dire en 54oo parties égales , et que de chaque point de division , 
on abaisse des perpendiculaires ou sinus tels que AP, sur le 
rayon BC; concevons aussi ce rayon BC divisé en un très-
grand nombre de parties égales , en 100000, par exemple, 
chaque perpendiculaire contiendra un certain nombre de ces 
parties du rayon ; si donc, par quelque moyen que ce so i t , 
on pouvait parvenir à déterminer le nombre de parties da-
chacune de ces perpendiculaires , il est visible que ces lignes 
pourraient être employées pour fixer la grandeur des ; 
ensorte que s i , ayant écrit par ordre, dans une colonne, toutes 
les minutes depuis zéro jusqu'à 3 0 0 , on écrivait dans une c o 
lonne , à côté et vis-à-vis de chaque minute, le nombre de 
parties de la perpendiculaire correspondante, on pourrait, par le 
moyen de ce?:te table, assigner quel est le nombre de degrés d'un 
angle dont le nombre de parties de la perpendiculaire ou du s i 
nus , serait connu ; et réciproquement, connaissant le nombre 
des degrés et parties de degrés de l'angle, on pourrait assigner 



le nombre des parties de son sinus. Cette table aurait cette ut i 
lité , non-seulement pour tous les arcs ou angles dont le rayon 
aurait le même nombre de parties qu'on en aurait supposées à 
celui d'après lequel on a construit la table , mais encore pour 
tout autre dont le rayon serait connu ; par exemple, supposons 
un angle DCG (fig. i44) dont I e c ^té ou le rayon CD soit 
de 8 pieds, et la perpendiculaire DE, de 3 pieds; et imagi
nons que CA soit le rayon sur lequel on a calculé les tables ; 
si l'on imagine l'arc AB et la perpendiculaire AP, cette per
pendiculaire sera le sinus des tables; or je puis trouver aisément 
de combien de parties est cette perpendiculaire ; car comme les 
triangles CDE 9 CAP sont semblables ( à cause des parallèles 
DE et JP), j'aurai (109) CD : DE II CA : AP} c'est-à-dire 
8? : 3? 100000 : AP; je trouverai donc ( Arith. 179 ) que 
AP vaut 37500 ; je n'aurai donc qu'à chercher ce nombre 
dans la table parmi les sinus, et je trouverai à côté le nombre 
des degrés et des minutes de l'angle DCG ou DCE. Récipro
quement, si l'on donnait le nombre des degrés et minutes de 
ï'angle DCG et son rayon CD y on déterminerait de même la 
valeur de la perpendiculaire DE; car sachant quel est le nombre 
de degrés et minutes de cet angle, on trouverait dans la table, 
quel est le nombre de parties de la perpendiculaire ou du 
sinus AP qui répond à ce nombre de degrés; et alors, en vertu 
des triangles semblables, CAP, CDE, on aurait cette propor
tion CA: AP\\CD : D E , par laquelle il serait facile de calculer 
DE , puisque les trois premiers ternies CA, AP et CD sont 
connus; savoir CA et AP par les tables, et CD est donné en 
pieds. On voit par là quelles sont ces lignes que nous avons 
dit ci-dessus (2G8) pouvoir être substituées aux angles, dans le 
calcul des tri an gh.. s ; ce sont les sinus. 

278. Mais les sinus ne sont pas les seules lignes qu'on em
ploie : on fait usage aussi des tangentes et même des sécantes. 
Ces lignes sont faciles à calculer quand une fois on a calculé 
tous les sinus; car, comme le triangle CPA et le triangle CBD 
(fig. i4'A ) s o n + semblables , on peut tirer ces deux proportions; 

CP :PA:: CB :BD et CP : CA :: CB : CD. 



C'est-à-dire ( en faisant attention que CP est égal à A Q ) 

cos AB : sin AB ::R: tang AB, et cos AB :R:iR\ secAB. 

Or on voit que dans chacune de ces deux proportions, les 
trois premiers termes sont connus lorsqu'on connaît tous les 
sinus, puisque le cosinus d'un arc n'est autre chose que le si
nus du complément de cet arc : il sera donc aisé d'en conclure 
( Arith. 179 ) la valeur du quatrième terme de chacune , et par 
conséquent des tangentes et des sécantes, et par conséquent 
aussi des cotangentes et des cosecantes, qui ne sont autre chose 
que des tangentes et des sécantes de complément. 

279 . Au reste les deux dernières propositions que nous ve
nons d'établir, ne sont pas seulement utiles pour le calcul des 
tangentes et des sécantes; elles sont encore d'un grand usage 
dans beaucoup de rencontres , comme nous le verrons dans la 
suite de ce cours : il faut donc s'appliquer à les retenir ; la 
seconde, par exemple , peut nous fournir encore une pro
priété , qui est le fondement de la construction des cartes ré
duites , comme nous le verrons par la suite \ voici cette pro
priété. De même que nous venons de démontrer que cos AB 
l Rll R l sec AB , on démontrera aussi pour un autre arc 
quelconque BO , que cos BO l R II R : sec B O ; or ces deux; 
proportions ayant les mêmes termes moyens , doivent avoir 
les produits de leurs extrêmes égaux ( Ariih. 178 ) ', donc on 
peut ( Arith. 1 8 0 ) former des extrêmes de l'une et de l'autre, 
une nouvelle proportion, qui aura pour extrêmes,les extrêmes 
de l'une, et pour moyens les extrêmes de l'autre, ensorte 
qu'on aura cos AB l cos BO II sec B O l sec AB \ d'où l'on 
conclura que les cosinus de deux arcs sont en raison réciproque 
ou inverse de leurs sécantes. 

280 . Voici encore une autre proportion utile dans plusieurs 
cas , et d'où l'on déduira, de la même manière , que les tan
gentes de deux arcs sont en raison inverse de leurs cotangentes : 
les triangles ÇBD, CFE sont semblables, parce que, outre 
l'angle droit en B et en F, on a de plus l'angle DCB égal à 



l'angle CEF, à cause des parallèles CB, EF; on aura donc 
BD : CB :: CFlFE , c ' es t -à -d ire toz^ AB : R:\R\cot 

AB : on prouverait donc de même que tang BO \ R .* R 
I cot BO, et par conséquent tang AB : tang BO M cot BO 

I cot AB. Les livres qui renferment les valeurs de toutes les 
lignes dont il vient d'être question , sont ce qu'on appelle des 
tables de sinus; elles renferment ordinairement, non-seulement 
les valeurs numériques de toutes ces lignes, mais encore leurs 
logarithmes qu'on emploie aussi souvent qu'on le peut, à îa 
place des valeurs numériques : ces mêmes tables renferment 
aussi les logarithmes des nombres naturels ; telles sont celles que 
nous avons indiquées dans l'Arithmétique, page 234- Avant que 
d'exposer les usages de ces tables pour îa résolution des triangles, 
il ne nous reste plus qu'à parler de leur formation, c'est-à-dire 
de la méthode par laquelle on a calculé ou pu calculer les 
sinus, etc. Nous nous y arrêterons d'autant plus volontiers, que 
les propositions que nous avons à établir sur ce sujet, nous ser
viront ailleurs. 

a 8 i . Pour avoir le cosinus d'un arc dont le sinus est connu, 

il faut retrancher le quarré du sinus, du quarré du rayon, 

et tirer la racine quarrée du reste. Car le cosinus AQ (fig. i 4 2 ) 

est égal à PC qui est le côté de l'angle droit dans le triangle 
rectangle APC, dont on connaît alors l'hypoténuse AC et ïe 
côté AP (166). Si l'on demandait le cosinus de 3 o ° ; comme 
nous avons vu (271) que ce sinus est îa moitié du rayon que 
nous supposerons ici de 100000 parties, ce sinus serait 5oooo ; 
retranchant son quarré û5oooooooo , du quarré 10000000000 
du rayon, on a 7500000000 , dont îa racine quarrée 866o3 
est le cosinus de 3o° ; ou le sinus de Go°. 

s 8 s . Connaissant le sinus d'un arc (fig. i 4 5 ) pour avoir 

celui de la moitié , il faut d'abord calculer le cosinus de ce 
premier arc; ce cosinus étant calculé, on le retranchera du 
rayon , ce qui donnera le sinus-verse BP : on quarrera la va
leur de BP} et on ajoutera ce quarré avec celui du sinus AP\ 
la somme (166) sera le quarré de la corde AB; tirant la ra-
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cine quarrée de cette somme , on aura AB, dont la moitié est 
le sinus BJ de l'arc BD moitié de ADB (270). 

280. Connaissant le sinus BI d'un arc BD ( fig. î/fô ) , pour 

trouver le sinus AP du double ADB de cet arc , on calcu

lera le cosinus CI de BD , et on fera cette proportion , 
R *. cos BD :: 2 sin BD I sin ADB, dans laquelle les trois pre
miers termes seront alors connus , et dont il sera facile de cal
culer le quatrième. Cette proportion est fondée sur ce que les 
deux triangles CBI et BAP sont semblables ; parce qu'outre 
l'angle droit en P et en I, ils ont d'ailleurs l'angle B commun; 
ainsi on a CB : CI ;: AB : AP. Or CI (270) est le cosinus 
de BD, et AB le double de BI sinus de BD ; AP est le sinus 
de ABD ; et CB est le rayon; donc R IcosBD II QsinBD 
I sin ABD. 

284. Connaissant les sinus des deux arcs A B , AC (lig. i46) , 

pour trouver le sinus de leur somme ou de leur différence, il 

faut, après avoir calculé (281) les cosinus de ces mêmes arcs , 
multiplier le sinus du premier par le cosinus du second, et 
le sinus du second par le cosinus du premier. La somme de 
ces deux produits, divisée par le rayon, sera le sinus de la 
somme des deux arcs ; et la différence de ces mêmes produits, 
divisée par le rayon , sera le sinus de la différence de ces mêmes 
arcs; Faites l'arc AD égal à l'arc AC, tirez la corde CD, 
le rayon LA qui divisera cette corde en deux parties égales au 
point / ; des points C y A, I et D, abaissez les perpendicu
laires CK, AGy IH, DF sur BL ; enfin des points I et D 
menez IM et DN', parallèles à BL. Puisque CD est divisée en 
deux parties égales en / , CN sera aussi divisée en deux parties 
égales en M (102). Cela posé, CK qui est le sinus de BC , 
somme des deux arcs , est composé de KM et de MC3 ou 
de IH et de MC, DF qui est le sinus de BD, différence des 
deux arcs, est égal à KN qui vaut KM y moins MN, c'est-
à-dire IH moins CM; ainsi, pour trouver le sinus de la somme, 
il faut ajouter la valeur de CM à celle de IH; et au contraire 



en retrancher, pour avoir le sinus de la différence. Or les 
triangles semblables LAG, LIH donnent 

LA \LI\\ AG UHjOuRlcosAC II sinAB:lH=z 

Les triangles LAG et CIM semblables, parce qu'ils ont les 
côtés perpendiculaires l'un à l'autre, donnent (112) 

RlcosAB'.lsinAC: 

a85. Pour avoir le cosinus de la somme ou de la différence 

de deux arcs dont on connaît les sinus, il faut, après avoir 

calculé (281) les cosinus de chacun de ces d'eux arcs, multi
plier ces deux cosinus l'un par l'autre ; multiplier pareillement 
les deux sinus; alors retranchant le second produit du premier, 
et divisant le reste par le rayon , on aura le cosinus de îa 
somme des deux arcs. Au contraire , pour avoir celui de îa 
différence, on ajoutera les deux produits, et on divisera la somme 
par le rayon. Car, puisque DC est coupée en deux parties 
égales, en / , FK sera coupée en deux parties égales en H\ 
or LK qui est le cosinus de la somme, vaut LH moins HK, 
ou LH moins IM; et LF qui est le cosinus de la différence , 
vaut LH plus HF, ou LH plus HK, ou enfin LH plus IM -y 

voyons donc quelles sont les valeurs de LH et de IM. Les 
triangles semblables LGA, LHI donnent 

IjA:LI::LG: LH, ou R: COS AC:: COSAB : LH= 

Les triangles semblables LAG, CIM donnent 

LA :AG:: CI: IM, ou R ;sm AB : : sinAC: IM— 

286. La somme des sinus de deux arcs AB, AC ( fig. 147 ) 
est à la différence de ces mêmes sinus , comme la tangente de 
la moitié de la somme de ces deux arcs, est à la tangente de 
la moitié de leur difference) c'est-à-dire que 



Après avoir tiré le diamètre AM, portez l'arc AB de A 
en D ; tirez la corde BD qui sera perpendiculaire sur AM, 
Par le point C9 tirez CP perpendiculaire, et CF parallèlle 
à AM. Du point F} menez les cordes FB et FD } et d'un 
rayon FG égal à celui du cercle BAD , décrivez l'arc JGK 
rencontrant CF en G, et en ce point G, élevez HL perpen
diculaire à CF\ les lignes GH et GL sont les tangentes des 
angles GFHet GFLy ou CFB et CFD , qui ayant leurs som
mets à la circonférence, ont pour mesure la moitié des arcs 
CB , CD sur lesquels ils s'appuient (G3) , c'est-à-dire la moi
tié de la différence BC, et la moitié de la somme CD des 
deux arcs AB, AC) ainsi GL et G£T sont les tangentes de 
la moitié de la somme, et de la moitié de la différence de 
ces mêmes arcs. Cela posé, il est visible que DS étant égal 
à BS , la ligne DE vaut DS+SE ou BS+CP, c'est-à-dire 
la somme des sinus des arcs AB, AC : pareillement BE vaut 
BS — SE ou BS—CPy c'est-à-dire la différence des sinus de 
ces mêmes arcs. Or, à cause des parallèles BDyHLyon a 

( n 5 ) DE:BE::LG:GH. Donc 

sin AB + sinAC\ sin AB — sin A C II 

287. Donc la sommé des cosinus de deux arcs est à la 

différence de ces cosinus, comme la cotangente de la moitié 

de la somme de ces deux arcs est à la tangente de la moitié 

de leur différence. Caries cosinus n'étant que des sinus de com
plément, il suit de la proposition précédente, que la somme 
des cosinus est à leur différence, comme la tangente de la moi
tié de la somme des complémens est à la tangente de la moi
tié de la différence des mêmes complémens : or la moitié de 
la somme des complémens de deux arcs est le complément de 
la moitié de la somme de deux arcs; et la demi-différence 
des complémens est la même que la demi-différence des arcs ; 
donc, etc. 

288. Les trois principes posés ( 2 7 1 , 282 et 2 8 4 ) suffisent 
pour concevoir comment on pourrait s'y prendre pour former 
We table des sinus. En effet, on connaît le sinus de 3o°, par 
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ce qui a été dit ( 2 7 1 ) ; et par ce qui a été dit ( 2 8 a ) , cfn 

peut trouver celui de i5° , et successivement ceux de 7 0 3c/, 3* 
45 ' , i° 52' 3o", o° 56' i5", o° 28' 7" 3o'" o° i4' 3" 45" o° 7' 

1" 52" 3 o l v . Cela posé, on remarquera que quand les arcs sont 
fort petits, ils ne diffèrent pas sensiblement de leurs sinus , et 
sont par conséquent à très-peu près proportionnels à ces sinus ; 
ainsi, pour trouver le sinus de i ' , on fera cette proportion : 
Parc de c° 7' 1" 5a'* 3 o l v est à l'arc de o° 1 ' , comme le sinus 

de ce premier arc est au sinus de 1'. Si dans ce calcul on sup
pose le rayon de 100000 parties seulement, il faudra calculer 
les sinus des arcs que nous venons de rapporter, avec trois dé
cimales , pour être en droit d'en conclure les suivans à moins 
d'une unité près; alors on remontera facilement aux autres en 
cette manière. Depuis 1' jusqu'à 3 ° o ' , il suffira de multiplier 
le sinus de 1' successivement par 2, 3 , 4> 5 , etc. pour avoir 
les sinus de 2 ' , 3 ' , etc. jusqu'à 3 ° , à moins d'une unité près. 
Pour calculer les sinus des arcs au-dessus de 3° o ' , on fera 
usage de ce qui a été dit (284) ; mais on abrégera considé
rablement le travail en ne calculant ces sinus , par ce principe> 

que de degrés en degrés seulement. Quant aux minutes inter
médiaires , on y satisfera en prenant la différence des sinus 
de deux degrés consécutifs, et formant cette proportion : 60 
minutes sont au nombre de minutes dont il s agit, comme la 

différence des sinus des deux degrés voisins, esta un quatrième 

terme ; qui sera ce qu'on doit ajouter au plus petit des deux 
sinus pour avoir le sinus du nombre de degrés et minutes dont 
il s'agit. Par exemple, si après avoir trouvé que les sinus de 
8° et 9° sont 10917 et i 5 6 4 3 , je voulais avoir le sinus de 8° 17', 
je prendrais la différence 1726 de ces sinus; et je calculerais 
le quatrième terme d'une proportion dont les trois premiers 
«ont 6 0 ' : 17' 1726 : Ce quatrième terme , qui est 489 à très-
peu près, étant ajouté à 1 3 9 1 7 , donne i44°^ P o u r * e s m u s 

de 8 ° 17' , tel qu'il est dans les tables, à moins d'une unité 
près. La raison de cette pratique est fondée sur ce que lorsque 
l'arc KL (fig. 1-9 ) est petit, comme de i°, par exemple , les 
différences LM^ lu des sinus LF, IH, sont à peu .près pro-



portionnelles aux différences KL, Kl, des arcs côrrespondans 
AL y AI y parce que les triangles KML, Kul , pouvant être 
considérés comme rectilignes , sont semblables. 

289. Cette méthode ne doit cependant être employée que 
jusqu'à 87 e , parce que, passé ce terme, on ne peut se per
mettre de prendre iu (fig. 148 ) pour la différence des sinus 
PB y Qx'y parce que la quantité ux, toute petite qu'elle est, 
a un rapport sensible avec iu, et d'autant plus sensible que 
ÎWc AB approche plus de oo°. Dans ce cas, il faut se rap
peler que (170) les lignes DE, Dt qui sont les différences entre 
le rayon et les sinus PB, Qx , sont proportionnelles aux 
quarrés des cordes DB et Dx , ( ou à cause que les arcs DB 
et Dx sont fort petits ) aux quarrés des- arcs BD et Dx ; c'est 
pourquoi, ayant calculé le sinus de 87 o , on prendra sa diffé
rence avec le rayon 100000 ; et pour trouver le sinus de tout 
autre arc entre 87 a et QO°, on fera cette proportion : Le 
quarré de 3° ou de 180 ' , est au quarré du nombre des m i 
nutes du complément de l'arc en question, comme la diffé
rence du rayon au sinus de 8 7 o , est à tin quatrième ternie 
qui sera Dr, et qui étant retranché du rayon, donnera Ct 
ou Qx, sinus de l'arc en question. Par exemple, ayant trouvé 
que le sinus de 8 7 o est 39863 , si je veux avoir le sinus de 
88° 124', dont le complément est i° 3G' ou 9 6 ' , je ferai cette 

proportion 180' : 96 ' : : 137 : Dt, par laquelle je trouve que 
Dt vaut 39 à peu près; retranchant 39 du rayon 100000, j'ai 

999^1 pour le sinus de 88° 24'> qu'à e s t e n e n ° e t dans les 
tables. 

290. Ayant calculé ainsi les sinus , on aura facilement les 
tangentes et les sécantes, par ce qui a été dit ( 5 7 8 ) . 

291. Les sinus étant calculés, on calcule leurs logarithmes, 
comme on calcule ceux des nombres. 11 faut pourtant obser
ver que si l'on prenait, dans les tables, la valeur numérique 
d'un des sinus , pour calculer son logarithme selon ce qui 
a été dk ( Arith. 2 3 9 ) , on ne trouverait pas ce logarithme 



absolument le même qu'il est dans la colonne des logarithmes 
des sinus ; la raison en est que les sinus des tables ont été cal
culés originairement, dans îa supposition que le rayon était 
de 10000000000 parties; mais comme les calculs ordinaires 
n'exigent pas une telle précision, on a supprimé, dans les 
tables actuelles, les cinq derniers chiffres des valeurs numéri
ques des sinus, tangentes, etc. ; ensorte que ces valeurs, telles 
qu'elles sont actuellement dans les tables, ne sont approchées 
qu'à environ une unité près sur 100000. Il n'en a pas été de 
même des logarithmes des sinus, tangentes, etc. ; on les a con
servés tels qu'ils ont été calculés pour le rayon supposé de 
10000000000 parties; et pour cette raison qu'on leur trouve 
une caractéristique beaucoup plus forte que ne semble le sup
poser la valeur numérique du sinus correspondant, ou de îa 
tangente correspondante ; ensorte que , lorsqu'on fait usage des 
logarithmes des sinus, tangentes, etc. on calcule dans la suppo
sition tacite que le rayon soit de îoooooooooo parties; et lors
qu'on fait usage des valeurs numériques des sinus, tangentes, 
etc. on calcule dans la supposition que le *ayon soit de i ooooo 
parties seulement. 

A l'égard des logarithmes, des tangentes et sécantes, on les 
a par une simple addition et une soustraction, lorsqu'une fois 
on a ceux des sinus ; cela est évident d'après ce qui a été dit 
(278) et (Arith. 2 3 q ) . 

* 292. Quoique les tables ordinaires ne donnent les sinns que pour les 
degrés ei minutes, néanmoins on peut déduire les valeurs de ces mêmes lignes, 
pour les degrés , minutes et secondes , et cela en suivant exactement ce que 
nous venons de prescrire pour les degrés et minutes seulement. Mais comme 
on emploie plus souvent les logarithmes de ces lignes, au lieu de ces lignes 
elles-mêmes , nous nous arrêterons un moment sur ce dernier objet. Suppo
sant qu'on ait les logarithmes des sinus et des tangentes, de minute en mi
nute ; quand on voudra avoir le logarithme du sinus d'un certain nomhre de 
degrés, minutes et secondes, on prendra dans les tables celui du sinus du nombre 
des degrés et minutes; on prendra aussi la différence des deux logarithmes 
voisins qui est à côté, et on fera cette proportion : 6q" sont au nombre de se
condes en question, comme la différence des logarithmes , prise dans les tables, 
est à un quatrième terme qu'on ajoutera au logarithme du sinus des degrés et 



minutes. Si 1 on avait un logarithme dcsmus qui ne répondît pas à on nombre 
exact de degrés et minutes, pour avoir les secondes on ferait cette proportion: 
la difference des deux logarithmes, entre lesquels tombe le logarithme donne, 
est à la difference entre ce même logarithme et celui qui est immédiatement 
plus petit dans la table, comme 60" sont à un quatrième terme, qui serais 
le nombre de secondes à ajouter au nombre de degrés et minutes de Tare, qui, 
dans la table, est immédiatement au-dessous de celui que l'on cherche. On 
pourra suivre cette règle , tant que Tare ne sera pas au-dessous de 3»- lors* 
qiril sera au-dessous, on se conduira comme dans cet exemple : supposons 
qu'on demande le sinus de i° 55' 48" 5 o r l ferait cette proportion : i° 55' : 10 55' 
48" le sinus de i° 55' est à un quatrième terme, qui ( à cause que les petits 
arcs sont proportionnels à leurs sinus) sera, sans erreur sensible, le sinua 
de i° 55' 40"'* Mais pour calculer plus commodément, on réduira les deux 
premiers ternies en secondes 5 et alors prenant dans les tables le logarithme 
du sinus de i° 55' qui est le troisième terme, on lui ajoutera le logarithm« 
de i° 55' 48" réduits en secondes, le reste (Arith. 202) sera le logarithme dut 
quatrième terme, c'est-à-dire le logarithme cherche. 

Réciproquement, pour trouver le nombre de degrés, minutes et secondes 
d'un arc an-dessous de 3° , et dont on a le sinus, on chercherait d'abord 
dans les tables quel est le nombre de degrés et minutes ; puis on ferait cette 
proportion : le sinus du nombre de degrés et minutes trouvés est au sinus 
proposé, comme ce même nombre de degrés et minutes réduits en secondes 
est au nombre total de secondes de Tare cherché; ainsi, par logarithme, 
l'opération se réduira à prendre la différence entre le logarithme du sinus 
proposé, et ceini du sinus du nombre de degrés et minutes immédiatement 
au-dessous, et à ajouter ce logarithme au logarithme de ce nombre de degrés 
et minutes réduit» en secondes; la somme sera le logarithme du nombre de 
secondes que vaut Parc cherché. Par exemple, si l'on me donne 8.6283427 
pour logarithme du sinus d'un arc, je trouve dans les tables, que le nombre 
de degrés et minutes le plus approchant, est 2 0 24', et que la différence entre 
le logarithme du sinus proposéet celui du sinus de ce dernier arc est o,ooi3Si f, 
j'ajoute cette différence avec 3,(j365i37 , logarithme de 2 0 24' réduits en 
secondes; la somme 3,9378948 repond, dans les tables de logarithmes k 
8667 ; c'est le nombre de secondes de l'arc cherché , qui , par conséquent j 
est de 2° 24' 27". Celte règle est l'inverse de la précédente. 

A l'égard des logarithmes des tangentes, on suivra les mêmes règles ea 
changeant le mot de sinus en celui de tangente. 11 faut seulement en excepter 
les arcs qui sont entre 87 0 et 9 0 0 , pour lesquels on suivra celle ci. Calculez» 
le logarithme de la tangente du complément par la règle qu'on vient de 
prescrire pour les tangentes, et retrancher ce logarithme du double du W a -
litlime du rayon En effet, selon ce qui a été dit (280), la tangente a>t le 
quatrième terme d'une proportion dont les trois premier sont la cotangenie, 
le rayon et le rayon. Et si l'on avait le logaritiuue de ia tangente d'un arc 
qui, devant être entre 87° et 90 , (Jevrait avoir des secondes, ou, retranche* 



rait ce logarithme du double du logarithme du rayon, et on aurait, le loga
rithme de la tangente du complément qui, e'tant nécessairement entre o° et 
3°, se déterminerait facilement d'après ce qui précède; prenant le complé
ment de Parc ainsi trouvé, on aurait l'arc cherché. 

2Q3. Puisque le sinus d'un arc est la moitié de la corde d'un 
arc double, si l'on descendait parle principe donné (282), jus
qu'au sinus de l'arc le plus approchant de 1" y et qu'en doublant 
le sinus, on répétât ce double autant de fois que l'arc dont 
51 est la corde, est contenu dans la demi-circonférence, il est 
visible qu'on aurait un nombre fort approchant de la longueur 
de la demi-circonférence, mais plus petit; et si par la propor
tion donnée (278) -on calculait la tangente du même arc, et que 
l'ayant doublée on répétât ce double autant de fois que le double 
de cet arc est contenu dans la demi-circonférence, on trouverait 
un nombre fort approchant de la demi-circonférence, mais 
plus grand; on peut donc, par le calcul des sinus, approcher 
du rapport du diamètre à la circonférence : nous ne nous ar
rêterons pas à ce calcul, parce que nous donnerons d'ail
leurs une méthode plus expéditive. Quoi qu'il en soit , on 
trouverait, par cette méthode, que le rayon étant supposé de 
10000000000, la demi-circonférence serait entre 3I4I5Q26536 
et 3 i4 i5926535. Concluons donc de là que le rayon étant 1 , 
les 180 0 de la demi-circonférence valent 3,1415926535 ; le 
degré vaut 0,01745329252 ; la minute vaut 0,000290888208, 
et ainsi de suite. Nous rapportons ici ces nombres , parce 
qu'ils peuvent souvent être utiles. Par exemple, veut-on savoir 
quel espace occuperait une minute de degré sur l'octant avec 
lequel on observe les hauteurs à la mer , cet octant étant 
supposé de 20 pouces de rayon. Par la construction de cet 
instrument, les 9 0 0 sont représentés par un arc de 4 5 ; ainsi 
l'intervalle entre deux divisions consécutives, est celui qu'oc
cuperait un degré, dans un cercle dont le rayon serait moitié 
moindre, ou de 10 pouces; donc la minute sur un pareil 
instrument ne répond qu'à l'espace qu'elle occuperait sur 
une circonférence de 10 pouces, ou 120 lignes de rayon. 
Multiplions donc. 120 par 0,0002g valeur, de la minute ; en 



Se bornant aux 5 premiers chiffres, nous aurons 0,00480 ou 
0,0348, c 'est-à-dire tf^fj de ligne , ou ^ de ligne à peu 
près. On voit par là qu'on ne peut guère répondre d'une mi
nute en observant avec cet instrument. Nous aurons occasion 
d'en parler ailleurs. 

De la Résolution des Triangles-Rectangles. 

sg4- Nous avons dit ci-dessus (267), que pour être en 
état de calculer ou de résoudre un triangle, il fallait con
naître trois des six parties qui le composent, et que parmi 
les trois choses connues , il fallait qu'il y eût au moins un 
côté. Comme l'angle droit est un angle connu, il suffit donc, 
dans les triangles rectangles , de connaître deux choses dif
férentes de l'angle droit; mais il faut qu'une, au moins , de ces 
deux choses, soit un côté. Il faut encore remarquer que comme 
les deux angles aigus d'un triangle rectangle valent ensemble 
un angle droit, dès que l'un des deux est connu, l'autre l'est 
aussi. La résolution des triangles rectangles se réduit à quatre 
cas ; ou les deux choses connues sont un des angles aigus, et 
un côté de l'angle droit; ou elles sont un angle aigu et l'hy-* 
poténuse ; ou un côté de l'angle droit et l'hypoténuse ; ou en
fin les deux côtés de l'angle droit. Ces quatre cas trouveront 
toujours leur résolution dans l'une des deux analogies suivantes. 

2^5. i° . Le rayon des tables est au sinus d'un des angles 
aigus comme l'hypoténuse est au côté opposé à cet angle aigu, 

296. 2 0 . Le rayon des tables est à la tangente d'un des angles 
aigusy comme le côté de Vangle droit adjacent à cet angle est 
au côté opposé à ce même angle. Pour démontrer la premier© 
analogie, il n'y a qu'à se représenter (Jig. 144 ) <I u e dans ^ e 

triangle rectangle CED, la partie CA de l'hypoténuse soit le 
rayon des tables ; alors, en imaginant l'arc AB, la perpendi
culaire AP sera le sinus de l'angle DCE\ or, les triangles sem
blables , CAP, CDE donnent CA\AP\\CD \ DE, ou fi I sin 
DCE CD : DE, ce qui est la première analogie. 



Pour la seconde, il faut se représenter, dans le triangle rec-* 
tangle CEF (fig. i49)> <I u e ^ a partie CA du côté CE soit 
le rayon des tables ; et ayant imaginé l'arc AB , la perpendi
culaire AD élevée sur AC au point A> sera 3a tangente de 
l'angle FCE \ alors, à cause des triangles semblables CAD , 
CEF, on aura R : tang FCE :: CE : EF, ce qui fait la se
conde analogie. 

297. Dans les applications qui vont suivre, nous emploierons 
toujours les logarithmes des sinus, tangentes, etc. au lieu des 
sinus, tangentes, etc.; pour familiariser les commençons aved 
l'usage des complémens arithmétiques, nous en ferons usage 
dans tous les calculs , à l'exception des cas où le logarithme 
à retrancher serait celui du rayon, dont la caractéristique étant 
10, la soustraction est très-facile. Mais pour ne point obliger 
ceux qui n'auraient que la première édition de l'Arithmétique 
à recourir à la seconde, nous allons exposer ici, en peu de 
mots, l'idée et l'usage des complémens arithmétiques. Le com
plément arithmétique d'un nombre se prend en retranchant de 
9 chacun des chiffres de ce nombre, excepté le dernier sur la 
droite, qu'on retranche de 10. Ainsi le complément arithmé
tique d'un nombre peut se prendre à l'inspection de ses chiffres ̂  
sans aucune opération. Les complémens arithmétiques servent 
à changer les soustractions en additions. Ainsi, si de 78049 je 
veux retrancher , je puis à cette opération substituer 

l'addition de 78549 avec 54353 qui est le complément arithmé
tique de \ alors il ne s'agit plus que d'ôter une unité au 
premier chiffre de la gauche de la somme : on ôterait deux 
unités, si l'on avait ajouté deux complémens arithmétiques, 
et ainsi de suite. Dans le cas présent, la somme serait 1 1 2 9 0 2 ; 

de laquelle supprimant une unité au premier chiffre, il reste 
1 2 9 0 2 , qui est précisément ce que l'on aurait eu, si de 78549 
on avait retranché GBG/tf selon la règle ordinaire. La raison est 
facile à appercevoir, en observant que le complément arithmé
tique de 65647> n ' e s t autre chose que 1 0 0 0 0 0 moins £5647', 
ainsi quand on ajoute le complément arithmétique, oû ajoute 
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îoooôoet on retranche 65647*, le résultat renferme donc looooo 
de trop; c'est-à-dire que son premier chiffre est trop fort d'une 
unité. Donc, puisque ( Arith. pour faire une règle de 
trois, par logarithmes , il faut ajouter les logarithmes des deux 
moyens, et retrancher le logarithme du premier terme, on: 
pourra, en vertu de l'observation précédente, faire une somme 
des logarithmes des deux moyens, et du complément arithmé^ 
tique du logarithme du premier ; et l'on diminuera d'une 
unité le premier chiffre de la droite du résultat. Appliquons 
les analogies démontrées ci-dessus, aux quatre cas dont nous 
avons parle. 

EXEMPLE I. Supposons qu'il s'agit de déterminer la hauteur 
AC d'un édifice (Jig. i5o) par des mesures prises sur le ter
rain. On s'éloignera de cet édifice, à une distance CD , telle 
que l'angle compris entre les deux lignes qu'on imaginera 
menées du point D au pied et au sommet de l'édifice, ne 
soit ni trop aigu ni fort approchant de 90 o ; et ayant mesuré 
cette distance CD , on fixera au point D le pied d'un gra-
phomètre. On disposera cet instrument de manière que son 
plan soit vertical et dirigé vers l'axe AC de la tour, et que 
son diamètre fixe HF> soit horizontal; ce qui se fera à l'aide 
d'un petit poids suspendu par un fil attaché au centre. Ce fil 
doit raser le bord de l'instrument et répondre à 90 o. On fera 
mouvoir le diamètre mobile jusqu'à ce qu'on puisse appercevoir 
à travers les pinnules ou la lunette dont il est garni, le sommet 
A de l'édifice. Alors on observera sur l'instrument le nombre 
des degrés de l'angle FEG, qui est aussi celui de son opposé 
au sommet AEB. Cela posé, la hauteur AC de l'édifice, étant 
perpendiculaire à l'horizon, est perpendiculaire à BE; c'est 
pourquoi on a un triangle rectangle ABE, dans lequel, outre 
l'angle droit, on connaît BE égal à CD qu'on a mesuré, et 
l'angle AEB\ on cherche la valeur de AB\ on voit donc que 
les trois choses connues , et celle qu'on cherche , sont les termes 
de l'analogie du n° 296 ; donc pour trouver AB, on fera cette 
proportion : R : tang AEB :: BE : AB. Si la distance CD 
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Log. tang. 48° 54' , . . io,o5g3o64 
Log. i32 2,1205739 

S o m m t 12,1798803 
Log. du Rayon 10,0000000 

Reste ou Log. de AB 2,1798803 

qui répond , dans les tables, à i5i,5sl' à moins d'un centième 
près. Ainsi AB est de i 5 i p et 32 centièmes, ou I 5 I p 3 P I O 1 . -

EXEMPLE II. On a couru, en partant d'un point connu 
A (Jig- i5i ) 32 lieues sur la ligne AB parallèle à la ligne GF 
qui marque le nord nord-est : on demande de .combien on a 
avancé vers l'est, et de combien vers le nord. On imaginera 
par les deux points A et B deux parallèles, la première à la 
ligne nord et sud NS, et la seconde à la ligne est et ouest EO ; 
comme ces deux lignes, font un angle droit, le triangle ACB 
sera rectangle en C) on connaît dans ce triangle le côté AB 
qui est de 32 lieues, et l'angle CAB qui, à cause des paral
lèles , est égala l'angle NDF\ lequel, à cause que DF marque 
le nord-nord-est, est de 22 0 3o' ou le quart de go°. On fera 
donc, pour trouver BC, cette analogie (2^5) R I sin 220 3o' 
Il 32 l : BC. Et pour trouver AC, on remarquera que l'angle 
B est complement de l'angle A\ c'est pourquoi ori fera cette 

ou BE est de i32 pieds , et l'angle AEB de 48° 54'. Oit 
aura R : tog 4&° ^4' i3>2 P : ; de sorte que prenant dans 
les tables la valeur de la tangente de 48° 54", la multipliant 
par i3s , et divisant ensuite par la valeur du rayon prise dans 
les tables, on aura le nombre de pieds de AB, auquel ajoutant 
la hauteur ED de l'instrument, on aura la hauteur cherchée 
AC. Mais on peut abréger le calcul en employant les loga
rithmes ; parce qu'alors il ne s'agit plus ( Arith, que d'a
jouter les logarithmes du second et du troisième terme, et de 
retrancher le logarithme du premier; on fera donc le calcul 
comme il suit : 



analogie (âg5) R : sinus 67 0 3o' : : 3s 1 : AC. Si Ton effectue 
ces deux opérations, par logarithmes , on trouvera, 
log BC= 1,0879897 et log AC =1,4707653. On en déduira , 
BC-=. 12,25 et AC= 29,56. Ainsi on s'est avancé de 12 lieues 
et 25 centièmes ou \ , vers, l'est, et de 29 lieues et 56 cen
tièmes vers le nord. Le nombre de lieues qu'on a courues selon 
l'une et l'autre de ces deux directions, sert à déterminer le lieu 
B de la terre où se trouve un vaisseau lorsqu'il a parcouru AB-; 
mais le nombre de lieues courues vers l'est, a besoin d'une 
correction dont ce n'est pas encore ici le lieu de parler. Il ne 
s'agit, quant à présent, que des premiers usage» de la Trigo
nométrie. 

EXEMPLE III. On a couru 4 2 lieues selon la ligne. AB dont 
la position est inconnue, et on sait qu'on a ,avance de 35 lieues 
au nord : on demande la direction de la route AB, c'est-à-dire 
quelle aire de vent on a suivie ? On connaît donc ici le côté 
AC de l'angle droit et l'hypoténuse, et jl s'agit de trouver 
l'angle CAB. Comme les deux angles A et B font ensemble 
un angle droit, nous connaîtrons l'angle A, si nous pouvons 
déterminer l'angle B. Or , on a ( ^ 5 ) , 4 a - 35 II R : sin B. 
On en déduira,'tog sin 2? = 9,9208187 et 2? = 56° 27'. Donc 
l'angle A > ou Y aire de vent, est de 33° 33'. 

EXEMPLE IV, On a couru selon la ligne AB, dont la posi
tion et la grandeur sont inconnues ; mais on sait qu'on a avancé 
de i5 lieues à Test, et de 35 lieues au nord : on demande la 
direction et' la longueur de la route. On connaît donc ici les 
deux côtés AC et BC de l'angle droit, et l'on demande les 
angles et l'hypoténuse. Pour trouver l'angle A, on fera cette 
analogie : (296) AC : BC II R : tang- A\ c'est-à-dire 35 : i5 
:: R : tang A. On trouvera A =23° 12'. 

Pour avoir AB, on peut, quand on a déterminé l'angle A% 
se conduire comme dans l'exemple III. Mais il n'est pas néces
saire de calculer l'angle A\ la proposition démontrée ( i64et 
et 166 ) suffit : ainsi prenant le quarré de i5 qui est 2»5 , et l'a-



joutant au quarré de 35 qui est 1225, on aura i45o pouf la 
quarré de AB, et tirant la racine quarrée, on aura 3 8,08 pour 
la valeur de AB à moins d'un centième près» 

Par la même raison, si l'hypoténuse AB> et Tun AC de* 
côtés de l'angle droit, étant donnés, on demandait l'autre côté 
BC, il ne serait pas nécessaire de calculer l'angle A, on r e 
trancherait (166) le quarré du côté connu AC, du quarré de 
l'hypoténuse AB, la racine quarrée du reste serait la valeur 
du côté BC. 

C'est encore par la résolution des triangles rectangles qu'on 
peut déterminer de combien il s'en faut que le rayon AD 
(Jig. 102 ) , par lequel on vise à l'horizon de la mer lorsqu'on 
est élevé d'une certaine quantité AB au-dessus d'un point B 
de sa surface, ne soit parallèle à la surface de la mer. Comme 
le rayon visuel AD est alors une tangente, si l'on imagine le 
rayon CD, l'angle D sera droit (48) ; or on connaît le rayon 
CD de la terre, qui est 19611000 pieds. Et si au rayon CB 
de 19611500, on ajoute la hauteur AB à laquelle on est au-
dessus de Bj on aura le côté AC, on connaîtra donc deux 
choses outre l'angle droit ; on pourra donc calculer l'angle CAD, 
dont la différence DAO avec un angle droit, sera l'abaissement 
du rayon AD au-dessous du, rayon AO parallèle à la surface 
de la mer en B, Si dans le même triangle ADC on calcule le 
côté AD 9 on aura la plus grande distance à laquelle la vue 
puisse s'étendre, lorsque l'œil est à la hauteur AB. Mais comm» 
les tables ordinaires ne peuvent pas donner l'angle CAD, et 
le côté ADt avec une précision suffisante, lorsque AB est une 
très-petite qnantité à l'égard du rayon delà terre; voici com
ment on peut y suppléer. On concevra AC prolongé jusqu'à 
l a circonférence, en JE;* alors AE étant une sécante, et AD 
tine tangente ; selon ce qui a été dit (129); on aura AE • AD 
ZI AD X AB\ ainsi, pour avoir AD, on prendra(Aritk. 178) 

*ûne moyenne proportionnelle entre AE et AB. 

Par exemple, si l'œil A était élevé de vingt pieds au-dessus 
tde îamer* AB serait de 20 pieds % et AE serait de deux fois 



^gSiîBoo'piedsj plus 20, c'est-à-dire de 39223020 pieds; le 
quarré de AD serait donc de 39223020X20 ou de 784460400; 
donc (Arith. 178 et 179) AD serait de 28008 pieds; c'est-à-
dire qu'un œil élevé de 20 pieds au-dessus de la surface de la 
mer, peut découvrir jusqu'à 28008 pieds% ou une lieue et \ à 
la ronde. Maintenant, pour savoir de combien le rayon visuel 
AD est abaissé à l'égard de l'horizontal AO, on remarquera que, 
vu la petitesse de AB, la ligne AD ne peut différer sensible
ment de Tare BD\ ainsi l'arc BD est 28008 pieds. Or puisque 
le rayon est de 19611600 pieds, on trouvera facilement(152) 
que la circonférence est de 123222688 ; et par conséquent (i53) 
on trouvera le nombre de degrés de l'arc BD y par cette pro
portion , 123222688 ! 28008 :: 36o ô : à un quatrième terme , 
que l'on trouve de o° 4' &4" \ a m s i l'angle A CD, et par con
séquent DAO, est de o° 4' 54"> lorsque AB est de 20 piedsu 

Résolution des Triangles ohlîquangles* 

298. On se sert du terme de triangles obliquangles> pour 
désigner èn général les triangles qui n'ont point d'angle droit. 

299. Dans tout triangle rectiligne, te sinus d'un angle est 
au côté opposé à cet angle, comme le sinus de tout autre angle 
du même triangle, est au côté qui lui est opposé. Car si l'on 
imagine un cercle circonscrit au triangle ABC (Jig- i53) , et 
qu'ayant tiré les rayons DA, DB, DC % on décrive d'un rayon 
Db égal à celui des tables, le cercle abc ; qu'enfin on tire les 
cordes ahy be, ac qui joignent les points de section a , b, c; 
il est facile de voir que le triangle abc est semblable au triangle 
ABC\ car les lignes Day Db étant égales, sont proportionnelles 
aux lignes DAy DB\ donc ( i o 5 ) ab est parallèle à AB\ ou 
prouvera de même que bc est parallèle à BC et ac parallèle à 
AC\ donc ( 1 1 1 ) ^ : ab :; BC : bc ou AB : iab'.lBCl^ bc ; 
or la moitié de la corde ab est (270) le sinus de ah moitié de 
l'arc ahb : et cette moitié de l'arc ahb est la mesure de l'angle 
acb qui a son sommet à la circonférence, et qui est égal 



l'angle ACB\ donc \ ab est le sinus de l'angle ACB ; on prou
vera de même que \ bc est le sinus de l'angle BAC; donc 
AB : sin ACB ::BC: sin BAC. 

3 G O . Cette proposition sert à résoudre un triangle. ï°. Lors
qu'on connaît deux angles et U N côté. 2°. Lorsqu'on connaît deux 
côtés et un angle opposé à l'un de ces côtés. 

I. CAS. Si l'on connaît l'angle B > l'angle C, et le côté BC 
0%* 65 ) , on aura l'angle A > en ajoutant les deux angles B et 
C, et retranchant leur somme de ï8o°;. et pour avoir les deux 
côtés AC et AB , on fera les deux proportions : 

sin A : JBC:: sin B : AC sm A : BC : : sin c : AB. 

C'est ainsi qu'on peut résoudre, par le calcul, la question 
que nous avons examinée (121). Par exemple , si l'angle B a 
été observé de 78 0 bjr, l'angle' C de 47° 34', et le côté BC de 
184 pieds, on aura.53° 29' pour l'angle A, et l'on trouvera 
les deux autres côtés, par ces deux proportions : 

sin 53° 29' : 1S4: : 51« 78° 57' : Ac sin 53° 29' : 184 wsînfc? 34' : AB 

Opérant par logarithmes, il vient 

Log. 1 8 4 . . . . . . 2,2648178 
Zog. sin 78« .57' •.,..<. . 9,9918727 
Complément arithmétique log. sin 53° 29 ' . . . 0,0949148 

S o m m e diminuée de 1 0 , ou log. A C 2,35i6o53 

On verra de même que log. AB— 2,227826b. On en déduira 
que AC est de 224P> 7, et AB, de i6<)p. 

II. CAS. Si l'on connaît le côté AB (fig. i^i ) , le côté BC 
et l'angle A, on déterminera l'angle C en calculant son sinus 
par cette proportion : BClsin A l AB l sin C. 

Mais il faut remarquer, selon ce que nous avons déjà dit c i -
dessus (267), que l'angle C ne sera déterminé qu'autant qu'on 
saura s'il doit être aigu ou obtus. Par exemple, que AB soit 
de 68 pieds > BC de 3j, et l'angle A de 32° 28, la proportion 



sera ^7 î sin 32° 28 II 68 : sin C. On trouvera, que ce sinus 
répond, dans les tables, à 8o° 36'; mais comme le sinus d'un 
angle appartient aussi au supplément de cet angle, on ne «ait 
si Ton doit prendre 8o° 36V ou son supplément 9g0 24'; mais 
si l'on sait que l'angle cherché doit être aigu, alors on est sûr 
qu'il est, dans ce cas-ci, de 8o° 36' , et le triangle a alors la 
figure ABC ; si, au contraire, il doit être obtus, il sera de 

24', et le triangle aura la figure ABp. 
Avant d'établir les deux propositions qui servent à résoudre 

les autres cas des triangles, il convient de placer ici une pro
position qui nous sera utile pour l'application de ces deux pro
positions. 

301. Si Von connaît la somme de deux quantités et leur dif
férence > on aura la plus grande de ces deux quantités, en 
ajoutant la moitié de la différence y à la moitié de la somme; 
et la plus petite y en retranchant} au contraire, la moitié de 
la différence , de la moitié de la somme. En effet, puisque 
la somme comprend la plus grande et la plus petite, si à cette 
somme on ajoutait la différence, elle comprendrait alors le 
double de la plus grande ; donc la plus grande vaut la moitié 
de ce tout, c'est-à-dire la moitié de la somme des deux quan
tités , plus la moitié de leur différence. Si de la somme on ôtait 
la différence, il resterait le double delà plus petite; donc la plus 
petite vaudrait la moitié du reste, c'est-à-dire la moitié de la 
gomme, moins la moitié de la différence. 

302. Dans tout triangle, rectiligne ABC (fig. i54 et i55 ) , 
si de l'un des angles on abaisse une perpendiculaire sur le coté 
opposé ; on aura toujours cette proportion : le côté AC sur le
queltombe, ou sur le prolongement duquel tombe laperpen-
diculaire, est 4 Ici somme AB-j-BC des deux autres côtés, 
comme la différence AB — BC de ces mêmes côtés, est à la 
différence des segmens AD et DC é ou à leur somme, selon 
que la perpendiculaire tombe en dedans ou au dehors du triangle-
Décrivez ,du point B comme centre, et d'un rayon égal au 
côté BC, la circonférence CEHF, et prolongez le côté AB? 



jusqu'à ce qui l la rencontre en E. Alors AE et A C sont deux 
sécantes tirées d'un même point, pris hors du cercle ; donc > 

selon ce qui a été dit (127) , on aura cette proportion : AC 
l AE : : AG : AF. Or , AE est égal à AB+BE ou AB+BC; 
AÙ est égal à AB—BG ou AB—BC; et ^ F e s t (fig. i54) 
égala AD —DFou (h2)stAD— DC; donc : AB+BC 

: : JB — BC: AD —DC. Dans la figure i55, A F est égal 
à AD-\-DF, ou AD-\-DC\ -on a donc , dans ce cas > 

: ^ + £ C : : AB—BC: AD + 

3o3. Donc lorsqu'on connaît les trois côtés d'un triangle, 
on peut, par cette proposition, connaître les segmens formés 
par la perpendiculaire menée d'un des angles, sur le côté op
posé; car alors on connaît (Jig* *54) ï'a somme AC de ces 
segmens, et la proportion qu'on vient d'enseigner, fait con
naître leur différence, puisqu'alors les trois premiers termes 
de cette proportion sont connus ; on connaîtra donc chacun 
de ces segmens, par ce qui a été dit (3oi). Dans la figure *55, 
on connaît la différence des segmens AD et CD qui est le 
côté même AC % et la proportion détermine la valeur de leur 
somme. 

3o4* Il est aisé, d'après cela, de résoudre cette question :: 
Connaissant les trois cotés d'un triangle, déterminer les angles. 
On imaginera une perpendiculaire abaissée de Fun de ces angles, 
ce qui donnera deux triangles rectangles ADB, CDB. On cal
culera , par la proposition précédente, (3o3) , l'un des segmens 
CD, par exemple, et alors, da»s> le triangle rectangle CDB A 

connaissant deux côtés BC et CD outre l'angle droit, on cal
culera facilement l'angle C, par ce qui a été dit (296}. 

EXEMPLE . Le côté AB est de 142 pieds, le côté BC de 64. 
et le côté AC de 184 ; on demande l'angle C. Je calcule la 
différence des deux segmens AD et DC, par cette proportion : 
184 : i4» + (>4 * 4 2 — 64 : AD — DC, que je trouve valoir 
87, 3a; donc (3oi)lepîus petit segment CD vaut la moitié de 
i84> moins la moitié de 87, 32, c'est-à-dire 48,04. Cela posé , 
dans le triangte rectangle CDB, je cherche l'angle CBD% 



qui étant une fois connu, fera connaître l'angle C, et pour trou
ver cet angle CBD, je fais cette proportion (2$5) BC\ CD 
:: R isin CBD, c'est-à-dire 64 : 48, 34 : : R : sin Opé
rant par logarithmes, on trouvera que l'angle C est de 4o° 57'«, 

On peut résoudre ce même cas, par cette autre règle , dont 
nous ne donnerons la démonstration que dans la troisième par
tie de ce Cours. De la moitié de la somme des trois côtés , re
tranchez successivement chacun des deux côtés qui comprennent 
l'angle cherché; ce qui vous donnera deux restes. Faites ensuite 
cette proportion : le produit des deux côtés qui comprennent 
l'angle cherché, est au produit des deux restes, comme le quarré 
du rayon est au quarré du sinus de la moitié de l'angle cherché; 
ce qui, en employant les logarithmes, sa réduit à cette règle. 
Au double du logarithme du rayon , ajoutez, les logarithmes 
des deux restes , et du tout retranchez la somme des loga
rithmes des deux côtés qui comprennent l'angle cherché ; ce qui 
restera sera le logarithme du quarré du sinus de la moitié 
de Vangle cherché ; prenez la moitié de ce reste, ce sera 
( Arith. 23o) le logarithme de ce sinus, que vous chercherez 
dans les tables ; ayant alors la moitié de l'angle, il ny aura 
plus quà doubler cette moitié. Ainsi, dans l'exemple que nous 
venons de proposer, j'ajouterais les trois côtés 184/64, i 4 2 * 
et de io,5, moitié de leur somme, je retrancherais successive
ment 184 et 64i ce qui me donnerait 11 et i3i pour restes. 
Alors ajoutant à 20,0000000double du logarithme du rayon, 
les logarithmes 1,0413927, 2,1172713 des restes 11 et i3i , 
j'aurais 23,1686640, duquel retranchant la somme 4,0709978 
des logarithmes 1,8061800 et 2,2648178 des côtés 64 et i84> il 
me resterait 19,0876662, dont la moitié 9,543833i est le lo 
garithme du sinus de la moitié de l'angle C ; on trouve dans 
les tables, que cette moitié est 20 0 28' » , dont le double est 
400 57'. Donc enfin C=4°°^7 / > comme ci-dessus, 

Cette proposition peut servir à calculer les distances, lors
qu'on n'a point d'instrument pour mesurer les angles; c'est le 
moyen de faire, par le calcul, ce qu'il était question de faire 



par lignes, au n Q (122). Le cas où l'on a à résoudre un triangle 
dont on connaît les trois côtés ; peut arriver souvent, lorsqu'on 
a. à calculer plusieurs triangles dépendons les uns des autres. 

305. Dans tout triangle rectiligne, la somme de deux côtes 
est à leur différence y comme la tangente de la moitié de la 
somme de deux angles opposés à ces côtés > est à la tangente 
de la moitié de leur différence. Car selon ce qui a été dit (239) 
on a ( fig. i5G) 

A в : sin с : : а с : sin в ; don.p ( 97 ) 

AB-h AC : AB—AC : \sin C-h sin В : sin C—sin В y m ( 2 S 6 ) 

sin C+sinB * sin С —sin В ; : tang -

D o n c , AB + AC : AB —AC : : tang 

306. Cette proposition sert à résoudre un 'txiangle dont on 
connaît deux côtés et Vangle compris. Car si. l'on connaît 
l'angle A, par exemple,, on connaît aussi la somme des deux 
angles В et C, en: retranchant l'angle A de 1800. Donc en pre
nant la moitié du reste qu'on aura par cette soustraction, et 
cherchant sa tangente dans les tables* on àura, avec les deux 
côtés A В et A С supposés connus, trois termes de connus dans 
la proportion qu'on vient de démontrer : on pourra donc calcu
ler le quatrième, qui fera connaître la moitié de la différence 
des deux angles В et C cAlors connaissant la demi-somme et 
la demi-différence de fies angles, on aura (З01) le plus grand , 
en ajoutant la denii-différènce à la demi-somme ; et le plus 
petit, en retranchant au contraire la demr-différence delà demi-
somme. Enfin ces deux angles étant connus, on aura nécessai
rement le troisième côté, par la proposition enseignée (299}. 

EXEMPLE. Supposons que le côté A В soit de 142 pieds, et 
le côté AC de 120, et l'angle. A de 48 0 ; on demande les deux 
angles С et В et le côté BC. Je retranche 480 de 1800; et il me 
reste 1З20 pour la somme des deux angles С et В , et par con
séquent 66° pour leur demi-somme. Je fais cette proportion 

142 4 - 12c : 142—120 ;: tang 66° ; 



Et opérant par logarithmes, je trouve que ~ {C—Z^—io0 4*'-
Ajoutant cette demi différence à la demi-somme 66°, et la retran
chant de cette même demi-somme, on trouvera C ~ 760 4 1 ' 
et i? = 55° 19'. 

Enfin, pour avoir le coté BC, je fais cette proportion : 
sin c : A B :: sin A : B C , ou 7 6 0 41' : 1 4 2 P : : sin 4 8 0 : BC 

et je trouve que j&C vaut i c 8 p , 4» 
307. Tels sont les moyens qu'on peut employer pour la ré

solution des triangles : voici maintenant quelques exemples de 
l'application qu'on en peut faire aux figures plus composées, 

3ô8. Supposons que C et D (fig. i5j ) sont deux objets 
dont on ne peut approcher, mais dont on a cependant besoin 
de connaître là distance. On mesurera une base AB des ex
trémités de laquelle on puisse appercevoir les deux objets C et 
D: On observera au point A les angles CAB , DAB, que 
font avec la ligne AB, les lignes AC, AD, qu'on imaginera 
aller du pointA aux deux objets C et D; on observera de même 
au point , les angles CBA, DBA. Cela posé, on connaît 
dans le triangle CBA, les deux angles CAB, CBA et le côté 
AB, on pourra donc calculer le côté AC, par ce qui a été dit 
(3oo). Pareillement dans le triangle ADB, on connaît les deux 
angles.. DAB, DBA et le còlè A B ; ainsi on pourra, par le 
même principe, calculer le côté AD ; alors en imaginant la ligne 
CD, on aura un triangle CAD, dans lequel on connaît les deux 
côjés ACj AD qu'on vient de calculer, et l'angle compris CAD ; 
car cet angle est la différence des deux angles mesurés CAB, 
DAB; on pourra donc calculer le côté CD (3o6). 

309. On peut aussi, par ce moyen , savoir quelle est la d i 
rection de CD, quoiqu'on ne puisse approcher de cette ligne. 
CAR* dans le même triangle CAD, on peut calculer L'angle A CD 
que CD fait avec AC; or si,.par le point C, on imagine une 
ligne CZ parallèle à AB, on sait que L'angle ACZ est supplé
ment de CAB, à cause des parallèles (4o); donc prenant la 
différence de L'angle connu ACZ, à L'angle calculé ACD, on 
AURA, l'ANGLE DCZ Q U E CD fait avec CZ O U A Y E C SA PARALLÈLE 



AB-, et comme il est fort aisé d'orienter AB, on aura donc aussi 
la direction âe CD. 

3io . Nous avons dit, en parlant des lignes (3), que пош 
donnerions le moyen de déterminer différens points d'un même 
alignement, lorsque des obstacles empêchent de voir les extré
mités-, l'une de l'autre. Yoici comment on peut s'y prendre. Oil 
choisira au point C(fig. i58 )hors de la ligne A В dont il s'agit, 
et qui soit tel qu'on puisse, de ce point, appercevoir les deux 
extrémités A et В ; on-mesurera les distances A С et CB , sort 
immédiatement, soit en formant des triangles dont ces lignes 
deviennent côtés, et qu'on puisse calculer comme dans l'exemple 
précédent (З08). Alors, dans le triangle ACB, on connaîtra les 
deux côtés A С et CB et l'angle compris ACB ; on pourra done 
(ToG) calculer l'angle BAC. Cela posé, on fera planter, selon 
telle direction^ CD qu'on voudra, plusieurs piquets ; et ayant 
mesuré l'angle ACD, on connaîtra dans le triangle A CD , le 
côté A С et les deux angles A et ACD, on pourra donc (3oo) 
calculer le côté CD; alors on continuera de faire planter des 
piquets dans la direction CD, Jusqu'à ce qu'on ait parcouru 
une longueur égale à celle qu'on a calculée , et le point D où 
Ton s'arrêtera, sera dans l'alignement des deux pointa A et B. 

S u . S'il n'était pas possible de trouver un point C, duquel 
on pût appercevoir à-ïa-fois les deux points A et В, on pour
rait se retourner de la manière suivante. On chercherait un 
point С (Jig. 169 ) , d'où Ton pût appercevoir le point В, et un 
autre point/?, d'où l'on pût voir le point A et le point C. Alors 
mesurant, ou déterminant, par quelque expédier! tiré des prin
cipes précédens, les distances AE, ЕС et CB, on observerait 
au point E l'angle AEC, et au point С Fangle ECB. Cela 
posé, dans le triangle AEC, connaissant les deux côtés AE, 
ЕС, et l'angle compris AEC, on calculerait, par ce qui a été 
dit , (З06), le côté AC et l'angle ECA; retranchant l'angle 
ЕС A, de l'angle observé ECB , on aurait l'angle ACB; et 
comme on vient de calculer AC, et qu'on a mesuré CB, on 
retomberait dans le cas précédent^ comme si les deux poinU 



~d et В eussent été visibles du point С ; on achèvera donc de 
la même manière. 

З12. S'il s'agit de mesurer une hauteur, et qu'on ne puisse 
approcher du pied, comme serait la hauteur d'une montagne 
(fig. 160), on mesurera sur le terrain une base FG des ex
trémités de laquelle on puisse appercevoir le point A , dont on 
veut connaître la hauteur ; ensuite avec le graphomètre dont 
В F et CG représentent la hauteur, on mesurera les angle* 
ABC, ACB, que font, avec la base BC, les lignes В A , 
С A, qu'on imagine aller des deux points В et С au point A\ 
enfin à l'une des stations, en С, par exemple, on disposera 
l'instrument comme on Га fait dans l'exemple relatif à la 
figure i5o , et on mesurera l'angle A CD, qui est l'inclinaison 
de la ligne A С, à l'égard de l'horizon. Alors connaissant 
dans le triangle ABC, les deux angles ABC, ACB et le 
côté В С, il sera facile (З00) de calculer le côté AC - et dans 
le triangle ADC, où l'on connaît maintenant le côté АС , л 

l'angle mesuré ACD, et l'angle D qui est droit, puisque AD 
est la hauteur perpendiculaire, il sera facile de calculer ADm

9 

et on aura la hauteur du point A au-dessus du point С Si 
l'on veut savoir ensuite quelle est la hauteur du point A au-
dessus du point В ou de tout autre point environnant, il ne 
s'agira plus que de niveler ou de trouver la différence de hauteur 
entre les points С et В \ c'est ce dont nous allons parler dans ua 
moment. 

3x3. Nous avons dit, (i55) que pour calculer la surface d'un 
segment AZBV (fig. 74) dont le nombre des degrés de l'arc 
AVB et le rayon sont connus, il fallait calculer la surface du 
triangle IAB, pour la retrancher de celle du secteur IAVB ; 
c'est une chose facile actuellement ; car dans le triangle rec
tangle IZB, on connaît, outre l'angle droit, le côté IB et l'angle 
ZIB moitié de AIB mesuré par Гаге AVB ; on calculera 
donc facilement (296) IZ qui est la hauteur du triangle, et 
BZ, qui est moitié de la base. On peut encore conclure de 
ce qui précède, le moyen de faire un angle ou un arc d'im 



nombre «déterminé de degrés et minutes. On tirera une droite 
CB (fîg. *45) d e grandeur arbitraire, que l'on prendra pour 
côté de l'angle ; et ayant imaginé l'arc BD A décrit du point C, 
le rayon CA et la corde BA, si l'on imagine la perpendicu
laire CI, et si l'on mesure CB, on connaîtra, dans le triangle 
rectangle CJB, l'angle droit, le côté CB et l'angle BCI, moi
tié de celui dont il s'agit; on pourra donc calculer BI^ dont 
le double sera la valeur de la corde AB ; ainsi, prenant une 
ouverture de compas, égale à ce double, du point B comme 
centre, on marquera le point A sur l'arc BD A, et tirant CA\ 
on aura l'angle demandé. 

Du Nivellement. 

3i4« Plusieurs observations démontrent que la surface de la 
terre n'est point plane, comme elle le paraît, mais courbe et 
même sphérique, ou, à très-peu de chose près, sphérique. Lors
qu'un vaisseau commence à découvrir une côte , les premiers 
objets qu'on remarque sont les objets les plus élevés. Or si la 
surface de la terre était plane, en même temps qu'on découvre 
la tour B (Jig. 161 ) , on devrait appercevoir tout le terrain ad 
jacent ABC. Ce qui fait qu'il n'en est pas ainsi, c'est que la 
.surface DAC de la terre s'abaisse de plus en plus à l'égard 'de 
la ligne horizontale DB du vaisseau. Deux points D et B peu
vent donc paraître dans une même ligne horizontale DB, quoi
qu'ils soient fort inégalement éloignés de la surface, et par con
séquent du centre T de la terre. Ce qu'on appelle ligne hori
zontale , c'est une ligne tirée dans un plan qui touche la sur
face de la mer , ou parallèlement à ce pian qu'on appelle plan 
horizontal ; et une ligne verticale est une perpendiculaire à un 
plan horizontal. Ce qu'on appelle niveler, c'est déterminer de 
combien un objet est plus éloigné qu'un autre, à l'égard du 
centre de la terre. 

3 i5 . Lorsque Tun de ces objets, vu de l'autre , paraît dans 
la ligne horizontale qui part de celui-ci, alors ils sont diffé
remment éloignés du centre de la terre. Pour connaître cetiß 



différence, il faut remarquer que la distance à laquelle on peut 
appercevoir un objet terrestre, ou du moins que la distance à 
laquelle on observe dans le nivellement, est toujours assez pe
tite , pour que cette distance DI ( fig. 16s ) , mesurée sur îa 
surface de la terre, puisse être- regardée comme égale à la 
tangente DB ; or on a vu (123) que la tangente DE était 
moyenne proportionnelle, entre toute sécante menée du point 
B, et la partie extérieure BI de cette même sécante; mais 
à cause de la petitesse de l'arc DI, on peut regarder la sé
cante qui passe par le point B et le centre Z7, comme égale 
au diamètre, c'est-à-dire au double de ITy ou au double de 
DT\ donc BI sera, le quatrième terme de cette proportion 
û DT : DI :: DI : BI. Si DI mesuré sur la surface de la 
terre, est de Gooo pieds ; comme le rayon de la terre est de 
1.9.6-11 5oo pieds, on trouvera BI par cette proportion, 
39223000 l 6000 l 6000 C BI , en faisant le calcul, on, 
trouve 0^ ,91783, qui reviennent à H P Q ^ P 1 5 , c ' e s t - à -d i r e , 
qu'entre deux objets B et D éloignés de mille toises, et 
qui seraient dans une même ligne horizontale, la différence 
BI du niveau ou de distance au centre dé la terre*, est de 

11 P0l2 pts. 

316. Quand ona calculé une différencede niveau, comme BI, 
on peut calculer plus facilement celles qui répondent à une 
moindre distance, en faisant attention que les distances BI, 
bi sont presque parallèles et égales aux lignes DQ, Dq f qui 
(170) sont entre elles comme les quarrés des cordes ou des 
arcs DI} Di ; car ici , les cordes et les arcs peuvent être pris 
l'un pour l'autre ; ainsi pour trouver la différence bi de ni 
veau, qui répondrait à 5 c o o pieds, je ferai cette proportion : 

——a 1 

6000 \ 5 G O O \\ 0,91783 \ bi, que je trouve en faisant le cal
cul de 0,63738 ou 7 p 7 y t s §. 

317. Ces notions supposées, pour connaître îa différence de 
niveau de deux points B ç\.A i63) qui ne sont pas dans 
la ligne horizontale menée par l'un d'entre eux, on emploiera 
un instrument propre à mesurer les angles , que l'on disposera 



comme il a été dit dans l'exemple relatif à la figure i 5o ; oil 
observera l'angle BCD, et ayant mesuré la distance CD ou 
CI à l'aide d'une chaîne qu'on tend horizontalement et à di
verses reprises, au-dessus du terrain AVB y on pourra, dans 
le triangle CDB, considéré comme rectangle en D , calculer 
BD , auquel on ajoutera la hauteur CA de l'instrument, et 
la différence DI de niveau, calculée par ce qui vient d'être 
dit ( 3i5 et 3i6 ). Mais comme cette manière d'opérer suppose 
une grande exactitude dans la mesure de l'angle BCD, et un 
instrument bien exact, on préfère souvent d'aller même au but, 
par une voie plus longue, que nous allons décrire. 

3i8, On emploie à à cet effet, un instrument tel que le repré^-
sente \a.Jï*uve 164- C'est un tuyau creux de fer blanc ou d'un 
autre métal, coudé en A et en B\ dans les deux parties émi-
nentes et égales AC, BD , on fait entrer deux tuyaux de verre 
I et Ky mastiqués avec les parties AC et BD. On remplit d'eau 
tout le canal, jusqu'à ce qu'elle s'élève dans les deux tuyaux 
de verre ; cruand elle est à égale hauteur dans chacun , on 
est sûr que la ligne qui passe par la superficie de l'eau élevée 
dans chacun de ces tuyaux, est une ligne horizontale, et on 
l'emploie de la manière suivante. On fait plusieurs stations , 
par exemple, aux points D, C, B (fig* 165 ) : ayant fait éle
ver aux points A etNy deux jalons, l'observateur, qui est en 
D y vise successivement à chacun de ces deux jalons , et fait 
marquer les deux points E et F y qu'on nomme point de mire* 
Faisant ensuite planter un autre jalon en quelque point P au
la de C y on fait marquer de même les deux points de mire 
G et H', on mesure, à chaque station, les hauteurs AE y GF, 
JH, etc. , et après leur avoir appliqué ( 3 i 6 ) la correction de 
niveau qui convient aux distances KEy KF, LG , etc., esti* 
niées grossièrement, en ajoute ces hauteurs, et on a la diffé
rence de niveau entre A et B. Si dans le cours de ces opé
rations, on n'allait pas toujours en montant, on sent bien qu'au 
lieu d'ajouter , il faudrait retrancher les quantités dont on a 
descendu. On peut voir , sur cette matière, le Traité du 
Nivellement de M. PICARD, Paris, 1728. 



TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 

Notions préliminaires* 

3i9. X J n triangle sphérique est une partie de la surface 
de la s'phère , comprise entre trois arcs de cercle qui ont tous 
trois pour centre commun le centre de la sphère, et qui sont 
par conséquent trois arcs de grand cercle de cette même 
sphère. Si des trois angles A, F, G, du triangle sphérique AFG 
(fig. 166 ) , on imagine trois rayons AC> FCy GC menés au 
centre C de la sphère } on peut se représenter l'espace CAFG , 
comme une pyramide triangulaire qui a son sommet C au centre 
de la sphère, et dont la base AFG est courbe, et fait partie 
de la surface de cette sphère. Les arcs AF y FG , AG, qui sont 
les côtés curvilignes de la base, sont les rencontres de la sur
face de la sphère avec les plans ACFy FCG, GCA, qui for
ment les faces de cette pyramide. L'angle A compris entre les 
deux arcs AF, AG, se mesure par l'angle rectiligne IAK, com
pris entre les tangentes AI, AK de ces deux arcs. Chacune de 
ces tangentes est dans le plan de l'arc auquel elle appartient y et 
elles sont toutes deux perpendiculaires au rayon CA (48) , qui 
est l'intersection des deux plans ACF, ACG ; donc (191) l'angle 
compris entre ces deux tangentes , est le même que l'angle com
pris entre les plans ACF} ACG des deux arcs; donc 

320. i°. Un angle sphérique quelconque FAG, n'est autre 
ch ose que l'angle compris entre les plans de ses deux côtés AF, A G. 

3a 1 . Q ° . Les angles que forment les arcs de grand cercle qui 
se rencontrent sur la surface d'une sphère 3 ont les mêmes pio-

Géom. , ArtilL et Marine, 11 



priâtes que les angles plans; c'est-à-dire les propriétés énoncées 
(192, i 9 3 e t 194). 

322. Donc deux côtés d'un triangle sphérique sont perpendi
culaires entre eux y quand les plans qui les renferment sont per
pendiculaires entre eux. Si l'on conçoit les deux plans ACG , 
ACF, prolongés indéfiniment dans tous les sens, il est visible 
que la section que chacun formera dans la sphère, sera un grand 
cercle, et que ces deux grands cercles se couperont mutuellement 
en deux parties égales aux points A et D de l'intersection com
mune AC prolongée -, car les deux plans passant par le centre , 
ont pour intersection commune , un diamètre de la sphère. 

323. Donc deux côtés contigus AG, AF d'un triangle sphé
rique, ne peuvent plus se rencontrer qu'à une distance AGD ou 
AFD de 180 0, depuis leur origine. 

324. Si l'on prend les deux arcs AB, AE, chacun de 900 et 
que parles deux points B etEet le centre C, on conduise un plan 
dont la section avec la sphère, forme le grand cercle BEN MO ; 
je dis que ce cercle sera perpendiculaire aux deux cercles ABD, 
AED. Car si l'on tire les rayons BC, EC ,les angles ACB, ACE, 
qui ont pour mesure les arcs AB , AE de 90° chacun, seront 
droits; donc la ligne AC est perpendiculaire aux deux droites 
CE, BC; donc (180) elle est perpendiculaire à leur plan, c'est-
à-dire au cercle BENMO; donc les deux cercles AED , ABD, 
qui passent par la droite AD , sont aussi perpendiculaires à ce 
même cercle (184) ; donc réciproquement ce cercle leur est per
pendiculaire. Comme nous n'avons supposé aucune grandeur dé
terminée à l'angle QAF ou EAB , il est visible que la même 
chose aura toujours lieu, quelle que soit la grandeur de cet angle, 
et que par conséquent le cercle BENMO est perpendiculaire à 
tous les cercles qui passent par la droite AD. La droite AD s'ap
pelle l'axe du cercle BENMO; et les deux points A et D, qui 
sont chacun sur la surface de la sphère, sont dits les pôles de ce 
même cercle. 

325. Concluons donc, i°. que les pôles d'un grand cercle 
quelconque, sont également éloignés de tous les points delà c/r-



conférence de ce grand cercle; et leur distance à chacun de ces 
points, mesurée par un arc de grand cercle, est un arc de 90 0 . 
E T réciproquement, si un point quelconque A de la surface de 
la sphère se trouve éloigné de 90°, de deux points B et E pris 
sur un arc de grand cercle, ce point A est le pôle de ce grand 
cercle. 

326. 2 0 . Que quand un arc B F de grand cercle, est perpen
diculaire sur un autre arc B E de grand cercle, il passe néces
sairement par le pôle de celui-ci, ou du moins il y passerait, 
étant prolongé suffisamment, 

327. 3°. Que si deux arcs B F , E G , de grand cercle, sont per
pendiculaires à un troisième arc de grand cercle B E , le point A 
où ils se rencontrent, est le pôle de celui-ci. 

328. Puisque les deux droites BC, EC, sont perpendiculaires 
au même point C de la droite ADt Y angle B CE qu elles forment, 
est donc (191) la mesure de l'inclinaison des deux plans ABD , 
AED, ou de l'angle sphérique EAB ou GAF ; donc un angle 
sphérique G A F a pour mesure l'arc B E J E grand cercle, que 
ses côtés (prolongés s'il est nécessaire ) comprennent à la dis
tance de 90 0 depuis le sommet. 

329. Si l'on conçoit que le demi-cercle ABD tourne autour 
du diamètre AD , et que de différens points R , B, H de la 
circonférence, on abaisse sur AD, les perpendiculaires RQ, 
BC, HP ; il est évident, i°. que chacun de ces points décrit 
une circonférence de cercle , qui a pour centre le point de A D 
sur lequel tombe cette perpendiculaire, et pour rayon cette per
pendiculaire même. 2°. Que les arcsRS, B E , HL décrits dans 
ce mouvement, et interceptés entre les deux plans A B D , A E D , 
sont tous d'un même nombre de degrés ; car si l'on tire les lignes 
SQ 9 EC, LP, elles seront toutes perpendiculaires sur AD, 
puisqu'elles ne sont autre chose que les rayons RQ, BC, HP, 
parvenus dans le plan AED; donc (191) chacun des angles 
RQS, BCE, HPL, ou chacun des arcs RS, BE, HL, mesure 
1 inclinaison des deux plans ABD, AED ; donc tous ces arcs 
s°nt d'un même nombre de degrés. 3°. Les longueurs de ces 



(*) O n est dans l'usage de compter les longitudes, d'occident en orient J 
le cercle d'où Ton part pour compter les longitudes , s'appelle premier Mé~ 
rldien : les Français ont choijsi celui qui passe par l'île de Fer, la plus ©cei* 
4entale des Canaries. 

arcs RS, BE, H L , sont proportionnelles aux sinus des arcs 
AR , AB , AH, qui mesurent leurs distances à un même pôle A; 
ou, ce qui revient au même , aux cosinus de leurs distances au 
grand cercle auquel ils sont parallèles. Car il est évident que 
ces arcs étant semblables, sont proportionnels à leurs rayons 
RQ,Bc> HP, qui sont évidemment les sinus des axes A R > 
AB, AH, ou les cosinus des arcs BR, o , et BH. 

33o. Si Ton imagine que la sphère ABDMOBN représente 
la terre, et AD son axe , ou celui de ses diamètres, autour du
quel elle fait sa révolution journalière; le cercle BEN MO 
également éloigné des deux pôles A et D, est ce qu'on ap 
pelle Xéquateur. Les cercle* ABD, AED, et tous leurs sem
blables , dont les plans passent par l'axe AD, se nomment des 
méridiens ; les petits cercles dont RS, HL représentent ici des 
parties , se nomment parallèles à ïéquateur, ou simplement des 
parallèles. Les arcs BH, EL , qui mesurent la distance d'un 
parallèle jusqu'à l'équateur, s'appellent la latitude de ce pa 
rallèle ou d'un lieu qui serait situé sur sa circonférence. Pour 
déterminer la position d'un lieu sur la terre, on le rapporte à 
deux cercles fixes perpendiculaires entre eux, tels que ABD M, 
BEN MO, en cette manière. On prend pour cercle de com
paraison, un méridien ABD M qui passe par un lieu connu et 
déterminé : et pour fixer la position d'un autre Heu L, on ima
gine par celui-ci, un autre méridien AELD. Il est visible que 
la position de ce méridien est connue, si l'on sait quel est le 
nombre de degrés de l'arc BE compris entre le point B et le 
point E, où ce même méridien rencontre l'équateur. Le point 
B étant donc le point fixe auquel on rapporte tous les autres 
méridiens, l'arc BE s'appelle alors la longitude (*) du méridien 
AED , et de tous les lieux situés sur ce même méridien ; il ne 



s'agît donc plus, pour déterminer la position du lieu L, que 
de connaître le nombre des degrés de Tare EL , ce qu'on ap
pelle la latitude du lieu L, et qui est aussi la latitude de tous 
les lieux situés sur le parallèle dont HL fait partie. On voit par 
là que tous les lieux situés sur un même méridien, ont une même 
longitude , et que tous ceux qui sont situés sur un même paral
lèle ont une même latitude • mais il n'y a qu'un seul point L ( au 
moins dans une même moitié de la sphère , ou dans un même 
hémisphère ) qui puisse avoir en même temps une longitude et 
une latitude proposées. La position d'un lieu est donc déterminée 
<juand on connaît sa longitude et sa latitude; mais pour la lati
tude , il faut savoir déplus, vers quel pôle on la compte. Ainsi, 
supposant que le pôle A soit celui du midi ou le pôle austral^ 
et D le pôle du nord ou le pôle boréal, il faut savoir si la lati
tude est australe ou boréale, car on conçoit aisément qu'il peut 
y avoir, et qu'il y a, en effet, un point dans ^l'hémisphère aus
tral qui est situé de la même manière que le point L l'est dans 
l'hémisphère boréal. La longueur terrestre d'un degré de grand 
cercle est de 20 lieues marines, c'est-à-dire de so lieues de 
2853 toises chacune; ainsi, si l'on s'avance sur l'équateur, à 
chaque 20 lieues on change d'un degré en longitude ; et si Ton 
marche sur un même méridien , à chaque 20 lieues on change 
d'un degré en latitude. Mais si l'on marche sur un parallèle à l'é
quateur, il est évident qu'à chaque 20 lieues on change de plus 
d'un degré en longitude, et d'autant plus que le parallèle sur 
lequel on s'avance est plus éloigné de l'équateur , c'est-à-dire , 
est par une plus grande latitude. Pour trouver à combien de 
degrés de longitude répond un certain nombre de lieues HL, 
parcourues sur un parallèle connu , il faut faire cette propor
tion : Le cosinus de la latitude est au rayon, comme le nombre 
de lieues parcourues sur le parallèle, est à un quatrième terme, 
qui sera le nombre de lieues de l'arc correspondant BE de l'é
quateur, qui marque le changement en longitude. C'est une suite 
immédiate de ce qui a été dit (329). Par exemple, supposant 
que , par la latitude de 47° Qo> on ait couru 18 lieues sur un 
parallèle à l'équateur, si l'on demande combien on a changé 



en longitude, on fera cette proportion : cos 4j° Qo' °u sin 42 ° 4°' 
l R il 181 est à un quatrième terme qu'on trouvera de 261, 56' 
lesquelles étant divisées par 20 , à raison de 20 lieues par degré, 
donnent, i°, 328, i° 19' 4l" à peu près, pour le changement en 
longitude. Revenons aux propriétés de la sphère. 

331. Supposons que AFJG, BFHG 167) sont deux 
grands cercles de la sphère , et ABDEIH, un troisième grand 
cercle qui coupe perpendiculairement ces deux-là ; il suit de ce 
qui a été dit (326) , que le cercle ABDEIH y passe par les 
pôles des deux cercles AFIG, BFHG ; soient D et E ces pôles, 
et DK, EL les deux axes; puisque les angles ACD, BCE 
sont droits, si de chacun on retranche l'angle commun BCD, 
les angles resrans ACB, DCE seront égaux , et par conséquent 
aussi les arcs AB, DE ; donc tare DE qui mesure la plus 
courte distance des pôles de deux grands cercles est égala tare 
AB qui mesure le plus petit des deux angles que Tun de ces 
cercles fait avec l'autre, 

Propriétés des Triangles sphériques. 

332. II est évident que par deux points pris sur la surface 
d'une sphère , on ne peut faire passer qu'un seul arc de grand 
cercle ; car ce grand cercle est l'intersection de la sphère, p a r 

un plan qui est assujéti à passer par le centre; or il est évident 
que par trois points donnés on ne peut faire passer qu'un seul 
plan. 

333. Quoiqu'un triangle sphérique puisse avoir quelques-
unes de ses parties de plus de 180°, néanmoins nous ne consi
dérerons que ceux dont chacune des parties est moindre que 
1800, parce qu'on peut toujours connaître l'un de ces triangles 
par l'autre. Par exemple , si l'on se représente le triangle 
ABEMV (Jig. 166) formé parles arcs quelconques AB , 
AV> et par l'arc BMV de plus de 180 0; en imaginant le 
cercle entier BMVB, on pourra substituer le triangle BOJ^A 
dont l'arc BOI^est moindre que 180°, au triangle ABEMV'* 



parce que les parties du premier sont ou égales à celles du 
second, ou leur supplément à 18o° ou à 36o° \ ensorte que l'un 
de ces triangles est connu par l'autre. 

334. Chaque côté d'un triangle sphérique est plus petit que 
la somme des deux autres. Gela est évident. 

335. La somme des trois côtés d'un triangle sphérique est tou
jours moindre que 36o°. Car il est évident (334) Q 1 1 6 e s t P^ u s 

petit que AG-\~AF; or AG-\-AF ajoutés avec DG-\-DF ne 
font que 36o°; donc A G -\-AF ajoutés avec FG , feront moins 
que 3Go°. 

336. Soit ABC ( fig. 168 ) un triangle sphérique quelconque; 
DEF un autre triangle sphérique tel que le point A soit le pôle 
de l'arc EF ; le point C , le pôle de l'arc D E ; et le point B, le 
pôle de l'arc D F ; chaque côté du triangle DEF sera supplément 
de Pangle qui lui est opposé dans le triangle ABC , et chaque 
angle de ce même triangle DEF sera supplément du côté qui 
lui est opposé dans le triangle ABC Car puisque le point A 
est lé pôle de l'arc EF, le point E doit être éloigné du point 
A de 0,0° (325); par la même raison , puisque C est le pôle de 
l'arc DE y le point E doit être à g o a du point C; donc (325) 
le point E est le pôle de l'arc AC; on prouvera de même que 
D est le pôle de BC, et F, le pôle de AB. Cela posé , pro
longeons les arcs AC, AB jusqu'à ce qu'ils rencontrent l'arc 
EF en G et H. Puisque le point E est le pôle de ACGt l'arc 
EG est de 90 0 ; et puisque F est le pôle de ABH, l'arc FIT 
est de Q O ° ; donc EG+FH ou EG+FG+GH ou EF+GII 
est de 1800; or G H est la mesure de l'angle A (328), puisque 
les arcs AG, AH, sont de 90°; donc EF-{-A est de 1800; donc 
EF est supplément de l'angle A. On prouvera de la même ma
nière , que DE est supplément de C, et DF supplément de B, 
Prolongeons l'arc AB jusqu'à ce qu'il rencontre DF en L Les 
deux arcs AH et BI sont chacun de 90°, puisque A et B sont 
les pôles des arcs EF, DF ; donc AII+BI ou AH+AB + 
AI ou III-\- AB est de 1800; mais HI est la mesure de l'angle 
F (328), puisque le point F est pôle de HI ; donc F-\-AB est 



de 180 0; donc F est supplément de AB. On prouvera de même 
que E est supplément de AC, et D supplément de BC. 

35j. Concluons de là que la somme des trois angles d'un 
•triangle sphérique vaut toujours moins que 54o°, ou que Zfois 
i8o°, et plus que 1800. Car la somme des trois angles A, B , C 
avec la somme des trois côtés EF, DF, DE, vaut 3 fois 1800 

(338) ; donc , i°. la somme des trois angles A, B} C est moindre 
que 3fois i8o° ou qae §4°° > 2°« ^ a somme des trois côtés EF, 
DF, DE, est (335) moindre que 36o° ou deux fois 18o° ; donc 
il reste plus de i8o°pour la somme des trois angles A> B, C. 

338. Un triangle sphérique peut donc avoir ses trois angles 
droits y et même ses trois angles obtus. On voit donc que la 
somme des trois angles d'un triangle sphérique n'est pas une 
quantité qui soit toujours la même comme dans les triangles 
rectilignes; et par conséquent on ne peut pas, de deux angles 
connus-, conclure le troisième. 

33$. Comme les parties du triangle DE F sont, chacune, 
supplément de celle qui lui est opposée dans le triangle ABCy 

il s'ensuit que l'un de ces triangles peut être résolu par l'autre , 
puisque connaissant les parties de l'un, on a celles de l'autre. 
Nous ferons usage de cette remarque ; et comme les deux 
triangles ABC, DEF reviendront souvent, nous nommerons 
îe triangle DEF triangle supplémentaire, pour abréger le dis
cours. 

34o. Deux triangles sphériques tracés sur une même sphère, 
ou sur des sphères égales, sont égaux ; i°. lorsqu'ils ont un côté 
é%al adjacent à deux angles égaux chacun à chacun j £°. lors
qu'ils ont un angle égal compris entre côtés égaux chacun à 
chacun; 3°. lorsqu'ils ont les trois côtés égaux chacun à chacun; 
4°. lorsqu'ils ont les trois angles égaux chacun ci chacun. Les 
trois premiers cas se démontrent de la même manière que pour 
les triangles rectilignes. ( Voyez 80, 81 et 83.) A l'égard du 
quatrième , comme il n'a pas lieu pour les triangles rectilignes , 
il exige une démonstration à part; la voici : Concevez que pour 
chacun des deux triangles ABC et abc (Jig-168 et 169 ) on ait 



tracé les triangles supplémentaires DEF et def. Si les angles 
A, B, C sont égaux aux angles a, b, c chacun à chacun, les 
côtés EF, DF, DE supplémens des premiers angles, seront donc 
égaux aux côtés ef, df, de , supplémens des derniers; donc, par 
le troisième des quatre cas qu'on vient d'énoncer, ces deux 
triangles DEF et def seront parfaitement égaux; donc les angles 
D, E, F seront égaux aux angles d, e9 f, chacun à chacun ; 
donc les côtés BC y ACy AB, supplémens de ces trois premiers 
angles , seront égaux aux côtés bc, ac, ab , supplémens des trois 
derniers. 

341. Dans un triangle sphérique isoscèle, les deux angles op
posés aux côtés égaux, sont égaux) et réciproquement si deux 
angles d'un triangle sphérique sont égaux, les côtés qui leur sont 
opposés , sont aussi égaux. Prenez sur les côtés égaux AB, AC 
(Jig. 170 ) , les arcs égaux AD, AE, et concevez les arcs de 
grand cercle DC, BE ; les deux triangles ADC, AEB qui ont 
alors un angle commun compris entre deux côtés égaux chacun à 
chacun, seront égaux (34o). Donc l'arc BE est égal à l'arc CD-, 
donc les deux triangles BDC et BEC sont égaux, puisqu'outre 
DC égal à BE, comme on vient de le voir, ils ont de plus le 
côté BC commun, et que d'ailleurs les parties BD, CE sont 
égales, puisque ce sont les restes de deux arcs égaux AB, AC 
dont on a retranché des arcs égaux AD , AE. De ce que ces 
deux triangles sont égaux, on peut donc conclure que l'angle 
DBC ou ABC est égal à l'angle ECB ou ACB. Quant à la se
conde partie delà proposition , elle est une suite de la première, 
en imaginant le triangle supplémentaire ; car si les deux angles 
B et C (Jig. 168 ) sont égaux ; leurs supplémens DF, DE seront 
égaux ; le triangle DEF sera donc isoscèle ; donc les angles E et 
F seront égaux; donc leurs supplémens AC et AB seront égaux. 

342. Dans tout triangle sphérique ABC ( fig. 171 ) , le plus 
grand côté est opposé au plus grand angle, et réciproquement. 
Si Tangle B est plus grand que l'angle A, on pourra conduire 
en dedans du triangle un arc BD de grand cercle, qui fasse 
l'angle ABD égal à l'angle BAD, et alors BD sera égal à AD, 



(340; or BD-\-DC est plus grand que2?C; donc aussi AD-\-DC 
ou AC est plus grand que BC. La réciproque se démontrera 
Facilement, et d'une manière analogue, en employant le triangle 
supplémentaire. 

Les dernières propositions que nous venons d'établir, sont 
utiles pour se diriger dans la résolution des triangles sphériques, 
où tout ce que l'on cherche se détermine par des sinus ou des 
tangentes, qui, appartenant indifféremment à des arcs plus pe
tits que 90 0, ou à leurs supplémens , peuvent souvent laisser dans 
l'incertitude sur celui de ces deux arcs qu'on doit adopter; mais 
ces connaissances ne sont pas suffisantes pour découvrir dans 
quels cas ce que l'on cherche doit être plus grand ou plus petit 
que go°, et dans quels cas il peut être indifféremment plus grand 
ou plus petit. 

Moyens de reconnaître dans quels cas les angles ou les côtés 
quon cherche dans les Triangles - sphériques - rectangles > 
doivent être plus grands ou plus petits que 90°. 

343. Quoique deux angles et même les trois angles d'untriangle-
sphérique-rectangle puissent être droits, et que par conséquent 
il puisse y avoir deux et trois hypoténuses , néanmoins nous n'ap
pellerons hypoténuse, que le côté opposé à l'angle droit que nous 
considérerons; et nous appellerons les deux autres angles , angles 
obliques. 

344' Chacun des deux angles obliques d'un triangle-sphét
riqué-rectangle est de même espèce que le côté qui lui est op
posé ; c est-à-dire quil est de 90 0, si ce côté est de 90°; et plus 
grand ou plus petit que go°, selon que ce côté est plus grand 
ou plus petit que 90 0 . Que B (fîg. 172 ) soit l'angle droit; si BC 
est moindre que 90 0 , en le prolongeant jusqu'en D, de manière 
que BD soit de 90 0 , le point D sera le pôle de l'arc AB (326) ; 
donc l'arc de grand cercle DA, conduit à l'extrémité du côté 
ft A > sera perpendiculaire sur BA ; donc l'angle DAB sera droit ; 
donc CAB est moindre que go°. On prouvera, d'une manière 
semblable, les deux autres cas. 



345. Si les deux côtés, ou les deux angles d'un triangle 
sphérique-rectangle sont tous deux plus petits ou tous deux plus 
grands que §o°, l'hypoténuse sera toujours plus petite que 90°; 
et au contraire , elle sera plus grande que 90 0, si les deux côtés 
ouïes deux angles sont de différente espèce. Car, en supposant" 
la même construction que dans la proposition précédente, si AB 
est aussi moindre que 90 0 , l'angle ADB qui doit (344) erre de 
même espèce que le côté AB, sera moindre que 90 0; par la 
même raison, l'angle ACB sera moindre que 90°', donc ACD 
sera obtus , et par conséquent plus grand que ADC ; donc AD 
sera plus grand que AC (342); or AD est de 90 0; donc AC est 
moindre que 90 0. 

Pareillement, si les deux côtés BC et AB de l'angle droit B 
(fie- 17^)> s o n t t o u s deirx plus grands que 90 0 , l'hypoténuse 
A C sera encore plus petite que 90 0 ; car si l'on prend BD de 90% 
D étant le pôle de l'arc AB, DA sera de 90 0; or , puisque AB 
est de plus de 90°, l'angle ACB sera obtus (344) "> ^ e n s e r a 

de même, et par la même raison, de l'angle ADB\ donc ADC 
est aigu, et par conséquent plus petit que ACD ; donc aussi 
AC sera plus petit que AD (342); c'est-à-dire moindre que 900* 
Si AB (fig. 174) e s t moindre que 90 0, et BC plus grand, alors 
l'angle ACB qui est de même espèce que AB (344) > s e r a 

aigu ; il en sera de même de l'angle ADB ; donc ADC sera 
obtus , et par conséquent plus grand que ACD; donc ^ C s e r a 
plus grand que AD ; c'est-à-dire plus grand que 90 0. Quant aux 
angles comparés à l'hypoténuse, la vérité de cette proposition 
suit de ce que ces angles sont, chacun, de même espèce.que le 
côté qui lui est opposé (344)* 

346. Donc, i° . selon que l'hypoténuse sera plus petite ou plus 
grande que 90 0, les côtés seront de même ou de différente espèce 
entre eux ; et il en sera de même des angles obliques. 

347. 2° . Selon que l'hypoténuse et un côté seront de même 
ou de différente espèce , l'autre côté sera plus petit ou plus 
grand que 90°, et il en sera de même de l'angle opposé à ce 
dernier côté. 



Principes pour la résolution des Triangles-* 

sphériq ues-rectangles. 

548. La résolution des triangles-sphériques-rectangles ne dé
pend que de trois principes que nous allons exposer successive
ment, et que nous éclaircirons ensuite par des exemples. Le 
premier de ces principes est commun aux triangles-rectangles 
et aux triangles obliquangles. Chaque cas des triangles-sphéri-
ques-rectangles peut-être résolu par une seule proportion, que 
l'on trouvera toujours par l'un ou l'autre des trois principes 
suivans. 

349. Dans tout triangle-sphérique ABC (fig. 175), on a 
toujours cette proportions : Le sinus d'un des angles est au sinus 
du côté opposé à cet angle , comme le sinus d'un autre angle 
est au sinus du côté opposé à celui-ci. Soit H le centre de la 
sphère : BH, AH> CH, trois rayons : du sommet de l'angle A 
abaissons sur le plan du côté opposé BC\& perpendiculaire AD, 
et par cette ligne conduisons deux plans A DE, AD F, de ma
nière que les rayons BH, CH leur soient perpendiculaires res
pectivement; les lignes AE, DE, sections des deux plans 
ABH, CBH, avec le p l a n ^ D F , seront perpendiculaires sur 
l'intersection commune BH de ces deux plans , et par consé
quent l'angle AED sera l'inclinaison de ces deux plans (191) ; 
donc il sera égal à l'angle sphérique ABC (3so); parla même 
raison l'angle AFD sera égal à l'angle-sphérique ACB. Cela 
posé , les deux triangles ADE, AD F étant rectangles en D 9 

on aura (296) 

R : sin AED II AE: AD et sin AFD : R : : AD : AF; 

donc (100), sin AFD Isin AED :: AE : AF. 

Or les lignes AE, AF étant des perpendiculaires abaissées 
de l'extrémité A des arcs AB, AC sur les rayons BH, CH qui 
passent par l'autre extrémité de ces arcs, sont (269) les sinus de 
ces mêmes arcs; donc et à cause que les angles AED et AFD 



sont égaux aux angles B et C, on a enfin sin C \sinB : : sin AB 
; sin AC. 

55o. Si l'un des angles comparés est droit; comme son sinus 
est alors égal au rayon (274), la proportion peut être énoncée 
ainsi: Le rayon est au sinus de l'hypoténuse, comme le sinus 
d'un des angles obliques est au sinus du côté opposé. 

351. Dans tout triangle-sphérique-rectangle, le rayon est au 
sinus d'un des côtés de l'angle droit, comme la tangente de 
l'angle oblique opposé à Vautre côté de l'angle droit, est à la 
tangente de ce même côté. Soit B (fig. 176) l'angle droit : de 
l'extrémité C du côté BC, menons CI perpendiculaire sur le 
rayon BD de la sphère; et par cette droite CI, conduisons le 
plan CIE de manière que le rayon DA lui soit perpendiculaire. 
Alors l'angle IEC sera égal à l'angle-sphérique A : et puisque 
les deux plans DBC, DBA sont supposés perpendiculaires entre 
eux , la ligne CI perpendiculaire à leur commune section DBY 

sera (185) perpendiculaire au plan DBA, et par conséquent 
(178) à la droite IE. Les triangles-rectangles DIC, EIC, don
nent (296) 

CI y.R: tang IDC, Cil IE: : tang lEClR. Donc ( 100 ) 

DI HE:: tang IEC ; tang IDC y. tang A : tang BC, puis
que l'angle IDC a pour mesure l'arc BC. Or, dans le triangle-
rectangle IED on a (295) DI : IE ::R : sin IDE ou sinAB ; 
donc à cause du rapport commun de DI à IE, on aura, R 

: sin AB :; tang A : tang BC. 
3o2, Dans tout triangie-sphérique-rectangle ABC (fig. 177), 

.si l'on prolonge les deux côtés BC, AC d'un des angles obli
ques jusqu'en D et E , de manière que BD, A E soient chacun 
de 90 0, et qu'on joigne les extrémités D et E par un arc de 
grand cercleT>E ; on aura un nouveau triangle C E D rectangle 
enE, dont les parties seront, ou égales d celles du triangle 
ABC , ou leur complément. Imaginons les côtés AB et DE pro
longés jusqu'à ce qu'ils se rencontrent en F ; puisque BD est de 
go° et perpendiculaire sur AB, le point D est le pôle de l'arc 
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AB (326); donc DF est de 90% et perpendiculaire sur AF, 
par la même raison, AF est de 90 0. Puisqu'on a fait AE de 90 0 , 
et que AF est aussi de 90 0 , le point A est le pôle de DF (o25); 
donc AE est perpendiculaire sur DFy et par conséquent le 
triangle CED est rectangle en E. Cela posé, il est évident que 
ï'angle E est égal à l'angle B, et que l'angle DCE est égal à 
l'angle ACB.(321 ) ; que le côté DC est complément de CB; que 
DE complément de EF, qui (328) est la mesure de l'angle CAB, 
est complément de cet angle CAB, que CE est complément 
de AC ; et que l'angle D qui (328) a pour mesure BF complé
ment de AB, est complément de AB ; donc, en effet, les par
ties du triangle DCE sont ou égales aux parties du triangle 
ACB ; ou sont leur complément. On démontrerait la même chose 
du triangle A HI qu'on formerait, en prolongeant de même au-
dessus de A les côtés BA etAC de l'angle oblique BAC, jus
qu'à ce qu'ils fussent de 900 chacun. 

353. On voit donc que dès qu'on connaît trois choses dans le 
triangle ACB, on connaît aussi trois choses dans chacun des 
deux triangles CED, AHL On voit en même temps, que les 
trois autres parties qui resteraient à trouver dans le triangle ABC, 
feraient connaître les trois autres parties de chacun de ces deux 
triangles CED, AHI, et réciproquement. Donc, lorsqu'ayant 
à résoudre le triangle ABC, on ne pourra faire usage immé
diatement, ni de l'un ni de l'autre des deux principes posés (349 
et 351 ) , on aura recours à l'un ou à l'autre des deux triangles 
CED, AHI ; et alors l'application de l'un ou de l'autre de ces 
deux principes, aura lieu, et fera connaître les parties de ces 
triangles qui donneront ensuite la connaissance des parties du 
triangle ABC, par le principe qu'on vient de poser en dernier 
lieu. Nous nommerons dorénavant les triangles CED, AHI, 
triangles complémentaires. Si les côtés AB, AC, ou AC, BC 
que la proposition démontrée (35s) suppose tous deux plus pe
rils que 900, étaient tous deux plus grands, ou l'un plus grand 
et l'autre plus petit que 900, comme il arrive dans le triangle 
FBC (fig- 178) ; au lieu de calculer ce triangle FBC, on cal-



culerait le triangle ABC formé par les arcs FC, FCfprolongés 
jusqu'à i8o°; les parties de celui-ci étant connues, feraient con
naître celles du triangle FBC. Au reste, il n'est pas indispen
sable d'avoir recours à cet expédient ; la proportion que donnera 
la figure 177 a toujours lieu, soit que les parties du triangle 
soient plus petites que 900, soit qu'elles soient plus grandes. 

Remarquons, à l'égard des triangles-sphériques-rectangles , 
comme nous l'avons fait pour les triangles-rectilignes-rectangles , 
que l'angle droit étant un angle connu, il suffit, pour être en 
état de résoudre un triangle-rectangle, de connaître deux choses 
outre l'angle droit. Passons aux exemples. 

EXEMPLE I. Supposons le côté BC (fg. 177) de i5° 17', 
l'angle A de a3° 4 3 ' ; o n demande l'hypoténuse A C. Pour t rot-
ver l'hypoténuse , on peut faire immédiatement usage du prin
cipe donné (349), en faisant cette proportion, sin A l sin BC 
II R Isin AC, qui n'est autre chose que la proportion énoncée 
(35o), mais dont on a transposé les deux rapports. Cette pro
portion, dans le cas présent, revient à sin s3° 4 S ' • si]l 

Il Rl sinAC. Opérant par logarithmes, on trouvera que l'hy
poténuse AC est de 4°° > S1 e ^ e doit être moindre que de 
900; ou bien elle est de i39° i ' , supplément de 4°° $9', si elle 
doit être plus grande que 90 0 ; car rien ici ne détermine si l'hy
poténuse AC est moindre ou plus grande que 900 ; et ces deux 
solutions sont également possibles, comme il est aisé de s'en 
convaincre par la figure 178, dans laquelle les deux triangles 
ABC, ADEpeuvent, avec le même angle A, avoir le côté BC 
égal au côté DE, et les hypoténuses AC }AE différentes ; mais 
en prolongeant AC, AB jusqu'à ce qu'ils se rencontrent en F, 
on voit que AE est supplément de AC, parce qu'il est supplé
ment de FE qui est égala AC, lorsque DE est égal à BC. 

E X E M P L E II. Pour avoir le côté AB du même triangle ABc 
( fig. 177), on peut appliquer directement la proposition en
seignée (35i), qui fournit cette proportion 

tangA Itang BC llRl sinAB, ou tang 23° 4e*' • tajlg l 5 ° L7* 
:: R : sin AB, 



On en déduit que le côté AB est de 38° 3 o ' o u i4i° 3c/, 
selon qu'il doit être plus petit ou plus grand que 90° , c'est-à-
dire (Jig- 17^>)> selon qu'il doit appartenir au triangle ABC 
ou au triangle ADE. 

EXEMPLE III. L'angle droit, l'angle A et le côté BC étant 
toujours les seules choses connues , pour trouver l'angle C du 
même triangle (fig. 177 ) , je remarque que je ne puis appli
quer aucune des deux analogies enseignées (349 e t 35i ) , parce 
que je n'aurais que deux termes de connus , soit dans l'une , 
soit dans l'autre*, c'est pourquoi j'ai recours au triangle com
plémentaire DCE, dans lequel le côté DE complément de l'angle 
A de a3° 42', sera de 66° 18' ; le côté ou l'hypoténuse DC, 
complément de BC ou de i5° 17', sera de 74° 43' e t l'angle 
DCE est égal à l'angle ACB qu'il s'agit de trouver : or le triangle 
DCE donne (35o), sinDC :R :: sinDE; sinDCE-, c'est-à-dire 
sin 74 0 43' : R :: sin 690 18' \sin DCE. On en déduit que 
l'angle DCE, ou ACB, est de 71 0 40', ou de 1080 20', sup
plément de 71° 40'; car puisque rien ne détermine si le triangle 
ACB est tel que le triangle ACB de la figure 178, ou tel que 
le triangle AED de la même figure, il demeure incertain si l'on 
doit prendre l'angle ACB ou l'angle AED qui en est le sup
plément. 

EXEMPLE IV. Que le côté AB du triangle ABC (fig. 177) 
soit de 48° 5i', et le côté BC de 370 /$ ; si l'on veut avoir 
l'hypoténuse AC, on aura recours au triangle complémentaire 
DCE, dans lequel on connaît alors l'hypoténuse DC, complé
ment de BC ou de 37 0 45' , et qui sera, par conséquent, de 
52° i5'; on connaît aussi l'angle D quia pour mesure BF, com
plément de AB ou de 4^° et qui sera, par conséquent, 
de 4 l D 9'"> e t pour avoir l'hypoténuse AC, il n'y aura qu'à cal
culer le côté CE, qui, étant son complément, la fera con
naître. Or dans le triangle DCE, pour avoir CE on fera cette 
proportion (35o) : R I sin DC II sin D : sin CE, ou R l sin 
52° i5' :t sin 4i°9 : sin CE. D'où, CE = 3i° 21'. Donc AC 
qui en est le complément, ne peut être que 58D 09' t car les deux 
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côtés AB, AC étant de même espèce , l'hypoténuse doit (345) 
être moindre que go°. 

EXEMPLE Y. Les mêmes choses étant données, pour trouver 
l'angle C ou l'angle A, on appliquera directement la proposi
tion (351), qui, pour l'angle A donne R l sin AB il tang A 
: tang BC, ou sin AB l R II tang BC l tang A : c'est-à-dire , 
sin 43° 5i ' : R \ l tang3y° 45' • tang A, Et par la même raison, 
on aura pour l'angle C l sin CB l R II tang AB l tang Cy c'est-
à-dire, sin 37 0 45' l R II tang 48° 5 / : tang C. Opérant par 
logarithmes, on trouvera que l'angle A est de 45° 48' et que 
l'angle C est de 61 0 51 ' , parce que les deux côtés AB, BC étant 
tous deux plus petits que 900, les deux angles A et C doivent 
aussi (344) ê t r e tous deux plus petits que 90 0. 

Ces exemples suffisent pour faire voir comment on doit se 
conduire dans les autres cas; mais pour épargner à ceux qui 
auraient de ces sortes de calculs à faire, la peine de recourir 
aux triangles-complémentaires , nous joignons ici une table qui 
indique quelle proportion il faut faire dans chaque cas. 



Table pour la Résolution de tous les cas possibles 
des Triangles-Sphériques-Rectangles (*) 

htant Trou- t» M- ' jy • Cas ou ce que Ion cherche doit 
1 ' Proportion a faire. ' - j n donnes ver r ' être moindre que 90 0 . 

G Sin AG : R : : sin A B : sin C Si AB est moindre que 900. 
AB, A C A Cot AB : cot AG : : R : cos A Si A B et AG sont de même espèce. 

BG Cos A B : cos AG : : R : cos BC Si AB et A C sont de même espèce. 

A Sin AB : R : : tang BC : tang A Si BC est moindre que 90°. 
A B , B C G Sin BC : R : : tang AB : tang C Si A B est moindre que 900. 

AG R : cos BC : : cos A B : cos A C Si A B et BG sont de même espèce. 

G R : cos AB : : sin A : cas G Si A B est moindre que 90°. ! 
AB, A AG R I cos A : : cot A B : cot AC Si A B et A sont de même espèce. 

PC R l sin A B : : tang A : tang BC Si A est moindre que 90°. 

A Cos AB : R : : cos C : sin A Douteux. 
AB, G A C Sin C : sin A B : : R : sin A C Douteux. 

| BC Tang C : tang AB : : R : sin BC Douteux. 

A Sin A C . R :i s i n B C : sin A Si BC est moindre que 900. 
BC, A C C Cot BC : cot AC : : R ! cos C Si A C et BC sont de même espèce. 

A B Cos BC : cos À C : : R : cos A B Si AG et BG sont de même espèce. 

C Cos BC : R : : cos A : « inC Douteux. 
BG, A AG Sin A : sin BC :: R : sin A C Douteux . 

A B Tang A : tangBC :: R : s inAB Douteux. 

A R ; cos BC ! : sin G : cos A 'Si BC est moindre que 90 0 . 
BC, G A G R ; cos G !* cot BG * cot AG Si BC et C sonl de même espèce. 

A B R : s inBC :: tang G ! tang AB Si C est moindre que 90°. 

C Cos A C : R : : cot A : tang C Si A C et A sont de même espèce. 
A C , A A B Cos A : R t : cot A C : cot AB Si A C et A sont de même espèee. 

BG R ; sin A C : ! sin A : sin BC Si A est moindre que 90°. 

A R : cos AG : ! tang C l cot A Si A C et C sont de même espèce. 
A C , C A B JR ; sin AG :: sin C : sin A B Si C est moindre que 90°. 

BC Cos G : R cot AG I cot BC Si A C et C sont de même espèce. 

AG» Tang G ! cot A C t R ! cos AC Si A et C sont de même espèce. 
A , C A B Sin A : cos C : : R l eos AB Si G est moindre que 90 0 . 

BG Sin G : cos A : : R : cos BG Si A est moindre que 90 0 . 

(*) Cette table s e rapporte au triangle ABC de la figure I77, dans laquelle 
R est l'angle droit. 



Les proportions que renferme cette table, sont toutes fon
dées sur les deux principes enseignés ( 349 e t 35i ) , et appliquées 
soit immédiatement au triangle ABC, soit aux triangles com
plémentaires, puis transportées au triangle ABC. Par exemple, 
la première est la proportion même du n° 349 o u ^ u n ° 35o> 
appliquée immédiatement au triangle ABC, en renversant seu
lement les deux rapports. La seconde est la proportion du n° 35 L 
appliquée au triangle complémentaire CED dans lequel on a 
R ! sin DE : ; tang D : tang CE, ou , en rapportant au triangle 
ABC y R : cos A cotAB : cot AC j ou, en mettant le premier 
rapport à la place du second, cot AB : cot AC y. R : cos A. 

C'est par des triangles-sphériques-rectangles qu'on calcule les 
ascensions droites, et les déclinaisons des astres, par le moyen 
de leur longitude et de leur latitude, et réciproquement ; mais 
ce n'est point encore ici le lieu d'exposer les notions d'astrono
mie que ces objets supposent. 

Des Triangles -Sphériques-Obliquangles* 

354. Les triangles-sphériques-rectangles se résolvent, dans 
tousles cas, par une seule analogie , ainsiqu'on vient de le voir. 
Il n'en est pas de même des triangles-spbériques-obliquangles : 
dans plusieurs cas il faut faire deux analogies. Ces cas exigent 
qu'on abaisse, de l'un des angles du triangle proposé , un arc de 
grand cercle perpendiculairement sur le côté opposé. Comme 
cet arc peut tomber, ou sur le côté même , ou sur le prolonge
ment de ce côté selon les difFérens rapports de grandeur des 
côtés et des angles, il convient, avant d'établir les principes de 
la résolution de ces sortes de triangles, de faire distinguer les 
cas où l'arc perpendiculaire tombe en dedans du triangle, de 
ceux où il tombe au dehors. 

355. Uarc de grand cercle AD (iig. 180) abaissé perpendi
culairement de Tangle A d'un triangle-sphériqueJ sur le côté 
opposé , tombe dans le triangle quand les deux autres angles 
BetC sont de même espèce ; et au-dehors quand ifs sont de dif
férente espèce. Car dans les triangles rectangles ADC, ADB 



(fig. 180 ) , les deux angles B et C doivent être chacun de même 
espèce que le côté opposé AD (344) j donc ils doivent être de 
même espèce entre eux. Dans les- triangles-rectangles ADC > 
ADB de la figure 181, les angles A CD, ABD doivent être de 
même espèce chacun que le côté opposé AD; donc, puisque 
ABC est supplément de ABD, ABC et ACD doivent être de 
différente espèce. 

356. La résolution de tous les cas posibles des triangïes-
sphériques-obliquangles porte sur cinq principes que nous allons 
faire connaître, et sur la résolution des triangles-rectangles; tous 
ces principes ne sont pas nécessaires à la fois pour chaque cas ; 
mais ils le sont pour être en état de les résoudre tous. De ces 
cinq principes nous en avons déjà établi deux; ce sont ceux qui 
sont énoncés aux numéros 336 et 349 > v°Âci les trois autres. 

357. Dans tout triangle-sphérique ABC (lig. 179 ) , si dun 
angle A on abaisse Varc de grand cercle AD perpendiculaire
ment sur le côté opposé BC, on aura toujours cette proportion 
Le cosinus du segment BD, est au cosinus du segment CD , 
comme le cosinus du côté AB est au cosinus du côté AC. Soit 
G le centre de la sphère : du sommet de l'angle A abaissons 
sur le plan BGC de l'arc BC la perpendiculaire AI; elle sera 
dans le plan AGI) de l'arc AD. Conduisons par AI les deux 
plans AIE y AI F y de manière que les rayons GB, GC, leur 
soient respectivement perpendiculaires ; et du point D me 
nons les perpendiculaires DHy DK sur les mêmes rayons. Les 
triangles GIE, GDH, seront semblables à cause des lignes IE> 
DHy perpendiculaires sur GB : par une raison semblable, les 
triangles GDK ; GIF sont semblables. On a donc ces deux pro
portions G H : GE :: GD : GI et GK : GF : GD : GI. 
Donc, à cause du rapport commun de GD à G / , on a GH 
t GE :: GK : GF. Or GH est le cosinus de BD ( 270); GE 9 

le cosinus de AB; GK, le cosinus de CD; et GFy celui de 
AC; donc cos BD : cos AB \ \ cos CD : cos ACy ou en met
tant le troisième terme à la place du second , et le second à la 
place du troisième , cosBD Icos CD :; vos AB : cos AC, 



et par la même raison, cos 

BD-\-cos CDlcosBD—cosCD \: 

donc cot ' 

358. Les mêmes choses étant supposées que dans la propo
sition précédente, on a cette autre proportion : Le sinus de BD 
est au sinus de CD, comme la cotangente de Tangle B, est à la 
cotangente de V angle C. Car les angles A El, A FI sont égaux 
aux angles B et C, chacun à chacun, ainsi que nous l'ayons vu 
dans la démonstration du n° 349 • donc, puisque les triangles 
AIE, A IF sont rectangles, les angles EAI, FAI sont com-
plémens des angles A El, A FI, et par conséquent des angles 
B et C. Cela posé, dans le triangle A EI, on a ( 2 9 6 ) R ; tang 
EAI ou cot B : : AI : IE; et dans le triangle-rectangle AI F, 
on a tang AIF ou cot C : R :: / F : ^ / / ; donc ( 100) cot C 
C coéZ? :: IF : V F . Mais les triangles semblables GFI, GKD, 
et les triangles semblables G EI , GHD donnent 

IF :DK;i GI :GDy et IE : DU \\ GI \ GD. 

Donc, IF :DK;: IE : DE, ou IF: IE : : DK : DU. 

Donc aussi cot C IcotB :: DK : D/ / ; et DK et sont 
les sinus des segmens DC et DB;donc enfin cot C l cotB \ \ sin DC 
l sin DB. 

359. Dans tout triangle sphérique ABC (fig. 180), si d'un 
angle A on abaisse Tare perpendiculaire AD sur le côté opposé 
BC, on a cette proportion ; La tangente de la moitié du coté 
BC, est à la tangente de la moitié de la somme des deux autres 
côtés, comme la tangente de la moitié de leur différence, est 
d la tangente de la moitié de la différence des deux segmens 
CD, BD, ou (fig. 181) à la tangente de la moitié de leur somme. 
On vient de voir (357) que cos AB : cosAC \ : cos BD : cos CD ; 
donc (98) cosAB-\-cosAC:cosAB — cosAC::cosBD+cosCD 
IcosBD—cos CD; mais (?£y)cos AB-\-cosAC'.cosAE—cos AC 



ou cot 

, ou à cause que (280) les cotangentes sont ré

ciproquement proportionnelles aux tangentes, tang 

Or dans 

la figure 180, CD+BD est BC; et dans la figure T 8 I , CD—BD 
est BC; donc, pour la figure 180, on a 

et pour la figure 181 , on a 

ou. 

3Go. Les principes que nous venons d'exposer, et la seconde 
proportion de la table que nous avons donnée pour les triangles-
rectangles , suffisent pour la résolution des triangles-sphériques-
obliquangles, ou du moins, pour déterminer les sinus ou les 
tangentes des différentes parties qui les composent; il y a plu
sieurs cas où trois choses données suffisent pour déterminer tout 
le reste ; mais il y en a plusieurs aussi, où la question reste in
déterminée , parce que ces données ne sont pas suffisantes* pour 
décider si la chose cherchée est moindre ou plus grande que 
30 0. Cependant, quoiqu'à envisager la chose généralement, le 
nombre de ces derniers cas soit assez considérable, il est très-
rare, dans lea usages ordinaires de la Trigonométrie sphérique, 
qu'on ne sache pas de quelle espèce doit être le côté ou l'angle 
qu'on demande. Avant que d'entrer en matière , rappelons-
nous que le sinus , le cosinus , la tangente et la cotangente d'un 
sr.gle ou d'un arc, sont les mêmes pour cet angle ou cet are 
que pour son supplément. 



3frï. On peut réduire le calcul des triangles-obliquangles > 
aux six cas que nous allons d'abord résoudre; et nous en dé
duirons ensuite la résolution des autres. 

QUESTION I. Etant donnés deux côtés AB, AC et un angle 
opposéB (fig. 180), trouver l'angle opposé d l'autre côté donné. 
Faites cette proportion (3^9) sin AC ï sin AB : ; sin B I sin C* 
L'angle C peut être de plus ou de moins de 0,0°. 

QUESTION IL Etant donnés deux côtés AB, AC (fig. 180 ) 
et un angle opposé B , trouver le troisième côté BC. De l'angle 
A opposé au côté cherché, imaginez l'arc perpendiculaire AD ; 
et dans le triangle-rectangle ADB , calculez le segment BD par 
cette proportion qui revient à la même que la seconde de la 
table ci-dessus , 

eosB :Ry. cot AB Vcot BD; O U B : cos B : : tangAB : tang BD. 

Et pour avoir CD, faites cette proportion (357), 

cos AB : cos AC :: cos BD : cos CD. 

Alors, selon que AD tombe dans le triangle, ou hors du 
triangle , vous aurez BC, en prenant ou la somme ou la diffé
rence de BD et BC. 

QUESTION III. Etant donnés les deux angles B et C ( fig. 180), 
et un côté opposé AB, trouver le côté intercepté BC. De l'angle 
A opposé au côté cherché BC, imaginez l'arc perpendiculaire 
AD, et dans le triangle-rectangle ADB, calculez BD par la 
proportion de la question II ; pour avoir CD, faites cette pro
portion (358) , cot B l cotC II sin BD l sin CD ; et pour avoir 
BC prenez la somme ou la différence de CD et BD, selon 
que la perpendiculaire tombe dans le triangle, ou hors du 
triangle. 

QUESTION IV. Etant donnés deux côtés AB, BC (fig. 180) , 
et Vangle compris B , trouver le troisième côté AC. De l'un, 
A des deux angles inconnus, imaginez l'arc perpendiculaire AD 
sur le côté opposé BC. Calculez BD par la proportion de la 
question II. Retranchez BD du côté connu BC (Jig. 180) , 
ou ajoutez-le à ce]côté (fig. 1.81 ) , et vous aurez CD; alor* 



Ayant trouvé cette demi-différence, retranchez-la de la moi
tié de BC , et vous aurez (3oi) le plus petit segment BD. 
Alors , la proportion de la question II donnera l'angle B. Si 
la perpendiculaire devait tomber hors du triangle, la première 
proportion, au lieu de donner la demi-différence, donnerait 
la demi-somme: c'est pourquoi il faudrait alors, pour avoir 
le plus petit segment BD {Ji-g. 181 ) , retrancher la moitié de 
BC de cette demi-somme , parce que c'est BC qui est la diffé
rence des deux segmens. On peut encore résoudre cette ques
tion par une règle semblable à celle que nous avons donnée 
pour un cas analogue dans les triangles-rectangles. Voici cette 
règle. Prenez la moitié de la somme des trois côtés ; de cette 
demi-somme retranchez successivement chacun des deux côtés 
qui comprennent l'angle cherché; ce qui vous donnera deux 
restes. Au double du logarithme du rayon ajoutez les loga
rithmes des sinus de ces deux restes , et du total retranchez 
la somme des logarithmes des sinus des deux côtés qui com
prennent lyangle cherché ; le reste sera le logarithme du quarré 

pour avoir ACy faites cette proportion (357), cos BD I cos CD 
II cos AB I cos AC. 

QUESTION V. Etant donnés deux côtés AB, BC (fig. 180), 
et r angle compris B , trouver l'un des deux autres angles par 
exemple, l'angle C. Du troisième angle A, abaissez l'arc per
pendiculaire AD sur le côté opposé BC. Calculez le segment 
BD par la même proportion que dans la question II. B.etranchez 
BD du côté connu BC {fig. 180), ou ajoutez-le à ce côté 
(Jig 181), et vous aurez CD; et pour avoir l'angle C , faites 
cette proportion (358) sin BD l sin CD II cot B I cot C. 

QUESTION VI. Etant donnés les trois côtés AB., AC,BC 
( fig. 180), trouver un angle, par exemple l'angle B. Ayant 
imaginé l'arc AD perpendiculaire sur le côté BC adjacent à 
l'angle cherché, calculez la demi-différence des deux segmens 
BDyDCy par cette proportion (35^), 



du sinus de la moitié de cet angle. Prenez la moitié de ce 
logarithme restant , et cherchez à quel nombre de degrés et 
minutes elle répond dans la table; ce sera lamoitiè de Vangle 
demandé. Nous démontrerons cette règle dans la troisième 
Partie. 

36a. Ces six cas exposés, voici comment on peut en déduire 
les six autres. 

QUESTION VIT. Étant donnés deux angles F et G (fig. 182) 
et un côté opposé GE , trouver le côté EF opposé à l'autre 
angle connu G. Imaginez le triangle supplémentaire ABC ; 
prenant les supplémens des angles F et G et du côté GK 
vous aurez (356) les côtés AC, AB et l'angle B; si vous 
calculez l'angle C par ce qui a été dit dans la question 1, 
son supplément sera le côté EF (336). Au reste ce n'est 
que pour conserver l'analogie avec les cas suivans, que nous 
donnons cette solution ; car la question présente se résout im
médiatement par la proposition enseignée (34,9) > e n faisant cette 
proportion sin F l sin GE \ l sin G * sin FE. 

QUESTION VIII. Étant donnés deux angles F et G (iig. 182) 
et un côté opposé GE , trouver le troisième angle E. Prenez les 
supplémens des trois choses données , et vous connaîtrez dans 
le triangle supplémentaire AC, AB et l'angle B ; calculez donc 
le côté BC, par la question II, le supplément de ce côté sera 
la valeur de l'angle E (336). 

QUESTION IX. Étant donnés les deux côtés EG, EF (Eg. 182) 
et un angle opposé G, trouver l'angle E compris entre les deux 
côtés connus. Prenez les supplémens des trois choses données , 
et dans le triangle supplémentaire ABC, vous connaîtrez l'angle B9 

l'angle Cy et le côté AB ; il s'agira de calculer le côté BC 
ce qui se fera parla question III. Le supplément de BC sera 
la valeur de l'angle E (336). 

QUESTION X . Etant donnés deux angles G etE(Eg. 182) et 
le côté intercepté GE, trouver le troisième angle F. Prenez les 
supplémens des trois choses données, et dans le triangle sup-



(*) Nous négligeons les secondes dans cet exemple. 

plémentaîre ABC, vous connaîtrez AB,BC, et Tangle com
pris B; il s'agira de calculer AC; ce qui se fera par la ques
tion IV. Le supplément de-^C sera l'angle demandé F (336). 

QUESTION XL Étant donnés deux angles G et E (fig. 182) 
et le côté intercepté G E , trouver l'un des deux autres côtés ; 
trou ver F E , par [exemple. Prenez les supplémens des tro/s choses 
données, et dans le triangle supplémentaire ABC, vous con
naîtrez AB, BC, et l'angle compris B ; il s'agira de calculer 
l'angle C y ce qui se fera par la question V. Le supplément de C 
sera la valeur du côté FE (336). 

QUESTION XII. Étant donnés les trois angles E , F , G 

(Kg. 182 ) , trouver Vun des côtés, le côté E G , par exemple* 
Prenez les supplémens des trois choses données, et dans le triangle 
supplémentaire ABC, vous connaîtrez les trois côtés BC, AC, 
AB ; il s'agira de calculer l'angle B , ce qui se fera par la ques
tion VI. Le supplément de B sera la valeur du côté cher
ché (336), 

Avant de passer aux exemples , remarquons que quoique 
plusieurs cas des triangles-obliquangles exigent deux analogies, 
il y a cependant une espèce de triangles - obliquangles qui peut 
toujours être résolue par une seule analogie ; ce sont ceux dont 
un côté est de 0,0° ; car en employant le triangle supplémentaire, 
ce triangle devient un triangle-rectangle. Donnons quelques 
exemples. 

EXEMPLE de la question IV. Supposons que le point F 
(Jig* 166 ) marque la position de Paris sur la terre; le point G 
celle de Toulon : on sait, par les observations astronomiques , 
que la latitude de Paris , ou l'arc BF, est de 48 0 5o' (*); que la 
latitude de Toulon, ou l'arc GE, est de 43° 7'; et que la dif
férence de longitude entre Paris et Toulon, ou l'arc BE, ou 
l'angle BAE ou F AG, est de 3° 37'. On demande quelle est 
la plus courte distance de Paris à Toulon. Le chemin le plus 
court pour aller d'un point à un autre sur la surface d'une sphère, 



est Tare de grand cercle qui passe par ces deux points. Imagi
nons l'arc FG de grand cercle. Si des arcs AB, AE de Q O ° 
chacun, nous retranchons les arcsBF, EG, qui sont de 48 0 5o' 
et 43° 7 ' , nous aurons les arcs A F, AG, de 41 0 10' et 46 0 53' . 
Nous connaîtrons donc, dans le triangle AFG, les deux côtés 
AF, AG et l'angle compris FAG; il est question de calculer 
le troisième côté FG. Représentons le triangle FAG, par 
le triangle ABC (Jig. i83) et supposons AB de 4*° 1 0 ' J > 
de 46 0 53' et l'angle B de 3° 37'; alors, selon la règle donnée 
dans la question IV, je calcule le segment BD par cette p ro 
portion :. 

R : cosin 3° 5 y : : tang4i° 10'' : tang BD. 

Opérant par logarithmes, j'ai 
Log. cos. 3° 3 / 9,999134s 
Log. tang. 4i° 10' • . 9,g4 17 1^5 

Somme ld>94°%477 
Log. du rayon , • . . 10 

E.este ou log. tang. BD 9,9408477 

Qui , dans la table, répond à 4*° 7' \ retranchant 4*° 7'» de 
BC, c'est-à-dire de 46 0 53 ' ; nous aurons 5° 4& pour le seg
ment CD. 

Pour trouver le côté AC, je fais , conformément à ce qui a 
été prescrit dans la question IV, cette proportion : 

cos 410 7' : cos 5° 46' :: cos 41 0 10' : cos AC. 

Et opérant par logarithmes, je trouve que AC est de 6° 11',. 
qui, à raison de 20 grandes lieues par degré, valent 124 grandes 
lieues, à peu près; mais en lieues moyennes ou de 25 au degré, 
cela revient à i54 lieues environ. 

EXEMPLE de la question VI. Nous avons dit ( i38) , en par
lant de la manière de lever les plans , que nous donnerions les 
moyens de réduire les angles observés au-dessus ou au-dessous 
d'un plan horizontal , à ceux qu'on observerait dans ce plan 
même. En voici la méthode. Supposons que A, B , C (Jig- *84) 
«oient trois points différemment élevés au-dessus du plan liori-



zontal HE, et imaginons les perpendiculaires Bb, Aa, Ce sut 
ce plan; on aura un triangle abc dont les sommets a, b, c r e 
présentent les objets A, B, C de la manière dont ils doi
vent être représentés sur une carte. Supposant qu'on ait pu , 
du point A} observer les deux points B et C, on demande ce 
qu'il faut faire pour déterminer l'angle a. On mesurera au point 
A l'angle BAC et les angles BAa, CAa; le premier peut être 
mesuré sans aucune difficulté ; à l'égard de chacun des deux 
autres , de l'angle BAa, par exemple, on disposera l'instrument 
dans le plan vertical qu'on imagine passer par AB , et plaçant 
un des diamètres horizontalement , par le moyen du fil à-plomb 
qui alors marquera la ligne Aa, on dirigera l'autre diamètre 
au point B, et on verra sur l'instrument combien il y a de de
grés entre le fil à-plomb et le diamètre dirigé au point B , ce 
qui donnera l'angle BAa; on trouvera de même l'angle CAa. 
Cela posé, si l'on conçoit que d'un rayon quelconque AD et 
du point A comme centre, on ait décrit les arcs DF, DG, GF, 
dans les plans des angles BAC, BAa , CAa; on aura un 
triangle sphérique DGF, dans lequel on connaîtra les côtés 
DF, DG, GF, mesures des angles BAC, BAa, CAa qu'on a 
observés; l'angle DGF de ce triangle sera égal à l'angle bac, 
puisque les deux droites ba, ac, étant perpendiculaires à l'in
tersection Aa des deux plans Ab, Ac, font le même angle que 
ces plans, et par conséquent (020) un angle égal à l'angle sphé
rique DGF. Supposons donc que les angles observés, BAC, 
BAa, CAa, soient respectivement de 82 0 10', 77 0 42\ 74° s4> 
il s'agit donc (fîg. 180) de calculer l'angle B opposé au côté 
AC de 820 10', dans le triangle sphérique ABC, dont les trois 
côtés AB, AC, BC, sont respectivement de 74° ^4'} l0'> 
77 0 42'. Donc, conformément à ce qui a été dit dans la ques
tion VI , je calculerai la demi-différence des deux segmens 
BD et CD, par cette proportion, 

tang 38° 5i ' : tang 78 0 17' : : tang 3° 53' : tang 

Opérant par logarithmes, je trouve ~ (CD—BD)=z22° j \ 



Retranchant 22° 7', qui est la demi-différence, de la moitié 
de BC > c'est-à-dire de 38° 5 i ' , nous aurons (3oi) le plus petit 
segment BD de 160 44 ? alors dans le triangle-rectangle ADB, 
pour avoir l'angle B, je fais , conformément à ce qui a été 
dit dans la question VI, cette proportion : 

tangAB\tangBD\\R\cosB, outangy4°24f :tangiG°44r::R:cosB0 

Opérant par logarithmes, on trouve 85° 12', pour la valeur 
de l'angle B, c'est-à-dire ( fig. 184) de l'angle bac. Pour ré
duire l'angle C à l'angle c, on ferait un calcul semblable, en 
supposant qu'on eût observé l'angle ACB, l'angle ACc, et 
l'angle BCc. A l'égard du troisième angle b, il n'est pas néces
saire de le calculer, parce que le triangle abc étant rectiligne, 
ses trois angles valent deux droits. 

Remarque. En supposant toujours qu'aucune partie d'un triangle-sphé^ 
rique n'est de plus de 180 e , on peut déterminer par une règle assez simple 
si ce qu'on cherche doit être moindre que 9 0 0 , ou s'il peut indifféremment 
être plus grand ou plus petit. Voici celte règle. Si le quatrième terme de 
l'analogie ou proportion que vous êtes oblige de faire pour résoudre 11 a 
triangle sphérique, est un sinus , l'arc auquel il appartiendra peut indifférem
ment être de moins ou de pins de 9 0 0 , excepté le cas où le triangle étant 
rectangle5 parmi les trois choses connues , il s'en trouverait une qui serait 
opposée dans le triangle à celle que Ton cherche. Dans ce cas (344)» c c s deux: 
dernièies quantités sont toujours de même espèce entre elles. Mais si le qua
trième terme est un cosinus , ou une cotangente , ou une tangente , alors 
observez à l'égard des termes connus de la proportion, la règle suivante. 
Donnez le signe -f- au rayon et à tous les s inus , soit que les arcs auxquels 
ils appartiennent soient plus grands , soit qu'ils soient plus petits que 90 0 

Donnez pareillement le signe -f- à tous les cosinus, tangentes et cotangen-
îes des arcs plus petits que QO° ; et au contraire donnez le signe — à tous 
les cosinus, tangentes et colangemcs des arcs plus grands que 90 0 . Alors 
si le nombre des signes — e s t z é r o , ou pair, l'arc qui repond au qua
trième tenue sera toujours moindre que 90 0 ; il sera , au contraire , plus 
grand que 9 0 0 , si le nombre (les signes — est impair. Cette règle est 
fondée, i ° . sur la règle pour la muiiipiication et la division des quanti
tés considérées par rapport à leurs signes; on verra cette dernière dans 
l'Algèbre ; sur ce qui a été observé ( 2~3 et suh>. ) relativement aux s inus , 
cosinus, etc. des aies plu a petits ou plus grands que qo < : . 
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N O T E S 

S U R L A G É O M É T R I E ; 

P A R R E Y N A U D . 

P R E M I È R E P A R T I E . 

Notes sur la Géométrie de JBezout. 

Note sur le n° a. 

î . jLJk LIGNE DROITE est la trace à? un point qui se meut de manière 

a tendre toujours vers un même point. Celte definition est la plus na
turelle. Mais on ne peut pas en conclure ces deux principes ; la ligne droite 

est le plus court chemin d'un point a un autre; entre deux points, on, 

ne peut mener qiCune seule ligne droite. On doit regarder ces vérités 
comme des faits d'expérience. 

2. U n e ligne AEDC 5 Ï ) , composée d- l ignes droites, est une 
ligne brisée ; et tonte ligne FAE ( jig. ï$ ) , qui n'est ni droite ni com
posée de lignes droites, est line ligne combe. Entre deux points d-ninés , 

on peut mener une infinité de lignes ; la plus courte est la LIGKE DROITE; 
elle mesure la vraie distance entre la. points donnes. En general , lors

qu'on parle d"*une DISTANCE, on sous-eniend toujours qiCil s1 agit de la 

plus courte distance. 

3. Une ligne droite ne peut avoir qu'un seul milieu. En effet ; si 
la droite AC ( fîg. f) ) avait deux milieux , 3/, JVf on aurait 
MA=*MC, NA=*JVC Mais, MA est plus petit que JVAjMCserait 
donc plus petit que JVC j ce qui est faux. 

Note sur" le n9 6. 

4. Le plan est une surface, sur laquelle on peut appliquer une ligne 
droite dans tous les sens, de manière que tous les points de la droite coïn
cident avec ceux du plan. Nous verrons que cette surface existe. 

5. La circonférence est une ligne courbe dont tous les points sont h 

Notes sur la Géométrie. 1 



égale distance d'un point fixe, nommé centre. Il ri*cxistc qu'un seul 
centre; en effet, si la circonférence AEBFA{ fig. 24 ) , avait deux centres. 
Ct С \ en menant une droite EF par ces deux centres, les points С 
et С, seraie f̂f les milieux de EF \ ce qui est absurde ( n° 3 ) . 

6. En général; le centre d'une ligne ou d'une surface , est le point qui 
jouit de cette propriété, que toute droite menée par ce point et terminée 
de part et d'autre à la ligne ou à la surface donnée , est divisée à ce point 
en deux parties égales. Il en résulte qu'une ligne courbe, ou une surface 
courbe, n'a jamais qu'un seul centre. 

7. Une CORDE, est toujours plus petite que le diamètre DB, ( fig. 3 ), 
ear on a ( n° 1 ) 

D F < D A + A F ; ou DF < DA -+• AB ; OVLDF<DB. 

Note sur le n° 7. 

8. Dans un même cercle , ou dans des cercles égaux, les arcs égaux 
sont soutendus par des cordes égales ; et réciproquement, les cordes 
égales soutendent des arcs égaux. E n effet; sur l'arc A В (f ig. 21 ) , dé
crit du point С comme centre avec le rayon CA, prenez des arcs égaux , 
ArE, BSD', tirez un rayon CM, qui divise l'arc AB en deux parties 
égales ; faites tourner CMB autour de M С, de manière que le plan CMB, 
s'applique sur le plan CM A ; tous les points de l'arc MB coïncideront 
avec ceux de l'arc MA, et le point В viendra en A; mais BSD=>ArEj 
le point D tombera donc en E ; les cordes, AE, BD, sont donc égales. 
Réciproquement, lorsque les cordes AE, BD, sont égales, on peut faire 
tourner CMB sur CM, de manière que les points С et M, restant fixes, 
le point В tombe en A; les arcs BSM, ArM, coïncidant, le point D 
devra tomber sur un des points de l'arc ArM; mais dans ce mouvement , 
la distance du point D au point В étant invariable, et le point В tombant 
en A , le point D devra se trouver sur l'arc mn, décrit du point A comme 
centre avec le rayon BD ; or BD = AE ; Гаге mn passera donc par le 
point E j le point D tombera donc en E ; les extrémités des arcs, BSD, ArE, 
coïncident donc; ces arcs sont donc égaux. 

Remarque. S'il s'agissait de cercles égaux, on les placerait l'un sur 
l'antre, de manière que les circonférences coïncidassent, et la démonstration 
serait ramenée h la précédente. Cette remarque est générale, on peut tou
jours supposer que deux cercles égaux coïncident. D e sorte que les pro~ 
priétés démontrées pour un cercle, conviennent à des cercles égaux. 

Note sur le n° 12. 

q. U'i angle, dont le sommet est au centre, a pour mesure Гаге 



compris entre ses côtés. C'est-à-dire que , dans un même cercle, les angles 

au centre sont proportionnels aux arcs compris entre leurs cotés. En, 

effet; soit l'arc AMB ( fig. 21 ) , décrit du point C comme centre avec 

le rayon CA. 11 s'agit de faire voir que 

( 1 ) . . . Vangle ACB : l'angle ACD \\ Tare AB l l'arc AD. 

i°. Si les arcs, AB, AD, ont une commune mesure, on aura 

arc AB = pb, arc AD — qb ; donc , arc AB : arc AD \ '.p\q. 

Divisant l'arc AB en p arcs égaux à- b, et menant des droites du centre 
à ces points de division, l'arc AD contiendra q fois l'arc b-y désignant 
par c, l'angle au centre qui s'appuie sur l'arc b, on aura 

angle ACB=pc, angle ACD—qc; donc, angle ACB\angleACD\\p\q. 

L e principe est donc démontré pour des arcs commensurables.. 

2° . Lorsque les arcs , AB , AD, sont incommensurables , la proportion (1) 

subsiste encore. En effet ; si le quatrième terme de cette proportion n'était 

pas AD, il serait plus grand ou plus pet i t , par exemple , AO ou AO' y 

on aurait donc 

(2 ) . . .ACB". ACD : : AB \AO\ ou ACB\ACD\\AB\AO'. 

Divisant l'arc AB en parties égales plus petites que DO ou que DO'9 

il tomberait au moins un point de division , K ou K'', sur DO ou sur DO'. 

Tirant CK ou CKF> les arcs AB et AK, ou AB et AK'9 seraient con> 

mcnsurables ; on aurait donc, ( i° ), 

(3 ) . . .ACB : ACK : : A B : A K ; ou ACB : ACK' : : A B : AJC. 

Les proportions (2) et (3) d o n n e n t . . . 

(4)...ACD:ACK;:AO:AK,ACD:ACK':: AC/: AK\ 

M a i s , par construction, on a , AO !> AK, AO' < AKr. Il faudrait 

donc, pour que les proportions (^) pussent subsister, que l'on e û t . . . . . 

ACD >• ACK et ACD < ACK'; ce qui est absurde ; cette absurdité ré

sultant de la combinaison des proportions (2) avec les proportions (3 ) , et 

l'exactitude des dernières ayant été démontrée ( i ° ) , l'erreur ne peut résulter 

que des, proportions (2); le quatrième terme de la proportion ( T ) , ne peut 

donc être ni plus grand ni plus petit que l'arc AD ; ce quatrième terme est 

donc l'arc AD. 

10. Remarque. Il n'existe aucune grandeur absolue ; on ne peut donc cher

cher qu'à mesurer les rapports de grandeurs des quantités; et par consé

quent , pour que des quantités puissent en mesurer d'autres, il suffit que 

les unes et les autres conservent constamment les mêmes rapports entre 



(*) Pour simplifier récriture des calculs, nous désignerons souvent un 
angle par une lettre placée sur Y arc qui se termine aux deux côtés de 
l'angle. Ainsi , a et b {fig. 1 ), désignent les angles, ACD, DCB. L'angle 
droit vaudra 90 degrés, ou 90°. 

elles. O r , les angles au centre sont proportionnels aux arcs qu'ils oem» 

prennent j ces arcs peuvent donc servir à mesurer les angles. Ce qui dé

montre le principe du n° 12 de Bczout. 

Notes sur le n° 17. 

11. 1*. Quand une droite CD, ( fig. 1 ), tombe sur une droite AB, 

la somme des angles adjacens, aetb {*)> vaut 180 0 ; 2°. Réciproquement, 

lorsque {a-\-b)= 180 0 , la ligne ACB est droite ; de sorte que si trois 

droites , AC, BC, DC, sont telles que ( a-f-Z>) == 180 0 , la droite CB 

sera le prolongement de AC. En effet ; i° si AB est une ligne droite , 

en menant la droite CP, de manière que les angles, PC A , PCB, soient 

égaux j ces angles seront de 9 0 0 ; et désignant l'angle PCD par p, on aura , 

a t = g o 0 - h p , ¿ = 9 0 ° — J E ? ; d'oii , a-j-b = 180 0 . 

2 ° . Supposons ( # -f- & ) = 1 8 0 0 ; nommons x , l'angle inconnu que le pro

longement CE de AC, fait avec CB ; alors ACE étant une droite, 011 

aura ACD-h DCE = 180 0 ; ou « - } - ( £ - f - x ) = 180 0 . Mais, par hypo

thèse , a -f- è = 180 0 ; donc . r = o . La droite Ci? se confoud donc avec 

CB ; CZ? est donc le prolongement de AC. 

12. Deux lignes droites se confondent, lorsqu'elles ont deux points 

communs. En effet ; concevez deux droites qui passent par les points M 

et IV {fig' 6 ) î ces droites se confondront entre les points Met2V(n° 1) ; 

si elles pouvaient ensuite se séparer en un certain point A , de manière 

que JVMAB et NMAD, fussent des lignes droites; en menant une ligne 

quelconque AP5 le principe du n° 11 donnerait 

PAC+PAB = i8o° et PAC-f-PAD =i8o<>. Les angles, P ^ g , P ^ Z ^ 

seraient donc égaux ; ce qui est absurde; les deux droites ne peuvent donc 

pas se séparer. 

13. Tous les angles droits sont égaux entr'eux. Pour le démontrer , 
menez des perpendiculaires, AB, A'B', (fig- 5 ) , aux droites CD,CfDf ; 

vous aurez, a—a? et b=b'; prenez, AD — AC^A'D' — AO; portez 
CD' sur CD, de manière que Df tombe en Z>, et C en C. Tous les 
points de ces deux droites coïncideront (n° 12}; les milieux A , A', de ces 
droites , tomberont donc l'un sur l'autre ( n° 3 ). Supposez que A'Br tombe 
alors en AP ; les angles, PAC, PAO, seront respectivement égaux à 
i ' et à 2>; mais Z > ' = 6 ; les angles, PAC, PAD, sont donc égaux. Or 
PAC=b'=.a'—x _ct PAD~b—a+ x ; donc « -f- .r = a / — .r ; d'où 
a: = 0 ; donc b'=:a'et b — a ; or a = # ' ; donc a = ar ~b — b'. Les angles 
droits , a, ¿1' , y , sont donc égaux entr'eux . 



ï4- Lorsqu'une droite EF {fig* i 3 ) , est perpendiculaire a une droite 

AB ; on peut en conclure que réciproquement , AB est perpendiculaire 

h EF; car EF étant perpendiculaire à AB, Tangle b est droit ( B. n° 2j ); 
m a ï s , b -4-bf=z i8o° ; l'angle br est donc droi t ; or les angles droits, b, bf 

sont égaux ( n° i 3 ) ; BA est donc perpendiculaire à EF- ( Cela démontre 
le principe du n° 26 de Bezout ). 

Réciproque du principe du n° 20. 

i5. Si quatre droites, CA, CB, CD, CQ, {fig- 1), sont telles que a'—a. 
et br — b ; on peut en conclure que CB est le prolongement de AC et 

que CQ est le prolongement de CD. Il s'agit de prouver que, 1S00 

et que a' -f- b'= 180 0. O r , ( B. n° 18 ), a + a' - f . £ + Z/ = 3 6 o ° . M a i s , 
a—a' et b—b'. Donc , ia-f-ib =»36o° ; donc « + ¿ = 180° et a ' - f - Z / = i S o 0 . 

Note sur les nos 27, 28 et 29. 

î6. i ° . Far un point donné, on ne peut mener qu'une seule perpen

diculaire a une droite donnée; 2°. les obliques qui s'écartent égale

ment du pied de la perpendiculaire sont égales; et réciproquement, 

les obliques qui sont égales , s'écartent également du pied de la per

pendiculaire ; 3°. la perpendiculaire menée d'un point sur une droite , 

est plus courte qu'une oblique quelconque menée par le même point ; 

4°. de deux obliques, celle qui s'approche le plus de la perpendiculaire, 

est la plus courte; et réciproquement, l'oblique la plus courte, s'ap

proche le plus de la perpendiculaire. En effet ; concevons la perpendi
culaire CND à AB (fig. 12 ) ; les angles, CNA, CNB, ANO , seront 
droits. Cela posé : 

1«. Si NR était perpendiculaire à AB, les angles, ANP, ANR, se
raient droits; ce qui est absurde. Si PQ était perpendiculaire à AB ; en 
prolongeant 1YP d'une quantité NO — NP, et menant O Q ; les triangles, 
QNP, QNO , seraient égaux, car en faisant tourner le second triangle 
autour de NQ , de manière que le plan de ce triangle coïncidât avec le 
plan du premier triangle, les angles QNO, QNP étant droits, NO pren 
drait la direction NP et comme NO =NP, le point O tomberait en P -
jes deux triangles coïncideraient d o n c ; les angles , PQ]V, OQN, seraient 
donc égaux; mais le premier angle est droi t ; le second serait donc dro i t , 
les droites, QN, QP9 QO, seraient donc telles, que la somme des deux 
angles formés par la première avec les deux autres, vaudrait iSo° ; PQO 

serait donc une ligne droite ( n° 1 1 . 2 0 ) ; on pourrait donc mener deux 
droites différentes par deux points P et O ; ce qui est absurde ( no 1 ) . 
PQ ne peut donc pas être perpendiculaire à AB. 

2«. S o i t , AN—BN; les angles PIS A, PNB, étant égaux, si l'on fait 
tourner le triangle PNB autour de PN, de manière que le plan de ce 
triangle coïncide avec le plau du triangle PIYA ; alors JYB prendra la dî~ 



rection NA , et comme NA = NB, le point B tombera en A ; les 
triangles , PNB, PNA, coïncideront donc ; les côtés, PA, PB, sont donc 
égaux ; les obliques qui s'écartent également du pied de la perpendiculaire, 
sont donc égales. 

Réciproquement, lorsque PA == PB, on peut en conclure que NA=NB; 

car en faisant tourner le triangle PNB autour de PN, NB prendra la 
direction JVA ; l'extrémité B de NB , tombera donc sur NV\ mais dans 
ce mouvement , la ligne PB ne changeant pas de longueur , le point B de
vra se trouver sur l'arc mn, décrit de B comme centre avec le rayon PB', 

or PA ~PB\ cet arc passera donc par A\ le point P doit donc se trou
ver à la-fois sur NV et sur l'arc mAnj ce point est donc l'intersection A, 

de mn avec NV\ les triangles, PNB. PNA, coïncident donc ; les distances, 
AN, BN, sont donc égales; les obliques égales , s'écartent donc également 
du pied de la perpendiculaire. 

3°. La perpendiculaire .P iVà AB, est plus courte qne l'oblique PQ , car 
on a P O < P ( ) + Q O ( n » i ) , ou <iPN<iPQ, ou PN<?PQ. 

4°. NQ étant plus petit que NA, je dis que PQ est plus petit que 
PA. En effet; menez AO; vous aurez (n° i ) 
QO<TQ+TO et TP < TA -f- AP. D o n c 

PQ~hQO<(PQ + TQ) + TOei TP-hTO<(TA+TO)+AP. 

D o n c , QP+QO<TP+TO etTP+TO <AO + AP. 

D o n c , h plus forte raison, ( i ) . . . ÇJP-f- QO<AP-\-AO. 

O r , QP=QO et AP — AO; d o n c , 2 Q P < 1AP; d'oh PQ<PA. 

D o n c , de deux obliques, celle qui s'approche le plus de la perpendiculaire 
est la plus courte. 

Réciproquement, lorsque PQ est plus petit que PA; NQ est plus petit 
que NA, car si NQ était égal à NA, ou plus grand que NA, on a prouvé 
que PQ serait égal à PA, on plus grand que PA, ce qui est contre l 'hypo
thèse. Par conséquent, de deux obliques, la plus courte s'approche le plus 
de la perpendiculaire. 

Les obliques siiuées de part et d'autre de la perpendiculaire, jouissent 
des mêmes propriétés, car, comme en prenant, NA—NB, il en résulte 
PA=PB; les propriétés des obliques, PA, PQ, conviennent aux obliques 
PB, PQ. A ins i , NQ <^NB, donne PQ<PB, et réciproquement, 

PQ<PB, donne NQ<NB. 

17. Remarque. L'inégalité (1) étant vraie quelle que,soit la position du 
point Q dans le triangle PAO, on en déduit q u e , si d'un point pris dans 

r intérieur d'un triangle, on mène des droites aux extrémités d'un coté; 

la somme de ces droites sera moindre que la omme des deux autres 

cotés du triangle, 

18. D'un point P (fig. 12 ) , pris hors d'une droite BV, on ne peut 



(*) Lorsqu'on dit que CD est perpendiculaire sur le milieu de AB, on 
entend que la ligne CD est perpendiculaire à AB et passe par le milieu 
de AB. 

pas mener plus de deux obliques égales sur cette droite. En eff<t; soit 
JVA = 2YB; il en résultera PA — PB, et la distance de toute aulre oblique 
au pied de la perpendiculaire étant plus grande ou plus petite que AN, cette 
oblique sera plus grande ou plus petite que PA. On ne peut donc pas trouver 
un point qui soit à égaie distance de trois points en ligne droite. Une circon* 

Jerence ne peut donc jamais passer par trois points en ligne droite. 

Note sur les nQ$ 3 i et 3 s . 

19. Lorsque par le milieu d'une droite, on mène une perpendiculaire 

à cette droite ; chaque point de la perpendiculaire est également éloigné 

des extrémités de la droite , et il n'y a que les points de la perpendicu* 

laire qui jouissent de cette propriété. En effet; conduisez CD (fig. 11) 
perpendiculaire sur le milieu N de AB ( * ) ; d'un point S, situé hors de 
CD, menez des droites, SA, SB, et tirez la droite PB. Vous aurez 
PA^PB, (no 16,2 0 ). Or , (no 1), SB <SP-hPB; donc , SB<jSP+PA9 

ou SB<^SA. Le principe est donc démontré. 

Note sur les 3 6 . . . 4% e* 74* 

%o.Bezout àonne une définition exacte des parallèles, mais il ne démontre pas 
rigoureusement les propriétés de ces lignes. D e sorte que les démonstrations 
des n°» 3 6 . . .42 et n e s o n t P a s très-exactes. Nous allons suivre une marche 
inverse ; nous démontrerons d'abord le principe du n° 74 ; nous en déduirons 
la théorie des parallèles. 

21. Lorsque dans deux triangles, DA1, F AL, (fig. £9 et 60 ) , les 

côtés, AD, AI, qui forment l'angle a, sont respectivement égaux aux 

côtés AFy AL, qui forment l'angle b ; le côté opposé au plus grand 

des angles a et b est le plus grand. Et réciproquement, celui de ces deux 

angles qui est opposé au plus grand côté, est le plus grand. E n effet; 
1°. soit « > & ; il s'agit deprouver que DI est plus grand que FL. Menez 
AS, sous l'angle SAI—b, et à partir du point A , portez sur AS, une 
ligne égale à AF'; l'extrémité de cette ligne ne pourra tomber que sur la 
base DI, ou dans le triangle ADI, ou hors de ce triangle. Dans le i«r cas , 
on aura Aq=:AF; les triangles , Aql, AFL, seront donc égaux, (B. NP 80), 
Iq sera donc égal à FL; ID sera donc plus grand que FL. Dans le 2E cas ; on 
aura Ap — AF; tirant Ip , les triangles AIp, ALFseront égaux (B. n ° 8 o ) ; 
de sorte que Ip = LF ; mais ( n° 1 7 ) , DA -f- DI > pA •+• pi; o r , 
pA ~ A F ~AD et pI—FL; DI est donc plus grand que FL. Enf in , 
dans le 3 e cas , on a Ar — AF; tirant //*, les triangles, rAI, FAL, sont 



égaux ( B . i i° 80); donc, Ir=*FL. Mais, on a ( n° 1) ....«.,. 
qr -f- r / / > Ir, qA -f- qD > AD. Donc 

(qr + qA) -h (ql-h qD)> Ir + AD ; ou Ar-h DI> Ir + AD. 

O r , Ar => AF^=AD et Ir = FL ; / ) / est donc pins grand que FL, 

La proposition directe est donc démontrée. 
2°. Récip roque nt.cn t ; soit. 7)J^>FL ; je dis que Ton aura d^>b, car d'après 

ce qui vient d'etre'démontré, si l'angle DAÎ était plus petit que l'angle F AL, 

le côté Dlserait plus petit que i ' X et si le premier angle était égal au se 
cond, DI serait égal à IL (B . n 0 80); ce qui est contre l'hypothèse. 

il. La somme des trois angles d'un triangle est égale à deux angles 

droits. Il s'il gît de prouver que cette somme ne peut être ni plus grande ni 
plus petite que 1S00. Cela p o s é ; i ° . si la somme des angles, a, b, c, 

du triangle ABC,( fig. i35), était plus grande que 1800, on aurait, 
a -f-b -r- <: ^> 1800. Sur le prolongement CR, de AC, prenez des parties, 
CE. EC , et.-., égales à CA ; par les points, C , G , etc . , menez des 
droites , CO, EF, CH, etc . , égales h AB et qui forment l'angle a avec v^/i . 
T i r e z , BD, DF, Fil, DE, FG, e t c . ; les triangles, ABC, CDE, 

EFG, etc. , seront égaux, (B . n° 80) ; les angles de ces triangles seront donc 
égaux, eîiacun à chacun, comme il est indiqué sur la ligure. La ligne AR 

étant droite, on a (n° 11) 

I8D° = a -f- c -4- d =. a -f- <? -f - d' = a -f- c -f- ; d o n c , d = d'=d". 

Les triangles, BCD, DEF, FGI1, e tc . , sont donc égaux (B. n° 80); 
les cô t t s , BD, DF, FH, e tc . , sont donc égaux. Mais , par hypothèse , 
a -h c - { - / ' > ï f o ° , et ( î i° i i ) , -j-c -4- 1800. D o n c , £ > < : / ; AC est 
donc plus gnmd que.??/) ( n° 21). On a donc, AC •=• B D p ; (p dési
gnant une quantité finie et positive). O r , quelque petite que soit la quantité 
p, on pourra toujours la répéter un assez grand nombre de fois pour que le 
produit soit pins grand que la ligne donnée lAB. So i t , 3p^>0tAB. On 
aura , 3/: = >: IB -h q , et <jr sera positif. Mais , l'éqnation AC=^BD H- p, 

donne 3AC -3BIJ -h 3/;; donc 

3AC=3BD-h('*AB + q)i ou AG = AB~hBD-hDF+FH+HG + q. 

La droite y/G serait donc plus longue que la ligne brisée ABDFIIG, 
terminée aux mêmes points; ce qui est absurde ( n ° 1 ) ; la somme des trois 
angles d'un niangle ne peut donc pas être plus grande que 180°. Cette somme 
est donc égale à 1800—3r ; 3/' désignant une quantité positive ou nulle; le 
plus petit des trois angles d'un triangle ne peut donc jamais surpasser (6o°—r). 
On en déduit que la somme des trois angles d'un triangle ne peut pas être 
moindre que 1800. En effet; 

2°. Si la somme des trois angles , a, b, c , du triangle ABC (fig* 4TJ » 
était moindre que 1800

 , on aurait (1)... ( a - f - £ - f . c ) - f - p = 1800, et le 



plus petit (le ces angles serait moindre que 6o°. Supposez que b soit cet 
angle; prolongez indéfiniment les côtés , BA , BC; l'angle DBH sera aigu ; 
par les points A et C, menez des droites, AK,\CK, quiforment avec AC, 

des angles égaux à c et a ; les triangles, BAC, KAC, seront égaux (B. n° 8 ï ) ; 
l'angle AKC', sera donc égal à b. Par le point K, situé dans l'angle aigu 
DBH, menez une droite A'C', qui rencontre les côtés BD, BH. L a somme 
des trois angles d'un triangle ne pouvant excéder 180 0, vous a u r e z . . . 

«+¿-+-¿•=180°—/>; #-f-&-f-c=i8o°—p; « ' -H?-+-/^=i8o°—//jc/H-m-HW^So 0 —P 

( L e s angles, p, p', p"7 sont positifs. Ces angles peuvent être nuls) . Ajou

tant ces quatre équations, membre à membre, il v i e n d r a . . . . 

( a'-f - £-f-c') -f- (« -f- c -f- e) -f- ( r + b + n ) -f- (jn+a -f- c) = 720 0 — 2/? — / / — 7?". 

Mais , (no n ) , (a+c-f -e)==si8o Q 5 (r-FÀ-F-ra^ iSo<>5 (m-Hi-r-<0==iSo<»# 

D o n c , (2 ) . . . (£ + A ' + c ' ) -F- (zp-hp'-h p")=* 180°. 

Comparant les égalités (1) et (2), on voit que si l'on doit ajouter p à la 
somme des angles du triangle BAC , pour obtenir 180% il faudra ajouter 
plus de ip à la somme des angles du triangle BA'C, pour trouver 180°. 
Opérant sur le triangle BAfC, comme sur le triangle BAC, on formerait un 
troisième triangle qui serait tel qu'on devrait ajouter plus de l\p, à la somme 
de ses trois angles, pour obtenir 180 0 ; répétant la même construction, on 
formerait des nouveaux triangles dans lesquels les quantités qu'il faudrait 
ajouter à la somme des trois a n g h s , pour obtenir 180 0, seraient successive
ment plus grandes que , 8/J> , Zip, etc .; et par conséquent, quelque pe
tite que fût la quantité p, on parviendrait toujours à la répéter assez de foss, 
pour que l'un de ces produits fût plus grand que 180 0. Ou trouverait donc 
un triangle tel qu'il faudrait ajouter plus de 180 0 à la somme de ses trois 
angles, pour obtenir 180 0 ; ce qui est évidemment absurde. La somme des 
trois angles d'un triangle ne peut donc pas être moindre que 180 0 ; mais elle 
ne peut surpasser 180 0; elle est donc égale à 180 0. 

2 D . Deux droites, situées dans un même plan , sont dites P A R A L L È L E S , 

lorsqu'elles ne peuvent jamais se rencontrer à quelque distance qu'on 

les prolonge. 

2 4 . Deux droites, perpendiculaires a une même droite, ne peuvent 
jamais se rencontrer, à quelque distance qu'on les prolonge. En effet; 
si les droites, AB, CD, (fig. 17^, perpendiculaires à G S, se rencontraient 
en un certain point O, on pourrait mener par ce point deux perpendicu
laires , OG , OS\ sur GS, ce qui est absurde (n° 16). Les droites, AU, CD, 
sont donc parallèles (no ^3). 

25. Quand trois droites, AB, CD, EF, (fig- 17 ) , sont telles que 

« 4 - b~ 1800 ; on peut en conclure que AB est parallèle a CD ; car si AB 

pouvait rencontrer CD , en un point O, la somme des trois angles du 
triangle OGU sciait plus grande que 180 0 ; ce qui est absurde (u° 22). 



('*) En voici une démonstration plus rigoureuse. Concevez deux parallèles 
AB, CD, (fig. 272J , coupées par une droite EF; i ° . si la somme des 
angles a et b était plus petite que 180°, on pourrait mener une droite GK 

telle que la somme des angles, KGB, GHD, fût égale à 180 0 ; mais la 
somme des angles, CHG, GHD, vaut 180 0 ; les angles KGH et CHG sont 
donc égaux. Prenez HR — HG ; les angles, HGR , HRG , seront égaux; 
mais la somme de ces angles est égale à l'angle CHG, et CHG ~ KGH ; 

l'angle RGK est donc la moitié de l'angle HGK. Prenant RR" = GR, et 
tirant GR", on prouverait de m ê m e , que Tangle R"GK est la moitié de 
l'angle RGK , ou le quart de l'angle primitif HGK. Répétant n fois cette 
construction , et supposant que la dernière ligne menée du point G , à un 
point T de la droite CD, soit GT; l'angle TGK serait égal à l'angle HGK, 

divisé par 2" ; on pourrait donc prendre n assez grand pour que l'angle TGK 

fût moindre que l'angle donné BGK ; la droite G T 7 serait donc au-dessus de 
GB ; mais Gî ' rencontre CD en T \ la droite AB rencontrerait donc CD, 

en un point O, plus près du point II que le point T; les parallèles AB, CD, 

se rencontreraient donc ; ce qui est absurde. 

2°. Si la somme des angles a et b était plus grande que 1800 ; la somme 
des angles a', b', serait moindre que 180 0, car ( a -f- b ) -f- ( V -4- bf ) =. 36o° ; 
les parallèles AB, CD, se rencontreraient donc (10); ce qui est absurde. La 
somme des angles a et b est donc égale à 180 0. 

26. Réciproquement, lorsque deux droites, . /£5 , CZ), 17,), 50«f 
parallèles y la somme des angles a et b, qu'elles forment avec une sé

cante quelconque EF, est égale à 180 0. En effet; si (<z-f-Z>) était plus 
petit que 1800, on auiait a -f- b = ï8o° — c ; d'où a - f - £ - f - c = 180 0. On 
pourrait donc regarder, a, b, c, comme les trois angles d'un triangle GH09 

dans lequel l'angle GOH serait égal à c (n° 22); les parallèles, GB, ZZZ), 
se rencontreraient donc ; ce qui est absurde (n° 23). 

2°. Si ( a -f- È) était plus grand que 180 0, on aurait. . . 
a -f- b — 180 0 -f- c'; or a -h b' — 180 0 et a' & = 180 0 ( n ° 11 ) ; donc 

(a-hb) -h(a'-h-b') = r 3 6 o o , ou (180 0 - f - c ' ) - f ( a -f- b' ) = 36o° ; donc 
a!-irb' 4 - = 180°. 

On pourrait donc regarder , a', b' et c', comme les trois anglesd'un triangle 
O' GH, dans lequel l'angle Of serait égal à c ' ; les parallèles AB, CZ) , se 
rencontreraient donc ; ce qui est absurde. La somme des angles a etb est donc 
égale à 180 0. (*). 

27. Lorsque trois droites, BC, PF, DM, (fig. 18) , satisfont a l'une 

des conditions, a -h b = 1800 ; a = a'; b = If ; o/z /?ew£ conclure que 

BC est parallèle à PF. En effet; 

i ° . Lorsque a -h b — 180 0, les droites , BC, PF, sont parallèles (n° 25 ). 
2°. Quand , û = a', o n a , a + £ = -h £ ; or « ' -f- i = 180 0 ; donc , 

a-h b = 180 0 ; les droites, BC, PF , sont donc parallèles (n° 25). 



3 E . Lorsque b e= b'; on en déduit a -f- b — a -f- ; o r , « S - => 180 0; 
donc « -f- Z> = 1800 ; les droites BC, PF, sont donc parallèles (n° 25), 

28. RÉCIPROQUEMENT, deux droites parallèles, BC, PF, (Jig> 18) , 
coupées par une droite quelconque DM, jouissent des propriétés sui

vantes , a -f- h = 180 0 , a z=z af ,b — b1'. En effet ; les droites, BC, PF, 

étant parallèles, on a ( n° 26), a -f- & = 180 0 ; 
m a i s , « -f- y — 180 0 et a' - 4 - b = 180 0, (n° 11)5 

D o n c , «-+- & = < z - ' f - Z / e t < 2 - f - 6 = : t f ' - r - & ; d'où è = 6 'e t a == a'. 

29. JP#r M/2 point donné, on ne peut mener qu'une seule parallèle a 

une ligne donnée. En effet ; si par le point E ( fîg. 19) , on pouvait mener 
deux parallèles, EB, EQ, à la droite CD ; il en résulterait (n° 26} 
ÇEC + ECD = 180°; BEC + ECD = 180° ; les angles QEC, BEC9 

seraient donc égaux ; ce qui est absurde. 

30. LorsqiCune droite est perpendiculaire aune autre, toutes les pa

rallèles a la première droite, sojit perpendiculaires à la seconde. En effet; 
soit la droite AB (fig. 17 ) , perpendiculaire à GS ; menons la parallèle CD à 
AB', la somme des angles, BGS, GSD, vaudra 180 0 ( n ° 2 6 ) ; mais AB 

étant perpendiculaire à GS, l'angle B GS vaut 9 0 0 ; l'angle GSD est donc 
droit; CD est donc perpendiculaire à GS ; ce qui démontre le principe 
énoncé. 

31. Deux droites, parallèles à une troisième, sontf parallèles entre 

elles. En effet; menez deux parallèles, MN', CD, ( fig. 17), à AB ; tirez 
GS perpendiculaire sur AB) la ligne GS sera perpendiculaire aux lignes 
MN, CD, parallèles à AB (no 3o); les lignes MN et CD seront donc 
perpendiculaires à GS ; elles seront donc parallèles entre elles (n° 

32. Deux droites égales et parallèles à une troisième, sont donc 

égales et parallèles entre elles. 

33. Les parallèles, comprises entre parallèles, sont égales. En effet ; 
menez quatre droites , AB, CD, PH, GS, (fig. 17), parallèles deux à 
deux; tirez la sécante EF\ les lignes , AB, CD, étant parallèles, les angles 
PGH, GHS, sont égaux; de même PH étant parallèle à GS, les angles 
PHG, BGS, sont égaux ; les triangles, HGP, HGS, sont donc égaux 
( B . n ° 8 i ) ; d o n c , I>G = HS et PH = GS. 

34. Deux droites, GH, AC, (fig. 17), comprises entre deux parallèles 

AB , CD , peuvent être égales , sans être parallèles. En effet; menez GS 

perpendiculaire à CD et GR parallèle à AC', GR sera égal h AC (no 33). 
Prenez, SH = SR; vous aurez G H = GR ( n ° 16. 2°) ; or GR = AC; 

d o n c , GH = AC. 

35. Déterminer la plus courte distance entre deux droites parallèles , 

AB, CD, (fig. 17). La plus courte distance d'un point quelconque G, de 
AB, à la droite CD, étant la perpendiculaire GS , menée de ce point sur 
CD (n<> 16. 3°) ; on voit que la plus courte distance demandée ne peut être 



,que l'une des perpendiculaires communes aux deux parallèles. Mais , tonte» 
ces perpendiculaires sont e'gales (n° 33) ; chacune d'elles mesure donc la plus 
courte distance demandée. Donc , deux parallèles sont partout à égale 

distance , et la plus courte distance entre deux parallèles, est la perpen

diculaire commune à ces parallèles. 

35. Deux parallèles, qui ont un point commun , coïncident dans toute 

leur étendue, car la plus courte distance de ces parallèles étant nul le , toutci 
les perpendiculaires communes à ces deux parallèles sont également nulles. 
O n en déduit que par un point donné on ne peut mener qu'une seule pa
rallèle à une ligne donnée; car si on pouvait en mener deux, ces deux pa
rallèles, qui auraient un point c o m m u n , coïncideraient dans toute leur 
étendue ; ce qui s'accorde avec le principe du n° 29. 

37. Si par le milieu M (fig. 17), dune droite AC, terminée aux pa

rallèles , AB, CD , on mène une parallèle MN à CD ; la droite MN, 

divisera en deux parties égales toutes les droites comprises entre les pa

rallèles AB, CD. En effet; tirez une droite R' Q, qui coupe MN en N; 

par le point N, menez A' C parallèle à AC ; il en résultera (n° 33) 

A'N^ A M, ON == CM; or AM = CM ; donc A'N = CN Les 
droites AB , CD , étant parallèles , les angles , NA'R!, NC'Q, sont égaux ; 
mais les angles, A'NR', C'NQ, sont égaux; les triangles, A'NR!, CNQ, 

sont donc égaux (B. n° 81 ) ; les côtés, NR, NQ, sont donc égaux. 

38. Remarque. Chaque point de la droite MN, peut donc être considéré 
comme le centre (no 6) des parallèles, AB, CD. Le système de deux 

droites parallèles a donc une infinité de centres, situés en ligne droite. 

39. Derx droites se rencontrent toujours, lorsqu'elles sont perpendi

culaires CL deux droites qui se coupent. En effet; menez deux droites, 
AX, BC (fig. 26) , qui se coupent en B ; conduisez des perpendiculaires, 
ED , RE, à ces droites; si les l ignes , ED,RE, ne se rencontraient p a s , 
elles seraient parallèles ; or ED est perpendiculaire à AX; la parallèle RE à 
ED, serait donc aussi perpendiculaire sur AX, (n° 3o) ; BR serait donc per
pendiculaire h RE; mais BP est perpendiculaire à RE; on pourrait donc 
mener du point i? deux perpendiculaires sur la même droite RE; ce qui est 
absurde (n° 16. Les droites, ED, RE, se rencontrent donc. 

Note sur le n° 46. 

40. Une droite ne peut rencontrer une circonférence en plus de deux 
points. En effet ; si une droite rencontrait la circonférence en plus de deux 
points, les distances du centre à ces points étant égales, on pourrait mener 
plus de deux droites égales d'un point sur une droite; ce qui est absurde 
(no 18). 

Note sur le n° 0 4 . 

41. Par trois points , qui ne sont pas en ligne droite , on peut toujours 



(*) Par rapport à l'angle BAC (fig. 3 3 ) , l'arc BC est concave, et VàicED 

•st convexe. 

faire passer une circonférence; mais on n'en peut faire passer qu'une 

seule. En effet; supposez q u e , A , B, C, ( fig. 26 ) , soient les trois points 
donnés. Joignez ces points par des droites , AB, BC, AC ; la droite menée 
par deux de ces points ne passera pas parle troisième. La circonférence cher
chée devant passer par les trois points donnés; le centre de cette circonfé
rence doit être également éloigné de ces trois points. Mais, tous les points éga
lement distans des extrémités A et B, de AB, sont sur la droite DE, menée 
perpendiculairement à AB, par Je milieu 31 de AB ( n ° 19); le centre ne 
peut donc être situé que sur la droite DE. Par une raison semblable, le 
centre ne peut être situé que sur la perpendiculaire G JE menée sur le milieu 
P, de BC. Le centre cherché ne peut donc être situé qu'à l'intersection / , des 
droites GF et DE. Le point I est le centre du cercle demandé, car les 
droites, E D , GF, étant respectivement perpendiculaires sur les milieux 31 

et P des droites, BA, BC; le point / , qui appartient à ces deux droites, est 
également distant de A et B, et de B et C. Menant donc les droites IA, IB, 

IC, on aura IA = IB\ IB — IC\ donc IA — IB — IC. La circonférence:, 
décrite du point / comme centre avec le rayon IA, passera donc par les trois 
points donnés, A, B, C. Le centre / existe toujours , car les droites AB , 

BC, se coupant, les perpendiculaires , DE, RF, à ces droites, se rencontrent 
toujours en un point / (n° 39). Ce point est le centre de la circonférence de

mandée. Il n'existe qu'une seule circonférence qui passe par les trois points 
donnés, car le centre de la circonférence demandée doit se trouver en même 
tems sur les droites, DE, RF, et ces droites ne peuvent se couper qu'en uu 
seul point / , ( n ° 12). 

4 2 . Remarque. Le centre / étant à égale distance des points A et C, si 
par le milieu O, deAC, on menait une perpendiculaire OS, à AC, elle 
passerait par le point I. Il en résulte, que si par les mil ieux, 31, P, O , des 
côtés d'un triangle ABC, on mène des perpendiculaires à ces côtés ; ces trois 
perpendiculaires se couperont toujours en un même point / • 

43. U n e circonférence est entièrement déterminée, lorsqu'elle doit passer 
par trois points qui ne sont pas en ligne droite ( n° 4 0 • D e u x circonférences 
qui ont trois points communs se confondent donc. Deux circonférences ne 
peuvent donc jamais se couper en plus de deux points. Pour circonscrire une 
circonférence à un triangle, il suffit de faire passer une circonférence par les 
sommets des trois angles du triangle ( r.o 4 1 )• 

4 4 - Fout angle, dont les côtés prolongés rencontrent la circonférence, 

a pour mesure la demi-somme algébrique des arcs compris e?itre ses co

tés; en ayant soin d'affecter les arcs concaves du signe -f- et les arcs 

convexes du signe — (*), car l'application de cette règle d o n n e . . . 



(fig. 31 ), ang. FCE^-{FE + GHj^FE; ang. BAD = ~ BED. 

(fig. 3 7 ) , ang. BAC=J- (BC+DE), (fig. 38), ang. BAC = l(BC— DE). 

Ce qui s'accorde avec les règles relatives à la mesure des angles., ( B . n o s 12, 
6 3 , 70, 71 ). 

45. Lorsque plusieurs angles s'appuient sur le diamètre d'un cercle ; 

les angles qui ont leurs sommets sur la circonférence, sont droits ; les 

angles qui ont leurs sommets hors du cercle, sont aigus; et les anglest 

dont les sommets sont placés entre le centre et la circonférence , sont ob

tus. La réciproque est vraie. En effet; menez le diamètre CV( fig. 26) et 
joignez les extre'mités de ce diamètre avec des points H, T, Q, pris , sur la cir
conférence, hors du cercle, et dans le cercle; l'angle CHf^ysera droit , car il a 
pour mesure, la moitié delà demi-circonférence CBV^, ou go° ; l'angle CTVy 

sera a igu, car il a pour mesure la moitié de la demi-circonférence CBV moins 

la moitié de l'arc Hx, c'est-à-dire (90 0 —• -j Hx) ; enfin l'angle CQP^, sera 

obtus , car il a pour mesure ( -CBV -h-Hx ) , ou ( g o o - f - f l a r ) . 

\̂  2 2 j 2 
Réciproquement, selon qu'un angle, qui s'appuie sur un diamètre, est 

droit, ou aigu , ou obtus; le sommet de cet angle est situé sur la circonfé
rence . ou hors du cercle, ou dans le cercle, car d'après la proposition di
recte, le sommet de l'angle ne peut être placé d'aucune autre manière. 

Note sur le n° 70. 

46. Lorsqu'un angle a pour mesure l'arc compris entre ses côtés , on ne 
peut pas en conclure que le sommet de cet angle est placé au centre, car 
en joignant les extrémités des cordes parallèles, AB, CD (fig. 3 o ) , par 
des droites, AD, BC, qui se coupent en O ; les arcs, AC, BD, sont égaux 

(B . n<> 59); l'angle AOC a pour mesure - (AC-hBD), (n° 44), ou i ( iAC), 

ou AC; et l'on voit que le sommet de cet angle n'est pas placé au>centre du 

cercle. 

Note sur le n° 77. 

47. Lorsque plusieurs angles d'un triangle sont égaux, les cotés op

posés sont égaux; et réciproquement , lorsque plusieurs cotés sont 

égaux, les angles opposés sont égaux ( B . n". 77) . 

Note sur le n° 7 8 . 

48. Dans un triangle , le plus grand côté est opposé au plus grand 

angle , et réciproquement, le plus grand angle est opposé au plus grand 

côté. En effet ; si l'angle BAC (fig. 4 8 ) est plus grand que l'angle C, on 



pourra mener la droite AD sous un a n g l e D A C é g a l a C; les côtés AD, 

DC, seront égaux (no ¿¡7) , et Ton a u r a . . . 

BD + DA>AB, o u B D + D C > A B , onBC>AB. 

49« Réciproquement, si BC est plus grand que AB, l'angle BAC sera 
plus grand que l'angle C, car si l'angle BAC était égal à l'angle C, ou plus 
petit que l'angle C, le côté BC serait égal à AB (n° 4 7 ) , ou plus petit que 
AB ( n° 48 ) ; ce qui est contre l'hypothèse. 

Notes sur les nQi 8 0 , 8 2 , 83. 

50. Deux triangles rectangles, qui ont des hypoténuses égales et un 

coté égal, sont égaux (-n° 16. 2°). Deux triangles rectangles sont égaux, 

lorsqu'ils ont les deux côtés de l'angle droit égaux , chacun à chacun 

( B . n ° 80). 
Note sur le 119 102. 

51. Toute parallèle à l'un des cotés d'un triangle, divise les deux 

autres cotés proportionnellement. Bezout fondant sa démonstration sur la 
division de AF (fig. 5 6 ) en une infinité de parties égales, on peut éviter 
cette division à l'aide d'un raisonnement plus exact. En e!Fet;soit DI parallèle 
à FL; si le quatrième terme de la proportion ( 1 ) . . . AF \ AD * \AL \ AI, 

n'était pas AI, il serait plus grand ou plus petit ; on aurait d o n c . 

(2 ) . . . AF: AD:: AL: AO, OU AF\ AD :: AL : A(y. 

Divisant AL en parties égales moindres que OI ou que O'I, un des points 
de division tomberait en R ou K'; menant KP ou K'P', parallèle à FI, ces 
droites étant menées par des points de division de AL, diviseraient les côtes 
proportionnellement ; on aurait d o n c . . . 

( 3 ) . . . A F \ A P : : A L \ A K , OU A F ; AP' : : A L : AIC -Y 

la combinaison des proportions (2) et (3), donnera i t . . . 

AD : AP : : AO : AK , ou AD : AP' : : AO' : AIC. 

O r , AD est plus petit que AP et plus grand que AP''; il faudrait d o n c , 
pour que ces dernières proportions pussent subsister, que AO fût plus petit 
que AK, et que AO' fût plus grand que AK'; ce qui est absurde. Mais , les 
proportions (3) sont exactes; l'erreur ne peut donc venir que des propor
tions ( 2 ) ; le quatrième terme de la proportion (1) ne peut donc être, ni plus 
grand ni plus petit que AI; ce quatrième terme est donc AL Cette proposi
tion étant ainsi rigoureusjment démontrée , les conséquences que Bezout en 
déduit , deviennent exactes. 

5 î . En général, on pourra toujours remplacer la méthode des infini* 

ment petits , par des considérations analogues aux précédentes. 



Réciproque du principe du n9 lOQ. 

53. Lorsqu'une droite, menée dans un triangle, divise deux cotés 
-proportionnellement; on peut en conclure que cette droite est parallèle 

au troisième côté. Il s'agit de prouver que si Ton a 
AF\ AD : : AT, : AI, (fig. 5 6 ) , DIsera parallèle à FI. Cela n'offre au
cune difficulté, car si Z)/n'était pas parallèle à FL, on pourrait mener par le 
point Dt une parallèle DK à FL ; et l'on aurait (n° 5i ) . . . 

AF l AD : : AL; AK\ mais AF\AD\\AL \ Al\ 

les droites AK, AI, seraient donc égales ; ce qui exige que DK tombe sur 
Dl; la droite DI est donc parallèle h FL. Cela démontre les principes des 
n 0 8 io5 et 106 de Bezout. 

Réciproque du principe du n° 104. 

5 4 - Lorsqu'une droite, menée du sommet d'un triangle sur un point 

de la base, divise cette base en parties proportionnelles aux deux autres 

côtés; on peut en conclure que cette droite divise l'angle du sommet en 
deux parties égales. En effet; supposons que Fon ait 
AG l AL ' t GI \ IL, ( fig 57 ). Si Aine divisait pas l'angle G AL en deux 
parties égales; on pourrait mener une autre droite AK, qui diviserait cet 

angle en deux parties égaies; il en résulterait (ï>. n° 1 0 4 ) 
AG\AL\\GK\KL; mais AG\AL\\GI\IL; d o n c . . . G1\GK\\IL\KL. 
Or, GK est plus grand que GI; il faudrait donc, pour que cette proportion 
pût subsister, que KL fût plus grand que IL ; ce qui n'est pas. Il est donc 
absurde de supposer que Aine divise pas l'angle G AL en deux parties égales.] 

Note sur les n°* 108 et 109. 

55. Les côtés homologues de deux figures sont les côtés adjacens h des 
angles égaux; ainsi, dans les polygones, ABCDE, abode (fig. 72 et 73) , 
les angles, CDE, AED, étant respectivement égaux aux angles, ede , aed , 
les côtés ED, ed, sont homologues. On dit que deux triangles sont sem
blables , lorsqu'ils ont les angles égaux chacun à chacun , et les côtés homo
logues proportionnels. On doit observer que les côtés homologues sont ceux 
qui sont opposés aux angles égaux. 

Note sur le n° 1 1 0 . 

56. D e u x tiiangles sont semblables lorsqu'ils ont deux angles éeaux chacun 
à chacun (B. n° 1 1 0 ) . Par consequent ideux triangles rectangles , qui ont 
un angle aigu égal, sont semblables ; deux triangles , qui ont un angle 
égal et un angle commun, sont semblables. 



Note sur le n° i 1 1 . 

0*7. Deux triangles qui ont les côtés perpendiculaires , chacun à cha
cun , sont semblables. Les côtés homologues , sont les côtés perpendicu
laires. En effet ; soit le triangle Ar B' C (fig. 45 ) , dont les côtés ArB'f A'C'^ 
B'C, sont Jespectivement perpendiculaires sur, AB, AC et BC; prolon
geons les côtés du premier triangle jusqu'à ce qu'ils rencontrent les côtés du 
second, e n , R , P et Q. %La somme des angles intérieurs du quadrilatère 
BRB'Q, valant 36o° ( B. n° 8 6 ) , et les angles R et Q étant droits, la 
somme des deux autres angles , C/B'R et Bi vaut 180 0. Mais , l'angle 
C'B' Ar + l'angle CB'R = 180 0 ; les angles, B et OB'A', sont donc égaux. 
On prouverait de même que les angles A\ Cf, du triangle A'BfCr, sont res
pectivement égaux aux angles A et C, du triangle ABC: ces deux triangles 
sont donc semblables ( n° 5(3); et les côtés proportionnels étant ceux qui sont 
opposés aux angles égaux, on a AB \ AC \ BC \ \ A'B' : A'C : Bf C. Les 
côtés homologues sont donc les côtés perpendiculaires. La même démonstra
tion s'applique au cas où les deux triangles ne sont pas l'un dans l'autre. 

Récipi'oque du second principe du n° 1 1 2 . . 

58. Lorsque la perpendiculaire AD (fîg* 4^ ) > menée du point. A, sur 
le côté BC, est moyenne proportionnelle , entre les segmens, BD, CD\ 
l'angle BAC est droit. En effet; menons AR perpendiculaire sur AB ; 
VixngleBAR étant droit, on aura (B. n° 1 1 2 . 2 0 ) , BD : AD * * AD l DR. 
O r , par hypothèse, BD : AD \\ AD \ DC; donc DR = DC. La perpen
diculaire AR, à BA, se confond donc avec AC; Tangle BAC est donc 
droit. 

5g. Dans un triangle rectangle, le carré de l'hypoténuse est égal à 

la somme des carrés des deux autres côtés. En effet; soit le triangle BAC3 

rectangle enA,(fig. 43 ) ; si Ton mène AD perpendiculaire à BC; on aura,, „ 
BD : AB :: AB : BC, et CD ; AC :: AC : BC; ( B . n* l i a ) ; 

d'où AB2 —BCxBD et AC2 —BCx CD ; 

d o n c , . . , AB* + AC* = BC (BD+ CD) = BCxBC^BC*. 

60. Réciproquement, lorsque dans'un triangle, le carré d'un côté est égal 
à la somme des carrés des deu^x autres côtés, l'angle opposé au plus grand 
côté est droit. Il s'agit de prouver que si BC2 = AB% -f1- AC2 (fig. 4 3 ) ; 
l'angle BAC sera droit. Sur AB, menez une perpendiculaire AQ=. AC; 
lirez la droite BQ; l'angle BA Q étant dro i t , tous aurez ( n ° 0 9 ) , 
BQ* = AB* -hAQ2 , oxifBQ* = AB*+AC>. Ma i s , par .hypothèse \ 
AB* + AC*=BC2; donc BQ = BC. Les tr iangles , 'BAC, BAQ} sont 
donc égaux ( B . n° 83) ; mais l'angle BAQ est droit; l'angle BAC est donc 
droit. 

Notes sur la Géométrie. .2 



6i« La somme des carrés des nombres 3 et 4> étant égaie an carré d u 
nombre 5 , on voit crue si les trois côtés d'un triangle sont proportionnel* 
aux nombres, 3 , 4> 5 , Tangle opposé au plus grand côté sera droit. 

62. Dans tout triangle ; le carré du coté opposé à un angle aigu, est 

moindre que la somme des carrés des deux autres cotés ; et le carré du 

coté opposé à un angle obtus, est plus grand que la somme des carrés 

des deux autres cotés. La réciproque est vraie. En effet; soient les triangles, 
ACB, ACBlt, (fig. 4 2 ) , dans lesquels, l'angle ACB est a igu , et Tangle 
ACB,, est obtus ; prolongez AC suivant et des points, B, B,, menez 

BP et B„P„, perpendiculaires sur la droite ACB; vous aurez. . . 

AP* « (AC— CP ) z = AC* -h CP2 — lACxCP et 

AP„*=(AC-h CPJ*=>AC* + CPu*-h<ïACx CP„. D'où 

AP> «f- BP* = AC*-h(CP* -f- BP* ) — *ACxCP et 

AP„* -f- B„P/t*=AC* -h(CP,*+*BuPu*)+*ACx CP„. 

- , . , r , (AP* + BP*=*AB* ; CP* -hBP*=BC*:l _ 
M a - , ( n . 5 9 ) \ A P ^ B n P t ^ A B t , . CPn*+B„P„*-B„c\

 D o n C -

(i)...AB*=AC*-hBC*—2ACx CP; AB/t*=AC*-hB„C*+iACxCPV 

D o n c . . . 

(2) AB*<AC*+BC* et AB„*>AC*-hB„C*. 

Réciproquement, lorsque les inégalités (2) subsistent, Tangle ACB est 
aigu et l'angle ACB,, est obtus; car, si Tangle ACB était droit ou obtus , 
AB* serait égal à (AC* -\-BC'>), ou plus grand ; ce qui est contre l 'hypo
thèse , et Ton prouverait de même que l'angle ACB,, est obtus. 

63. Dans un même cercle, ou dans des cercles égaux, les cordes égales 

sont à égale distance du centre ; et réciproquement, les cordes qui sont 

également éloignées du centre, sont égales. De deux contes inégales, la 

plus courte est la plus éloignée du centre ; et réciproquement, la corde 

la plus éloignée du centre est la plus courte. En effet ; du centre M 

(fig. 34), de la circonférence BOA, menez des perpendiculaires, MP, MQ, 
sur deux cordes, AB , DE ; les points P et Q seront h s milieux de ces deux 
cordes (B. n« 5 i ) ; et vous aurez, BM>=*MP*-hBP*, DM*=MQ*+DQ\ 

(n°59) . M a i s , BM=DM. D o n c , MP*^BP*^MQ*-\-DQ* ; d o n c . . 

(T)... BP* — DQ*^MQ*—MP*. 

L'égalité (1 ) démontre le principe énoncé, car, i ° . si les cordes, AB, DE, 

sont égales, leurs moitiés, BP, DQ, seront égales; l'égalité ( 1 ) donnera, 
MP = MQ. Réciproquement, si MP = MQ, Tégalilé ( 1 ) donnera, 
RP=^DQ; d'où AB — DE. 

a 0 . Lorsque DE est moindre que BA ; DQ est moindr* que BP ; 1* 



(*) U n e même corde soutendant deux arcs, nous ^entendons parler que 

des arcs moindres que la demi-circonférence; l'inverse aurait l ieu, si l'on, 

considérait des arcs plus grands que la demi-circonférence. 

«Jttantitc (BP-—DQ*) est positive; (MQ*—MP*) est donc positif ; MQ 

est donc pins grand que MP. Réciproquement, si MQ est pkis grand que 
MP; (MQi—MP*) sera positif; {BP* — DQ*) sera donc positif; DQ 

sera donc plus petit que BP ; DE sera donc moindre que BA. 

64. Dans un même cercle, ou dans des cercles égaux, le plus grand 

arc est soutendu par la plus grande corde; et réciproquement , la plus 

grande corde soutend le plus grand arc (*). En effet; quand Tare BmA 

(fig- 3 j j , est plus grand que l'arc DOE, on peut prendre sur BmA, un arc 
BmK == DOE, et menant MR perpendiculaire sur BK , on a BK = DE 

( n ° 8 ) , MR ~ MQ (n° 63) . O r , la perpendiculaire MP sur AB, est plus 
courte que l'oblique MS ; on a donc MP < MR, ou MP<,MQ ; la corde 
AB est donc plus grande que la corde DE (n° 63) . 

Réciproquement, lorsque la corde AB est plus grande que la corde DE \ 

MP est moindre que MR ( n ° 6 3 ) ; la corde BA tombe donc au-dessous 
de la corde BK ; l'arc BmA est donc plus grand que l'arc BmK; o r , 
BmK—DOE ; l'arc BmA est donc plus grand que l'arc DOE. Cela démontre 
le second principe du n 6 46 de Bezout. 

Note sur le n° 123. 

65. Si d'un point A (fig. 69 ) , pris hors d'un cercle, oh mène une 

sécante AB et une tangente AE ; celte tangente sera moyenne propor

tionnelle entre la sécante entière AB, et la partie extérieure AD , car 
en tirant, FB et FD, lés angles ABF, AFD, sont égaux (n° 44)? ^ e s triangles 
ABF, AFD, sont donc semblables (n° 56) ; on a donc AB : AF : : AF : AD. 

66. Si par le milieu E (fig. 1$), de l'arc AB, on mène le diamètre EF, 

et des cordes , EP, EQ, qui coupent la corde AB aux points D, G, I; 

le diamètre EF^ sfera perpendiculaire sur le milieu D de la corde AB 

( B . n° 5 a ) , et l'on aura ED x EF=*EG xEP^EIxEQ, car en 
tirant lés cordes PF, QF, les triangles rectangles, EPF1, EDG, seront 
semblables, ainsi que les triangles EQF, EDI, (n° 5 6 ) ; on aura d o n c . . . 

ED : EG *• EP : EF, ED\ EI\\EQ\ EF. 

Note sur le n° i35. 
67. Les polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont semblables 

( B . n° i 3 5 ) . Les périmètres de ces polygones sont proportionnels aux 

rayons des cercles inscrits et circonscrits. En effet (fig. 74) 5 ^ e s triangles, 
A1Z , alz , étant semblables , les périmètres des polygones, ABCDEFGH, 

abcdefgh, sont comme IA est à la ( B . n° i 3 5 ) , ou comme IZ est à Iz; Oç 



U n e ligne esl convexe, lorsqu'une droite ne saurait la rencontrer en 
plus de deux points. A ins i , dan* la ligure 182, Ja ligne EFG a%t convexe. 

LA et la sont les rayons des cercles circonscrits ( B . n° go) ; IZ et Iz sonj 
les rayons des cercles inscrits ( B , n° 91 ) ; la propriété est donc démontrée. 

Note sur le n° i 3 6 . 
68. Les principes du n° i 3 6 , étant fondés sur la considération des infini

ment petits, il est nécessaire d'établir ces principes d'une manière plus ri
goureuse. Pour y parvenir, nous démontrerons d'abord la propriété suivante: 
De deux lignes CONVEXES (*) , celle qui enveloppe l'autre est la plus 

grande. 11 s'agit de prouver que la ligne convexe, qrbsc ( fig. 186) , est plus 
grande que la courbe, onm. A cet effet, menez une tangente bc à omn; la 
droite bc étant plus courte que la courbe bsc, si Ton substitue bnc h bsc, le 
périmètre bncqrb, sera moindre que bscqrb ; menant une autre tangente bq, 

et remplaçant la ligne brq, par la droite bq, le périmètre qmbncq sera^moindre 
que bncqrb. Continuant à mener des tangentes à la ligne omn , et substituant 
ces tangentes aux lignes courbes ou brisées qui s'appuient sur elles, on formera 
des lignes brisées qui s'approcheront de plus en plus de omn , et dont les péri
mètres diminueront continuellement. Le périmètre cqrbsc s'approchant indé
finiment de omn, en diminuant; on doit en conclure que le premier périmètre 
était plus grand que le second. 

Cette démonstration convient évidemment à des lignes convexes quel 
conques, entièrement courbes, ou composées de courbes et de lignes brisées. 

A ins i , le périmètre CD A { fig. 1̂ 4 )> e s t phus court que CDB A; le pé
rimètre FEG ( f ig . 182 ) est plus court que BDCAB; les circonférences 
IA, la, (j^g. y4 )? s o n t P m s g r a n c ^ e s q n e le périmètre du polygone abedefgh. 

Il en résulte que les longueurs des circonférences croissent en même temps 
que leurs rayons. Nous allons prouver que cet accroissement est tel que : 

69. Les longueurs des circonférences sont proportionnelles aux lon

gueurs des rayons. En efFet ; les périmètres des polygones réguliers d'un 
même nombre de côtés, étant proportionnels aux rayons des cercles cir
conscrits ( n° 67 ) , et les polygones pouvant approcher indéfiniment des 
cercles circonscrits, quoique sans pouvoir jamais se confondre exactement 
avec eux , on conçoit que le rapport des longueurs de deux circonférences 
quelconques , doit approcher de très-près du rapport de leurs rayons; mais on 
rie peut pas en conclure rigoureusement que ces rapports sont égaux. Pour 
le démontrer, on raisonnera comme dans le n° 9 , et l'on dira : la longueur 
d'une circonférence, de rayon variable, pouvant passer par tous les états 
de grandeur , depuis zéro jusqu'à l'infini, une quantité quelconque , exprime 
toujours la longueur d'une circonférence ; et par conséquent, si le quatrième 
terme de la proport ion . . . 

(1). . .QH\CA\\citconférence OH'.circonférence CA (fig. 187 et i88) r 



(*) Les arcs semblables sont ceux qui correspondent à des angles au 
centre égaux. A i n s i , (fig. 7 4 ) , les angles CID, AIB, étant égaux, les 
arcs CD et ab, sont semblables. 

n'était pas la circonférence CA , on a u r a i t . . . . 

( 2 ) . ..OHlCAy.circ. OH'.circ.ÇD,ou OH\ CAcirc.\\OH\circ.CB. 

Circonscrivant à la circonférence CA, un polygone régulier pqrs etc. , 
dont les côtés ne rencontrent pas la circonférence CD, et inscrivant dans 
la circonférence CA, un polygone mnAt etc., semblable à pqrs etc., dont les 
côtés ne rencontrent pas la circonférence CB ; on pourrait circonscrire à la 
circonférence OU, un polygone p'q'r's' e tc . , ou inscrire dans la même 
circonférenceun polygone m'n'Ht' etc. , semblable à mnAt etc. ; or les 
périmètres des polygones réguliers semblables, sont comme les rayons des 
cercles inscrits et circonscrits ( n° 67 ) j on aurait d o n c . . . 

( 3 ) . . . OH\ CA : : p'q'r's' e tc . \pqrs etc.; ou OH\ CA\ ;m'riRt'etc.\mnAt etc. 

La combinaison des proportions ( 2 ) et (3) , donnerai t . . . 

cire. OR\ p'q'r's' etc. : : cire. CD Ipqrs etc. ; ou 
cire. OH I m'n'Ht' etc. : ; cire. CB : mnAt etc. 

Mais , la circonférence OH, est plus petite que le périmètre du polygone 
p'q'r's' etc., et plus grande que le périmètre m'n'Hi'elc. (n° 68) ; il faudrait donc 
que la circonférence CD, fût plus petite que le périmètre pqrs e tc . , ou que la 
cironférence CB, fût plus grande que le périmètre mnAt etc. ; ce qui est 
absurde ( n° 68 ) ; les proportions ( 2 ) ne peuvent donc pas subsister; le qua* 
triènie terme de la proportion (1) est donc la circonférence CA. 

70. Les arcs semblables (*) sont proportionnels aux longueurs des 

rayons. En effet ; si m désignant un nombre, entier ou fractionnaire, l'arc 
DH' ( fig. 187 ) , est la m i e m e partie de la circonférence CD, l'arc sem
blable An sera la m i e m e partie de la circonférence CA ; on aura d o n c . . . 
arc DH' : arc An : : cire. CD : cire. CA :; CD; CA, ( n° 69). 

La proposition est donc démontrée quand les arcs sont commensurables 
avec les circonférences dont ils font partie. La même propriété subsiste 
lorsque les arcs sont incommensurables ; car, si le quatrième terme de la pro
portion (1) . . . CD * CA ! : arc DR * arc An , n'était pas l'arc An , ce qua
trième terme serait plus grand ou plus petit ; on aurait donc 

( 2 ) . . . C D I C A : : D G H ' : A T ; ou CD:CA:;DCH': AT* 

Divisant la circonférence CA, en parties égales plus petites que nT' ou. 

que nT, et prenant le point A pour l'origine de la première division , i l 
tomberait au moins un point de division x' ou x, sur nT' ou sur nT; m e 
nant les droites , Cx'X',CxX, les arcs Ax' et DX' ou Ax et Dx , seraient 
commensurables avec les circonférences, CA, CD; on aurait d o n c . . . , . 

CD : CA :: DX': Ax' ; ou CD : CA:;DX\Ax. 
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Comparant ces proportions avec les précédentes, il v i e n d r a i t . . , . . , . , , , 

DG&IDX* \ \ A T \ A x ' ; on DGH : DX\\ A T \ A x . 

Mais , DGH'est pins petit que DX et plus grand que DX; il faudrait 
donc que Parc AT' fût plus petit que l'arc Axf, ou que l'arc AT fût 
plus grand que l'arc Ax; ce qui est faux. Les proportions (2) ne peuvent 
donc pas subsister; le quatrième terme de la proportion (1) est donc l'arc An. 

Note sur le n° i 3 g . 

71. Le parallélogramme est un quadrilatère dont les côte's opposés sont 
parallèles. Dans un parallélogramme AB.CD (fig* S3 ), les côtés opposés 

sont égaux (n© 3 3 ) . 

72. Le milieu O , de la diagonale BD, du parallélogramme ABCD, 

(fig> 8 3 ) , est le centre de ce parallélogramme. En effet; si par le point 
O , on mène une droite quelconque BS, terminée aux cotés du parallélo
gramme, l^s l ignes , AB, CD y étant parallèles , l é s a n t e s , OBR, ODS, 

seront égaux ( n° 28) ; mais les angles , BOB , DOS, sont égaux (B.n° 20), 
et OB est égal à OD ; les triangles ORB, OSD , sont donc égaux (B, n° 81); 
OR est donc égal à OS; le point O est donc le centre du parallélo
gramme ( n° 6 ). 

^3. Les diagonales, AC, BD (fig. 8 3 ) , du parallélogramme A BCD, 

se coupent en deux parties égales au centre du parallélogramme. E n 
effet; supposons que ces diagonales se coupent en O- La droite ABrétant 
parallèle h CD, les angles, BAO, DCO, sont égaux, ainsi que les angles 
ABO, CDO; mais AB—CD ( n ° 71)$ les triangles, ABO, CDO , 

sont donc égaux ; on a donc , OD = OB ; le point O est donc le milieu 
de B D; ce point est donc le centre du parallélogramme ABCD ( n° 72 ), 
L,es diagonales , AC, BD,se coupent donc au centre du parallélogramme. 

74. Les droites, menées par les milieux des côtés opposés d'un pa^ 

ratlélogramme, passent par le centre. En effet; si par le centre O , du 
parallélogramme ABCD ( fig. 8 3 ) , on mène une parallèle MJV au côté 
AB, on aura (n° 33) DM—CN et BN—AM; mais OM—OJY, OD~OB 

(B. n° 72), et les angles MOD, NOB, sont égaux; les triangles, MO D, NOB, 

sont donc égaux, ( B. n° 80) ; DM est donc égal à BN ; les lignes, AM, DM, 

BN,CN, sont donc égales; les points M el JY sont donc les milieux des côtés 
AD, BC; mais MN passe par le centre O ; le principe est donc démontré. 

70. Ltorsque dans un quadrilatère, deux côtés opposés sont égaux 

et parallèles, les deux autres côtés sont aussi égaux et parallèles; de 

sorte que la figure est un parallélogramme. En effet; si les côtes op
posés, AB, CD, ( fig. 8 3 ; , du quadrilatère ABCD, sont égaux et paral
lèles , les angles, ABD, CDB, seront égaux ( n° 28) ; mais AB=CD; 

les triangles AJ?D, CDU , sont donc égaux ( B. n° 80). Par conséquent, 
les côtes AD, BC: sont égaux, et les angles ADB y CBD, sont égaux; 



les côtés, AD, BC, sont donc égaux et parallèles; ABCD est donc un pa
rallélogramme. 

76. Lorsque les côtés opposés aVun quadrilatère, sont égaux ; on peut 

en conclure, que ces côtés sont parallèles deux à deux ; de sorte que 

la figure est un parallélogramme. En effet, supposez 
AB —CD et BC—AD ( fig. 83 ) ; menez la diagonale BD ; les triangles, 
ADB, CDB , seront égaux ( B . n° 83 ; ; les angles, ABD, CDB, seront 
donc égaux , ainsi que les angles ADB , DBC; les côtés , AB , CD seront 
donc parallèles, ainsi que les côtés BC, AD , (n° 27) ; ABCD sera donc 
un parallélogramme. 

77. Dans un parallélogrammme , ABCD {fig- 8 3 ) , les angles inté

rieurs opposés sont égaux, car en menant la diagonale BD, les triangles 
BDA, DBC, seront égaux ( B. n° 83 ). 

78. Si dans un quadrilatère ABCD (fig. 80), on joint les milieux •> 

E, F, G, H,des côtés adjacens, par des droites ; le quadrilatère EFGH, 

que l'on formera, sera un parallélogramme. Pour le démontrer, tirez 
AC'; les côtés , BA , BC, du triangle BAC, étant divisés en parties pro
portionnelles, par la droite EF; cette droite est parallèle à CA ( n ° 53 ) ; 

d'ailleurs BE— - BA ; donc EF— - AC. On prouvera de même que HG, 

est parallèle h AC ut est égale à - AC- Mais, les droites, EF, GH étant 

parallèles à AC, et égales chacune à ^ AC , ces droites sont parallèles et 

égales l'une à l'autre (n° 32 ) ; la figure EFGH, est donc un parallélogramme 

( n ° 75). 

79. Le carré est un quadrilatère dont les côtés et les angles sont égaux» 

Ces angles sont droits. N o u s allons démontrer qu'il existe des quadrila
tères de cette espèce. Sur une droite quelconque BC (fig. 84 ) , menez des 
perpendiculaires, BA, CD, égales à BC, et tirez AD; les droites BA, CD, 

étant égales et parallèles, la figure ABCD est un parallélogramme; AD 

est donc égale et parallèle hBC, et les angles, A , D, sont respectivement 
égaux aux angles droits C et B ( n° 77 ) ; les quatre angles du quadrilatère 
ABCD sont donc droits , et les quatre côtés sont égaux. Ce quadrilatère est 
donc un carré. Le carré existe donc. 

80. En général, la définition exacte d?une quantité ne doit renfermer 

que le nombre de conditions nécessaires a la construction de cet e quan

tité. On peut ensuite en déduire les autres propriétés de cette quantité; mais 
il n'est pas rigoureux de donner ces propriétés, dans la. définition. Sous ce 
point de vue , la plupart des [définitions de Bezout sont inexactes ; mais on 
pourra toujours y suppléer, à l'aide de raisonnemens analogues a ceux du 
n<> 79. 

81. Tout parallélogramme, inscrit dans un cercle, est un rectangle' 

Eu elVct; soit le parallélogramme BDHF (fîg. 6 8 ) , inscrit dans Je cerclo 



ABCDH; la somme des angles B et ZZ aura pour mesure la moitié de Pare 
FAD, plus la moitié de l'arc FCD, c'est-à-dire la moitié de la circonfé
rence, ou 1800 ; mais les angles opposés d'un parallélogramme sont égaux 
( n° 77 ) ; les angles B et H sont donc droits ; par la même raison les angles D 

et F sont droits. Le parallélogramme inscrit FBDH, est donc un rectangle. 
Et par conséquent, on ne peut jamais circonscrire une circonférence à un pa 
rallélogramme, dont les angles ne sont pas droits. 

82. Tout polygone régulier de quatre côtés, inscrit dans un cercle , 

est un carré. En effet; si BDHF (fig. 6 8 ) , es/t un polygone régulier de 
quatre côtés , inscrit dans le cercle ; les quatre côtés de ce polygone seront 
égaux, et les quatre angles, B, D , F, H, seront égaux ; or la somme de ces 
angles vaut 36o° (B . n° 18 ) j ces angles seront donc droits; le polygone 
BDFH est donc un carré ( n Q 79). 

Note sur le n° i44-
83. La surface d'un rectangle est égale au produit de sa base par sa 

hauteur. Ce principe est rigoureusement démontré ( B. n° i44)» lorsque la 
base et là hauteur sont commensurables. Il est facile d'en déduire que la 
même propriété subsiste quand la base et la hauteur sont incommensurables. 
E n effet; si la hauteur d'un rectangle restant la m ê m e , la base croît d'une 
manière continue, depuis zéro jusqu'à l'infini ; la surface du rectangle pas
sera par tons les états de grandeur ; le produit AB X BC (fig. 90) , mesure 
donc nécessairement un rectangle de même hauteur que ABCD; de sorte 
que si ce produit ne mesurait pas ABCD , on aurait. . . 

( 1 ) . . . AB x BC= surface ABCD', ou ABxBC=surface ABCD". 

Divisant la hauteur AB eu parties égales moindres que CC ou que CC", 

et portant des parties de même grandeur sur BC", à partir du point B, il 

tomberait nécessairement un point de division , p ou q, sur CC ou sur CC". 

Menant pr ou qs parallèle à CD, les lignes AB et Bp , ou AB et Bq, étant 

commensurables entre elles, on aurait. , . 

(2). . .AB X Bp = 3 surface ABpr, ou AB X Bq =s surface ABqs. 

BC étant plus grand que Bp et moindre que J5<7;pour que les égalités (1) et 
(2) pussent subsister, il faudrait que ABCfDf fut plus grand que ABpr, ou 
que ABCD1' fût moindre que ABqs ; ce qui est faux. Le système des éga
lités (Ï) et {2) ne peut donc pas subsister ; mais les dernières égalités sont 
exactes ; les première*» sont donc fausses; il est donc absurde de supposer que 
le produit AB X BC mesure un rectangle plus grand ou plus petit que 
ABCD; mais ce produit mesure nécessairement un rectangle ; AB X BC 

est donc la mesure du rectangle ABCD. 

Note sur le n° i 5 i . 
84* La surface du cercle est égale au produit de la circonférence par 

la moitié du rayon. En effet; s i l'on inscrit dans la circonférence CA 

(fig, 187)» un polygone régulier mnAt e t c . , la surface de ce polygone s c u 



égale à i CE x périmètre mnAt etc. . ( B. n° ï 5 o ) ; or la surface du cercle 

CA, est plus grande que celle de ce polygone ; on a d o n c . . . . 

surf, du cercle CA^> - CE x périmètre mnAt etc. 

A mesure que le nombre des côtés du polygone augmente, CE augmente et 
s'approche de CA, le périmètre du polygone augmente et s'approche de la 
circonférence CA, la surface du polygone augmente et s'approche de celle du 
cercle; par conséquent, lorsque le nombre des côtés du polygone inscrit est 
très-grand, si dans le second membre de l'inégalité on remplace CE et le péri
mètre mnAt etc. , par les quantités un peu plus grandes, CA et cire. CA, le 

produit - CA x cire. CA, sera la mesure exacte ou tiès-approchée de la 

surface du cercle CA 3 il suffit donc de prouver que ce produit est la mesure 

exacte du cercle CA. Cela n'offre aucune difficulté , car si - CA x cire. CA, 

2 

ne mesurait pas la surface du cercle CA, comme ce produit mesure nécessai
rement la surface d'un cercle , on aura i t . . . 

(1). . . - CA x cire. C A—surf. CD; ou - CA x cire. CA=surf CB; 

répétant la construction du n° 69, il en résulterait ( B . n° i 5 o ) . , . 

( 2 ) . . . - CA x pqrsetc.=zsurf.pqrscic.;ou - CE x mnAletc— surj.mnAt etc. 

Or, la circonférence CA est moindre que le périmètre du polygone circons
crit pqrs etc. , et plus grande que le périmètre du polygone inscrit mnAt e tc . , 
(n° 68); d'ailleurs, CE est plus petit que CA ; il faudrait d o n c , pour que 
les égalités (1) et ( 2 ) pussent subsister, que la surface du cercle CD fût moindre 
que celle dn polygone pqrs e tc . , et que la surface du cercle CB fût plus 
grande que celle du polygone mnAt etc. ; ce qui est faux. Le résultat de la 
combinaison des équations (1) et ( 2 ) , est donc absurde; or cette absurdité ne 

peut venir que des égalités (1) ; le produit ^ CA x circonf CA, mesura 

donc la surface du cercle dont le rayon est CA. 

Note sur le n° i52. 

85. Le calcul du rapport de la circonférence au diamètre , repose sur 
des principes que nous allons établir. Deux polygones réguliers, d'un même 

nombre de cotés sont semblables. En effet ; la somme des angles intérieurs 
d'un polygone régulier étant égale à autant de fois 180 0, qu'il y a de côtés 
moins deux ( B. n° 86) , et tous les angles étant égaux ; on voit que les angles 
des polygones réguliers ne dépendent que du nombre des côtés de ces poly
gones; les polygones réguliers d'un même nombre de côtés, ont donc les 



angles égaux (*) ; mais tons les côtés d'un polygone régulier étant égaux. le 
rapport entre deux côtés quelconques estTunité; les polygones réguliers d'un 
même nombre de côtés , ont donc les angles égaux, et les côtés homologues 
proportionnels. Ces polygones sont donc semblables ( B . n° lo i ). 

85. Réciproquement. Deux polygones réguliers semblables , ont le 

même nombre de côtés ; car si le nombre des côtés de chaque polygone n'é
tait pas le même , les angles intérieurs de ces polygones ne seraient pas égaux 
(n° 8 5 ) ; ces polygones ne seraient donc pas semblables ( B . u° I3I ) ; ce qui 
est contre l'hypothèse. 

87. Un polygone régulier étant donné ; on peut toujours décrire deux 

circonférences concentriques , dont l'une passe par tous les sommets des 

angles du polygone, et dont l'autre soit tangente a tous les côtés de ce 

polygone (Lapremière circonférence est circonscrite au polygone; la se
conde est inscrite dans le polygone). En voici la preuve ; i° soit le polygone 
régulier ABCDEFGH, (fig. 74)j décrivez une circonférence qui passe par 
les sommets, A , B, C, (n° 4* )• Je dis que cette circonférence passera paries 
sommets , D, E , F, G, H, des autres angles du polygone. En effet ; menez 
IZ perpendiculaire sur la corde AB ; le point Z sera le milieu de AB; si l'on 
fait tourner le quadrilatère 1ZAH, autour de IZ , de manière crue le plan de 
çe quadrilatère coïncide avec celui du quadrilatère IZBC; les angles 1ZA, 

IZB, étant égaux, ZA prendra la direction ZB ; or ZA = ZB; le p o i n t a 
tombera donc en B ; mais les angles ZBC, ZAH, sont égaux ; la droite AH, 

prendra donc la direction BC, et comme AH = BC, le point H tombera 
en C ; mais le point / r e s t e fixe ; la droite IH coïncidera donc avec IC; la cir
conférence décrite avec le rayon IC, passera donc par le point H. On prou
vera de même que la circonférence passe par tous les autres sommets. 

2 0 . Les cordes égales, AB, BC, CD, etc . , étant à égale distance du 
centre , la circonférence que l'on décrirait du point / comme centre, avec le 
rayon IZ , serait tangente à tons les côtés du polygone ABCDEFGH ; cette 
circonférence serait donc inscrite dans le polygone. ï ) e sorte que pour ins 
crire une circonférence dans un polygone régulier ABCDEFGH, il suffit 
de mener des perpendiculaires, ZI, SI, sur les milieux de deux côtés con-
tigus quelconques du polygone ; la circonférence décrite du p o i n t / d e ren
contre de ces perpendiculaires, avec un rayon ZI égal à Tune d'elles, est la 
circonférence demandée. 

88. Etant donné un polygone régulier inscrit dans un cercle; on pro

pose de circonscrire, au même cercle, un polygone régulier semblable au 

polygone inscrit. Soit le polygone régulier inscrit BDFH (fig. 74)- Menez 7 

du c e n t r e / , des perpendiculaires, IC, IE, IG, IA, sur les côtés de ce poly-

(*) La somme des n angles 1 intérieurs d'un polygone régulier de n côtés 
i3o° X ( n 2 ) 

valant (n — 2 ) fois 180 0 ; chaque angle intérieur vaut — -, 



gone ; par les points , C, E, G, A , où ces perpendiculaires rencontrent la 
c i rconférence /^ , menez des tangentes , B'D', D'F'', FIE, IF B', h la circon
férence IA ; ces tangentes seront les côtés du polygone demandé;de sorte que 
Je polygone circonscrit B'DrF'H! sera semblable au polygone inscrit/?/)/**//. 
En effet ; les droites, BD, B'D\ perpendiculaires à IC, sont parallèles; les 
droites DF, D'F, perpendiculaires à IE, sont aussi parallèles; les angles 
BDF, B'D'F'', sont donc égaux. On prouverait de même que les autres 
angles de ces polygones sont égaux chacun à chacun. Il ne reste donc plus 
qu'à démontrer que les côtes qui comprennent ces angles égaux sont propor
tionnels. Pour y parvenir, menez deux droites, IB', IB. Je dis que ces 
droites se confondent. En effet; les triangles, BIR, BIM, sont égaux, car 
ils ont les trois côtes égaux chacun à chacun ; la droite IB divise donc l'angle 
AIC en deux parties égales; les triangles rectangles, B'IA,B'IC, sont 
égaux, car ils on? le côté IA =IC, et l'hypoténuse commune IB'; la droite 
IB' divise donc l'angle AIC en deux parties égales; mais IB divise le 
même angle en deux parties égales ; les droites IB , IB' se confondent 
d o n c ; les trois points, I, B , B', sont donc en ligne droite. Par la 
même raison, IDD', IFF', UHF, sont des lignes droites. Les propriétés 
des parallèles donnent donc, BDlB'D' * ID ; ID' : : DF\ D'F'. Mais, lesan-
gles, BDF, B'D'F', sont égaux ; les polygones , BDFH, B'D'F'H', ont 
donc un angle égal compris entre côtés proportionnels. La même démons
tration convenant à tous les autres angles de ces polygones; il en résulte que 
ces polygones sont semblables. 

89. Toutes les perpendiculaires menées sur les milieux des côtés d'un 

polygone régulier, passent par le centre du cercle circonscrit aupoly* 

gone; et toutes les droites qui divisent les angles de ce polygone en deux 

parties égales, passent aussi par le même centre. En effet; soit le po 
lygone régulier ABCDEFGH ( fig. 7 4 ) 7 P a r i t S «»henx Z et S de deux 
côtés contigus AB , BC, menons des perpendiculaires ZI, SI, à ces côtés ; 
IB sera le rayon du cercle circonscrit au polygone, et 1Z sera le rayon du 
cercle inscrit ( n° 87 ). Les côtés du polygone devenant des cordes du cercle 
circonscrit; toutes les perpendiculaires menées sur les milieux des côtés 

du polygone , passent par le centre Idu cercle circonscrit ( B. n° 5i ). Les 
triangles, IAB, IBC, ICI), IDE, etc. , sont égaux , car iis ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun ; les droites, IA, IB , IC, ID, etc. , divisent 
donc les angles, A, B, C, e tc . , du polygone en deux parties égales; toutes 
les droites, qui divisent les angLs du polygone en deux parties égales, passent 
donc par le centre / , du cercle circonscrit. Le principe est donc démontré, 

90. Le centre du cercle circonscrit a unpolygone régulier <V un nombre de 

côtés pair, est le centre de ce polygone. Les polygones réguliers d'un nom

bre impair de côtés ri ont pas de centre. En effet ; i ° . si le nombre dçs côtés du 

polygone régulier ABCD etc. est pair, de huit côtés par exemple ( fig. 74 ) 9 

en prenant quatre cô:és successifs, AB, BC. CD, DE; les arcs, ABCDE, 

AUGFE. seront éuaux, car chacun d'eux sera égal à quatre fois l'arc AB; 



ces arcs seront donc des demi - circonférences ; la droite AE , sera donc 
lin diamètre; elle passera donc par le c e n t r e / ; par la même raison, BIF9 

CI G et DII1, sont des lignes droites. Par le point / , menez une droite quel
conque xy ; la di oite CIG , divisant en deux parties égales les angles égaux , 
BCD, HGF; les angles ICy, IGx, sont égaux; or les angles, Cfy, GIx, 

sont égaux, comme opposés au s o m m e t , et IC—IG, les triangles, ICy t 
IGx, sont donc égaux ( B. n° 8 1 ) ; le point / est donc le milieu de la d r o i t e ^ ; 
le point / e s t donc le centre du polygone, ( n° 6 ). Cette démonstration con
vient à tous les polygones réguliers d'un nombre pair de côtés. 

2 ° . On prouverait de même que si le nombre des côfés du polygone régu
lier était impair, le centre du cercle circonscrit h ce polygone ne serait pas le 
centre du polygone. Par exemple , supposons que le point S ( fig. 2 2 ) , soit le 
centre du cercle circonscrit au polygone de trois côtés BDE ; en menant une 
droite DSp, par les points D et S ; DS sera plus grand que Sp ; le point S ne 
sera donc pas le centre du polygone. Je dis de plus que ce polygone n'a pas de 
centre, car si un point quelconque O pouvait être le centre du polygone BDE, 

en menant les droites, EOr, DOq et qr, on aurait OE—Or et Oq =zOD\ 
les triangles , Qrq, OED, seraient donc égaux (B. n° 8 0 ) ; les droites qr , DE 
seraient donc égales et parallèles ; on aurait donc Bq . BE * * qr l ED ; mais 
qr=ED; Bq serait donc égal à BE ; ce qui est absurde. Cette démonstra
tion convenant à un triangle quelconque, on voit qu'un triangle n'a pas de 

centre. On prouverait par des considérations analogues aux précédentes, que 
les polygones d'un nombre impair de côtés, n'ont pas de centre. 

91. Etant donnés deux polygones réguliers semblables, l'un inscrit 

dans une circonférence, Vautre circonscrit a la même circonférence ; il 
s'agit de construire les polygones réguliers, inscrit et circonscrit, d'un 

nombre de cotés double. Supposez que les polygones donnés soient, BDFH 
etB'D'F'tr ( fig. 74). D u centre / , de la circonférence IA, menez des per
pendiculaires, IC, IE, IG, IA, sur les côtés des deux polygones donnés ; 
les points de tangence, C, E, G, A, seront les milieux des arcs, BCD, DEF, 

FGH,HAB, (B. n°5 i ) ; et comme ces arcs sont égaux, leurs moitiés sont égales; 
les cordes, BC, CD, DE , e t c . , de ces arcs égaux , seront égales ; mais les 
angles, HAB, ABC, e tc . , qui s'appuient~sur des arcs égaux, sont égaux; 
Jes cordes, AB, BC, CD, e tc . , foiment donc le polygone régulier inscrit 
d'un nombre de côtés double. 

S i par les sommets, B, D} F, II, des angles du polygone inscrit donné , on 
mène des tangentes, VX, mn , pq, TK ; le polygone VXmnpqKTV, qui 
en résultera, sera le polygone régulier circonscrit d'un nombre de côtés double. 
En effet ; le nombre des côtés de ce polygone est évidemment double de celui 
des côtés du polygone circonscrit donné B'D'F'Hf ; il suffit donc de prouver 
que le nouveau polygone est régulier. Pour y parvenir; menez des droites 
du centre / , h tous les sommets des angles de ce polygone. Les triangles 
rectangles, ITA, ITII, seront égaux, car ils ont la même hypoténuse 1T, 

et un côté de l'angle droit égal lAssuIH ( n° 5o) j donc. . . 



TA=*TH; Vangle TIA=* l'angle TIH; l'angle ATI** l'angle HTL 

On prouverait de même que les angles, KIH, KIG, sont égaux ; les angle* 
TIH, KIH, sont donc égaux, car ils sont les moitiés des angles égaux, HIA} 

HIG ; les triangles rectangles, IHT, IHK, sont donc égaux ( B. n° 81) ; le.<* 
côtés, TH, HK, sont donc égaux. On prouverait de même que AT—AV. 

D o n c , TA = TH— VA — HK ; d o n c , TV— TK. P a r l a même raison!, 
TK = Kq ; Kq = qp\ etc. Les triangles, / 7 7 ^ , / T 7 / / , / # G , elc.^ 
étant égaux, les angles de ces triangles sont égaux; les angles intérieurs du 
polygone VTKqp e t c . , sont donc égaux ; mais les côtés de ce polygone sont 
égaux ; le" polygone est donc régulier ( B. n° 88). Ainsi, le polygone circonscrit 
VXmnpqKTV est régulier, et le nombre de ses côtés est double de celui des 
côtés du polygone primitif R' D'F' Hf. Le problème est donc résolu. 

92. On propose de calculer la valeur approchée du rapport de la cir-

eonférence au diamètre. En désignant ce rapport par 7r, et nommant r U> 

rayon d'un cercle quelconque, on aura, ( n o s 69 et 8 4 ) . . . 

; d'où cire, r = I7rr7 et surf. 

Supposant r—i ; on voit que la surface du cercle dont le rayon est l'unité, 
exprime la valeur de 7r; la question est donc réduite à calculer la surface du 
cercle dont le rayon est l'unité. Pour y parvenir, on remarquera que ia sur
face du cercle étant plus grande que celle d'un polygone inscrit quelconque, 
et plus petite que celle d'un polygone circonscrit, si l'on multiplie le nombre 
des côtés de ces polygones de manière que les surfaces des polygones inscrit 
et circonscrit ne diffèrent que d'une quantité très-petite/; la différence entre 
la surface du cercle et celle de l'un de ces polygones, sera moindre que «T * 
de sorte qu'en prenant la surface de l'un de ces polygones pour celle du cercle, 
l'erreur sera inoindre que <f. Il ne s'agit donc que de calculer deux polygones, 
l'un inscrit, l'autre circonscrit, dont les surfaces ne diffèrent que d'une quan
tité très-petite. Cela n'offre aucune difficulté, car les surfaces des carrés, 
inscrit et circonscrit, étant connues; on pourra en déduire les surfaces des 
octogones inscrit et circonscrit ; de ces dernières on déduira les surfaces des 
polygones de seize côtés ; et continuant ce calcul, on parviendra bientôt à 
deux polygones, l'un inscrit dan$ le cercle, l'antre circonscrit, dont les sur* 
faces ne différeront que d'une quantité très-petite. Tout se réduit donc à 
résoudre le problème snivant : 

93. Connaissant les surfaces d'un polygone régulier inscrit et d'un 

polygone régulier circonscrit, d'un même nombre de cotés; troiwer les 

surfaces des polygones réguliers, inscrit, et circonscrit, d'un nombre de 

cotés double. Nous avons vu (n°9 i ) , qu'étant donnés les premiers polygones, 
on pouvait construire les seconds; le problème est donc toujours possible. Il 
suffit donc d'appliquer le calcul aux constructions indiquées dans le n° gi. 



D o n c , et 

Les triangles de même hauteur étant comme leurs bases ( B. n° i58 ) , 
et la ligne IV, qui partage l'angle AIE' en deux parties égales (n° 91 ) , divi
sant la base AB' en parties, VA, VB', proportionnelles aux côtés IA, I£'t 

( B . n° 104) ; on en d é d u i t . . . . 

O r , donc 

Les égalités. » donnent, 

La solution du problème se déduit des formules ( i ) et (2), car les surfaces 
a et b, des polygones inscrit et circonscrit de n côtés, étant données, on 
pourra calculer les surfac.es,«', U, des polygones inscrit et circonscrit de 2/* 
côtés. La formule ( T ) , donnera a!,\ et la valeur de a', substituée dans la 
formule ( 2 ) , déterminera br. 

9^. P o u r calculer la surface du cercle dont le rayon est l'unité^ on 
supposera le rayon A I ~ \ \ la surface du carré inscrit HBDF, sera 
égale à 2 , et celle du carré circonscrit H'B'D'Ff, sera égale à 4 , car 
HB* — IH*-*-IB*~i-*-i—i et B'B! étant égal au diamètre 2 , le quarré 
JB'Il'F'D' sera égal à 4; faisant donc, a— 2 et 6—4> les formules (i), (2), 
donneront, en se bornant à quatre décimales . . . . 

Ces valeurs de a' et 7/, expriment les sut faces des octogones , inscrit et 

Cela posé; si IIB et II'B' ( fig. 74), sont les côtés des polygones réguliers 
de n côtés , inscrit et circonscrit ; en tirant les cordes, AB, AH, et les tan
gentes, HT, BV\ les droites, AB, TV, seront les côtés des polygones régu
liers, inscrit et circonscrit, de in côtés (n° 91). Les triangles, HIB, H'1B\ 

seront donc contenus n fois dans les polygones réguliers, inscrit et circons
crit, de n côtés; et les triangles, AIB, TIV, seront contenus in fois dans les 
polygones réguliers, inscrit et circonscrit, de in côtés. Soient , a la surface 
du polygone régulier inscrit de n côtés; b la surface du polygone semblable 
circonscrit ; ar et b', les surfaces des polygones réguliers inscrit et circonscrit 
de in côtés, dont les côtés sont AB et TV. O n aura. 

surf. HBDF =nxBIH 2/? x HIR = a 

surf. H'JYI/F' ^nxB'IW^mxIAR'^inxAIH'^b 
surf. H ABCDEFGH = m x AIH = mx AIB = a' 

surf. K TVXmnpqK » m x ITV= fa x IVA » V. 
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circonscrit, HABCDEFGH, KTVXmnpqK. Supposant , a « 2 ,8284etc . ? 

et ¿ = 3j3i37 etc. , JET» formules (1) et (2) , donneront . . . 

ar s= 3 |o6 i4 e tc . , y = : 3 , i825 etc. 

Ces nouvelles valeurs de af et de b*, expriment les surfaces des polygone* 
réguliers, inscrit et circonscrit, de lôcô tés . Continuant ces calculs et ne c o n 
servant que trois décimales, on trouvera que les surfaces des polygones ré
guliers, inscrit et circonscrit, de 4» 8 , 16, 32 , Qt\, 128, côtés, sont. «. 

nombre des côtés 4 } 8 ; 1 6 ; 3a ; 64 '5 I i î S ; 

surfaces des polygones inscrits. . . . 2 ; 2,828; 3 , O 6 I ; 3 ,J2 i ; 3 , i 36 ; 3 f î 4 o ; 

surfaces des polygones circonscrits. 4; 3 , 3 i 3 ; 3,182; 3 , i 5 i ; 3,i44j 3,I>j2. 

La différence entre les surfaces des polygones, inscrit et circonscrit, de 12c» 
côtés, étant moindre qu'un ceniième ; la surface du cercle dont le rayon est 
l imi t é , est 3 , i 4 , à moins d'un centième d'unité près. Lorsqu'on effectue les 
mêmes calculs, en conservant cinqdéciniales, on trouve que la surface du ccrcltí 
dont le rayon est l'unité, est 3 , 1 4 1 ^ 9 etc. La valeur de x, à moins d'un cent-mil
lième d'unité près , est donc 3 , T 4 I 5 C ) . Si Ton cherche les valeurs approchées 

i , c . 3 I | T 5 O . . . 3 22 3 3 3 

ue la traction -•> on trouvera tes tractions plus s imples, - , — , 3 

100000 1 r 1 7 106 

etc . , (Arith. n° 192). Les rapports approchés, de la circonférence an 

22 
diamètre , dont on fait le plus d'usage, sont exprimés par les fractions, — ? 

j 
le premier a été donné par Arclûmede ; le second est celui d' 'vidrien, 

Mélius. Si l'on calculait la valeur de 7r, avec un plus grand nombre de déci
males, on trouverait, 7r = 3,i4 7»59 26535 897932 etc. 

95. Les surfaces des cercles sont proportionnelles aux carrés de leurs 

rayons. Pour le démontrer, il suffit de substituer, dans le n° 6 9 , les sur
faces aux périmètres, et les carrés des rayons aux moitiés des rayons. O n 
peut aussi déduire cette propriété , du principe du n° 92 , car les surfaces des 
cercles dont les rayons sont R et r, étant 7rRp et TTT 2, ces surfaces sont entre 
elles comme R* est à r 2 . 

9 6 . Dans un même cercleou dans des cercles égaux, les surfaces des 

secteurs sont proportionnelles aux arcs sur lesquels ces secteurs s7ap-

puient. Il s'agit de prouver que l'on a ( fig. 21 ) , 

(1 ) . . . secteur ACB \ secteur ACD .*: arc AB ' arc AD. 

I o . Si les arcs, AB, AD, sont commeiuurablcs, en nommant b leur 
Commune mesure, on aura, AR=*pb, A D — q b .~D'\\hîmt l'are AB on p 

»*es égaux à b , menant des droites du centre à ces points de division ? et 



(*) Les secteurs qui s'appuient sur des arcs égaux sent égaux, car en 
les superposant, on voit qu'ils coïncident. 

Les secteurs et les segmens semblables, sont ceux qui correspondent 
h des angles au centre égaux ; de sorte que les secteurs et les segmens 
semblables sont du même nombre de degrés. 

désignant par s la surface du secteur qui s'appuie sur l'arc b (*), on aura, 
secteur ACB —ps et secteur ACD — qs. On en déduit la proportion (i)« 
L e principe est donc démontré pour des arcs commensutables. 

2°. Lorsque les arcs, AB , AD , sont incommensurables, la proportion (i) 
subsiste encore. En effet; si le dernier terme de la proportion ( i ) n'était pas 
l'arc AD, on aura i t . . . 

sect. ACB : sect. ACD II arc AB \arcAO; o n . . . 
sect. ACB \ sect. ACD \\arc AB \ arc AO'. 

Divisant l'arc AB en parties égales plus petites que DO ou que DOf, il 
tomberait au moins un point de division K ou K'} sur DO ou sur DOf ; 

joignant CK ou CK', les arcs AB et AK, ou AB et AK', étant com-
mensurablcs, il en résulterait . . . 

sect. ACB : sect. ACK\ \ l'arc AB l Parc AK \ o u . . . 

sect. ACB : sect. ACK'w Parc AB : Parc AK'. 

Ces proportions, combinées avec les précédentes, donnera ient . . . . 

sect. ACD : sect. ACK :: Parc AO l l'arc AK ; o u . . , 
sect. ACD I sect. ACK' : : l'arc AO' \ l'arc AK'. 

Mais , le secteur ACD , est plus petit que le secteur ACK et plus grand 
que le secteur ACK' ; il faudrait d o n c , pour que ces deux dernières pro--
portions pussent subsister, que l'arc AO fût plus petit que l'arc AK, ou 
que l'arc AO' fût plus grand que l'arc AK'; ce qui est faux; le quatrième 
terme d e l à proportion (i) ne peut donc être ni plus grand ni plus petit 
que l'arc AD; ce quatrième terme est donc l'arc AD. 

97. La surface d'un secteur est égale au produit de Parc qui lui 

sert de base , par la moitié du rayon. En effet; le principe du n° 96 
donne 

surf, du cercle CA ! sect. ACB \ l cirç. CA \ arc AB, 

ou ( n o 84 ) , ^ CA x cire. CA : sect. ACB il cire. CA l arc AB. 

O n en déduit, secteur ACB— - CA x arc AB. Ce qui démontre le 

principe énoncé. 

98. Les surfaces des secteurs semblables (**), sont proportionnelles 

4ux carrés des rayons. En effet, ( n ° 9 7 ) . « . 
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{fie. 2 1 ) . . . sect. ABC—- CAxarcAB; sect. A'CB'~- CA XarcA'B\ 
2 2 

D o n c , sect. ACB : sect. ACB' \\ CA x arc AB l CA x arc ArBf. 

Mais , (n* 70) arc AB l arc A'B' \\ CA \ CAr. 

D o u e . . . . sect. ACB : sect. ACB' \ \ CA" \ CA'*. 

Cela démontre le second principe du n° 162 de Bezout. 

99. Les surfaces des segmens semblables, sont proportionnelles aux 

carrés des rayons. En effet; (fig. 21)). . . . 

( n ° 98) secteur ACB : secteur A' CBT\\ CA* : CA'*, et 

( B . n ° i 5 9 ) . . . triangle ACB l triangle A'CB':;CA*:CA'*. D o n c , 

sect. ACB l sect. A'CBf \ l tri. A CB l tri. A'CB' : : CA*\CA'*. D o n c , 

(sect.ACB — tri.ACB):(sect.AfCB'~tri.A'CB');: CA* : CA'*. 

Donc segment AMBxA \ segment A'M'B'x'A ; l CA* l CA*~ 

Cela démontre le troisième principe du n° 162 de Bezout. 

Note sur le n° 164. 

100. Le carré construit sur Vhypoténuse d'un triangle rectangle, est 
équivalent à la somme des carrés construits sur les deux autres côtés 
( n° 59). Je dis de plus que si Von mené les droites, GE, HL , LE 
(fig. 102) , les triangles, EBG, HCL, FAX, ABC, seront équiva-
lens. En effet; les triangles rectangles, EBG, ABC, sont égaux ( B . n° 80). 
D u point L, menez LK perpendiculaire au prolongement CK de CH ; les 
angles droits , BCK, ACL, étant égaux, si l'on en retranche l'angle ACK9 

les angles restans, BCA, LliC, seront égaux; les triangles rectangles, 
ABC, LKC, ont donc , les trois angles égaux chacun à chacun, et un côté 
égal , AÛ= CL ; ces triangles sont donc égaux ( B . n ° 8 i ) j on a d o n c , 
AB = LK» M a i s . . . . 

AB—LK;BC=zCH;surfiABC~-ABxBCet surf.LCH= ~LKx CB. 

Les triangles, AB C, LCH, sont donc équivalens. Menant une perpen
diculaire IM, sur le prolongement AM de AF, on prouverait de même que 
les triangles, ABC, FAI, sont équivalens. Ce qui démontre le principe 
énoncé. 

101. Lorsque deux côtés d'un triangle rectangle, sont propor

tionnels à deux côtés homologues d'un autre triangle rectangle, ces 

triangles sont semblables. En effet; i ° . quand les côtés proportionnels sont 
les deux côtés de l'angle droit , les triangles sont semblables, ( B . n° u 3 ) ; 
20. Quand les côtés proportionnels comprennent des angles a igus , il s'agit 
de prouver que ces angles sont égaux. Soit donc (fig. 96 et 97 ) 

( i ) . . . AE : AB ae : ab, ( les angles E, e, sont dro i t s ) ; si les angles 
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BAE, Ъае , n'étaient pas égaux , l'un d'eux serait plus grand que 
l 'autre; soit l'angle BAE^> bae ; on pourrait mener la droite am , sous 
un angle mae = BAE; les triangles rectangles BAE, m'ce seraient 
semblables ( n ° 5 6 ) ; on aurait donc ( 2 ) . . . . . . . AE \ AB \\ ae \ am; 

les proportions (1) et (2) donneraient ab = am ; ce qui est faux (n° 16. 4°) 5 
les angles BAE , bae sont donc égaux. Ce qui démontre le principe 
énoncé. 

Les élèves, qui auront saisi le véritable esprit des démonstrations précé
dentes, seront convaincus de l'exactitude des raisonnemens fondés sur la 
considération des infiniment petits. Cette dernière méthode est celle qui con
duit aux découvertes. On peut ensuite démontrer rigoureusement les résultats 
auxquels elle conduit , au moyen de la démonstration par l'absurde. J'engage 
les élèves à compléter ainsi, les démonstrations relatives aux solides. Les 
bornes que je me suis prescrites ne me permettent pas de donner ces dé» 
monstrations ; mais on pourra déduire ces dernières, des principes déjà établis. 

Applications à l'Artillerie. 

102. Par un point F (fig* 1 0*9)? donné sur le terrain, mener une 

parallèle h une ligne inaccessible AB. Choisissez une base FG, des extré
mités de laquelle vous puissiez apercevoir deux points remarquables A et C, 

de AB ; mesurez la base FG et les angles, AFG, CFG, AGE, CGF: vous 
pourrez en déduire A F et CF(B. n° З00. i ° ). Vous connaîtrez alors, dans le 
triangle AFC, l'angle AFC et les deux côtés, FA, FC, qui le compren
nent ; vous pouirez donc calculer l'angle A CE ( В . n° З06). Menant la 
ligne FD. sous Tangle CFD — ACF, cette ligne sera la parallèle deman
dée (n° 27)- Ce problème peut servir à mener une parallèle a la face 

d'un BASTION. 
103. (fig. 189). Par le point C, delà ligne inaccessible AB, mener sur 

le terrain une perpendiculaire à cette ligne. On choisira' un point quel
conque F, d'où l'on puisse apercevoir le point C. On calculera , la dis
tance FC, l'angle FCA, et l'on mènera FD parallèle à AB ( n e 102). 
Connaissant alors dans le triangle rectangle CBF, l'hypoténuse FC et 
l'angle CFH, on pourra calculer FH ( B. n° 295 ) ; la perpendiculaire à 
FD, menée par le point H, sera la ligne demandée. Ce problème peut 
servir à déterminer le plus avantageusement possible, la ligne du TIR 
d'une batterie qui serait destinée à attaquer un certain point С, du 
bastion AB. 

104. Déterminer le prolongement delà CAPITALE d'un bastion. V venez 
deux points quelconques, D, F, ( fig. 190 ) , sur les prolongemens , des 
faces AB, CB , du bastion. Mesurez DF, et calculez les distances, BD, BF, 
( В . n° З00. i ° ) . La capitale KE du bastion, divisant l'angle DBF, en 
deux parties égales , ou obtiendra le point E, de cette capitale, en parta
geant DF en parties, DE, EF, proportionnelles aux distances connues 
BD, В F, (11° 54). 



Vous pourrez donc calculer l'angle HDB, ( B . n ° 2 9 6 ) . Connaissant dans 
le triangle rectangle BGA, le côté B G et Tangle GBA = HDB, vous en 
déduirez G A (B. n^ 295 ). Joignant le point A , avec les points E et D, vous 
aurez les directions demandées. 

106. (fig. 193). Connaissant la première E M B R A S U R E d'une B A T T E R I E 

à R I C O C H E T , AC; trouver Vinclinaison de la septième embrasure. Cela 
se réduit à déterminer l'angle ACB, que la ligne de T I U fait avec Vépau-

lement AC', à la septième embrasure. On suppose , que toutes les pièces 
de cette batterie sont dirigées vers un même point B, éloigné de 25o mètres 
de AC, et que, la ligne de tir AB, de la première embrasure, est per
pendiculaire sur AC. Il faut donc calculer Tangle ACB du triangle rec
tangle BAC. Cela sera toujours facile, car dans ce triangle, on connaît le 
côté AB, qui est de 25o mètres, et le côté AC est déterminé par la gran
deur, la distance et le nombre des embrasures. Par exemple, si la distance 
du milieu d'une des embrasures au milieu de la suivante, est de 5 mètres; 
AC sera «gai à 3o mètres. L'angle aigu BCA sera donc déterminé par la 
proportion 3o • 25o II B : tang. BCA ; ( R est le rayon des tables). Effec
tuant le calcul, à Taide des logarithmes, on trouvera que Tangle BCA est 

de 83o r/ 2 6" . 

Remarque (fig. 191). Si Ton ne pouvait pas prolonger AB et CB, on pren
drait un point quelconque E, dont on déterminerait les distances aux points 
A, B , C; mesurant ensuite les angles, CFB,BFA, on calculerait, au moyen 
des triangles, CBF, ABF, les angles CBF, ABF; la demi-somme de ces 
angles , serait l'angle CBG, que CB fait avec le prolongement BG de la 
capitale du bastion ; retranchant CBF de CBG, et prenant le complément du 
reste FBG, on aurait l'angle BEG, que la perpendiculaire FG à BG, fait 
avec FB. Enf in; comme dans le triangle rectangle BFG, on connaîtrait 
FB et les angles, on pourrait calculer la grandeur de FG< Ce qui don
nerait le point G, du prolongement de la capitale KB. 

io5. {fig. 192). Connaissant l'épaisseur EH de Z ' É P A U L E M E N T d'une 
B A T T E R I E , l'ouverture extérieure DE et l'ouverture intérieure BCy 

d'une E M B R A S U R E que Von veut D É G O R G E R , déterndner la direction des 
J O U E S , BD, CE. Cela se réduit à trouver Je point A , où les prolongemens 
des joues se rencontrent. Pour y parvenir; prenez le milieu F de DE et 
menez la perpendiculaire FA, à DE ; elle passera par le milieu G de BCy 
concevez BH, perpendiculaire à DE ; alors , dans le triangle rectangle BHD, 
vous connaîtrez l'épaisseur BH; de l'épaulement, et , 



D E U X I È M E PARTIE. 

P R O B L È M E S D E G É O M É T R I E . 

Ï07. (fig. 68) . ON propose de construire un rectangle, dont la surface 
soit équivalente à un carré donné c*, et tel que la somme de ses côtés 
ad} a cens, soit égale a une ligne donnée il. Prenez AC— il ; sur AC 
comme diamètre, de'crivez la circonfe'rence O A ; menez CV perpendicu
laire à CA et prenez CT—c; tirez TF parallèle à CA, et FP perpen
diculaire au diamètre CA. Je dis que AP et CP, seront les côtés du rec
tangle demandé ; car la somme des côtés de ce rectangle est la ligne AC— il; 
et FP étant moyen proportionnel entre AP et CP ( B . n° i a 5 ) , la surface 
APx CP de ce rectangle, est égale à FP* ou à c 2 . 

Remarque, Pour que cette construction réussisse, il faut que la droite 

TF rencontre la circonférence décrite avec le rayon - AC ; ce qui exige que 

la droite CT, ne soit pas plus grande que ^ AC ; la quantité c ne doit 

donc pas être plus grande que l ; le problème ne sera donc possible que 
iorsqne c ne surpassera pas / ; et quand cette condition sera remplie, on 
pourra toujours construire le rectangle demandé (*). 

108. (fig. 68). Construire un rectangle dont la surface soit équivalente h 
un carré donné c a et tel que la différence de ses côtés adjacens, soit égale 
h une ligne donnée il. Prenez AC—il; sur ACcomme diamètre, dé
crivez la circonférence ADB ; menez CV perpendiculaire à CA, et prenez 
CT—c; par le point T menez le diamètre TM; je dis que TM et TK 
seront les côtés du rectangle demandé. En effet; il résulte de la construction 
que TM — TK~MK~AC=.il, et la tangente TÇ étant moyenne 

(*) L'Algèbre en donne une démonstration directe ; car la somme des 
côtés du rectangle demandé devant être il; si l'un des côtés es t ( / - f -ar ) , l'autre 
sera ( Z ~ x); la surface de ce rectangle sera donc (Z-f-ar) x (Z — x) , ou 
( Z 2 — x*) ; d o n c , Z2 — x* ±= c a ; d 'où, x—\/h — c 2 . Lorsque c ne sur
passera pas / , la valeur de x sera réelle ; le problème sera donc possible; mais 
quand c surpassera Z, la yaleur de x seça imaginaire et Je problème sera 
impossible. 



proportionnelle entre la sécante entière TM et la partie extérieure TK 

( n ° 6 5 ) , on a , TM x TK = TC*=*c*. 

Remarque. Cette construction étant toujours possible, on voit qu'il est 

toujours possible de trouver un rectangle qui satisfasse aux conditions de

mandées (*). 

109. (fig. 85 ) . Connaissant la différence S, de la diagonale, au côté 

d'un carré; construire ce carré. Faites un carré quelconque ABCD; 

menez la diagonale AC; prenez, AF=f et CE=CD; tirez DE, et 
menez FG parallèle à DE (**). Je dis que A G sera le côté du carre d e 
mandé. En effet; sur AG, comme c ô t é , construisez le carré AGHM 

les triangles semblables, CDE, HGF, donneront CD : CE\\HG\ HF\ 

Mais , par construction, CE=* CD 5 donc HF= HG. O n en déduit 

AH—HG = AH— HF= AF— J\ Le carré AGHM, jouit donc de la 
propriété demandée. 

110. (fig. 85) . Construire un carré, qui soit triple d'un carré donné. 

Soit ABCD le carré donné; par l'extrémité C, de la diagonale AC', menez , 
sur AC, une perpendiculaire CK~ CD, et tirez AK ; la droite AK sera le 
côté du carré cherché. Car la propriété da carré de l'hypoténuse ( n ° 5 9 ) , 
donne AC* — AD* + DC* — <ïCD*; et 

KA* = AC*+ CIO = iCD*-f- CD* == 3CD*. 

i n . (fig- 35). Par V extrémité B, d'une droite FB, mener une perpen

diculaire BC a FB, sans prolonger FB. Portez sur BF quatre parties 
égales, d'une grandeur arbitraire; soit A l'extrémité de la dernière partie, de 
sorte que BA = 4 ? a e s P ° i n t s B et A comme centres, avec des rayons égaux 
à 3 et à 5 de ces parties égales, décrivez des arcs ; ces arcs se couperont en un 
point C ; la droite BC, menée de ce point au point B, sera la perpendiculaire 
demandée (n° 61 ). 

112. (fig. 194). Sur une droite MN, mener une perpendiculaire SQ, 

telle que la différence des carrés des distances de Vun quelconque de ses 

points, aux extrémités M et JY9soit égale a un carré connu <T2. Prenez 
MA — S'; menez AD perpendiculaire à MN, et portez sur AD, une partie 
AC, telle que les arcs, décrits des points Met N comme centres, avec les 
rayons MC, CA, se coupent en un point P. Par ce point , conduisez SQ 

(*) L'AJgèbre en donne une démonstration directe ; car la différence des 
côtés du rectangle étant 2 / ; si l'un des côtés est (x-+~l), l'autre côté sera 
(x — l) ; la surface de ce rectangle sera donc (sr-f-/) x (x — / ) , ou — /2 • 

donc x* — l2=^c2 ; d 'où , x — \/c2 - f - 1 2 . Cette valeur de x étant toujours 
réelle, le problème est toujours possible. 

(**) Si le point F tombait entre les points E et C , le point G tomberait 

sur le prolongement de AD. La construction serait la méine. 



(*) L'Algèbre fournit une solution plus directe. En effet; si QS est la per
pendiculaire demandée; pour un point quelconque R de cette l igne , on aura 
RM* — R]S* = £*. Cherchons à en déduire la position d u point Q. Les 
triangles rectangles, RQM, RQJS, donnent, ( n ° 5g), 

RQ* = RM* — MQ* = RN* — NQ* ; d ' o ù . . . 
RM- — R№ = MQ- — JYQ- = ^ . So i t , MW—l, lSQ=*x. 

L'équation , MQ* — 2SQ* = <f2, donne , 

Cela posé; i ° . lorsque l est plus grand que ef, la valeur de x est positive, 
le point Q tombe sur M2Y, et 1SQ est une quatrième proportionnelle aux 
trois lignes connues, i l , (/-f-«T), (/ — «T) ; 2 0 . lorsque / = «P; la valeur de ;r 
est nul le , et le point Q tombe en JS; 3°. lorsque / est plus petit que cT, la 
valeur de x est négative, ce qui indique que le point Q est situé en O', sur le 
prolongement de MIS; dans ce cas 

D e sorte que JXQ' est une quatrième proportionnelle aux trois lignes con
nues, il, J"-f-/ , «T—l. Le problème est donc toujours possible ; de sorte que 
dans la première construction que nous avons indiquée, on peut toujours 
prendre AC de manière que les arcs décrits des points Met 2Vcomme centres , 
avec les rayons, MC, CA, se coupent en un point. La perpendiculaire meiue 
de ce point sur MIS, est la ligne demandée. 

perpendiculaire à MIS- Je dis que SQ sera la perpendiculaire demandée , 
c'est-à-dire, que pour un point quelconque R, de SQ , on aura 
RM* — RIS* = cT2. En effet ; par construction, MP — MC et JSP =» CA. 

Biais , (n° 5 g ) , 

PQ*=PM*—MQ*=PIS*~-1SQ*, RQ*=*RM*—MQ*—RlS*—NQ*j 

d ' o ù , MQ* — NQ* = PM* — PN*=RM*—R1S*. O r , 

Pi j f* P i \ r 2 ^ CM*— = M ^ * — ch. D o n c , RM* — RN* = f*. 

Remarque. Le point Q peut tomber, entre les points Met 2V, ou sur l'un 
de ces points , ou sur le prolongement de MIS- La construction réussit égale
ment dans ces trois cas (*). D e sorte que le problème est toujours possible. 

n 3 . (fig. 7). Connaissant deux points, M, m , et une droite AB ; on 

propose de trouver sur AB un point P, tel, qu'en tirant MP et Pm, les 

angles MPB, mPA, soient égaux. Menez MF perpendiculaire sur AB ; 

prenez OFz=* OM\ tirez la droite Fm ; le point .P, où Fm coupe AB, jouit 
de la propriété demandée. En effet; si l'on mène la droite MP, les triangles 
rectangles, MOP, FOP, seront égaux (B. n° 80) ; les angles, MPO, FPO, 

seront donc égaux. Mais , les angles , FPO, mPA, sont égaux, ( B . n° 20) ; 
l'angle MPO est donc égal à l'angle mPA. 



It4- (fig- 7). Etant donnés y deux points M et N, dans un angle connu 

BAC; mener par ces points des lignes , MP, NQ, telles, qu'en tirant la. 

droite PQ, les angles, MPB, QPA, soient égaux entre eux> ainsi que 

les angles NQC, PQA» Menez MF et NG respectivement perpendiculaires 
sur AB et sur AC; prenez OF= OM et RG~ UN; tirez la droite F G; 

cette droite coupera les côtes de l'angle donne', en P et Q. Les lignes, MP, 

PQ, NQ, satisferont aux conditions du problème. En effet ; les triangles rec
tangles , JVQR, GQR, sont égaux ( B . n° 80) ; les angles, CQIY, CQG, 

sont donc égaux; mais CQG~PQA; donc , CQN=*PQA. On prouverait 
de même que les angles, MPB , QPA, sont égaux. 

n 5 . Remarque. Les deux questions précédentes, servent de fondement à 
la théorie du jeu de billard. En effet ; on a reconnu , par l'expérience, qu'une 
bille qui vient frapper une bande de billard, sous un certain angle, s'en éloi
gne ensuite sous le même angle; une bille, qui partant du point M (fig. 7 ) , 
frapperait la bande AB>, en P, rencontrerait donc une bille placée en m; car 
elle suivrait la route MPm, pour laquelle l'angle MPB d'incidence est égal 
à l'angle mPAàc réflexion. On verra de même (fig. 7 ) , qu'en regardant 
AB et AC comme les bandes d'un billard , une bille, qui partant du point 
M, frapperait la bande AB en P, suivrait la route MPmQN; elle rencon
trerait donc une bille placée en N 

116. (fig. 195). Par un point M, pris hors de l'angle BAC, mener une 

droite MN, de manière que les parties, MN, MP, soient entr'elles dans 

le rapport de deux lignes données m et n. Menez la droite .4M, et prenez 
sur cette droite, un point D tel que vous ayez, m ',n\ \ MA : MD. Menez DP 

parallèle à BA et tirez la droite MP, que vous prolongerez jusqu'à la ren
contre de AB, en N. La droite MN jouira de la propriété demandée. En effet ; 
DP étant parallèle à AB, on a , M Ni MP : : MA \ MD. 

Mais , par construction, MA \ MD \\m\n; donc MN \ MP \ \m \ n. 

MN est toujours plus grand que MP ; le problème ne sera donc possible 
que lorsque m sera plus grand que n. 

117. (fig. 195). Par un point M, pris hors de Vangle BAC, mener une 

droite MN, telle que le rectangle des parties, MN, MP, soit équivalent 

au carré donné m2. Menez MS perpendiculaire sur AC, et prenez une partie 
MQ, telle que vous ayez MB : m\lm \ MQ; d 'où, MR X MQ = m*. 

Sur MQ, comme diamètre, décrivez une circonférence, qui coupera AB 
en NetN; les droites, MN, MNr, résoudront également la question, carie 
diamètre MQ étant perpendiculaire à la corde CE, on a ( n° 66 ) . . . . 

MN x MP = MN x MP'= MQ x MR = m». 

Lorsque la circonférence décrite sur MQ eomme diamètre , coupera AB 

en deux points N, N', situés sur AB, le problème admettra deux solutions ; 
quand cette circonférence n'aura qu'un point commun avec AB , il n'y aura 
qu'une solution. Enfin, lorsque la circonférence ne rencontrera pas AB, il n'y 
aura aucune solution. 

file:////m/n


IiS. (fig. TQ6). Dans un angle connu HBK, mener une droite PQ , 

égale à une ligne donnée et, de manière que Vangle PQB soit égal à un 

angle donné eT. Par un point quelconque C d e BK, menez une droite CS—a,, 

sous J'angle SCB=*£. Tirez, SP parallèle à CB et PQ parallèle à SC La 
ligne demandée sera PQ , car 

l'angle PQB = SCB=<? et PQ = SC^x. 

Cette construction donne le moyen d'inscrire dans un angle donné , une 
perpendiculaire égale h une ligne donnée ; il suint de supposer, ^ = 9 0 ° . 

119. (fig. 197 ). Par un point M, pris sur la droite AR, qui divise l'an

gle BAC, en deux parties égales ; mener une droite S'x', de manière que 

la partie N'P', comprise dans Vangle donné, soit la plus petite possible. 

Menez par le point M, une perpendiculaire Srxr sur AR ; la perpendiculaire 
S'x' jouira de la propriété demandée. 11 s'agit de prouver, qu'en tirant par le 
point M, une ligne quelconque Sx, on aura N'P'-^ZNP- Menez N'Q paral
lèle à AC; prenez MV=MN' et MT=*MP' ; tirez les droites , VN', TP'. 

Désignez l'angle BAC par ic ; les angles, RAB, RAC, seront égaux à c. Re
présentez par b, les angles égaux, PPM, MN'Q. Les triangles rectangles, 
AMN', AMP', seront égaux, car iis ont un côté commun, et les angles adja-
cens égaux (R. n° Si) ; donc 

AW^AP'; AN'M^b; MN'=*MP'=*MV=MT'; N'P'^TV. 

Les triangles isosceles, MN'' V, MP'T, sont donc égaux (B . n° 80); mais 
les triangles, MQW, MPP', sont égaux (B . n° 81 ) ; les triangles, Nr VQ , 

P'TP, sont donc égaux; donc I Q = TP. Mai s , (B. n° 75) , 

b = AN'M— N'NM -I- NfMN ; et 

N' QN-= QN'M -f- NMQ = Z>-h N'MQ=N'NM -f- NMN -hN'MQ. 

L'angle iV 'ÇiVes t donc plus grand que l'angle N'NM; le côté NN est 
donc plus grand que le côté N Q, (n° 48). 

O r , l'angle NN'Q = ( 1800— ib); donc ^ M ' Ç = (90 0 — b. 

Dans le triangle isescèle MNrV, chacun des angles égaux, MN'V, MVN' 

est moindre que 90 0 : donc. . . . 

MN'V— £ < 9 o ° — b; ou VNQ<90<> — b ; ou VN'Q < \ NN'Q. 

La droite NrE, qui divise l'angle NN'Q en deux parties égales, tombe donc 
dans l'angle NNV D o n c , (B. n° 104), W N\N Q\\ EN: E Q. M.ùs,N'N 

est plus grand que N' Q ; EN est donc plus grand que EQ; d o n c , à plus forte 
raison, VN est plus grand que VQ. Or 

NP ^TV-r- VN— TP — N'P' -f- ( VN— VQ ) . 

NP est donc plus grand que N'P'. Ce qui démontre le principe énoncé. 

120. (fig. 197, 198 et 199). Par un point M, pris sur la droite AR, qui 

divise V angle BAC en deux parties égales, mener une ligne Sx, de ma-



nièreque la partie NP, comprise dans l'angle BAC, qui soit égale a une 

ligne donnée cT. Sur la droite Dy — £, décrivez un segment DGy capable de 
l'angle donne' BAC (n° i43) . Prenez le milieu Fàe Parc DFy; tirez la droite 
Fy. Construisez un rectangle HIKL, équivalent an carré fait sur Fy, et tel 
que HI—IK — AM (no 108). D u point F comme centre, avec le rayon III, 

décrivez l'arc rp. Cet arc coupera l'arc DGy, en deux points G, G'. Tirez 
GD,et prenez AN— GD; la droite Sx, menée par les points MetN, jouira 
de la propriété demandée. En effet ; tirez GF et Gy\ les angles, FGy, DyF, 

sont égaux, car ils ont pour mesure les moitiés des arcs égaux, Fy, DF, (n° 4 4 ) '•> 
les triangles, GFy, OFy, ont donc un angle égal et un angle commun; ils 
sont donc semblables (n° '56 ) ; on a d o n c . . . . 

GF:yF*.lyFlFO; d'où, GFxFO — Fy*. O r , Fy*=HIKL=HIxIK ; 
d o n c . . . GFxFO = HlxIK. Or, GF^HI, donc FO^IK. 

On en déduit, GO— GF— FO=///— IK = AM. 

Mais, AN—GD, AM—GO, et les angles, NAM, DGO, sont égaux; 
les triangles NAM, DGO sont donc égaux; les angles, ANP, GDy, sont 
donc égaux. O r , les angles, NAP, DGy, sont égaux, par construction ; les 
triangles, ANP, GDy, sont donc égaux. D o n c enfin, NP — Dy^S. 

L'arc rp, décrit de F comme centre avec le rayon HI, coupant le segment 
DGy en G et G' ; le point G' donnerait une seconde solution du problème. 
Pour obtenir cette nouvelle solut ion, il suffit de conduire par le point donné My 

une droite P'N', perpendiculaire sur AB, et de prendre Nrp — P'P. La 
droite pn, menée par les points p et M, résout le problème. En effet; les trian
gles, MNp, MP'P, sont égaux, comme ayant un angle égal b, compris entre 
côtés égaux. Les côtés Mp, MP, étant égaux, ainsi que les angles, MpN, 

MPn, les triangles, MpN, MPn , sont égaux ( B. n° 81 ) ; de sorte que 
MN=Mn-, mais MP = Mp-, les droites pn,PN, sont donc égales à eT. 
Elles résolvent donc le problème. 

Remarque. La perpendiculaire P'N à AM, étant la plus courte de toutes 
les lignes qui passant par le point M, sont inscrites dans l'angle BAC(n° 119), 
et ces lignes pouvant croître indéfiniment; selon que m sera plus grand que 
P'N', ou égal à PN', ou moindre que P'N, le problème admettra deux solu
t ions , ou une solut ion, ou sera impossible. 

121. (fig. 200). Par un point donné M, mener une droite telle que la 

partie de cette droite, comprise entre deux parallèles connues CB, PQ, 

soit égale a une ligne donnée «T. Prenez un point quelconque /^sur PQ ; de 
ce point comme centre, avec le rayon ef, décrivez un arc mn ; cet arc coupera 
BC, en deux points G et H; tirez les droites, F G, VH, et par le point donné 
M, menez des parallèles FF, STh ces droites. L^s lignes FE, ST, résoudront 
également le problème, car les parallèles comprises entre parallèles étant égales 
(no 3 3 ) , on aura i?.F== G / ^ « T et ST^VH=£. 

Remarque. La perpendiculaire VR à BC, étant la plus courte distance 



x : C : : * -f* x : AG. D o n c , AG Mais, . /£F = 5 & -f- x . Donc , 

(1) 

Pour que j soit un minimum , il suffit que or soit le plus petit pos-

des parallèles, CB, PQ ( n ° 3 5 ) ; suivant que la ligne donnée <f sera plus 
grande que FR, ou égale à FR, ou plus petite, le problème admettra deux 
solutions, ou une solut ion, ou sera impossible. La position du point donné M 

est d'ailleurs arbitraire. 

122. (fig. 201). Par un point M, pris dans l'angle BAC, mener une 

sécante ST, telle que la somme des segmens, AF, AG, soit égale a une 

ligne donnée «T. Menez MD et ME respectivement parallèles aux droites AC, 

AB; construisez un rectangle HIKL (fig. 199) , équivalent au rectangle de 
lignes AD, AE, et tel que (HI-hIK) = <r—(AD+AE), (n° 107). 

Vous aurez, IHxIK =AD x AE—ME x MD. 

Prenez DF—IH, et tirez FM, que vous prolongerez jusqu'en G ; je dis que 
F G sera la sécante demandée. En effet; MD et ME étant parallèles aux 
droites AC et AB; les triangles, FDM, ME G, sont semblables ; on a donc 

DF: MD : ME : EG, d'où DF x EG=MD x ME. 

Mais, par construction, MD x ME — HIx IK et DF=HI; donc 

DFx EG—HIx IK=DFx IK ; d'où EG — IK. 
O n en déduit, {DF+EG)={HI+IK)=.ï—(AD-{-AE),tt 

(DF+AD) -f- (EG+AE) = <T; ou AF-hAG — ï. 

L a droite FG résout donc le problème. 

S i l'on prend DF' = IK, la droite F'G', menée par les points F' et M, 

résoudra également le problème. En effet ; les triangles semblables F'DM, 

ME G', donnent DF' : DM : : EM : EG' ; on en déduit 

DF' x EGr = DM x EM= III x IK. 
O r , par construction , DF' — IK ; donc EG' — IH. Il en r é s u l t e . . . . 

EG' + DF'= lH-hIK = f—(AD-h AE ) ; 

(EG'jsh AE) + (DF'+ AD) = «T, ou (AG' -f- AF') =<T. 
La droite G'F' jouit donc de la propriété demandée. 

Remarque. La somme <f, des segmens, AF, AG , peut croître indéfini
ment; mais on voit que cette somme ne peut pas décroître indéfiniment ( + ) . 

(*) Si Von porte sur DF, une partie Df, moyenne proportionnelle entre 

AD et AE, et si Von mène la droite fg, par les points f et M; la somme 

{Af-k-Ag) sera la plus petite possible, c'est-à-dire que pour toute autre 
droite FG, menée par le poiut M, on aura, AF-\- AG^Af-h Ag. En 
effet. S o i t , AD —a., AE — Q, DF=*x, AF+AG—y. Les triangles 
semblables, GAF, MDF, donneront , FD \ DM :: FA : AG , ou 



sible; ce qui donne x = VaC, (n° ¡¡26). Cela démontre le principe énoncé. 

Le calcul différentiel conduit au même résultat. En effet, l'équation (1) 

donne , et L'équation, : o , don

nera x = s ± : y La valeur positive de x , rend positif , et les 

autres coefficiens différentiels e t c . , ne peuvent pas devenir in-* 

finis, pour x = -f- Y/olC , car cette valeur de j , 

détermine donc le minimum dey. Ce qui démontre le principe énoncé. D é s i 
gnant donc (Af+Ag) par Q, lorsque «T sera plus grand que C, le pro
blème admettra deux solutions; lorsque cT sera égal à C, il n'y aura qu'une 
solution ; et enfin , lorsque <T sera plus petit que Ç, le problème sera im^ 
possible. 

Il y aura donc des cas dans lesquels le problème sera impossible. On en sera 
averti par l'impossibilité de construire le rectangle HIKL. 

123. (fig. 201 ). Par un point M, pris dans Vangle BAC', mener une 

sécante FG, telle que la différence ( AF— AG), des segmens, A F, A G , 

soit égale à une ligne connue eT. Par le point M, menez les lignes MD, 

ME, parallèles h AC et à AB ; construisez ( n ° 108), un rectangle HIKE 

(fig. 199) équivalent au rectangle MD X ME, et tel que. . . . 

IH—IK = <ï-h MD — ME — cT-f- AE — AD. 

Prenez, DF=>IH et tirez la droite FG, parles points .Fe t M. La ligne 
FG sera la sécante demandée. En effet; les triangles semblables DMF, 

EGM, donnent , DF x E G t = MD x ME. Mais , MD x ME=IH x IK. 

D o n c . . . DFx EG—III x IK ; or , DF=IH. D o n c . . . 
EG—IK, DF—EG = IH—IK — Ï+AE — AD, 

f^(AD + DF) — (EG+AE)=(AF—AG). 

La ligne FG est donc la sécante demandée. Le problème est toujours pos

sible. Il est évident que la différence AF-—AG peut passer par tous les états 
de grandeur, depuis zéro jusqu'à l'infini. 

Cette construction suppose que (£-\-AE) soit plus grand que AD. Si 
(£-\-AE) était moindre que AD, on construirait un rectangle HIKL , 

(fig. 199), équivalent au rectangle des lignes MD, ME, et tel que l'on eût.. . 

HI—IK = AD — (<r+AE), ( n o 108). 

Prenant, DF—IK; la droite FG, menée par les points F et M, serait 

la sécante demandée , car on aurait. . . 

DFxEG — MD x ME=IK x IH ; or DF=IK ; donc, 
EG=IH, IH— IK = EG — DF~= AD —(<P-f-AE); 

ï=*(AD-\- DF) — (E G+AE) = ( AF— AG). 



Si (S-hAE) était égal à AD; le rectangle HIKL deviendrait un carre ; 
et la construction serait la même. 

Remarque. Par le point M, on peut mener une autre sécante, qui jouisse 
de la propriété demandée. En effet ; construisez un rectangle HI'K'IJ 

(fig. 1 9 g ) , équivalent au rectangle des lignes , MD, ME, et tel que 

EH— EK' = cT-f- AD — AE, ( n ' 108 ). 

Prenez DF'=zFKf et tirez la droite F'M G'; vous a u r e z . . . 

DF':DM::EM:EG', d'où DF' x EG'= MD x ME = F H x I'K'. 

Mais , par construction, DF' = I'K' ; donc EG' » Donc i 

EG' — DF'=I'H — rK'=:f+AD — AE; d ' o ù . . . 

« r = (EG' + AE) — (DF'+AD) = (AG'—AF'). 

L a sécante G'jP' jouit donc de la propriété demandée. 

124. (fig. 202) . Déterminer les points qui sont également distans des 

côtés , AB, AC, de Vangle donné BAC. Tous les points qui jouissent de 
la propriété demandée, sont situés sur la droite AE, qui divise l'angle donné 
en deux parties égales. En effet; la droite AE divisant l'angle CAB, en deux 
parties égales, les perpendiculaires, OD, OD', menées d'un point quelconque 
O de AE, sur les côtés , AB, ACt, sont égales, car les triangles rectangles, 
ODA, OD'A, sont égaux ( B . n° 81). Tous les points de AE jouissent donc 
de la propriété demandée. Les points de AE sont les seuls qui jouissent tic 
cette propriété, car si les perpendiculaires , MT, MS, aux côtés AC, AB, 

pouvaient être égales, en tirant AM, les triangles rectangles MAT, MAS, 

seraient égaux (n° 5 o ) ; la droite MA diviserait donc l'angle BAC en deux 
parties égales; ce qui est impossible, puisque AE divise cet angle en deux 
parties égales. 

125. (fig. 202). Les centres, de tous les cercles tangens aux deux côtés 

de Vangle BAC, sont situés sur la droite AE, qui divise l'angle BAC 

en deux parties égales, car les perpendiculaires menées du centre de chaque 
cercle sur les côtés , AB ,AC, doivent être égales , comme rayons d'un même 
cercle. 

126. (fig. 2o3). Parle sommet A , d'un angle donné BAC, tirer une 

droite AD, telle, qu'en menant par l'un quelconque de ses points, des 

droites, MP, MQ, formant des angles connus , et, C, avec AC et AB, 

ces droites soient dans le rapport de deux lignes connues, y et cT. Par 
deux points quelconques, E, F, pris sur les cô tés , AC, AB , menez des 
droites, EG, FH, respectivement égales à y et à cT, et qui forment avec 
AC et AB, des angles égaux à et et £ ; de manière que vous a y e z . . . 

EG = y; FH—S; l'angle ^ £ G = * ; l'angle AFH=* C. 

Tirez GS et HT, respectivement parallèles à AC et à AB; les lignes GS, 

HT, se couperont en un p o i n t / £ ; la droite AK, indéfiniment prolongée, 
sera la ligne demandée. En eîfet ; menez KL et KN, respectivement pa
rallèles aux lignes, GE, HF; vous aurez KL= GE — y ; KIY~ HF^=* £ \ 



ei les angles, KLA, KNA, seront égaux h A et à C. Par un point quelconque 
M de AD, menez des parallèles, MP, MQ à KL et à К1У, ces parallèles 
formeront avec AC et AB, des angles égaux aux angles donnés et, С ; et les 
propriétés des triangles semblables donneront . . . 

AM\AK\\MP\KL\\MQ:KN; donc, MP\MQ\\KL \RN\\y : <T. 

La droite AD satisfait donc à toutes les conditions du problème. Ce pro

blème est toujours possible, car les droites AB, AC, se coupant, les pa
rallèles, GS, HT, à ces lignes , se coupent nécessairement. 

127. (fig. 27 ). Lorsque deux cercles se touchent, les centres et le point 

de tangence sont en ligne droite. En effet ; si deux cercles qui se touchent 
en A, pouvaient avoir leurs centres P, Q, sur une droite PQ, différente de 
PA; la droite PQ couperait les deux circonférences en deux points r, s; 

les rayons, Pr, Qs, étant respectivement égaux aux rayons, PA, QA\ 

le côté PQ , du triangle PAQ , serait plus grand que la somme des deux 
autres côtés , PA, QA; ce qui est absurde. I l est donc absurde de supposer 
que les centres et le point de tangence ne soient pas sur la même droite ; ces 
trois points sont donc en ligne droite. Toute droite, menée par deux de ces 
points, passera donc par le troisième. 

128. (fig. 204). Si deux cercles se touchant, extérieurement ou inté

rieurement , en un point M, et que par ce point on mène deux sécantes, 

AB, CD ; on aura... 

(1 ) . . . MA : MB : : M с : MD ; ( 2 ) . . . MA : MB' : : MC: MD'. 
Pour le démontrer; menez la droite EF, par les centres, О, О'', О", dee 

cercles donnés , celte droite passera par le point M de tangence (n° 127). 
Tirez, AE, CE, DF, BF, D'FR, B'F' ; les triangles rectangles MAE, 
MBF, MB'F', seront semblables, ainsi que les triangles, MCE, MDF, 
MD'F', (n° 56) ; ce qui donnera. . . 

MA : MB : MB' y. ME : MF\ MF'\\ MC; MD : MDr. 

Cette suite de rapports égaux , démontre les proportions (1) et (2). Elles 
d o n n e n t . . . 

(MA+MB);MA::(MC+MD):MC; ou ( 3 ) . . . A B \ A M \ \ C D \ C M ; 

B'M\ (MA—B'M) : : D'M: (МС—МП) ; ou ( 4 ) . . . B'M: B'A: : ГУМ: D' С 

129. (fig. 2o4)- Lorsque deux cercles, OM, O'M, se touchent extérieu

rement en M ; si par deux points A et C, pris sur une des circonférences, 

on mène des tangentes AT, CT', à l'autre circonférence, et si Von tira 

les cordes, AM, CM; on aura, ( 5 ) . . . AT\ CT'V.AM: CM. En effet; 
la proportion (3) du n° 128, donne ( B . n° 129), 

ABxCM=~AMxCD;AT* = AMxAB; CDxCM=T'C\ 

Égalant le produit des trois premiers membres de ces équations, au produit 
des seconds membres, on trouvera. . , 



CM* x AT* = AM* xT'C* ; d'où CM x AT=*AMx CF. 

Ce qui démontre l'exactitude de la proportion (5). 

1З0. (fig. 2o5). i ° . Lorsque deux cercles, qui ne sont pas Vun dans 
Vautre, n'ont aucun point commun; la distance des centres est plus 
grande que la somme des rayons ; 2°. lorsque deux cercles se touchent 
extérieurement, la distance des centres est égale h la somme des rayons ; 

3°. lorsque deux cercles se coupent, la distance des centres est moindre 

que la somme des rayons, et plus grande que leur différence ; 4°. lorsque 

<Jeux cercles se touchent intérieurement, la distance des centres est égale 

à la différence des rayons ; 5°. quand deux cercles sont Vun dans Vautre 

et riont aucun point commun , la distance des centres est plus petite que 

la différence des rayons. La réciproque est vraie. En effet; désignez par 
«Ha distance des centres de deux cercles dont les rayons sont IVet r; et sup
posez que r ne soit pas plus grand que R. Si vous donnez toutes les positions 
possibles à ces deux cercles, vous serez conduit aux propriétés suivantes : 

i ° . Lorsque deux cercles, CT, ac , qui ne sont pas l'un dans l'autre, n'ont 
aucun point commun; on voit que la distance aC, des centres, est plus 
grande que la somme des rayons. Gn a d o n c , R-+- r. 

2°. Lorsque deux cercles, CT, bT, se touchent extérieurement en J 7, les 
centres, C, b, et le point de tangence T, sont en ligne droite (n° 127); la 
distance Cb des centres, est donc égale à la somme des rayons, CT, bT. On 
a donc, £=R-\-r. 

3o. Quand deux cercles, CM, nM, se coupent ; en joignant les centres 
avec l'un des points d'intersection, on forme un triangle CMn, dans lequel 
chaque côté est plus petit que la somme des deux autres. Ce qui d o n n e . . . 

< Г < ( Я - Ы ) ; Л < ( с Г + г ) ; г < ( Д + «Г). 
La dernière inégalité est inutile, car, par hypothèse, r n'est pas plus grand 

que R. O n a donc , $<^R-+-r et <T- f - /> . / i ; d 'où, <T<i i - r - r et c f > / i — r . 

4° . Quand deux cercles, CT, ST, se touchent intérieurement en T ; les 
centres, C, S , et le point de tangence T, sont en ligne droite ( n° 1*7) ; la 
distance CS, des centres , est donc égale à la différence des rayons CTt SI1, 

de sorte que l'on a J4— if? — r. 

5°. Enfin, quand deux cercles CT, qt, sont l'un dans l'autre, et n'ont 
aucun point commun; le plus grand rayon CT est plus grand que la distance 
Cq des centres, augmentée du plus petit rayon qt ; on a donc , R > <f-f- r. 
D ' o ù , SK^R — r. La distance des centres est donc moindre que la différence 
des rayons. Il est bien évident que les circonférences ne peuvent pas avoii 
d'autres positions. 

Les conditions relatives aux cinq cas que nous venons d'examiner, étant 
essentiellement différentes et correspondant à toutes les positions que peuvent 
prendre les cercles; on doit en conclure que réciproquement, lorsqu'une de 
ces conditions est satisfaite, les cercles sont placés de la manière indiquée 
dans la figure : .car toute autre position des circonférences, conduirait à des 



conditions contraires h l'hypothèse. 'Ainsi, lorsque cT est plus grand que 

R-hr, les cercles sont extérieurs et n"ont aucun point commun ; quand 

«T —if - f -r . les cercles se touchent extérieurement ; lorsqu'on a ef r 

et S^>R—r, les cercles se coupent; lorsque S — R— r , les cercles se 

touchent intérieurement; enfin, lorsque <f est moindre que R — r} les 

cercles sont l'un dans l'autre, et n'ont aucun point commun. Ce qui 
démontre les propriétés énoncées. 

131. (fig. 206). Lorsque deux circonférences, ABDF, ABGE, se 

coupent en A et en B; i ° . la droite CC, menée par les centres C, CT 

est perpendiculaire sur le milieu, m, de AB ; 2°. la ligne DE, qui joint 

les extrémités D, E, des diamètres, AD,AE, est perpendiculaire sur 

AB ; 3°. DE passe par le point Bt; 4°* DE est la plus grande des lignes 

menées par le point B et terminées aux circonférences données. E n 
effet; 10. CA—CB et CA — CB; CC est donc perpendiculaire sur le 
milieu de AB ( n° 19). 

2 0 . La proportion évidente AC\ CD \ \AC \ CE, exprime que CC 

est parallèle à DE, mais CC est perpendiculaire sur AB ; DE est donc 
perpendiculaire à AB. 

3°. Cherchons à quel point de AB, passe DE. Soit K ce point; la droite 
DRE, parallèle h CC, donne AC\CD\\Am\mK, mais AC—CD; 

d o n c , Am==mK. Or, Am — mB; donc inK—inB. 

Le point cherché K, tombe donc en B; la droite DE passe donc par l'in
tersection i ? , d e s deux circonférences, CA, C A. 

4°- Si par le point B, on mène une droite quelconque EG ; cette droite sera 
toujours plus petite que DE; car en joignant AE et AG, les angles AEB, 

ADB, seront égaux, comme ayant chacun pour mesure la moitié de l'arc 
AnB ; il en sera de même des angles AGB, AEB ; les triangles AEG , 

ADE, seront donc semblables ; ce qui donnera AF : AD \\ EG l DE. 

Mais la corde AF est plus courte que le diamètre AD ( n° 7 ) ; FG est donc 
plus petit que DE. 

132. (fig- 207). Lorsque deux circonférences, CS, OIV, se coupant 

en deux points A et B, la seconde passe par le centre C, de la première ; 

si l'on mène une sécante AM., commune aux deux cercles, et la corde 

DB ; les droites, DB, DM, seront égales. E n e l f e t ; tirez le diamètre ACS, 

et les cordes, BM, BS. L'angle extérieur d'un triangle étant égal à la somme 
des angles intérieurs opposés (B. n° 7 5 ) , et les angles qui ont leur sommet 
sur la circonférence, étant égaux , lorsqu'ils s'appuient sur le même arc 
( B. n° 63) , vous a u r e z . . . 

CS^CB; CBS=CSB; A SB—A MB ; ACB—ADB $ 

ACB — CBS 4 - CSB — 2 CS B — 2 ASB = 2 A MB, 

ADB — DMB^rDBM— AMB+DBM. 

Mais, ACB• = ADB; donc ïAMB ~AMB-j- DR M. 



Vous en déduirez, A MB = DBM, ou D MB =* DR M. 

Les angles DMB, DBM, e'tant égaux, les côtés , DB, DM, sont égaux*. 
Ce qui démontre le principe énoncé. 

i33. (fig. 204). On propose de décrire un cercle MB'Df, qui touche une 

circonférence donnée MAC, en un point donné M, de manière qu'en me

nant par ce point une sécante quelconque MA, les cordes, MA, MB', 

soient dans le rapport connu de cl a Si le problème était résolu , on a u 
rait, a : C11 MA : MB' : : ME l MF'. Le diamètre MF', du cercle d e 
mandé, est donc une quatrième proportionnelle aux trois lignes connues , 
et, C, ME. Portant donc sur le diamètre ME, une partie MF', quatrième 
proportionnelle aux trois lignes connues, et, C, ME; la circonférence MB'D', 

décrite sur MF' comme diamètre, jouira de la propriété demandée. Ce pro

blème est toujours possible; le point F* peut tomber sur le prolongement 
de ME. 

i34- (fig. 204)• Par un point M, pris sur la circonférence MB'D', 

mener une droite MSV, d'une grandeur et d'une position telles, que les 

parties, SM, S F, soient dans le rapport connu de et à C , et que le rec

tangle SM x SV, de ces mêmes parties , soit équivalent au carré 

donné <T2. Menez le diamètre MF' du cercle donné; prolongez ce diamètre 
d'une quantité FE, telle que vous ayez , tt\Q\\F'M\F'E. Sur ME, 

comme diamètre, décrivez la circonférence OE ; celte circonférence sera 
tangente en M au cercle donné (n« 127), et si vous tirez par le point M des 
sécantes quelconques, MA, MC, MV, vous aurez, (n° 128) . . . 

B'M: B'A : : DFM : z x c : : s M : S V : : FM : F'E ::*:C. 

Tirez une corde MX— 2cT et du point O comme centre, décrivez une 
circonférence Str, tangente h MX, en l ; le point t, de tangence, sera le milieu 
de MX, et la circonférence Str coupera la circonférence donnée, en deux 
po ints , S, S'. Par les points M et S, menez une droite MS, que vous pro
longerez jusqu'à ce qu'elle rencontre la circonférence OA, en V; la droite 
MV jouira des propriétés demandées. En effet; menez par le point S, une 
tangente NQ à la circonférence (M 1 ; vous aurez (n° 63 ) . . . 

2VQ — MX=*f\ d'où SQ=SJV=^; SQ x cSTVW*. 

Mais , les cordes, MV» NQ,. se coupant en S, on a (B , n 9 1 2 4 ) . . . 

SQ: SM:: SV: SJV; d'où sqx SJY=SM X SV9 d o n c . . . 

SMxSV=<t*. O r , S M : svy.cf.c. 
La droite MV satisfait donc à toutes les conditions du problème. On prou
verait de même que la droite MS'V, menée par les points M et S', jouit des 
propriétés demandées. D e sorte que le problème admet deux solutions. 

Remarque. La circonférence OE, existe toujours. Pour que le problème 
soit possible, il faut que 2 ne soit pas plus grand que le diamètre ME» 

du cercle OA, et que le rayon OS ne soit pas plus petit que 0F\ 



Ï 3 D . (fig. i52). Une circonférence CB, et une sécante SD, étant don~ 

nées ; trouver sur S D un point M tel que la tangente M T, au cercle CBf 

toit égale a une ligne connue eP. Menez une tangente quelconque PQ = £-

tirez CQ, et prenez CM— CQ. Le point M, jouira de la propriété' de
mandée. En effet; si l'on mène la tangente MT, et les rayons, CT, CP;\qs 

triangles rectangles, CTM,CPQ, seront égaux (n° 5o). D o n c , MT—PQz=:S. 

Ce problème est toujours possible, car le point M pouvant s'approcher ou 
s'éloigner indéfiniment de la circonférence, la tangente MT peut passer par 
tous les états de grandeur. 

136. (fig. 207 ). Connaissant un demi*cercle A CBN, et une corde AB7 

trouver sur Varc ACB, un point D, tel que les cordes, DA ,DB, soieîit 

dans le rapport des lignes données et et C. Prolongez le diamètre AN, 

d'une quantité NV, telle que vous ayez , et \ C NA l NV; Prenez le. 
milieu C, de l'arc ACB; et de ce point comme centre, avec le rayon CAP 

décrivez la circonférence ARSBG. Sur AF comme diamètre, décrivez une 
demi-circonférence A MF; elle rencontrera l'arc AGS, en un point M; 

tirez la droite AM., qui coupera l'arc ACB en D. Le point D, jouira de la 
propriété demandée. En effet; on a , . . . 

DA : DM : : NA : NV, ( proport. 4 du n° 128) ; et DM DB, (n° i3a>. 
Maïs , NA : NV\\ * : d o n c , DA : DB \ \ et \ C. 

Le rapport de Ï)A a DB, pouvant passer par tous les états de grandeur , 
depuis zéro jusqu'à l'infini, le problème est toujours possible. Prenant 
Aiy — BD, le point D' résoudrait également la question. 

137. (fig. 207.) Etant donné un arc ACB et sa corde AB, trouver sur 

cet arc un point D, tel que le rectangle des droites, DA, DB , soit égal à 

un carré donné «T2. Prenez le milieu C, de l'arc ACB ; du point C comme 
centre , décrivez deux circonférences, AFG , DKD', dont l'une passe par les 
points , A , B, et dont l'autre soit tangente à une corde BS = 2^. Les points 
D, D', oi i la circonférence DKD' coupe l'arc ACB, satisfont au problème j 
c'est-à-dire qu'en tirant les droites, DA, DB, D'A, D'B, on a u r a . . . 

DA x DB = D'A x DIB — cK 
En effet; par le point D, menez la tangente FG, au cercle DKD', vous 
aurez FG = BS — 2<T ; DF= DG = «T. Prolongez AD jusqu'en M; les-
cordes , AM, F*G , se coupant au point D, en parties réciproquement pro
portionnelles (B. n° 1 2 4 ) , et les droites, DM, DB , étant égales (n° l32) ; 
vous aurez DA x DB = DA x DM— DF x DG~ <f2. 

On prouverait de même q u e , D'A x D'B = <T2. 
ûe problème n'est pas toujours possible. En effet; pour que les po ints , 

D, D', existent, il faut que l'on puisse décrire la circonférence DKD', tan
gente à la corde BS = 2<T ; ce qui exige que la corde BS ne soit pas plus 
grande que le diamètre du cercle CA ; le côté S du carré donné , ne doit donc 
i>as être plus grand que la corde CA, qui sontend la moitié de l'arc donné. 
Ainsi , selon que le côté <f du carré donné sera plus petit que CA, ou égal h 
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CA', ou plus grand que CA, le problème admettra deux solutions, ou une 
seule solution, ou sera impossible. 

ï38 . (fig. 2 0 8 ) . Par un point D, donné dans un cercle OS, mener la 

plus grande et la plus petite corde possibles. Par le point D, tirez le dia
mètre MN, et la corde AB, perpendiculaire à ce diamètre; MN et AB 

seront les lignes demande'es. En effet; MN étant un diamètre, est la plus 
grande de toutes les cordes qui passent par îc point donné D ( n° 7 ) ; et je 
dis que AB est la plus petite de toutes les cordes qui passeraient par le même 
point, car en tirant une autre corde CDF, et menant du centre O la perpen
diculaire OH sur CF; la perpendiculaire OH, sera plus courte que l'oblique 
OD ; la corde CF sera donc plus grande que la corde AB ( no 63 ). 

i3g. (fig. 208). Par un point P, pris hors du cercle OS, mener une 

sécante, de manière que la partie interceptée dans le cercle, soit égale à 

une ligne connue <f. Dans le cercle OS, inscrivez une corde AB ~ o ; 

menez OD peipendiculaire sur AB et du point O comme centre, avec le 
rayon OD, décrivez une circonférence DTT'\ par le point P, menez des 
tangentes, PC, PC, à cette circonférence, ( B. n° 68) ; PC et PC, seront 
les sécantes demandées. En effet; soient T et T" les points de tangence; en 
tirant les rayons OT, OT', on aura.. . 

O R = E O T = OD ; d'où CE = CE' = A B =. *r, ( n ° 63 ). 

Remarque. La même construction subsisterait si le point donné P était 
sur la circonférence, on dans le cercle. Lorsque ce point n'est pas dans l'in
térieur de la circonférence, la seule condition nécessaire pour que le pro
blème soit possible, est que la ligne donnée <Tne soit pas plus grande que le dia
mètre MN; mais lorsque le point donné est dans le cercle, en D, par exemple; 
il faut en outre que «P ne soit pas plus petit que la corde AB, menée par 
le point D perpendiculairement au diamètre MN (n° i38) . 

i4o . (fig. 208). Par un point P, donné hors d'un cercle OS, mener une 
sécante PC, qui soit coupée parla circonférence OS, en moyenne et 
extrême raison. Menez la tangente PR ; tirez ensuite une sécante PC, telle 
que CE = PR ( n° i3g ) ; vous aurez (n° 65 ) . . . 

pc: PR :: PR : PE^ouPC; CE:: CE : PE. 

La sécante PC, jouit donc de la propriété demandée. Lorsque la tangente 
connue PR, sera moindre que le diamètre MN du cercle donné , il existera 
deux sécantes égales, PC, PC, qui jouiront de la propriété demandée; lors
que PR sera égal à MN, la sécante PS , menée par le centre O , satisfera 
seule, à la question; enfin, lorsque PR sera plus grand que MN, le problème 
sera impossible. 

(fig. 209 et 210). Par un point M, donné hors d'un cercle CA, 

mener une sécante MN telle que la partie PN, interceptée dans le 

<vevcU'- , soit a la partie extérieure P3I, dans le rapport de et a C. Décrivez 
•deux circonférences cjui se touchent en 2?, et qui soient telles que le rayon 



PN] donc, , Soit j 

Le rapport de PNà PM, e'tant ~ , on voit crue la plus grande valeur pos

sible de ^ est «T ; mais il est évident crue la plus petite valeur de ^est zéro, car 

JPiV peut devenir zéro. Par conséquent, lorsque^ sera plus petit que «T , le 

problème admettra deux solutions; quand ^sera égal à <f , les deux solutions 

se réduiront à une seule; enfin lorsque ^sera plus grand que <P, le problème 

sera impossible. 

i4 ri (fig. 35 ) . Connaissant, wrc cercle DA, la sécante indéfinie FB , 

er im point M de FB. Mener une sécante NH, £e//e g « e partie GH, 

comprise dans le cercle, soit égale à une ligne donnée <r, e£ 
NH—NM. D u point ^ comme centre , avec le rayon cf, décrivez Tare rs ; cet 

(*) Pour construire ces circonférences, prolongez le diamètre connu b q , 

d'une quantité QR, telle que vous ayez , л;с ; \ b q ; Qlï. La proportion 

(4) du no 128, donnera BE ; ED ; ; bk ; nu ; : BQ ; QR;;et;c. 
(**) En effet; Tangle cnp^cpn^cbe^c'eb. Les angles, ncp> 

ВСЕ, sont donc égaux. Les triangles, ncp, ВСЕ, sont doue égaux, 
( B . n « 80.) 

de la plus petite, soit égal au rayon CA du cercle donné , et que 
toutes les cordes,BD, BH, e tc . , menées par le point B, d o n n e n t . . . 

cl:c:\be :ed ::bk :khwbq: ci?, n . 
D u point C. commecentre , avec le rayon CD = CM, décrivez un arc rs ; 

cet arc coupera la circonférence BDH en D; tirez la droite BD ; du point M 

comme centre, avec le rayon M1V' = , décrivez un arc 7nn ; cet arc cou 
pera la circonférence donnée en Net N'. Les droites, MN, MN'', résou
dront également la question. En effet; i ° . menez les droites , CN, CP9 

CE, CB ; les triangles , CNM, CBD, sont égaux ( B . n° 8 3 ) ; les angles, 
CNM, CBD, sont donc égaux ; or CN = CB\ les triangles isoscèles , 
CNP, CBE, sont donc égaux (**) ; les côtés , NP, BE, sont donc égaux. 
Or, MN=BD; donc, MP=DE. La proportion BE : DE Ha : Ç, devient 
donc PN : PM et : C. La sécante MN jouit donc de la propriété de
mandée; 2°. on prouverait de même que la sécante MN satisfait à la question. 

Remarque. Le problème n'est pas toujours possible. En effet; par le point 
M, tirez un diamètre M H., qui rencontre la circonférence aux points A et 
H\ par le point A , menez la tangente AT; vous a u r e z , , . 
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arc coupera la circonférence en E. Par le point M et le milieu P de Fard 
BE , menez la droite PU; du point H comme centre, avec le rayon eT, dé 
crivez l'arc r V | cet arc coupera la circonférence en un point G. Par les points 
connus Hët G, tirez la droite HIV. Je dis que NH sera la sécante demandée. 
I l suffit de prouver que NH == NM, car par construction GH = <T. Les 
cordes, AE, GH, étant égales, les arcs qu'elles sou tendent sont égaux, la, 
mesure de l'angle NMH est donc (n° 44) » 

Mais . - GAP, est la mesure de l'angle NHM (n° 44). Les angles * NMH) 

JVHM, sont donc égaux. Les cô té s , 2 V / / , 2V2f/, sont donc égaux. 

Pour que ce problème soit possible, il suffit que la ligne connue «T , ne soil 
pas plus grande que le diamètre du cercle donné. La position du point M, 

sur la sécante BF, est arbitraire. 

i 43 . (fig. 0 3 ) . Sur une droite donnée, décrire un SEGMENT CAPABLE 
d?un angle donné. Cela se réduit à décrire un arc de cercle qui passe par 
les extrémités de la ligne donnée et qui soit tel que tous les angles, formés 
par les droites menées d'un point quelconque de cet arc aux extrémités de la 
Hgne donnée * soient égaux à l'angle donilé. L'arc qui jouira de cette 
propriété déterminera le segment demandé. Cherchons le centre de cet arc, 
et supposons qu'il s'agisse de décrire sur la droite AB, un segment capable 

de l'angle donné b. Si le point O est le centre du segment demandé, la per
pendiculaire HN, menée sur le milieu dè la cordé AB, passera par le point 0\ 

il suffit donc de trouver une seconde ligne qui passe par le centre O. Pour y 

parvenir, on remarquera que si ANB est le segment cherché, les angles , 
AFB, AEB , e tc . , doivent être égaux à b ; la droite BP, perpendiculaire au 
rayon OB, doit donc être telle que l'angle ABP =» b, car l'angle ABP, 

formé par une tangente et par une corde^ ayant pour mesure la moitié dé 
l'arc compris en tre ses côtés , les angles, AFB, AEB, PB A , sont égaux. 
Menant donc BP, sous un angle PB A b, la perpendiculaire BE à BP, 

contiendra le centre de l'are cherché; le point O , où les droites , BE,HIV, 

se rencontrent, sera donc le centre du segment demandé. L'arc A1SB, dé
crit du point O comme centre avec le rayon OB, déterminera donc ANB 

pour le segment demandé. Lorsque l'angle b est a igu, l'arc AMB est moindre 
que T8O° et le segment demandé ANB, est plus grand que le demi-cercle 
FNC. Si l'angle b était obtus, la construction serait la m ê m e ; le centre O 

tomberait à gauche de AB, etle segment demandéserait moindre que le d e m i -
cercle. Enfin , si l'angle b , était droit, la perpendiculaire BE à BP , se con-
fondrait avec BA, et le centre O tomberait sur le milieu H de la corde AB j 
la droite donnée serait donc alors un diamètre et le segment demandé serait 
d u a demi-cercle. Dans tous les c a s , le segment demandé est déterminé p u 



(*) Si l'on menait parle point A , des droites. ̂ 4 P , AC, sous des angles, 
PAB, CAB, égaux à l'angle donné b; les perpendiculaires à ces.droites m e 
nées par le point A , rencontreraient NV, aux pointa O et F; de sorte qu'il 
n'en résulterait pas de nouveaux segmens. Par exemple , tirez AO et OB ; les 
angles ABO, ABP, étant respectivement égaux aux angles, BAO, BAP\ 
les angles, PBO, PAO, sont égaux ; mais le premier angle est droit; le s e 
cond est donc droit ; AO est donc perpendiculaire sur AP\ la perpendiculaire 
à PA, menée par le point A , rencontre donc FN, au centre O du segmens 
ANB, déjà obtenu. On verrait de même que AFest perpendiculaire sur AC 
p e sorte que la construction du n° i 4 3 , ne peut donner que deux segmens 
capables d'un angle connu. 

Гаге ANS , qtiï n'est pas compris entre les côtes , В A, BP, de l'angle 
donne'. 

i44- Remarque, (fig. 53 ). Pour décrire sur la droite AB, un segment ca^-
pable de l'angle Z>, on a mené par l'extrémité В de AB, une ligne BP, sous 
l'angle PBA^ b ; par le point B, et par le milieu H de AB, on a conduit des 
perpendiculaires, BE, NV, aux l ignes, BP, В A. L'intersection О de ces 
perpendiculaires, a donné le centre du segment demandé, et l'arc ANB, décrit 
d u point О comme centre avec le rayon OB, a déterminé le segment demandé 
ANB. S i l'on menait par le point B, une ligne BF, sous l'angle FBA = b et 
une perpendiculaire BFsur BF; le point V, de rencontre, des l ignes , BF, 

NF, serait le centre d'un second segment AWB, qui résoudrait également le 
problème (*). Et par conséquent, sur une droite donnée , on peut toujours, 
décrire deux segmens capables d'un angle donné. 

145. (fig. 53). Lorsque d'un point quelconque des arcs, AWB, ANB, 

on mène des droites aux extrémités A et B, de la droite AB, l'angle for

mé par ces droites est égal a l'angle donnè-b, (n° 14З). Les points de ces 
arcs jouissent seuls de cette propriété, car en prenant des points R et S, qui 
ne sont pas sur ces arcs et tirant par ces points des droites, BF, AE, SA, SB7 

on aura ( B, n° 7 5 ) , l'angle ARR = REB -f. RBE = 6 + RBE ; 

l'angle BCA = BSA - b CBS ; d'où BSA=* BCA— CBS = b — CBS. 

L'angle ARB est donc plus grand que b, tandis que l'angle BSA est 
moindre que b. Tous les angles qui sont égaux à b , et dont les côtés passent 
parles extrémités A et В de la droite AB, ont donc leurs sommets sur les arcs, 
ANB;ANB, qui déterminent les segmens capables de l'angle donné b. 

146. (fig. 206). Connaissant les grandeurs et les positions de deux 
droites qui se coupent; construire un point tel, que les trois droites me
nées de ce point aux extrémités des lignes données, forment deux angles 
со;шгш a et Q. Supposez que BF et BE soient les lignes données. Les droites 
menées du point cherché, aux extrémités , B, F, de В F, devant former Pangle 
A у si l'on décrit sur BF un segment BASF capable de l'angle л ( n ° i-43)> le 



(*) La construction donnant plusieurs solutions, la position dn p o i n t a 
sur la carte, parait indéterminée: mais en examinant avec so in , les posi
tions relatives des points , F', B'', F/, A , on peut toujours reconnaître le point 
qui résout le problème. On peut d'ailleurs lever tous les doutes, à Paide d'une 
aouveilc station, 

point demandé sera situé sur l'arc BASF qui déterminé ce segment. Par la 
même raison, si l'on décrit sur BE, un segment BATE, capable de l'angle C, 
le point cherché sera sur l'arc BATE. Le point demandé sera donc Fintcrsec-
| i o n ^ , des arcs, BAF, BAE, qui déterminent les segmens capables des 
angles donnés, a., C. Et en effet; si l'on mène les droites, AF,AB, AE, les 
angles , BAF, BAE, seront respectivement égaux aux angles donnés. 

D'après la remarque du no 1 4 4 , on peut sur chacune des droites données , 
décrire deux segmens capables des angles donnés. Les intersections de ces seg
m e n s , donnent des points qui résolvent également le problème. Si l'on cons
truit ces po ints , on reconnaîtra qu'il ne peut jamais exister plus de quatre 
solutions. Le problème est quelquefois impossible. La solution de ce problème 
est de la plus grande utilité dans le levé des plans. En voici un exemple: 

I 4 7 * (fig- 2 0 6 ) . Trois points F', B'', Er, du terrain, sont rapportés en F, 

В, E, sur la CARTE d'un pays. On est placé en un point Ar du terrain, et 
de ce point Ръп aperçoit les trois points connus, F', B', Ef. On propose de 

construire le point Ar sur la carte, au moyen d'une seule station , faite 

en A'. Placez le graphomètre en A', et mesurez les angles, B'A'Fr, Bf A'Ef ; 

le point cherché A , étant l'homologue du point A'; les angles, BAF, BAE , 

formés sur la carte, doivent être respectivement égaux aux angles Br A Fr, 

B' A' E', mesurés sur le terrain. Construisant donc sur les droites, BF, BE , 

des segmens, BAF, BAE, capables des angles BfArFf, B'A'E'; l'intersection 
AL, des arcs qui déterminent ces segmens, sera le point demandé. D e sorte que 
le point A de la carte , représentera le point A' du terrain if). Cette construc
tion donne le moyen de vérifier l'exactitude de la carte d'un pays, car en 
déterminant, de cette manière, des points indiqués sur la carte, on voit si ces 
points sont placés avec exactitude. 

1 4 8 . (fig. 2 0 2 ) . Par un point donné M, faire passer une circonférence, 

tangente a deux droites données, AB, AC> Le centre du cercle demandé, 
doit se trouver sur la droite AE , qui divise Tangle BAC en deux parties égales 
( n° 12э). Tirez AM, et d'un point quelconque Q de AE, menez QP per
pendiculaire sur AB ; du point Q comme centre, avec le rayon QP, décrivez 
un arc. Cet arc touchera AB en P, et coupera AM en В ; menez MO, paral
lèle à QB ; je dis que le point О sera le centre du cercle demandé. Pour 
le démontrer, menez OD et OD', respectivement perpendiculaires sur AB 
*t AC; vous aurez OD — ODr, (no 1 2 4 ) . Les droites, PQ, Z ) 0 , perpendicu-
diculaires à В A , sont parallèles; mais QB et ÙM sont aussi parallèles; 

donc OD : QP : : о A : QA : : ом : QB. 



et 

Mais , QP~*QR=zQR'; donc OT^OM et OT—O'M. Il «liste 

Mais , QP == QR ; clone OD — OM = OD'. La circonférence , décrite* 
du point O comme centre avec le rayon O.Z?, passera donc par les points, 
D, M, D', et sera tangente aux droites, AB, AC', comme l'exige l'énoncé. 
L'arc décrit du point Q comme centre, coupant Ah' en ua second point 
R'; si l'on mène MO' parallèle à R'Q, le point O' sera le centre d'un 
second cercle qui jouira également des propriétés demandées. La question 
proposée admet donc deux solutions, lorsque le point M est dans l'inté
rieur de l'angle BAC Si le point donné était sur l'un des côtés , AB, AC^ 

en D, par exemple; AM tomberait sur AB; QR et QR', coïncideraient 
avec QP; MO et MO', tomberaient sur DO) et la circonférence, décrite 
du point O comme centre avec le rayon OD, résoudrait le problème; il 
n'y aurait que cette seule solution. Enf in , si le point donné était hors 
de l'angle BAC, le problème serait évidemment impossible; la construction 
indiquerait cette impossibilité, car le point donné M n'étant plus situé dans 
l'angle BAC, l'arc décrit du point Q comme centre avec le rayon QP, ne 
couperai t pas AM. Ainsi; selon que VhtqR'PR, coupe AM en deux points, 
ou touche AM en un point , ou ne rencontre pas AM, le problème admet 
deux solutions , ou une solution , ou est impossible. 

149. Remarque. La construction précédente réussit également lorsque les 
droites , AB, AC, sont parallèles; car dans ce cas , le point A étant placé 
à 1'mfmi, MR et D'A sont parallèles à BA; OD' est le prolongement de 
OD , et le centre O est le milieu de la droite DOD''; de sorte que EQ 

est une droite dont tous les points sont également distans des parallèles, 
AB, AC On peut simplifier la construction en décrivant un arc du point 
donné comme centre , avec un rayon égal à la moitié de la distance des lignes 
données ; les points où cet arc coupe la droite EQ, sont les centres des cercles 
demandés-

150. (fig. 11 T ). Décrire un cercle qui soit tangent a une droite donnée 

AB, et qui passe par deux points donnés M et N. Tirez MN; par le 
milieu C d e MN, menez SD perpendiculaire à MN; conduisez la droite MD; 

le centre du cercle demandé sera sur SD, (B. n°5 i ) ;d 'un point quelconque Q 

de SD, menez QP, perpendiculaire sur AB, et de ce point comme centre, 
avec le rayon QP, décrivez un arc; cet arc touchera AB en P, et coupera 
MD en R et R'; tirez QR, QP et QR' ; par le point M, menez MO et MO', 

parallèles à QR et à QR'; les points O et O', seront les centres de deux cercles 
qui satisferont également aux conditions du problème. Il suffit de prouver 
que les perpendiculaires, OT, O'T', abaissées des points , O, O', sur AB, 

sont respectivement égales à OM et à O'M. O r , les l ignes , PQ, TO, 

T'O', perpendiculaires h BA, sont parallèles; donc 



, (n<> 1 2 8 ) , d'où 

L e diamètre ME, du cercle demande', est donc une quatrième propor
tionnelle géométrique aux trois lignes connues , et, («t-f-C) et MF'. Ce 
problème est toujours possible. 

i53. (fig. 2i3) . Deux cercles concentriques, CF1 CG, étant donnés; 

décrire une circonférence QM, qui soit telle que si aux points M et N, 

cil elle rencontre les circonférences données, on mène des tangentes , 

MP,MQ, NT, NR , aux trois circonférences ; les angles, PMQ, RNT, 

soient égaux a des angles connus et et C. Par deux points quelconques' M 
et L, des circonférences données, menez des tangentes, MP, LB, à ces cir
conférences et tirez les droites, MQ, LI, sous des angles, PMQ — et, 

£LI=C; conduisez MS' et LH, perpendiculaires aux lignes MQ et Z 7 -
à la circonférence CF, menez une sécante ON, telle que vous a y e z . . . . . . . 

NS^=LH et ON— OM (Jf). La circonférence NMED, décrite du point 
O comme centre, avec le rayon OM, résoudra le problème. En effet; la 
droite MQ, perpendiculaire au rayon MO, est tangente à la circonférence 

f*) Connaissant le cercle CF, la sécante MS', et un point M de MSf ; il; 

s'agit de mener une sécante ON, telle que NS—EM et ON—OM, (n° 142), 

fdonc deux circonférences, mMNn, m'MNn', qui jouissent des propriétés; 

demandées. 

151. (fig. 2 1 2 ) . Connaissant, une droite AB• et un cercle OR; décrire 

line circonférence , qui touche AB en un point donné M, et qui soit tan-> 

gente au cercle donné. Menez ME perpendiculaire sur AB; prolongez EM 

d'une quantité MC= OR-, tirez CO et menez OD, sous l'angle 
COD—OCE; la circonférence MST, décrite du point D comme centre avec 
!e rayon DM, satisfera à la question. En effet; les angles, COD, OCD, étant 
e'gaux, les côtés opposés , DC, DO, sont égaux. Mais , CMr=~OT; donc 
DM— DT. La circonférence décrite du point D comme centre, avec le 
rayon DM, touchera donc AB en M, et passera par un point J 7 du cercle 
donné. O r , OTD est une droite et la distance OD des centres est égale à 
la somme des rayons ; les deux cercles , OT, DT, se touchent donc exté
rieurement (n° i 3 o ) . Si l%on voulait que les deux cercles fussent tangens. 
intérieurement, la construction serait analogue; on prendrait MO—OR; 

o n joindrait OC et l'on mènerait OD' sous l'angle COD' ~OC'E; 1» 
circonférence GMK , décrite du point D' comme centre avec le rayon D'M 

jouirait des propriétés demandées. La question proposée admet donc deux 
solutions. 

1 5 2 . (fig. 204). Décrire une circonférence MAC, qui touche le cercle 

MD'F'B', au point donné M; de manière qu'en menant par ce point une 

sécante quelconque MA, les parties , MB', B'A, soient dans le rapport 

connu de et à C. Si ME est le diamètre du cercle demandé, on a u r a . . . . 



OM; Tangle PMQ, formé par les deux tangentes MP, MQ, est égal à 
Tangle donné et. Et si par le point IV, on mène les droites, WT, WR, 

tangentes aux circonférences CF, OW, Tangle TWR sera égal à Tangle donné 
G, car les cordes, WS, LH, étant égales, les angles,' TWO, HLK, BLV, 

sont égaux; leurs complémens , TWR, ILB, sont donc égaux; mais Tangle 
ILB = G ; donc Tangle TWR— G. La circonférence WMED, satisfait donc 
à toutes les conditions du problème. La position du point M étant arbitraire, 
on peut assujettir la circonférence OW, à passer par un point quelconque de 
la circonférence CG. 

i54- (%. 2*4)- Décrire une circonférence telle que les distances de 

l'un quelconque de ses points, aux extrémités A et B d'une droite AB, 

soient comme et est à G. Cherchez sur AB, un point P, tel que vous ayez 
PA l PB II et l G. Le point P, appartiendra à la circonférence demandée. 
Prenez deux l ignes, et', G', qui soient entr'elles comme et est h G, et telles 
que vous ayez , AB<C^&' -ïrG', AB^>et'—-G'. Des points A etB comme 
centres, avec les rayons, et', G', décrivez des arcs. Ces arcs se couperont en 
un point M(n° i3o). Tirez les droites, MA, MB, MP. Par le point My 

menez MC, sous Tangle PMC =MPC La circonférence PGR, décritedu 
point C comme centre, avec le rayon CP, satisfera à toutes les conditions 
du problème. E n effet ; par construct ion. . . 

MA—et', MB=G', MA:MB:iet':GfiietiG::PA:PB. 

Les angles, PMA, PMB , sont donc égaux (n° 54). Mais (B. n° 7 5 ) , 

PMA -f- PAM=: MPC^PMC^ PMB 4 - BMC— PMA -hBMC. 

Les angles, PAM, BMC, sont donc égaux; les triangles, ACM, MCB, 

sont donc semblables (n° 56) ; on a d o n c . . . 

CB ; CM H CMl CA, o u , ( 1 ) . . . CBlCP :: CP l CA. 

Cela posé ; si d'un point quelconque W, de la circonférence CM, on mèn& 

les droites, WA, WB, WC, on aura. CW—CP; d'où, CBlCW\lCW'.CA. 

Les triangles, BCW, ACW, ayant un angle égal compris entre côtés pro

portionnels , sont semblables , et donnent. . . 

( 2 ) . . . WA l WB :: CW I CB 11 CP l CB. La proportion ( 1 ) donne 

CP:CB::( CA— CP):{ CP— CB);:AP:PB::*:G; 

Or, (proportion 2 ) , CP: CB : : WA : WB. D o n c , WA l WB llctlG. 

La circonférence CM, jouit donc de la propriété demandée (*). 

(*) Les personnes qui connaissent l'application de l'Algèbre h la Géo

métrie, pourront résoudre ce problème plus général : trouver une courbe 

telle que les dista?ices de l'un quelconque de ses points, aux extré

mités A et B de la droite AB, soient comme et est à C. Prenant AB poui 
fax* des x et A pour l'origine des coordonnées : désignant par x ety le* 



coordonnées d'un point quelconque M de la combe demandée, et posant 

AB =a<2 ; on trouvera que l'équation de la courbe demandée est . . . 

(f) . . . ( a 2 — C2) (y2 - f - X 2 ) 9,acL*X-+- a*et2 = o. 

Cette équation est celle d'une circonférence, dont le centre est sur l'axe des:r* 

Cherchant les points P et P', où la circonférence coupe l'axe dc^x, on trouvera 

Poi tantdonc sur AF: des parties, AP, AP'', déterminées par les proportions 

La droite PP', sera le diamètre de la circonférence qui résout le problème; 

et les points de cette circonférence jouirontsculs de là propriété demandée. Le 

problème sera toujours possible. 

Remarque. Quand ct — C, on trouve AP AB ; AP' est infini

ment grand et l'équation ( i) se réduit à x = i a. Cette dernière équation étant 

celle d'une droite PS, perpendiculaire sur le milieu de AB, on voit que 

lorsque & — la circonférence devient une droite PS, perpendiculaire sur 

le milieu de AB. Et en effet; chaque point de PS, est également distant 

des extrémités A et B, de AB ( n° iç)> 

155. (fig. 2 I 4 ) . ^«r n/?<? ligne donnée DE , trouver un point dont les dis* 

tance!, (t deux points connus A et B ,soienl proportionnelles à deux lignes 

connues, *, C. Décrivez une circonférence CM, telle que les distances de l'un 

quelconque des points de cette courbe, aux points A et B, soient propor

tionnelles aux lignes connues , et, C , ' n° 1^4). Les points M et N, où cette 

circonférence coupera la ligne donnée , jouiront de la propriété demandée , 

car on aura , MA : MB : : et : C et NA : NB II et'. C. 

Remarque. Chaque point d'iniersecti^n de la circonférence CM, avec 

la droite DE, donnant une solution; le problème admet deux solutions , ou 

une solution , ou est impossible. 

156. (fig. 2i5 ). Sur une droite donnée MN, décrire une circonférence 

ayant pour centre le milieu O de MN, et telle que la s'imme des carrés 

des dislances de l'un que!conque de ses points aux extrémités M et N, de 

la droite donnée, soit égale a un carré donné cT2. D u point G comme 

centre, avec le rayon - sT , décrivez la circonférence OA- Prenez un point 

quelconque A de cette circonférence ; tirez les droites , AB, AC. Des points 
Met -ZV comme centres, avee les rayons, CA, BA, décrivez des arcs; ces arcs 
se couperont en un point P. La circonférence DPE, décrite du point O 
comme centre avec le rayon OP, jouira de la propriété demandée. 11 s'agit 
de faire voir que pour un point quelconque R de cette circonférence, on aura 
RM2 -{-RN* = «T2. Or, par construction . . . 



AC* 4 - AB* » BC* = £* « 4- W * . 

î )ans les triangles, MRN, MPN, les li gnes, RO, PO, divisant le côté 
commun MN, en deux parties égales , on a (n° ) . . . 

MB* 4-ira» « 2( ( № - f - M O * ) , iWP» 4 - NP* = 2 ( ? O j + iïfo»). 
O r , PO=OR; donc , 4- i V B a = _ № 2 4- NP* = cT». 
L a circonférence DRPE, résout donc le problème (*). 

15^. (fig. 216). Mener une tangente commune a deux cercles.Par les centres 
O , e, des cercles donnés , tarez une droite indéfinie S S' et conduisez deux 
diamètres parallèles quelconques AH, ah, qui rencontrent les circonférences 
aux points , A, H, a, h. Menez les droites, Aa , Ah; prolongez la ligue 

(*) Pour connaître dans quels cas le problème sera possible, nous ferons, 
OR « r et MN= 1; le triangle MRN donnera. 

D ' o ù (1 ) . . . 

La construction de celte valeur de r , donnerait directement Je rayon du 
cercle demandé ; mais la construction que nous avons indiquée est plus élé
gante. L'analyse complète du problème se déduit de la valeur de V. En effet; 
tes lignes let eP étant données, la longueur de r est déterminée par la formule (1); 
il n'existe donc qu'une seule circonférence qui jouisse de la propriété deman
dée. Quand 2<T2 est plus grand que l*, r est réel; le problème admet donc une 
solution. Lorsque 2cT2=:/2, le rayon r est zéro et la circonférence demandée 

se réduit au point O ; car, OM* 4 - ON* 

Enf in , quand 2cT2
 est moindre que l*, le problème est impossible. La cons

truction indique ces diverses circonstances, car suivant que 2<f3—l* est po* 
sitif, ou nu l , ou négatif, les arcs décrits des points M et N comme centres, 
avec les rayons, CA, BA, se coupent en P ou se touchent en O , ou ne 
se rencontrent pas. 

L'application de l'Algèbre à la Géométrie, donne la solution de ce pro
blème plus général : Trouver une courbe telle que la somme des carrés des 

distances de l'un quelconque de ses points aux extrémités d'une ligne 

donnée , soit égale au carré donné cTa. Désignant la ligne donnée par / ; 
prenant cette ligne pour axe des oc, et l'origine des coordonnées étant au 

milieu de l, l'équation de la courbe cherchée sera x"- 4 - y* — [if* — l*). 

La courbe demandée est donc une circonférence qui a pour centre le milieu 
de la ligne donnée. Le rayon /• de cette circonférence, est facile à construire , 
et selon que ( 2<T2— l2) est positif ou négatif, le problème est possible ou 
impossible. Les points de cette circonférence jouissent seuls de la propriété 
demandée. 



Aa, jusqu'à ce qu'elle rencontre CS en B. Par les points , B, b, où les 
droites , AaB, Abh,rencontrent CS, menez des tangentes, Bt, Bt', bm,bm\ 

an cercle ca ; je dis que les prolongemens , tJY, t'JSP, bM, bM', de ces quatre 
l ignes , seront tangens à l'autre circonfe'rence. En effet ; par le point t de 
tangence, nieriez le rayon te ; ce rayon sera perpendiculaire à la tangente 
Bt, ( B . n° 47). D u centre C, menez CT perpendiculaire à BN; les droites, 
CT, et, perpendiculaires à BJV, seront parallèles ( n° ^4 ) > m a i s e s t 

parallèle à c# ; donc , cl : CT II cB ; CB : \ ca \ CA. 

O r , ct = ca; CT est donc égal au rayon CA; la perpendiculaire CT9 

menée du centre C, sur la droite BN, étant égale au rayon CA; la droite 

BN est tangente à la circonférence CA (*). On démontrerait de même que 
les droites BN, raM et m!M', sont tangentes aux deux circonférences. 

L'examen attentif des diverses positions que peuvent prendre les circonfé
rences, conduit aux résultats suivans ; i ° . (fig. 216), quand la distance Ce des 
centres, est plus grande que la somme des rayons , CA, ca , les circonfé
rences ne se rencontrent pas (n° i3o), les points , B ,b, sont hors des circon
férences et l'on peut mener quatre tangentes communes aux deux cercles 5 

quand la distance des centres est égale à la somme des rayons, les circonfé
rences se tournant extérieurement (n° i3o) , les points b, p, tombent en P ; 
les tangentes, Mm, M'm', se réunissent en une seule, le point 2? est situé hors 
des cercles et les quatre tangentes se réduisent à trois. Ainsi , la distance Cb 

( f ig . 2X>5) dfes centres des cercles, CT, bT, étant égale à .la* somme des 
yayons, ces cercles se touchent extérieurement, et l'on peut, mener trois tan
gentes communes à ces deux cercles. Ces tangentes s o n t , GH, G'Hr et DD 

3° . quand la distance des centres est moindre que la somme des rayons et plus 
grande que leur différence, les circonférences se coupent; le point b (fig. 216) 
tombe dans le cercle CA; le point B est hors des cercles et l'on ne peut mener 
f pic deux tangentes. Par exemple, on ne peut mener que deux tangentes com
m u n e s , KV,K'V, (fig. 2o5), aux cercles, CM, nM; êf*: quand fa dis
tance des centres est égale à la différence des rayons, les cercles se touchent 
intérieurement; le point Z>(fig. 216) est dans le cercle CA, le point B se confond 
rtvec le point de tangence des deux circonférences, et Ton ne peut plus mener 
qu'une seule tangente. Ainsi, les deux cercles CT, ST(û$. 2o5), se touchant 
intérieurement en T, on ne peut mener qu'une seule tangente DD', commune 
h ces deux cercles; 5°. Enfin , quand la distance des centres est plus petite que 
la différence des rayons , les circonférences sont l'une dans l'autre et n'ont 

("'"') En effet; la perpendiculaire CT, menée du centre C sur la droite 
BN, étant égale au rayon CA ; le point T àe la droite BN est sur la cir
conférence CA; et fout autre point iV de la droite BN, est hors du cercle ; 
cc\ l'oblique CN est plus grande que la perpendiculaire CT à BN ; la 
droite BN, n'a donc que le point T, commun avec la circonférence; cette 
Croire est donc tangente à ht circonférence CA> 



(*) Ces proprie'te's résultent de l'examen de la figure. On peut les démon
trer rigoureusement delà manière suivante. So i en t , (fig. 216), 
С A = R, ca = r , R > r, Ce = d. Les triangles, CAR, caB, étant 
semblables, ainsi que les triangles, САЬ, ; on a 

: ca :: ,вс : i?c et CA : c& : : c& : c&. D'OÙ. .. 
CA—ca :BC-~Bc:: CAl BCeiCA+ch: Cb+cby. CA: Ch. 

O r , CA — R, ch=zr; BC—Bc — d, Cb + cb=zd. D o n c , 

(3) . et (4). on suppose R^> r. 

Toutes les propriétés des tangentes se déduisent de ces formules. En effet; 
i°. lorsque la distance d des centres est plus grande que la somme (R-h r) 
des rayons, les cercles n'ont aucun point commun et ne sont pas l'un dans 
l'autre (n° i3o); les formules (3) et (4) disent que les points , B, b , sont hors 
des cercles; car elles donnent , CB^> Cq, Cb^> CP et Cb < Cp. 

Pour s'en convaincre, il suffit d'exprimer les lignes contenues dans ces iné
galités , au moyen d e , R, r et d. Par exemple , la première inégalité d o n n e , 
àR > (d -f- r) (R — r ) . D ' o ï i , d^> R — r . Mais , par hypothèse, d est 
plus grand que (R r ) ; d est donc plus grand que ( R — r ) ; on a donc 
CB > Cf. On démontrerait de même que les deux autres inégalités sont 
exactes, car elles conduiraient h d > ( j R - f » / ' ) e t à ( < i - f - i ? ) >- r ; ce qui est 
Vrai, puisque d est plus grand que (R -f- r ) . Les points, B,b, tombant 
hors des cercles, on peut mener deux tangentes par chacun de ces points. Ce 
qui donne quatre tangentes communes aux deux cercles, CA, ca. 

2°. Lorque d*= ( i ? - f - r ) ; les «cercles sont tangens extérieurement; la for*» 
mule (4) donne, Cb= R = CP ; le point b tombe donc au point P où les 
cercles se touchent. On ne peut plus mener par ce point qu'une tangente 
Commune aux deux cercles ; de sorte que les tangentes, Mm, M!mf, se con
fondent. En effectuant les calculs, on verra que la formule (3) exprime que 
CB est plus grand que Cq ; le point B est donc hors des cercles ; on peut 
donc mener deux tangentes par ce point. Ce qui donne en tout trois tan
gentes. 

3° . Lorsqu'on a, d<^(R + r) et d^> (R-^-r) ; les cercles se coupent; les 

formules (3) et (4), combinées avec ces inégalités, donnent 
ÇB^> Cq -, Cb<^ CP ; le point B est donc hors des cercles; on peut donc 
mener deux tangentes par ce point. L e point b tombant dans le cercle CA? 

on ne peut mener aucune tangente par ce point. Il n'existe donc que deux 
tangentes. 

aucun point c o m m u n ; les points B, b, tombent dans les cercles, et l'on ne 
peut mener aucune tangente commune aux deux cercles. Ains i , on ne peut 
mener aucune tangente commune aux cercles, CT,qt, (fig. 2o5). (*). 



4°. Lorsque, d — ( R — r ) ; les cercles se touchent intérieurement; les 
formules (3) ei (4) donnent Cb<CPet CB = CP ; le point b tombant 
dans le cercle CA, on ne peut mener aucune tangente par ce point , et le 
point B se confondant avec le point de tangence des deux cercles, on ne 
peut mener qu'une seule tangente commune aux deux cercles. 

5°. Enfin , lorsque d est moindre que ( R — r) ; les cercles sont l'un dans 
l'autre et n'ont aucun point commun. Les formules (3) et (4) expriment 
que les points , B, b, tombent dans le cercle CA ; de sorte qu'on ne peut 
mener aucune tangente commune aux deux cercles. 

Si les rayons R, r, étaient égaux; les formules (3) et (4) donneraient 

CR = os; Cb~ ^d; la valeur infinie de CB , exprime que les tangentes, 

7V, T't', ne rencontrent plus la droite CeS, qui joint les centres; ces 
tangentes sont donc alors parallèles à Ce. La valeur de Cb exprime que 
pour construire les deux autres tangentes, il suffit de mener deux tangentes 
à l'un des cercles , par le milieu de la droite Ce qui joint les ^entres. 

Si ?*, que nous supposions plus petit que R, devenait plm grand, le 
point B passerait évidemment de l'autre côté du point C, sur le prolon
gement CSf de c ( ? ; l a formule (4) exprimerait ce changement déposit ion 
du point B, en donnant une valeur négative pour CB. 

Remarque. Nous avons trouvé quatre tangentes en joignant les extrémités 
du diamètre «/*,avec l'extrémité A , du diamètre AH; il paraîtrait donc que 
l'on devrait trouver quatre nouvelles tangentes, en joignant les points a et h, 
avec l'autre extrémité H du diamètre AH ; mais si l'on mène ces l ignes, on 
reconnaîtra qu'elles passent par les points, B , b ; de sorte que cette cons 
truction donne les tangentes déjà obtenues. Par exemple, si la droite Ha7 

rencontre Ce en K ; les triangles semblables, acK, HCK, d o n n e r o n t . . . . 

Rlr\\CK\cK; d'où (R+r) : R :: ( CK + cK)\CK=* 

Cette valeur de CK étant celle de Cb, le point K tombe en b. On prou
verait de m ê m e , que le prolongement de la droite Hh , passe par le point B, 

Les valeurs de CB et de Cb, données par les formules (3) et (4), ne 
dépendant que des r a y o n s R } r, et d e l à distance d des centres, on voit 
qu'elles conviennent à deux diamètres parallèles quelconques ; et par con
séquent, si l'on menait d'autres diamètres parallèles, on ne trouverait 

pas d'autres tangentes communes aux deux cercles. On en déduit cette 
propriété curieuse : 

i58. Deux cercles étant donnés; si Von mène, dans ces deux cercles, 

des diamètres parallèles deux a deux; toutes les droites , qui joindront 

les extrémités des diamètres parallèles , passeront par deux points fixes 

de la droite qui joint les centres; et les tangentes , menées par ces 

points fixes , h l'un des cercles , seront tangentes a Vautre cercle. 



ï5g- ( fig. 217 ). Par un des points d'intersection de deux circonfé

rences , mener une sécante telle que la différence des cordes, qui en 

résulteront dans les deux cercles , soit égale à une ligne donnée «f. 

Soient , KAB et K'AB, les deux circonférences données, qui se coupent 
en A et B ; prenez un point quelconque P, sur la circonférence K'AB; 

tirez, AP, PB, AB. Construisez un triangle DEF tel que sa hase DE— J\ 
et que les angles, FDE, FED, adjacens à cette base, soient égaux aux 
angles , APB, ABP. Prenez une corde AC— FD ; la droite BC sera 
la sécante demandée, car en tirant la corde AS , vous aurez. . . . 

ASC— 180° —ASB = 180° — ARB = ABP=FED et 

ACB—APB, ou ACS = APR=zFDE. D o n c , l'angle CAS—DFE. 

O r , AC—FD; les triangles, CSA, DEF, sont donc égaux ( B . n° 8r ). 
D o n c BC—BS^CS = DE—cr. La différence des cordes , BC, BS 

est donc effectivement égale à la ligne donnée cT. Lorsque la corde AC 

devra être plus grande que le diamètre du cercle AK'B, le problème sera 
impossible. Et en effet ; on conçoit facilement que la différence <T des cordes, 
BC, BS, ne peut pas dépasser certaines limites j cette différence peut d'ail
leurs être aussi petite que l'on veut. 

160. La solution précédente donne le moyen de mener, par un des points 

d'intersection de deux circonférences, une sécante BC telle que la partie 

CS, comprise entre les deux: circonférences , soit égale à une ligne don -

née cT. 

161. (fig. 217 }. Par un des points d'intersection de deux circonfé

rences, mener une sécante telle, cjue la somme des cordes qui en résul

teront dans les deux cercles, soit égale h une ligné donnée S. Supposez 
que les circonférences se coupent en A et B. Prenez deux points quel
conques K , Kf, sur les circonférences , tirez les droites, KA,KB,K'A,K'B ; 

construisez un triangle DEF, tel que vous ayez 

le côté DE — S-, l'angle FDE —AKB, l'angle FED = AK'B. 

Par le point A , tirez une corde AM — FD; la droite M2V, menée 
par les points M et B, sera la sécante demandée. Eu e f f e t . . . . 

AM—FD; l'angle AMN = AKB — FDE; 

l'angle AIVM—AK'B = FED; d'où l'angle MAN— DFE. 

Les triangles, -AMN, FDE sont donc égaux, ( B. n ° 8 i Donc 
MB-\-BN—MN—DE — cV. Pour que ce problème soit possible , il faut 
que tombe entre certaines limites. La construction indique que le pro
blème est impossible quand la corde AM doit être plus grande que le 
diamètre du cercle AKB. Lorsque DF est moindre que,ce diamètre, 011 
peut mener deux cordes, AM, AM', égales à DF ; ce qui donne deux 
solutions. Ces deux solutions se réduisent à une seule , quand DF est 

égixl au diamètre du cercle AKB. 



Remarque. Le problème ne peut pas admettre plus de deux solutions, 

E n effet; les points K et KF, prenant des positions quelconques sur les cir

conférences , les angles , AKB , AK'B, qui s'appuieront sur le même arc, 

lie changeront pas ; le triangle DEF, sera donc toujours le même. Si du 

point A , comme centre, avec le rayon FD, on décrit un arc; cet arc ne 

pourra couper la circonférence AKB qu'en deux points, M, M' ; les droites^ 

MBN, M'BN', seront donc les seules qui jouiront de la propriété demandée. 

162, (fig. 218). Connaissant deux cercles concentriques OA, OC, 

le diamètre AB, et un angle et; mener une sécante MN, qui fasse avec 

AB l'angle OMN=et, et dont les parties , Mil, MN, comprises entre 

le diamètre AB et les circonférences, soient dans le rapport connu 

de C à y. Par le centre O , menez une droite quelconque OE; prenez 

OD, de manière que vous ayez , C * y : : OC *, OÏ). Sur CD, décrivez 

un segment DGC, capable de l'angle donné * ( n ° i43 ). L'arc DGC cou

pera la circonférence OA, en un point G; tirez la droite DG , et conduisez 

OH parallèle à DG; menez la droite GCH ; prenez OM—OH, et tirez la 

droite MN SOUS l'angle OMN—et; MN sera la sécante demandée. E n 

effet ; menez la droite OR; OH étant parallèle à DG, vous a u r e z . . . . 

l'angle CHO= CGD=et=z OMN=OMR. Or, OM=OHet OR^OC. 

Les triangles, OMR, OCH, sont donc égaux; donc MR=HC. Tirant 

les droites ON, OG, on prouvera de même q u e , MN—HG. Les triangles 

semblables, OCH, DCG, donnent 

ne:CG::oc:CD; d'où, HC:(HC+ CG)::OC:{OC+CD) 

ou HC :HG::OC:OD.:C:y. Mais, HC—MR et IIG = MN. 

D o n c , MR : MN :\Q:y. O r , l'angle M O = * . La sécante MN jouit 
donc des propriétés demandées. 

ï 63 . ( fig. 219 ). Décrire une circonférence RKF, qui coupe deux circon

férences concentriques, CH, CG, en des points, P, Q, M,N, tels que 

si l'on mène, par ces points , des tangentes , PF, QF, MS, NS-, à là ci/'-

conférence RKF, les angles , QTP, NSM, formés par ces tangentes y 

soient respectivement égaux à des angles donnés , et, Ç. Disposez deux an* 

gîes , P'OfQ*, M'O'N', qui soient respectivement les supplémens des 

angles et, C, de manière quela droite O"F divise les angles P' Or Q , M'OfNr 

en deux parties égales ; du point O ' comme centre, décrivez une circonférence 

quelconque M'WQ', à laquelle vous mènerez les tangentes, P'T', M'S' ; 

tirez Q'T' et N'S'; déterminez ( n° i55) sur O'T', un point C tel , que 

les droites, CN, CQ', soient proportionnelles aux rayons, CG, CH , 

des cercles donnés. Par le centre C, menez une droite quelconque CFf 

et prenez des parties, CO, OK, telles que vous a y e z . . . . 

(1 ) . . . CQ'I CH::co':co et CQ:CH::O,Q/:OK. 

L a circonférence RKV\ décrite du point O comme centre avec le rayon 

OK, satisfera à toutes les conditions du problème. Pour le démontrer 



(*) Pour plus de symétrie , nous désignerons toujours les trois angl«^ 

du triangle demandé pur, A , B, C ; et les petites lettre*, a, b, c , dai
gneront les côtés opposés. 

Notes sur la Géométrie. 5 

menez les tangentes , PT, MS ) les droites, TQ,SN, seront tangentes 
à la circonférence OK, car les triangles, CPO , CQO, étant égaux 
(B.n° 83 ), les angles, POC, QOC, sont égaux; les triangles, TOP, TOQ , 
sont donc égaux ( B. n° 80 ) ; mais Tangle TPO est droit; Tangle TQQ 
est donc droit; la droite TQ est donc tangente à la circonférence OK. O n 
prouverait de même que les droites, SN, S'Nr, T Q', sont des tangentes. 
Cela posé, les proportions (1) d o n n e n t . . . . . 

( 2 ) . . . e ç ' : CQ : : c o ' : co:: o'Q': OQ. O r , par construction, 

CN\CQ'' :tcG:ca::cJV: CQ, d'où CQ'ÎCQ*.: CN:CN-, 

D o n c , ( 3 ) . . . CN'tCN:: CO:CO::0'Q':OQ:: O'N : ON. 

Les proportions (2) et (3) démontrent que les triangles, COQ, OO'Q'i 

sont semblables, ainsi que les triangles , NOC, NO'C ( B. n 9 114 ). D o n c , 

l'angle iCOQ — ïCO'Q' et Tangle *NOC= aN'O'O ; 
ou l'angle POQ=P'0'Q' et l'angle MON=M'0'N. 

Dans le quadrilatère PfO'Q'T',\es angles, P', Ç ' , étant droits, on a 

Tangle P ' 0 ' < 7 = i S o 0 - - P ' T ' Q ' ; mais par construction, 

Tangle . P ' O ' Ç ' = (1800— * ) ; donc l'angle P'T'Q' — tt. 

Dans le quadrilatère POQT, les angles P et Q étant droits, ori a . . . 

Vangle POQ= 1800 — PTQ^P/OfQ'==(i8o°—*); donc PTQ=*et< 

O n prouverait de même que Tangle MSN=:C. Le problème est donc 
résolu. 

Construction des Triangles. 

164* Comme dans un triangle, chaque angle vaut 180 0 moins la somme 
des deux autres ; deux angles déterminent le troisième. Et conséquemment : 
Dans un triangle, il n'existe que cinq parties réellement distinctes ; deux 
angles et trois côtés. Nous allons prouver, que la connaissance de trois de 
ces cinq parties, suffit toujours pour construire le triangle. 

i65. Connaissant trois des cinq parties d'un triangle, construire géo
métriquement ce triangle 

iG6. ( fig. 196). Lorsqu'on sait que le triangle à construire est rectan
gle , la connaissance de deux parties suffit ; car l'angle droit , qui est 
c o n n u , complète les trois parties données. Soit le triangle ABC, rec
tangle en B ; les deux parties connues ne peuvent se combiner que des 
cinq manières suivantes. . . . 

1», a et c; 2 0 , b et a\ 3°, b et A ; 4°, A et c, 5°, A et a. 



167. ( fig- 62). Dans un triangle obliquangle , les trois parties comities ns 
peuvent se combiner que de cinq manières différentes; ce qui fournit lea 
cinq cas suivans; construire le triangle, connaissant 

1», A, C,b; 2°, A, C,c;3°, a, c, A ; 4°, a, b, C; 5°, a, b, c. 

Construction des Triangles rectangles. 

168. (fig. 196 ). On connaît les deux côtés a et c de l'angle droit B. Tir«6 
deux lignes, BH, B K, qui se coupent à angle droit; portez a de B en C, 

et c de B en A ; menez la droite AC ; le triangle sera construit. L 'hy
poténuse b, et les angles A , C, se trouveront ainsi déterminés. 

Remarque. On aurait pu construire le triangle ABC, aussi bien à la 
gauche qu'à la droite de la ligne AB , et au-dessous qu'au dessus de BC; 

de sorte que les mêmes données conviennent aux triangles, AËC, ABCr,A'BC, 
A'BC'. Ces triangles seraient égaux, il est vrai, au triangle ABC; mais la 
position de leurs parties serait différente à l'égard de la ligne BC Dans le 
levé (Tun plan cette position , qui sert à déterminer celle de certains 
points remarquables, n'est pas indifférente. A ins i , lorsqu'on a choisi la 
ligne BC pour représenter une direction fixe, il est essentiel de remarquer 
la position des antres parties à l'égard de cette ligne. Cette observation s'ap
plique à toutes les constructions. 

169. (fig. ï9^»). On connaît l'hypoténuse b et un côté a de Tangle droiL 
Ayant forme' Tangle droit B, par deux droites, BH, BK; portez a de 
B en C, et du point C comme centre, avec le rayon A, décrivez l'arc 
mn ; cet arc coupera BH en A; menant la droite AC, le triangle sera 
construit. 

Cette construction ne pourrait pas avoir Heu , si l'hypoténuse b n'était 
pas plus grande que le côté a de l'angle droit; car l'arc décrit du point 
B comme centre , avec le rayon b, ne couperait pas AB. Et en effet, 
le problème est alors impossible ; car, demander de construire un triangle 
rectangle, avec une hypoténuse moindre que l'un des côtés de l'angle droit, 
ou qui lui soit égale, c'est vouloir mener d'un point C, pris sur une per
pendiculaire BC à BA, une oblique plus coin te que cette perpendiculaire, 
o u qui lui soit égale; ce qui est impossible ( n° 16). 

170. (fig. 196). On connaît l'hypoténuse b et un angle aigu A- Par l'in
tersection de deux lignes indéfinies, AE, AF, formez l'angle A; portez 
b, de A en C; menez CB perpendiculaire sur AE ; le triangle ABC 
résoudra le problème. 

171. (fig. 196). On connaît un angle aign A et le côté c de l'angle droit, 
adjacent à cet angle. Tirez deux lignes indéfinies, BH, BK ; qui se cou
pent à angle droit; portez c, de B en A ; par le point A , menez une 
droite AF qui forme avec AB un angle égal à l'angle donné A; la ren
contre 4e AE avec BK, détermine ABC, pour le triangle demandé. 



i^2i (f ig. ig6) . On connaît un angle aigu A et le côte' de l'angle droit 
opposé à cet angle aigu. Par l'extrémité B, d'une ligne CB — a, tirez BH 

perpendiculaire sur BC; par un point quelconque P, de BH, menez PQ) 

sous l'angle QPB — A; conduisez CR, parallèle à QP ; ABC sera le 
triangle demandé. 

Construction des Triangles obliquangles* 

i^3. (fig. 62). On connaît les deux angles -, A , C , et lecôte^2> qui leur 
est adjacent. Par les extrémités d'une ligne AC — b, menez les droites, 
AH, CK, qui forment avec AC des angles HAC, KCA , respectivement 
égaux aux angles donnés A et C. La rencontre de ces droites, au point B, 
déterminera le triangle demandé. 

i^4' (fig* 2 0 0 )• On connaît deux angles , A , C, et le côté c opposé à l'un 
d'eux. Formez l'angle A , par deux droites indéfinies AP, AQ;h un point 
quelconque P de la ligne sur laquelle doit être placé l'angle C, formez cet 
angle par la ligne PQ; portez c dé A en B ; et menez par lé point B une 
parallèle BC à QP ; elle déterminera AB C pour lé triangle demandé. 

1̂ 5. (fig. 44 )• ®n connaît deux côtés, a , c , et l'angle A -, opposé à l 'un 
d'eux. Menez deux lignes indéfinies, XZ, AY, sous Tangle connu A; 

portez e de A én B ; et décrivez un arc du point B comme centre, avec le 
rayon a; lorsque cet arc coupera la ligne indéfinie XZ, en un point situé 
sur un des côtés de l'angle A, le triangle sera construit. Mais les grandeurs 
relatives des données, à, c, 'A, offrent des circonstances remarquables , que 
nous allons analyser. L'angle donné A peut être égal à l'angle aigu BAZ, 

ou à l'angle obtus BAX. 

I e * Cas. L'angle A est égal à l'angle aign BAZ. S i du point B, on mené 
sur XZ la perpendiculaire BP, on peut avoir, 

I E . -

i ° . Lorsque le côté a est moindre que la perpendiculaire BP, l 'arc , nifr 

décrit du point B comme centre avec le rayon ci, coupe BP en D, et n a 
rencontre pas XZ; le triangle ne peut donc exister, et en effet ; les données 

actuelles ne peuvent convenir à aucun triangle, car la condition a<^BP, 

revient à proposer dé joindre le point B, avec un point de XZ, par une droite 
plus courte que la perpendiculaire BP, ce qui est absurde (n° 16 ). 

2°. Quand le côté a est égal à la perpendiculaire BP, l'arc m'nf, décrit 
du point B comme centre avec le rayon BP—a, est tangent à XZ, en P 

ce qui détermine le triangle rectangle APB, ponr le triangle demandé, 

3ô. Quand le côté a est plus grand que la perpendiculaire BP, et moindre 
que le côté c, ¥avcm"n"3 décrit de B comme centre/avec le rayon a, coup<i 
XZ en deux points , <?# C également distans du pied P de la perpendicu * 



(*) Lorsqu'on applique les formules trigonomëtriques à cette construction, 
pn trouve que l'angle C n'est connu que par son s inus , qui appartient anX 
angles supplémentaires BCA, BCA. Le calcul est toujours d'accord avec 
les constructions. ( Voyex la Trigonométrie de Reynaud). 

laire BP, et C doit tomber entre A et P, car a étant moindre que c, 

doit être plus près de la perpendiculaire BP. Dans ce c a s , la construction 
fournit deux triangles, ABC, ABC, qui satisfont également; car ils con
tiennent l'un et l'autre les données; savoir, l'angle BAC~A, et les côtés, 
a, c. Dans ces triangles, les angles, BCA, BOA, qui expriment les deux 
valeurs de l'angle opposé au côté c, sont supplémens l'un de l'autre; cardans 
le triangle isoscèle BCC, les deux angles aigus en C,C sont égaux, et 
l'angle ACB a pour supplément BCC, ou son égal BCA (*). 

4°. Qnand le côté a est égal au côté c, et par conséquent pins grand 
qne BP, l'arc mwnw, décrit du point B comme centre avec le rayon a , 

coupe XZ en deux points, A, C", qui déterminent le triangle isoscèle, BAC 

5°. Le côté a étant plus grand crue c , et à plus forte raison plus grand 
que BP, l'arc m""n"", décrit du point B comme centre avec le rayon a, 

coupe XZ, en deux points , Cw, Q; et le point A , extrémité d'une oblique 
BA—c plus courte que BQ=a, se trouve nécessairement entre P et Q* 

Les intersections , C", Q, paraissent indiquer la construction de deux 
triangles; mais si l'on observe que le triangle BAQ ne contient pas l'angle 
donné BACz=A, on verra que le triangle BAC°, satisfait seul aux con
ditions du problème. 

IIe Cas. L'angle A est égal à l'angle obtus BAX. L'angle donné A 

étant obtus, l'angle inconnu C est nécessairement aigu (B. n°75,2° . ) . O n doit 
donc avoir A^> C ; èt par conséquent, le côté a, opposé à l'angle connu 
A , doit être plus grand que le côté c ; quand cette condition n'est pas 
remplie, le triangle ne peut pas exister. La construction s'accorde avec ces 
considérations. En effet; i ° . Lorsque le côté a, opposé à l'angle connu A , 

est plus grand que l'autre côté c , l'arc m""n"u, décrit du point B comme 
centre avec le rayon a, coupe XZ en deux points , Q, C", qui détermi
nent deux triangles BAQ, BAC"; mais le second triangle ne contenant 
pas l'angle donné BAX=A, le triangle BAQ, satisfait seul aux condi
tions du problème; 2°. Lorsque le côté a n'est pas plus grand que le côté 
c, l'arc décrit de B comme centre avec le rayon a, ne peut pas couper 
XZ, à gauche du point A; car les obliques les plus longues, s'écartent le 
plus de la perpendiculaire (n° 1 6 ) ; les données ne peuvent donc appartenir 
a aucun triangle. 

176. (fig. 6 2 ) . O n connaît deux côtés , a, b, et l'angle compris C. Tirez 
deux l ignes, CK, CR, sous Tangle C ; portez b, de C en A , et a de C 



en B; menant la droite AB, le triangle sera construit. Lorsque a = ¿>, la 
construction détermine un triangle isoscèle, dans lequel A ~ B . 

177. ( f ig . 62). O n connaît les trois côtés a, b, c. Soit b le plus grand 
des côtés ; conduisez une droite AC==b ; des points A et C, comme centres , 
avec les rayons c et af décrivez les arcs, mn, m'n'', les droites, BA, BC, 

menées, de l'intersection B de ces arcs, aux points A et C, détermineront 
ABC pour le triangle demandé. La construction réussira toujours, quand 
les données s'accorderont avec la nature du triangle ; car alors, le plus grand 
côté étant moindre que la somme des deux autres, et plus grand que leur 
différencej les arcs se couperont nécessairement ( n ° i3o). Si le côté b 

était égal à la somme des deux autres, les arcs pq, p'q', décrits des points 
A et C comme centres avec les rayons c et a, se toucheraient en un point r , 
situé sur AC, les côtés c et a, se confondraient avec la hase b ; les angles 
A et C, formés par ses côtés avec, la base , seraient nuls ; l'angle B, formé 
par les côtés a et c, qui sont en ligne droite , vaudrait deux angles droits , 
et la surface du triangle serait zéro. Si le côté b était plus grand que la somme 
des deux autres côtés a et c ; les arcs pq, st, décrits des points A et C 

comme centres, avec les rayons c et a , ne se rencontreraient pas ( n ° i3o) ; 
les côtés c et a, ne pourraient donc pas se réunir en un même point ; le 
triangle ne pourrait donc pas être construir. Et en effet ; il ne saurait exister; 
car , un côté d'un triangle ne peut jamais être plus grand que la somme des 
deux autres ( B . n°. 73 ). 

178. Les constructions que nous venons d'exécuter, conduisent à cette 
règle générale : Un TRIANGLE RECTANGLE peut toujours se constituiré, lors

qu'on connaît, les deux cotés de l'angle droit, ou un angle aigu et l'hy

poténuse, ou un angle aigu et l'un des côtés de l'angle droit. Il devient 

impossible, lorsque, connaissant l'hypoténuse et un côté de l'ange droit, 

Phypoténuse n'est pas plus grande que ce côté de l'angle droit. Un 

TRIANGLE OBLIQU ANGLE est toujours possible , lorsqu'on connaît deux 

angles et un côté, ou deux côtés et l'angle compris. Il devient impos

sible dans trois cas ; i ° . lorsque, connaissant les trois côtés, le plus grand 

côté n'est pas moindre que la somme des deux autres ; 2 0 . lorsque , con

naissant deux côtés et l'angle aigu opposé h l'un d'eux, le côté opposé 

a l'angle connu est moindre que la perpendiculaire menée de l'extré

mité du côté connu, adjacent h cet angle, sur l'autre côté; 3°. lorsque, 

connaissant deux côtés et Vangle obtus, opposé a Vun d'eux, le côté 

connu, opposé a cet angle obtus, n'est pas plus grand que l'autre côté 

connu. 

179. N o u s venons de faire connaître comment on peut construire un 

triangle lorsqu'on connaît trois des cinq parties qui le composent. N o u s 
allons démontrer qu'orc peut également le construire, lorsqu'on connaît 

trois relations quelconques entre les angles et les côtés. Ces problème^ 
sont de la plus grande utilité dans le levé des plans. 



1S0. ( f i g /220 ) . Construire un triangle, connaissant deux cotés et la 
ligne qui divise l'angle compris en deux parties égales. Soient, a et b les 
côtés connus et d la ligne donnée. Cherchez une ligne CT telle que vous ayez , 
( 1 ) , . . a', (a -f- b) *.l d' l «T. Sur une ligne AE = cT , formez 111 triangle 
isoscèle CAE, tel que CA = CE =&h. Prolongez EC d'une quantité 
CB=a et menez BA; le triangle demandé sera ABC En effet; dans ce 
triangle CB==-a, CA~b ; il suffit donc de prouver que la droite CD, qui 
divise l'angle BCA en deux parties égales , est égale à d ; or ( B . n° 7 5 ) . . • 
L'angle BCA^CEA+CAE^iCEA; mais l'angle BCA^iBCD; 
les angles BCD, CE A, sont donc égaux; CD est donc parallèle à EA\ 
d o n c , BC l BEI*. CD l EA; OU ( 2 ) . . . a : (a + b) i: CD : «T. 

Les proportions (1) et (2), prouvent que CD = d. Le triangle BCA jouit 
donc des propriétés demandées. 

181. (fig. 220). Construire un triangle, connaissant deux côtés et la 
ligne qui, partant du sommet de Vangle compris par ces côtés , divise le 
troisième côté en parties proportionnelles h et, C. Soient a et b les côtés 
donnés, et d la ligne donnée. Cherchez des lignes eP, <f', telles que vous ayez . . . 

(1 ) . . . C : et il a : «T et (2) . . , a ; ( « , - * - < T ) y. d : EF'. 

Avec les lignes cT, cT' etb, construisez un triangle CE A , de manière que 
CE=*Ï; EA^éf; CA^b, ( n ° 177), 

Prolongez TTC d'une quantité CB~a ; et tirez la droite AB. Le triangle 
CAB résoudra le problème. Pour le démontrer, prenez sur AB un point 
D, qui satisfasse à la condition, ( 3 ) , . . DA \ DB \ \ et : C. La combinaison 
des proportions (1) et (3), d o n n e r a . . . 

DA : DB ! • <f : d ; o u DA : DB : : CE : CB; 

CD est donc parallèle à EA ( n ° 53 ). On a d o n c . . . 

BC : BE :: C D : E A ; o u a : ( a - H C T ) : : ctf*: 
Cette dernière proportion, combinée avec la proportion (2), donne CD=d* 

M a i s , CB — a et CA=>b; le triangle BCA, satisfait donc à toutes les 
conditions du problème. 

182. (fig. 221). Construire un triangle connaissant un angle, un des 

côtés adjacens et la somme des deux autres côtés. Soient, C l'angle donné, 
a le côté c o n n u , S la somme donnée. Faites l'angle PCQ>== C, prenez 
CD = S et CB = a, tirez DB, et menez la droite BA sous l'angle 
ABD ^= ADB; le triangle ABC, résoudra le problème, c a r . . . 

l'angle ACB=C; CB^a; {AB + AC)*=*(AD + AC)** CD = S. 

183. (fig. 221). Construire un triangle, connaissant, un angle, un des 
côtés adjacens et la différence des deux autres côtés. Soient, C, l'angle 
donné , a le côté connu et d la différence donnée. Faites l'angle QCP— C-
•wrolongez P C d'une quantité CR**d. Prenez CB^a; tirez lu droite. Ziâ 



(*) D'après l'analyse da no i 5 6 , il n'existe qu'un seul triangle qui puisse 
satisfaire à la question actuelle ; et pour que ce triangle soit possible, il faut 
que la demi-circonférence GCH existe et qu'elle ait un point commun avec 
DP. O r , on a trouvé, (notes des n o s i56 et 112) , 

et D ' o ù , 

Le problème sera donc impossible, quand (<>.S2—/a) sera négatif, et 

quand (2S' — h) étant positif , ED sera plus grand que EH; dans tous les 

autres cas le problème sera possible 

et mene^ BA sous l'angle ABR~ARB; ABC sera le triangle demandé, 
car dans ce tr iangle . . . . 

Vangle ACB =~C; CB=a; (AB — AC) = (AR — AC) = CR = d. 

184. (fig. 222). Construire un triangle, connaissant sa base AB, 

ainsi que la somme S* et la différence «T2, des carrés des deux autres 

côtés. Prenez le milieu E de AB; du point E comme centre, décrivez une 
demi-circonférence, telle que la somme des carrés des distances de l'un quel
conque de ses points , aux extrémités Ai et B de la base, soit égale à S% 

( n ° i56) ; et sur AB, élevez une perpendiculaire DP, telle que la différence 
des carrés des distances de l'un quelconque de ses points , aux extrémités 
A et B, soit égale à «f2 (n° 112). Le point C d'intersection de la circonférence 
avec la perpendiculaire, sera le sommet du triangle demandé, car en tirant 
les droites AC, CB, la base du triangle CAR est AB, et d'après la cons-
trnetion, les côtés ACy CB, ont entre eux les relations d e m a n d é e s . . . . 

(AC* + CB*) = S* ; (AC* — CB*)=*S* (*). 

1 8 5 . (fig. 35). Construire un triangle, connaissant, sa base c, Vangle C 

du sommet, et la hauteur h. Sur une droite AB=*c, décrivez un segment 
AHB capable de l'angle C; menez MX perpendiculaire à RA, et prenez 
MT=h ; par le point T, conduisez une parallèle CC' à BA. Les points 
C, C, où cette parallèle rencontre l'arc AHB, sont les sommets de deux 
triangles, CAB, CAR, qui résolvent également le problème. Lorsque la 
droite CC est tangente à l'arc AHB, les deux solutions se réduisent à une 
seule. Et quand CCf n'a aucun point commun avec l'arc AHB, le problème 
est impossible. 

186. (fig. 35). Construire un triangle, connaissant, sa base c, sa sur

face etxC, et l'angle C du sommet. Désignez la hauteur inconnue par h; 
vous aurez, ch = 2ccC ; d'où c 'm ict\\Ç \ h. La hauteur du triangle d e 
mandé sera donc une quatrième proportionnelle aux trois lignes connues , 
c, la, et C. Le problème est ainsi ramené au précédent. 

187. (fig. 223). Construire un triangle, connaissant, sa base b et 



V angle B du sommet. Les deux autres cotés sont dans le rapport connu 

de A à C. Sur la ligne AC=*b, décrivez un segment ABC, capable de 
l'angie B, et achevez la circonférence. Prenez le milieu E de l'arc AC; sur 
la corde AC, cherchez un point D, tel que vous ayez , DA l DC *C A • 
Menez les droites, EDB, BA et BC; le triangle ABC résoudra le pro
blème. En effet; la base AC=*b; l'angle ABC du sommet est égal à l'angle 
donné B: et les arcs, AE, EC, étant égaux, les angles, ABE, ESC, sont 
aussi égaux ; ce qui donne (B. n<> i o 4 ) . . . BA : BC\ \ DA \ DC \ \ et>\ C. 

Lorsque et n'est pas égal à C, le point qui divise AB en parties propor
tionnelles à * et C, étant susceptible de deux posit ions, D, D', il existe 
deux triangles, BAC, B'AC, qui résolvent le problème; ces triangles sont 
égaux. Si et était égal à C, les points , D, D', se confondraient avec le milieu 
de AB, et le triangle serait isoscèle. Ce problème est toujours possible. 

188. (fig. Connaissant, la base d'un triangle, le rapport des deux 

autres cotés , et la droite sur laquelle le sommet doit se trouver; cons

truire ce triangle. Supposez que AB soit la base du triangle demandé, que 
Jes deux autres côtés soient dans le rapport des lignes connues , et, C, et que 
le sommet soit situé sur la droite DE. Décrivez une circonférence CM, telle 
que les distances de chacun de ses po in t s , aux e x t r é m i t é s ^ et B de la base 
soient comme et est à C, ( n° i54 )- Les points Met JV, où cette circonférence 
coupera DEi seront les sommets de deux triangles, MAB, IYAB, qui joui
ront de la propriété demandée, car la base de ces triangles est AB, le rap
port des deux autres côtés est celui de et à C , et les sommets , M, JV, sont sur 
la ligne DE. Lorsque la circonférence CM, touche DE, les deux solutions 
se réduisent à une seule. Et lorsque la circonférence n'a aucun point c o m 
mun avec DE, le problème est impossible. 

189. (fig. 214 )• Construire un triangle, connaissant, sa base, le rap

port des deux autres côtés et Vangle du sommet. Supposez que AB soit la 
base du triangle demandé , que les deux autres côtés soient dans le rapport de 
et à C, et que l'angle du sommet soit p. Sur la base AB, décrivez un seg
ment AB MD, capable de l'angle donné p , et construisez ( n 9 i54) une cir
conférence CM, telle que les distances de chacun de ses points aux extrémi
tés de la has* AB, soient comme et est à C. La circonférence CM coupera 
l'arc ADB, en un point M, qui sera le sommet du triangle demandé* 

190. (fig. 224)- Construire un triangle, connaissant, un angle B, la 

somme S des côtés qui comprennent cet angle , et la perpendiculaire eT , 
menée du sommet de l'angle connu, sur le côté opposé. Faites l'angle 
PKR — B ; divisez cet angle en deux parties égales par la ligne KD; sur KPi 

menez une perpendiculaire MG = £ ; tirez GB et BE parallèles à PK et à 
G M. Par le point B , inscrivez dans l'angle PKR , une ligne AH = S 

( n ° 120) , et menez BC de manière que l'angle ABC=B, h triangle ABC 

résoudra le problème. E n effet; dans ce triangle, l'angle ABC est égal à 
i'angîe (tonné B, et la perpendiculaire BE •> menée du sommet de cet angle-



sur le côté opposé AC, est égale h cT. Il ne reste donc plus qu'à prouver 
que {BA -H BC) =S. O r , les triangles, ABC, AKH, ayant un angle 
commun A , et les angles, ABC, AKH, étant égaux à B, les angles, 
ECB , KHA , sont égaux. S i Ton mène BF perpendiculaire à KH, on aura, 
BF « BE, ( n° 124); les triangles rectangles, BCE, BHF, sont donc 
égaux ( B . n° 81.) 

D o n c , BC—BH, BA + BC—BA + BH—AH^S. 

Si par le point B on mène des lignes quelconques , terminées aux deux 
côtés de l'angle PKR , la plus courte de toutes ces lignes sera la perpendicu
laire PrN' à KD (n° 119). Par conséquent ; lorsque S sera plus grand que 
P'N', on pourra mener par le point B , denx droites, AH, AHégales à 
S (n° 120); ce qui donnera deux solutions. Quand S sera égal à P'N', il n'y 
aura qu'une solution ; et lorsque S sera moindre que P*JVr, le problème sera 
impossible. 

191. (fig. 225.) Construire un triangle, connaissant, un coté et, un des 

angles adjacens C, et la perpendiculaire <T menée du sommet de cet 

angle sur le côté opposé. Sur la ligne BC—et, décrivez une demi-cir
conférence ; du point C comme centre , avec le rayon <f, décrivez un arc de 
cercle qui coupera la demi-circonférence en D; tirez BD, que vous pro
longerez indéfiniment; menez la droite CA, sous l'angle BCA = C. Le 
triangle demandé sera ABC Car BC=*, l'angle BCA—Cet la ligne 
CD, perpendiculaire sur AB, est égale à «T. Menant CA', sous l'angle 
A'CB =sa C, le triangle A'CB, satisfera également. D e sorte que le pro
blème admet deux solution^, CBA, CBA', lorsque «Test plus petit que *; 
si l'on avait <T = ct, il n'y aurait qu'une solution CD A; enfin, le problème 
deviendrait impossible, si la perpendiculaire <f devait être plus grande que 
l'oblique et. 

192. (fig. 226 ). Construire un triangle, connaissant, sa surface et x C 

et deux de ses angles, A et C. Dans l'angle BAC= A, inscrivez une 
ligne DE, égale à 2a , qui forme avec AB l'angle ADE=z C( n° 118 )J 

Menez AF perpendiculaire sur DE ; cherchez deux moyennes proportion
nelles, l'une a, entre et et C , l'autre b, entre AF et et; prenez A M 

quatrième proportionnelle aux lignes b, a et AD. Il en résultera 

a J = * x C ; b*—ct xAF\ b \ a\\AD\AM. 

Menez MN parallèle a DE. Le triangle AMN résoudra le problème 

L u effet, b* — AF x tt=AF x - DE = surface ADE ; 

ADE : AMN:: AD* : AM* ::b* : a* y. b* : * x c. O r , ADE=b>. 

D o n c , AMN=*G. Mais, l'angle AMN—ADEz=C et l'angle M AN—A. 

Le triangle AMN satisfait donc à toutes les conditions du problème. 

Pour trouver une seconde solution, prenez AM'^AM, et menez M'N 



sous l'angle AMIS'—C; le triangle AM'N', égal à AMJV (B. n° 81), 
jouira des mêmes propriétés. Ce problème est toujours possible. 

193. (fig. 227). La surface cTun triangle est connue, ainsi que Vun 

des angles ; le cote opposé a Vangle connu, doit passer par un point 

donné} il s'agit de construire ce triangle. Supposez, que MS2V soit 
Tangle donné , que le côté opposé à cet angle , passe par le point connu 
D, et que n2 désigne la surface du triangle demandé. Si SOX est le 
triangle cherché,* le prolongement, OB , du côté XO, passera par le point 
D , et la surface du triangle SOX sera égale à n2. Tout se réduit donc 
à déterminer la position du point X. Pour y parvenir, nous supposerons 
le problème re'solu , et nous chercherons à en déduire la valeur de SX. 

Menons DE parallèle à SM, et par le point O , tirons GF perpendicu
laire à DE. Les triangles, SOX, DOE, seront semblables, ainsi que lés 
triangles , GOX, FOD ce qui donnera SX: DE :: OXl OD\ \ OG l OF7 

D'où SX l ( SX-h DE ) :: OG : ( OG+OF), Tirons les droites , SF, 
XF\ il en résultera ( B . n<> i 5 8 ) , 

XGO : XGFi: GO : GF; et S GO : SGFll GO : GF; donc 

XGO:XGF::SGO:SGF:: GO: GF:: OG:{OG + OF). 

M a i s , OG: (OG+OF) :: SX: (SX+DE); 

D o n c , XGO:XGF::SGO : SGF:: SX: {SX+DE). D ' o ù , 

(XGO-hSGO): (XGF+SGF)\\SX: (SX+DE). Or 

(XGO+SGO)=OSX=z*i*, et (XGF+SGF)=FSX=z^SXx GF 

La dernière proportion devient donc 

O n en déduit 

Les lignes n, GF et DE, étant connues , l'équation (1) ne renferme 
que la seule inconnue SX. Pour construire la valeur de cette inconnue, 
on cherchera une troisième proportionnelle a, aux lignes GF,n9 et une 
moyenne proportionnelle b, entre a et iDE\ de sorte que 

L'équation (1) deviendra, SX ( SX—2 a) = b*. Cette dernière equation 
exprime q u e , si l'on construit ( n° 108 ) un rectangle équivalent au quarré 
b2, e: dont les côtés adjacens diffèrent de 2a, le plus grand côté de ce 



rectangle sera SX; ce qui déterminera le point X. Tirant la droite DX, 

par les points D et X, le triangle SOX résoudra le problème. 

194. ( fig. 228 et 229 ) . Étant donné un point M, dans Vangle BAC, 

trouver sur les cotés de cet angle, deux points N et P, tels que le 

triangle MNP soit semblable au triangle donné DEF. Tirez la droite 
AM; sur DE et DF, décrivez des segmens, EGS, FGT, capables des 
angles BAM, CAM; les arcs , EGS , FGT, se couperont en deux 
points D et G. Tirez les droites, GD, GE, GF. Sur les côtés , AB, AC, 

de l'angle donné BAC, prenez des parties AN, AP, telles que vous 
ayez 

( 1 ) . . . . GD; GE::AM:AN', et ( 2 ) . . . . GD : GF : : AM ; AP» 

Joignez les points , M, N, P, par des droites. MNP sera le triangle 
demandé. En effet; d'après la construction , les triangles, NAM, MAP, 

sont respectivement semblables aux triangles, FGD, DGF, car ils ont un 

angle égal compris entre côtés proportionnels. La similitude de ces triangles 
donne. 

Vangle AMN=Vangle GDE ; Vangle AMP = l'angle GDF. 

Les angles , NMP , EDF, sont donc égaux. Mais. . .*». 

MN : DE : : MA y. DG et MP : DF \ ; MA : DG; 

D o n c , MN: DE :: MP : DF. Les triangles, NMP, EDF, ont donc 
tin angle égal compris entre côtés proportionnels ; ces triangles sont donc 
semblables. Le triangle MNP jouit donc des propriétés demandées. 

195. (fig. 23o). Construire un triangle rectangle , connaissant la per

pendiculaire et, menée du sommet de l'angle droit sur l'hypoténuse , et la 
différence cT des côtés de l'angle droit. Décrivez la circonférence Bmn avec 
le rayon OB—et; par un point quelconque T, de cette circonférence, 
menez une tangente TA—£; par le point A et le centre O , tirez la droite 
AB ; sur AB comme diamètre, décrivez une demi-circonférence AeB ; 

au point B, élevez sur AB une perpendiculaire BK — a; menez KC pa
rallèle à BA, et CD parallèle h BK ; CD sera égal a et ; tirez les droites 
AC, BC; CAB sera le triangle demandé, car l'angle ACB est droit, la 
perpendiculaire CD —et, et je vais prouver que {AC—CB) — £- Les 
propriétés connues , des triangles rectangles, des tangentes et des sécantes, 
donnent 

(AC+CB*)—AB*; AC ; AB ;:DC: CB;ACx CB — AB x DC 

D o n c ( AC9- + CB* — iACx CB ) —{AB* —IAB x DC). 

Or, iDC—iet.^BP, et {AC+CB*—iACKCB)~{AC—CBY; d o n c . . . 

{AC— CB)*—{AB* —AB x BP)—AB*—AB{AB—AP)=AB x AP« 

M a i s , AB\AT:: AT: AP; d'où AB xAP~AT> ; 



D o n c enfin, (AC~CB)*=~AT*=<r> ; d'où {AC— C 5 ) = <J\ 

S i Ton prolonge KC jusqu'en C , on verra que le triangle ACB, satisfait 

également. Lorsque et est moindre que - AB, le problème admet deux solu-

t i o n s , CAB, CAB; quand et = - ^ 2 ? , les points , C , C , se confondent 

avec le milieu de Tare AeB, et les deux solutions se réduisent à une seule ; 

enfin , le problème devient impossible lorsque et est plus grand que - AB. 

196. (fig. 2Ô3). Construire un triangle connaissant le périmètre ip, et 

deux angles y A , B. Par les extrémités d'une droite DE = ip, menez des 

droites , DC, EC, , sous des angles CED = - B , CDA=-A. Par le 
2 2 

point C, d'intersection de ces deux droites, tirez des droites, CB, CA, 

sous les angles ECB — - B , DCA^ - Le triangle ABC, résoudra 

le problème • car d'après la construction , ( B . n o s ^5 et 7 7 ) . . . 

L'angle CAB « - ^ + - A —A, l'angle C J 5 ^ = -2?- f - - B — B, 
2 2 2 2 

AC^AD, BE=BC. D o n c , AC+AB+BC=AD+AB+BE=DE=2p. 

197. (fig. 264 et 265). Construire un triangle ABC, connaissant les 

longueurs, et, C, y, des trois perpendiculaires, AD, BE, CE, menées 

des sommets sur les cotés opposés, a, b, c. On a (B . n° I47)J aet=bC—ey* 

etC 
Donc , a\b ; c £ ; et\ — . Par conséquent , si l'on construit un triangle 

ABfC, a*ec les trois lignes connues, A'C^tt, B'C=Q, A'B'*=-— > 

ce triangle sera semblable au triangle demandé. ( B . n° . n 4 ) * Menant donc 
deux perpendiculaires GH, MN, à la droite AD et tirant par le 
point A deux droites, AB, AC, sous des angles GAB=B', HAC*=*C \ 

le triangle ABC, jouira de la propriété demandée. 

198. (fig. 264) .Constru ire un triangle ABC, connaissant les longueurs 

des perpendiculaires, AD, BE, menées des sommets, A , B, sur les 

cotés opposés, CB, CA? Le point O est donné sur AD. Si la longueur 
de OB était connue, le problème serait résolu • car en menant MN, perpen
diculaire à DA, l'arc décrit du point O comme centre, avec le rayon OB, 

couperait MN en 2?; tirant la droite BOB et menant AC perpendiculaire à 
BR, le triangle ABC serait construit. La question est donc réduite à calculer 
OB. Les triangles rectangles, OAE, OBD, étant semblables (n° 56), 

on a, OA\OB\\OE : OD. 11 s'agit donc de diviser la ligne connue BE ,e\\ 

parties réciproquement proportionnelles aux lignes données, OA, OD.Vonv y 
parvenir , on fera passer une circonférence AE'D'B', ( fig. 266 J par les exue-



înités d'une droite A'D'=AD. On prendra A'O'^AO, d'oii 0 ' / ) ' = 0 ¿ > , 
et par Je point O', on mènera une corde B'E'—BE, (n° Or, (B. n° 124). 
(1 ) . . . OA' : OB' :; OE' : ODf ; on OA : OB' y BE—B'O' : OD. 

Mais la proportion ( t ) , donne , OA l OB y BE — BO l OD. D o n c , 
OB=* 0'Br. Le problème est donc're'soJu. 

199. (fig. 264). Construire un triangle ABC, connaissant l'angle ACB 

et les longueurs des deux perpendiculaires , BE, AD, menées des 

sommets B, A, sur les côtés opposés, CA, CB. Tirez deux droites indé
finies CM, CT, qui forment entr'elles l'angle donné C. Par le point C, 

menez deux droites, CB, CK, respectivement perpendiculaires aux l ignes , 
CM, CT. Prenez CH=*AD et CK^BE. Par les points H et K, menez 
des parallèles HG, KS, aux côtés CM, CT. Ces parallèles détermineront 
les points A et B. Le triangle ABC, résoudra le problème. 

200. (fig. 23l ). Construire un triangle rectangle équivalent au trapèze 

ABCD, et qui ait un des côtés de l'angle droit égal à un des côtés 

parallèles de ce trapèze. Tirez la diagonale AC et menez FBE parallèle 
à CA; prolongez DA. Par le point G, menez MN parallèle k DC; élevés 
CB perpendiculaire sur CD, et tirez la droite DB. Le triangle DCH satis
fera aux conditions du problème. En effet, ce triangle est rectangle en C'7 

et les triangles de même base et de même hauteur étant equivalent, si l'on 
tire la droite CG, on a u r a . . . 

(BAC+ADC) = (GAC+ADC); ou ABCD<=*GDC=*HDC 

Ce problème est toujours possible. On obtiendrait une seconde solution , 
en menant par le point D une perpendiculaire k DC 

201. (fig. 232). Le sommet M d'un triangle isoscèle est donné ; les 

extrémités de la base de ce triangle sont placées sur deux parallèles 

connues, AB, CD, et la base doit faire un angle donné et, avec ces pa

rallèles. On propose de construirece triangle. Il s'agit d'inscrire, entre les 

parallèles, AB, CD, une ligne droite LN, telle qu'en tirant les droites, 

ML, MN, P angle ANL= et, et que ML—MN. Le triangle isoscèle 

MNL résoudra le problème. Pour construire LN; par un point quelconque 
Ede CD, menez une droite EE, sous l'angle EFC^et ; tirez MG perpen
diculaire sur EE et par le milieu K, de Œ, menez PQ parallèle à EF. 

Je dis que LN sera la droite demandée. En effet; les triangles semblables, 
KNI, KLH, donnent , KL ; KNy KB : KL Mais par construction, 
KH—KI; donc KL^KN. La droite MG, perpendiculaire sur EF, est 
perpendiculaire sur la parallèle PQ à EF;MK est donc perpendiculaire 
sur le milieu K de LN; donc ML — MN O*0. 16 ). Or les angles, ANl 9 

LFE, sont égaux à l'angle donné CL; le triangle ÏMNL, jouit donc des 
propriétés demandées. 

202. (fig. 233). Par trois points donnés, B, R, Q, mener des droites 

qui forment un triangle MNP 9 égal à un triangle, donné DEF- Tire* 



les droites, i ? y , BR ; sur ces droites, décrivez des segmens , BMQ, BNR, 

capables des angles, FDE, FED • par le point B, menez une sécante MN. 

telle que MN— DE (n° Î6I.) ; tirez les droites, MQP, iVTiP; le triangle 
MNP satisfera à toutes les conditions du problème, car, par construction, 
MN=DE; l'angle P M Z \ r = T a n g . FDE et Tangle PNM=Tangle OT. 

Les triangles MNP, DEF, sont donc égaux, (B . n° . 81. La sécante 
M' Nf — MN, donnera une seconde solution. La possibilité du problème 
dépend de la construction du n° i6r . 

2o3. (fig. 206). Circonscrire au triangle BST, le plus grand triangle equi
lateral possible. Sur les côtés , BS, BT, décrivez des segmens, BDFS, 

BGET, capables de 6o°; achevez les circonférences, CB, CfB. Par Je 
point B, menez DE perpendiculaire à la corde AB, les droites, DS3 ET, 

prolongées, se rencontreront en un point H. Le triangle DEH résoudra le 
problème. En effet ; par construction, les angles, HDE, HED, sont de 6o° ; 
l'angle jEfvaut donc 6o° 5 le triangle DEH est donc equilateral; il suffit donc 
de prouver que la surface de ce triangle est plus grande que celle de tout autre 
triangle equilateral circonscrit GFR. Or les triangles équilatéraux étant sem
blables, on a DEH : FGR H DE* : FG'. Mais DE est plus grand que 
F G. (n° I3I); la surface du triangle DEH, est donc plus grande que celle 
du triangle FGR. Le triangle DÉ H jouit donc de la propriété demandée (*)* 

(*) Les propriétés des sections coniques donnent le moyen de résoudre 
plusieurs problèmes relatifs à la construction des triangles. Èn voici deux 
exemples: i ° . Construite un triangle, connaissant, sa base.,, C, V angle B 

du sommet, et la somme iS des côtés qui comprennent Vangle B. Sur 
la base C, décrivez deux segmens capables de l'angle donné B ( n ° i44) î I e 

sommet du triangle demandé sera sur les arcs qui déterminent ces segmens 
( n° i45). Mais , dans Yellipse, la somme des rayons vecteurs étant égale au 
grand a x e , si l'on regarde les extrémités de la base C, comme les foyers d'une 
ellipse dont le grand axe serait 2 * ? , le sommet du triangle demandé sera sur 
cette ellipse. Construisant donc cette ellipse, les quatre points d'intersection 
de l'ellipse avec les deux arcs qu idéterminent les segmens, seront les sommets 
de quatre triangles qui résoudront également le problème. Lorsque l'ellipse 
sera tangente aux arcs qui déterminent les segmens, les quatre solutions se 
réduiront à deux. Enf in , lorsque l'ellipse ne rencontrera pas ces arcs, le pro
blème sera impossible. 

2 0 . Construire un triangle, connaissant sa base C , Vangle B du som

met, et la différence 2<T des côtés qui comprennent Vangle B. La solution 
de ce problème ne diffère de la précédente, qu'en ce que Vhyperbole remplace 
Yellipse. Ainsi , on décrira sur la base C, deux segmens capables de l'angle B, 

et Ton regardera les extrémités de cette base, comme les foyers d'une hyper
bole , dont le grand axe serait 2<f. Cette hyperbole coupera les arcs, qui deîcr-



minent les segmens, en quatre points ; les droites menées de chacun de ces 
points aux extrémités de la base £ , donneront quatre triangles qui résoudront 
le problème. 

(*) Le signe signifie semblable. 

2o4« ( fig- 234 )• Les droites menées des sommets des angles d'un 

triangle, sur les milieux des cotés opposés, se coupent au même poin*. 

En effet; soit ABC le triangle proposé. Prenez les milieux Z>, E, des côtés 
CB, CA, et menez les droites, AD, BE, DE, CMF. Il s'agit de 
prouver que le point .F est le milieu de AB. La ligne DE, divisant les côtés , 
CB , CA, en parties proportionnelles, est parallèle à BA ; donc ( * ) . . . 

CDE v> CBA ; MAB <SÎ M DE ; MAF 00 MD Q ; CDQ<s>CBF. 

D o n c , CD : CB :: DE : BA :: DM : MA:: DQ : AF. 

Mais, CD : CB '.: DQ : BF; d o n c , AF—BF. 

205. La proportion, CD : Ci? Z>M : MA, démontre que MD est 
le tiers de AD; car CB étant le double de CD, la ligne MA est le double 
de DM. 

206. (fig. 222). Lorsque dans un triangle ABC, on mène une droite 
CE, du sommet C de l'un des angles, au milieu E, du côté opposé ; 
*>n a , ( 3 ) . . . . ('CA* + CB*)*=a(C£:*-hAE*). 

En effet ; tirez CD, perpendiculaire sur AB. Les propriétés exprimées 
par les équations (1) du n° , donneront, 

CB* = {CE*+BE*—iEBxED) et CA*=z{CE*+AE+<*AExED), 

Ajoutant ces équations membre à membre, et remarquant que AE=zBE*> 

en obtiendra l'équation (3). 

207. (fig. 2 3 4 ) . Les lignes qui divisent les angles d'un triangle ABC, 
en deux parties égales, se rencontrent au même point. Divisez les angles, 
BAC, ABC, en deux parties égales, par les droites AM, BM et tirez CM; 
je dis que CM divise l'angle ACB, en deux parties égales. E n effet; si d u 
point M., on mène des perpendiculaires, MF, ME, MD, sur les trois 
côtés du triangle ABC, les triangles rectangles AMF, AME, seront égaux, 
ainsi que les triangles BMF, BMD, ( B . n ° 81). D o n c , MF— ME == MD; 
Les triangles rectangles, M CD, MCE, seront donc égaux ( n ° . 5o). L a 
droite CM divise donc l'angle ACB en deux parties égales. 

208. Les perpendiculaires, MF, MD, ME, étant égales, si du point M 

comme centre, avec le rayon MF, on décrivait une circonférence, elle serait 
tangente aux trois côtés du triangle ABC. Cela donne le moyen d'inscrire 

un cercle dans un triangle. 

209. (fig. 2 3 4 ) . Les trois perpendiculaires menées des sommets des 
angles d'un triangle ABC, sur les côtés opposés, se rencontrent au 



même point. Des sommets B et C, menez BE et CF, perpendiculaires 
sur AC et AB; tirez la droite AMD. Il s'agit de prouver que AD est 
perpendiculaire k BC Sur BC, comme diamètre, décrivez une demi-circon
férence; elle passera par les points E, F (n° . i45), car les angles , BEC, 

BFC, sont droits. Par la même raison, la circonférence décrite sur AM 

comme diamètre, passera par les points , E, F. Tirez la corde FE. Les 

angles CEE, CBE, seront égaux, ainsi que les angles MFE, MAE, 

( B . n° 63 ). Les angles, CBE, MAE, sont donc égaux. Les triangles, BMD, 

AME, ont donc les trois angles égaux chacun à chacun ; les angles, ME A . 

MDB, sont donc égaux; mais le premier est droi t ; le second l'est donc 
aussi. AD est donc effectivement perpendiculaire sur BC. 

21 o (fig- 234). Les perpendiculaires menées sur les milieux des côtés 

d'un triangle ABC, se rencontrent au même point. En effet; sur les 

milieux, E, F, des côtés AC, AB, menez des perpendiculaires EM, FM^ 

à ces côtés ; et tirez MD perpendiculaire sur BC V o u s aurez . . . 

( n ° i 9 ) , MB = 3 M A ; MA^MC; d'où MB=*MC. 

Les triangles rectangles, MDB, MDC, seront donc égaux ( n ° i 5 o ) ; le 
point D est donc le milieu de BC. Ce qui démontre la propriété énoncée. 

Le point M est le centre d u cercle qui passerait par les sommets, A , B, 

C, du triangle ABC, car MA=MB = MC. Cela donne le moyen de 

circonscrire un cercle à un triangle. 

211. (f ig. 234). & ^ u n P 0 ^ M9 pris dans l'intérieur du triangle 

ABC, on mène des perpendiculaires, MD, ME, MF, sur les côtés, on 
aura (4 ) . . . (AFz-hBD* -f- CE3) = (FB* + DC*-hEA* ) . 

Car en menant les droites, MA, MB, MC; on aura (n° 0 9 ) , 

MF*=MB>—BF>=:MA*--AF* ; d'où ( i ) . . A F9—B F- —MA* —MB*, 

MD*±*MB*—BD*—MC*--CD*; d'où (2). . BD>—CD>=MB*—MC*. 

ME*^MC*—CE*—MA*--AE* ; d'où (3). . CE*—AE>=*MC>-MA*. 

Ajoutant les équations , (1), (2), (3), on trouve l'équation (4). 

212. (fig 234). Si par un point M, pris dans l'intérieur du triangle 

ABC, et les sommets des angles A , B, C, on mène des droites, AD, 

BE , CF, terminées aux côtés opposés ; le produit des segmens, AF> 

BD, CE, sera égal au produit des segmens, FB, DC, EA. E n effet ; 

on a , ( B . n° i 5 8 ) . . . 

CAF : CBF llAFlBFet MAF : MBF : : AF : BF. D o n c , 

CAF : CBF : : MAF : MBF. On en d é d u i t . . . 

< CAF—MAF) : ( CBF—MBF) \\ CAF : CBF y AF \ BF ; ou 

CM A : CMB : : AF \ BF. On prouverait de même que l'on a . . . 

AMB : AMC:: BD : e n , BMC : BMA :: CE : AE 



Multipliant ces trois dernières proportions, terme à terme, il v ient . . « 

(CMA.AMB • BMC) : ( CMB. AMC. BMA) ::(AF.BD. CE):(BF. CD.AE) 

Les deux termes du premier rapport étant égaux, les deux termes du second 
rapport sont aussi égaux ; ce qui démontre le principe énoncé. 

2 i 3 . (fig. 234 bis). Connaissant un triangle ABC, trouver un point 

tel, que les droites, menées de ce point aux sommets des angles du triangle 

soient proportionnelles aux lignes données, e t , C, y. Décrivez (n° i54), 

deux circonférences, telles que les distances de l'un quelconque des points de 
ïa première aux extrémités de AB, soient comme et est à C, et que les distances 
de l'un quelconque des points de la seconde , aux extrémités de AC, soient 
comme et est h y. Les points , M, M', d'intersection de ces deux circonfé
rences, satisferont aux conditions du problème, car en tirant les droites, MA, 

MB, MC, M'A, MB, MRC, on a u r a . . . 

MA : MB : : CL : c-, MA : MC: > : y. D ' O Ù , MA\ MB : MC : : * : c : 7 , 
On prouverait de même que , M'A l MB \ M C Il et ; C *, y. 

Le problème admet donc deux solutions. Si les circonférences se touchaient, 
les deux solutions se réduiraient à une seule; et si les circonférences n'avaient 
aucun point c o m m u n , le problème serait impossible. 

2i4- (fig. 235). Dans l'intérieur d'un triangle ABC, trouver un point 

tel, que les perpendiculaires menées de ce point sur les trois cotés du 

triangle, soient proportionnelles aux lignes données, e t , C, y. Par les 
points A etB, tirez des droites, AK, BE, telles que les perpendiculaires, 
menées d'un point quelconque de AK, sur les côtés AB , AC, soient dans 
le rapport de et h £ , et que les perpendiculaires menées de l'un quelconque 
des points de BE, sur les côtés B A , BC, soient dans le rapport de et h y 

(n° 1 2 6 ) ; l'intersection S, des lignes AK, BE, sera le point demandé, car 
il résulte de la construction , que si du point S, on mène les droites, $F} SH, 

SD, perpendiculaires sur les côtés, AB, AC, BC, on a u r a . . . 

SF : SB 11 * : c ; SE: SD :i e t : y. 

2i5 . (fig. 235). Dans l'intérieur d'un triangle donné , trouver un point 

tel, qu'en menant des droites de ce point aux trois sommets du triangle, 

les surfaces des trois triangles partiels, qui en résultent, soient propor

tionnelles aux lignes données e t ' , C', y'. Les surfaces des triangles étant 
proportionnelles aux produits des bases par les hauteurs (13. n° 147) , ces pro
duits doivent être entre eux comme les l ignes, af, C, y''; les hauteurs doivent 

1 • * ' y' 
donc être proportionnelles aux droites connues 7 ""fc' 5 désignant 

ces droites par, et, Q, y{+), la question sera réduite à trouver un point S, tel 

(*) Les l ignes, e t , C, y , sont les derniers termes des proportions, 

AB : et' 11 r : et ; AC : c :: r : C; B C : y ' :; r ; y . 
(r désignera toujours la ligne prise pour unité) . 
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que les perpendiculaires, SE, SH, SD, menées de ce point sur les trois côtés 

du triangle ABC, soient proportionnelles aux lignes connues, CL, C ,y. O u 

déterminera ce point comme dans le n° 214-

Voici une solution plus direct J. Divisez la base BC, en parties , 

BQ, CB, QR, proportionnelles aux l ignes, a?, y' ; par les points Q et 

if?, menez des parallèles QS, RS , aux droites BA, CA\ le point S , 

o ù ces droites se rencontrent, jouira de la propriété demandée. En effet ; 

tirez les droites AQ, AR; vous aurez (B. n° 108} 

ABQ :ACR: ABC: :BQ: CR:BC::af :C: 

Menant les droites, SA, SB, SC, les triangles, SAC, RAC, seront 

équivalens, comme ayant même base AC, et même hauteur (B. n° 147)> 

p a r l a même raison, les triangles , SAB, QAB, seront équivalens; ce qui 

donnera, 

ASB : ASC: ABC:: * ' : c : ( * ' - + - R - + - y) ; d ' o ù . . . . 

(ABC-AS B—ASC) : ASC : : ( *' -H c -F- y' — * ' - C ). : C 

: < y ^ C : : y : Mais , : SAC : : *' : C . 

Le point satisfait donc à toutes les conditions du problème. On cri 

déduit une solution du problème du n° 214 ; car il surfit de prendre le 

point S de manière que les surfaces des triangles, S AB, SAC, SBC, 

soient proportionnelles aux l ignes , 

216. (fig. 236 ). Inscrire un quarré dans un triangle ABC; de ma

nière qu'un des côtés du quarré soit sur BC. Construisez sur BC le 

quarré BCKD; tirez la droite AD, qui coupera BC en E; menez EF 

perpendiculaire sur BC. Je dis que E F SCIA le côté du quarré cherché; 

c'est-à-dire que si l'on mène FG perpendiculaire à EF, on aura FG—EF. 

E n effet; les lignes, FG, BC, perpendiculaires à EF, sont parallèles, 

et les droites EF,BD, perpendiculaires sur BC, sont parallèles. D o n c . . . . 

FG : BC:: AF: AB : : EF : DB. O r , BC—DB; donc FG—EF. 

217. (fig. 237 et 2 3 8 ) . Connaissant le triangle ABC ; mener la droite 

MN, qui coupe deux côtés , AB, AC et le prolongement CE du troi

sième côté, de manière que les parties , DM, DN, soient égales à 

deux lignes données A , C. Mcnek une droite indéfinie ES ; prenez . . . . 

F G—a, et GH— C; sur FH et GH, décrivez des segmens , FUI, GKII 

capables des angles connus B et ACE (n° i.^3 ). Tirez III,.de manière 

que IK = BC (n'o 1 5 9 ) ; prenez RM— 1F et BN— III Je disrj'.ie MN, 

sera la droite demandée. En effet ; les triangles, MBN, F1H, sont égaux ., 

; B- no 80); donc 

M N — F H + et l'angle DlfC~l'angle GHK. 



Mais, BN—IH et BC=IK; donc {BN—BQ^JH—IK), ou CN—KH. 

O r , Tangle GKH = Tangle DCN et Tangle G # A ' = l'angle ZWVC. 

Les triangles, DCN, GKH, sont donc égaux, (B . n° 8 1 ) . D o n c , 

DN—GH^C. M a i s , + donc MD = a. 

La droite .MZ? satisfait donc à toutes les conditions du problème. 

218. ( fig. 2 2 0 ) . Deux triangles qui ont un angle égal, sont entre eux 

comme les produits des cotés qui comprennent cet angle. Il s'agit de 
prouver que les triangles, BCD, BEA, sont entre eux, comme BCxBD 
«st à BE x BA. Tirez la droite AC ; vous aurez, ( B. n° i 5 8 ) , 

CBD:CBA::BD:BA, A B C : A B E : : B C : B E . 

Multipliant ces proportions terme à terme, il viendra 

CBD : ABE ::BC x BD: BE x BA. 

219. (fig. 287 ). De tous les triangles formés avec un angle donné, corn-

pris entre deux cotés dont la somme est donnée , le plus grand est celui 

dans lequel ces deux cotés sont égaux. Pour le démontrer, soit un 
triangle isoscèle BAC, dans lequel BA — BC Prolongez BC d'une quan
tité quelconque CN; prenez A M ~ CN et tirez la droite MN. Dans le 
triangle BMN, la somme des côtés qui comprennent Tangle B , sera égale 
à la somme des côtés qui comprennent le même angle dans le triangle BAC; 

je dis que la surface du triangle isoscèle BAC, sera plus grande que celle 
du triangle BMN En effet; menez MF parallèle à BC; les droites, BA,B C, 

étant égales, MA sera égal à MF; mais MA—CN; les droites MF, CN 

sont donc égales et parallèles ; les triangles, DMF, DNC, sont donc 
«gaux ( B . n ° 81). Le triangle DMA est donc plus grand que DCN. La sur
face du triangle ABC est donc plus grande que celle du triangle MNB, 

En voici une démonstration plus directe. Le principe du n° 2 1 4 , donne 

( Ï) . . . . triangle BAC : triangle BMN\\ BA x BC : BM x BN. Mais , 

BC—BA, CN=AM, BN=BC-h CN,BM^=BA—AM—BC—CN; donc 

BAxBC^BC*;BMxBN=(BC—CN) (RC+CN) = (BC»—CN). 

La proportion (1) devient, triangle BAC'.BMN\\BC* l (BC>-~CN ) . 

Qi,BC* est plus grand que (BC*—CN ) ; la surface du triangle isos
cèle BAC est donc plus grande que celle du triangle BMN-

220. (f ig. 239). Parmi tous les triangles, qui, ayant leurs sommets 

sur Parc A MB, ont le coté commun AB ; le triangle isoscèle est celui 

dont les côtés non déterminés forment la plus grande somme. Pour 
le démontrer, prenez le milieu M de l'arc AMB, et un point quelconque 
E de cet arc ; tirez les droites, A Ex , AMy, BM et BE. Prenez. ED—EB 

et MC—MB. Conduisez les droites, BC, BD. Les angles, AMB, AEB 

«:tant égaux , leurs moitiés , ACB , ADB , seront égales ; et. par conséquent ? 



si du point M, pris pour centre, avec le rayon MA, on décrit une circon

férence, comme elle passera par les trois points , A, B, C, elle passera aussi 

par le point D ; A C sera donc un diamètre et AD nne corde. O n aura 

d o n c . . . 

A O A D , ou (AM+MC)>{AE+ED), ou (AM+MBy>{AE+EB)* 

221. (fig. 267 ). Parmi tous les triangles de même base AB, et dont 
les sommets sont sur une même droite GH , le triangle dont le péri
mètre est un minimum, est celui dans lequel les deux autres côtés 

forment des angles égaux avec GH. En effet; tirez une perpendiculaire 
BE , à GH; prenez DE—DB et menez la droite AE, qui coupe GH 
en C. Par le point C et un point quelconque O de GH, conduisez les 
droùes , CA, CB, OA, OB. L e s côtés rCA, C i ? , feront des angles égaux 
avec GH, car G H étant perpendiculaire sur le milieu D de BE, les angle* 
ECD\, BCD, ACG, sont égaux. I l s T a g i t d e n c de prouver que CA-hCB 
est moindre que OA -f- OB. Cela est évident, car en tirant OE, on a . . . . . 

OE=OB; CA + CE<OA+OE, ou CA -f- CB < OA -f- OB. 

222. (fig. 267 ). Remarque. Si la droite GH était parallèle à la base AB, 

on aurait CA—CB. Par conséquent; de tous les triangles de même base 

et de même hauteur, le triangle, dont le périmètre est le plus petit 

possible, est celui dans lequel les deux autres côtés sont égaux. 

223. ( fig. 267)- De tous les triangles de même base et de même pé

rimètre , le triangle qui a la plus grande surface est celui dans lequel 

les deux côtés variables sont égaux. En effet ; Soit OA — OR, CA^> CB 

€ t CA-+-CB~OA-h OB — iOA. Il s'agit de faire voir que la surface 
du triangle isoscèle OAB est plus grande que celle du triangle scalene r 

( de même périmètre ) , CAB. Menant donc , OP perpendiculaire sur AB 

et Cn parallèle à BA, il faut prouver que PO est plus grand que Pn. 

Cela est évident , car le principe du n° 222 , donne 

CA-hCB>nA-hnB , ou lOA^inA; donc ( n<> 16. 4 0 ) , PO>PJV. 

La formule (1), dû n« 228, conduit au même résultat. En effet; dési
gnez la base par 2b, la somme des deux autres côtés par im, le périmètre 
par 2p, et la surface du triangle par x ; si Tun des côtés variables est m-\-z , 

1'autie sera m—z, et la formule (1) du n° 228 donnera . i 2 = ( / ? £ 2 — b 2 ) ( b 2 — z * ) . 

O r , m et b sont des constantes, et z est variable. La surface du triangle 
sera donc d'autant plus grande que z sera plus petit. Cette surface sera donc 
un maximum quand z sera nul. Mais, dans ce cas , les deux côtés variables 
sont égaux. Le principe est donc démontré. 

2 2 4 - (fig- 267 ). Parmi tous les triangles de même périmètre, le triangle 

equilateral est celui dont la surface est la plus grande. En effet; soit 
QAB , le triangle maximum. Si deux côtés OA, OB, étaient inégaux, 
¿1 existerait un triangle isoscèle de même périmètre, dont la surface serait 



(*) L'algèbre conduit directement au même résultat. En effet ; soit Cy—AA; 

îa surface du rectangle étant A 2 , si l'un des |côtés est AX , l'autre sera—» 

et le périmètre sera let 

x 

doit donc être un minimum. 

Soit y — x H — j et a:=3i — cT; ^sera moindre que l'unité, car x doit être 

positif. On aura, 

Je dis que eT=: o. rend y un minimum. En effet 5 <T==o, donne jpzr: 2; ^ 

augmentant positivement, la valeur 2-f- - — - , de y, augmente. Si ^ était 

négatif, on pourrait mettre la valeur d e y sous la forme 2-4-

et Ton voit que cT a u g m e n t a n t , y augmente. La valeur cT«o, rend donc y 

un minimum. Or, <T — o , donne x = 1. Le rectangle dont le périmètre est 
un m i n i m u m , est donc le quarré et2. Ce qui démontre le principe énoncé. 

(**) La surface du cône circonscrit est composée de la surface convexe 

dy cône et de la surface de la base du cône. 

plus grande que OAB, ( n° 223 ) ; ce qui est contre l'hypothèse. Deux côtés 
quelconques, OA, OB , sont donc égaux. Le triangle maximum est donc 
equilateral. 

225. Parmi fous l€s rectangles aVun même périmètre l\st, déterminer 

le rectangle dont la surface est un maximum ? Si l'un des côtés du rec
tangle est et-{-x, l'autre sera et—x; la surface sera et2—x* ; cette surface 
sera donc la plus grande possible, quand x sera nul. Le rectangle m a x i 
mum est donc le quarré et"1. 

226. Parmi tous les rectangles ayant la même surface C x y, déter

miner le rectangle B, dont le périmètre f\et est un minimum. Le prin
cipe du n° 220 démontre que le rectangle demandé est un quarré. En effet ; 
si le rectangle R n'était pas un quarré; le quarré et2 serait plus grand que 
B, ( n° 225). Le quarré è a qui serait équivalent h B, aurait d vnc un pé
rimètre 4& moindre que ^et. Le périmètre 2* du rectangle- R ne serait donc 
pas un minimum; ce qui est contre l'hypothèse. Le rectangle demandé est 

donc un quarré. Le côté de ce quarré est \/£ x yy et son périmètre est 

4 Vëy (*)• 
227. (lig. 268). Parmi tous les cones circonscrits a une sphère donnée; 

déterminer le cone dont la surface est un minimum. Si l'on mène 



Tin plan par Taxe SA d'un cône circonscrit, ce plan passera par ïe centre 
C de la sphère ; les sections du cône et de la sphère, par ce p lan , serons 
le triangle isoscèle SDD' et le grand cercle TT' A. La hauteur du cône 
sera SA, le rayon de la hase sera AD ; le grand cercle touchera les côtés ? 

SD, SD', DD', en des points T, T', A. Le rayon de la sphère étant r , on 
aura , CT= CA—C1 v = CB. 11 s'agit de déterminer quelle doit être la 
valeur de AS, pour que la surface du cône soit un minimum. Si y désigne 
la surface du c ô n e , on aura ( B. n° 219 ), 

SDx cire. AD+cercleAD=^SDx27rAD+7rAD*==7rlSD+AD)AD, 

Les triangles semblables , (B. n ° i 5 9 ) , S AD , STC, donnent 

AD- : CT* : : SA* : ST* et SD :AD::SC: CT. D o n c . . . 

SD+AD:JD::SC+CT;CT, OU SD+AD: ADUSA: CA. D o n c . . . 

?r(SD+AD)AD:irAD*::SA:CA, ou (1).. .y\7txAD*\\SA\CA. 

Mais, ( B . n» 129), ST* = SAx SB. Donc 

AD* : CT* : : SA" : SA x SB. Donc , (2 ) . . . AD* : CA- : : SA : SB. 

Multipliant les proportions (1) et (2) terme à terme, on trouvera 

d'où -

Le rapport doit donc être le plus petit possible. O r , 

doit donc être un minimum. Mais, 

et sont donc les côtés variables d'un rectangle constant ^r*, dont le 

périmètre variable SB 
t doit être un minimum. Les côtés de ce rec

tangle doivent donc être égaux ( n° 226 ). D o n c , SB — irrzzAB. D o n c 

SA — 'xAB—^r. On peut calculer le rayon AD de la base, Y apothème 

SD, la surface y et la solidité z du cône , au moyen de r. En effet; 

SD;AD::SC: CT et SC=~3r=zZCT; donc SD — ÎAD. M a i s , 

AS*=i6r*=SD*— AD*=gAD*— AD*—$AD*. 

Donc , . 



Or , 4 7 R R Î e s t ' a surface de la sphère inscrite et ~ crr* est son volume • 

D o n c , parmi tous les cones circonscrits a une sphère, le cone dont sa 

surface est un minimum , jouit des propriétés suivantes. Sa hauteur est 

double du diamètre de la sphère ; son apothème est le triple du rayon 

de sa base; sa surface et son volume, sont respectivement doubles de 

la surface et du volume de la sphère inscrite. 

228. ( fig. 2 4 0 ) . Connaissant les valeurs numériques des trois côtés d'un 
triangle , trouver une formule a l'aide de laquelle on puisse calculer 
la surface de ce triangle. Soit ABC, le triangle proposé. Dés ignez , sa 
surface par x, ses côtés par, a, b, c, et la demi-somme de ces côtés par 
p. Vous aurez. . • 

(1)...«= Vpip—a){p^b) (p — c). 

En effet 5 tirez des droites , AO , BG , qui divisent les angles, BAC, ABC 

en deux parties égales. D u point O , où ces droites se coupent, menez 
des perpendiculaires, OP, OPf, OP", sur les côtés du triangle BAC 9 
vous aurez ( n° 207) 

OP = OP'=OP'' ; BP = BP" j CP' = CP" ; A P = AP'. 

Prolongez les côtés de l'angle B, de A en E et de C en F. Prenez , 

AD — CPr = CP" ; menez DR perpendiculaire à BE ; p r e n e z . . . . 

CM— CJy=.DR=APr =AP; d'où AM= CP' = C P " = AD. 

Tirez les droites, KN, KC, KM, KA, KR et CO ; vous aurez 

x~(OBC+OBA+ OAQ—QBCX OP"+l-BAx O P - f - i ^ C x O P ' ) . 

Mais, OP^OP^OP", doncx=zOP(^^~^^-^OPxp.Or, 

o.p-(AP + AC+BC)—(BP-hPA) + C ^ P ' - h P ' C ) + (BP"-f P ' 'C) 

=(BP+BP")+(AP+AP')+(CP'+CP")=2(BP+AP-hCP') 

~2{BP-hAP-hAD) = 2BD. D o n c , p=zBD, x — BD x OP, 

Les triangles semblables, BPO , BDK , donnent 

BP:PO::BD: DK, mais i?Z) : J5Z> : : P O : P O . 

Multipliant ces proportions et observant que BD X PO = x, il v iendra. . . 

J5P x BD:x::x;POxDK ; d'où, (*)...x*=BDx BP xPOxDK. 

O r , . 6 ^ = ( P " £ + P"C-f- CiV r) = {BP + AD + AP) = BD. 

Les triangles, BKN, BKD, sont donc égaux (B. n° 8 0 ) . Donc 

L'angle KDfB^KDB—w* clKJV=zKD. M a i s , CIS =^DR. Le 



triangles, K2YC, KDR, sont donc égaux ( B . n° 80). D o n c , CK—RK. 

D ' a i l l e u r s . . . . 

AC=(AP'-hP'C) = (DR + AD)—AR et KC = KR. 

Les triangles, KAC, KAR, sont donc égaux ( B . no 8 3 ) . Les angles 
KCM, KRD, sont donc égaux. O r , DR—MC et 72 /C= ; les triangles 
iïZ>it*, KMC, sont donc égaux (B. n° 80). Donc 
CME--^RDK=go<> et KM==KD. Les triangles rectangles, JSTM^, KDA, 

sont donc égaux ( 1 1 ° 5 o ) . Les angles AKM, AKD, sont donc égaux. 
Dans le quadrilatère ADKM, les angles D et iP/ étant droits, on a . . . . 

( MAD+DKM) =i$oo=(MAD-hMAB) ; donc - DK31= -MAR. 

Les angles , DR A, PAO, sont donc égaux; les triangles rectangles APO? 

KDA, sont donc semblables (n® 5 6 ) ; on a donc 

PÔlPA :: DA : DK; d 'où , PO x DK — AD x AP. 

La valeur de x*, donnée par l'équation ( 2 ) , devient d o n c . . . 

x* — BD x BP x AD x AP. Mais , BD — p et 

PD=*AP+ALk=AP''•+• CPf^AC=--h; BP-\-AD=BP"+CP"—BC=a> 

D o n c , £ 7 ; = / ? , (BD—AB ) = ( p - c ) ; BP = (BD-DP ) = (/;—£) ; 

AP = BB — (BP-hAD)=(p — a). Donc enfin, 

x^p{p—b){p~-c){p—a); d ' o ù » \/J(p~.a)(p—b)(p—c). 

2 2 9 . ( fig. 2 4 1 ) - Lorsque d'un point quelconque, situé dans Vangle 

formé par deux cotés contigus d'un parallélogramme, on tire des per

pendiculaires sur la diagonale et sur les côtés coiztigus, le produit de 

la diagonale, par la perpendiculaire menée sur sa direction, est égal 

a la différence des produits des deux côtes du parallélogramme, par les 

perpendiculaires menées sur ces côtés. Si le point était hors de l'angle 

formé par les deux côtés du parallélogramme, le premier produit serait 

égal a la somme des deux autres. En effet; par les points , M, m, menez 
des perpendiculaires, Mil, ME, MG, mh, me, mg, sur la diagonale 
et sur les côtés du parallélogramme AB CD et tirez les droites, MA, M B, 

MD , m A , mB, mD ; vous a u r e z . . . . 

M AD = (ABD h- MBD — MAB) ; m AD = (ABD + ™BD -f mAB). 

Evaluant les surfaces de ces triangles, et doublant les deux membres de 
chaque égalité, il v iendra. . . 

AD.MII=(BD. GT-\~BD. M T—AB .ME) = ( BD.M G —AB.ME), 

AD . mh — (BD . gt -h BD. ml -f- AB . me )= (BD . mg -4- AB. me ) . 

Ce qui démontre le principe énoncé. On en déduira, dans la Statique, 



que le moment de la résultante, est égal à la différence ou à la somme des 
momens des composantes. 

230. ( fîg. 269) . Connaissant deux perpendiculaires, BB', DD', a une 

droite BD ; on propose de mener une sécante I Q telle quelle produit, 

de BF par DG , soit égal à une quantité donnée, n. Si l'on fait , 

AD=AB~a et BF=z} DG sera égal à—.. P le point A , on mènera 

Ay perpendiculaire sur BD ; on prendra Ay pour l'axe des y et AD pro 
longée sera l'axe des x. Les coordonnées du point F étant x = — a , y = s 

et celles du point G étant x = a , y — — , l'équation de la droite FG, 
z* 

menée par ces deux points e s t . . . 

( 1 ) . . . layz z9- (x — a)=*n(x -f-« ). 

O r , a et n sont des constantes et z est une indéterminée; il existe donc 
une infinité de droites qui jouissent de la propriété demandée. Par consé
quent,^ si l'on conçoit que z varie d'une manière continue, la sécante FG 

se mouvra également d'une manière continue , deux sécantes infiniment 
voisines, FG, fg, se couperont en un point M' \ de sorte qu'il existera 
une courbe qui passera par t o u s s e s points d'intersection. Pour trouver 
l'équation de cette courbe, on mettra z^-cT au Heu de z dans l'équation ( 1 ) , 
et supposant <f infiniment petit , ce qui revient à négliger les puissances de <T 
supérieures à la ru'emière, le résultat.. . 

( 2 ) . . . lay (5 + cT) -h(z* -f- 2£<T) (.r — a)-n(x-ha) , 

sera l'équation de fg. Désignant par et les coordonnées du point i l / 7 , 
ces coordonnées satisferont aux équations (1) et (2) ; ce qui donnera . . . 

( 3 ) . . . lazy, -f- z 2 (xy — a) = n (xJ-i- a) et 

(4). . . iay, [z -f- cT) -f- ( s 2 -f- 2zcT) (:r, — a) = 72 (ar, -f- «). 

Dans les équations (3) et ( 4 ) , chaque valeur de s déterminant les cooi 

données x , , y t , d'un point de la courbe cherchée, l'élimination de z entre 

ces deux équations donnera l'équation de cette courbe. Pour simplifier les 

calculs, on observera qu'en vertu de l'équation ( 3 ) , l'équation (4) devient 

ajrt"hz (x,— a) = o. O r , l'équation (3) donne. . . 

z[ay•i-irz(xJ—a)~] -\-ayjzz=zn (o^-f-tf); d'où ay,z — n (x y -j-tf) . 

Il suffit donc d'éliminer z entre les équations 

«y*,-f-s(.r y — a)==*o, ayjz — n(xJ-h a) — o. 

Le résultat ( 5 ) . . . aay2-r~n(x/—a*) = o, est l'équation de la courbe 

cherchée. Selon que n sera positif ou négatif, la courbe sera une ellipse ou 

Une hyperbole. 

231. Remarque. Les équations (3) et (4) se déduisant des équations (1) 



f ") L'équation ( T ) peut représenter une ligne droite. 

et (?) , en changeant, dans ces dernières, x et y , en xy et yJ, l'élimination 
de z entre les c'quations (j) et (2), conduirait également à l'équation de la 
courbe cherchée. Et en effet ; poui le point M d'intersection de deux sécantes 
infiniment voisines, FG ,fg, les coordonnées, x,y, sont les mêmes dans les 
équations.(1) et (2) de ces droites, ces coordonnées ne sont les mêmes qu'en ce 
po int , et chaque valeur de l'indéterminée z donne un point d'intersection j 
on obtiendra donc la courbe qui passe par tous ces points d'intersection, en 
éliminant z entre les équations (1) et (2). On en déduit cetie règle générale : 
lorsque dans P équation (1). . f(x,y, 2 ) — o , x et y désignent les coor

données des différens points d'une courbe plane, et z une indéterminée ; 

chaque valeur de z, donne une courbe particulière. Pour trouver P équa

tion de la courbe S, qui passe par les points d'intersection de deux courbes 

infiniment voisines quelconques , on change z en z -f- cf, dans l'équa

tion ( i ) , et supposant infiniment petit, dans l'équation f(x,y, z-j-cT)—0, 
(ce qui revient à supprimer les puissances île <T supérieures à la première), 

tf disparaît en vertu de P équation (1), ce qui conduit a une équation.... 

(•2)..F(x, y, r ) ~ o . L'élimination de z entre les équations (1) et (2), donne 

l'équation de la courbe cherchée (*). Pour abréger le discours, nous dési
gnerons toujours cette courbe , par courbe des intersections. 

282. (fig. 269). Dans le problème du n° 23o, la courbe des intersections 

se réduit à un point, quand la somme ou le quotient des droites, DG, 

BF, est une constante y et lorsque la différence DG—BF—y, la courbe 

des intersections devient imaginaire. En effet; soit toujours, AD=AB=a; 

l'équation de FG sera de la forme ys=etz-h£ e t l'on trouvera. . . 

( i ) . . . DG = £ + acl, BF= C — aet. 

i ° . Lorsque DG -+- BF=y , on a y=z2C; de sorte que l'équation de FG 

devient (2),. y — etx -f- - y ; et est indéterminée ; l'équation d'une d r o i t e ^ , 

infiniment voisine de FG, est ( 3 ) . . y = (at-f-eT) x -f--̂  ; les coordonnées du 

point d'intersection de ces deux droites sont x = o , y = ^ y = Am. Ces 

coordonnées étant indépendantes de l'indéterminée et, la courbe des intersec

tions se réduit à un point m, dont les coordonnées sont x=o ety=z^y=Am. 

Et en effet ; si par le point m, on mène une sécante quelconque, F*G', le 
trapèze FBDG', donnera ( B. 11° 1/1S), BF" -\- D G' — ïAm =y. 

r . DG , -, a et (y -+- 1 ) , . , 
2 0 . La condition -^,^—y, donne C = — L'équation de F G 

BF / } y — i** 



devient y l'équation de la sécante fg, infiniment 

voisine, est donc y . Les coordonnées du point 

d'intersection de ces deux droites sont , . Ces 

coordonnées étant indépendantes de l'indéterminée et, la courbe des inter

sections se réduit au point O . Et en effet ; pour une sécante quelconque 
OF", menée par le point O , on a . . . 

3°. S o i t , DG— BF=sy ; on aura, y^iaet; d'où et L'éauation 

de FG sera r étant constant, les valeurs successives de Tin-

déterminée C, déterminent des droites parallèles; la courbe des intersec

tions n'existe donc pas. 

233. (fîg. 269.) Trouver une droite, ST, telle que le produit des per

pendiculaires , Bp, Dr, menées de deux point fixes, B, D , sur ST, soit 

égale à une quantité donnée , 7?.. S o i t , AB = AD =• a ; si Téquation de la 
droite ST, rapportée aux axes rectangulaires, Ax, Ay, estj* = etx -f- C, 

on trouvera, (1).. 

La condition, Dr x Bp — n, donnera C2 = n -f- (/r-f- a*) et*. Posant 

n + a 2 = c 2 , on aura Q = \/n -+- c2 et2 ; de sorle que Téquation de la droite 

demandée est, ( 2 ) . ..y=:etx-^-\/n -f- c* et2. Chaque valeur de Tindétermi-

née et, donnera une droite qui jouira de la propriété demandée. Si Ton veut 

trouver l'équation de la courbe qui passe par les intersections de ces diffé

rentes droites, on changera et en et -h <f et négligeant les puissances de «f su

périeures à la première, l'équation ( 1) donnera . . , 

(3). 

On extraira la racine quarrée de {n -f- c a et2 ) -f- 1c2 «cT, cn regardant 
n •+• c2 et2 comme le premier terme du quarré; on négligera les puissances 
de cT supérieures à la première, et Téquation (3) d o n n e r a . . . 

(4) . -

Les équations ( 2 ) et (4) déterminent deux droites infiniment voisines. L 'é 
limination de et entre ces deux équations, donnera l'équation de la cor.rbc 
cherchée. En vertu de l'équation ( 2 ) , Téquation (ij) se réduit à , 



Pour éliminer et entre les equations (2) et ( 5 ) , on e'galerales valeurs de 

]/rr-r~ c* at2, de'duites de ces équations; ce qui donnera * = — ~ ~ ~ 5 subs

tituant cette valeur de et dans l'équation (2), faisant disparaître le radical et 

supprimant ensuite le facteur x*—c*, qui est étranger à la question (*) , on 

trouvera, que l'équation de la courbe demandée e s t . . . . 

C2yZ n (X2 C 2 ) = O . 
Cette équation est de la forme de l'équation (5) du n° 23o. 

234. On pouvait déduire ce résultat du problème du n° 23o. En effet ; si 
y = etx -f- C est l'équation d'une droite FG , on trouvera 
DG » Ç -f- aet, BF = C — act. Posant , DG x BF = » , on en déduira 

C* — n -f- a* et*. D e sorte que l'équation de FG est y =* etx -f- \/n -ha* et*» 

O r , at variant d'une manière continue, la droite FG prend différentes posi
t i ons , et l'on a trouvé ( n ° 23o), que la courbe, qui passe par les intersections 
de ces différentes droites, a pour équation a* y*2-f- n (x* — a* ) = o. Mais , la 
droite , qui satisfait à la condition, Bp X Dr = n, a pour équation 

y z= etx -f- \/n -f- c*ctA; la courbe des intersections, qui correspond à cette 
dernière équation , aura donc pour équation , c*y* -f- n (x* — c * ) — o. 

235. (fig. 269.) Trouver une droite TS telle, qu'en menant par deux 

points fixes B et D , des perpendiculaires Bp , Dr, sur cette droite , les 

pieds p et r de ces perpendiculaires, se trouvent sur une circonférence 

décrite du milieu A, de BD , comme centre , avec un rayon donné, c. S i 
l'on conserve la notation du n° 23o, on trouvera que les coordonnées d u 

point r sont , xt~ 

Ces coordonnées devront satisfaire à l'équation 

; donc (1). 

L'équation (1) donne , C = y/c 2 — « 2 -+- c 2<a 2. Cette valeur de C ne chan
geant pas , quand a change de s igne, et les coordonnées du point p ne 
différant de celle du point r que par le signe de a, on serait conduit à 

la même valeur de C en exprimant que le point p est sur la circonférence. 
Faisant donc, c2 — a2—n, on voit que l'équation de la droite demandée 

est y = ctx -f- -4-£'2<*2- Or , c et / 2 sont des constantes et chaque valeur 
de l'indéterminée z donne une droite qui jouit de la propriété demandée» 

(*) L'équation x2 — c 2 == o , donne deux droites parallèles à l'axe des y. 

Elles satisfont h la conditi on Dr x Bp = n , car on trouve Br x Bp = c2—a* 

et par hypothèse c* — a 2
 ==.11. Mais , ces droites étant fixes, on ne doit pas les 

considérer dans la recherche de la courbe des intersections* 



La courbe des intersections aura donc pour équation, c 2 / 2 - ^ - ^ ^ 2 — c 2 ) = c o . 

236. (fig. 2 7 4 . ) Le sommet S, de V angle formé par deux tangentes 

a une courbe du second degré , se meut sur une courbe du même de

gré et ayant même centre A. La droite M'M", ( q u e je nommerai ligue de 
contact ) , menée par les points de tangence, varie avec le sommet S. Je 

dis que les intersections successives , des lignes de contact infiniment 

voisines , forment une courbe du second degré qui a le même centre A * 

le paramètre de la courbe des intersections, est une troisième propor

tionnelle géométrique , aux paramètres correspondans des deux autres 

courbes et la courbe des intersections est - toujours de Vespèce de la 

courbe sur laquelle le sommet se meut , c'est-à-dire que ces deux 

courbes sont deux ellipses ou deux hyperboles. En effet; s o i e n t . . . . . . . 

( 1 ) . . . my* - f - 7 2 # 2 = 1 et (2 ) . . .m'y2 -f-/ . ':r* = 1 , 

les équations des courbes concentriques, M'M"D, ESDf. Désignez les 
coordonnées du sommet S , par et et C , les coordonnées des points M'fM", 

de tangence, par x', y', et x", y"' Vous a u r e z . . . . 

Q)...m'£2-hn'CT2 = I , ( 4 ) . . . mf2 -f- n'* = 1 , ($)...my"* + nx"2=.i. 

Les équations des tangentes, SM', SM", seront 

niyy'\~\- nxx' = 1 , myy" -f- nxx" = 1. 

Ces deux droites passant par le point S, dont les coordonnées sont «4 

et C , vous aurez 

(6) . . . mCy - f - netxf= 1 , (7 ) . . . mCy"'-f-netx" = a 1. 

L'équation de la ligne de contact M'M", est d o n c . . . ( 8 ) . . . 7N€y-i~NETX=T9 

car en vertu des équations (6), (7), l'équation (8) représente une droite qui 
passe par les points M', M". Cela posé; si le sommet 4 $ * , prend la position 
infiniment voisine s, les coordonnées , ET , C, deviendront ET-\~CVF et C- f -cT y 

( eT et crf étant infiniment petits) ; M'M" prendra la position infiniment 
voisine WJV" et l'équation de NfN" sera 

m(C-hf)y + n (*.+ f')x=ii. 

Le point s, devant être sur la courbe ESD, les coordonnées 
« . - f - ^ ' , C - f - c T , de ce point doivent satisfaire à l'équation (2}; p o s a n t . . . . 
a: = <a-f-eT', ^ = £ - f - c T , et négligeant les puissances de cT et de éf, supé-

m'£ 
rîeures à la première, l'équation ( 2 ) donnera « f ' = ; — - 7 - «Tr*De sorte 

n ET 

que Téquation de N'N" deviendra 

lg). 

Pour le point d'intersection M, des droites, M'M",IYf]V"} les coordon-



nées , x , y , étant les mêmes dans les équations , (8), (9), on obtiendra la 

courue des intersections en éliminant et et C entre les équations (3), (8), (9). 

La dernière équation se réduit à , (10) *..my— 

Les équations (8) et (10), donnent 

Substituant ces valeurs de et et C, dans l'équation (3), il vient, 

Or , le facteur , m2ny*-hn2m/x2, n'est pas zéro , car les valeurs géné
rales des coordonnées , et,C, ne doivent pas être infinies ; l'équation de la 
courbe MD", des intersections , est donc 

(11) 

Cette équation démontre les propriétés énoncées. En effet; l'équation (11 ) 
représente une courbe du second degré , rapportée à son centre A , et à 
ses axes Ax Ay ; 2 ° . si l'on cherche les points, D,Df, Du, où les trois 
courbes coupent l'axe des x , les équations (1), ( 2 ) , ( n ) , de ces courbes, 
donneront 

On en déduira, a \a\\a\a". Désignant les distances, Ad, Ad*, Ad", 
par , b, V', b"', on trouvera 

Les équations ( 2 ) et (i 1 ) , démontrent que la courbe dM"D, étant une 
ellipse ou une hyperbole, les courbes d'SD\ dMD", sont toujours de 
même espèce, c'est-à-dire deux ellipses, ou deux hyperboles. 

Quaud les courbes dM"D , d'SD', sont semblables et de même espèce , 
la courbe d"MD" est semblable aux deux autres, car les valeurs des quan
tités , a0 a\ a", b, h', b"y démontrent que lorsque, 

«:«'::&: i \ on a, a": a\\V'; b. 



TROISIEME PARTIE. 
ÉLÉMENS DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

Préliminaires. Théorie des plans. 

237. XJE plan est une surface indéfinie, sur laquelle une ligne droiie s'ap
plique exactement dans tous les sens. Une droite menée par deux points 
quelconques d'un plan , est donc toute entière dans ce plan. Pour fixer les 
idées, nous assignerons des formes déterminées aux plans , niais il faudra 
toujours concevoir que ces portions de plans sont prolongées indéfiniment 
dans tous les sens. 

288. E intersection d'une droite, avec un plan, est un point ; car si 
la droite avait deux points communs avec le plan , elle serait tonte entière-
dans le pian ( n° 237 ) ; ce qui est contre l'hypothèse. Le point de ren
contre d'une droite avec un plan, est ce qu'on nomme le pied de cette droite. 

2.̂ 9. ( fig. 109 ). Par deux droites, qui se coupent, on ne peut mener 

qu'un seul plan. En effet; tirez deux droites, BC,BD, qui se coupent 
en B, et concevez i£n plan qui tourne autour de BDj quand ce plan ren
contrera un point C, de BC, la droite BC sera toute entière dans ce plan 
( n° 237); et si le plan continuait à tourner., la droite CD n'y serait 
plus comprise. Par trois points, B , C, D, non en ligne droite, on 

ne peut donc faire passer qu'un seul plan. Trois points/ /7.0« en ligne 

droite, ou deux droites qui se coupent, déterminent donc la position 

d'un plan. Deux plans coïncident donc , lorsqu'ils ont trois points com

muns , non en ligne droite. 

2 4 0 . flig. 19 )• Par deux droites parallèles, on ne peut conduire qu'un 
seul plan, car si l'on pouvait mener deux p lans , suivant les parallèles 
yJB , CD] en prenant trois points , E, C,D, de ces parallèles, les deux 
plans passeraient par trois points non en ligne droite, ce qui. est absurde 
(n°23d) . Un plan, assujéti à passer par deux 'parallèles , est donc 
déterminé. 

2 4 1 . (fig. 19). Par un point donné, on ne peut conduire qiCune seule 

parallèle a une ligne donnée. En effet; si par le point E , on pouvait me
ner deux parallèles EB, EQ,hlii droite CD, les deux plans, QECD, RECD7 

se confondraient, car ils passent par trois po in t s , E , C} D , non en ligne 



droite; on pourrait donc conduire par un même point et dans un même 
p lan , deux parallèles, ÈB , EQ, à CD; ce qui est absurde ( n° 2 9 ) . 

2 4 2 . (f ig. 1 9 ) . Lorsque deux droites sont parallèles ; si par une de 
ces droites et un point de l'autre droite, on mène un plan; celte der
nière droite sera toute entière dans le plan. En effet; si les droites, 
AB, CD, sont parallèles, elles seront situées dans un même plan. Par la 
droite CD et un point quelconque E, de AB , menez un pian, et tirez 
une droite EC , du point E à un point quelconque C de CD. Les droites 
CD, CE, seront dans ce dernier plan; mais elles sont aussi dans le plan 
des parallèles ; ces deux plans se confondent donc ( n° 2 3 9 ) . 

2 4 3 . (fig. 19). Lorsque par un point/Vun plan , on mène une parallèle 

h une droite située dans ce plan , cette parallèle est toute entière dans le 

plan. En effet; par le p o i n t / ? , du plan ECD, menez une parallèle AB, 

à la droite CD située dans le plan ECD. Si la ligne AB n'était pas dans 
le plan ECD , on pourrait conduire, dans ce plan , une parallèle EQl\ 

CD; les deux droites, EQ, EB, seraient donc parallèles à CD; ce qui n'est 
pas possible ( »° 2 4 1 ) -

2 4 4 . (fig- i t o ) . Toutes les parallèles , menées par les différais points 

<Vune ligne droite , sont dans un même plan. En effet, conduisez un plan 
CK, par les droites, BC, BK ; si par un point quelconque M, de BK , 

vous menez une parallèle ML à BC, celle parallèle sera dans le plan CK 

( n° 2 4 3 ) . Toutes les parallèles à RC, menées par des points quelconques 
de JîiiC, sont donc dans le plan CK. Ce qui démontre le principe énoncé. 

2 4 5 . l'Jintersection de deux plans est une ligne droite, car si Ton pou
vait trouver trois points de l'intersection qui ne fussent pas en ligne droite, 
les deux plans se confondraient (n° 239); il n'y aurait donc pas d'intersec
tion ; ce qui est contre l'hypothèse. Une ligne est donc déterminée, lors

qu'elle doit se trouver a-la-fois dans deux plans qui se coupent. Cette 

ligne est droite. On peut donc mener une infinité de plans par une 

même droite. 

2 4 6 . ( fig. i n }. E*intersection de trois plans , qui ne passent pas par 

la même droite, est un point ; car l'intersection de deux plans CK, LJY, 

étant une droite AB ( no 2 4 5 ) ? la rencontre de cette droite avec un troi
sième plan GE, sera un point B ( n° 238 ). U n point est donc entièrement 
déterminé, lorsqu'il doit se trouver en même temps sur trois plans donnés, 
qui ne passent pas par la même droite et qui ne sont pas parallèles. 

9 ,47 . U n e ligne droite est dite perpendiculaire à un plan, lorsqu'elle ne 
penche d'aucun côté par rapport à ce plan; elle doit donc former des angles 
droits avec toutes les lignes menées par son pied, dans le plan. 

2 4 8 . (fig. 109) . Une droite est perpendiculaire a un plan, lorsqu'elle 

forme des angles égaux avec toutes les lignes menées par son pied dans 

le plan ; car alors elle ne penche d'aucun côté par rapport au plan. Tous 



ces angles sont nécessairement droits , car la ligne AB étant perpendicu
laire au plan GE, si par son pied B, on mène la droite DJV, dans le 
plan GE; les angles, ABD, ABN, devront être égaux; ces angles seront 
donc droits, (n° i l . i ° ).\Lorsquiune droite est perpendiculaire à un plan, 

on dit que le plan est perpendiculaire à la droite. 

249. ( fîg. n 4 )* Deux plans sont parallèles, lorsqu'ils ne peuvent pas 
se rencontrer. Par exemple , les plans MN, PQ, seront parallèles, s'ils ne 
peuvent jamais se rencontrer, à quelque distance qu'on les prolonge. 

250. Deux droites situées dans deux plans parallèles , ne peuvent 

jamais se rencontrer ; car si elles se rencontraient , les plans se rencon
treraient; ce qui est contre l'hypothèse. Deux droites , qui ne se rencontrent 
pas , peuvent donc ne pas être parallèles. 

251. (fîg. 109). Une droite , perpendiculaire a deux autres, qui passent 

par son pied dans un plan, est perpendiculaire à ce plan. Il s'agit de 
prouver que si la droite AB est perpendiculaire aux droites, ВС, BD t 

menées dans le plan GE, elle sera perpendiculaire à une droite quelconque 
BI, menée par son pied dans le plan GE. Par deux points С, D, des 
l ignes , ВС, BD, menez la droite CD; cette droite sera dans le plan GE ; 
tirez une droite BI, du point В au milieu Ide CD; vous aurez, (n° 206), 

AD*~hAC2=:'i{AI*-hDP) et BD*~hBC>=2(BP-h DI* ) . 

Retranchant la seconde égalité de la première, il v i e n d r a . . . . 

( AD* — BD- )-h(AC*~BC*)=:2(AI*~-BI*); mais , ( n ° 5g), 

(AD* — BD*) = AB* et (AC* — BC*) = AB*; d o n c . . . 

2( AB- ) — <i(AI* — BX*);AI*^{ AB2 - f -BI* ) . 

L'angle ABI, est donc droit, ( n° 60 ) . Ce qui démontre le principe 

énoncé. 

262. ( fîg. 109 ). RÉCIPROQUEMENT ; si par un point d'une ligne droite, 

on mène un plan perpendiculaire à cette droite et des perpendiculaires 

a cette droite, toutes ces perpendiculaires seront dans ce plan. En effet; 
par le point В de la droite AB , conduisez le plan GE, perpendiculaire à 
BA, et menez des droites, BAT, BM, BD, e tc . , perpendiculaires à В A ; 
toutes ces perpendiculaires seront dans le plan GE, car si la perpendicu
laire BD à В A , n'était pas dans le plan GE , le plan mené par les droites, 
AB, BD, couperait le plan GE, suivant une droite BI, perpendiculaire 
à В A, ( n°247 ) ; les angles ABI, ABD , situés dans un même plan , s e 
raient donc droits ; ce qui est absurde. La droite BD est donc dans le plan 
GE. 

253. ( fîg. 109 ). Si du pied В, de la perpendiculai v AB au plan GE, 
orc mène une perpendiculaire BI, a la droite CD, située dans le plan 

; la droite AI sera perpendiculaire sur CD. En effet.; prenez IC=^ID; 

ti«ez, ВС, BD, A С et AD; les obliques, ВС, BD, sont égales, (n° 16. 2* ); 
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les triangles , ABC, ABD, rectangles en В, sont donc égaux, ( B. n° 8 0 ) 5 
AC est donc égal à AD; les triangles AIC, AID, sont donc égaux, 
( B. n° 83 ) , les angles, AIC, AID, sont donc égaux ; AI est donc per
pendiculaire h CD. Ce qui démontre le principe énoncé. 

2 5 4 - (fig- 10g). La droite CD, perpendiculaire aux droites IB t, IA, 
est perpendiculaire au plan AIB de ces droites, ( n° 25i). 

255. (fig. 109). Les propriétés du n° 16 , conviennent aux obliques et h 
la perpendiculaire, menées d'un point sur un plan. Ains i ; i ° .par un point 

donné, on ne peut mener qu'une seule perpendiculaire à un plan ,- 2 ° . les 

obliques, qui s'écartent également du pied de la perpendiculaire sont 

égales ; et réciproquement, les obliques qui sont égales, s''écartent éga

lement du pied de la perpendiculaire ; 3° . la perpendiculaire menée, d'un 

point sur un plan, est plus courte qu'une oblique quelconque ; 4 ° - C^G 

deux obliques, menées par le même point, celle qui s'approche le plus 

de la perpendiculaire est la plus courte; et réciproquement, Voblique 

la plus courte s'approche le plus de la perpendiculaire. En effet; con
cevez la perpendiculaire AB, au plan GE ; tirez les obliques, AC,AD, 

et supposez que ces trois lignes rencontrent le plan GE, aux points В, C, D; 
les triangles, ABD, ABC, rectangles en В , donnent , ( n ° 5 9 ) 

(1) AB*==(AD* —BD*) = (AC*—BC>). D ' o ù , 
( 2 ) (AD* — AC2 ) = ( BD* —BC*). 

Cela posé ; 10. si par le point A , pris hors du plan GE, on pouvait mener 
une seconde perpendiculaire AI, h ce p l a n , les angles, AIB, ABI, se
raient droits; on pourrait donc abaisser du point A , deux perpendiculaires 
sur la droite BI; ce qui est absurde, ( n° 16. i ° . ). Si par le point В, 
d u plan GE, on pouvait élever une seconde perpendiculaire BP, à ce plan ; 
en menant le plan ABP, ce plan couperait le plan GE, suivant une droite 
BI, et les angles , ABI, PBI, seraient droits , (n° 2 4 7 ) ; ce qui est ab
surde , puisque les droites, В A , BP , BI, sont dans un même plan; 
.2° . Quand BD—BC; l'égalité ( 2 ) donne AD=*AC; et réciproquement, 
AD*=*AC, donne BD—BC; 3°. l'égalité (1) démontre que AB1 est 
moindre que AD1; la perpendiculaire AB est donc plus courte qu'une 
oblique quelconque AD; 4 ° . lorsque BC est plus petit que BD, l'égalité 
( 2 ) prouve que A С est moindre que AD; et réciproquement, ACK^AD , 

donne BC < BD. 

206. Lorsqu'une droite est perpendiculaire a un plan, les perpendi
culaires, menées des dijférens points de la droite sur le plan , se corr 

fondent avec cette droite; car si cela n'était pas , on pourrait mener par 
le même point deux perpendiculaires à un plan ; ce qui est absurde. 

237. (fig. 109 ). Une droite est perpendiculaire a un plan, lorsqu'elle 

forme des angles égaux avec trois droites menées par son pied dans 

ce plan; de sorte que сь& angles sont nécessairement droits. En effet* 



concevez que la ligne AB forme des angles égaux avec les droites, BI, BM, 

BN, menées par son pied dans le plan GE; prenez BI~BMz=.BN ; tirez 
les droites, AI, AM, AN; les triangles, ABI, ABM, ABN, seront 
égaux, (B. n ° 8 o ) ; les obliques AI, AM, AN, sont donc égales ; elles 
s'écartent donc également du pied de la perpendiculaire, menée du point A 

sur le plan GE, (n° 255).; le pied de cette perpendiculaire est donc à égale 
distance des points, I, M, N; il est donc le centre B de la circonfé
rence qui passe par ces trois points; AB est donc perpendiculaire au plan 
GE ; les angles égaux, ABI, ABM, ABN, sont donc droits, (n û 2: f7 ) . 

258. (fîg. 109). Par un point B, pris sur la droite AB, mener un 

plan perpendiculaire a cette droite. Suivant AB , conduisez deux plans 
ABC, ABD, (n° 245 ); dans ces plans, tirez des perpendiculaires, BC, BD 9 

sur AB ; le plan GE, mené par les droites, BC, BD, sera perpendi
culaire à la ligne AB,(n° a5i). 

259. (fîg- 109). Par un point C, pris hors à"une droite AB , mener 

un plan perpendiculaire a cette droite. D u point C, menez une perpen
diculaire CB , à BA ; par le point B . tirez BD perpendiculaire sur AB ; 

le plan GE , conduit suivant les droites B C, BD, sera perpendiculaire à 
BA , et passera par le point C. 

260. (fîg. 109). Par un point A , pris hors d'un plan GE, mener 

une perpendiculaire à ce plan. Dans le plan GE, prenez trois p o i n t s , 
/ , M, N, également distans du point A ; si AB est la perpendiculaire 
demandée, les obliques égales, AI, A M, AN, seront également éloi
gnées du pied B de la perpendiculaire ; le point B sera donc le centre de la 
circonférence qui passe par les points, I, M, N 

261. ( fig. 242). Par un point B, pris sur un plan GE, mener une 

perpendiculaire a ce plan. Dans le plan GE , tirez une droite quelconque 
CD; par le point B, menez la perpendiculaire BI et la parallèle BM 

à CD; conduisez arbitrairement une oblique DS au plan GE ; tirez IO 

perpendiculaire à DS ; prenez (JE, troisième proportionnelle aux lignes 
connues, OD , OI; tirez la droite IF; menez BII perpendiculaire sur IF; 

et prolongez IF, d'une quantité FA, telle que AH soit troisième propor
tionnelle aux lignes connues , III, BU; lu droite AB sera la perpendicu
laire demandée. En effet; par construct ion. . . 

OD : 01 : : 01 : OF et / / / : BU: : BII: AIL 

Les angles, DIE, ABI, sont donc droits, (n° 5ï). Cela posé; la ligne 
DC, perpendiculaire sur IA et sur I/J , e&t perpendiculaire au plan 4IB de 
ces deux droites, (n° 25i ); et par conséquent, la droite B Vl. parallèle à CD , 

sera perpendiculaire au même plan, ( n° 'Jh ) ; l'angle ABM sera donc droit ; 
mais fangle ABI est droit; la ligne AB est donc perpendiculaire au plan 
GE, ( tv° 251). 

2G2. ( fig. 109). LorsqiCune droite est perpendiculaire a un plan, toutes 



les parallèles a cette droite sont perpendiculaires au même plan. Era 
effet ; la droitG AB, étant perpendiculaire au plan GE, si par un point quel 
conque / , de ce plan , ou mène une parallèle IP à BA , l'angle PIB sera 
droit , comme égal à IBA. Dans le plan GE, tirons la droite CID perpen
diculaire sur BI, et joignons AI; la droite CD, perpendiculaire au plan 
AIB, 254) > s e r a perpendiculaire à la ligne IP, menée par son pied dans 
ce plan ; PI est donc perpendiculaire aux d r o i t e s , I B , I D , menées par son pied 
dans le plan GE ; la ligne PI est donc perpendiculaire au plan GE, (n°25i). 

i 6 3 . Un plan, perpendiculaire a une droite, est perpendiculaire aux 

parallèles a cette droite; car le plau étant perpendiculaire à la droi te , 
la droite est perpendiculaire au p lan; toutes les parallèles à cette droite 
sont donc perpendiculaires au plan , (n° 262 ) ; le plan est donc perpendi
culaire à toutes ces parallèles. 

264. ( fig« I 0 9 ) « Deux perpendiculaires a un même plan, sont parai' 
lèles. E n effet; si les droites, AB, PI, perpendiculaires au plan GE, 
n'étaient pas parallèles; par un point quelconque A de AB, on pourrait 
tirer une parallèle AN h. PI; AN serait perpendiculaire au plan GE, (n° 262); 
mais AB est perpendiculaire au même plan ; on pourrait donc mener pai 
un point A , deux perpendiculaires, AN, AB, au plan GE ; ce qui est 
absurde, ( n ° 255. i ° ) . 

265. (f ig. 112). Deux droites, parallèles a une troisième, sont pa

rallèles entre elles ; car les droites , AB, CD, étant parallèles à FH, le 
plan GE, mené perpendiculairement à FH , sera perpendiculaire aux lignes, 
AB , CD, parallèles à Fil, (n° 263); les droites AB, CD, perpendicu
laires au plan GE, sont donc parallèles entre e l les , (n° 264 ). 

266. Plusieurs droites , perpendiculaires a un même plan, sont pa* 
rallèles entre elles, (n° 265). 

267. Lorsque un plan est perpendiculaire a plusieurs droites, on peut 

en conclure que ces droites sont parallèles entre elles; car ces droites, 
étant perpendiculaires au plan, sont parallèles entre elles, (rr° 264). 

268. ( fig- n 4 )• Deux plans, MN, PQ, perpendiculaires à une même 

droite AC, sont parallèles. En effet ; si ces plans n'étaient pas parallèles, 
ils se rencontreraient; soit O , l'un des points de l'intersection ; joignons 
ce point avec les points A et C , où la ligne AC rencontre les plans , 
MN, PQ» i a droite AC, serait perpendiculaire aux lignes OA, OC, 

menées par son pied dans ces p l a n s , (n° 247) ; on pourrait donc mener 
deux perpendiculaires d'un même point O , sur une droite AC ; ce qui est 
absurde, (no 16. 1° ) ; les plans MN, PQ, n « peuvent donc pas se rencontrer} 
ils sont donc parallèles, (n° 249). 

269. (fig. 114)• Deux plans sont parallèles, lorsqu'étant perpendicu
laires chacun ci une droite, ces deux droites sont parallèles. En effet; 
s o i e n t deux parallèles AC, BD; conduisez deux plans MN, PQ, l'un 



perpendiculaire snr AC, l'autre perpendiculaire sur BD; le plan PQ, per
pendiculaire à BD, est aussi perpendiculaire à la droite AC, parallèle à 
BD , (n° 263) ; les plans MN, PQ, sout donc perpendiculaires h la droite 
AC; ces plans sont donc parallèles ( n° 268 ) . 

270. (fig. 1 1 4 )• Les intersections de plusieurs plans parallèles, par 

un même plan, sont parallèles. En effet; si les intersections, AB, CD, 

des plans parallèles, MN, PQ, par le plan ABCD , n'étaient pas paral
lèles , comme elles sont dans ce dernier plan, elles se rencontreraient; les 
plans parallèles, MN,PQ,se rencontreraient donc; ce qui est absurde, (n° 2 4 9 ) . 

271. ("fig. 114)• Lorsque plusieurs plans sont parallèles, la perpen

diculaire a Vun de ces plans , est perpendiculaire à tous les autres. 

Concevez deux plans parallèles, MN, PQ ; menez la droite AC, perpen
diculaire au premier plan ; je dis qu'elle sera perpendiculaire au second ; 
car en conduisant un plan quelconque ABDC, par la droite AC, les in
tersections, AB, CD, de ce plan, avec les plans parallèles, MN, PQ, seront 
deux parallèles, AB, CD, (n° 270) ; la ligne AC, perpendiculaire au plan 
MN, est perpendiculaire à la droite AB menée par son pied dans ce plan; 
mais CD est parallèle à BA; la ligne AC est donc perpendiculaire h u n e 
droite quelconque CD, menée par son pied, dans le plan PQ;AC est 
donc perpendiculaire au plan PQ, (n° 2 4 7 ) . 

272. (fig. 2 4 3 ).Deux plans parallèles à un troisième, sont parallèles 

entre eux. En effet; concevez deux plans L, M, parallèles au plan N, 

et menez une droite DC, perpendiculaire à ce dernier plan; DC sera per
pendiculaire aux plans L, et M, (n<> 271 j ; les deux plans L, M, seront 
donc parallèles, comme perpendiculaires à une même droite CD, (n° 268). 

273. (fig. i ï 8 ) . Les parallèles, comprises entre plans parallèles, sont 

égales. En effet; concevez des d roi tes pa rallèles, AB, CD ,EF, GH, IK, 

^comprises entre deux plans parallèles , A CECI, BDFHK; menez des pians, 

BC, DE, FG, HI, suivant ces parallèles; les intersections, AC, BD, 

du plan BC, avec les plans parallèles , AG, BH, seront parallèles, (n°27o) ; 

mais AB et CD, sont parallèles; ABDC est donc un parallélogramme ; 

AB est donc égal à CD. On prouverait de m ê m e , que les lignes CD, 

EF, GH, IK, sont égales ; ce qui démontre le principe énoncé. 

2 7 4 . (fig. 2 4 4 ) ' Lorsque deux droites, qui se coupent, sont parallèles 

à deux autres droites qui se coupent, les angles formés par les deux 

premières droites, sont respectivement égaux aux angles formés par 

les deux autres. Ce principe ayant été démontré , (B. n° 4 3 ) , pour quatre 
droites situées dans un même p ian , je supposerai que ces droites sont dans 
des plans différens. Par deux points quelconques, A , A', menez des droites, 
BD, CE, B'D', CE', parallèles deux à deux. Prenez, ABt-A'B' et 
AC—A'C; tirez les droites , A A , BB', CC, BC, B'C. Les l ignes , 
AB, A'B', étant égales et parallèles, BB' est égal et parallèle h AA', 

( n° 265) ; de même, AC étant égal et parallèle à A'C, les droites CC}AA' 



sont égales et parallèles ; BBr est donc égal et parallèle h CC, fn" 26*5); 
est donc égal à Br C \ les triangles, ABC, A'B'C, sont donc égaux, 
(B. n° 83 ) ; les angles, BAC,BrA'C, sont donc égaux; or les angles 
opposes au sommet sont égaux; les angles , CAB, C'A'B', DAE, D'A'E', 
sont donc égaux; leurssupplémens , DAC, D'A'O, EAB, E''A'B*', sont 
donc égaux, (B. n° 19)'. 

2^5. (fig. 244) - Lorsque deux droites 9 qui se coupent, sont respective
ment parallèles h deux autres droites qui se coupent ; le plan des Jeux 
premières droites est parallèle au plan des deux autres. En effet; par 
deux points quelconques, A', A, menez des droites, AtB'A'C', respecti
vement égales et parallèles aux droites, .^./?, AC; les trois droites, AA% 
BB', CC, seront égales et parallèles, (n° 274)- Si les plans, BAC, B''A'C 
«'étaient pas parallèles, on pourrait mener par le point A, un plan Abc 
parallèle au pian A'B'C* ; le plan Abc couperait BBf et CC en b et c, et 
l'on aurait, (n° 2^3) , 

AA'^hB'—cC, mais, AA'=fiB'=CC'; donc, BB'~bB', CC^cC; 

ce qui est absurde ; les plans, ABC, A'B''C', sont donc parallèles. 

276. (fig. 116). Etant données trois droites, AB , CD, EF, égales et 
parallèles ; si l'on joint leurs extrémités par des droites , les triangles 
ACE, BDF, qui en résulteront, seront égaux, et les plans de ces 
triangles seront parallèhs. En effet; les droites, AB, CD, EF, étant 
égales et parallèles, h s quadrilatères, BC, BE, DE, sont des parallélo
grammes, (n° 76). Par conséquent, AC est égal et parallèle à BD et AE 
est égal et parallèle à BF, les angles, CAE, DBF, sont donc égaux, (n° 27.4); 
les triangles , CAE, DBF, sont donc égaux, (B. n° 80) , et les plans de ces 
triangles sont parallèles, (n° 270). 

277. (fi^. 118) . Lorsque par plusieurs points , B, D, F, II, K, d'un 
plan MN, on mène des droites, BA,DC, FE, HG , Kl, égales et 
parallèles ; les es t ré mité s , A, C,E, G, I, de ces droites, sont dans 
un même plan parallèle au plan MIV ; car si cela n'était pas, en con
duisant par le point A un plan Acegi, parallèle au plan MIS, le premier 
plan couperait les droites données, en des points c, e, g, i, fels que l'on 
aurait ( n° 2 ; 3 ) , 

BA=Dc=*Fe = Hs = Ki. O r , BA = DC=^ FE = H G = KE 

On aurait donc, DC^Dc, FE =Fe , HG =^ H g , Ki~KT: 
ce qui ne peut avoir lieu que lorsque les points, C, E, G, I, sont dans 
le plan Acegi, paraiièle au plan MN. 

278. (fig. 118 ) . Si par quatre points quelconques, B, D, F,K, de 
deux parallèles, BD, KF, on mène quatre droites parallèles , B A , 
DC, FF,, Kl; et si après avoir pris BA — DC, on conduit par les 
points A et C, un plan quelconque} qui coupe FE et KI? en des points 



(*) La position du point par lequel on mène des parallèles aux lignes 
données , est arbitraire , car en conduisant par différens points , des parallèles 
aux lignes données, ces parallèles seront parallèles entre elles, (n° 265). Les 
angles formés par ces dernières lignes seront donc égaux entre eux, (n° 274)» 

1 7 , / ; les droites FE et KIr seront égales. En effet; les lignes AB, 
BD, étant respectivement parallèles aux droites IK rKF, le plan ABDC 
des deux premières droites, est parallèle au plan IKFE des deux antres, 
(n° 275); les intersections, AC, IE, de ces plans parallèles, avee le plan IACE, 
sont donc parallèles ; les lignes, BA, DCétant égales et parallèles, AC est 
parallèle «h BD ( n° 75) ; les droites, KF, AC, parallèles à BD , sont pa
rallèles entre elles, (n° 265) ; les lignes IE, KF, sont donc parallèles çntre 
elles, comme parallèles à AC ; mais 1K est parallèle h EF, EFKI est donc 
un parallélogramme; les droites, FE, Kl, sont donc égales. 

379. (fig. 118) . Lorsque par quatre points quelconques7 B, D, F, K9 

de deux parallèles , BD, KF, on mène quatre droites parallèles BA, 
DC, FE, Kl, de sorte que BA = DC et FE— Kl; les extrémités, 
A, C,E, I, de ces droites, sont dans un même plan; car si elles n'y 
étaient pas, le plan mené par les trois points r A,-C, E, couperait IK en 
un point i , tel que l'on aurait FE = Ki, ( n° 2 7 8 ) ; mais par hypothèse 
FE=KI) les droites, Kl, Ki, seraient donc égales ; ce qui est absurde. 

280. Deux droites, situées d'une manière quelconque dans l'espace, peuvent 
ne pas se couper, quoiqu'elles ne soient pas parallèles, (n° 200). Pour se 
former une idée de l'inclinaison de ces lignes, on mène par un point quelconque 
deux parallèles à ces lignes ; et l'on est convenu de prendre l'angle formé par 
ces nouvelles lignes, pour la mesure de l'inclinaison des lignes données (*). 
D'après cette convention, pour évaluer Pangle formé par deux droites, 
on mène des parallèles a ces droites, par un même point; l'angle formé 
par ces nouvelles lignes, mesure l'inclinaison des droites données. 

281. Remarque. Si les droites données étaient parallèles entre elles; en 
menant par un point qrelconque deux parallèles aux lignes données, ces 
parallèles se confondraient, (n° 326). L'inclinaison des lignes données serait 
donc nulle. Il résulte donc de la convention établie , pour la mesure des 
angles, que Vangle formé par deux parallèles est nul. 

282. ( lig. i32). Une droite, perpendiculaire à un plan, est perpendi-
culaire à toutes les droites situées dans ce plan. En effet ; soit la droite 
BG, perpendiculaire au plan GE\ tirez dans ce plan , une droite quelconque 
FE ; et par le point F, menez i^Cparallèle à BG ; l'angle CFE sera droit, 
( n° 262 ); mais cet angle mesure l'inclinaison des droites BG, FE, (n° 280) ; 
le principe est donc démontré. 

283. Par un point donné, on peut mener une infinité de perpendi
culaires a une même droite, car en conduisant par ce point un plan per-



pcndicnlaire à la droite, toutes les droites menées par ce point dans le plan, 
seront perpendiculaires à la ligne donnée, (n° 248). 

a84« (fig- 108). Si d'un point quelconque M, d1 une oblique BM a un 
plan GE, on mène une perpendiculaire MD, sur ce plan, et si Von 
joint le pied de Voblique avec le pied de la perpendiculaire, par une 
droite BD ; Vangle MBD, formé par cette dernière droite avec l'oblique, 
sera le plus petit de tous les angles formés par cette oblique avec les 
lignes menées par son pied dans le plan GE. (On a pris ce plus petit 
angle pour la mesure de l'inclinaison de l'oblique sur le plan). En effet ; con
duisez une droite quelconque BC} dans le plan GE ; prenez BC*=*BD, 
et tirez la droite MC. La perpendiculaire MD, au plan GE , sera plus 
courte que l'oblique MC ; mais les deux côtés, MB , BD , du triangle 
MBD, sont respectivement égaux aux deux côtés, MB, BC, du triangle 
MBC et MD est plus petit que MC\ l'angle MBD est donc plus petit que 
l'angle MBC, (n° 21 ). Ce qui démontre le principe énoncé. 

285. (fig. 108) . L'angle MDB étant droit, on voit que V angle formé 
par une droite avec un plan, est le complément, (B. n° 2 1 ) , ûfe l'angle 
formé par cette droite avec la perpendiculaire menée de Vun de ses 
points sur le plan. 

286. (fig. 108). Foute perpendiculaire à un plan, forme un angle droit 
avec ce plan ; car si la droite B M était perpendiculaire au plan GE, elle se 
confondrait avec la perpendiculaire BA, au plan GE ; l'angle MBA serait 
nul, et le complément de cet angle serait de 9 0 0 ; mais ce complément mesure 
l'angle formé par la droite BM avec le plan GE, (n° 284) ; celte perpendicu
laire au plan GE, forme donc un angle droit, avec ce plan. 

287. (fig. 109). Quand plusieurs droites, menées par un point donné9 

font des angles égaux avec un plan, elles rencontrent ce plan en des 
points situés sur la circonférence, qui a pour centre le pied de la perpen
diculaire, abaissée du point donné sur le plan. En effet; du point donné A, 
tirez des obliques, AI, AM, AN, etc., qui forment des angles égaux -avec 
le plan GE, et qui rencontrent ce plan en, / , M, IV, etc. ; menez AB per
pendiculaire au plan GE ; par le pied B de cette perpendiculaire, et les 
points, M, 2Y, I, etc. , tirez les droites, BM, BIV, BI, etc. ; les angles, 
AlB , A MB, AIVB, etc., que forment les obliques avec le plan GE, sont 
supposés égaux ; les triangles rectangles, ABI, ABM, ABN, etc., sont 
donc égaux, (B. n°. 81 ) ; les droites, BI, BM, BW, etc., sont donc égales. 
Les points , I, M, IV, etc., sont donc situés sur la circonférence décrite du 
point B comme centre, avec le rayon BI. 

288. (fig. 109) . Lorsque plusieurs droites, menées par un même point 
d'une perpendiculaire a u?? plan, font des angles égaux avec cette per
pendiculaire ; elles rencontrent le plan en des points situés sur une cir~ 
conférence, qui a pour centre le pied de la perpendiculaire. En effet ; si 
par le point A, de la perpendiculaire AB au plan GE, on tire des obliques» 



AI, AM, AN, etc., qui forment des angles égaux avec AB ; en menan 
des droites du pied B de la perpendiculaire, aux points / , M, N, etc. , 
où les obliques rencontrent le plan GE ; les triangles rectangles, ABl 
ABM, ABN, etc. , seront égaux, ( B. n° 8 1 ) ; les côtés, BI, BM, 
BN, etc., seront donc égaux; les points, I, M, N, etc., appartiennent 
donc à la circonférence, dont le centre est le pied B, de la perpendicu 
Jaire AB au plan GE. 

289. (fig. 270). Lorsque plusieurs droites égales , OA , OB, OC f 

OD, etc., font des angles égaux avec une droite O O ' , les extrémités 
A, B, C, D, etc., de ces droites égales, sont situées sur une circonfé
rence , dont le plan MNest perpendiculaire a OO'. Le point de ren
contre de OO' avec le plan MN est le centre P de la circonférence. 
En effet ; par le point A, menez un plan MN perpendiculaire à O O ' ; ce plan 
rencontrera OO' en un point P. Tirez les droites, PA, PB, PC, PB, etc. 
Les triangles, OPA, OPB, OPC, etc., seront égaux, comme ayant un, 
angle aigu égal, compris entre côtés égaux, (B. n°8o) . Les angles, OPA, 
OPB, etc. , seront donc égaux ; mais l'angle OPA est droit, (n° 282) ; les 
droites PA, PB, PC, PD, etc., sont donc perpendiculaires à OP ; toutes 
ces droites sont donc dans le plan MN, (n° 252). Mais, les droites, PA, 
PB, PC, etc., soin égales. Le principe est donc démontré. 

290. (fig. 109). Si l'on fait passer une circonférence par trois points, 
/, M, N, du plan GE ; et si par le centre B, de cette circonférence, 
on mène une perpendiculaire BA au plan GE ; les droites, Al, AM, 
AN, menées d'un point quelconque A de AB, aux points I, M, N, 
seront égales; et tout point situé hors de AB, sera inégalement distant des 
points, I, M, N. En effet; les obliques, AI, AM, AN, sont égales, car 
elles s'écartent également du piedB, de la perpendiculaire^/?, (n° 255. 2 0 . ) j 
et si un point quelconque P, pris hors de AB, pouvait être également dis
tant des points, / , M, N, en menant une droite Pp, perpendiculaire au 
plan GE, les obliques, PI, PM, PN, seraient égales; elles s'écarteraient 
donc également du pied p de la perpendiculaire Pp ; le point p serait donc 
le centre de la circonférence qui passe par les points, I, M, Nj ce qui est 
absurde, (n° 5). 

291. (fig. 11.4). Deux plans se rencontrent toujours, lorsqu'ils sont 
respectivement perpendiculaires à deux droites, qui ne sont pas paral
lèles. En effet ; les droites , EF, GH, n'étant pas parallèles ; conduisez deux 
plans , AD, BR, respectivement perpendiculaires à ces droites ; si ces plan* 
ne se rencontraient pas, ils seraient parallèles; la droite EF, perpendicu
laire au plan AD, serait aussi perpendiculaire au plan BR, parallèle au 
plan AD,(n° 2 7 1 ) ; mais GH est supposé perpendiculaire au plan BR ; les 
droites EF, GH, perpendiculaires au planJR/i, seraient donc parallèles, 
(n° 264) ; ce qui est contre l'hypothèse. 



(*) Pour indiquer l'angle formé par les deux plans AA'BBr

} AA'CC\ 
nous dirons toujours l'angle B''ACou simplement B'AO. 

292. (fig. 244 )* On propose de mesurer Vangle formé par deux plans. 
Pour concevoir la génération de l'angle forme par deux ligues droites , on 
peut imaginer que ces lignes étant d'abord couchées l'une sur l'autre , on 
laisse l'une fixe, en faisant mouvoir la seconde autour d'un pointue la pre
mière ; l'angle formé par ces lignes est la quantité dont la secouée iî^ne s"1 est 
écartée de la première. L'analogie conduit à imaginer une origine seaihlable à 
l'angle de deux plans. On suppose que ces deux plans étant d'abord couchés 
l'un sur l'autre, on laisse fixe l'un des deux , en faisant tourner l'autre autour 
d'une ligne prise dans le plan fixe ; l'angle formé par ces plans est la quantité 
dont l'un des plans s'est écarte de l'autre. De sorte que l'angle formé par deux 
plan* est ce dont l'un de ces plans devrait tourner autour de l'intersection, 
pour coïncider avec l'autre plan. Ainsi , lorsqu'un plan, d'abord couché sur 
le plan A A'BB'', s'en écarte de plus en plus , en tournant autour de la droite 
A A*', et prenant les positions AS', AE', AC \ l'angle qu'il forme avec sa 
position primitive augmente de plus en plus. Par exemple, rangle B'AE', est 
plus grand que l'angle B'AS' (*). Examinons comment on peut mesurer ces 
angles. Ce qui se présente de plus naturel, est de faire dépendre cette mesure 
de l'angle formé par deux lignes droites menées dans les plans. O r , pour que 
l'angle formé par deux lignes droites, puisse mesurer l'angle de deux plans , il 
faut que ces lignes se coupent, et que l'angle qu'elles forment varie dans le 
même rapport que l'angle des plans, (n°. io ) ; de sorte que le premier angle 
étant nul, ou droit, ou égal à deux angles droits, le second angle doit prendre 
en même temps les mêmes valeurs. Si Ton réfléchit sur ces diverses condi
tions, on reconnaîtra que la seule manière d'y satisfaire, est de mener dans 
chaque plan, une perpendiculaire â un même point de Pïntersection com
mune des plans. Il s'agit de prouver que les angles, formés par ces perpendi
culaires, sont indépendans de la position du point pris sur l'intersection, et 
qu'ils sont proportionnels aux angles formés par les plans. Dans les plans AB', 
ACr, menez des perpendiculaires AB , AB', AC, A'C, sur l'intersection 
A A' de ces deux plans; les lignes AB, A'B', seront parallèles, (n° a4)« P a r 

la même raison, AC sera parallèle h A'C. L'angle BACsevâ donc égal à 
l'angle B'A'C, (n° 274)* Par conséquent, si d'au point de l'intersection de 
deux plans, on mène, dans ces plans, des perpendiculaires à l'intersection ; 
l'angle formé par ces perpendiculaires, sera le même , quelle que soit la po
sition du point pris sur l'intersection. 11 ne reste donc plus qu'à démontrer 
que cet angle, constant pour les deux mêmes plans, varie dans le même rap
port que l'angle des plans. Par deux points quelconques , A , A', de l'inter
section commune , conduisez des plans, CAB, CA'B', perpendiculaires à 
cette intersection; des points A, A', comme centres, et d'un même rayon , 
décrivez des arcs , BC, B'C, situés dans ces deux plans; par la droite AA', 



menez des plans quelconques AB', AS', AE', AC \ les intersections de ces 
plans avec les pians AB C, A'B'C, seront perpendiculaires sur AA', 
(n° 283) ; les droites, AB, A' B', étant situées dans un même plan et per
pendiculaires à une même ligne, seront parallèles, (n° 2 4 ) ; mais AB = A B' ; 
la figure ABA'B' est donc nn rectangle; A A' est donc parallèle à BB'1 
BB' est donc perpendiculaire aux plans ABC, AfB'C'. On prouverait de 
même que les droites , SS', EE', CC\ sont perpendiculaires à ces mêmes 
plans, et qu'elles sont égales h A A'. Cela posé, je dis que l'on aura toujours, 

(1)... Pang. B'AC : l'ang. B' AEf \ \ rang. BAC: Vang. BAE. 

En effet; i° Si les angles BAC, BAE, sont commcnsnrables, les arcs, 
BC, BE, seront dans le même rapport, (n°<)). Désignant par m, la com
mune mesure de ces arcs , on a u r a . . . . 

BE C=qm, BSE = q'm ; donc, an g. BAC \ BAE y.q'.q'. 

Menant un plan par chaque point de division de l'arc BC et la droite AAr, 
l'angle B'AC sera divisé en q angles égaux et l'angle B'AE' contiendra 
q' de ces angles. On aura donc, B'AC \ BfAEr \ \ q \ q''. La proportion (i) 
est donc démontrée, lorsque les angles BAC, BAE, sont commensura-
bles. 

2°. Quand les angles , BAC ; BAE, sont incommensurables , la propor
tion (1) subsiste encore ; car si le dernier terme de cette proportion n'était pas 
l'angle BAE , on aurait.. . 

( 2 ) . . . B'AC : BAFJ : : BAC : BAp, ou B'AC \ B'AE' \ \ BAC \ BAp'-

Divisant l'arc BC en parties égales , plus petites que Ep, ou que Ep', il 
tomberait au moins un point de division , r ou S, sur Ep ou sur Ep' \ menant 
des plans, A'Arr',A'ASS'7 les arcsBC,Br, ou BC et BS} seraient cominen-
surables; on aurait donc, 

B'AC : B'Ar' : : BAC : BAr, ou B'AC : B'AS' Il BAC: BAS-

Ces proportions, combinées avec les précédentes, donneraient... 

(3). . .B'AE' : B'Ar' \ \ BAp : BAr, ou B'AE' \ B'AS' \ \ BAp' \ BAS. 

Mais, l'angle B'AE' est plus petit que B'Ar', et plus grand que B'AS' \ il 
faudrait donc, pour que les proportions (3) pussent exister, que l'angle BAp 
fût plus petit que l'angle BAr, ou que BAp' fût plus grand que BAS ; ce qui 
est faux. Les proportions (2) ne peuvent donc pas subsister ; la proportion (r) 
est donc vraie. 

2f)3. Ainsi, pour mesurer l'angle de deux plans, on mènera, dans ces 
plans et par un même point de l'intersection , deux perpendiculaires h 
*ette intersection ; V}angle formépar ces perpendiculaires, mesurera l'angle 
(les plans. 

2:A- (%. n o ) . Lorsque ÎVngle formé pav deux plans est droit, on dit 



que ces plans sont rectangulaires, ou perpendiculaires l'un à Paulre. Et par 
conséquent, lorsqu'un plan est perpendiculaire à un autre plan, le se
cond plan est perpendiculaire au premier. 

2g5. i ° . Lorsqu'un plan tombe sur un autre plan , la somme des deux 
angles adjacens, formés par le premier plan avec le second, vaut 180 0 . 
Et réciproquement; lorsque trois plans, terminés a une même droite, 
sont tels, que la somme des angles formés par Vun ae ces plans avec les 
deux autres , vaut T8O°, on peut en conclure que des deux derniers plans, 
Vun est le prolongement de Vautre. 2 0 . Lorsque deux plans se coupent, 
les angles opposés au sommet sont égaux ; et réciproquement, lorsque 
quatre plans , qui passent par une même droite, sont tels, que les angles 
opposés au sommet sont égaux, on peut en conclure que ces plans pro
longées se confondent deux a deux ; de sorte qu'il n'y a réellement que 
deux plans différens. En effet; par la droite Pz, (fig. a45) , conduisez des 
plans, Pli , PC, Py, PC, et par le point z , menez dans ces plans des per
pendiculaires , zli, zy, zQ , zC', à l'intersection Pz ; ces perpendiculaires se
ront dans un même plan perpendiculaire à Pz, (n° 252 ) , et les angles for
més par ces perpendiculaires, mesureront les angles formés par les plans, 
(n° 293) ; mais, (n° 11 ), ces droites jouissent des propriétés énoncées pour les 
plans; les plans en jouissent donc également. Ainsi , 

i° . Lorsque le plan Py est le prolongement du plan PQ, la droite zy est 
le prolongement de Ç s ; la somme des angles RzQ, Rzy, vaut donc 1 8 0 0 , 
(n° 11. i ° j ; mais ces angles mesurent les inclinaisons des plans ; la somme 
des angles RPQ, RPy, vaut donc 1 8 0 0 . Réciproquement, lorsque la somme 
des angles, RPQ, RPy , formés par le plan PR avec les plans PQ, Py9 

vaut 1 8 0 0 ; le plan Py est le prolongement du plan PQ, car la somme des 
angies, RzQ, Rzy, valant 1 8 0 0 , la droite zy est le prolongement de Qz, 
(n° 11. 2 0 ) ; les deux plans PQ, Py, passent donc par les deux mêmes 
droites Pz, Qy, ces plans se confondent donc, (n° 239). 

2°. Lorsque le plan / y , étant le prolongement du pian P Q ; le plan PC 
est le prolongement du plan PR-, zy est le prolongement de Qz , et zC est le 
prolongement de Rz\ les angles , RzQ , Czy , opposés au sommet, sont donc 
égaux, ainsi que les angles, Rzy, CzÇ); les angles pians, RPQ, CPy9 

opposés au sommet, sont donc égaux, ainsi que les angles, RPy, CPQ. 
Réciproquement , lorsque quatre plans, PR , PQ , Py , PC, sont tels , que 
les angles opposés au sommet, RPQ, CPy} sont égaux, ainsi que les 
angles, RPy, CPQj les angles, RzQ, Czy, sont égaux, ainsi que les 
angles Rzy, CzQ, car ces angles mesurent les inclinaisons des plans; zy est 
donc le prolongement de Qz et zCest le prolongement de Rz, (n° i 5 j ; les 
plans Py, PQ , prolongés , se confondent donc , car ils passent par les deux 
mêmes droites Pz, Qy. Par la même raison , les plans , PR, PC, prolongés, 
se confondent, car ils passent par les deux mêmes droites Pz, CR. Le plan 



Py est donc le prolongement du plan PQ ; et le plan PC est le prolongement 
du plan PR. 

296. (fig. 2 4 5 ) - Deux plans parallèles, coupés parun troisième plan, 
jouissent des mêmes propriétés, dans les angles qu'ils forment avec c» 
troisième plan, que deux lignes droites parallèles, a l'égard àV une troi
sième droite qui les coupe. En effet ; si l'on coupe deux plans parallèles p 

QY, NV, par un plan/?/ 7 ' , les intersections,Pz, CD, seront parallèles, 
(n« 270). Par un point quelconque z de Pz, menez un plan RCJY perpen
diculaire à Pz\ ce plan sera perpendiculaire sur la droite CD parallèle à Pz7 

(n° 263 ) , et les (intersections du plan RCNavec les plans, QY, JVP^, PR, 
seront des droites, Qy, 2Vb, aR\ les deux premières droites seront paral
lèles; bJV et aR seront perpendiculaires à CD\ aR et Qy seront perpendi
culaires sur Pz ; les angles forme's par les droites Qy, JVb, aR9 mesureront 
donc les angles forme's par les plans, Q Y, JSV, RF. Mais les propriétés des 
parallèles, Qy, JSb, coupées par la droite aR , donnent.. . 

QzC + JVCz = i8o<\ 

l'angl. RzQzsRC1Y= azy = aCbj VangL Rzy =*RCb — azQ^aCZV*. 

Ce gui démontre le principe énoncé, 

297. La réciproque est fausse ; car lorsque deux plans, coupés par un 
troisième, jouissent de Vune des propriétés énoncées dans le n° 296 , il est 
possible que les deux premiers plans ne soient pas parallèles. Par 
exemple, deux plans qui ne sont pas parallèles , peuvent évidemment former 
des angles égaux avec un troisième plan. 

298. (fig. 2 4 5 ) . Lorsque deux plans , qui se coupent, sont respective* 
ment parallèles a deux autres plans, l'intersection des deux premiers 
plans est parallèle à V intersection des deux autres , et V angle formé par 
les deux premiers plans est égal a Vangle formé par les deux autres. 
En effet} concevez quatre plans, PQ, PR, TJV, TS, parallèles deux h 
deux, et qui se coupent suivant des droites, P z , TG ; prolongez les plans 
PR, TJV, jusqu'à leur intersection CD ; les intersections, CD, Pz, d\i 
planZXft, avec les plans parallèles, DN, PQ, seront parallèles, (n° 2 7 0 ) ; 
les intersections, CD, GT, du plan DJV, avec les plans parallèles, DR 9 

TS, seront aussi parallèles; les intersections, TG,Pz, seront doncpaïaî-
lèles, (n° 265). Menez un plan gMK, perpendiculaire à Pz\ ce plan sera 
perpendiculaire sur TG, (n° 263); ses intersections, Ag , AR, Bv, BK , 
avec les quatre plans donnés, seront parallèles deux à deux, (n° 270), et per
pendiculaires aux lignes, Pz , TG, ( 11 e 283) ; les angles , g AH, vBK, scron: 
donc égaux; mais ces angles mesurent les inclinaisons des plans donnés; 
l'angle des plans PQ, PR, est donc égal à l'angle formé par les plans, 
TJV, TS. Ce qui démontre le principe énoncé. 

299. (fig. 245}. Les angles , formés par un même plan avec plusieurs 
plans parallèles, sont égaux, Eu effet; menez deux plans parallèles., Q Y, 



JS[V] ces plans couperont le plan FR, suivant les lignes parallèles , zP, 
CD] conduisez un plan gMK perpendiculaire à Pz ; ce plan coupera les 
plans , NV, QF, ER, suivant des droites, MK , AH, M g ; les deux pre
mières droites seront parallèles , (n° 270), et les angles , g AH, gMK, mesu
reront les inclinaisons des deuxpremiers plans sur le troisième ; mais ces angles 
sont égaux; le principe est donc démontré. 

300. (fig. 245 ). Les angles formés par une droite quelconque g M", avec 
des plans parallèles , DJY , PQ , sont égaux. Car en menant d'un point 
quelconque g de Mg, une perpendiculaire gK , aux plans, DJY, PQ ; con
duisant un plan gMK , par les droites gM, gK et tirant des droites AH, 
MK, par les points de rencontre des droites gM,gK, avec ces plans; les in
tersections du plan gMK , avec les plans parallèles PQ, DW, seront paral
lèles, ( n 9 270); et les angles g AH, gMK, que la ligne gM, forme avec les 
plans parallèles PQ, DJY, seront égaux, (n° 28) . Ce qui démontre le prin
cipe énoncé. 

301. ( fig. Ï IO) . lorsqu'une droite est perpendiculaire a un plan; tous 
les plans, conduits par cette droite, sont perpendiculaires au premier 
plan. En effet ; par la droite ML , perpendiculaire-an plan GE, menez un 
plan quelconque CK ; dans le pian GE, tirez LW perpendiculaire sur Tinter-
section CD, des plans GE, CK; la droite ML, perpendiculaire au plan GE , 
sera perpendiculaire à lu ligne LW, située dans ce plan; l'angle ML W sera 
donc droit; mais cet angle mesure l'inclinaison des plans CK , GE, (n° 293); 
ces plans sont donc perpendiculaires l'un à l'autre. 

302. Par une droite, perpendiculaire à un plan, on peut mener une 
infinité de plans perpendiculaires au premier plan, ( n° 3oi ). 

303. (fig. 110 ). Quand deux plans sont perpendiculaires Vun a l'autre; 
si par un point de Pun de ces plans , on mène dans ce plan une droite 
perpendiculaire à l'intersection commune ; cette droite sera perpendicu
laire à l'autre plan. En effet ; soit le plan CK perpendiculaire au plan GE\ 
par un point quelconque M, du plan CK , menez dans ce plan une perpen
diculaire ML à l'intersection CD , et par le point L, menez dans le plan 
GE, la droite LW perpendiculaire a CD ; l'angle MLN mesurera l'incli
naison des plans , GE , CK, (n° 293) ; cet angle sera donc droit ; mais l'angle 
MLC est droit; la ligne ML est donc perpendiculaire au plan GE, ( n° a5i) . 

3o4- (fig. n o ). Lorsque deux plans sont perpendiculaires Pun à P autre, 
si d'un point quelconque de Pun de ces plans , on mène une perpendi
culaire a P autre plan ; elle sera toute entière dans le premier plan. En 
effet; concevez deux plans, CK, CE, perpendiculaires l'un à l'autre et 
qui se coupent suivant CD] d'un point quelconque M du premier plan, 
menez ML perpendiculaire sur CD ; la droite ML, située dans le plan CK, 
sera perpendiculaire au plan GE, (a0 3o3 ); niais par le point M, on ne peut 
conduire qu'une seule perpendiculaire au plan GE, (n° 20 . °); la perpendi
culaire menée du point M, sur le pian GE} est donc dans le plan ÇK 



305. ( fig. TTO). Toutes les perpendiculaires RC, ML, KD, menées 
des différens points d'une droite RK , sur un plan GE, sont dans un, 
marne plan CK, perpendiculaire au plan GE. Car si l'on mène un plan 
CK, par les droites, RK, RC, ce plan sera perpendiculaire au plan GE, 
( n° 3oi ) , et les perpendiculaires abaissées des différens points, R, M, K, de 
ce plan, sur le plan GE, seront dans le plan CK, ( n° 3o4). 

306. Lorsque deux plans sont perpendiculaires l'un a Vautre , toute 
perpendiculaire à Vintersection commune, menée dons Vun des plans? 

est perpendiculaire a Vautre plan,(n° 3o3 ) , et toute perpendiculaire 
a Vun des plans , menée par un des points de l'intersection , est dans 
Vautre plan , (n° 3o4). 

3o~. (fig. n i ). L'intersection de deux plans perpendiculaires a un 
troisième, est perpendiculaire a ce troisième plan. En effet 5 soient les 
plans LN, CK, perpendiculaires au plan GE \ si par le point B d'inter
section de ces trois plans, on menait une perpendiculaire au pian GE, elle 
d e rait se trouver dans chacun des plans LN cl CK, (n° 3o6) ; cette per
pendiculaire est donc l'intersection AB de ces deux plans. 

308. (fig. n i ). RÉCIPROQUEMENT , lorsque l'intersection de deux*plan$ 
est perpendiculaire a un autre plan ; les deux premiers plans sont per
pendiculaires au troisième , car l'intersection AB , des plans CK, LN y 
étant perpendiculaire au plan GE, les plans CK , LN, passent par une 
perpendiculaire AB au plan GE ; ces deux premiers plans sont donc per-
pendiculaiies au troisième, (n° 3oi). 

309. (fig. m )• Tout plan, perpendiculaire a deux autres plans, est 
perpendicidaire à Vintersection de ces deux derniers plans. En effet ; le 
plan GE étant perpendiculaire aux plans, CK, LNj ces deux derniers plans 
sont perpendiculaires au plan 6-E ; leur intersection AB est donc perpen
diculaire au plan GE, (n° 307) ; le plan GE est donc perpendiculaire à l'in
tersection AB, des plans, CK, LN 

310. Déterminer la plus courte distance entre deux plans parallèles? 
La plus courte, distance d'un point à un plan, étant la perpendiculaire menée 
du point sur le plan, (n° 255. 3°) ; la plus courte distance demandée est né
cessairement l'une des perpendiculaires menées d'un point de l'un des plans 
sur l'autre plan. Mais, toute perpendiculaire à l'un des plans, est perpendi
culaire à l'autre plan, (n° 271) ; la plus courte distance demandée sera donc 
une perpendiculaire commune aux deux plans; or ces perpendiculaires sont 
parallèles, (n° 264), et égales, (n° 273 ) ; chacune d'elles mesure donc la plus 
courte distance demandée. 

3 n . Deux plans parallèles sont partout à égale distance ; et lapins 
eourte distance entre deux plans parallèles , est une ligne droite per
pendiculaire à chacun de ces plans, ( n° 3 io ) . 

3i3. Lorsque plusieurs points , non en ligne droites sont également dis-



tans (Vun plan donné ; tous ces points sont situés dans un plan parai* 
lèle au plan donné. En effet ; les perpendiculaires menées de ces points 
sur le plan donné, étant parallèles et égales ; ces points sont dans un plan 
parallèle au plan donné , ( n° 3 u ) . 

3i4« (fig* n o . ). Quand une droite est parallèle a un plan , tous 
les plans conduits par cette ligne, coupent le premier plan , suivant des 
parallèles à la ligne donnée. En effet; si par la droite RK, parallèle au 
plan GE, on mène un plan RD , qui coupe le plan GE, suivant CD ; 
la ligne RK, parallèle au plan GE, ne pourra pas rencontrer la droite 
CD] mais les droites, CD, RK, sont dans un même plan RD] elles 
sont donc parallèles, ( n° 23). 

315. (fig. 1 1 0 ) . Lorsque une droite RK est parallèle à un plan GE, 
toutes les perpendiculaires , menées des différens points de la droite 
sur le plan, sont perpendiculaires à cette droite. En effet ; menez RC 
perpendiculaire au plan GE ; conduisez un plan RD, par les droites, 
RK,RC] ce plan coupera le plan GE, suivant une droite CD parallèle 
à RK , ( n° 3i4) ; mais l'angle RCD est droit ; l'angle CRK -est donc droit, 
(n° 3 o ) ; CR est donc perpendiculaire à RK. 

316. ( fig. TO8 ). Toute parallèle AM, a un plan GE, forme un angle 
nid avec ce plan. En effet; tirez une perpendiculaire MD au plan GE9 

l'angle DMA sera droit, ( n° 3 i5) ; le complément de cet angle sera donc 
nul; mais ce complément mesure l'angle formé par la droite JlM avec le 
pian GE, ( n° 2g3). Le principe est donc démontré. 

317. (fig. 1 1 0 ) . Lorsqu'une droite RK est parallèle a un plan GE ; 
toutes les perpendiculaires menées des différens points de cette droite 
sur le plan, sont égales. En effet; tirez des perpendiculaires, RC, ML, KD, 
au plan GE] ces perpendiculaires seront parallèles , ( n° 264) , et situées 
dans un même plan CDKR, ( n° 3o5) ; ce plan coupera le plan GE suivant 
une droite CD, parallèle à RK, (n° 3 r 4 ) ; les parallèles, RC, ML, K D, 
comprises entre les parallèles, RK , CD, seront égales, ( n° 33) ; ce qui 
démontre le principe énoncé. Les parallèles, RC,ML, KD, sont perpen
diculaires à la droite RK, (n° 3i5), et au plan GE. 

318. Line droite est parallèle à un plan; on demande la plus courte 
distance de la droite au plan ? Les perpendiculaires, menées des différens 
points de la droite sur le plan , étant plus courtes que les obliques menées 
de ces points sur le plan et ces perpendiculaires étant égales, (n° 317), cha
cune d'elles mesure la plus ^courte distance demandée. Cette plus courte 
distance est perpendiculaire au plan et à la ligne. Tous les points d'une pa
rallèle a un plan, sont donc également éloignés du plan. 

319. L,orsque plusieurs points d'une droite , sont a égale distance d'un 
plan; cette droite est parallèle au plan; car si cette droite n'était pas-
parallèle au plan, elle le rencontrerait ; tous les points de là droite ne se-



raient donc pas à égale distance du plan ; ce qui est contre l'hypothèse-
320. ( fig. n 4 )* Lorsqu'une droite CD est parallèle à un plan MNf 

si par un point quelconque C, de CD, on mène un plaît PQ, paral
lèle au plan MN', la droite CD sera toute entière dans le plan PQ> 
En effet; si CD n'était pas dans le plan PQ, en menant par cette droite 
un plan^fZ), ce plan couperait les plans parallèles, MN, PQ, suivant 
des parallèles, AB, CL Mais, CD est parallèle à AB, ( n° 3 i 4 ) ; on pour
rait donc conduire par un même point deux parallèles, CD, CI, à BA 9 
ce qui est absurde, (n° 29) ; la droite CD est donc dans le plan PQ* 

821. ( fig. 114)« Toute parallèle AB, a une droite CD située dans un. 
plan PQ, est parallèle a ce plan, car les parallèles, AB, CD, étant 
dans un même pian ABCD, la droite AB ne pourrait rencontrer le plan 
PQ, que sur un des points de CD ; ce qui est impossible. 

322. (fig. 114 )• Lorsqu'une droite AB est parallèle à un plan PQi 
si par un point C du plan, on mène une parallèle CD à AB ; cette parai" 
lèle sera toute entière dans le plan- En effet; si la droite CD n'était 
pas dans le plan PQ,le plan des parallèles, AB, CD, couperait le plan 
PQ, suivant une droite CI, parallèle à BA, ( n° 3 i4 ) ; on pourrait donc 
mener par le point C deux parallèles CD, CI, à BA\ ce qui est absurde, 
( n ° 29 ) . 

323. (fig. 114 )• Lorsque deux droites AB, CD, sont parallèles; tout 
plan, conduit par l'une de ces droites , est parallèle à l'autre. En effet; 
si par la droite CD, on mène un plan PQ , la ligne AB, parallèle à 
la droite CD, située dans le plan PQ, sera parallèle à ce plan , ( n° 32 i ) ; le 
plan PQ sera donc parallèle à AB. 

324. Quand deux droites sont parallèles ; on peut conduire par l'une 
d-elles, une infinité de plans parallèles à l'autre, car tous les plans , 
amenés par l'une de ces droites, sont parallèles à l'autre droite, ( n ° 3 2 3 ) , 

325. Lorsque deux droites sont parallèles à une troisième ; le plan de 
ces deux droites est parallèle à la troisième, car cette troisième droite 
est parallèle à deux lignes situées dans ce plan, ( n° 32i ). 

326. (fig. 19). Quand deux droites CD, MN,sont parallèles ; en condui
sant par un point quelconque des parallèlles à ces droites; les paral
lèles ainsi menées se confondent. En effet ; tirez EB parallèle à CD 
et QE parallèle à MN', les droites EB, MN, parallèles à CD, sont pa
rallèles entr'elles, ( n° 2 6 5 ) ; les droites BE, QE, se confondent donc, 
car elles passent par le même point E} et sont parallèles à la même droite 
MN, ( n ° 2 4 i ) . 

327. (fig. 244)- Lorsque deux droites , qui se coupent, sont parallèles 
a un plan donné; le plan conduit par ces droites , est parallèle au plan, 
donné. En effet; les droites A'B', A'C étant parallèles au plan BAC, 
*a perpendiculaire A'A, au plan BAC, sera perpendiculaire aux droites 
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A'B', AfC, (n° 3 i 5 ) . Les plans, BAC, BAC, sont donc ptrpenàl* 
culaires à la droite A A' ; ces plans sont donc parallèles, ( n© 268). 

328. (fig. n 3 ) . Quand deux plans se coupent; si par un point de 
Vun des plans; on mène une parallèle a Vintersection ; cette parallèle 
sera dans ce plan, elle sera parallèle a Vautre plan* Et réciproque
ment , si par un point de Vun des plans, on mène dans ce plan une pa
rallèle à Vautre plan, cette dernière ligne sera parallèle a V intersection* 
En effet ; soient deux plans, GE, GF, qui se coupent suivant la droite G Ai 
si par un point C du plan GF, on mène une parallèle FR, à G A ; FR sera 
dans le plan GF, ( n* 243), et FR sera parallèle au plan GE, ( n° 321 ). 

Réciproquement. Si par le point C du plan GF, on mène dans ce plan 
tine parallèle RF au plan GE, cette ligne sera parallèle à G A, car les droites 
RF, GA, étant situées dans un même plan GF] si la première droite n'était 
pas parallèle à la seconde, elle la rencontrerait en un point du plan GE ; la 
droite RF, parallèle au plan ùE, rencontrerait donc ce plan; ce qui est 
absurde. 

3^9* ( fig* 2 4 5 )• P a r u n P°*nt àonné, on ne peut conduire <fu'un seul 
•plan, perpendiculaire a une droite donnée. En effet ; si par le point P 
on pouvait mener deux plans, PR , PQ, perpendiculaires à la droite AB\ 
cette droite serait perpendiculaire aux plans, PR, PQ] conduisant un plan 
quelconque suivant AB, les intersections, Ag, AH, de ce plan avec les 
plans , PR, PQ9 seraient perpendiculaires à BA ; les angles g A B, HAB, 
seraient donc droits; ce qui est absurde , puisque ces angles étant dans un 
même plan , le second est plus petrt qwe le premier. 

330. (fig. 245). Par un point donné, on ne peut conduite qu1 un seul 
plan parallèle h un plan donné. En effet; si pat le point P, on pouvait 
ïnener deux plans, PR,PQ, parallèles au plan GE\ en coupant ces trois 
plans par un plan quelconque ABKg, les intersections, Ag, AH, BK , 
de ce plan avec les trois autres, seraient parallèles, ( n° 270 ) ; par le point 
A, on pourrait donc mener dans le plan ABKg, deux parallèles Ag, AH, 
à BK 5 ce qui est absurde, ( n° 29) . 

331. (fig. i32) . Une droite, parallèle h Vintersection de deux planSy 
est parallèle à Chacun de ces plans ; et réciproquement , toute droite 
parallèle à deux plans, est parallèle à Vintersection de ces plans. En 
effet; concevez une droite CF, parallèle à l'intersection AH, des plans 
HD, HB] la ligne CF, parallèle & la droite AH , située dans les plan* 
HD, HB, est parallèle h chacun de ces plans, ( n° 3ai ). 

Réciproquement ; si la droite CF est parallèle aux plans , HB, HD, 
elle sera parallèle à l'intersection AH, de ces plans; car en conduisant par 
4JF, un plan CE , parallèle au plan BH, les intersections de ces deux 
plans parallèles , par le plan DH, seront deux parallèles DE, AH, (n°270 )j 
mais DE est parallèle à CF, (n° 3 i4 ) i les droites CF, AH, sont donc 
parallèles, ( n° 265 ). 

(fig. x33). Lorsqu'une droite CF, nyest pas perpendiculaire à unpU* 



ABED; onne peut mener par cette droite, qu'un seul plan perpendicu
laire au plan ABED. Car si l'on pouvait conduire par la ligne CE, deux 
plans CD, CE, perpendiculaires au plan ABED ; en menant d'un point 
quelconque C, de CF, des perpendiculaires, CA, CB, sur les intersec
tions, AD, BE, du plan ÀE, avec les plans, CD, CE; les droites, CA, CB, 
seraient perpendiculaires au plan AE, ( no 3o3 ) ; on pourrait donc mener 
d'un point C, deux perpendiculaires au plan AE ; ce qui est absurde., 
( n° 255. i° ). 

333. (fig. i 3 3 ) . Pour conduire par la droite CF, un plan CFDA,per* 
pendiculaïre au plan AE ; il suffit de mener d'un point quelconque de 
CF, une perpendiculaire CA au plan AE, (n° 260). Le plan CFDA 9 

mené par les droites, CF, CA, sera le plan demandé, (n° 3oi ). Si CF 
était perpendiculaire au plan AE, les droites , CF, CA, se confondraient 
et le plan CFDA de ces droites, pourrait prendre une infinité' de positions; 
ce qui s'accorde avec le principe du n° 3o2. 

334. (fig. 112). Lorsque par deux droites parallèles, AN, HM, on. 
mène] des plans AP, HK, perpendiculaires h un plan GE ; les intersec
tions, BP, FK ,de ces plans avec le plan GE, sont parallèles. En effet j 
si par deux points N, M, des parallèles , AN, HM, on mène des droites, 
NP, MK, perpendiculaires au plan GE; ces droites seront parallèles, (n° 264), 
«tsituées dans les plans, AP,HK, (n° 3 o 4 ) ; les droites MA, NP, étant 
respectivement parallèles aux droites, MH,MK; les plans, AP, HK, de 
ces droites, sont parallèles, ( n° 275 ) ; les intersections, BP, FK, de ces plans 
avec le plan GE, sont donc parallèles, ( n° 270 ). 

335. (fig. n o ) . Tout plan, parallèle a. une perpendiculaire a unplan% 

est perpendiculaire à ce dernier plan. En effet; la droite ON étant per
pendiculaire au plan GE, menez un plan CK, parallèle à ON; du pied 
iVde la perpendiculaire ON, menez NL perpendiculaire sur l'intersection 
CD des plans, GE, CK; par les droites, NO, NL, conduisez un plan 
NLMO; ce plan coupera le plan CK, suivant une droite LM, parallèle 
à ON, ( n ° 3 i 4 ) . Mais, NO est perpendiculaire au plan GE; LM est 
donc perpendiculaire à ce même plan, ( n° 262 ) ; les droites , LM , LN9 

situées dans les plans, CK, GE , sont donc perpendiculaires au même 
point L de l'intersection de ces deux plans; elles mesurent donc l'angle de 
ces plans. Or, l'angle MLN est droit; le plan CK est donc perpendicu
laire au plan GE. 

336. (fig. 110 ). Lorsque deux plans sont perpendiculaires Vun à l'autre, 
toute perpendiculaire à Vun des plans, est parallèle à Vautre plan ; car 
les plans, CK, GE, étant perpendiculaires l'un à l'autre, si la perpendi
culaire NQ, au plan GE , n'était pas parallèle an plan CK, elle rencon
trerait ce plan en un point M; menant de ce point une perpendiculaire 
ML sur l'intersection CD, des plans, GE, CK,la. ligne ML serait per
pendiculaire au plan GE, (n° 3o3) j mais MNest perpendiculaire au même 



plan ; on pourrait clone mener d'un même point M, deux perpendiculaires, 
ML, MN, sur le plan GE] ce qui est absurde, ( n» 255. i° ) ; JYQ est 
donc parallèle au plan CK. 

337. (fig. n 4 ) - %a droite AC étant perpendiculaire au plan PQ, et 
la droite GH n'étant pas parallèle à ce plan; tout plan, perpendicu
laire à GH, rencontrera nécessairement la droite AC. En effet ; menez 
le plan BR, perpendiculaire à GH ; si ce plan ne rencontrait pas la droite 
AC, il serait parallèle à cette droite; mais AC est perpendiculaire au 
plan PQ]le planai? serait donc perpendiculaire au pian PQ, (n° 335 ) 5 

la ligne GH, perpendiculaire au plan BR, serait donc parallèle au plan PQ, 
|n® 336 ); ce qui est contre l'hypothèse. Tous les plans perpendiculaires 
à GH, rencontrent donc la droite AC 

338. (fig. i n ). Si Von mène deux plans respectivement perpendicu
laires à deux droites qui se coupent, ces plans se couperont toujours 
et leur intersection sera perpendiculaire au plan des deux droites. En 
effet; conduisez un plan GE, par deux droites, PC, P i V , q u i se coupent ; 
menez deux plans, CA ,JYA, respectivement perpendiculaires à ces droites j 
ces plans se couperont suivant une droite AB, (n°2Cii ). Le plan GE est 
perpendiculaire aux plans., CA,IVA, car il passe par deux droites, PC, PJV9 

perpendiculaires à ces deux plans, ( n ° 3 o i ) ; le plan GE est donc perpen
diculaire à l'intersection AB, des plans CA,IVA; l'intersection AB est 
donc perpendiculaire au plan GE. 

339. ( fîg. 107 ). Lorsque par le milieu d'une droite, on mène un plan 
perpendiculaire a cette droite ; i° les distances de chaque point du plan 
aux extrémités de la droite, sont égales ; 2 0 les points de ce plan jouis-» 

sent seuls de cette propriété ; 3® si les distances de trois points , non 
en ligne droite, aux extrémités d'une droite, sont égales deux à deux, 
le plan conduit par ces trois points sera perpendiculaire à la droite, 
et passera par le milieu de cette droite. En effet; i° par le milieu B, 
delà droite AD , conduisez le plan GE, perpendiculaire sur AD ; d'un point 
quelconque R du plan GE, menez des droites, RA, RD, aux extrémités 
de AD , et tirez BR ; les angles , RBA , RBD , seront droits ; or BA=BD', 
les triangles, RBA, RBD, sont donc égaux, ( B. n« 8 0 ) ; donc, RA=DR; 
20 si par un point S, situé hors du plan GE, on mène la droite SA ; celte 
droite rencontrera le plan GE, en un point R] tirant les droites, DR, DS, 
on aura, 

AR—DR; SD<RS+DR, o u , SD<RS-h AR, ou SD< SA. 

Les points situés hors du plan GE, sont donc inégalement distans des 
extrémités A et D de la droite AD. 

3°. Prenez trois points, R, T, K, non en ligne droite, et tels que vous 
ayez , RA^RD, TA => TD, KA^KD. Le plan GE, déterminé par 
ces trois points, sera perpendiculaire à DA et passera par le-milieu B de 



AD; car il n'y a que les points du plan perpendiculaire sur le milieu de 
AD, qui puissent être également distans des extrémités^ etD, de AD, (20). 

34o. (fig. 245) . Lorsqu'un plan divise l'angle de deux autres plans 
en deux parties égales, les perpendiculaires, menées d'un point quel
conque du premier plan, sur les deux autres plans, sont égales, et les 
points de ce plan jouissent seuls de cette propriété. En effet; i°. concevez 
un plan PR, qui divise l'angle des plans PQ j PX} en deux parties égales ; 
par un point A, de l'intersection Pz de ces trois plans , menez un plan, 
LAH, perpendiculaire à Pz 5 ce plan sera perpendiculaire aux pians, PQ, 
PR, PX, (n° 3o8 ) , et il les coupera suivant des droites , AH, Ag, AL, 
perpendiculaires à Pz ; les angles formés par ces droites, mesureront donc 
les inclinaisons des plans, PQ, Pii,PX; les angles , g AH, gAL, seront 
donc égaux. D'un point quelconque g, de l'intersection des plans PR, 
LAH, menez dans ce dernier plan des perpendiculaires, gH, gl, sur les 
intersections, AH, AL; ces droites seront perpendiculaires aux plans, PQ, 
PX, (n° 3o3). Les triangles rectangles, Agi, AgH, seront égaux, (n° 5o). 
Donc, gl—gH. 

2°. Si d'un point quelconque p , situé hors du plan PR, on mène des 
perpendiculaires, pq , pH, sur les plans, PX, PQ ; ces perpendiculaires 
seront inégales. En effet; du point g, où la droite pH rencontre le plan PR, 
menez gl perpendiculaire au plan PX; joignez le pied / de cette perpen
diculaire, avec le point p ; gI sera égal à gH, et la perpendiculaire pq au 
plan PX, sera plus courte que l'oblique pl. Or, le triangle pgl, donne , . . 

pl<pg+gl; donc, pI<pg + gH, ou PI<pH. 

Mais, pq est plus petit que pi ; pq est donc plus petit que pH, 
34i- (fig. m ) . Lorsque deux droites, menées par le même point, sont 

respectivement perpendiculaires a deux plans ; Vangle de ces droites est 
le supplément de l'angle formé par les plans. En effet ; par un point 
quelconque P, menez des perpendiculaires, PC, PN, aux plans AC, AN ; 
le plan GE, conduit par ces deux lignes, étant perpendiculaire aux plans, 
AC, AN, ( n 9 3o i ) , sera perpendiculaire à l'intersection AB de ces deux 
derniers plans, (n° 3og) ; les droites, BC, BN,seront donc perpendiculaires 
sur AB ; l'angle CBN mesurera donc l'inclinaison des plans, AC, AN. 
Mais, dans le quadrilatère BCPN, les angles N et C étant droits, la somme 
des angles B cl P vaut 180 0 . L'angle CPN, formé par les perpendiculaires 
PC, PN, aux pians AC, AN, est donc le supplément de l'angle CBN, 
formé par ces plans. Et par conséquent, lorsque l'angle formé par deux 
plans est très-aigu nu très-obtus, Vangle formé par les perpendiculaires 
a ces plans, est très-obtus ou très-aigu, et V angle formé par ces perpen
diculaires , approche d'autant plus de 9 0 0 , que Vangle des plans approche 
d'être droit. 

342. (fig, 109). Lorsque par un point donnéa on mène une perpendieu* 



taire a. line droite horizontale (*), cette perpendiculaire est située dans; 
le plan conduit par le point donné , perpendiculairement à la ligne 
donnée, et ce plan est vertical. En effet; d'un point quelconque A, menez 
une droite Al, perpendiculaire à l'horizontale CD ; tirez la verticale AS > 
et conduisez , suivant CD, un plan GE perpendiculaire à la verticale AS ; 
ce plan horizontal, coupera AS en un point B. Prenez IC=ID, et tirez 
les droites, AC, AD, BC, BD. Les triangles rectangles, AIC, AID y 

seront égaux, (B. n° 8 0 ) ; donc AC =• AD ] les triangles rectangles, ABC, 
ABD, sont donc égaux, (n° 5o) ; donc BC=*BD ; les triangles, BIC,BID, 
sont donc égaux, (B« n° 83) ; les angles, BIC, BID, sont donc droits. Les 
lignes, IA , IB, étant perpendiculaires h CD, le plan AIB, des deux pre
mières droites, est perpendiculaire à l'horizontale CD] mais ce plan, qui 
passe par la verticale AS, est vertical ; le principe est donc démontré. 

343 . (fig. n 5 ) . Si, d'un point I, pris hors du plan GE, on tire des 
droites à différens points, K, L, M, A, B, C, D, F, du plan GE ; et si 
Von mène un plan, eg, parallèle à GE, qui rencontre ces droites en% 

k, l, m, a, b, c, d, f; les droites, 1K, IL, 1M, IA, IB, IC, ID, IF, 
seront coupées en parties proportionnelles ; les triangles, KLM, klmy 

seront semblables , cdnsi que les polygones, ABCDF, abcdf; les sur
faces de ces triangles et de ces polygones, seront proportionnelles aux 
quarrés des perpendiculaires, IP, Ipy menées du point I, sur les plans 
GE, eg. De sorte qu'on aura, . . . 

( 1 ) . . . IK: ik :: IL : il IM: im :: lAiia ::iB:ib : : i c : i c , etc. 

(1) IP* llp* : : KLM : Mm : : ABCDF : abcdf. 

En effet; les intersections, LM, Im, du plan ILM, avec les plans paral
lèles, GE, ge, sont parallèles; on prouvera de même que les droites , MK% 

KL, MA, AB, BC, etc., sont respectivement parallèles aux lignes mk,, 
kl, ma, ab, bc, etc. ; ce qui donne, (B. n<> 1 0 9 ) , 

MJK^IK KL__IL__LM^IM IP _IAAB^=IB_BC. 
"m'k Ik kl il Im Im Ip la ab Ib bc 9 

On en déduit, LM : In* Il IP l Ip, AB ; ab II IP : Ip. 

(J)...IK :ik::iL:ii:: IM: im : : IP ; iP : : IA : la : : IB : ib, e t c 

( 3 ) . . . KL : ki ;: LM ; lm :: MK : mk. 

(*) Toutes.les droites, dirigées vers le centre de la terre, sont dites verti* 
cales. Les plans menés par ces droites sont verticaux. Tout plan perpendicu
laire à une verticale, est horizontal} et toutes les droites, situées dans un plan 
horizontal, sont horizontales. Il en résulte que tous les plans perpendiculaires 
-4U plan horizontal, sont verticaux. 



(*) En effet ; les intersections, AC, pq, des plans parallèles , L, M, par 
le plan ACB, sont parallèles, (n°. 2 7 0 ) , et les intersections, BD, qr, des 
plans parallèles, JV, M, par le plan CBD, sont aussi parallèles ; la droite CD 
rsncortfre donc le plan iJ/^au point q d'intersection des d£Qhe*,pq, rq* 

Les proportions (i) démontrent que les droites, IK, IL, IM, IA\ etc., 
font coupées proportionnellement par les plans parallèles GE, ge. Les pro
portions (3) démontrent que les triangles KLM, klm, sont semblables, 
(B. n° n 4 ) . On prouverait de même que les triangles, ABC, A CD, ADF+ 
«ont respectivement semblables aux triangles, abc, acd, adf; les polygones 
ABCDF, abcdf, sont donc semblables, (B. n<> i33). Mais, les surfaces sem
blables sont comme les quarrés de leurs côtés homologues , (B. n° 161); donc 

KLMl klm X LM* : lm* :: IP* : Ip* et 

ABCDF: abcdf:: AB» ; ab* :; IP* : Ip». On en déduit, 

(2) zp* : ip* 1: KLM ; Mm : : ABCDF : abcdf 

344' (fig* 243). Deux droites, situées d'une manière quelconque dans 
Vespace, sont coupées en parties proportionnelles, par trois plans pa
rallèles. En effet ; concevez trois plans parallèles, L, M, JV, qui coupent 
deux droites, AB, CD,, aux points , A, p, B, C, r, D; menez la droite pr 
par les points p et r, conduisez des droites, pq, rq , respectivement parallèles 
aux lignes, AC, BD; les deux premières droites se couperont en nn point q 
qui sera l'intersection de CB avec le plan M (*), et Ton aura, (B. n° 102 ) , 

Bp m. pA :: Bq : qC; Dr l rC :: Bq : qC; donc, BplpAy. Dr : rC. 

34.5. (fig- 134 ) • L'angle formé par plusieurs plans, qui se réunissant 
en un même point, est ce qu*on nomme un ANGLE SOLIDE. Ainsi, les plans, 
DBE, EBF, DBF, forment l'angle solide B; les arêtes de cet angle solide 
sont les intersections, BD, BE, BF, de ces frois plans. Les angles DBE, 
EBF, DBF, sont les angles plans qui forment l'angle solide B. Examinons 
les propriétés des angles solides. 

346. (fig. i 34 ) . Lorsque trois angles plans forment un angle solide, 
chaque angle plan est plus petit que la somme des deux autres. Il suffit 
de prouver que le plus grand des trois angles plans, est plus petit que la 
somme des deux autres. Concevez un angle solide B, formé par trois angles 
plans, dBe, eBf, àBf, et supposez que dBfsoit le plus grand de ces trois 
angles. Dans le plan dBf, menez la droite Bh, sous un angle dBh-=.dBe ; 
prenez BH~BE; par un point quelconque F de Bf, et les points H, E, 
tirez les droites, FD, FE;et menez la droite DE. Les triangles, DBE, DBH, 
seront égaux, (B. n° 80); les côtés, DE, DH+ seront donc égaux. Or, on a . . . 

DF<DE + EF, ou DH-f»HF<DH-hEF, on HF<EF. 



Les côtés, BF, BH, du triangle HBF, étant respectivement égaux.aux 
côtés, BE, BF, du triangle EBF', et ///'"étant plus petit que EF, l'angle 
HBF est plus petit que l'angle EBF, (n° 2 1 ) . Mais, les angles, / / # / } , 
sont égaux. On a d o n c . 

(HBF+HBD) < ( EBF-h EBD) ; ou DBF <(EBF + EBD). 

Ce qui démontre le principe énoncé. 

347- (fig- 124). £<z somme des angles plans,qui forment un angle solide, 
est toujours moindre que quatre angles droits. En effet ; si d'un point 
quelconque M, pris dans le plan du polygone CBEFD, on mène des droites „ 
MC, MB, ME, MF, MD , aux sommets des angles de ce polygone , on 
aura, (n° 3 4 $ ) , 

DQB < {DCA-f- ACB 5 ou (MCB - f -MCD)< (ACB + ACD). 

(MBC+MBE) < (ABC+ABE) ; (MEB+MEF)<^£7? -hAEF) 5 

(MFE-hMFD)<(AFE+AFD)', {MDF+MDC)<ADF+ADC). 

Ajoutant ces cinq dernières inégalités membre à membre, on trouvera «... 

MCB+MBC~hMBE+MEB+eic. <ACB-hABC-±ABE+eic. Donc, 

(i)(ACB+ABC+ABE+AEB+eic.^MCB+MBC-hMBE+etc.+p. 

Regardant chaque côté du polygone, comme la base commune des deux 
triangles dont les sommets sont en M et en A, remarquant que dans le plan 
BCDFE, la somme des angles formés autour du point M, vaut 36o% 
(B. n° 18), désignant par a la somme des angles qui se réunissent au point A, 
et remarquant que les triangles, ADC, ACB, etc., dont les sommets sonfc 
en A, sont en même nombre que les triangles, MDC, MCB, etc., dont 
les sommets sont en M, on voit que la somme des angles des premieis 
triangles, est égale à la somme des angles des seconds ; on a donc, . . 

( 2 ) . . . ( 36o° 4 - MCB -h MBC + etc ) — a ( ACB -h ABC-h etc. ). 

Mettant pour ACB ~h ABC -f- etc., sa valeur tirée de l'égalité (1) ; il 
vient, 36o° + MCB-h MB C-h etc. = a-h {MCB+ MBC-+- etc. ) - f -p . 
D'où, 3f3o° = <«-f-p ; donc a<;36o° . La somme de tous les angles plans, 
qui forment l'angle solide A, est donc moindre que quatre angles droits. 

3^8. (fig. 2JG). Lorsque les trois angles plans qui forment un angle 
solide, sont respectivement égaux aux trois angles plans qui forment un 
autre angle solide, les angles plans égaux sont également inclinés Vun 
sur Vautre. En effet; concevez deux angles solides S, S', formés par trois, 
angles plans égaux chacun à chacun, de manière que vous ayez . . . 

DSE = D'S'EfDSF—DSfF>, ESF=>E'S>F'. 

Pour démontrer que l'angle formé par les plans , D$E, DSF, est égal h 



l'angle formé par les plans, D'S'E', D'S'F' ; il suffit de mesurer ces angles , 
d'après la règle du n° 293, Ainsi par un point quelconque A, de l'intersection 
SD, des plans DSE, DSF, on mènera dans ces plans des perpendiculaires 
AB, AC,h l'interecefion SD; l'angle BAC mesurera l'inclinaison des plans 
ASB, ASC, (n° 29.3). Prenant S'AL= SA ; et menant dans les plans 
D'S'E', D'S'F', des perpendiculaires A'Br, A'C', sur l'intersection S'D' de 
ces deux plans; l'angle B'A'C mesurera l'inclinaison des plans, A'S'B', 
A'S'C'j (n° 293). Il suffit donc de démontrer que les angles, BAC, B'A'C, 
sont égaux. Cela n'offre aucune difficulté, car les angles ASB, A'S'B', étant 
égaux par hypothèse, et les angles, BAS, B'A'S', étant droits par construc
tion , les triangles, BASi Br A! S', ont un côté égal AS=A'S', et les angles 
adjacens égaux : ces triangles sont donc égaux, (B. n° 81). On prouverait de 
la même manière que les triangles rectangles, CAS, C'A'Sf, sont égaux. 
Donc, AB = A'B' ; AC ~AfO ; SB = S'Br ; SC — S'C 

Les triangles, BSC, B'S'C, ont donc un angle égal, BSC = B'S'C\ 
compris entre côtés égaux ; ces triangles sont donc égaux, (B. n° 80) ; donc, 
BC~B'C; les triangles, BAC, B'A'C, sont donc égaux, (B. 11° 83) ; les 
angles, BAC, B'A'C, sont donc égaux ; l'angle formé par les plans, ASB, 
ASC, est donc égal à l'angle formé parles plans, A'S'B', A'S'C. On 
prouverait de la même manière, que les angles formés par les autres plans 
sont égaux chacun à chacun. 

349. (fig. 246). REMARQUE. Lorsque les droites, SE, S'Ef, sont placées 
du même coté par rapport aux plans, DSF, D'S'F'; les angles solides 
S, S', sont égaux. Lorsque ces droites tombent de différais côtés des 
mêmes plans, les angles solides, S, S', ne peuvent plus coïncider ; on dit 
alors que ces cingles sont SYMÉTRIQUES , parce que toutes leurs parties 
constituantes sont les mêmes, mais disposées seulement dans F ordre in
verse. En effet; les angles, DSE, DSF, étant respectivement égaux aux 
angles , D'S'E', D'S'F', et les plans de ces angles étant également inclinés ; 
lorsque les droites, SE, S'Ef, tomberont du même côté des plans, DSF, 
D'S'F' ; en plaçant les angles égaux, DSF, D'S'F', l'un sur l'autre, de 
manière que leurs côtés coïncident, les plans, DSE, D'S'E', coïncideront; 
SE tombera sur S'E' ; de sorte que les plans des angles solides, S, S', coïn
cideront; ces angles solides seront donc égaux. Si la droite SE étant placée 
en avant du plan DSF, la droite S'E' était placée derrière le plan D'S'F', en 
SE" par exemple ; lorsque l'angle D'S'E' coïnciderait avec l'angle DSF, les 
plans D'S'E", F'S'E", tomberaient derrière le plan DSF, et l'intersection 
S'E" de ces plans, tomberait en Se, derrière le plan DSF, tandis que la 
droite SE serait en avant de ce plan ; les faces des angles solides S, S', ne 
pourraient donc pas coïncider ; ces angles solides seraient symétriques. Pre
nant , Sb — S'B' — SB , et tirant les droites, bS, bA ,bC; toutes les faces 
de la pyramide triangulaire SAbC, seraient respectivement égales aux faces de 
la pyramide SABC, les inclinaisons de ces faces seraient les mêmes, mais les 
JH'iamidcs ne pourraient pas coïncider. Ces pyramides seraient symétriques; 



(+) Voyez la Géométrie de M. Legendre, 

et l'on peut démontrer que les solidités de ces pyramides sont égales (*)« 
S i Ton appliquait la face ASC sur une glace, la pyramide BASC, se 
peindrait de l'autre côté de la glace eu bASC. Cette propriété est générale, 
lorsqu'on présente un corps devant une glace, on aperçoit dans la glace le 
corps symétrique ; les parties constituantes de ces deux corps sont les mêmes, 
elles sont seulement disposées dans un ordre inverse. Ainsi, par exemple, 
la main droite étant symétrique par rapport h la main gauche, lorsqu'on 
présente la main droite devant une glace, on aperçoit la main gauche dans, 
la glace. 

350. (fig. 247) . Trouver la plus courte distance, entre deux droites 
AB, CD, situées d? une manière quelconque , dans V espace. Par un 
point E, pris arbitrairement sur CD, tirez EG parallèle à BA] suivant 
CD et EG , conduisez le plan MN] par un point quelconque H, de AB, 
menez HK perpendiculaire au plan MN] par le pied K de cette perpen» 
diculaire , menez KS parallèle à F G] prenez HPt=*KS ] la droite P o s e r a 
la plus courte distance demandée. En effet; les droites, KS, AB, étant pa
rallèles à FG, sont parallèles entre elles, (no 265); et la ligne HK, perpen
diculaire à KS, sera perpendiculaire sur AB] mais HP est e'gal et paral
lèle à KS] PHKS est donc un rectangle ; PS est donc perpendiculaire à 
la droite AB et au plan MN ; la ligne PS, perpendiculaire au plan MN* 
est aussi perpendiculaire à la droite CD, qui passe par son pied, dans ce plan » 
la droite PS est donc à la fois perpendiculaire aux deux lignes AB, CD. 
Joignez deux points quelconques, H, D, de ces lignes; la perpendiculaire 
HK, au plan MN, sera plus courte que l'oblique HD\ mais HK=*PS 
est donc plus courte qu'une droite HD menée par deux points quelconques 
des lignes proposéesj PS est donc la plus courte distance demandée. De 
sorte que la plus courte distance entre deux droites, est perpendiculaire 
à ces deux droites. On verra, par la suite , que les lignes et les surfaces, 
courbes, jouissent de la même propriété. 

351. (fig. 1 1 7 ) . Dans un parallélépipède quelconque, les faces oppo
sées sont égales et les plans de ces faces sont parallèles, car les faces, 
d'un parallélépipède étant des parallélogrammes, les droites, BA, BH, 
sont respectivement égales et parallèles aux lignes, DC, DF] le plan ABHG 
des deux premières lignes est donc parallèle au plan CDFE des deux autres, 
(n° 275): les angles, ABH, CDF, étant égaux, (n° 274) , et les côtés BA, 
BH, étant respectivement égaux aux côtés, DC, DF, les triangles ABH^ 
CDF, sont égaux , (B. n° 80) ; les parallélogrammes , ABHG, CDFE'V 
sont donc égaux, ('B. n«* i4°)« Ce qui démontre le principe énoncé. 

352. (fig. 1 1 7 ) . Dans un parallélépipède quelconque, toutes les dia
gonales se coupent au centre du parallélépipède; et les droites menée** 



£<gs a n g l e s , y' f Ç', , f o r m é s p a r l a d i a g o n a l e FA, a v e c les faces , FHBD^ 

par les centres des faces parallèles opposées, passent par te centre du 
parallélépipède. En effet ; soit le parallélépipède DG] tirez deux dia
gonales, AF, DG ; elles se couperont nécessairement en un certain point 
O , car elles sont situées dans le plan des parallèles, AG, DF] ces paral
lèles étant égales, les triangles, OGA, ODF, sont égaux, ( B. n° 8 1 ) ; OG 
est donc égal à Olt^le point O est donc le milieu de DG] toutes les dia
gonales passent donc par le milieu O, de la diagonale DG. Le point Q 
est le centre, car en menant par ce point une droite PQ, qui rencontre 
les faces, BG,DE, en P et Q] les intersections AP, QF, du plan PQAF, 
avec les plans parallèles, BG,DE, (n° 3 5 i ) , seront parallèles;mais AO—OF\ 
les triangles, OAP, OFQ, sont donc égaux, (B. n° 8 1 ) ; la droite PQ est 
donc divisée en deux parties égales au point O] ce point est donc le centre 
du parallélépipède, ( n° 6 ) . Par les centres, L, M, des faces opposées, 
AE, BF, menez la droite LM; les droites LsM, GD, situées dans le plan 
CDHG, se couperont en un point s] mais GL—HM== DM] et DM est 
parallèle à GL, (n° 270) ; les triangles, sGL, sDM, sont donc égaux 5 sG 
est donc égal à sD ] le point s se confond donc avec le milieu O deZ)G$ 
la droite LM, passe donc par le centre O du parallélépipède. 

353. (fig. 1 1 7 ) . Connaissont les côtés d'un parallélépipède rectangle t 
déterminer la grandeur de la diagonale, ainsi que les angles qu'elle 
forme avec ces côtés. Désignez, les côtés connus, FH, FD, FE, par a, b, c; 
la diagonale AF par d, et les angles, AFH,AFD, AFE, par a, C, y. 
Les angles, BHF, ABF, étant droits, on aura, ( n ° 5 9 ) , 

BF* = a a 4-£% AF*=d*=( BF* +BA*)=*(a*+b*-hc> ). 

Les angles, FHA,FDA,FEA, étant droits, les sinus de ces angles 
sont égaux au rayon, et les angles, FAH, F AD, FAE, sont les corn-
plémens des angles, et, C, y. Supposant donc le rayon égal à l'unité, les 
triangles, FHA, F AD>, FEA, donneront, ( B. n 0 2 9 9 ) . . . . 

FA l FH: ; sin. AHF: sin. FAH, ou d : a : : 1 : cos. tt, 

FA : FD ::sin. AD F \sin. F AD ; ou d\b : : 1 '.cos. C, 

FA ; FE : : sin. AEF : sin. FAE ; ou d: c:: 1 : co*. Donc 

f i ) . . .d*—(a*+b*-hc*}](2). . . c o * . * = ^ ; ( 3 ) . . . c o s . C = ! ; (4).. . c o 5 . > = * y 

C e s équations donneront les valeurs des inconnnues, d, et, Ç, y. On en de'duiç 

(O; . . C 0 5 . 2 C t - f - C 0 5 . a Ç - f - C 0 . Ç . 2 =̂3 — = I. 

( 6 ) . . . . 



FHGE, FDCE, étant les complémens des angles, y, C, CL, formés pas? 
cette diagonale avec les perpendiculaires, FE, FD, FH, à ces faces, (n° 285) ; 
on a 

(7)... sin. &f=cos. <st= - , ; sin. C ' = » cosC = -, ; y'=*cos. y=a 
a a a 

Le volume du parallélépipède est abc, et sa surface, est 2 M-ac-f-ic), 
Enfin , si l'on tire les diagonales , FB, FG, FC et si l'on désigne les angles 
BFH, GFE, CFE, par * " , C et y , les angles BHF, GEF, CEFf 

seront droits. On aura donc , 

/ 0 b cos. C ... a cos. a, ., b cos. C 
( 8 . . . tang. & ' = - = jtang.C";=- = ; tane. «y'= - = « 

a cos. <* 0 c cos. y D ' c cos. 

354. (fig. z^i). Dans une pyramide triangulaire ABCD, les troisdroiles, 
qui joignent les milieux des arêtes opposées , se coupent en un même 
point et sont divisées en ce point en deux parties égales. Pour démontrer 
cette propriété, tirez des droites, FA, FD, du milieu F de BC, aux points-

i 1 
A et Z>; prenez FR = ^ FD, FE « - FA et menez les droites, AR, DE, 

ER ; ER sera parallèle à AD, (n° 53), et les triangles gER, gDA, seront senv 
blables. Donc , 

g = g 5 O r , FD — SFR, donc £ 0 = 3 ^ . 

Par les points .F, g, tirez la droite FK, et par les points K, E, menez 
des parallèles, Km, En, aux lignes AR, FK, Dans les triangles, AFK 
DEn,DAR,FKm, les droites, En, gK, Km,gR, étant parallèles aux 
ba&es, FK, En, AR, Km ; vous aurez, (n° 5i ) , 

AF AK_ gD DK DA DR FR Fg 
EF^nK 9 gE nK * AK ~~ Rm? Rm^gK' 

O r , AF~ 3EF, gD = 3gE; donc, AK = 3nK, DKr=3nK. Donc 
AK=iDK ; donc DA~iAK ; donc DR = iRm. Mais , par construction > 
DR=ziFR , donc FR^ Rm. Donc Fg=gk. Les points # et g, sont donc 
les milieux des droites AD, FK. La droite jFTT, menée par les milieux , 
F, K y des arêtes opposées, 2?C, AD, passe donc par le point g ,de DE (*). 
On prouverait de la même manière, que la droite menée par les milieux de 

(*) Pour construire le point g, de DE, il suffit de tirer une droite AF, 

par le point A et le milieu F de BC. On prend FE = i i ^ , on mène la 

droite DE et Ton porte sur DE , une partie Eg = ^ DE, car on a trouvé, 

Dg = 3gE. + 

Remarque. On démontre, dans la Statique, que le point ainsi dé
terminé, est le centre de gravité de la pyramide DABC. Le centre de 
gravité d'une pyramide triangulaire est donc sur le milieu de la droit? 
qui joint les milieux de deux arêtes opposées quelconques» 



(*) Une courbe est plane, lorsque tous ses points sont dans un même 
plan. Vnc courbe est dite à double courbure, quand tous ses points ne 
sont pas dans un même plan. 

deux arêtes opposées quelconques, passe par le même point g. Le principe 
est donc démontré. 

355. ( fig. ?48 ). Par quatre points qui ne sont pas dans un même plan9 

on peut toujours faire passer la surface d'une sphère ; mais on n'en peut 
faire passer qu'une seule. En effet 5 supposez que, A, B, C, D, soient 
les quatre points donnés ; joignez ces points par des droites ; le plan, mené par 
trois de ces points, ne passera pas par le quatrième, car on suppose que 1 rs 
quatre points ne sont pas dans un même plan. Cela posé; la surface de la 
sphère devant passer par les quatre points donnés , le centre de la sphère 
doit être également éloigné de ces quatre points; mais tous les points égar 
lement distans des extrémités, B, C, de la droite BC, sont dans le plan 
ME, conduit perpendiculairement hBC, par le milieu M deBC, ( n° 339'; 
le centre de la s;.hère demandée, est donc situé dans le plan ME. Si par 
le milieu N de CD, on mène un plan NE, perpendiculaire h CD, le 
centre devra se trouver, dans ce pian. Le centre sera donc situé sur Pinte 1-
section PE , des plans ME, NE. O r , le centre doit aussi se trouver dans 
le plan GH, perpendiculaire sur le milieu Q de AB ; l'intersection / , de 
ce plan avec la droite PE, sera donc le centre de la sphère demandée. Et 
en effet; les plans, ME, NE, GH, étant respectivement perpendiculaires 
sur les milieux des droites, BC, CD, AB, le point / , qui appartient à 
ces trois plans, est également distant, de B et C, de C et D, de B et At 

( n» 3 3 9 ) ; les droites IA, 1B,IC, ID, sont donc égales. La sphère, dé
crite du point / c o m m e centre, avec le rayon IA, passera donc par l . s 
quatre points donnés, A, B , C, D. Le centre I existe toujours , car les 
droites, CB, CD, se coupant, les plans, ME, NE, perpendiculaires à 
ces droites, se rencontrent toujours suivant une droite PE, perpendiculaire 
au plan BCD, (n° 3 3 8 ) ; et la droite AB n'étant jamais parallèle au plan 
BCD , le plan GH, perpendiculaire sur AB, rencontre toujours PE en 
un point / ( n° 23? ) ; ce point est le centre de la sphère demandée. Il 
n'existe qu'un seul centre I, car tout point qui ne serait pas situé dans 
les trois plans, ME, NE, GH, ne serait pas à égale distance des quatre 
points donnés, ( no 33g ). Le point / étant également distant des points , 
A, B, C, D] en joignant ces points par six droites, et conduisant par 
les milieux de ces droites des plans perpendiculaires à ces droites, le point 
/ devra se trouver dans ces plans, ( n° 339 ). Ces plans se couperont donc 
en un seul point, qui sera le centre de la sphère demandée. 

356. Une sphère est donc entièrement déterminée, lorsque sa surface 
est assujétie a passer par quatre points donnés, qui ne sont pas dans 
un même plan. L'intersection de deux sphères est donc une courbe 
plane (*), car si quatre points de cette intersection n'étaient pas dans un 



même plan, les deux sphères , passant par ces quatre points, se confon
draient; ce qui est contre l'hypothèse. 

357. D'après les propriétés des n 0 8 1 , 4* et 355; deux points déterminent 
Une ligne droite; trois points qui ne sont pas en ligne droite, déter* 
minent une circonférence, et quatre points, qui ne sont pas dans un 
même plan, déterminent la surface d'une sphère. En général, deux con* 
dilions quelconques déterminent une droite, trois conditions déterminent 
une circonférence et quatre conditions déterminent une sphère. 

358. Une pyramide triangulaire étant donnée; on peut toujours trou* 
ver une sphère, qui touche les quatre faces de cette pyramide. Il n'existe 
qu'un seule sphère qui jouisse de cette propriété. En effet ; la sphère ins
crite (*), devant être tangente aux quatre faces de la pyramide ; les quatre 
perpendiculaires , menées du centre de cette sphère sur les faces de la pyra
mide, doivent être égales. Le centre de la sphjère doit donc se trouver dans 
les plans qui divisent en deux parties égales les angles formés par les faces de 
la pyramide, (n° 340). L'intersection de ces plans sera donc le centre de la 
sphère inscrite. Ainsi, pour inscrire une sphère dans la pyramide triangulaire 
ABCD, (fig. 248) ; on conduira par les arêtes BC, BD, CD, des plans 
IBC, IBD, ICD, qui divisent en deux parties égales, les angles formés 
par les faces qui se coupent suivant ces arêtes. L'intersection / , de ces 
trois plans, sera le centre de la sphère inscrite. On démontrerait, par des rai-
sonnemens analogues à ceux du n° 355 , que le centre/existe toujours, et 
qu'il n'existe qu'une seule sphère inscrite. 

359. (fig- 128). i° Toutes les sections d'une sphère, par desplans, sont 
des cercles. 2 0 Les plans également éloignés du centre de la sphère, 
coupent la sphère suivant des cercles égaux et réciproquement, les plans 
des cercles égaux sont à égale distance du centre de la sphère. 3° Les 
plans les plus près du centre, donnent les cercles les plus grands et 
réciproquement, les plans des cercles les plus grands, sont les plus près 
du centre. En effet ; menez un plan quelconque BGEH; ce plan coupera la 
surface delà sphère CA, suivant une courbe BGEH; par le centre C de la 
sphère, tirez une perpendiculaire CF au plan BGEH; du pied F de cette 
perpendiculaire, menez des droites, FB, FG, FE, FH, etc., aux points 
B,G, E ,H, etc., de la combe BGEH ; tirez les rayons, CB, CG, CE, 
CH, etc. Le centre C étant à égale distance de tous les points de la surface 
de la sphère, les obliques, CB, CG, C E , etc., sont égales; elles s'écartent 
donc également du pied F de la perpendiculaire CF, (n° 255 ) ; les droites 
FB, FG, FE, etc. , sont donc égales ; la courbe BGEH, est donc une cir
conférence, dont le centre est en F. La section de la sphère, par le plan 
BGE, est donc un cercle, dont le rayon est BF. 

Pour démontrer les deux autres propriétés énoncées , coupez la sphère CA 

(*) La sphère, qui touche les quatre faces d'une pyramide triangulaire, 
est dite inscrite dans cette pyramide. 



par deux plans quelconques, BGEH, QRST; les sections seront des cercle» 
&GEH, QRST; tirez du centre C , des perpendiculaires CE, CP, sur 
ces plans; les pieds F et P de ces perpendiculaires, seront les centres de* 
cercles FB, PQ ; menez les droites, CB, BF, CQ, PQ* Les triangles rec
tangles, C^B, CPQ, donneront.. 

CF* -f- FB* )== CB» ; {CP» 4 - PQ») = CQ». Mais, CB=*CQ ; donc. . . 
CF» -f* /TO." CP* + PQ» ; d'où ? C / ^ — CP» = P Q * — FB*. 

Dans cette dernière équation, 

CP*m CF, donne PQ~*FB; PQ = FB donne C P CF. 
CP< CF,donne PQ> FB «t P Q > FB, donne C P < CJR 

Ce qui démontre les principes énoncés (2° et 3°) . Dans l'équation, 
PQ* =» C Q 2 — C P 2 , le rayon CQ étant constant ; on voit que , tous les 
plans conduits par le centre de la sphère, donnent des cercles égaux ; 
<7we ces cercles sont plus grands que ceux qui résultent de la section 
ia sphère par des plans qui ne passent pas par le centre et que les rayons 
de ces grands cercles sont égaux a ceux de la sphère. 

360. (fig. 270) . L'intersection de deux surfaces sphériques , est 
une circonférence dont le plan est perpendiculaire à la droite qui 
joint les centres des deux sphères. Cette droite passe par le centre de 
la circonférence. En effet; si, A}B,C,D,etc., sont des points de la ligne d'in
tersection de deux sphères dont les centres sont en O et Or ; les triangles, 
OAÇf, OBOr, OCCÏ, etc., seront égaux, comme ayant les trois côtés égaux 
chacun à chacun. Les droites égales, OA, OB, OC, etc. , formeront donc 
des angles égaux avec la droite OOr ; les points A, B, C, D, etc., seront 
donc sur une circonférence dont le plan MTSf sera perpendiculaire à OO'et 
0(y passera par le centre P de la circonférence (n° 288). Ce qui démontre le 
principe énoncé. 

361. (fig. I 3 I . ) Lorsqu'une surface plane AMPO ,tourne autour d'une 
droite fixe AD ; elle engendre un solide AMPRNS ; ce solide est ce qu'on 
nomme un solide de révolution; la surface de ce solide est une surface de 
révolution; et la droite fixe AD, est Y axe de révolution. La surface de 
révolution étant engendrée par la ligne AMP ; cette ligne se nomme la gé
nératrice de la surface; et la surface plane AMPO, est la génératrice du 
solide de révolution. Lorsqu'une ligne tourne autour d'un axe fixe, 
chaque point de cette ligne décrit une circonférence, qui a pour rayon 
la perpendiculaire menée du point sur l'axe; cette circonférence est 
située dans un plan perpendiculaire à l'axe et la rencontre de ce plan 
avec l'axe, est le centre de la circonférence. En effet; concevez qu'une 
ligne AMP, tourne autour de l'axe fixe AD ; par un point quelconque M 
de cette ligne, menez un planM/îTZf, perpendiculaire à l'axe AD] ce plan 
«oupera Taxe en un point I \ tirez Ml\ l'angle AIM sera droit. Si daus la 



révolution Je Parc AMP autour de AD, le point M pouvait venir en un 
point m situé hors du plan MKLt; la droite ml, ne serait pas dans ce 
plan; le plan conduit par les droites AI, nil, couperait le plan MKLt, 
suivant une droite In, différente de Irn ; et In serait perpendiculaire sur 
AL Or, dans la rotation, L'angle AIM reste droit; l'angle Alm serait donc 
droit ; mais l'angle Ain est aussi droit ; les angles Ain , Alm, seraient donc 
droits ; ce qui est impossible, puisqu'ils sont dans un même plan. Le point 
M ne peut donc pas sortir du plan MKLt. Mais, la distancé du point M au 
p o i n t / , reste invariable; le point M décrit donc une courbe plane MKLt, 
dont tous les" points sont à égale distance du p o i n t / ; cette courbe est donc 
une circonférence dont le centre est en / ; ce qui démontre le principe 
énoncé. 

36a. Toute section d'une surface de révolution par un plan perpendi
culaire à l'axe, est donc une circonférence ; le centre de cette circonfé
rence est le point de rencontre de l'axe avec le plan de la section. 

363. (fig. 249). On propose d'évaluer le volumedu solide AB CDA'B'C'D'. 
Ce solide est terminé par un plan horizontal ABCD, par quatre plans 
•verticauxparallèles deux a deux, ADA'D', BCB'CABA 'B', CDCD% 
et par une portion J e SURFACE GAUCHE A'B'CD' (*). Désignez, le vo

lume demandé par x , la surface connue du parallélogramme ABCD par s, 
et les longueurs des arêtes, BB', A A', CCf, DD', par a, a!, h, h'. Prolon
gez ces arêtes de manière que vous ayez . . . 

A'A'=-BB'=*a;B'B"=AA'=za'i D'D"— CC ~b;C C'r^DD' = b'. 

Les points , A", B", C", D", seront dans un même plan , (n° 279). Repré
sentez le volume ABCDA"B"C"D\ par V; je dis que le volume cherché 
en sera la moitié. Cela se réduit à prouver que toute section RMPQ du 
solide F, par un plan parallèle au plan ABA"B", est divisée en deux par
ties égales par la surface gauche. Il s'agit donc de démontrer que les tra
pèzes, RftlKK', PQKK', sont équivalens. Pour y parvenir, menez les 
droites B'C, AUD" \ les propriétés des parallèles, donnent 

d'oui 

(*) ha surface gauche est engendrée par une droite indéfinie SS ' , qui se 
meut parallèlement au plan fixe ABA'Br, en s'appuyant sur deux droites 
quelconques A'D', B' C, situées dans les deux plans parallèles ADAfI/7 

BCB'C. Il en résulte que toute section de la surface gauche par un plan 
BMKK' parallèle au plan ABA'Bf, est une droite KK'. Si les droites A'lï, 
B'C, étaient parallèles , la surface engendrée deviendrait un plan ; la surface 
gauche a reçu, par cette raison, le nom de plan gauche. 



Donc enfin, (3 ) . . . x ~s x 

36^. Cette formule démontre que le volume ABCD A'R? C T?, terminé 

par ta surface gauche A B' CD' et par des plans, apour valeur, la banc 

Notes sur la Géométrie» $ 

FK FK R'K B'K . 

(i)...MK = ( £ i W + ^ ) = ^ . i x ^ y + i x 

E'P _ A'E' A'K' 

D'D" " A"Û ~~ A'Dr 

Les trois plans parallèles ABB"A", RMQP, DCC'D", coupant les droites 

A'D'}B'C, en parties proportionnelles (n° 344)? o n a ? 

A'K' _ B'K . , ^ _ J3'# * * p _ 7 ^ 

^ Z T ~~ . S ' C ' ' ZK/)" ~ F i e " X i>> rC » 

/ T / f CK , M ^ . 

J ? Q 7 = Z O 7 ~ ' 1 K —A X ~CW% EÏL DEDLLLT 

( 2 ) . , . P F = ( m ^ ) = : ( « X + £ X 

Les équations (i) et (2) démontrent que les droites, MK , PR' sont égales. 
On prouverait de même que RK' — QK* Les trapèzes , RMKK' ,PQKK'', 
sont donc égaux en surface, car ils ont même hauteur, et leurs côtés paral
lèles , MK, PK', RK', QK, sont égaux deux à deux. Le solide demandé est 
donc la moitié du solide Pr. Cela posé ; le solide /'"peut être considéré comme 
formé de deux prismes triangulaires tronqués, ayant pour bases ADCet 
ABC; mais, (B. n° 2 5 2 ) , 

ADCA'D'C— l ADC x (AA"-i-DD"-h CC" ) et 

ABCA"B"C" = | ABC x (AAu+BB"-h CC"). 

Ajoutant ces équations, membre à membre, observant que les triangles 

ADC, ABC ) sont égaux à - s, que V — ix, et q u e . . . . 

A A" = BB" = a + a', CC"=£>!)'' =b+b' ; il vien t . . . . 

2 * = i x - s x (AAJ'-hDD"-hCC"-hAA"-hBB"-hCC") 
0 2 

= ~ s (3 A A"+3 CC") = - j ( -f- CC" • + • « ' £ - f * ' ) . 
o 2 2 



ABCD, multipliée par le quart de la somme des hauteurs, AA, 
BBr, CC, DD'. 

Èlémens de Géométrie descriptive, 

365. Dans la Géométrie, on représente les solides, qui ont trois dimen
sions , sur un plan qui n'en a que deux; on altère donc les dimensions réelles 
des corps. Cela n'influe pas sur l'exactitude des démonstrations, parce qu'on 
rétablit les véritables dimensions parla pensée. Mais, comme il est souvent 
utile de tracer les vraies dimensions des corps, on a cherché à les décrire sut 
des plans. Avec un peu de réflexion, on prévoit que l'on pourra toujours y 
parvenir à l'aide de deux plans; car, par exemple, un parallélépipède rectan
gle sera entièrement déterminé, si l'on trace deux de ses faces contigucs sur 
deux plans rectangulaires. Le principal but de la Géométrie descriptive, 
est de donner le moyen défigurer exactement les corps sur des plans. 
Les savans et les artistes ont inventé des procédés plus ou moins ingénieux 
pour résoudre ce problème et à force de recherches on est parvenu à donner 
aux constructions, le degré de simplicité que nous allons faire connaître. 

366. La forme exacte d'un corps étant déterminée, lorsque l'on connaît les 
positions des points qui composent sa surface ; on est d'abord conduit à cher
cher comment on peut fixer la position d'un point. Or , l'espace n'ayant pas 
de limites, on ne peut déterminer la position d'un point que par rapport 
a des objets connus. De sorte que ce qui paraîtrait le plus naturel, serait 
de rapporter la position d'un point à des points connus. 

367. Lorsqu'on donne la distance d'un point inconnu à un point connu , 
on exprime que le premier point est situé sur la surface d'une sphère dé
crite du second point comme centre, avec un rayon égal à la distance donnée ; 
le point inconnu est donc déjà distinct d'une infinité d'autres; mais sa posi
tion est encore indéterminée. Donnant la distance de ce point à un second 
point connu, le point cherché devra se trouver sur une nouvelle sphère ; il 
sera donc sur la ligne d'intersection de ces deux sphères. Enfin , si l'on connaît 
la distance du point à un troisième point connu , on saura que le point cherché 
est sur une troisième sphère. Ce point ne pourra donc être que l'un des deux 
points d'intersection de cette dernière sphère , avec la ligne d'intersection des 
deux autres sphères. Indiquant donc de quel côté le point cherché est placé 
par rapport au plan qui passe par les centres des trois sphères, le point sera 
entièrement déterminé. 11 faudra donc quatre conditions pour déterminer 
|a position d'un point de l'espace. 

368. Cette manière de déterminer la position d'un point de l'espace, étant 
très-compliquée; on a cherché à la simplifier, en rapportant le point inconnu 
a d'autres objets connus , tels que la ligne droite et le plan. Si l'on donnait 
les* distances d'un point à des droites connues; on serait conduit à chercher 
des interactions de cylindres; ce qui est encore plus complique. On est douf 



ènfïn conduit à rapporter la position d'un point, à des plans connus. Lors
qu'on donne la distance d'un point à un plan, on sait que ce point ne peut 
être situé que dans l'un des deux plans^menés parallèlement au plan donné, 
à la distance donnée (n° 3 n ) . Indiquant donc de quel côté le point cherché est 
situé, par rapport au plan donné ; le point sera dans un plan connu. Donnant 
la distance du point à un second plan connu, et indiquant de quel côté de 
ce plan le point est situé; ce point sera sur la droite d'intersection des deux 
plans menés, parallèlement aux plans donnés, aux distances données. Enfin, 
si l'on donne la distance du point à un troisième plan connu et si l'on in
dique de quel côté de ce plan le point est situé j en menant à la distance donné© 
un plan parallèle au plan donné, le point devra se trouver dans ce nouveau 
plan. La rencontre de ce plan , avec l'intersection des deux autres, sera donc 
le point demandé (n° 246). La position d'un point est donc entièrement 
déterminée, lorsque connaissant les distances de ce point a trois plans 
donnés, on sait de quel^ côté des plans donnés , ces distances sont situées» 

369. Cette manière de déterminer la position d'un point de l'espace, ayant 
tout le degré de simplicité possible, par rapport aux calculs ; dans l'appli
cation de VAlgèbre à la Géométrie, on détermine ainsi la position d'un 
point quelconque, en donnant les valeurs numériques de ses distances 
à trois plans connus. Les signes + et — qui affectent ces distances , in
diquent de quel côté ce point est situé par rapport aux plans connus. 
Mais, dans la Géométrie descriptive, où il ne s'agit que de constructions , 
on peut encore simplifier ce système, à l'aide des projections. Voyons corn, 
ment on y est parvenu : 

370. (fig. 108) . La PROJECTION d^un point sur un plan, est le pied de 
la perpendiculaire menée du point sur le plan. Ainsi, pour trouver la pro
jection du p o i n t a , sur le plan GE] on mènera , par le p o i n t a , une perpen
diculaire AB au plan GE] le pied B de cette perpendiculaire, sera la pro
jection du point A, sur le plan GE. Le point B est la projection commune 
de tous les points de la droite AB , sur le plan GE, ( n° 256 ). Un point ne 
peut avoir qu'une seule projection sur un plan , car, par ce point, on ne 
peut mener qu'une seule perpendiculaire au plan ( n° 255. i° ). Lorsque par 
la projection d'un point sur un plan, on mène une perpendiculaire h ce 
plan; le point est nécessairement sur cette perpendiculaire. 

371. (fig. 108 ). Pour déterminer la projection d'une ligne sur un plan, 
il suffit de projeter les différens points de cette ligne. Ainsi ; pour trouver 
la projection de la courbe SBX, sur le plan GE, on mènera par les diffé
rens points, S, B, X, etc., de cette ligne, des perpendiculaires, SSr,RRf,XXr, 
etc., au plan GE] la ligne S'R'X' etc., qui passera par les pieds de ces per
pendiculaires, sera la projection demandée. Toutes ces perpendiculaires sent 
situées sur une surface cylindrique SRXS'R'X', dont les arêtes sont perpen 
diculaires au plan GE. Ce cylindre sera le cylindre projetant de. la couib* 



SRX] et une courbe quelconque mnp, tracée sur la surface de ce cylindre, 
aura pour projection, la base S'R'X' du cylindre projetant. 

372. Si la ligne SRX était droite; les perpendiculaires, SS',RR',XXf etc., 
seraient dans un même plan perpendiculaire au plan GE ( n° 3o5) ; les pieds 
S',R!,X', etc., de ces perpendiculaires, seraient donc en ligne droite; la 
projection d'une ligne droite est donc une droite ; or deux points déterminent 
une ligne droite. Par conséquent; pour projeter la droite AM, sur le plan 
GE, il suffit de mener par deux points A, M, de cette droite, des per
pendiculaires, AB , MD, au plan GE ; la droite BD, menée par les pieds 
de ces perpendiculaires, sera la projection demandée. Ainsi, la projection 
d'une droite est la droite qui passe par les projections de deux points 
de la ligne donnée. 

373. ( fig. 108 ). La projection d'une portion déterminée de ligne droitet 

est la droite comprise entre les projections <des extrémités de la ligne 
donnée. Ainsi , pour projeter la droite définie AM, sur le plan GE] on 
mènera par ses extrémités , A, M, des perpendiculaires, AB, MD, au 
plan GE; la droite 2?Z) , comprise entre les pieds de ces perpendiculaires, 
sera la projection demandée. BD est la projection de AM, sur la droite BK. 

374. ( fig- 108 ). Lorsqu'une droite est perpendiculaire a un plan , la 
projection de cette droite sur le plan, est le pied de cette perpendiculaire, 
«ar les perpendiculaires menées des différens points de la droite sur le plan, se 
confondent avec cette droite ( n° 256 ) . 

370. ( fig. 108) . Quand une droite AM n'est pas perpendiculaire à un plan, 
GE] la projection de cette droite sur ce plan est une droite BD. Cette projec
tion est l'intersection du plan GE, avec le plan ABDM, conduit parla droite 
A M, perpendiculairement au plan GE ; car les perpendiculaires au plan 
GE, menées des différens points de AM, sont dans le plan ABDM, (n° 3o5). 
Par conséquent; pour projeter une droite qui n'est pas perpendiculaire à 
unplan , il suffit de mener par cette droite un plan perpendiculaire au plan 
sur lequel on veut faire la projection. L'intersection de ces deux plans 
est la projection demandée. Cette construction est en défaut, quand la droite 
que l'on veut projeter est perpendiculaire au plan sur lequel on veut la pro
jeter, car alors la projection se réduit à un point ( n° 374). Le plan qui sert 
à faire la projection, se nomme le plan projetant ; et le plan sur lequel on 
fait la projection, est le plan de projection. 

376. Une droite ne peut avoir qu'une seule projection sur un plan 
donné , car si la droite n'est pas perpendiculaire au plan , on ne pourra mener 
par cette droite qu'un seul plan perpendiculaire au plan donné ( n° 332) j 
et si cette droite est perpendiculaire au plan donné, sa projection sera un 
point ( n° 374 )• En général, une ligne, droite ou courbe, ne peut avoir 
qu'une seule projection sur un plan, car chaque point de cette ligne n1* 
qu'une seule projection (n°37o). 



377' La projection d'une droite sur un plan étant donnée ; si par cette 
projection on mène un plan perpendiculaire au plan de projection ; la 
droite sera située dans ce plan perpendiculaire ; car ce dernier plan est le 
plan projetant ( n° 375 ). El en général, la projection d'une courbe étant 
donnée; si par les différens points de la projection, on mène des per~ 
pendiculaires au plan de projection, toutes ces perpendiculaires passe
ront par les points de la courbe ; la réunion de ces perpendiculaires for
mera le CYLINDRE PROJETANT, et-la courbe, dont on connaît la projection, 
sera située sur ce cylindre. 

378. (fig. 110 }. Lorsque deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre, 
l'intersection est la projection commune, sur l'un de ces plans, de'tous 
les points situés dans l'autre plan ( n° 3o£ )• Ainsi, les plans GE, CK, 
étant perpendiculaires Pun à l'autre; l'intersection CD de ces deux plans , 
est la projection sur le plan GE, d'une courbe quelconque tQs, située dans 
le plan CK. La projection d'une courbe , peut donc être une ligne droite. 

379. (fig. 1 1 0 ) . Lorsque deux plans se coupent ; si l'on projeté un 
point sur ces deux plans ; les perpendiculaires , menées des deux projec
tions du point , sur l'interjection des deux plans , doivent passer par un 
même point de cette intersection. En effet; concevons deux plans CK, GE, 
qui se coupent, suivant CD] si d'un point O, situé hors de ces plans, on 
mène des perpendiculaires, OM, ON, h ces plans; le plan OMLN, con
duit par ces droites, sera perpendiculaire aux plans donnés ( n° 3oi ) ; ce 
plan sera donc perpendiculaire h l'intersection CD des plans donnés ( n° 3OQ ) ; 
la droite CD sera donc perpendiculaire au plan QL] cette droite sera donc 
perpendiculaire aux droites LM, LN, menées par son pied dans le plan 
OMLN. Mais, les points Met N sont les projections du point O- sur les 
plans, CK, GE ; les perpendiculaires menées des points M et N, sur l'in
tersection CDV passent donc par un même point L , de cette intersection. 
Ce qui démontre le principe énoncé. 

380. Un point est entièrement déterminé , lorsque l'on connaît ses pro
jections sur deux plans qui se coupent, car, en menant par chaque pro
jection, une perpendiculaire au plan de projection; le point dev*a se trouver 
sur ces deux perpendiculaires ( n° 370 ). L'intersection de ces perpendiculaires 
donneradonc le point dont on connaît les projections. Par exemple; les points 
M et iVr ( fig. 110 ) , étant les projections d'un même point, sur les plans 
CK. , GE, qui se coupent suivant CD ; les peipendiculaires, menées de ces 
projections sur.rinterseclion CD, devront passer par un même point Z), de cette 
intersection (n° 379); le plan LO, des droites' L>N, LM, sera perpendicu
laire aux plans de projection , GE, CK, (n° 3o8 ); et par conséquent, si par 
les projections M et N, on mène des perpendiculaires MO, NO, aux plans 
CK, GE, ces perpendiculaires seront dans le plan LO ( n° 3o:j); elles se 
couperont donc toujours en un point O ; ce point sera celui dont les projec
tions étaient données. 



38i . Lorsque deux points, dedeux plans qui se coupent, sont tels que 
les perpendiculaires, menées \par ces points sur P intersection des plans p 

passent par un même point de l'intersection , on peut regarder ces points 
comme les projections d'un même point de l'espace sur les plans donnés , 
car en menant par ces points des perpendiculaires aux plans, elles se cou
peront toujours en un point de l'espace et ce point aura pour projections 
les pieds des perpendiculaires ( n° 38o}. 

38a. Pour connaître si deux points, de deux plans qui se coupent, 
sont les projections d'un point unique; il suffit de mener par ces deux 
points des perpendiculaires a l'intersection des plans donnés. Quand ces 
perpendiculaires passent par un même point de l'intersection, les deux 
points donnés sont les projections d'un point unique (n° 38i ) ; et quand 
ces perpendiculaires ne passent pas par un même point de l'intersection , 
les points donnés ne sont pas les projections d'un même point, car s'ils 
e'taient les projections d'un point unique, les perpendiculaires, menées de ces 
points sur l'intersection des plans donnés , passeraient par un même point 
de l'intersection (n° 3^g ) . 

383. (fig. a5o). Une ligne droite est entièrement déterminée, quand on 
connaît ses projections sur deux plans qui se coupent, car en menant par 
chaque projection , un plan perpendiculaire au plan de projection, la droite 
devra se trouver dans chacun des plans, ainsi menés (n° 377 ) ; la droite sera 
donc l'intersection de ces deux plans (n° 245). Par exemple, sicFD' ztd"D", 
sont les deux projections d'une même droite dD, sur deux plans, VV, HHf, 
qui se coupent suivant TR; en menant par ces projections des plans, d'D'Dd, 
d"D"Dd, respectivement perpendiculaires aux plans VV, UH', les plans , 
d'D'Dd, d"D"Dd, contiendront la droite dD ; celte droite sera donc l'inter
section Dd, de ces deux derniers plans. 

384- (fig. 112 ) . Les projections de deux droites parallèles, sont pa
rallèles. En effet; pour projeter les droites parallèles, JVA% MH, sur le plan 
GE, il suffit de conduire par ces droites des plans, NB, MF, perpendicu
laires au plan ÙE (n° 375); les intersections de ces plans avec le plan GE, 
seront des droites parallèles , PB, KF, (n° 334 )• Mais , ces intersections sont 
les projections des lignes, NA, MH, (n° 375). Le principe est donc dé
montré. Ainsi, pour construire les projections de deux droites parallèles, 
il suffit de connaître deux points de l'une des projections et un point de 
l'autre. 

385. Ces diverses propriétés sont indépendantes de l'angle formé par les 
plans de projection; de sorte que sous le rapport de la théorie, cet angle est 
arbitraire. Il n'en est pas de même dans la pratique , car lorsque l'angle formé, 
par les plans de projection est très-«btus, les perpendiculaires à ces plans, for
mant un angle très-aigu ( n ° 3 4 0 , il est difficile de construire exactement les 
points déterminés par les rencontres de ces lignes; or , l'intersection de deux 
droites se détermine avec d'autant plus d'exactitude, que l'angle formé par ce* 



(*) Le calcul donne rigoureusement, l'intersection de deux droites qui se 
coupent sous u n angle quelconque. Mais , dans les constructions, les lignes que 
l'on trace sur le papier ayant une certaine épaisseur, le point de rencontre de 
<«;s lignes est d'autant plus facile à d é t e r m i n e r e x a c t e m e n t , q u e l'angle formé 
pu ces ligne? approche d'être d r o i t . 

droites approche davantage d'être droit (*). La position la plus avanta
geuse a donner aux plans de projection, est donc de les supposer perpendi
culaires l'un a Vautre, car alors, les droites qui leur sont respectivement per
pendiculaires , «e coupant à angle droit, les causes d'erreurs sont les plus pe
tites possibles. Nous supposerons donc , dans toutes nos constructions, que les 
plans de projection sont perpendiculaires l'un à l'autre \ l'intersection de ces 
plans sera la ligne de terre. L'un des plans de projection sera toujours re
garde' comme horizontal et Pautre comme vertical. Ces plans pourront ce
pendant avoir des positions quelconques , maison a adopté ces expressions 
pour abréger le discours. Les intersections d'un plan quelconque avec les 
plans de projection , seront les traces de ce plan sur les plans de projection et 
comme deux'droites situées dans un plan, déterminent ce plan (n Q s 239 et 2 4 0 ) , 
nous désignerons un plan par ses deux traces. Lorsque nous dirons qu'un 
point sera donné , nous entendrons que les projections de ce point seront don
nées. Il en sera de même d'une ligne droite. Lorsqu'un plan sera donné , ses 
traces seront censées connues. Quand nous proposerons de déterminer un 
point, ou une droite, ou un plan , il s'agira de construire les projections du 
point, ou celles de la droite, ou les traces du plan. Les projections et les 
traces prendront le nom du plan de projection dans lequel elles se trouve
ront. Ainsi, les projections et les traces situées dans le plan horizontal, seront 
les projections et les traces horizontales. Par exemple, (fig. 25o) , HH' étant 
le plan horizontal de projection , et VV le plan vertical; l'angle formé par 
ces plans sera droit ; l'intersection 27? de ces plans sera la ligne de terre. Si 
d'un point quelconque d, on mène des perpendiculaires, ddr, dd", sur ces 
plans; les pieds, dr, d", de ces perpendiculaires , seront les projections du 
point d ; d" sera la projection horizontale du point d et df en sera la projec
tion verticale. Les perpendiculaires menées des points, d', d", sur la ligne de 
terre, passeront par un même point p de cette ligne (n°379) ; de sorte que 
les quatre points, d, dr, d",p , seront dans un même plan perpendiculaire à 
TR. Si par les extrémités, d, D, d'une droite dD, on conduit des perpendi
culaires , dd", DD", sur le plan horizontal HH'; la droite d"D", qui joint les 
pieds de ces perpendiculaires, sera la projection horizontale de la ligne dD 
et si l'on mène par les points, d, D, des perpendiculaires , dd', DD', an plan 
vertical W, qui rencontrent ce plan en d'et IX; la droite d'D' sera la pro
jection verticale de la ligne dD. Si des points a ,b, c, etc., d'une courbe, on 
mène des perpendiculaires, aaf, bb', ccr, sur le plan vertical W, les pieds 
a', b', c', de ces perpendiculaires, seront les projections verticales des points , 



a, h. c; et si-par les points a, b, c , on conduit des perpendiculaires, «a*» 
bb", ce", au plan horizontal ME', les pieds a", b", c", de ces perpendicu
laires , appartiendront à la projection horizontale de la courbe abc Lorsqu'un 
plan coupe les plans de projection , TV, TH, suivant dcux^droiles, tt', tt"; la 
trace verticale de ce plan est ttf \ sa trace horizontale est tt" et pour dési
gner ce plan, on dit le plan Vit". 

38£r. (fig. 2.5o). Lorsque des points sont dans l'un des plans de projec
tion ; les projections de ces points, sur l'autre plan, sont sur la ligne de 
terre , car \c point d'étant supposé dans le plan vertical VV et les plans de 
projection étant perpendiculaires l'un à l'autre ; la perpendiculaire d!p , me
née du point d'sur l'intersection TR} sera perpendiculaire au plan horizon
tal (n° 3o3 ) ; le pied/? de cette perpendiculaire , sera donc la projection hori
zontale du point d'. Toutes les lignes situées dans l'un des plans de pro

jection , sont donc projetées sur l'autre plan , suivant la ligne de terre. 

387. (fig. 25o ). Quand une ligne est située dans un plan parallèle à 
Vun des plans de projection; la projection de celle ligne sur l'autre plan 
est une parallèle a la ligne de terre. En effet; si la ligne acf, est située 
dans un pian parallèle au plan horizontal TH., le plan de cette courbe sera 
perpendiculaire au plan TV ; les perpendiculaires , aa!, bbr, ce, etc., menées 
des différens points de la courbe acf, sur le plan TV, seront donc dans leplan 
de la courbe acf\ les projections verticales a', b'', c'', etc., des points, a , b, 
c , etc. , seront donc sur l'intersection du plan de la courbe avec le plan TV. 
Mais , cette intersection est une droite parallèle à TR, car le plan de la courbe 
acf, est parallèle au plan TH (n° 270) ; la projection verticale a'cf, de la 
courbe acf, est donc une parallèle à la ligne de terre. Ce qui démontre le 
principe énoncé. 

388. (fig. 25o). Lorsque deux droites F, l", sont situées , l'une dans le 
plan horizontal, Vautre dans le plan vertical ; si elles ne sont pas toutes 
deux perpendiculaires a la ligne de terre, on pourra les regarder comme 
les projections d'une même droite l. Quand tes droites , V, l", seront per
pendiculaires a la ligne de terre, elles pourront passer par un même 
point de cette ligne ou par deux,points différens j dans le premier cas, les 
lignes, V, l", représenteront les protections d'une ligne quelconque située 
dans le plan des droites V , l", (ce plan sera perpendiculaire aux deux 
plans de projection ) ; dans le second cas, V et l" ne pourront pas repré
senter les projections d'une même ligne. En effet; lorsque les plans proje
tais , conduits par les droites V, l", se rencontrent; l'intersection détermine la 
droite dont les projections sont données. Quand les plans projetans se con
fondent, toutes les lignes situées dans ces pians , ont pour projections l'et l", 
et lorsque les plans projetans ne se rencontrent pas, ce qui ne peut arriver que 
lorsqu'ils sont parallèles, les droites données ne peuvent être les projections 
d'aucune ligne de l'espace; il suffit donc de prouver que les plans projetans ne 
peuvent être parallèles, que lorsque les droites V, l", sont toutes deuxpcrpcn-



dicnlaires sur la ligne de terre. Pour démontrer cette propriété, tirez deux 
dioiles, d!Dr, d"D", dans les pians rectangulaires, TV, TH\ par ces droites, 
conduisez deux plans, dd'D'D , dd"D*'D, respectivement perpendiculaires 
aux plans de projection, TV, TH\ les plans, ddfD'D, dd"D"D, seront les 
plans projetans. Quand les plans projetans ne seront pas parallèles, ils se cou
peront suivant une droite dD, dont les projections seront d!D' et d"Dn. Si les 
plans projetans étaient parallèles, ils seraient perpendiculaires en même temps 
aux plans, TV, TH (n° 299) ; l'intersection TR de ces deux derniers plans, 
serait donc perpendiculaire aux plans , d'D , d'rD, (n° 809) ; les droites d!D'', 
d"D", situées dans ces plans , seraient donc perpendiculaires à TR (n° 282) ; 
ce qui démontre le principe énoncé. 

389. La projection d'une courbé peut être une droite (n° 387) ; mais, 
lorsque les deux projections d'une ligne et, étant des droites, ces droites 
ne sont pas toutes deux perpendiculaires a la ligne de terre, on peut en. 
conclure que la ligne et est droite, car elle est déterminée par l'intersection 
de deux plans (n° 383). 

3go. Les deux projections d'une courbe quelconque, déterminent cette 
courbe. Par exemple, a'brc' et a"b"c" (fig. 25o ) , étant les projections d'une 
même ligne abc, sur les plans TV, TU ; si par les différens points de ces 
projections, on mène des perpendiculaires aux plans, TV, TH, ces perpen
diculaires formeront deux surfaces cylindriques, arb'c'cba, a"b" c" eba , sur 
lesquelles la courbe abc devra se trouver; l'intersection de ces surfaces déter
minera donc la courbe abc. Quand les surfaces cylindriques ne se coupent 
pas, les projections données n'appartiennent à aucune ligne. 

391. Si l'on voulait exécuter des constructions, au moyen des conventions 
précédentes, on serait forcé d'employer deux feuilles de papier; l'une repré
senterait le plan horizontal, l'autre le plan vertical ;*et les projections, tra
cées sur ces plans, seraient dans leur vraie grandeur. Mais, avec un peu d'at
tention, on aperçoit, que les dessins seraient plus faciles à exécuter, si Ton 
pouvait n'employer qu'une seule feuille. Pour y parvenir, on a fait tourner le 
plan vertical VV (fig. 200), autour de TR, de manière à le faire coïncider 
avec le plan horizontal HIT, et l'on a construit les projections sur lcs*plans 
ainsi disposés. Ainsi, dans tout ce qui va suivre , le plan vertical de projection 
aura fait un quart de révolution autour de la ligne de terre, pour venir s'ap
pliquer sur le plan horizontal; ce dernier plan sera celui de la feuille de 
dessin sur laquelle nous décrirons les projections dans leur véritable grandeur. 
j )e sorte que toutes les lignes seront réellement tracées sur un plan hori • 
zontal, mais il faudra pcrpétuclleoient concevoir que les projections verticales 
seront remises en place, au moyen d'un quart de révolution autour de la ligne 
de terre. Ainsi, dans la figure 201 , toutes lignes seront réellement tracées 
sur un plan horizontal et TR représentera l'intersection des deux plans de pro
jection , dans leur position primitive. Les points situés hors des plans de pro
jection, ne paraîtront plus dans les figures, mais il sera toujours facile de se 



représenter la véritable position de ces points, à l'aide de leurs projections. 
Par exemple, à' etd" (fig. 25i ) , étant les projections d'un pointa de l'espace; 
ce point ne paraîtra pas sur la figure, mais il sera facile de se représenter 
quelle est sa position dans l'espace , en concevant que le plan vertical fasse un 
quart de révolution autour de TR ;les plans de projection étant alors perpen
diculaires l'un à l'autre, si par les points d', d", on conçoit des perpendiculaires 
au plan vertical et au plan horizontal, la rencontre de ces perpendiculaires sera 
le point d. 

3ç)2. (fig. 25o). Les projections d'un point sont situées sur une droite 
perpendiculaire à la ligne de terre TR. En effet; concevez que les plans de 
projection , W', HHr, étant dans leur position primitive, c'est-à-dire perpen
diculaires l'un à l'autre, les projections cPun point soient df et d" ; les perpen
diculaires menées de ces points sur TR, passeront par un même point p de TR 
(n° 379 ) , et l'angle drpd" sera droit ( n° 29a ); si le plan vertical tourne autour 
de TR0 pour venir s'appliquer sur le plan horizontal, la droite pdf ne cessera 
pas d'être perpendiculaire à TR; le point d'décrira un arc de cercle etnm", 
dont le centre sera en p ; le plan de cet arc sera perpendiculaire à TRet quand 
le plan vertical coïncidera avec le plan horizontal, d'tombera sur un point ma 

du plan horizontal Hffl; pm" sera égal à pd' etpm" sera le prolongement de 
pd") car les droites pm", pd", TR, étant dans un même plan HH' et les angles, 
m"pR,d"pR, étant droits, pm" est le prolongement de pd" (n° 1 1 . 2 ° ) . Ce 
qui démontre le principe énoncé. 

393. La figure dd'pd" étant un rectangle, d'p mesure la distance du point d, 
au plan horizontal HH et d"p exprime la distance du même point an plan ver 
tical. En général; pour connaître les distances d'un point aux plans de pro
jection, il suffit de conduire parles projections de ce point, des perpendi
culaires h la ligne de terre; ces perpendiculaires mesurent les distances 
demandées* 

394. (fig. 257). Lorsque deux lignes se coupent en un point, la droite, 
qui joint les points d'intersection des projections de ces lignes, est per
pendiculaire a la ligne de terre. Et réciproquement, lorsque la droite , 
ijuijoint tes intersections des projections de deux lignes, est perpendicu
laire a la ligne de terre; on peut en conclure que les lignes se coupent en 
un point. En effet; les projections d'un point étant toujours situées sur une 
perpendiculaire à la ligne de terre (no 3 9 2 ) , et les projectionsdu point d'inter
section de deux lignes, ne pouvant être que les intersections des projections 
de ces lignes; quand deux lignes se coupent en un point, la droite qui joint 
les intersections des projections des lignes données , doit être perpendiculaire 
à la ligne de terre. Réciproquement ; lorsque la droite, qui joint les points d'in-
îersection des projections des lignes données, est perpendiculaire h la ligne de 
terre ; les perpendiculaires , menées de ces points d'intersection sur la ligne de 
terre, passent par un même point de la ligne de terre; ces intersections sont 
donc les projections d'un point unique (n° 3 8 i ) , qui appartient aux deux 



lignes données. Ces lignes se coupent donc. Par exemple, les projections d'une 
droite étant a'U et d'b" (fig. aSy), et les projections d'une autre droite étant 
a'c' et a"c" \ si l'on mène une droite a'a", par les points a', a", où les projec
tions de ces droites se rencontrent ; lorsque les lignes données se couperont, la 
droite a'a" devra être perpendiculaire à la ligne de terre (n° 392) ; et récipro
quement , lorsque a'a" sera perpendiculaire à la ligne de terre, les lignes se 
couperont, car la perpendiculaire au plan horizontal, menée par le point a" et 
la perpendiculaire au plan vertical menée par le point a', se rencontreront alors 
«n un point, qui appartiendra aux deux droites (n° 38o). 

390. Quand deux lignes ne se coupent pas, la droite qui joint les points 
d'intersection des projections de ces lignes, n'est pas perpendiculaire h la ligne 
de terre ; car si elle l'était, les lignes se couperaient (n° 394)- RÉCIPROQUEMENT; 
lorsqu'on menant une droite par les points d'intersection des projections 
de deux lignes, cette droite n'est pas perpendiculaire sur la ligne de terre, 
les lignes ne se coupent pas, car si les lignes se conpaient, la droite, menée 
par les intersections des projections, serait perpendiculaire à la ligne de terre 
(no 3 9 4 ) . 

396. Quand les projections de deux lignes, sur un même plan , sont 
différentes et ne se coupent pas, on est certain que les lignes ne se rencon
trent pas ; car si ces lignes se rencontraient en un point, en menant par ce 
point une perpendiculaire sur le plan de projection , le pied de cette perpendi
culaire appartiendrait aux projections des lignes sur ce plan ; ces projections 
auraient donc un point commun; ce qui est contre l'hypothèse. 

397. (fig. 260). Lorsqu'une droite, parallèle a un des plans de projec
tion, n'est pas perpendiculaire a l'autre plan de projection ; la projec
tion de la droite sur le premier plan, est parallèle a cette droite, et la 
projection de la même droite sur l'autre plan , est parallèle a la ligne de 
terre. En effet ; supposez que m'âV et m"d", soient les projections d'une droite 
parallèle au plan vertical; si cette droite n'est pas perpendiculaire au plan ho
rizontal, en conduisant par cette droite un plan perpendiculaire au plan ver
tical, ce plan projetant sera déterminé (n° 332); sa trace verticale m'dl sera 
la projection verticale de la ligne donnée, et cette projection sera parallèle à la 
ligne donnée (no 3i4 )• La ligne donnée étant parallèle à sa projection verticale 
mrd', si par ces deux parallèles on mène des plans perpendiculaires au plan h o 
rizontal, les traces m"d", qi>, de ces plans, seront parallèles (n° 334) ; la 
projection horizontale m"d" de la ligne donnée, sera donc parallèle à la ligne 
de terre. 

398. Les projections d'une parallèle a la ligne de terre, sont parallèles 

h cette ligne, car la ligne donnée étant parallèle à chaqae plan de projec-

jection (n<> 33i ) , chacune de ses projections est parallèle à la ligne de terre 

( 1 1 0 397) . 

399. Quand une droite est perpendiculaire h un des plans de projec

tion ; la projection de cette droite sur ce plan estjin point (n° 374) e * 



la projection de la même droite sur l'autre plan, est une perpendiculaire 
h la ligne de terre. En effet; concevez une verticale, projetée horizontale 
ment en s" (fig. 260) ; si par cette verticale vous menez un pian perpendicu
laire au plan vertical, ce plan sera perpendiculaire aux deux plans de pro
jection (n° 3o i ) ; il sera donc perpendiculaire à l'intersection TR de ces 
deux plans ( n° 3og); ses traces s"p, prf, seront donc perpendiculaires à 
TR; mais p/ est la projection verticale de la ligne donnée; le principe est 
donc démontré. 

400. (fig. 261 ). Lorsque deux plans sont parallèles, les traces de ces 
plans, sur chacun des plans de projection , sont parallèles ; car ces traces 
sont les intersections des deux plans parallèles, par chaque plan de projection. 
Ainsi, les plans TrTT", t'tt"] étant parallèles , les intersections, TT', ttr, de 
ces plans, avec le plan vertical de projection , sont parallèles (n° 270); mais 
ces intersections sont les .traces verticales des plans parallèles, Tf TT", t'tt"] 
ces traces sont donc parallèles. Réciproquement, lorsque les traces de deux 
plans sont parallèles , ces plans sont parallèles , car les traces , il', II", du 
plan t'tt", étant respectivement parallèles aux traces, TT', TT", du plan 
T'TT", le plan des deux premières droites est parallèle au plan des deux 
antres (no 275). 

4 0 1 . La trace verticale d'un plan perpendiculaire au plan horizontal 
est ujie verticale perpendiculaire a la ligne de terre; et la trace hori
zontale, d'un plan perpendiculaire au plan vertical, est une horizontale , 
perpendiculaire a la ligne de terre. En effet; si sp' (fig. 252), est la trace 
verticale d'un plan p'sp", perpendiculaire au plan horizontal ; cette trace sera 
l'intersection de deux pians perpendiculaires au plan horizontal ; elle sera donc 
perpendiculaire au plan horizontal (n° 307 ) ; elle sera donc perpendiculaire h 
in droite TR, menée par son pied dans le plan horizontal (n° 247). Un plan, 
qui passe par une perpendiculaire à l'un des plans de projection, est per
pendiculaire à ce plan (n° 3oi ) . Sa trace sur l'autre plaît de projection 
est donc perpendiculaire à la ligne de terre. 

402. Lorsqu'un plan est perpendiculaire à l'un des plans de projection; 
sa trace sur ce plan suffit pour le déterminer. En effet; a'b" (fig. 253) étant 
la trace horizontale d'un plan perpendiculaire au plan horizontal; Je plan ver
tical mené par cette droite, sera" le plan dont la trace est donnée; et ce plan sera 
entièrement déterminé, car par la droite a"b", on ne peut mener qu'un seul 
plan perpendiculaire au plan horizontal (n° 332). 

403. Quand un plan est parallèle a Vun des plans de projection; sa 
trace sur l'autre plan est parallèle a la ligne de terre; et celte trace suffit 
pour déterminer le plan. En effet; si a" r" (fig. 25i ) est la trace horizontale 
d'un plan parallèle au plan vertical ; rtV'et TR seront les intersections de ces 
deux plans parallèles , par le plan horizontal de projection ; a r" sera donc pa
rallèle à TR] la trace a"r" détermine le plan, car par cette trace on ne peut 
mener qu'un seul plan parallèle au plan vertical. Deux plans parallèles ne pou 



(*) Cela est évident, car l'une des traces étant parallèle à la ligne de terre, 

le plan est parallèle à la ligne de terre (n° 3s 1 ) ; les traces de c» plan sont donc 

parallèles à la ligue de terre (n° 4°4> 2 ° 

vant pas se rencontrer, tout plan, parallèle à l'un des plans de projection, 
n'a jamais de trace sur ce plan. 

404. Lorsqu'on donne a un plan , toutes les positions possibles 7 relati-
vement a la ligne de terre, il ne peut arriver que trois cas ; car, ce plan, 
coupe la ligne de terre en un point, ou il ne la coupe pas, ou il passe par 
nette ligne. Dans le premier cas, les traces du plan concourent vers un 
même point de la ligne de terre ; dans le second cas, les deux traces sont 
parallèles h la ligne de terre, ou il n'y a qu'une seule trace ; et dans le 
troisième cas, les deux traces se confondent avec lu ligne de terre. En 
effet; i°. Lorsqu'un plan coupe la ligne de terre, le point d'intersection appar
tient à ce plan et aux deux plans de projection ; ce point est donc sur les deux 
traces du plan ; ces traces concourent donc vers un même point de la ligne <le 
terre; 2 0 . tout plan qui ne rencontre pas la ligne de terre est parallèle à cette, 
ligne. Ses traces ne peuvent pas rencontrer la ligne de terre, car si elles la ren
contraient, le plan, qui les contient, rencontrerait la ligne de terre, ce qui es£ 
contre l'hypothèse. Quand le plan rencontre les deux plans de projection; la 
trace verticale et la ligne de terre sont dans le plan vertical de projection, et ces 
lignes ne peuvent pas se rencontrer; elles sont donc parallèles. Par la même 
raison , la trace horizontale est parallèle à la ligne de terre. Les deux traces d'.i 
plan, étant parallèles à la ligne de terre, sont parallèles entre elles (n° 265; 
Quand le plan est parallèle à un des plans de projection , il n'a pas de trace sur 
ce plan , et sa trace sur l'autre plan de projection ê t parallèle à la ligne de terre 
(n° 4°3); 3°. enfin., lorsqu'un plan passe par deux points de la ligne de terre, 
cette ligne est toute entière dans ce plan ; les deux traces du plan se confondent 
donc avec la ligne de terre. Ce dernier cas est le seul dans lequel la position du 
plan reste indéterminée. 

4o5. Trois-points , qui ne sont pas en ligne droite, déterminent un plan 
(n° 23ci); les traces d'un plan doivent donc ctra entièrement déterminées, 
lorsqu'on connaît deux points de l'une des traces et un point de l'autre 
trace. En effet; i° . Lorsque les deux points connus, de l'u:ie des traces, ne 
sont pas à égale distance de la ligne de terre; la trace, déterminée par ces 
deux points , .rencontre la ligne de terre en un point qui appartient à l'autre 
tracé; maison connaît un second point de cette dernière trace; elle est donc 
déterminée ; 2 0 . quand les deux points connus de l'une des traces, sont égale
ment distans de la ligne de terre; la trace , déterminée par ces points , est pa
rallèle à la ligne de terre; l'autre trace est donc parallèle à la ligne de terre 
or on connaît un point de cette trace; elle est donc déterminée (n° 2fi ). 

4.06. Les deux traces d'un plan, déterminent ce plan; car ces traces se 



coupent ou s o n t parallèles, e t dans,ces deux cas le p l a n est e n t i è r e m e n t dé 
terminé (nos 23g et 2 4 0 ) . 

407. (fig. 255). Lorsque par un point d'un plan, on mène dans ce plan, 
une parallèle à Vun des plans de projection ; la projection de cette droite 
sur ce plan de projection est parallèle a la trace du plan donné sur le 
même plan de projection et Vautre projection de la droite est parallèle a 
la ligne de terre. En effet; supposez que d! et d1 soient les projections (l'un 
point d, situé dans le plan T'TT". L'intersection de ce plan avec le plan ^ | 
rizontal, étant la trace horizontale TT", si dans le pian T'TT", on mène par 
le point d, une parallèle b, au plan horizontal, cette dernière droite sera 
parallèle à TT", car si cela n'était pas, elle rencontrerait le plan horizontal, 
en un point situé sur TT", ce qui est contraire à l'hypothèse; les droites b et 
TT" sont donc parallèles; la projection horizontale d"h, delà droite est 
donc parallèle à la projection horizontale TT" de la droite TT" ( no 384) 5 
mais la projection verticale de l'horizontale b, est une parallèle d'h', à la ligne 
de terre (n° 397); le principe est donc démontré pour une parallèle au plan 
horizontal. On prouverait de même, que si dans le plan T'TT", on mène par 
le point d, une parallèle c, au plan vertical ; la projection verticale de cette 
droite sera une parallèle d'v à la trace verticale TT' et la projection horizon 
taie de la même droite sera une parallèle d"m" h la ligne de terre. 

408. Remarque. Si l'on cherche les points v', h", où les droites b et c, 
rencontrent le plan vertical et le plan horizontal, ces points devront se trou 
ver sur les traces, TT', TT", du plan T'TT", car les droites b et c, sont 
dans ce plan. 

409. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan; les projections 
de cette droite sont respectivement perpendiculaires aux traces du plan. 
En effet; s id'ret d".s (fig. 256 ) , sont les projections d'une perpendiculaire 
au plan t'tt"; le plan vertical d"sv>', mené par la droite donnée, sera perpen
diculaire au plan horizontal et au plan donné t'tt" (n° 3oi); l'intersection tt", 
de ces deux derniers plans, sera donc perpendiculaire au plan d"sv'; cette in
tersection sera» donc perpendiculaire à la ligne d"s , menée dans le plan d"sv' \ 
la projection horizontale d"s, de la perpendiculaire au plan t'tt", sera donc 
perpendiculaire à la trace horizontale tt" de ce plan. On prouverait de la même 
manière, que la projection verticale d'r, de cette droite, est perpendiculaire à 
la trace verticale tt', du plan t'tt". Ce qui démontre le principe énoncé. 

4 1 0 . Quand une droite est parallèle au plan vertical de projection ; 
tout plan, perpendiculaire a cette droite, est perpendiculaire au plan 
vertical de projection ; et la trace verticale de ce plan, est perpendicu
laire à la projection verticale de la droite. ( Une droite parallèle auplan 
horizontal, jouit de propriétés analogues). En effet; si ad' c\a"d", 
(fig. 2 6 0 ) , sont les projections d'une droite parallèle au plan vertical; la pro
jection horizontale a"d", sera parallèle à la ligne de terre , et lî. droite sera pa
rallèle à sa projection verticale ad' (n° 397) ; les traces, ti', tt", d'un plan 



quelconque, perpendiculaire à la Jigne donnée, seront respectivement perpen
diculaires aux projections , adf, a"d'\ de cette ligne (n° 4 0 9 ) ; or ad" est pa
rallèle à TR] tt" est donc perpendiculaire sur TR ; tt" est donc perpendicu
laire au plan vertical (n° 3o3) ; le plan t'tt", qui passe par cette ligne, est 
donc perpendiculaire au plan vertical (n° 3oi ). Mais, la trace verticale tt' de 
ce plan , est perpendiculaire à la projection verticale ad' de la droite donnée. 
Le principe est donc démontré. 

4 n - Les solutions des problèmes de la Géométrie descriptive 9 se dé-
duisent des principes que nous venons d'établir. Pour jeter plus de jour 
sur les démonstrations, nous adopterons la notation suivante. Tontes les lettres; 
affectées d'un accent, indiqueront des points situés dans le plan vertical de 
projection; les lettres affectées de deux accens, désigneront des points du 
pian horizontal, et les mêmes lettres sans accent, indiqueront les points cor-
respondans de l'espace ; ces dernières lettres ne paraîtront dans les figures, que 
lorsqu'elles deviendront nécessaires à l'intelligence des démonstrations, mais 
on devra toujours se les représenter dans l'espace. La ligne R2\ sera la ligne 
de terre. Ainsi, les projections d'un point d de l'espace (fig. 256) , seront 
indiquées par d! et d" ] la droite d'd" sera perpendiculaire sur la ligne de 
terre (n° 3g2), les projections d'une droite dD, située dans l'espace, seront 
d!iy', d"D"'; pour se figurer la position des points, des lignes et des plans, donc 
on connaîtra les projections et les traces, il faudra imaginer que le plan verti
cal tourne autour de la ligne de terre, pour devenir perpendiculaire au plan 
horizontal. Afin de prévenir les erreurs, je ferai précéder les problèmes de 
quelques remarques essentielles. La feuille de dessin sur laquelle on exécute 
les constructions, est ce qu'on n omme une épure. Pour diminuer le nombre 
des figures, je réunirai sur la même épure les constructions relatives à plusieurs 
problèmes ; mais les élèves devront exécuter la solution de chaque problème 
sur une feuille séparée. On doit faire les constructions sur une feuille de pa

pier bien tendue; les compas, les règles, et les équerres dont on fait usage, 
doivent être très-exacts. On tire d'abord les lignes avec un crayon très-fin, et 
l'on ne met à l'encre que lorsque la construction est terminée. Pour faciliser 
l'exécution ,,on commence par tirer, sur la feuille de papier, deux droites 
perpendiculaires l'une a l'autre, qui se coupent vers le centre de la feuille 
(n° 6 ) . On détermine ces perpendiculaires avec le plus grand soin (B. n°33) , 
et l'on fait ensuite usage de l'éqnerre pour mener des parallèles à ces lignes. 
Lorsque la solution d'un problème exige que l'on tire un grand nombre de 
lignes, pour déterminer des points ; on efface successivement les lignes qui 
ont donné ces points, et l'on rie conserve que ces points. Je ne puis trop en
gager les élèves, à exécuter les constructions avec la plus scrupuleuse exacti
tude; car dans les épures compliquées , les plus petites erreurs finissent pai 
s'accumuler de manière à conduire à des résultats absolument faux. On ne 
parvient à construire avec exactitude qu'après avoir fait un grand nombre 
d'épures, avec de bons instrumens. Ces avis devant suffire aux élèyes intelU-
gens, occupons-nous des problèmes. 



412. (fig. 25 i ) . Les projections de deux points étant données; construire 
les projections de la droite qui passe par ces deux points. La droite devant 
passer par les deux points donne's ; les projections de cette droite passent né
cessairement par les projections des points donnés. Tirant donc une droite par 
les projections horizontales des points donnes, et menant une autre droite par 
les projections verticales des mêmes points; ces deux droites seront les projec-î 
lions de la droite qui passe par les points donnés. Par exemple, si a'et a" 
étant les projections de l'un des points donnés , b' et b" sont les projections de 
l'autre point ; les droites , a'b', a"b"} seront les projections de la droite ab qui 
passe par les points donnés. 

413. (fig. 25i ). Connaissant les projections des extrémités d'une 
droite ; construire la vraie grandeur de cette droite. Cela revient h déler* 
mineur la distance entre deux points donnés. Désignez par / la longueur de 
la ligne cherchée; supposez que a'bf et a"b" (fig. 2 5 i ) , soient les projections 
de cette ligne; af et a" étant les projections d'un point, et b', b", étant les 
projections d'un autre point, les droites, a''a"', b'b", sont perpendiculaires à 
R2\ (n° 392 ). Les perpendiculaires, menées des extrémités de la ligne donnée 
sur le plan horizontal, rencontrant ce plan aux points, a", b", (n° 070 ) , et 
les longueurs de ces perpendiculaires étant respectivement égales à pa' et à qb', 
(no393) ; la ligne / sera le quatrième côté d'un trapèze a"b"ab, dans lequel, 
les angles, a", b"', seront droits, la base sera a"b", elles côtés parallèles, aa", 
bb", seront respectivement égaux à pa' et à qb'; de sorte que si l'on faisait 
tourner ce trapèze autour de a"b" comme charnière ; lorsque le plan de ce 
trapèze serait vertical, le côté ab coïnciderait avec la ligne / . La droite ab est 
donc la longueur de la ligne demandée. On peut simplifier cette construction. 
En effet ; si par le point a', on mène a'h' parallèle à RT, et si parle point a on 
tire une droite ac, parallèle à a"b" ; ab sera l'hypoténuse d'un triangle rec
tangle acb, dont ac et cb seront les deux côtés de l'angle droit. O r . . . 

ca «= b"a" et cb = ( bb" — aa") ~(b'q — dp ) b'c'. 

La droite ab = l, est donc l'hypoténuse d'un triangle rectangle, dans le
quel les deux côtés de l'angle droit sont b"a" et b'c' ; prenant donc 
c'a' =.a"b", l'hypoténuse s'b', sera la vraie grandeur de la ligne /. Mais, 
a"b" est la projection horizontale de la ligne donnée ; b'c' est la différence des 
perpendiculaires menées des extrémités de la ligne donnée sur lé plan horizon
tal, et l'on pourrait faire une construction analogue sur le plan vertical. La 
vraie grandeur d'une droite, située d'une manière quelconque dans l'es
pace , est donc l'hypoténuse d'un triangle rectangle, dont un des cotés de 
l'angle droit est la projection de la droite sur un des plans de projection , 
et dont l'autre côté, est la différence des perpendiculaires menées des 
extrémités de la droite sur le même plan. Par exemple , pour trouver la 
vraie grandeur de la droite / , dont les projections sont a'b' et a"b" (fig. 2Di ) , 
o n mènera a'h' parallèle h TR, et Von prendra c V = ab"; l'hypoténuse 



£Vsera la ligne demandée. Afin de véïifier l'exactitude delà construction, 
on tirera une parallèle a"h" à TR, et prenant r V = ab', l'hypoténuse b"s" 
sera la vraie grandeur de la droite / . De sorte que si l'on a bien opéré, les hy
poténuses b's', b"s4,

9 devront être égales. 

4i4« En général: toutes les constructions que Von exécute sur Vun des 
plans de projection, peuvent se faire de la même manière, sur Vautpe* 
plan ; ce qui donne le moyen de vérifier si Von a opéré avec exactitude* 
On ne doit jamais négliger ces vérifications. 

415. Lia vraie distance entre deux points est donc connue, lorsqu'on a. 
les projections de ces points sur deux plans rectangulaires (n° 4*3). 

416. Si la droite ab (fig. a 5 i ) , dont les projections sont a'bf et a"b", était 
.parallèle au plan horizontal; b'cf serait zéro, a'b' se confondrait avec a'c', et 
&'br coïnciderait avec s'c'; de sorte que a"b" serait la vraie grandeur de la pa
rallèle au plan horizontal. Si la droite ab était parallèle au plan vertical, le« 
distances a"p, b"q, de ses extrémités au plan vertical seraient égales, b"s" coïn
ciderait avec r"s", de sorte que la droite ab serait de même grandeur que sa 
projection verticale a'b'; et la projection horizontale a"b", de ab, deviendrait 
parallèle à TR. La projection horizontale d'une parallèle au plan hori
zontal, est donc de même grandeur que cette droite, et lorsque cette 
droite n'est pas perpendiculaire au plan vertical, sa projection verticale 
est parallèle à la ligne de terre; si l'horizontale était perpendiculaire an 
plan vertical, sa projection verticale serait un point (n° 374). La projec
tion verticale d'une parallèle au plan vertical est égale à cette droite ; et 
lorsque cette droite n'est pas verticale, sa projection horizontale est pa~ 
rallèle a la ligne de terre; si la droite était verticale, sa projection hori
zontale serait un point. Les projections d'une parallèle à la ligne de terre, 
sont, donc égales à cette droite et parallèles à la ligne de terre. Ce qui 
s'accorde avec les propriétés des n o s 397 et 398. 

^17. n,n gênerai; lorsqu'une ligne courbe est située dans un plan parallèle 
à l'un des plans de projection ; la projection de cette ligne sur ce plan est égals 
à la courbe située dans l'espace, et l'autre projection, est une parallèle à la 
ligne de terre. Par exemple, si la courbe abce (fîg. 25o), était située dans mt 
plan parallèle au plan horizontal TH; les perpendiculaires aa", bb", ce", ee*, 
menées des différens points de cette courbe, sur le plan TH, seraient égales et 
parallèles; les droites, ab, ac, ae, etc., seraient donc égales et parallèles aux 
droites, a"b", a"c", a'e", etc.; les angles bac, bae , etc., seraient donc respec
tivement égaux aux angles, b"auc1', b"a"e", etc. ; et par conséquent, si l'on 
conçoit que les droites ab, ac, coïncident avec les droites a"b", a"c"; le plan 
delà courbe abc, coïncidera avec le plan TH, les points a, b, c, coïncideront 
avec leurs projections horizontales a", b", c", et les droites ae, af, etc., coïn
cideront avec les droites a"e", a"f", etc. Tous les points de la courbe abcef 
coïncidant avec ceux de la projection a"b"c"e"f", ces deux courbes sont égales. 
D'ailleurs, le plan de la courbe acf étaut para l l è l e a u plan horizontal TH 

Notes sur la Géométrie. io 



la projection v e r t i c a l e d e la courbe acf, est une parallèle à la ligne d e terre 

( n° 387 ) ; le principe est donc démontre'. 

418. (fig. ss5i ). Déterminer le milieu d'une droite donnée. Supposez que 
les droites, a'b', d'b"', soient les projections de la ligne donnée; exécutez la 
construction du 11° 4*3 ; ab sera la vraie grandeur de la ligne donnée. Prenez le 
milieu m àeab) tirez mm" perpendiculaire suta"b" et m" m' perpendiculaire à 
RT; concevez que le plan du trapèze abb"a"r, tourne autour de a"b" comme 
charnière; quand ce plan sera vertical, la ligne ab coïncidera avec la ligne 
donnée, et le milieu m de ab, coïncidera avec le milieu de la ligne donnée; 
ês droites, aa", bb", mm", seront perpendiculaires au plan horizontal (n°3o3) 

et les points, a", b'\ m", seront les projections horizontales des points a, b, m; 
de sorte que m" sera la projection horizontale du milieu de la ligne donnée. 
La verticale, menée par le point m", passerait par le milieu de la ligne donnée; 
or la projection verticale de cette droite est vmT; la projection verticale du mi-
lieu de la ligne donnée, doit donc se trouver sur vmf et sur a'b1; l'intersection 
m', de ces deux lignes, sera donc l a projection verticale du point demandé. Les 
propriétés des parallèles donnent ( 1 ) . . . ma\mb\\ m" à" \ m"b" \ \ m'a'l m'b\ 
O r , ma z=.mb; donc m"a"=zm"b" et m'a' =*m'b'. Les projections du mi~ 
lieu d'une ligne, sont donc les milieux des projections de cette ligne. En 
général, les proportions (1) démontrent, que si le point m divisait la droite ab, 
en parties proportionnelles à desli^ies données, les projections m", m', de ce 
point, diviseraient les projections de la ligne donnée dans le même rapport. 
Par conséquent : 

419. Lorsque Von connaît des projections d'une droite située dans l'es' 
pace; pour déterminer le point qui divise cette droite en deux parties 
proportionnelles à des lignes données, il suffit de diviser les projections 
de la ligne donnée dans le même rapport; ces points de division sont les 
projections du point demandé. Quand le rapport donné n'est pas égal a 
l'unité, on trouve deux solutions, car alors il y a deux points qui divisent 
*a ligne donnée dans le rapport demandé. Ces deux solutions se réduisent à une 
seule, lorsque le rapport donné est égal à l'unité (n° 3) . 

420. Un point est situé sur une droite dont les projections sont don
nées ; l'une des projections de ce point, est connue. Il s'agit de construira 
l'autre projection de ce point. Les deux projections d'un point étant sur une 
perpendiculaire à la ligne de terre, et les projections des différens points d'une 
droite étant situées sur les projections de cette droite; si par la projection 
connue, du point cherché, on mène une perpendiculaire à la ligne de terre, 
les rencontres de cette perpendiculaire avec, les projections de la ligne donnée, 
seront les deux projections du point demandé. Par exemple, si un point, dont 
la projection horizontale est m" (fig. 25i ) , doit se trouver sur une droite dont 
les projections, a'b', a"b", sont connues, en menant par m", une perpendicu
laire m"m' à TR, le point m', ou cette perpendiculaire rencontre la projection 
•verticale a'b* de la ligne donnée, est la projection verticale du point demandé. 



4^ï. (fig. 25i )* Par un point donné, mener une parallèle à une lignet 
donnée. Supposez que d'et d" soient les projections du point donne', et que 
les droites, a'U, a"b", soient les projections de la ligne donnée. La ligne cher
chée passant par le point donné, les projections de cette ligne doivent passer 
par les projections, dr, d", du point donné ; mais les projections de deux lignes 
parallèles sont parallèles (n° 384 )) 0 1 1 construira donc les projections de la 
ligne demandée, en menant, par les projections, d!, d"f, du point donné, des 
parallèles d!e', d"e", aux projections a'b', a!'b", de la ligne donnée; d!ef et d"e"p 

seront les projections de la ligne demandée. 

422. (fig. 252). Construire l'intersection de deux plans donnés. Si les 
plans donnés, sont tftt" et T'TT"; les points pf, p", où les traces se coupent, 
appartiendront à l'intersection des plans donnés, et cette intersection sera la 
droite qui joint les points pe, p"; cette droite est dans l'espace; ses extrémités 
pr, p", sont dans les plans de projection ; il s'agit de trouver les projections de 
cette droite. La projection horizontale du point pf, étant le pied s, de la per
pendiculaire menée du point pr sur TR (n° 386) ; ^ est un des points de la 
projection horizontale de l'intersection des plans donnés ; mais p" est un point 
de cette même projection; la droite sp" est donc la projection horizontale de 
l'intersection des plans donnés. Par la même raison; si l'on mène une perpen
diculaire p"r sur TR, le pied r de cette perpendiculaire, sera la projection 
verticale.du point p" de l'intersection des plans donnés ; mais p' appartient à 
cette projection ; la droite rp' sera donc la projection verticale de l'intersec
tion des plans donnés. On en déduit cette règle générale; pour construire les 
projections de Vintersection de deux plans donnés ; menez des perpendicu
laires à la ligne de terre, par les points oh les traces des plans donnés 
se coupent; tirez les droites, qui joignent les pieds de ces perpendicu
laires avec les intersections des traces des plans donnés; ces droites seront 
les projections demandées. 

4a3. Déterminer le point d?intersection de trois plans donnés, ( n° 246). 
Les plans donnés, combinés deux à deux, se coupent suivant trois droites qui 
passent par le point cherché. Or on sait trouver l'intersection de deux plans 
(n° 422 ) , et celle de deux droites (n° 3g4) ; le problème n'offre donc aucune 
difficulté. J'engage les élèves à exécuter celte construction; les projections, sur 
chaque plan, des trois intersections des plans donnés, devront passer par un 
même point et la droite , menée par les projections du point cherché, devra être 
perpendiculaire à la ligne de terre (n° 392). 

424 . (fig- 253). Construire les points ou une droite rencontre les plans 
de projection- Une droite ne peut rencontrer un plan qu'en un seul point 
(no 238) et la distance de ce point de la droite au plan est nulle; il ne s'agit 
donc que de trouver les points de la droite, dont les distances aux plans de 
projection sont nulles ; ce qui n'offre aucune difficulté. En effet ; supposez 
que les projections, b'cf, b"c", delà ligne donnée, coupent la ligne de terreaux 
points s et t. P o u r trouver le point ©u la ligne donnée rencontre le plaa 



horizontal, o n observera que les perpendiculaires menées de difîerens poinîf 
de la droite sur le plan horizontal, étant respectivement égales aux perpen* 
diculaires , b'q, a'p, v't, menées de différens points de la projection verticale 
de la droite sur TR (n° Sçfî), le point s, ou la projection verticale b'c', ren
contre TR, est la projection verticale du point de rencontre de la ligne 
donnée, avec le plan horizontal; conduisant donc, parle point s, une per
pendiculaire sk" au plan vertical ; cette perpendiculaire contiendra le point 
de rencontre demandé ; mais ce point doit aussi se trouver sur la projection 
horizontale b"tc" de la ligne donnée ; l'intersection h", des droites, sk", tb"9 

est donc le point de rencontre de la ligne donnée avec le plan horizontal. On 
verra de mêfne, que si par le point t on mène, dans le plan vertical, une per
pendiculaire tv sur RT; la rencontre v\ de tv', avec la projection verticalebrcf 

de la ligne donnée, sera le point de rencontre de la ligne donnée avec le plan 
vertical (*). 

4-25. En général; Pour construire le point de rencontre d'une droite avec 
le plan horizontal ; déterminez le point d'intersection de la projection 
verticale de la ligne donnée, avec la ligne de terre; par ce point menez 
une horizontale, perpendiculaire à la ligne de terre; la rencontre de 
cette horizontale avec la projection horizontale de la ligne donnée, 
sera le point demandé. Pour trouver le point ou une droite rencontre 
le plan vertical; déterminez C intersection de la projection horizontale 
de la ligne donnée, avec la ligne de terre; par cepoint menez une verticale; 
la rencontre de cette verticale, avec la projection verticale de la ligne 
donnée, sera le point demandé. D'après cette règle; quand la projection 
verticale de la droite donnée, ne rencontre pas la ligne de terre; la droite 
ne rencontre pas le plan horizontal ; lorsque la projection horizontale de la 
droite ne rencontre pas la ligne de terre, la droite ne rencontre pas le plan 
vertical ; et lorsque les deux projections de la droite sont parallèles à la ligne 
de terre, la droite ne rencontre aucun des plans de projection. Par con
séquent, lorsque la projection verticale d'une droite est parallèle a la ligne 
de terre, cette droite est parallèle au plan horizontal; quand la projection 

(*) Il résulte de cette construction que b's et b"h", sont les projections de la 
partie de la droite qui est située au-dessus du plan horizontal; tandis que scr 

et k"c" sont les projections de la partie de la droite qui est située au-dessous du 
plan horizontal; de sorte que si le plan sb'q, tournait autour de TR; à l'ins
tant où ce plan serait vertical, brcr serait dans ce plan vertical ; les droites b'q, 
€t?p, v't,seraient verticales; sb' sefait au-dessus du plan horizontal, se' serait 
eu-dessous; les plans de projection seraient perpendiculaires l'un à l'autre; 
b"c" serait dans le plan horizontal ; b'c' serait dans le plan vertical, et les plans 
menés par les projections, b"c", b'c', perpendiculairement au plan horizontal 
e t au plan vertical, se couperaient suivant la droite bc9 d o n t les projection? 
s o a t * V et b"c\ 



horizontale d'une droite est parallèle à la ligne de terre, la droite est pa
rallèle au plan vertical. Enfin , lorsque les deux projections d'une droite 
sont parallèles à la ligne de terre, la droite est parallèle aux deux plans de 
projection; cette droite est donc parallèle à la ligne de terre (n° 33i) , Ce 
qui s'accorde avec les propriétés des n o s 3 9 7 et 398. 

426. (fig, 254)• Faire passer un plan par trois points donnés, non en 
ligne droite. Les trois droites qui joignent les points donne's, étant situées 
dans le plan cherché (n° 23^), ces droites rencontreront les plans de projec
tion en des points qui appartiendront aux traces du plan demandé; on déter
minera ainsi t^ois points de chacune de ces traces ; les trois points de chaque 
trace devront être en ligne droite et ces traces devront se couper en un même 
point de la ligne de terre ( n° 4o4, ce qui donnera trois points d& 
vérification, car on connaîtra sept points des deux traces et quatre points 
suffisent pour déterminer ces traces. Cette construction ne peut offrir aucune 
difficulté, car elle se réduit, à trouver les points où. des. lignes données ren
contrent les plans de projection et l'on sait trouver ces points (n° 4 2 ^ )* 
Supposez donc, que a', b'c't soient les projections verticales des trois points 
donnés et que, a", b", c", soient les projections horizontales dès mêmes 
points. Les projections des droites menées par les points donnés, passeront 
par les projections de ces points; les projections verticales de ces droites, 
sont donc a'b', a'c', b'c'; et les projections horizontales des mêmes droites 
sont, a"b"t a"c", b"c". Si l'on cherche les points où ces droites rencontrent 
les plans de projection, on trouvera (n° 4^5), qu'elles rencontrent le plan 
vertical en trois points, d', t', ; y , et le plan horizontal en trois points, d"\ 
t", r". La droite t'r', menée par les points, tf, r', devra passer par le point 
d'; la droite t"r", menée par les points t", r", devra passer parle pointa"} 
et ces droites devront concourir vers un même point T^de la ligne de terre. 
Lorsque la construction sera bien faite, ces trois conditions seront remplies. 
Les deux lignes, Tr'd't', Tt"dur", seront droites; elles représenteront les traces 
du plan qui passe par les trois points donnés. 

427. Remarque ; j ° . Quand les droites qui joignent les points donnés ne sont 
parallèles à aucun des plans de projection , chacune d'elles rencontre les deux 
plans de projection et l'on trouve trois points de vérification ; 2°. lorsqu'une 
seule des droites est parallèle à l'un des plans de projection , elle ne rencontre 
plus ce plan; il ne reste donc que deux points de vérification; 3°. quand 
une des droites est parallèle aux deux plans de projection , elle ne rencontre 
plus ces plans ; on ne connaît que les deux points de chaque trace, donnés 
par les rencontres des deux autres droites avec les plans de projection ; il 
n'y a donc qu'un seul point de vérification ; 4*« si deux droites étaient pa
rallèles à l'un des plans de projection , au plan vertical par exemple ; le plan, 
abc de ces droites, qui est celui des trois points donnés, serait parallèle an 
plan vertical (n° 275 ) ; la trace horizontale du plan abc serait donc parallèle à 
la ligne de terre (n° 4<>3) et les projections horizontales des trois points donnés* 



seraient stir cette trace; la trace verticale du plan cherché n'existerait pras; 
la construction que nous avons indiquée réussirait encore, on verrait que le» 
lignes données ne rencontrent pas le plan vertical ; ce qui indiquerait que 
le plan cherché ne rencontre pas le plan vertical et l'on trouverait que ces 
droites rencontrent le plan horizontal, en des points situés, sur la parallèle 
à la ligne de terre, qui passe par les projections horizontales des points donnés. 
Cette parallèle serait la trace horizontale du plan demandé. Cette trace suffît 
alors pour déterminer le plan cherché (n° 4°3) j 5° enfin, si les trois points 
donnés étaient en ligne droite ; cette ligne rencontrerait chaque plan de 
projection en un seul point; on ne connaîtrait qu'un point de chaque trace 
du plan demandé; la position de ce plan serait donc indéterminée. Ce qu 1 

s'accorde avec le principe du n° 245. 

42S. Conduire un plan par deux droites qui se coupent* Prenez un point 
quelconque sur chaque droite; construisez le plan qui passe par ces deux 
points et par le point d'intersection des lignes données (n° fo6). Ce plan 
résoudra le problème. 

429. Construire un plan qui passe par deux parallèles données? Prenez 
deux points sur l'une des parallèles, et un poiutsur l'autre. Le plan, conduit 
par ces trois points ( n° 4 2 ^)> passera par les deux parallèles (n° 242). Les 
traces de ce plan devront passer par les points où les lignes données ren
contrent les plans de projection. 

430. (fig. 260) . Déterminer la rencontre d'une verticale, avec un 
plan , tftt", perpendiculaire au plan vertical. Supposez que le point s"y 

soit la projection horizontale de la ligne donnée ; la projection verticale de 
cette ligne sera une perpendiculaire pr' à TR, et s" sera la projection ho
rizontale du point demandé. Cherchons la projection verticale de ce point. Si 
par la verticale donnée, on mène un plan perpendiculaire an plan vertical j 
ps" et ps' seront les traces de ce plan (n° 4 0 1 ) j ? e point cherché devant se 
trouver dans ce dernier plan et dans le plan t'tt", l'intersection de ces deux 
plans passera par ce point; mais 5 ' est un point de cctttf intersection et les 
deux plans étant perpendiculaires au plan vertical de projection , l'intersec
tion de ces deux plans est une perpendiculaire au plan vertical de projection ; 
la projection verticale de cette intersection est donc le point sf ; la projection 
verticale du point cherché est donc en s'. De sorte que, pour trouver la 
rencontre d'une verticale s"r', avec v.n plan t'tt", perpendiculaire au plan 
vertical; il suffit de chercher le point s', où la projection verticale pr' de la 
ligne donnée, rencontre la trace verticale tt' du plan donné ; ce point est la 
projection verticale du point demandé; la projection horizontale de ce point, 
se confond avec la projection s" de la verticale. 

431. (fig« 256). Trouver le point où une droite donnée rencontre un 
plan connu. Si par la projection horizontale de la ligne donnée, on mène un 
plan vertical, ce plan contiendra 5e point cherché; mais ce point doit aussi ss 
trouver dans le plan donné ; riutersection de ces deux plans, et la droit* 



donnée, contiendront donc le point cherché; ce point sera donc l'intersec
tion de ces deux lignes. Par exemple, pour construire le point de rencontr e 
de la droite dont les projections sont d'r et d"s , avec le plan t'tt"; on con
duira un plan vertical d"sv', par la projection horizontale d"s ; ce plan con
tiendra la ligne donnée; sa trace horizontale sera d"st et sa trace verticale 
sera une droite sv*} perpendiculaire à TR (n<> 4 0 1 )• Menant a"b , per
pendiculaire à 77?; la droite bv' sera la projection verticale de l'intersec
tion des plans t'tt", v'sd", (n° 4 2 2 ) . O r , la projection verticale du point 
cherché doit se trouver sur la droite bv' et sur la projection verticale d'r 
de la ligne donnée. La projection verticale du point demandé est donc l'in
tersection p' des lignes, bv', d r. Si par la projection verticale d'r, de la 
ligne donnée, on conduit un plan d'rb", perpendiculaire au plan vertical ; ce 
plan contiendra le point cherché; mais ce point est dans le plan donné; la 
projection horizontalegb", de l'intersection des deux plans, d'rb", t'tt", con
tiendra donc la projection horizontale du point cherché ; mais cette projec
tion doit aussi se trouver sur la projection horizontale d"s, de la ligne 
donnée; l'intersection p", des droites d"s, b"g9 sera donc la projection 
horizontale du point cherché. Quand la construction aura été bien faite, 
la droite p'p", sera perpendiculaire à TR(n° 3 9 2 ) . 

4 3 2 . Si les droites, bv', d'r, ne se rencontraient pas, le point pf n'existe
rait pas; cela indiquerait que la li^ne donnée ne rencontre pas le plan t'tt!' \ 
elle serait donc parallèle à ce plan. 

4 3 3 . (fig. 256). Quand la ligne donnée est verticale, sa projection horizon
tale est un point D", et le plan vertical conduit par cette ligne verticale est 
indéterminé, car sa trace horizontale n'est assujétie qu'à passer par le point 
Ainsi, pour trouver le peint de rencontre de la verticale VD", avec le plan 
t'tt", il suffit de mener par cette droite un plan vertical quelconque t"Rt'; la 
projection verticale nt' de l'intersection desplans, t'tt", t"Rt', passe par la pro
jection verticale du point demandé ; mais cette projection est située sur F'D"; 
l'intersection Dr, des droites, nt', V'D", est donc la projection verticale du 
point de rencontre delà droite D"V avec le plan t'tt"; D" est la projection ho
rizontale du même point. 

434- La projection horizontale d'un point est connue ; ce point est dans 
un plan donné. Ll s'agit de construire la projection verticale du même 
point. Si par la projection horizontale du point, on mène une perpendicu
laire au plan horizontal; la projection verticale de la rencontre de cette per
pendiculaire avec le plan donné , sera la projection demandée. Par exemple, 
si D" (fig. 256) , était la projection horizontale d'un point du plan Vett", en 
menant par le point D", une verticale DlsV, la projection verticale D', de la 
rencontre de cette verticale avec le plan t'tt", serait la projection demandée. 
De sorte que 17 et D" seraient les projections d'un point du plan z'«".On peut 
doue prendre arbitrairement l'une des projections d'un point situé dans ua, 



plan c o n n u . O n en déduit l'autre projection par la méthode que n o u s v e n o n a 

d'indiquer. 

435. (fig. 255). Par un point d'un plan connu, mener dans ce plan 
des parallèles aux plans de projection. Les projections du point et les 
traces du plan, sont connues ; il s'agit de trouver les projections des paral
lèles aux plans de projection, menées par le point donné, dans le plan connu. 
Mais, lorsqu'une droite passe par un point, les projections de cette droite 
passent par les projections de ce point; il suffit donc de trouver les directions 
des parallèles aux plans de projection. Supposez que d'et d" soient les pro
jections d'un point d, du plan T'TT" (n° 4^4)• Si par le point d, vous 
menez une horizontale H, dans le plan T'TT", la projection horizontale de 
cette ligne sera parallèle à TT" et la projection verticale de la ligne H sera 
parallèle à TR (n° 4 °7 ) î o r c e s deux projections passent respectivement 
par d" et par d'; tirant donc par ces points des parallèles d"h, d'h't 

aux lignes TT" et TR, les droites d"h, d!hr, seront les projections de l'ho
rizontale H, menée par le point donné d, dans le plan connu T'TT". On 
verrait de même que pour construire les projections d'une parallèle au plan 
vertical, menée par le point d dans le plan T'TT", il suffit de tirer par 
les projections, d',d", du point d, des parallèles d'v, cU'm", aux droites» 
^TT', TR ; ces parallèles seront les projections demandées. Lorsqu'on aura 
opéré avec exactitude, la parallèle au plan horizontal, menée par le point 
éZ5dans le plan T'TT", devra rencontrer le plan vertical de projection en 
un point vr situé sur la trace verticale TT*' et la parallèle an plan vertical 
devra rencontrer le plan horizontal en un point h"r situé sur la trace ho* 
ïizontale TT". Si les traces dn plan donné étaient parallèles à la ligne 
de terre, ce plan serait parallèle à la ligne de terra, et les deux parallèles 
aux plans de projection menées par le point donné dans le plan donné, se 
réduiraient à une même droite, parallèle à la ligne de terre ; les projections-
de cette droite seraient des parallèles, d'Jî', d"h",$. la ligne de terre. 

430. (fig. 255). Pour exécuter les constructions précédentes, il n'est pas 
nécessaire d'avoir les traces du plan T'TT", il suffit d'en connaître les direc
tions. Par conséquent, lorsque les traces d'un plan n'étant pas détermi
nées, on connaît les directions de ces traces et un point de ce plan ; pour 
mener par le point donné, et dans le plan inconnu, des parallèles aux 
plans de projection, il suffit de conduire par les projections du point 
donné , des parallèles a la ligne de terre et des parallèles aux directions 
des traces ; ces quatre droites sont les projections des parallèles aux 
plans de projection. Par exemple, supposez que les traces d'un plan inconnu ̂  
soient parallèles aux lignes connues, tt', tt", et que les projections d'un point d 
de ce plan, soient d' et d"; pour conduire par ce point et dans ce plan, des 
parallèles aux deux plans de projection , vous mènerez des parallèles d'h'9 

d"h", à TR , et des parallèles d'v, d"h, aux directions connues tt', tt". Les 
lignes d"h , d'h', seront les projections de l'horizontale menée pat le point 



donné dans le plan inconnu ; et d"h" seront les projections de la parallèle 
au plan vertical, mene'e par le point donne dans le plan inconnu. S i Ton dé
termine (n° 4^5), les points, v', h", où les deux droites, mené s dans le plan 
inconnu , rencontrent les plans de projection, ces points appartiendront aux 
traces du plan inconnu; mais ces traces doivent être par;u< Us aux lignes con
nues, tt', tt"; tirant donc par les points, ur, h", des parali- les TT'', TT", aux 
droites, tt', tt", ces parallèles seront tes traces du plan inconnu ; de sorte que 
ce plan sera entièrement déterminé. Quand la construction sera faite avec 
exactitude, leS traces, T'T, T"T, concourront vers un même point de la 
ligne de terre. Si les traces du plan inconnu devaient être parallèles à la ligne 
de terre, les parallèles aux pla»:s de projections ne rencontreraient plus 
ces plans , de sorte que la construction précédente ne donnerait pas les 
traces du plan inconnu; mais dans ce eas, le plan inconnu étant parallèle à 
la ligne de terre et n'étant d'ailleurs assujéti qu'à passer par le point donné, 
la position de ce plan doit rester indéterminée. Ce qui est indiqué par la cons
truction. Nous verrons (n° 458, 3°) comment on peut construire les di
verses positions de ce plan. 

437. Un point d'un plan et les directions des traces de ce plan, suf
fisent donc pour construire les traces de ce plan, pourvu toutefois que 
les directions des traces ne soient pas parallèles à la ligne de terre. 

438. (fig. 255). Les directions des traces d'un plan sont données et 
l'on connaît les projections d'un point de ce plan. On propose de cons
truire les traces de ce plan. Par le point donné et dans le plan inconnu, 
menez deux droites respectivement parallèles aux plans de projection (n° 436). 
Déterminez les deux points de rencontre de ces droites avec les plans de pro
jection ( n° 425) . Ces points appartiendront aux traces demandées. Con
duisant, par ces points, des parallèles aux directions des traces du plan cher
ché, ces parallèles seront les traces demandées. Lorsque les directions des 
traces ne seront pas parallèles àla ligne de terre, la construction réussira; et les 
traces devront concourir vers un même point de la ligne de terre (n° 4°4> 
Nous verrons (no 4^8), comment on devrait opérer, si les traces étaient 
parallèles à la ligne de terre. Par exemple, supposez que les traces cherchées 
soient parallèles aux lignes connues, tt', tt", et que les projections du point 
donné*/, soient d'et d". Pour conduire par le point d et dans le plan demandé, 
des parallèles aux plans de projection, il suffit de mener des parallèles dh\ 
d"h" à TR, et des parallèles, drw, d"h, aux directions connues, II', tt" ; les 
droites d"h , d'h', seront les projections de l'horizontale menée par le point 
donné, dans le plan cherché ( n ° 4 3 6 ) ; cette horizontale rencontrera le plan 
vertical en un point u', qui appartiendra à la trace verticale du plan demandé. 
d'u et d"h", seront les projections de la parallèle au plan vertical, menée par 
le point donné, dans le plan cherché; le point h", où cette droite rencontre 
le plan horizontal, appartiendra à la trace horizontale du plan demandé. Con
duisant donc par les points, S, h", des parallèles, TT', TT", aux directions 



connues, ttr, tt"; les droites, TT', TT", seront les traces demandées. Lors^ 
qu'on aura opéré avec exactitude, ces traces concourront vers un même point 
de la ligne de terre ( n° 4o4> 

439. (fig. 255). Par un point connu, mener un plan parallèle a un 
plan donné. Les traces de deux plans parallèles étant parallèles (n°4°o) t 
les traces du plan cherché doivent être parallèles aux traces du plan donné. 
Mais, le point donné est dans le plan cherché; on connaît donc un point de 
ce plan , et les directions de ses traces ; il est donc facile de trouver les traces 
du plan cherché (n° 438) . Par exemple ; si les traces du plan donné étant tt'et 
tt" ; les projections du point donné sont d! et d"; on tirera par le point dr, une 
parallèle d'h' à TR, et par le point d", une parallèle d"h htt"; par le point h, 
011 mènera la verticale hk' ; par le point T / ' , ou les droites hk', d'h'', se ren
contrent , on conduira la parallèle TV, à tt' et par le point T où TT' 
rencontre TR, on tirera une parallèle TT" à tt"; TT' et TT" seront les 
traces du plan demandé. Pour vérifier l'exactitude de cette construction, 
on mènera des parallèles , d'v , d"m", aux droites tt', TR; et tirant vh" per
pendiculaire à TR, le point h", ou cette perpendiculaire rencontre d"m'\ 
devra se trouversur la trace horizontale TT" du plan demande'. 

44°• (fig- 256). Un point et un plan étant donnés ; on propose, de mener 
une perpendiculaire du point donné sur le plan donné , de trouver l& 
pied de la perpendiculaire et de construire la longueur de cette perpen
diculaire. Supposez que d'et d" soient les projections du point donné, et 
que t'tt" soit le pian donné. Les projections de la ligne cherchée devant être 
perpendiculaires aux traces du £lan donné (n° 409 ) et devant passer par les 
projections du point donné, il suffit de mener par les projections, df, d", du 
point donné, des perpendiculaires, d'r,d"s, sur les traces, tt', tt", du plan 
donné ; d'r et d"s, seront les projections de la perpendiculaire demandée. Ces 
projections étant connues, on déterminera les projections, p', p", du pied de 
la perpendiculaire (n° 43 i ) , et l'on en déduira la longueur de cette perpendi
culaire (no 4»3). 

4 | i . (fig. 256). Par un point donné, mener un plan perpendiculaire a 
une ligne donnée. Le plan cherché devant être perpendiculaire à la ligne don
née, les traces de ce plan sont perpendiculaires aux projections de la ligne 
donnée (n° 4°9) '1 mais le point donné appartient au plan cherché. On connaît 
donc un point du plan cherché, et les directions de ses traces. On sait donc 
construire les traces du plan cherché (n° 438). Par exemple, si les projections 
du point donné D , étant D', D",les projections de la ligne donnée sontd'ret 
d"s; pour construire les traces du plan mené par le point donné perpendicu
lairement h la ligne donnée; on observera que ces traces sont perpendiculaires 
aux projections, d'r, d"s, de la ligne donnée. Menant donc par le point D' une 
parallèle D'q' à RT, et par le point D", une perpendiculaire D"v, à d"s, 
D'q' et D"v seront les projections de l'horizontale menée par le point donné 
daua le plan cherché ( n° 436). Le point q', où cette horizontale rensontre le 



plan vertical, sera donc un point de la trace verticale du plan cherche' ; maïs 
cette trace doit être perpendiculaire à la projection verticale <iV de la ligne don^ 
née $ on construira donc cette trace, en menant par le point q'unc perpendicu
laire tt' à dfr. Si par le point t, où. la trace tt' rencontre TR, on conduit une 
perpendiculaire tt" à la projection horizontale cl"s de la ligne donnée ; tt" sera 

la trace horizontale du plan demandé. Les traces rte ce plan sont donc tlf et 
tt". La remarque, du n° 4*4? donne un point de vérification. Si l'on construit 
le point de rencontre du plan t'tt" avec la droite donnée, on trouvera que les 
projections de ce point, sont p' et p", ( no fy\o ). 

44 2 « Remarque. Le point donné D et le point p, de rencontre du plan 
cherché avec la droite donnée, étant situés dans le plan conduit par le point 
donné perpendiculairement à la ligne donnée ; la droite qui passe par les points 
D et p, sera dans ce plan ; elle sera donc perpendiculaire a la ligne don
née ( n° 282). Les droites, Z)'//, D"p", sont donc les projections de îa perpen
diculaire menée du point donné sur la ligne donnée. Cette remarque conduit 
à la solution du problème suivant : 

443. (fig. 256). Un point et une droite étant donnés; on propose de me
ner par le point donné une perpendiculaire a la ligne donnée, de détermi
ner le pied de cette perpendiculaire et trouver la longueur de cette 
perpendiculaire. Supposez que D' et D" soient les projections du point 
donné D et que les droites, d'r, d"s9 t vient les projections de la ligne don
née. Par le point donné, conduisez un plan t'tl" perpendiculaire à la ligne 
donnée (n° 440> déterminez ensuite les projections, p', p", du point de ren
contre de la droite donnée avec le plan tftt" ( n° 43ï ) ; les droites, D'p\ 
D"p", seront les projections de la perpendiculaire menée du point donné sur 
la ligne donnée. Vous déduirez de ces projections , la longueur de la perpen
diculaire menée du point donné sur la ligne donnée (IT° 4 i3 . ). 

444- P a r r m e ligne donnée y conduire un plan perpendiculaire a un 
plan d<ymé. Si d'un point quelconque de la ligne donnée, on mène une 
perpendiculaire au plan donné5 cette perpendiculaire et la ligne donnée étant 
dans le plan cherché (n° 3o4) , les points où ces droites rencontre tout 
les plans de projection, appartiendront aux traces du plan cherché. On déter
minera donc facilement deux points de chaque trace. Il y aura un point de 
vérification , car les traces devront se couper sur un même point de la ligne de 
te ire. La solution de ce problème , ne dépend donc que des constructions des 
n° s 4^5 cl 44°* Si la ligne donnée était perpendiculaire au plan donné, toutes 
les perpendiculaires, menées des différens points de cette ligne sur le pian 
donné , se confondraient avec la ligne donnée (n° 255) 5 de sorte que la cons
truction ne pourrait donner qu'un point de chaque trace ; les traces du plan 
demandé seraient donc indéterminées. Et en effet, par une perpendiculaire h 
un plan,donné, on peut conduire une infinité de plans perpendiculaires au 
plan donné (n° 3oa). 

4 j 5 . (fig. 256). Construire V'angle Jormé par les deux traces d'un plan 



donné. Supposez que le plan donné soit trtt,r\ prenez deux points quelcon* 
qucs, q\ m", sur les traces de ce plan et concevez la droite q'm", qui joint 
ces points (*). Dans le triangle q'tm!'y la droite q'm"> sera le côté opposé à 
l'angle cherché. Or, les côtés , tq', tm", sont dans leur vraie grandeur ; il suffit 
donc de construire la longueur du côté qrm". Pour y parvenir 5 on mènera 
qfv perpendiculaire à TR ; la droite m"v, sera la projection horizontale de 
tf171' j prenant ve = vm" et tirant l'hypoténuse eq' ; cette hypoténuse , sera 
la longueur du côté q'm" (n° 4 ^ ) j par conséquent, si des points l et q* 
comme centres, avec les rayons , tm", q'e, on décrit des arcs; en menant des 
droites du point c> où ces arcs se coupent, aux points t et qr, l'angle ctq\ 
sera la vraie grandeur de l'angle formé par les traces , ttf, tt", du plan donné. 
S i le plan horizontal restant fixe, on conçoit que le plan vertical tourne au
tour de TR, jusqu'à ce qu'il soit perpendiculaire au plan horizontal ; et si 
l'on fait tourner ensuite le triangle ctqr autour de tq' comme charnière; lors
que le point c sera dans le plan horizontal, te coïncidera avec tm", et le plan 
du triangle teq', coïncidera avec le plan, donné. 

44& (fîg. 257). Déterminer l'angle formé par deux lignes droites. S i 
par un point quelconque, on mène des parallèles aux lignes données (no 421 ) , 
l'angle formé par ces parallèles, mesurera l'angle des lignes données (n° 280). 
La question est donc réduite à construire l'angle formé par deux lignes 
droites qui se coupent. Supposez, que les projections du point d'intersection 
des lignes données soient a' et a", que les projections de la première droite 
soient a'b' et a"b", et que les projections de la seconde droite soient a'cf et 
a"c". Si vous déterminez ( n° 4 2 | 5) les points b"7 c"y où les lignes données 
rencontrent le plan horizontal ; a' et a" seront les projections du sommet 
d'un triangle, dont la base sera b"c" et dans ce triangle, l'angle opposé à la 
base b"c", sera l'angle demandé. O r , la base b"c"est dans sa vraie grandeur; 
il suffit donc de chercher les longueurs des deux autres côtés. Les projections 
de l'un de ces côtés étant a"b" et a'bf, si vous prenez pc =s a"b", l'hypoténuse 
a'c, sera la longueur du côté projeté en a"b" (n° 4i3) ; et -prenant pd=* a" c", 
l'hypoténuse a!d sera la longueur du côté projeté en a"c". Par conséquent; si 
des points b" et c" comme centres, vous décrivez des arcs, avec les rayons,. 
afc> a'det si du point a y où ces arcs se coupent, vous menez des droites, 
ab",ac", aux extrémités de la base b'lc" ; le triangle ab"c", sera la vraie 
grandeur du triangle dont la projection horizontale est a"b"c" ; l'angle b"aca, 
sera donc égal à l'angle formé par les lignes données. On peut construire le 
triangle b"ac", par une méthode plr.s élégante. En effet; la base b"c" étant 
connue, il suffit de trouver la position et la grandeur de la perpendiculaire ap", 

(*) La droite q'm", n'étant située dans aucun des plans de projection , on 
ne doit pas la tirer dans l'épure ; nous n'avons mené cette ligne que pour fixer 
les idées. Cette remarque est générale ; on ne doit mener dans les épures que 

les ligne s situées dans les plans de projection. 



Sïiênéc du sommet a, sur la base. Or , a" est la projection horizontale du 
sommet a ; par conséquent, si du sommet du triangle cherché, on menait une 
perpendiculaire sur le pian horizontal, îe pied de cette perpendiculaire serait 

conduisant par a", une perpendiculaire a"p" sur la base b"cu, qui est 
dans le plan horizontal; la droite que l'on tirerait du sommet du triangle, au 
point p", serait perpendiculaire à b"c" (n° 253) 3 le point p°, ainsi déterminé, 
est donc le pied d« la perpendiculaire menée du sommet du triangle sur la 
base; a"p" est donc la projection horizontale de cette perpendiculaire; mais 
<xfp, mesure la différence des perpendiculaires menées des extrémités de cette 
droite sur le plan horizontal ; prenant donc pli = a"p" et tirant l'hypoténuse 
a'h ; cette hypoténuse sera la hauteur du triangle cherché (n° 4 i 3 ). Portant 
sur la droite p"a"s, une partie p"a = a'h et tirant les droites, ab", «c"; le 
triangle demandé, sera abV et l'angle b"ac", mesurera l'inclinaison des 
lignes données. On pourrait exécuter la même construction par rapport au 
plan vertical, ce qui donnerait le moyen de vérifier si l'on a opéré avee 
exactitude. 

447- Remarque. Cette construction suppose que les deux lignes données 
rencontrent l'un des plans de projection. Si l'une des lignes données était pa
rallèle au plan horizontal; on mènerait, par un point quelconque b" du plan 
horizontal, des parallèles aux lignes données ; l'une de ces parallèles serait 
dans Je plan horizontal ( n° 322 ) , en V'c", par exemple ; les projections de 
l'autre parallèle seraient des droites Va', b"a" ; conduisant une perpendicu
laire a!a" à TR, les points a's a", seraient les projections d'un point de la 
seconde parallèle ; concevant une perpendiculaire menée par ce point sur 
Vc" ; la projection horizontale de cette perpendiculaire serait une droite a"p" 
perpendiculaire sur b"c" ; prenant ph «= a"p" et tirant la droite «'A; cette 
droite serait la longueur de la perpendiculaire projetée en a"p". Portant done 
sur la droite p"s une partie p"a = a'h et tirant ah", l'angle ab"p" mesurerait 
l'inclinaison des lignes données. Enfin, si les deux lignes données étaient 
parallèles au plan horizontal, en tirant par un point quelconque a" du plan 
horizontal, des parallèles, a"b", u"c", aux lignes données , ces parallèles se
raient dans le plan horizontal (n° 322); l'angle b"a"c" mesurerait donc l'in
clinaison des lignes données. Lorsqu'en menant, par un point quelconque , 
des parallèles aux lignes données, ces parallèles se confondent, les lignes 
données sont parallèles, et l'angle formé par ces lignes est nul (n° 281 ). 

448* (fig. 257). Par le point cTintersection de deux droites données; 
mener, dans le plan de ces droites, une ligne qui divise l'angle qu'elles 
forment en deux parties égales. Supposez que les projections de la pre
mière droite soient a'b', a"b", et que celles de la seconde soient a'c',a"c" \ 
construisez l'angle b"ac" formé par ces droites (n° 44**)* Du point a , menez 
une droite ael\ qui divise l'angle b"ac" en deux parties égales; l'intersection 
e", des droites ae", b" c", sera le point où la ligne demandée rencontre le 
plan horizontal. La projection verticale de ce point, sera le pied v de la per-



(*) On voit facilement que la droite s'r", supposée dans l'espace, est la 
ligne D, car la ligne s'r", forme avec la verticale un angle r"s'p, égal à 
l'angle donné bs'p, et elle fait avec s'a un angle r's'a, qui est égal à l'angle 
donné as'n'. 

pendiculaire menée du point e", sur TR (no 386) ; e" etv, seront donc le* 
projections d'un point de la ligne cherchée ; mais les projections de cette ligne 
doivent passer par les projections, a", a', du point d'intersection des lignes 
données; les droites, a"e", a'v, seront donc les projections de la ligne de
mandée. Si la ligue cherchée, devait diviser l'angle des lignes données, en 
deux parties qui fussent dans un rapport donné, l a construction ne différerait 
de la précédente, qu'en ce que la droite ae" diviserait l'angle b"ac"9 dans le 
rapport donné. Il y aurait deux solutions. 

449- (fig. 258). Connaissant, l'angle de deux droites et les angles 
qii elles forment avec la verticale; on propose d'en déduire l'angle formé 
par les projections horizontales de ces droites. Supposez, que les droites 
données se coupent en / , qu'elles forment avec la verticale s'p, des angles 
connus, ps'a, ps'b] qu'elles forment entre elles l'angle donné as'nf et que 
la première droite soit s'a ; désignez la seconde droite par D ; prenez pour 
pl.iii vertical de projection, le plan psfa , et conduisez arbitrairement le plan 
horizontal de projection. Concevez que RTsoit la ligne de terre; ap sera l a 
projection horizontale de la droite s'a. Il s'agit de construire la projection 
horizontale de la droite D. Or , cette projection passe par le point p ; il suffit 
donc d'en déterminer un second point. Gela posé; le point de rencontre de 
la ligne D, avec le plan horizontal, est facile à déterminer, car celte ligne , 
qui passe par le point s'9 devant faire avec la verticale sfp, un angle égal a 
ps'bj le point demandé sera sui l'arc br"c,f, décrit du point p comme centre 
avec le rayon pb (n° 288). Mais, en prenant s'm' « s'b et tirant la droite 
amr ; cette droite sera la distance du point a, au point où la droite D ren
contre le plan horizontal ; ce dernier point doit donc se trouver sur l'arc 
d"e", décrit du point a comme centre avec le rayon amf ; ce point sera donc 
l'intersection r", des arcs bc", d"e". Les points p et r" étant les projections 
horizontales de deux points de la droite D 9 la projection de cette droite sera 
pr". Les projections horizontales des droites données, sont donc pa et pr"; l a 
projection horizontale de l'angle formé par les droites données, est donc 
l'angle r'pa (*). Ce dernier angle est l'angle des droites données, réduit à 
l'horizon. Ainsi , pour réduire un angle à l'horizon, il suffit de construire 
l'angle formé par les projections horizontales des côtés de cet angle. Ce pro
blème mérite toute l'attention des élèves ; il est de la plus grande utilité dans 
le levé des plans, parce qu'on ne doit construire sur la carte d'un pays, 
que les projections horizontales des angles observés. Ce qui conduit à réduire 
ces angles à l'horizon. Pour y parvenir, on mesure, avec un graphomètre 
(B. n ° 2 3 ) , l'angle formé par les côtés de l'angle observé, ainsi que les 



angles que ces côtés font avec la verticale. On en déduit la projection ho* 
rizontale de cet angle, par le procédé que nous venons d'indiquer; cette 
projection est Vangle observé, réduit à Vhorizon. Par exemple, si l'angla 
observé, étant de 8 2 0 \o', les angles formés par les côtés de cet angle, aveo 
la verticale, sont de 74° 2 4 ' e t de 77° 4 2 ' i o n a u r a ( ug- 2 5 8 ) . . . 

as'nf = 8 2 0 i o ' ; ps'a « 74° ^4' ; ps'b = 77° 4 2'« 

Construisant ces angles avec un rapporteur, et cherchant l'angle réduit .H 
l'horizon, on trouvera que l'angle r"pb est de 85° 12'. Ce résultat s'accorde 
avec celui de Bezout. (Voyez la page 189 , du texte de Bezout). 

Les trois angles plans , ps'a, ps'r", as'r", formant un angle solide en s\ 
chacun de ces angles plans, est plus petit que la somme des deux autres 
(n° 346). Cette condition étant toujours remplie, lorsqu'on mesure exacte
ment les angles sur le terrain, les arcs, bc", d"e", se coupent nécessairement; 
ce qui détermine l'angle réduit à l'horizon. Lorsqu'on se donne arbitrairement 
ces trois angles, on doit les choisir de manière que chacun d'eux, soit 
moindre que la somme des deux autres. Si cette condition n'était pas remplie, 
la construction indiquerait l'impossibilité du problème, car les arcs d"e" et 
bc", ne se rencontreraient pas. 

450. (fig. 257). Construire V angle formé par une droite avec un plan. 
Si par un point quelconque de la droite, on mène une perpendiculaire au 
plan, l'angle formé par ces droites sera le complément de l'angle demandé 
(no 285). La question est donc raaaenée à celle du n° 44^- Par exemple, les 
projections d'une droite étant afb' et a"b", si l'on veut trouver l'angle formé 
par cette droite, avec le plan ti'tt"'; on prendra un point quelconque de cette 
droite ; par les projections, af, a", de ce point, on mènera des perpendiculaires, 
a'c', a"c", sur les traces, ttf, tt", du plan donné. Ces deux premières droites 
«eront les projections d'une perpendiculaire au plan t'tt" ( iv 8 4°9)* Cons
truisant (n° ^6) Vangle b"ac", formé par cette perpendiculaire avec la ligne 
donnée, cet angle sera le complément de l'angle demandé. Menant donc, 
ah" perpendiculaire sur ab", l'angle c"ah", sera l'angle formé par la droit* 
donnée avec le plan donné. 

451. (fig. 255). Déterminer les angles formés par un pian donné avec 
les plans de projection. Supposez que t'tt" soit le plan donné. Pour cons
truire l'angle formé par ce plan avec le plan horizontal, menez arbitraire
ment un plan vertical p^s/, perpendiculaire à la trace horizontale tt"] les 
intersections de ce plan, avec le plan donné et ayee les plans de projection, 
«eront des droites p"r', p"s, s / ; les lignes p"/, pus, seront perpendiculaires 
à tt" et sr* sera perpendiculaire sur RT. Les droites, p"s, pur', situées dans le 
plan horizontal et dans le plan donné, étant perpendiculaires à l'intersection 
%t" de ces deux plans et passant par un même point p" de l'intersection; l'angle 
r'p"s, formé par ces droites, mesure l'inclinaison du plan donné sur le plan 
horizontal ( n° 2g3); il suffit donc de trouver la Yraâe grandeur de l'angle r'p"$> 



du triangle rTp"s. O r , ce triangle est rectangle en s; les vraies grandeurs des 
côtés de l'angle droit, sont srf et sp"\ prenant donc sp = sp" et tirant la droite 
p/, le triangle r'sp, sera la vraie grandeur du triangle r'sp" \ l'angle r'ps, 
mesurera donc l'angle formé par le plan donné avec le plan horizontal. Une 
construction analogue donnerait l'angle formé par le plan t'tt", avec le plan, 
vertical de projection. 

4 5 2 . (fig. 255). Construire un plan, qui divise en deux parties égales 
Vangle formé par un plan donné avec le plan horizontal. Supposez que 
t'tl" soit le plan donné; construisez l'angle r'ps, formé par le plan donné 
avec le plan horizontal (n° ^Si). Si le plan cherché était mené, sa trace 
horizontale serait tt", et le plan vertical p"srf, perpendiculaire à tt", couperait 
le plan horizontal, le plan donné et Je plan cherché, suivant trois droites 
p's, p"r', p'nf, qui seraient perpendiculaires à l'intersection tt" de ces trois 
pians; les angles formés par ces droites, mesureraient donc les inclinaisons 
respectives des plans qui les contiennent; et par conséquent, la droite punf 
diviserait l'angle r'p"s en deux parties égales. Si l'on conçoit que le triangle 
T'P"SI tourne autour de r's, pour venir s'appliquer sur le plan vertical ;, le 
point p" viendra en un poiut p, tel que sp~sp"\ les points, s, n', r", reste
ront fixes et les angles, nfpr', n'ps, mesureront les angles formés parle plan 
cherché avec le plan donné et avec le plan horizontal ; mais ces angles doivent 
être égaux. Tirant donc une droite pnf, qui divise l'angle connu r'ps, en 
deux parties égales ; le point n', où cette droite rencontre la verticale sr', 
sera le point où la droite p"n', rencontre le plan vertical t'tR\ or cette droite 
est dans le plan cherché; le point n( appartient donc à la trace verticale du 
plan cherché; mais tt" est la trace horizontale de ce plan; la droite tsr

9 

menée par les points t et n', sera donc la trace verticale du plan demandé; 
or sa trace horizontale est tt" \ ce plan est donc entièrement détermine 
(n° 406) . 

Remarque. Si les angles formés par le plan demandé, avec le plan donné 
et avec le plan horizontal, devaient être dans un rapport connu; la construc
tion ne différerait de la précédente qu'en ce que la droite pnr, diviserait l'angle 
r'ps, en deux angles n'pr', n'ps, qui seraient dans le rapport donné. 

4 5 3 . (fig. 259). Déterminer V angle fermé par deux plans donnés. Si 
par un point quelconque, on menait deux perpendiculaires aux plans donnés 
( n° 4 4 ° ) » l'angle formé par ces droites serait facile à construire (n° 4 4 ^ ) * 

et le supplément de cet angle mesurerait l'inclinaison des plans donnés (n° 34*)« 

Mais, on peut résoudre directement ce problème. En effet; prenez un point 
quelconque de l'intersection des plans donnés; parce point, menez, dans 
ces plans, des perpendiculaires à l'intersection ; l'angle formé par ces perpen
diculaires, sera l'angle demandé (n« 293). Supposant donc que les pians 
donnés soient t'tt" et l'Tt"; construisez (n° 4 2 2 ) la projection horizontale 
t'a de l'intersection t't" de ces plans. Par un point quelconque v" de at"? 



concevez un plan nd"c", perpendiculaire h t'i"; Ce plan coupera les plans 
donnés suivant des droites ne", nd", perpendiculaires à l'intersection t't" 
et la trace horizontale de ce plan sera une ligne c"d", perpendiculaire à la 
projection horizontale at" de l'intersection ( n° 4 ° 9 ) 5 Sangle formé par les 
droites nd", ne", sera donc l'angle demandé; il suffit donc de construire le 
triangle nd"c" dans sa vraie grandeur. La base de ce triangle est c"d" et le 
sommet n, étant dans l'espace, les côtés nd', ne", ne sont pas dans leur 
vraie grandeur; on pourrait trouver les longueurs de ces côtés; mais la cons
truction est plus élégante, en cherchant la position et la grandeur de la per
pendiculaire np", menée du sommet n, sur la base d"c". En raisonnant 
comme dans le n° 44^> o a démontrera que le pied de cette perpendiculaire 
est à l'intersection p", des lignes connues, at", d"c"; la question est donc 
réduite à trouver la grandeur de np". Pour y parvenir, on remarquera que 
le plan nc'd", étant perpendiculaire à t't"; l'angle p'nt" est droit (n° 2 4 7 ) . 
Concevant donc que le plan vertical l'at", tourne autour de t'a, comme 
charnière; dans ce mouvement, l'horizontale at", perpendiculaire h la verticale 
at*, ne sortira pas du plan horizontal de projection (n° 3 6 i ) ; les points, 
p", t", de cette horizontale, décriront des arcs , p"r"r, t"s"p, dont le centre 
commun sera en a, et dont les rayons seront ap" et at"; l'angle p"nt" res
tera droit. Lorsque at" tombera sur ap; les points, p", t", seront en r et 
en p; t't" coïncidera avec t'p et la perpendiculaire p"n, à t't", coïncidera avec la 
perpendiculaire rpf, menée du point/*, sur t'p;de sorte que r//estlavraiegrandeuc 
de la hauteur p"n,àw. triangle nd"c". Prenant donc sur pnt", une partie p"v = rp'9 

et tirant les droites vd", vc"; le triangle vd"c", sera la vraie grandeur du triangle 
ncl'c"; l'angle d'vc", mesurera donc l'inclinaison des plans donnés. 

Remarque. Si Pon veut trouver les projections du sommet n ; on mè
nera par le point p' des perpendiculaires, p'k, p'mr, aux droites 77?, fa; 
et l'on concevra que le plan vertical t'ap tourne autour de tfa, comme 
charnière, pour venir s'appliquer sur le plan vertical t'at". Dans ce mouve
ment, le point p', décrira un arc de cercle dont le centre sera en m', et dont 
le rayon sera ni pf (n° 36i ) . Cet arc, étant situé dans le plan horizontal qui 
passe par ni pr, la projection verticale de cet arc est l'horizontale pm' e\ 
la projection horizontale du même arc, est l'arc kn", décrit du point a comme 
centre avec le rayon ak. Lorsque le plan trap, sera parvenu dans la posi
tion t'at"; p'r coïncidera avec np" et le pied k de la verticale p'k, tombera 
sur le point n", où l'arc kn" rencontre at" ; de sorte que p'k, coïncidera 
avec nn"; le point n" est donc la projection horizontale du point n. Mais, 
les points n et p' étant à la même distance p'k du plan horizontal, la pro
jection verticale du point n, doit se trouver sur l'horizontale p'ntf; menant 
donc par le point n", une perpendiculaire ri'nf, sur TR; le point n', où 
cette perpendiculaire rencontre p'mf, sera la projection verticale du sommet 
n. Ainsi, pour construire les projections n', n", du sommet n, du triangle 
nc"d"; il suffit de mener p'k perpendiculaire à RT et de prendre p"n"=rk; 
le point n" est la projection horizontale du sommet n\ conduisant parles 
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points pr, n", des perpendiculaires, / /m', ri'ni, aux droites af, TR, le poîn$ 
n' oii ces droites se rencontrent, sera la projection verticale du sommet n\ 
et lorsque la construction sera bien faite, le point n' devra se trouver sur 
la projection verticale t's de l'intersection des plans donnes. Les projections 
n', n", du sommet n étant counnes, il sera facile d'en déduire les longueurs 
des côtés nd", ne" (no 4 ! 3 ) ; lorsqu'on aura opéré avec exactitude, ces lon
gueurs devront être égales aux droites vd", vc" 

454- En général; pour construire l'angle formé par deux plans lrtl",trTl" 
(fig. i5ç)) ; déterminez l'intersection l' des traces verticales de ces plans. 
Menez t'a perpendiculaire sur la ligne de terre ; joignez le pied a de cette 
perpendiculaire avec le point t", où les traces horizontales des plans donnes 
se coupent; par un point quelconque p" de at", menez d"c" perpendiculaire 
sur at"j prenez #r = ap" et ap •=. at"j tirez la droite t'p\ et, par le point r , 
ïnenez r / / , perpendiculaire à t'p\ portez sur p"t", une partie / /V s= /-;/; tirez 
les droites vd", vc". L'angle d"vc", sera l'angle formé parles plans donnés0 

Si l'on effectuait une construction analogue, sur le plan vertical, on devrait 
trouver le même angle. 

4 5 5 . ( fig. 2 5 9 ) . Construire un plan qui passe par l'intersection de deux 
plans donnés et qui divise P angle qu'ils forment en deux parties égales. 
Si les deux plans donnés sont, t'it" et t'Tf\ le plan cherché devant passer 
jpar l'intersection t't" des plans donnés, les traces de ce premier plan, pas
seront par les points tf et t", où l'intersection t't", rencontre les plans de pro
jection. On connaît donc un point de chacune des traces du pian cherché ; or 
ces traces doivent passer par un même point de la ligne de terre; il suffit donc 
de trouver un autre point de l'une des traces du plan cherché. Pour déterminer 
un point de la trace horizontale, on construira d'abord, sur le plan hori
zontal, l'angle d"vc", formé par les plans donnés (n° 4^4)* Si i e plan cherché 
était mené; en conduisant un plan nd"c" perpendiculaire à l'intersection t't' 
des trois plans ; ce nouveau plan couperait les trois autres , suivant des droites , 
nd", nq", ne", perpendiculaires à l'intersection t't" de ces trois plans; les 
angles formés par ces droites-, mesureraient donc les inclinaisons respectives 
des trois plans. La droite nq", diviserait donc l'angle d"nc", en deux parties 
égales. Et par conséquent, si l'on lire une droite vq", qui divise l'angl-o d"vc" 
en deux parties égales, le point q", sera le point où la droite nq" rencontre 
le plan horizontal; mais cette droite est dans le pian cherché ; q" est donc 
un point de la trace de ce plan ; or t" est un point de la même trace; Ja 
droite t"q"P, est donc la trace horizontale du plan demandé. Les points P 
et t', appartenant à la trace verticale de ce pian , cette trace est la droite Pt'9 

menée par les points P et i'. 

Remarque. Si les angles formés par le plan cherché avec les deux plans 
donnés, devaient être dans un rapport donné ; il suffirait de mener la droits 
1-7*, de manière qu'elle divisât l'angle connu cAv", dans k rapport dorme. 
Le teste de lu coiiatruciion serait le même. 



456. (fig. 256). On connaît un point d'une parallèle h un plan donné; 
V'une des projections de cette droite est connue. Il s'agit de construire 
Vautre projection. Supposez, que D' et D", soient les projections du point 
donné, que T"R soit la -projection horizontale connue, et que T'TT" so\t le 
plan donné. Par le point donné, menez un plan t'tt" parallèle au plan donné 
(n° 439); ï a droite cherchée sera toute entière dans le plan t'tt" (n° 320 ) ; 
mais elle doit aussi se trouver dans le plan vertical t"Rtr, mené par la pro
jection donnée ; l'intersection des plans, t'tt", t"Rt', sera donc la ligne de
mandée. Les projections, n/, t"R, de cette intersection, seront donc tas 
projections de la parallèle au plan donné ; de sorte que rit' sera la projection 
demandée. II y a un point de vérification, car la projection verticale nt', doit 
passer par la projection verticale V, du point donné. On peut encore dire-} 
la droite demandée devant être parallèle au plan T'TT", le plan vertical 
T"RT', mené par cette droite, coupe le plan T'TT", suivant une parallèle 
à la droite demandée (n° 3i4) . La projection verticale de la droite demandée, 
doit donc êire parallèle à la projection verticale fT' de l'intersection des 
plans, T'TT", TRT". Mais, cette projection passe par D'; on construira 
donc la projection demandée, en menant par ie point D', une parallèle 
ni' à /T ' . 

457 . (fig. 3 6 0 ) . Une parallèle au plan vertical, étant donnée, de 
grandeur et de position, on propose de conduire par le milieu de cettà 
droite, un plan perpendiculaire à cette droite. Si ad' et a"d", sont les 
projections de la droite donnée; les milieux m', m", de ces projections, seront 
les projections du milieu m de la ligne donnée (n°4i8). La question est donc 
réduite à mener par le point m, nn plan perpendiculaire à la ligne donnée; ce 
qu'on peut exécuter par la méthode générale du n° 44 1 - -Mais* la position par
ticulière de la droite donnée , simplifie la construction. En effet ; le milieu m 
de la ligne donnée appartenant au {dan cherche'et ce plan étant perpendiculaire 
au plan vertical ( n° %io); si par le milieu de la ligne donnée, on imagine 
une perpendiculaire au plan vertical, cette perpendiculaire sera dans le plan 
cherché (n° 3o4); le pied m' de cette perprndiculaire, sera donc un point 
de la trace verticale du plan demandé. Or, les traces de ce plan doivent être 
perpendiculaires aux projections de la ligne donnée; il suffit donc de mener, 
par le point m'une perpendiculaire t't h d'à, et parle point t une perpen
diculaire tt" à a"d"; les traces du plan demandé seront tt' et tt". Ce plan 
étant perpendiculaire au plan vertical, la trace horizontale tt" sera perpen
diculaire à TR (n° 4oO-

458. (fig- 254). Par u n e droite donnée, mener un plan parallèle a l.i 
li&ne de terre. Désignez la droite donnée par b. Lorsque cette droite ne sera 
pas parallèle à TR, en menant par un point quelconque de la droite/;, 
une parallèle c , à TR, le plan des droites b et v sera déterminé (n° J28) 
et ce plan jouira de la propriété demandée (n° 3a3). Quand la droite sera 
parulièlc à TR9ks droites /> «t c se confondront ( u° ^ 1 ) , le plan de ces 



deux droites sera indéterminé", de sorte que le plan demandé pourra prendra 
une inimité dépositions. Examinons ces différens cas; i°. quand la droite 
donnée rencontrera les deux plans de projection, les deux points de rencontre 
appartiendront aux traces du plan demandé; menant par ces deux points 
des parallèles h la ligne de terre, ces parallèles seront les traces du plan 
demandé ( n° 4°4)* ^ a r e x e m p k ? si I e* projections de la ligne donnée sont 
d'il et d"m, ou construira les points, d', d", où cette droite rencontre les 
plans de projection; menant par ces points fj,es droites d'p', d"p", parallèles 
à 77?, ces droites seront les traces du plan demandé; 2 0 . lorsque la ligne 
donnée ne rencontrera pas l'un des plans de projection, le plan vertical pa r 

exemple, elle sera parallèle à ce plan ; tirant par un point quelconque de 
celte droite, une parallèle à la ligne de terre, cette parallèle sera toute entière 
dans le pian demandé (n° 3 2 2 ) ; ce plan passera donc par deux parallèles 
au plan verticai, menées par un même point; le plan demandé sera donc 
parallèle au plan vertical (n° 327 ) , et par conséquent perpendiculaire au 
plan horizontal; la projection horizontale delà ligne donnée, sera donc la 
trace horizontale du plan demandé; cette, trace sera parallèle à la ligne de 
terre ( n° 4 ° ^ ) ? c ^ e déterminera ce plan; 3 ° enfin, quand la ligne donnée 
ne rencontrera aucun des plans de projection , elle est parallèle à chacun 
de ces plans; eiie est donc parallèle à 772 (n° 3 3 i ) ; on peut donc mener 
par cette droite une infinité de plans parallèles à la ligne de terre. Voyons 
comment on peut les construire. Si les droites b'qf

} b"q", sont les projections 
données d'une parallèle à la ligne de terre; ces projections seront parallèles 
à la ligne de terre (n° 398). Menant dans le plan vertical une parallèle 
quelconque d'pf à 77i, la droite t/'// sera parallèle à la ligne donnée (n° 265); 
ces deux dernières droites détermineront donc un plan parallèle à 77?; la 
trace verticale de ce pian sera d'pr, sa trace horizontale sera parallèle à 77?; 
il suffit donc de déterminer un point de celte dernière trace. A cet effet, 
on conduira par un point ciuelconque d1 de la trace verticale du plan cherché; 
une perpendiculaire drm à 772; les points df et ni seront les projections 
d'un pcvint du plan cherché. Mais, en menant une perpendiculaire quelconque 
brb" à 772, les points b' et ù", où cette droite rencontre les projections de 
la ligne donnée , seront les projections d'un point du plan cherché ; les droites 
d'b'n, mb"d", seront donc les projections d'une ligne située dans ce plan; 
le point d" où cette ligne rencontre le plan horizontal, appartient donc 
à la trace horizontale du pian demandé; cette trace sera donc la droite d"p", 
menée par le point d" parallèlement à 77?. La position de l'une des traces 
du plan demandé étant arbitraire, et l'autre trace pouvant s'en déduire par la 
méthode que nous venons d'indiquer, il sera facile de construire les traces des 
pians parallèles à la ligne de terre , qui passent par une parallèle a cette ligne. 

459. On propose de faire passer la surface d^uiie sphère, par quatre 
•puints donnés, qui ne s*nt pas dans un même plan. Nous avons démontré 

no 355) , que ce problème est toujours possible, et qu'il n'admet qu'une 
seule solution, Les constructions indiquées août faciles à émuler, Eu effet; 



Joignez les points donnés par des droites; menez des plans perpendiculaires 
sur les milieux de ces drones, et déterminez les intersections de ces plans, 
pris deux à deux (n° 4 2 2 ) ? c c s iutersections se rencontreront en un point 
unique, qui sera le centre de la sphère demandée. Cherchant ensuite les 
vraies distances du centre de la sphère, aux quatre points donnés , ces quatre 
distances devront être égales, car chacune d'elles sera un rayon do la sphère. 
Vous connaîtrez donc le rayon et la centre de la sphère demandée; le pro
blème sera donc complètement résolu. Les élèves devront exécuter cette 
épure. La construction devient plus simple, lorsqu'on peut disposer arbitraire* 
ment des plans de projection. En effet; dans ce cas, faites passer un plan par 
trois des points donnés et regardez ce plan , comme l'un» des plans de pro
jection; tirez une droite du quatrième point a l'un des trois autres ; prenez 
pour second plan de projection, un plan parallèle à cette droite, et perpen
diculaire au premier plan de projection. Regardez le premier plan comme 
horizontal, et le second comme vertical; alors, trois des quatre poinis donnés 
seront e n , a", b", c", (fig. 2 6 0 ) , dans le plan horizontal, et les p r o j e c 
tions a", d", du quatrième point, seront telles, que la droite menée de ce 
point, au point a", sera parallèle au plan vertical; la projection horizon
tale a"d" de cette droite, sera donc parallèle à TR (n© 4°3)> elles points, 
«", b", c", étant dans le plan horizontal, les projections verticales de ces 
points, seront les pieds , a, b, c, des perpendiculaires menées de ces points 
sur la ligne de terre. Par les milieux, n", r", des horizontales, a"c", a"b"> 
menez des plans perpendiculaires à ces droites ; les traces horizontales de ces 
plans, seront des perpendiculaires, n"s", r"s", aux lignes a'c", a"b"; et l'in
tersection de ces plans verticaux, sera une verticale , qui passera par le point 
«s"; la projection horizontale de cette intersection sera donc le point s", et 
la projection verticale de la même ligne sera une droite s"rf, perpendicu
laire à TR. Tous les points de la verticale qui passe par le point s", sont 
à égale distance des trois points donnés, a", b", c" et il n'y a que les points 
de cette droite qui jouissent de cette propriété (n° 33()) ; le centre de la 
sphère demandée est donc sur cette droite; ainsi, s" est la projection hori
zontale du centre de la sphère et la projection verticale du même centre est 
sur la ligne s"r'. La droite menée du point a", au point dont les projections 
sont df et d", étant parallèle au plan vertical; si par le milieu de cette droite 
on mène un plan t'tt" perpendiculaire à cette droite, ce plan sera perpen
diculaire au plan vertical de projection (n° 4 T 0 ) î s a trace verticale t't sera 
perpendiculaire sur le milieu m' de ad' (n° 4^7); la projection verticale 
de l'intersection de ce plan, avec la verticale qui passepar s", sera l'inter
jection s', des droites s"r', tt', ( n° 4^?)* Ainsi, les points, s', s", sont les 
projections du point d'intersection des plans perpendiculaires sur les mi
lieux des droites qui joignent les quatre points donnés ; / et s" sont donc les 
projections du centre de la sphère demandée. Les droites, s'a, s"a", étant les 
iHojectiorîsd'un rayon de la sphère, si l'on prend pr — s"a" et si Ton mène 
^vpotém\s« r / ; cette hypoténuse sera la vraie grandeur du r a y o n de la 



(*) Les points situés dans l'espace, ne sont pas indiqués sur la figure, 
Ainsi, D" et D' étant les projections d'un point D de l'espace, les droite*» 
DA, BB, DC, ne sont pas indiquées sur l'épure. 

sphère demandée. Le problème est donc résolu. Pour vérifier l'exactitude de 
Ja construction, on déterminera Ici» distances du centre de ia sphère aux trois 
autres points donnés (n° 4*3); C ( i S dislances devront eue égales au rayon 
rsf, de la sphère. 

46o. Circonscrire une sphère a une pyramide triangulaire. La surface 
de la sphère devant passer par les quatre sommets de la pyramide et ces 
son»! ets étant connus, il s'agit de construire une sphère qui passe par quatre 
points donnés (n° 4^9)* 

451. (fg. 2 j 5 ) . Inscrire une sphère dans une pyramide triangulaire. 
Ce pr blême étant toujours possible, il suffit d'exécuter les constructions 
indiquées dans le h° 358. La pyramide est donnée, les quatre sommets 
sont donc connus; on construira les pians qui passent par ces points pris 
trois'à trois (n° 4 2 ^;i c e ° t l u déterminera les faces de ia pyramide. Ses: 
arc les seront les droites qui joignent les sommets. Si par ces droites, on 
mène des plans qui divisent en deux parties égales les angles formés par 
les faces delà pyramide (n° §55), on pourra trouver le point d'intersection 
de cet. plans (n° 4?3 ) ; ce qui [déterminera le centre de la sphère demandée. 
Construisant les longueurs des perpendiculaires menées du centre de la sphère 
sur les faces de la pyramide (n° 44° )> c c s quatre perpendiculaires devront 
être claies, car chacune d'elles sera un rayon de la sphère. Afin de sim
plifier cette construction, prenez la base ABC, de la pyramide , pour le plan, 
horizontal de projection et menez le plan vertical de projection par la droite 
SiC Supposez que Df et D" représentent les projections du sommet D de la 
pyramide; tirez une perpendiculaire BB' à TR et menez les droites DfA>9 

j/IY, D'C, D"A, I)"B, D"C Ces droites seront les projections des arêtes, 
DA , DE, DC, de la pyramide (*). Supposez le problème résolu. Si df 

et d" sont les projections du centre d de la sphère inscrite, vous pourrez 
considérer le point d, comme le sommet d'une seconde pyramide dABC -
la section de cette pyramide par un plan horizontal xy~, sera un triangle abc 
dont les cotés seront respectivement parallèles aux côtés de la base ABC 
(n° 270). Les projections des côtés , ab , ac, bc , seront donc des parallèles, 
a"b", a"e", b"c"9 aux lignes, AB,AÇ, BC (n° 384). Si c e s parallèles étaient, 
connues, le problème serait résolu, car en prolongeant les droites, Aa" 
Bb", Ce", ces droites se couperaient en un point d" qui serait la projection 
horizontale du centre*/de la sphère; conduisant des droites, a"af, VU, c"e', 
perpendiculaires à TR9 le» points, a, b', c', ou ces droites rencontrent la 
ligne xy9 seraient les projections verticales des points a, b, e; les droites, 
ylaf, Bb'', Ce , prolongées, seraient donc les projections verticales des arêtes , 



(*) V d é s i g n a l ' i n t e r s e c t i o n des p l a n s DD"E, dBC* 

A A, dB, dC, de l a pyramide dABC\ ces trois premières droites se cou
peraient donc en un point tZ' qui serait la projection verticale du centre d* 
Les points, d.', d", ainsi déterminés, seraient donc les projections du sommet 
d de la sphère inscrite; de sorte que la droite dfd", serait perpendiculaire 
sur TR (n° 392). Or, la sphère est tangente au plan horizontal; le rayon, 
mené au point de tangence est donc vertical. La longueur de ce rayon est 
donc la perpendiculaire d?M à TR. Si Ton mène des perpendiculaires 
du centre d, sur les trois autres faces, DAB, DAC^ DBC, ces perpen
diculaires devront être égales au rayon d'M, et les pieds de ces perpendi
culaires seront lespoints oh la sphère touche les faces de la pyramide (n° 4 4 ° ) -
La question est donc réduite h construire le triangle a"b"c". Pour déterminer 
le côté b"c", on mènera par le sommet D, un plan vertical perpendiculaire 
à BC. Ce plan coupera les plans DBC, dBC, D"BC, suivant trois droites 
DE, V (*), D"E', perpendiculaires h BC. Les angles formés par les deux 
premières droites, avec la troisième, mesureront donc les inclinaisons des 
plans, DBC, dBC, sur le plan horizontal. L'intersection DE sera l'hy
poténuse d'un triangle rectangle dont les côtés de l'angle droit seront D'F 
et D"E> Prenant donc Fh — D"E et joignant D'h , l'angle D'hF mesurera 
l'angle que le plan DBC forme avec l'horizon. Tirant doue une droite 
fil, qui divise l'angle D'hF en deux parties égales, menant IH perpendi* 
culaire sur TR et concevant que l'on transporte D'FH, de manière que 
les côtés , D'F, Fh, coïncident avec les eôlés , DD", D"E, les droites , hD'* 
hl, seront les intersections du plan vertical DD"E, avec les faces, DBC9 

dBC] de sorte qu'en prenant Ee ~ hïl, le point e sera la projection ho 
rizontaie du point de rencontre de la droite V, avec l'horizontale bc ; tirant 
donc par le point e , une parallèle, b"c", hBC, celte parallèle sera la pro
jection horizontale du côté bc. Par la même raison, pour construire les 
projections, a"b", d'e", des deux autres côtés du triangle abc, on mènera 
des perpendiculaires D"G, D'F, sur les côtés AB,AC. On portera D'G 
de F en n et D"F, de F e n m\ on tirera les hypoténuses, D'n, Dfrny 

et l'on mènera des droites, nz, mk , qui divisent les angles, DfnF, DfmFJ 

en deux parties égales; des points s et A, on abaissera des perpendiculaires 
zr, hp, sur 77?; on prendra Gg—nr, Ff=mp, et.MI^Hèncra parles 
points, g,f, des parallèles, a"b", a"c", aux côtés, AB, AC ; ce qui dé-
terminera le triangle a'b"c". On en déduira le centre et le rayon de la 
sphère, comme il a été indiqué. 

On en déduit cette règle générale; pour construire la sphère inscrite 
dans la pyramide DABC. Prenez la base ABC, dans le plan horizontal 
de projection et menez le plan vertical de projection par Varête AC. 
JLes projections Df, D", du sommet D, seront sur une perpendiculaire 
D'D" a TR. Par le point D", conduisez des perpendiculaires D"E, 



(*) Si vous construisez les pieds «T, y, C, de ces perpendiculaires (n° ̂ \o), 
vous trouverez que les projections de ces trois points sont, è' et S", y' et }"> 
C et C . "Vous en déduirez ( n° 4 ' ^ ) * c s longueurs des perpendiculaires, 

dyt dC; ces perpendiculaires seront égales au rayon d'M, de la sphère» 

D'C, sur les c6tés BC, BA. Prenez, Fli~D"E, Fni= FDH, FnœD'G. 
Tirez les hypoténuses , D'h, D'm, Drn et menez des droites> hl, mk , 
nz, qui divisent les angles, DfhF, D'mF, DfnF9 en deux pat lies égales. 
Par les points, l, k, z9 oh ces droites rencontrent une parallèle quel
conque xy, a TR, abaissez des perpendiculaires, Ih, kp, zr, a TR. 
Prenez, Ee — hH, Ff=*mp, Gg—nr; par les points ,e,f, g, menez 
des parallèles, b"c", c'a", ab", aux cotés, BC, CA , AB. Les prolon-
gemens des droites, Aa", Bb", Ce", devront se couper en un point d"9 

qui sera la projection horizontale du centre , d, de la sphère inscrite. 
Par les points, a", d", tirez des perpendiculaires , a"Sf, d"S, sur TR: 
et menez la droite indéfinie Aa'X; les droites; dnS9 AX, se couperont 
en un point d', qui sera la projection verticale du centre, d. La droite 
df M sera la longueur du rayon de la sphère inscrite. De sorte que les 
projections de la sphère, seront les circonférences décrites des points , 
•d' et d", comme centres, avec le rayon d'M. Pour vérifier Vexactitude 
de la construction , vous pourrez mener par les points , b", c", des per
pendiculaires, b"b', c"c', a TR. Les prolongement des droites, B'b'f 

Ce', devront passer par d' et les trois perpendiculaires menées du point 
d, sur les faces , DAB, DAC, DBC, devront être égales a d'M (*). 

462. (fig. 261) . Déterminer la plus courte distance, entre deux plans 
parallèles TfTT"9 t'tt". Cette distance étant la perpendiculaire menée d'un 
point quelconque de l'un des plans sur l'autre plan (n° 3 i o ) , on pourrait 
tirer par un point quelconque du premier plan, une perpendiculaire sur le 
second ; mais pour simplifier la construction, on choisira le point Tda plan 
T'TT". La question sera ainsi réduite à déterminer la longueur de la perpen
diculaire menée de ce point, sur le plan t'tt"; ce qu'on exécutera comme clans 
le n° 44°* Pour construire cette épure, on mènera par le point JT, des perpen
diculaires, Ta', Tpf, Tp", sur les droites, tR, tt', tt"; Tpr et Tp" seront les 
projections de la perpendiculaire riienée du point T'sur le plan t'tt" (n° 44°/1î 
p"Taf sera un plan vertical qui contiendra le p :ed r, de cette perpendiculaire, 
Mais, le point r est situé dans le plan t'tt". Construisant donc la projection 
verticale c</,d'uneinterseciiondes plans, t'tt", p"Ta', la projection verticale du 
pied de la perpendiculaire , sera l'intersection /'des droites, caf, Tp'. Menant 
r'r" perpendiculaire sur tR,\e point/"sera la projection horizontale du pied r 
de la perpendiculaire menée du point 7 7sur le plan t'tt". Prenant qs -=u Tr", 
et tirant l'hypoténuse r's, cette hypoténuse sera là plus courte distance 
demandée. 

463. (fig. 236). Déterminer la plus courte distance, entre un plan et 



(*) Pour construire ces projections, on prendra arbitrairement la projection 
horizontale A"B" et un point df de la projection verticale; menant d'd" 
perpendiculaire sur TR, on pourra regarder d'et d" comme les projections 
d'un point delà parallèle au plan donné dont la projection horizontale est 
A'B" et 1' on déterminera sa projection verticale A'B', par la méthode du 

tine droite parallèle h ce plan. Cette distance sera la perpendiculaire menée 
d'un point quelconque de la droite donnée, sur le plan ( n ° 3 i o ) . Par 
exemple, si A'B'etA'B" sont les projections d'une parallèle au plan t'tt"(*)$ 
on mènera une perpendiculaire quelconque d'd" h TR ; cette perpendiculaire 
rencontrera les projections de la ligne donnée, en des points d', d", qui 
seront les projections d'un point de la ligne donnée; construisant la longueur 
d'y, de la perpendiculaire menée de ce point sur le plan l'tt" (n° 4 4 ° ) j 
la droite d'y sera la plus courte distance demandée. 

4^4- Déterminer la plus courte distance entre deux droites gui ne se 
coupent pas. La construction indiquée dans le n° 35o , ne pouvant pas s'exé
cuter sur un plan, il est nécessaire de donner une autre solution. Désigner 
les droites données par a et b ; d'un point quelconque de la droite b, menez 
une parallèle c, à la droite a \ conduisez un plan d, par les droites b et c 
(n° 4 2 0 ) j ' a ligne a sera parallèle à ce plan (n° 32i ) . Les perpendiculaires, 
menées des différens points de la ligne a sur le plan d, seront égales (n° 3i8) ; 
chacune d'elles mesurera donc la pins courte distance demandée. Il suffit 
donc, de construire la longueur de la perpendiculaire menée d'un point quel
conque de la ligne a sur le plan d. Les diverses parties de cette construction 
ne dépendant que des problèmes précédens ; les élèves pourront exécuter 
Y épure sans difficulté. 

Remarque. Si les lignes a et b étaient parallèles ; les droites c et b se con
fondraient (n° 241 ) ; le plan d, conduit par ces droites, serait indéterminé , 
et la construction serait en défaut. La plus courte distance demandée, serait 
alors la perpendiculaire menée d'un point quelconque de la ligne a , sur la 
ligne b (n° 3io). On construirait la longueur de celte perpendiculaire par la 
méthode du n° 44^-

4 6 5 . Dans la seconde partie de ces Notes, nous sommes parvenus à résoudre 
un grand nombre de problèmes sur des points et des lignes situés dans un 
même plan. La géométrie descriptive donne les solutions des mêmes pro
blèmes , lorsque les points et les lignes sont situés d'une manière quelconque 
dans l'espace. Pour en donner un exemple, nous résoudrons la question sui
vante: Par un point, situé dans le plan de deux parallèles, mener une 
sécante telle, que la partie de cette sécante comprise entre les parallèles, 
soit égale a une ligne donnée. Si les parallèles données étaient dans l'un 
des pians de projection, on construirait facilement la sécante demandée 
( n° 121 ). Il est donc naturel de concevoir que le plan des parallèles tourne 



(*) Pour construire les projections d'un point, situé dans le plan t'tt", on 
prendra arbitrairement la projection horizontale D', de ce point et menant D^D" 
perpendiculaire à 7 7 ? , la rencontre de la verticale D'D' avec le pian t'tt" 
sera le point demandé. Pour déterminer, ce point, on conduira par la ver
ticale, D"D', un plan vertical r'rg", perpendiculaire à tt" ; let point cherché 
sera dans les plans g"rr' et t'tt"; la projection verticale de ce point sera dons 
à l'intersection dp la verticale D'D', avec la projection ver t i ca le iyg de Tinter-
section des plans, g"rr', t'tl". 

auiour de sa trace horizontale, pour venir s'appliquer sur le plan horizontal j 
les parallèles et le point donné, étant alors dans le plan horizontal, on déter
minera la sécante demandée, par la méthode du n° 121. On remettra ensuite 
le plan des parallèles dans sa position primitive ; les projections de la sécante 
seront faciles à déterminer et le problème sera résolu. Les diverses parties 
de cette solution ne présentent aucunes difficultés. Eu effet; supposez que 
ArB' et A"B"(fig.262) étant les projection* de l'une des parallèles; P'Q' et 
P"Q" soient les projections de l'autre parallèle ; construisez les points, a", c", 
b\ c', ou ces'lignes rencontrent les plans de projection (n q 4 2 $) i ^ droite tt", 
menée par les deux premiers points ,sera la trace horizontale du plan des parallèles 
et la trace verticale de ce plan , sera la ligne ttf conduite par les points b', c'. 
Si D' et D" sont les projections du point donné (*) , il s'agira de mener, par 
le point dont les projections sont D' et D", uue sécante telle que la partie 
comprise entre les deux parallèles dont les projections sont A'B'_, A"B" 
P'' Q' et P" Q1', soit égale à une ligne donnée. Pour y parvenir, on concevra 
que le plan l'tl", tourne autour de tt", comme charnière; lorsque ce plan 
coïncidera avec le plan horizontal, le point donné et les parallèles prendront 
des positions que nous allons déterminer. La trace tt' sera en tTf, et l'angle 
2 '«"sera la vraie grandeur de l'angle t'tt"; misait construire cetanglp(n°4{5). 
Dans ce mouvement, le point projeté en T)f et D", ne sortira pas du plan . r r r 7 , 
perpendiculaire à tt" ; ce point tombera donc sur la perpendiculaire D"x à tt" ̂  
mais la distance du même point à tt", est l'hypoténuse d'un triangle rectangle 
dont les côtés de l'angle droit sont D"g" et D'h. Prenant donc hk~ D"g"> 
tirant D'k et prenant g"/) = le point D sera la position que prend le point 
donné, lorsque le plan t'tt" est rabattu sur le plan horizontal. JLes parallèles 
données, rencontrant tt!', en d et c" ; ces points restent fixés dans le mou
vement du plan t'tt". 1! suffit donc de trouver un autre point de l'une des 
parallèles. A cet effet, menez une perpendiculaire m'm" sur TR ; mf et m" 
seront les projections d'un point m de l'une des parallèles et ce point se 
rabattra sur la perpendiculaire 77?/ ' /?. à tt" ; mais Ja distance de ce point, à 
tt", est l'hypoténuse d'un triangle rectangle, dont les côtés de l'angle droit 
sont pm" et m'v ; prenant donc vz ~ pm", tirant m'z, et portant m'z de 
p en 77? ; le point m sera le rabattement d'un point de l'une des parallèles ; 
mais le point.c" appartient à c'ette droite ; menant donc la droite c"Q, par 



les points c", m, et tirant la parallèle a"B à c'Q, les lignes a"B, c'Q, seront 
les parallèles rabattues sur le plan horizontal. Menant par le point D im« 
droite eD, telle que la partie eS, comprise entre les parallèles a"B, c"Q, 
soit égale h la ligne donnée; eD sera la sécante demandée, rabattue sur le 
plan horizontal. Pour donner à cette sécante la position qu'elle doit occuper 
dans l'espace, concevez Q I T E le plan Tftt!r, tourne autour de tt" comme char
nière ^ dans ce mouvement, les points, D, S, e, ne sortant pas des plans 
perpendiculaires à tt", menés par les points D, S, e, les projections hori
zontales de ces points seront sjfuées sur les droites Dr, SS", ee", perpendi
culaires h tt" (n° 36'i). Mais, lorsque le plan des parallèles aura repris sa posi? 
tion primitive dans l'espace, la projection horizontale du point D, sera en D"; 
la projection du point S, sera sur A'B" et celle du point e sera sur P"Q", 
Les projections horizontales des points, S, e, seront donc les intersections, 
S", e", des droites, SS", ee", avec les lignes, A"B", P"Q". Menant par les 
points, S", e", des perpendiculaires à TR, les points Sr, e', ou ces perpen
diculaires rencontrent les droites, A'B', P'Q', seront les projections verti
cales des points S, e. Les droites, Df e', D"e", seront donc les projections de 
la sécante demandée. Lorsque la construction sera bien faite, le point <V 
sera sur la droite Z?V; le point S" sera sur la droite D"e" et si l'on déter
mine la vraie grandeur de la droite dont les projections sont, S'c'} S"e", on 
devra trouver la ligne donnée. 

4^6. (fig. «259 * ) . Déterminer le volume du solide de révolution engen
dré par un triangle isoscèle qui tourne autour d'un axe fixe. Les côtés, 
AB, AC, étant égaux , concevez que le triangle ABP tourne autour de Taxe 
AP; il s'agit de déterminer le volume engendré par le triangle isoscèle ABC, 
dans une révolution entière. Pour y parvenir, prenez le milieu M de BC? 
menez des perpendiculaires, BD , M R , CS, sur AP ; tirez CF perpendi
culaire sur BD et conduisez la droite AM; l'angle AMP sera droit. Dans 
une révolution du triangle ABP autour de AP, ce triangle engendre deux 
cônes dont la base commune est le cercle qui a BD pour rayon ; les hauteurs 
de ces cônes sont AD et PD ; le volume engendré par ABP, a donc pour 

valeur ^ 7T x BD2 X AP. Par la même raison, le volume engendré par le 

triangle ACP, sera i x CS2 xAP. La différence entre ces deux volumes, 

exprimant le volume engendré par le triangle ABC, si l'on désigne ce volume 
par x, on a u r a . . . 

x « \ <n x AP x (BD> — CS>)=l^xAPx (BD+CS) {BD-- CS) 
D O 

*=~7rxAPx iMR x BF=\TFXAP X 31 R x BF. 

Les triangles semblables, AMR, BFC, AMP, donnent... 

MR\AM\\CF\BC e* BF; AM\\BCAP. 



FIN DES NOTES-

É g a l a n t le p r o d u i t des q u a t r e e x t r ê m e s à c e l u i d e s q u a t r e m o y e n s , r e m a r 

q u a n t q u e DS = C F e t s u p p r i m a n t le f a c t e u r BC, q u i est c o m m u n , o a 

t r o u v e r a 

APxMRx BF—AM* x DS. 
D o n c e n f i n . . • 

x = | x x 
o 

T e l l e est l ' express ion d u v o l u m e d e m a n d e ' . O n e n d é d u i t f a c i l e m e n t le 

v o l u m e e n g e n d r é p a r u n e p o r t i o n d e p o l y g o n e r é g u l i e r , t o u r n a n t a u t o u r d ' u n 

a x e f ixe . 



TABLE DES MATIERES. 

P R E M I È R E P A R T I E . 

i. I j A ligne droite est la trace d'un point qui se meut de manière k 
tendre toujours vers un même point.'La ligne droite est le plus court 
chemin d'un point à un autre. Entre deux points, on ne peut mener 
qu'une seule ligne droite. 

3. Des lignes brise'es et des lignes courbes. Quand on parle d'une dis
tance, on sous-entend qu'il s'agit de la plus courte. 

3. Une ligne droite n'a qu'un seul milieu. 

4- Le plan est une surface sur laquelle une droite s'applique exactement 
dans tous les sens. 

5. La CIRCONFÉRENCE est une ligne courbe dont tous les points sont à 
e'gale distance d'un point fixe, nommé CENTRE. Il n'existe qu'un seul 
centre. 

6. Le CENTRE, d'une ligne ou d'une surface, est le point qui jouit de 
cette propriété, que toute droite menée par ce point, et terminée 
de part et d'autre à la ligne ou à la surface donnée, est divisée à 
ce point en deux parties égaies. Il n'existe qu'un seul centre. 

7. Une corde est plus petite qu'un diamètre. 
8. Dans un même cercle, ou dans des cercles égaux, les arcs égaux sont 

soutendus par des cordes égales; et réciproquement, les cordes égale* 
soutendent des arcs égaux, 

g. Un angle, dont le sommet est au centre, a pour mesure l'arc èorn-
pris entre ses côtés. 

1 0 . REMARQUE. Il n'existe aucune grandeur absolue; on ne peut donc 
chercher qu'à mesurer les rapports de grandeur des quantités , et par 
conséquent, pour que des quantités puissent en. mesurer d'autres, il 
suffit que les unes et les autres conservent constamment les mêmes 
rapports entre elles. 

1 1 . Lorsque deux droites se coupent, la somme des angles adjacens est 
égale à deux angles droits ; la réciproque est vraie. 

1 2 . Deux lignes droites se confondent, lorsqu'elles ont deux points communs. 
î3. Tous les angles droits sont égaux entre eux. 
i4« Quand une droite est perpendiculaire à une autre, réciproquement la 

seconde droite est perpendiculaire à la première. 
i5. Lorsque quatre droites, qui passent par un même point, forment des 



angles opposés au sommet égaux entre eux; deux de ces droites 
sont les prolongemens des deux autres. 

iG. i ° . Par un point donné, on ne peut mener qu'une seule perpendicu
laire hune droite donnée; 2 ° . les obliques qui s'écartent également du 
pied delà perpendiculaire sont égales; et RÉCIPROQUEMENT , les obli
ques qui sont égales s'écartent également du pied de la perpendicu
laire ; 3°. la PERPENDICULAIRE menée d'un point sur une droite , est 
pins courte qu'une oblique quelconque menée par le même point ; 
4°. de deux obliques, celle qui s'approche le plus de la perpendiculaire 
est la plus courte; et RÉCIPROQUEMENT, l'oblique la plus courte 
s'approche le plus de la perpendiculaire. 

•17. Lorsque d'un point, pris dans l'intérieur d'un triangle , on mène des 
droites aux extrémités d :un côté ; la Somme de ces droites est toujours 
moindre que la somme des deux autres côtés du triangle. 

18. D'un point, pris hors d'une droite, on ne peut mener, sur cette droite, 
plus de deux obliques égales. 

39. Lorsque par le milieu d'une droite , on mène une perpendiculaire à 
cette droite, chaque point de la perpendiculaire est également éloigné 
des extrémités de la droite; et il n'y a que les points de la perpen* 
dicuïaire qui jouissent de cette propriété. 

iio. La Théorie des parallèles^ de Bezout, n'est pas très-rigoureuse. 
21. Lorsque deux côtés d'un triangle , étant égaux h deux côtés d'un autre 

triangle, les angles compris sont inégaux; le côté opposé au plus 
grand angle est le plus grand; et réciproquement. 

22. La somme des trois angles d'un triangle, est égale à deux angles 
droits. 

a3. Deux droites, situées dans un même plan, sont dites parallèles, lors
qu'elles ne peuvent jamais se rencontrer. 

%\. Deux droites , perpendiculaires à une troisième, sont parallèles. 
20. Lorsque deux lignes droites , coupées par mie troisième , forment 

des angles intérieurs d'un même côté dont la somme est égale à deux 
angles droits , ces lignes sont parallèles. 

26. Quand deux droites sont parallèles, la somme des angles intérieurs qu'elles 
forment d'un même côté avec une sécante quelconque, est égale à deux 
angles droits. 

27 et 28. Propriétés des parallèles. 
29. Par un point donné, on ne peut mener qu'une seule parallèle à une ligne 

donnée. 
3 0 . Lorsqu'une droite est perpendiculaire à une autre, toutes les parallèles 

à l'une des droites , sont perpendiculaires a l'autre. 
31. Deux droites , parallèles h une troisième, sont parallèles entre elles. 
3 2 . Deux droites, égales et parallèles h une troisième, sont égales et parallèle* 

entre elles. 

33. Les parallèles comprises entre parallèles, sont égale». 



34« Deux droites, comprises entre deux parallèles, peuvent être égales sans 

être parallèles. 
35. Trouver la plus courte distance entre deux droites parallèles. Deux pa

rallèles sont partout à égale distance , et la plus courte distance entre 
deux parallèles, est la perpendiculaire commune à ces deux parallèles. 

36. Deux parallèles, qui ont un point commun , se confondent. 
3 ; . Si par le milieu d'une droite, terminée à deux parallèles, on mènô 

une parallèle aux parallèles données , cette nouvelle droite coupera 
en deux parties égales, toutes les lignes comprises entre les parallèles 
données. 

38. Le système de deux parallèles, a une infinité de centres situés en ligne 
droite. 

3cj. Deux droites se rencontrent "toujours, lorsqu'elles sont perpendiculaire* 
à deux lignes qui se coupent. 

4 0 . Une droite ne peut rencontrer une circonférence en plusdedeux points. 
4 1 . Par trois points, non en ligne droite, on peut toujours faire passer une 

circonférence ; mais on n'en peut faire passer qu'une seule. 

4 2 . Les trois perpendiculaires, menées sur les milieux des côtés d'un triangle, 
se coupent en un même point. 

4 3 . Urîe circonférence est entièrement déterminée, lorsqu'elle doit passer par 
trois points qui ne sont pas en ligne droite. Deux circonférences, qui 
ont trois points communs, se confondent. Deux circonférences ne peu
vent jamais se couper en plus de deux points. 

4£ . Tout angle, dont les côtés prolongés rencontrent une circonférence, a 
pour mesure la demi-somme algébrique des arcs compris entre ses côtés, 
en affectant les arcs CONCAVES du signe -f-, et les arcs CONVEXES du 
signe — 

4 5 . Lorsque plusieurs angles s'appuient sur le diamètre d'un cercle, les 
angles qui ont leurs sommets sur la circonférence, sont droits; les 
angles qui ont leurs sommets hors du cercle, sont aigus; et les angles 
dont ies sommets sont placés entre le centre et la circonférence, soui 
obtus. RÉCIPROQUEMENT, lorsque plusieurs angles s'appuient sur le 
diamètre d'un cercle, les sommets de tous les angles droits sont suif 
la circonférence, les sommets des angles aigus sont hors du cercle, et 
les sommets des angles obtus sont dans le cercle. 

4 6 . Lorsqu'un angle a pour mesure l'arc compris entre ses côtés, on ne peut 
pas en conclure que le sommet de l'angle est placé au centre. 

47 . Lorsque plusieurs angles d'un triangle sont égaux, les côtés opposés à 
ces angles sont égaux ; la réciproque est vraie. 

48 et 4Q. Dans un triangle, le plus grand côté est opposé au plus grand 
angle, et réciproquement, le plus grand angle est opposé au plus 
grand côté. 

5o. Deux triangles rectangles sont égaux, lorsqu'ils o n t lés hypoténuses égaie* 



Ct tin côté égal, ou lorsqu'ils ont les deux côtés de l'angle droit égaux 
chacun à chacun. 

51 . Toute parallèle à l'un des côtés d'un triangle, divise les deux autres côtés 
proportionnellement. 

5 2 . La démonstration par I'ABSUKDE peut toujours remplacer la méthode des 
infiniment petits. 

53 . Lorsqu'une droite divise deux côtés d'un triangle, en parties propor
tionnelles , on peut en conclure que cette droite est parallèle au troisième 
côté. 

£>4« Lorsqu'une droite, menée du sommet d'un triangle sur un point de la 
base, divise cette base en parties proportionnelles aux deux autres côtés, 
cette droite divise l'angle du sommet en deux parties égales. 

5 5 . Les côtés homologues sont les côtés adjacens aux angles égaux. Deux 
triangles sont semblables, quand ils ont les angles égaux chacun à chacun 
et les côtés homologues proportionnels. 

56. Deux triangles sont semblables, lorsqu'ils ont deux angles égaux, chacun 
à chacun. 

57 . Deux triangles, qui ont les côtés perpendiculaires chacun à chacun , 
sont semblables. 

58. Lorsque la perpendiculaire, menée du sommet d'un triangle sur le côté 
opposé, est moyenne proportionnelle entre les deux segmens de ce 
côté, l'angle du sommet est droit. 

5c). Dans un triangle rectangle , le quarré de l'hypoténuse est égal à la somme 
des quarrés des deux autres côtés. 

60 et 61. Lorsque dans un triangle, le quarré d'un côté est égal à la somme des 
quarrés des deux autres côtés, l'angle opposé au premier côté est droit. 

62. Dans tout triangle, le quarré du côté opposé à un angle aigu , est moindre 
que la somme des quarrés des deux autres côtés, et le quarré du côté 
opposé à un angle obtus, est plus grand que la somme des quarrés des 
deux autres côtés. La réciproque est vraie. 

63. Dans un même cercle, ou dans des cercles égaux , les cordes égales sont 
à égale distance du centre; et RÉCIPROQUEMENT , les cordes qui sont 

également éloignées du centre, sont égales, 

fi}. Dans un même cercle ou dans des cercles égaux, le plus grand arc est 
sou tendu par la plus grande corde ; et RÉCIPROQUEMENT , la plus grande 
corde sou tend le plus grand arc. 

65. Lorsque par un point on mène une tangente et une sécante à un cercle, 
la tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa 
partie extérieure. 

6(i. Propriété des cordes menées dans le cercle. 
C7. Les polygones réguliers d'un même nombre de côtés, sont semblables; 

les périmètres de ces polygones, sont proportionnels aux rayons des 
cercles inscrits et circonscrits. 

68. De deux lignes CONVEXES , celle qui enveloppe l'autre est lu plus grand*, 



69. Les longueurs des circonférences sont proportionnelles aux rayons. 
70. Les arcs semblables sont proportionnels aux rayons. 
71. Le PARALLÉLOGRAMME est un quadrilatère dont les côtes opposés sont 

parallèles.'Dans un parallélogramme, les côtés opposés sont égaux. 
72. Le milieu de la diagonale d'un parallélogramme, est le CENTRE de ce 

parallélogramme. 
73. Les diagonales d'un parallélogramme, se coupent e n deux parties égales 

au centre de ce parallélogramme. 
7^. Les droites menées par les milieux des côtés opposés d ' u n parallélogramme, 

passent par le centre. 

75. Lorsque dans un quadrilatère, deux côtés opposés sont égaux et parallèles, 
la figure est un parallélogramme. 

76. Un quadrilatère, dont les côtés opposés sont égaux, est un parallélo

gramme. 
77. Dans un parallélogramme, les angles intérieurs opposés sont égaux. 
78. Dans un quadrilatère quelconque, si l'on joint les milieux des côtés 

adjacens par des droites, le quadrilatère que l'on formera sera un 
parallélogramme. 

79. Le quarré est un quadrilatère dont les côtés et les angles sont égaux. Ces 
angles sont droits. 

80. La définition exaete d'une quantité, ne doit renfermer que le nombre de 
conditions nécessaires à la construction de cette quantité. 

81 . Tout parallélogramme inscrit dans une circonférence, est un rectangle. 
82. Tout quadrilatère régulier inscrit dans un cercle, est un quarré. 
83. La surface d'un rectangle est égale au produit de sa base par sa hauteur. 
84. La surface du cercle est égal* au produit de la circonférence, par la moitié 

du rayon. 
85 et 86. Deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont sem

blables ; la réciproque est vraie. 
87. Un polygone régulier étant donné, on peut toujours décrire deux cir

conférences concentriques, dont Tune passe par tous les sommets du 
polygone, et dont l'autre soit tangente à tous les côtés de ce polygone. 
La première circonférence est CIRCONSCRITE au polygone ; la seconde 
est INSCRITE dans ce polygone. 

88. Étant donné un polygone régulier inscrit dans un cercle, circonscrira 
au même cercle un polygone régulier semblable au polygone inscrit. 

89. Toutes les perpendiculaires menées sur les milieux des côtés d'un po
lygone régulier, et toutes les lignes qui divisent les angles du polygone 
en deux parties égales, passent par le centre du cercle circonscrit 
au polygone. 

9 0 . Le centre du cercle circonscrit à un polygone régulier d'un nombre pair 

de côtés, est le centre de ce polygone; les polygones réguliers d'un 
nombre impair de côtés , n'ont pas de centre. 

91 . Etant donnés deux polygones ré uliers sepiblables, l'un inscrit, Tauire 
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circonscrit, construire les polygones réguliers, inscrit et circonscrrt) 
d'un nombre de côtés double. 

.92. Calculer la valeur approchée du rapport de la circonférence au diamètre. 

93. Connaissant les surfaces des polygones réguliers, inscrit et circonscrit, 
d'un même nombre de côtés, trouver les surfaces des polygones ré-
galiers, inscrit et circonscrit, d'un nombre de côtés double. 

g4« Calcul du rapport de la circonférence au diamètre. 
95. Les surfaces des cercles sont proportionnelles aux quarrés des rayons. 

.96. Dans un même cercle ou dans des cercles égaux, les surfaces des 
secteurs sont proportionnelles aux arcs/sur lesquels ces secteurs 
s'appuient. 

97. La surface d'un secteur est égale au produit de l'arc qui lui sert de 

base, par la moitié du rayon. 
98. Les surfaces des secteurs semblables, sont proportionnelles aux Quarrés 

des rayons. 
99. Les surfaces des segmens semblables, sont proportionnelles aux quarrés 

des rayons. 
300 et 101. Propriétés des triangles-rectangles. 
302 — 106. Applications à l'artillerie. 

DEUXIÈME PARTIE. 

PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE ET DE TRIGONOMÉTRIE. 

Construire des Rectangles. 

307. Construire un rectangle, dont la surface soit équivalente à un quarré 
donné, et dont la somme des côtés adjacens soit égale à une ligne 
donnée. 

ï©8. Construire un rectangle , dont la surface soit équivalente à un quarré 
donné , et dont la différence des côtés adjacens soit égale à une ligne 
•donnée, 

109. Connaissant la différence delà diagonale au côté d'un quarré, construire 
ce quarré. 

110 . Construire un quarré qui soit triple d'un quarré donné. 

Mener une perpendiculaire* 

m . Mener une perpendiculaire à l'extrémité d'une droite, sans prolonge! 
cette droite. 

i-ia. Sur une droite, donnée de grandeur, mener une perpendiculaire telle , 
<jue la différence des quarrés des distances de l'un quelconque d j 



ses points aux extrémités de la droite donnée , soit égale à un quarré 
donné. 

Ï i 3 — 115 . Problèmes relatifs à la Théorie du jeu de Billard. 

Dans un angle connu, mener une droite qui jouisse de pro~ 

priétés données* 

116. Par un point pris hors d'un angle, mener une ligne telle, que les 
parties de cette ligne comprises entre le point et les deux côtés d« 
l'angle, soient proportionnelles h des lignes données. 

Ï17. Par un point pris hors d'un angle, mener une ligne telle, que le rec
tangle des parties comprises entre le point et les côtés de l'angle , 
soit équivalent à un quarré donné. 

i i 8 . Dans un angle connu, mener une droite égale à une ligne donnée> 

de manière que l'angle formé par Cette droite avec un des côtés de 
l'angle, soit «'gai à un angle donné. 

H9. Par u*n point, pris sur ia ligne qui divise un angle donné en deux 
parties égales, mener une droite telle, que la partie comprise entre 
les deux côtés de l'angle, soit la plus petite possible. 

Z20 Par un point, pris sur la ligne qui divise un angle connu en deux par
ties égales, mener une droite telle, que la partie interceptée entre les 
côtés de l'angle, soit égale à une ligne donnée. 

l â i . Par un point donné, mener une droite telle, que la partie de cette 
droite interceptée entre deux parallèles connues, soit égale à une ligne 
donnée. 

122. et 123. Par un point, situé dans un angle connu, mener une sécante telle, 
qiîe la somme ou que la différence des segmens formés sur les deux 
côtés de l'angle, soit égale à une ligne donnée. 

124- Déterminer les points qui sont également distans des côtés d'un angle 
connu. 

125. Les centres de tous les cercles tangens aux deux côtés d'un angle, sont 
situés sur la droite qui divise cet angle en deux parties égales. 

126. Par le sommet d'un angle, mener une ligne telle, qu'en tirant par l'un. 
quelconque de ses points des droites formant avec les côtés de l'angle 
donné des angles connus, ces droites soient dans le rapport de deux 
lignes données. 

Problèmes et Théorèmes relatifs aux circonférences. 

127. Lorsque deux cercles se touchent, les centres et le point de contact sont 
en ligne droite. 

Ï28 et Ï2Q. Théorèmes relatifs aux circonférences qui n'ont qu'un point 
commun. 

î3o. i°. Lorsque deux cercles, qui ne sont pas l'un dans l'autre, n'ont au-



cuns.points communs, la distance des centres est plus grande que 
la somme des rayons ; 2 ° . lorsque deux cercles se touchent extérieu
rement , la distance des centres est égale à la somme des rayons j 
3°. lorsque deux cercles se coupent, la distance des centres est plus 
petite que la somme des rayons et plus grande que leur différence » 
4 ° . quand les cercles se touchent intérieurement, la distance des centres 
est égale à la différence des rayons ; 5°. quand deux cercles sont l'un 
dans l'autre çt n'ont aucuns points communs, la distance des centres 
est plus petite que la différence des rayons. Les réciproques de ces cinq 
propositions sont vraies. 

a3i. Lorsque deux circonférences se coupent, la ligne qui joint les centres 
est perpendiculaire sur le milieu de la corde menée par les points 
d'intersection. La ligne qui joint les extrémités des diamètres tirés 
par un des points d'intersection des circonférences, est perpendicu
laire à la corde menée par les points d'intersection, et passe par le 
second point d'intersection ; cette ligne est la plus grande de toutes 
celles qu'on peut mener par ce point d'intersection et qui sont termi
nées aux circonférences. 

î32 . Lorsque deux circonférences se coupant en deux points, la seconde 
passe par le centre de la première; si par un des points d'intersection , 
on mène une sécante commune aux deux cercles, la partie de cette 
sécante , comprise entre les deux circonférences, sera égale à la corde 
qui joindrait l'autre point d'intersection des deux circonférences avec 
le point d'intersection de la sécante avec la seconde circonférence. 

;33. Décrire une circonférence qui touche une circonférence connue, en un 
point donné, de manière qu'en menant par ce point une sécante quel
conque, les parties de cette droite, comprises dans les deux cercles, 
soient dans un rapport donné. 

Î 34- Par un point situé sur une circonférence, mener uue sécante d'une 
grandeur et d'une position telles, que les distances des extrémités de 
la sécante au point où elle rencontre la circonférence, soient dans un 
rapport connu, et que le rectangle des mêmes distances soit équivalent 
à un quarré donné. 

-35. Une circonférence et une sécante étant données, trouver sur la sécante 

un point tel, que la tangente menée par ce point à la circonférence, 

soit égale à une ligne connue. 
!36. Sur un arc donné, trouver un point te l , que les cordes menées de 

ce point aux extrémités de l'arc, soient entre elles dans un rapport 

connu. 
i37- Sur un arc donné, trouver un point tel, que le rectangle des cordes, 

menées de ce point aux extrémités de Tare, soit équivalent à un quarré 
donné. 

'.38. Par un point, situé dans un cercle, mener la plus grande et la plu* 

peùtc corde possible. 



i3g. Par nn point donné, mener une sécante telle, que la partie compris* 
dans le cercle, soit égale à une ligne connue. 

*4<>. Par un point, situé hors d'un cercle, mener une sécante qui soit coupée 
par la circonférence en moyenne et extrême RAISON. 

I4 t * Par un point, pris hors d'un cercle, mener une sécante telle, que la 
partie comprise dans le cercle, soit à la partie extérieure, dans un 
rapport donné. 

142- Connaissant un cercle, une sécante et un point de la sécante, mener une 
droite telle , que la partie de cette droite , comprise dans la circon
férence , soit égale à une ligne donnée, et que les distances du point 
donné aux deux points d'intersection de la ligne cherchée avec la 
partie concave de la circonférence et avec la sécante connue, soient 

égales. 
ï 4 3 — i 4 5 . Sur une droite donnée, décrire un segment capable d'un angle 

donné. 
l4^- Connaissant les grandeurs et les positions de deux lignes qui se coupent » 

construire un point tel, que les trois droites menées de ce point aux 
extrémités des lignes données, forment deux angles connus. 

i47- Problème relatif au levé des plans. 
148 et 149. Par un point donné, faire passer une circonférence tangente à deux 

droites données. 
î5o. Décrire un cercle qui soit tangent à une droite donnée, et qui passe par 

deux points donnés. 
i 5 i . Connaissant une droite et un cercle, décrire une circonférence qui 

touche la droite en un point donné et qui soit tangente au cercle 
donné. 

ï52. Décrire une circonférence qui touche un cercle en un point donné, de 
manière qu'en menant par ce point une sécante quelconque , les deux 
parties de cette droite comprises entre les circonférences et dans le 
cercle donné, soient dans un rapport connu. 

ï53. Deux circonférences concentriques étant données, décrire une circon
férence telle, que si aux points où elle rencontre les circonférences 
données, on mène des tangentes aux trois circonférences , ces tan
gentes forment entre elles des angles connus. 

l54.. Décrire une circonférence telle, que les distances de l'un quelconque de 
ses points aux extrémités d'une droite donnée, soient dans un rapport 
connu. 

î55. Sur une ligne donnée, trouver un point dont les distances à deux points 
connus, soient dans un rapport donné. 

i56. Sur une droite donnée, décrire une circonférence ayant pour centre le--
milieu de la droite, et telle, que la somme des quairés des distances de 
l'un quelconque de ses points aux extrémités de la droite, soit équiva
lente à un quarré donné. 

- Mener uae tangente commune à deux cercles. 



i58. Deux cercles étant donnés, si l'on mène dans ces deux cercles, des 
diamètres parallèles deux à deux; toutes les droites qui joindront les 
extrémités de deux diamètres parallèles, passeront par deux points 
fixes de la ligne qui joint les centres; et les tangentes menées par ces 
points fixes à une des circonférences, seront tangentes à l'autre. 

3,5g—161. Par un des points d'intersectiomde deux circonférences, mener 
une sécante telle, que la différence ou que la somme des cordes qui ert 
résulteront dans les deux cercles, soit égale à une ligne donnée. 

162. Connaissant deux cercles concentriques et un diamètre, mener une sé
cante qui forme un angle connu avec ce diamètre, et dont les parties 
comprises entre le diamètre et les deux circonférences, soient propor
tionnelles h des lignes données. 

3s63. Décrire une circonférence qui coupe deux circonférences concentriques 
en des points tels, que si l'on mène par ces points des tangentes à lar 
circonférence demandée, ces tangentes forment entre elles des angles 
connus. 

PROBLÈMES ET THÉORÈMES RELATIFS A U X TRIANGLES. 

Construction des Triangles. 

164» Dans un triangle quelconque, il n'existe que cinq parties réellement 
distinctes ; savoir, deux angles et trois côtés. 

is65. Connaissant trois des cinq parties d'un triangle, construire géométri
quement ce triangle* 

166. Quand le triangle à construire est rectangle, la connaissance de deux 
parties suffit pour déterminer le triangle. 

167. Dans un triangle obliquangle, les trois parties connues ne peuvent ss 
combiner que de cinq manières différentes. 

Construction des Triangles rectangles.. 

8. On connaît les deux côtés de l'angle droit. 
369. On connaît l'hypoténuse et mi côté de l'angle droit, 
170. On connaît l'hypoténuse et un angle aigu. 
171. On connaît un angle aigu et le côté de l'angle droit adjacent à cet angle*. 
172. On connaît un angle aigu et le côté opposé à cet angle. 

Construction des Triangles obliquangles^ 

173. On connaît deux angles et le côté adjacent. 
174* On connaît deux angles et le côté opposé à l'un d'eux» 
475. On connaît deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux» 
176. On connaît deux côtés et l'angle compris, 



177- On connaît les trois côtes. 
178. Règles générales relatives à la construction dés triangles. 
179. Trois relations quelconques, entre les parties d'un triangle, suffisent 

pour construire ce triangle. (Exemples, du n° 180 au n° 2o3) . 

180. Construire un triangle, connaissant deux côtés et la ligne qui divise 
l'angle compris en deux, parties égales. 

ï 8 i . Construire un triangle, connaissant deux côtés et la ligne qui partant 
du sommet de l'angle compris, divise le troisième côté en parties pro* 
portionnelles à des lignes données. 

182. Construire un triangle, connaissant, un angle, un côté adjacent et la 
somme des deux autres côtés. 

183. Construire un triangle, connaissant,, un angle, un des côtés adjacens 

et la différence des deux autres côtés. 
i84- Construire un triangle, connaissant, sa base ainsi que la somme et la 

différence des quarrés des deux autres côtés. 
185. Construire un triangle, connaissant sa hauteur, sa base et l'angle du 

sommet. 
186. Construire un triangle, connaissant sa base, sa surface et l'angle du 

sommet. 
187. Construire un triangle, connaissant sa base, l'angle du sommet et le 

rapport des deux autres côtés. 
188. Construire un triangle, connaissant sa base, le rapport dès deux autres 

côtés et la ligne sur laquelle le sommet doit se trouver. 

189. Construire un triangle, connaissant sa base, le rapport des deux autres, 

côtés et l'angle du sommet. 
190. Construire un triangle, connaissant un angle, la somme des côtés qui 

comprennent cet angle et la perpendiculaire menée du sommet de 

l'angle connu sur le côté opposé. 

191. Construire un triangle, connaissant un des côtés, un des angles ad
jacens, et la perpendiculaire menée du sommet de cet angle sur LE 

côté opposé. 

192. Construire un triangle, connaissant sa surface et deux de ses angles. 

193. Construire nn triangle, connaissant sa surface, un de ses angles, et 

sachant que le côté opposé à l'angle connu doit passer par un point 
donné. 

194. Etant donné un point dans un angle, trouver sur les deux côtés de 
cet angle, deux points tels qu'en joignant ces trois points par des 
droites, le triangle qui en résultera soit semblable à un triangle 
connu. 

X95. Construire un triangle rectangle, connaissant la perpendiculaire menée 
du sommet de l'angle droit sur l'hypoténuse, et la différence des 
côtés de l'angle droit. 

TÇJFI. Construire un triangle, connaissant le périmètre et deux aiîgl'2*. 



?Q7- Construire un triangle , connaissant les longueurs des trois perpendicu
laires menées des sommets sur les côtés opposés. 

398. Construire un triangle, connaissant deux des hauteurs et la position 
de leur point de concours sur l'une d'elles. 

199. Construire un triangle, connaissant deux des trois hauteurs et un angle. 
200. Construire un triangle rectangle équivalent à un trapèze donné, et qui 

ait un des côtés de l'angle droit égal à un des côtés parallèles de ce 
trapèze. 

aoï. Le sommet d'un triangle ïsoscèle est donné; les extrémités de la hase 
de ce triangle sont placées sur deux parallèles connues, et la base 
doit faire un angle connu avec ces parallèles. On propose de cons
truire ce triangle. 

202. Par trois points connus, mener des droites qui forment un triangle 
égal à un triangle donné. 

ao3. Circonscrire à un triangle donné, le plus grand triangle équilatéral 
possible. 

204 et 2o5. Les droites menées des sommets des angles d'un triangle sur les 
milieux des côtés opposés, se coupent au même point. 

206. Lorsqu'on mène une droite du sommet d'un triangle au milieu de la 
base, la somme des quarrés des deux autres côtés est égale au double 
du quarré de la droite ainsi menée, ajouté au double du quarré de 
la moitié de la base. 

207. Les lignes, qui divisent les angles d'un triangle en deux parties égales,. 

se coupent au même point. 
208. Inscrire un cercle dans un triangle. 
309. Les perpendiculaires, menées des sommets des angles d'un triangle sur 

les côtés opposés, se coupent au même point. 

210. Les perpendiculaires menées sur les milieux des côtés d'un triangle quel

conque, se coupent au même point. 
2\i et 212. Propriétés des lignes menées dans un triangle. 

a i3 . Trouver un point tel, que les droites, menées de ce point aux som
mets des angles d'un triangle, soient proportionnelles à trois lignes 
données. 

2Ï4- Trouver un point tel, que les perpendiculaires, menées de ce point 
, sur les trois côtés d'un triangle, soient proportionnelles à des lignes 

données. 

215. Dans l'intérieur d'un triangle connu, trouver un point tel, qu'en me
nant des droites de ce point aux sommets des angles, les surfaces 
des trois triangles partiels soient dans des rapports donnés. Solution 
plus directe. 

216. Inscrire un quarré dans un triangle. 
2 1 7 . Connaissant un triangle, mener une droite qui coupe deux côtés et I* 

prolongement du troisième côté, de manière que les parties com 



prises dans le triangle et hors du triangle, soient égales à des lignes 
données. 

218. Deux triangles qui ont un angle égal, sont entre eux comme les produits 
des côtés qui comprennent cet angle. 

219. De tous les triangles formés avec un angle connu et deux côtés dont la 
somme est donnée, le plus grand est celui dans lequel ces deux côtes 
sont égaux. 

220. Parmi tous les triangles, qui, ayant leurs sommets sur un même arc, 
ont la corde de cet arc pour côté commun, le triangle isoscèle est 
celui dont les deux côtés non déterminés forment la plus grande 
somme. 

221. Parmi tous les triangles de même hase et dont les sommets sont sur 

une même droite <*, le triangle dont le périmètre est un minimum, 
est tel, que les deux autres côtés forment des angles égaux avec ia 
ligne CL. 

222. De tous les triangles de même base et de même hauteur, le triangle 
qui a le plus petit périmètre est tel, que les deux autres côtés sons 
égaux. 

223. De tous les triangles de même base et de même contour, le triangle 
isoscèle est le plus grand. 

22^. Parmi tous les triangles de même périmètre , le triangle équiîatéral est 
le plus grand. 

225. Parmi tous les rectangles de même périmètre, déterminer le rectangle 
dont la surface est la plus grande. 

226. Parmi tous les rectangles de même surface, déterminer le rectangle 
dont le périmètre est un minimum. 

227. Parmi tous les cônes circonscrits à la sphère, déterminer celui dont la 
surface est un minimum. 

228. Connaissant les valeurs numériques des trois côtés d'un, triangle, trouver 
une formule à l'aide de laquelle on puisse calculer la surface de ce 
triangle. 

229. Lorsque d'un point quelconque, situé dans l'angle formé parles côtés 
contigus d'un parallélogramme, on tire des perpendiculaires sur la 
diagonale et sur les côtés contigus, le produit de la diagonale , par
la perpendiculaire menée sur sa direction, est égal à la différence des 
produits des deux côtés du parallélogramme, par les perpendiculaires 
menées sur ces côtés. Si le point était hors du parallélogramme, le 
premier produit serait égal à la somme des deux autres. 

a3o. Connaissant deux perpendiculaires à une droite, mener une sécante 
telle, que les produits des parties des perpendiculaires qu'elle intercepte» 
vaille un quarré donné. 

a3i et 232 Règle générale pour trouver l'équation de la courbe des inter
sections. 

233 et 234. Trouver une droite telle, que le produit des perpendiculaires, 



menées de deux points fixes sur cette droite, soit égal à une 
quantité donnée. 

a35. Autre problème du même genre. 
»36. Problème relatif aux courbes du second degré. 

TROISIÈME PARTIE. 

ÉLÉMENS DE GÉOMÉTRIE D E S C R I P T I V E 

Préliminaires. Théorie des plans. 

237. Le plan est une surface indéfinie sur laquelle une ligne droite peut s'ap?-
pliquer exactement dans tous les sens. 

238. L'intersection d'une droite avec un plan est un point. 
2 3 g . Par deux droites, qui se coupent, on ne peut mener qu'un seul plan. 

Trois points, non en ligne droite, déterminent la position d'un plan. 

240. Par deux droites parallèles, on ne peut mener qu'un seul plan. 

241* P a r 1 1 1 1 point donné, on ne peut conduire qu'une seule parallèle à une 
ligne donnée. 

»4 2- Lorsque deux droites sont parallèles, si par une de ces droites et un 
point de la seconde, on mène un plan, ce pian contiendra la seconde 
parallèle. 

243. Lorsque par un point d'un plan on mène une parallèle à une droite située 
dans ce plan, cette parallèle est toute entière dans le plan. 

244* Toutes les parallèles, menées par difFérens points d'une droite, sont 
dans un même plan. 

2 4 5 . L'intersection de deux plans est une ligne droite. Une droite est déter
minée quand elle doit se trouver sur deux plans. On peut mener 
une infinité de plans par une même ligne droite. 

2 4 6 . L'intersection de trois plans, qui ne passent pas par une même ligne 
droite , est un point. 

247- Une perpendiculaire à un plan est une droite qui ne penche d'aucun 
côté par rapport au plan. Cette perpendiculaire forme des angles 

droits avec toutes les lignes menées par son pied, dans le plan. 

248 . Une droite est perpendiculaire à un plan, lorsqu'elle forme des angles 
égaux avec toutes les lignes menées par son pied dans le plan. 

^49- Deux plans sont parallèles, lorsqu'ils ne peuvent pas se rencontrer. 
2Ô0. Deux droites, situées dans deux plans parallèles, ne peuvent jamais se 

rencontrer. Deux droites qui ne se rencontrent pas, peuvent ne pas 
être parallèles. 



2 5 i . Une droite, perpendiculaire à deux droites qui passent par son pied 
dans un plan, est perpendiculaire à ce plan. 

2$2. Si par un point d'une ligne droite, on mène un plan perpendiculaire â 
cette droite, et des perpendiculaires à la même droite, toutes ces 
perpendiculaires seront dans le plan perpendiculaire à la droite. 

253 et 254. Lorsque par le pied d'une perpendiculaire à un plan, on mène une 
perpendiculaire à une droite située dans ce plan; la droite, qui joint 
le pied de cette nouvelle perpendiculaire avec un point quelconque 
de la perpendiculaire au plan, est perpendiculaire à la droite située 
dans le plan. Remarque. 

2-55. Par un point donné, on ne peut mener qu'une seule perpendiculaire 
à un plan. Les obliques qui s'écartent également du pied de la perpen
diculaire sont égalés, et réciproquement. La perpendiculaire menée 
d'un point sur un plan, est plus courte qu'une oblique quelconque 
menée par le même point. De deux obliques, menées par le même 
point, celle qui s'approche le plus de la perpendiculaire est la pins 
courte, et réciproquement. 

256. Quand une droite est perpendiculaire à un plan, les perpendiculaires 
menées des différons points de la droite, sur le plan, se confondent 
avec celte droite. 

25^* Une droite est perpendiculaire à un plan, lorsqu'elle forme des angles 
égaux avec trois droites menées par son pied dans le plan. 

258. Par un point, pris sur une-droite, mener un plan perpendiculaire à 
cette droite. 

25g. Par un point, pris hors d'une droite, mener un plan perpendiculaire à 
cette droite. 

260. Par un point, pris hors d'un plan, mener une perpendiculaire à ce plan. 
261. Par un point, pris sur un plan , mener une perpendiculaire à ce plan. 
262. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, toutes les parallèles à 

celte droite sont perpendiculaires au même plan. 
263. Un plan, perpendiculaire à une droite, est perpendiculaire aux parallèles 

à cette droite. 
264. Deux perpendiculaires à un même plan , sont parallèles. 
265. Deux droites, parallèles à une troisième, sont parallèles entre elles. 

266. Plusieurs droites, perpendiculaires à un même plan, sont parallèles. 

267. Lorsqu'un plan est perpendiculaire h plusieurs droites, on peut en con» 
dure que ces droites sont parallèles. 

268. Deux plans, perpendiculaires à une même droite, sont parallèles. 
2.69. Deux plans sont parallèles, lorsqu'étant perpendiculaires chacun à une 

ligne droite, ces deux droites sont parallèles. 
270. Les intersections de plusieurs plans parallèles par un même plan, sont 

parallèles. 

27 î. Lorsque plusieurs plans sont parallèles, la perpendiculaire à l'un dç 

ces plans, est perpendiculaire à tous les autres. 



272. Deux plans, parallèles à un troisième, sont parallèles entre eux, 
273. Les parallèles, comprises entre pians parallèles, sont égales. 
274. Lorsque deux droites, qui se coupent, sont parallèles à deux autre» 

droites, qui se coupent, les angles formés par les deux premières 
droites, sont respectivement égaux aux angles formés par les deux 
antres. 

275. Lorsque deux droites, qui se coupent, sont respectivement parallèles 
à deux autres droites, qui se coupent, le plan des deux premières 
droites est parallèle au plan des deux autres. 

276. Lorsqu'on mène des droites par les extrémités de trois droites égales 
et parallèles; on forme deux triangles qui sont égaux, et les plans 
de ces triangles sont parallèles. 

277. Lorsque par plusieurs points d'un plan, on mène des droites égales 
et parallèles , les extrémités de ces droites sont dans un plan parallèle 
au premier. 

278 et 279. Propriétés des parallèles menées par quatre points quelconques 
de deux parallèles. 

280 et 281. Pour évaluer l'angle formé par deux droites qui ne se coupent 
pas, il suffit de mener des parallèles à ces droites , par un même 
point. L'angle formé par ces nouvelles lignes, mesure l'inclinaison 
des droites données. Deux parallèles forment un angle nul. 

282. Une droite, perpendiculaire à un plan, est perpendiculaire à toutes, 
les droites situées dans ce plan. 

283- Par un point, on peut mener une infinité de perpendiculaires à une 
droite. 

284 Si d7un point quelconque d'une oblique à un plan, on mène une per
pendiculaire à ce plan , et si l'on joint le pied de l'oblique avec le 
pied de la perpendiculaire, par une droite; l'angle que cette dernière 
ligne fera avec l'oblique, sera le plus petit de tous les angles formés 
par cette oblique avec les lignes menées par son pied dans le plan. Ce 
plus petit angle, mesure l'inclinaison de l'oblique sur le plan. 

285 et 286. L'angle formé par une droite avec un plan est le complément 

de l'angle formé par cette droite avec la perpendiculaire menée de 
l'un quelconque de ses points sur le plan. Toute perpendiculaire à 
un plan, forme un angle droit avec ce plan. 

287. Lorsque plusieurs droites, menées par un point donné , font des angles 
égaux avec un plan, elles rencontrent ce plan en des points situés 
sur une circonférence qui a pour centre le pied de [la perpendiculaire 
abaissée du point donné sur le plan. 

2S8. Lorsque plusieurs droites, menées par un même point d'une perpen
diculaire h un plan, font des angles égaux avec cette perpendicu
laire, elles rencontrent le plan en des points .situés sur une circon
férence qui a pour centre le pied de la perpendiculaire. 

289. Lorsque plusieurs droites égales, menées par un même point d'une 



droite a., forment des angles égaux avec la droite a, les extrémités de 
ces droites égales sont situées sur une circonférence dont le plan est 
perpendiculaire à la droite et. 

290. Si l'on fait passer une circonférence par trois points donnés ; et si 
par le centre de cette circonférence on mène une perpendiculaire au 
plan des.trois points donnés. Les distances, d'un point quelconque 
de la perpendiculaire, aux trois points donnés, seront égales ; et tout 
point situé hors de la perpendiculaire, sera inégalement distant des 
trois points donnés. 

291. Deux plans se rencontrent toujours, lorsqu'ils sont respectivement 
perpendiculaires 3 deux droites qui ne sont pas parallèles. 

292. PROBLÈME. Mesurer l'angle formé par deux plans. 
293. Pour mesurer l'angle formé par deux plans, il suffit de mener dans ces 

plans, et par un même point de l'intersection, deux perpendiculaires 
ù cette intersection ; l'angle formé par ces perpendiculaires mesure 
l'angle des plans. 

294. Deux plans qui forment un angle droit , sont dits rectangulaires 
entre eux. 

295. Lorsqu'un plan tombe sur nn autre, la somme des deux angles ad-
jacens, formés par le premier plan avec le second, vaut 1 8 0 0 , et 
réciproquement. Lorsque deux plans se coupent, les anglçs opposés 
au sommet sont égaux, et réciproquement. 

296 et 297. Deux plans parallèles, coupés par un troisième, jouissent des 
mêmes propriétés, dans les angles qu'ils forment avec ce troisième 
plan, que deux lignes parallèles à l'égard d'une troisième droite 
qui les coupe. La réciproque est fausse. 

298. Lorsque deux plans qui se coupent, sont parallèles à deux antres plans , 
l'intersection des deux premiers plans est parallèle à l'intersection 
des deux autres ; et l'angle formé par les deux premiers plans est 
égal à l'angle formé par les deux autres. 

299. Les angles formes par un même plan avec plusieurs plans parallèles, 

sont égaux. 
300. Les angles formés par une droite avec des plans parallèles, sont 

égaux. 
301 . Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, tous les plans con

duits suivant cette droite, sont perpendiculaires au premier plan. 
302. Par une droite perpendiculaire à un plan, on peut mener une infinité 

de plans perpendiculaires au premier plan. 
3<-.î Lorsque deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre; si par nn 

point quelconque de l'un de ces plans, on mène dans ce plan une 
droite perpendiculaire à l'intersection commune, cette droite sera 
perpendiculaire à l'autre plan. 

,W>j. Lorsque deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre, si par un 
point de fan de ces plans, on mène une perpendiculaire à i ' A U T I » 

plan , cette peipx-u dieu! une sera dans le premier plan. 



3o5- Tomes les perpendiculaires, menées des différens points d'une droite 7 

sur un plan donné, sont dans un plan perpendiculaire au plan 
donné. 

3o6. Lorsque deux plans sont perpendiculaires l'an à l'autre , toute perpen
diculaire à l'intersection commune, menée dans l'un des plans, est 
perpendiculaire à l'autre plan, et toute perpendiculaire à l'un des 
plans, menée par un point quelconque de l'intersection, est dans 
l'autre plan. 

S07. L'intersection de deux plans perpendiculaires à un troisième plan 
est perpendiculaire à ce troisième plan. 

3t>8- Réciproquement, lorsque l'intersection de deux plans est perpendicu
laire à un troisième plan, les deux premiers plans sont perpendicu
laires au troisième. 

009. Tout plan, perpendiculaire h deux autres plans , est perpendiculaire à 
l'intersection de ces deux derniers plans. 

3 1 0 . PROBLÈME. Déterminer la plus courte distance entre deux plans pa
rallèles. 

3 u . Deux plans parallèles sont partout à égale distance} et leur plus courte 
distance est une droite perpendiculaire à chacun d'eux. 

312. Deux plans, dont tous les points sont également distans, sont pa
rallèles. 

3 1 3 . Lorsque plusieurs points, non en ligne droite, sont également distans 
d'un plan donné; tous ces points sont situés sur un plan parallèle 
au plan donné. 

3T4- lorsqu'une droite est parallèle à un plan, tous les plans conduits par 
cette droite , coupent le premier plan suivant des parallèles à Ja 
ligne donnée. 

3 i 5 - Lorsqu'une droite est parallèle à un plan, toutes les perpendiculaires 
menées des différens points de la droite sur le plan, sont perpen« 
diculaires à cette droite. 

'À\G. Toute parallèle à un plan, forme un angle nul avec ce plan. 
317. Lorsqu'une droite est parallèle à un plan, toutes les perpendiculaires, 

menées des différens points de cette droite sur le plan, sont égales. 
3 1 8 . PROBLÈME. Déterminer la plus courte distance entre un plan et une 

parallèle à ce plan. Lorsqu'une droite est parallèle à un plan, tous 
les points de cette droite sont également éloignés du plan. 

3 1 9 . Quand plusieurs points d'une ligne droite sont à égale distance d'un 
plan, cette droite est parallèle au plan. 

B20. Lorsqu'une droite est parallèle à un plan donné; si par un point 
quelconque de la droite, on mène un plan parallèle au plan donné ; 
la droite sera toute entière dans ce plan parallèle au plan donné. 

3 a i . Toute parallèle h une droite située dans un plan, est parallèle à ce 
plan. 

3 2 2 . Lorsqu'une d r o i t e est parallèle à un plan > si par u n point du plan, 



On mène une parallèle à la droite, cette parallèle sera toute entière 
dans le plan. 

323. Lorsque deux droites sont parallèles ; tout plan conduit par l'une d« 
ces droites., est parallèle à l'autre. 

3 2 4 . Lorsque deux droites sont parallèles, on peut conduire par l'une de 
ces droites une infinité' de plans parallèles à l'autre droite. 

325. Lorsque deux droites sont parallèles à une troisième, le plan de ces 
deux droites est parallèle à la troisième. 

326. Lorsque deux lignes droites sont parallèles ; en menant par un point 
quelconque , des parallèles à ces lignes, les parallèles , ainsi menées, 
se confondent. 

327. Lorsque deux droites, qui se coupent, sont parallèles à un plan donne', 
le plan de ces deux droites est parallèle au plan donné. 

3a8. Lorsque deux plans se coupent, si par un point quelconque de l'un 
des plans, on mène une parallèle à l'intersection, cette parallèle 
sera dans ce plan ; elle sera parallèle à l'autre plan ; et récipro
quement , si par un point de l'un de ces plans, on mène dans ce 
plan une parallèle à l'autre plan, cette dernière ligne sera parallèle 
à l'intersection. 

829. Par un point donné, on ne peut mener qu'un seul plan perpendi
culaire à une droite donnée-

330. Par un point donné, on ne peut conduire qu'un seul plan parallèle 
à un plan donné. 

331. Utie droite, parallèle à l'intersection de deux plans, est parallèle à 
chacun de ces plans; et réciproquement, toute droite, parallèle à 
deux plans, est parallèle à l'intersection de ces plans. 

33a. Lorsqu'une droite n'est pas perpendiculaire à un plan donné ; on ne 
peut mener par cette droite qu'un seul plan perpendiculaire au plan 
donné. 

333. Par une ligne donnée, mener un plan perpentjiculaire à un plan 
donné. 

334. Lorsque par deux droites parallèles, on mène des plans perpendicu
laires à un même plan ; ces plans sont parallèles. 

335. Tout plan, parallèle à une perpendiculaire sur un plan donné, est 
perpendiculaire à ce dernier plan. 

33(3. Lorsque deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre, toute perpen
diculaire à l'un des plans est parallèle à l'autre plan. 

337. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, et qu'une autr* 
droite n'est pas parallèle à ce plan; tout plan, perpendiculaire à la 
première droite, rencontre nécessairement la seconde droite. 

338. Si l'on mène deux plans respectivement perpendiculaires à deux droites 
qui se coupent, ces plans se rencontreront toujours, et leur in-» 
tersection sera perpendiculaire au plan des. deux droites. 

S3p. Lorsque par le milieu d'une droite on mène un plan perpendiculaire à 



cette droite, les distances de chacun des points de ce plan, aux 
extrémités de la droite, sont égales, et les points de ce plan jouissent 
seuls de cette propriété. 

3,jo. Lorsqu'un pian divise l'angle de deux autres plans en deux parties 
égales ; les perpendiculaires , menées d'un point quelconque du pre
mier plan sur les deux autres plans, sont égales, et les points de 
ce plan jouissent seuls de cette propriété. 

341 . Quand deux droites , menées par le même point, sont respectivement per
pendiculaires a deux plans, l'angle formé par ces droites est le SUP
PLÉMENT de l'angle formé par les plsfns. Lorsque l'angle de deux 
plans est très-aigu ou très-obtus, l'angle formé par les deux per
pendiculaires, menées d'im même point sur ces plans, est très* 
obtus ou très-aigu* 

3/Î'i. Lorsque par un point donné on mène une perpendiculaire à une hori
zontale, cette perpendiculaire est située dans le plan mené par le 
point donné perpendiculairement à la ligne donnée , et ce plan est 
vertical. 

343. Si d'un point pris hors d'un plan , on tire des droites à différens points 
de ce plan, et si l'on mène un plan parallèle au plan donné, ce plan 
coupera les droites en parties proportionnelles. Si l'on mène de* 
lignes par les points où les droites rencontrent les plans parallèles ;les 
polygones qui en résulteront seront semblables, et les surfaces de ces 
polygones seront proportionnelles aux carrés »des perpendiculaires 
menées du point donné sur les plans des polygones. 

3j ' j . Deux droites, situées d'une manière quelconque dans l'espace, sont 
coupées en parties proportionnelles par trois plans parallèles quel
conques. 

345- t t a ANGLE SOLIDE cstl'angle formé par plusieurs plans qui se réunissent 
en un même point. 

346. Lorsque trois angles plans forment un angle solide, chaque angle plan 
est plus petit que la somme des deux autres. 

347. La somme des angles plans qui forment un angle solide, est toujours 
moindre que quatre angles droits. 

ljo\ Lorsque les trois angles plans qui forment un angle solide, sont res
pectivement égaux aux trois angles plans qui forment un autre, 
angle solide ; les angles plans égaux sont également inclinés l'un sur 
l'autre. 

349. Remarques relatives aux solides symétriques. 
b'5o. Trouver la plus courte distance entre deux droites situées d'une ma

nière quelconque dans l'espace. 

351. Dans un parallélépipède quelconque, les faces opposées sont égales, et 
les plans de ces faces sont parallèles. 

3 5 2 . Dans un parallélépipède quelconque, toutes les diagonales se coupent 



au centre du parallélépipède, et les droites menées par les centres des 
faces opposées, passent par le centre. 

353. Connaissant les côtés contigus d'un parallélépipède rectangle, déter
miner la grandeur de la diagonale, ainsi que les angles que 1̂ . diago
nale forme avec ces côtés. 

354* Bans une pyramide triangulaire, les trois droites qui joignent les mi
lieux des arêtes opposées , se coupent en un même point, et sont 
divisées à ce point en deux parties égales. 

355. Par quatre points, qui ne sont pas dans un même plan , on peut tou
jours faire passer la surface d'une sphère, mais on n'en peut faire 
passer qu'une seule. 

356. Une sphère est entièrement déterminée, quand sa surface est assujéti» 
à passer par quatre points donnés, qui ne sont pas dans un même 
plan. L'intersection de deux sphères est donc une courbe plane. 

357. Deux conditions déterminent une ligne droite, trois conditions dé

terminent une circonférence, et quatre conditions déterminent une 
sphère 

358. Une pyramide triangulaire étant donnée , on peut toujours trouver une 
sphère qui touche les quatre faces de cette pyramide ; il n'existe 
qu'une seule sphère qui jouisse de cette propriété. 

359. Toutes les sections d'une sphère par des plans, sont des cercles. Les 
plans également éloignés du centre de la sphère, coupent la sphère 
suivant des cercles égaux , et RÉCIPROQUEMENT. Les plans les plus 
près du centre donnent les cercles les plus grands, et RÉCIPRO
QUEMENT. 

36o« L'intersection de deux surfaces sphériques est une circonférence dont 
le plan est perpendiculaire à la droite qui joint les centres des deux 
sphères. Cette droite passe par le centre de la circonférence. 

361. Un SOLIDE DE RÉVOLUTION est engendré par une surface plane, qui 

tourne autour d'une droite fixe. La surface qui termine ce solide, 
est une SURFACE DE RÉVOLUTION. La ligne fixe est I'AXE. Lors

qu'une ligne tourne autour d'un axe fixe , chaque point de cette 
ligne décrit une circonférence qui a pour rayon la perpendiculaire 
menée du point sur l'axe; le plan de cette circonférence est perpen
diculaire à l'axe, et la rencontre de ce plan avec l'axe, est le centre 
de la circonférence. 

362. Toute section d'une surface de RÉVOLUTION par un plan perpendicu
laire à l'axe , est une circonférence; le centre de cette circonférence 
est le point de rencontre de Taxe avec le plan de la section. 

363. PROBLÈME. Calculer le volume d'un solide terminé par une SURFACE 
GAUCHE. 

364- Le volume terminé par une surface gauche et par des plans, a pour 
mesure la base, multipliée par Je quart de la som^ne de* hauteur»', 

Rotes sur la Géométrie, i 3 



ÉLÉMENS DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

365. But rie la Géométrie descriptive. 

366—369, Déterminer la position d'un point. La manière la plus simple de 

déterminer la position d'un point de l'espace, est de donner les dis

tances de ce point à trois plans connus. 
370. La PROJECTION d'un point sur un plan, est le pied de la perpendicu

laire menée du point sur le plan. Un point ne peut avoir qu'une 
seule projection sur un plan. Lorsque par la projection d'un point 
sur un plan, on mène une perpendiculaire à ce plan, le point est 
situé sur cette perpendiculaire. 

371. Pour déterminer la projection d'une ligne sur un plan, il suffit de 
projeter les differens- points de cette ligne sur le plan. 

372. La projection d'une ligne droite est une ligne droite. La projection d'une 
ligne droite donnée, est la droite, qui passe par les projections de deux 
points quelconques de la ligne donnée. 

373. La projection d'une portion déterminée de ligne droite, est la droite, 
comprise entre les projections des extrémités de la ligne donnée. 

374. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un pian, la projection de cette 
droite sur le plan, est le pied de cette perpendiculaire. 

3~5. Projeter une droite sur un plan. Définitions du plan projetant et du plan 
de projection. 

376. Une ligne quelconque ne peut avoir qu'une seule projection sur un plan 

donné. 
077. Lorsque par la projection d'une droite, on mène un plan perpendicu

laire au plan de projection, la droite est située dans le premier plan. 
Si par les differens points de la projection d'une courbe 7 on mène des 
perpendiculaires au plan de projection, toutes ces perpendiculaires 
passeront par les differens points de la courbe. La réunion de ces 
perpendiculaires, formera le CYLINDRE PROJETANT; la courbe sera 
située sur ce cylindre. 

378. IiOrsque deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre , l'intersection 
est la projection commune, sur l'un de ces plans, de tous les points 
situés dans l'autre plan. La projection d'une courbe peut donc être 
une ligne droite. 

37g, Lorsque deux plans se coupent ; si l'on projette un point sur ces deux 
plans, les perpendiculaires, menées des deux projections du point sur 
l'intersection des deux plans, passent par un même point de celte 
intersection. 

380. Un point est entièrement déterminé, lorsque l'on connaît ses projections 
sur deux plans qui se coupent. 

381. Quand deux points, de deux plans qui se coupent, sont tels que les 

perpendiculaires, menées de ces points sur l'intersection de ces plans ; 



passent par tm même point de l'intersection , on pent regarder ces 
points comme les projections d'an même point de l'espace sur les 
deux plans donnés. 

3 8 2 . Règle pour reconnaître si deux points de deux plans qui se coupent, 
sont les projections d'un même point de l'espace. 

383. Une ligne droite est entièrement déterminée , lorsqu'on connaît ses pro
jections sur deux plans qui se coupent. 

384- Les projections de deux droites parallèles, sont parallèles. Pour construire 
les projections de deux droites parallèles, il suffit de connaître deux 
points de l'une des projections et un point de l'autre. 

385. La position la plus avantageuse à donner aux plans de projection, est de 

les supposer RECTANGULAIRES; la LIGNE DE TERRE est l'intersection 

des plans de projection. Les intersections d'un plan quelconque avec 
les plans de projection, sont les TRACES de ce pian. Conventions rela
tives aux projections et aux traces. 

386. Lorsque des points sont dans un des plans de projectiorr, les pro
jections de ces points sur l'autre plan , sont situées sur la ligne de 
terre. 

387. Lorsqu'une ligne, droite ou courbe, est située dans un plan parallèle à 
l'un des plans de projection, la projection de cette ligne, sur l'autre 
plan, est une parallèle à la ligne de terre. 

388. Lorsque deux droites sont situées, l'une dans le plan horizontal, l'autre 
dans le plan vertical; si elles ne sont pas toutes deux perpendiculaires 
à la ligne de terre, on pourra les regarder comme les projections d'une 
même droite ; mais quand elles seront perpendiculaires sur la ligne 
de terre, elles ne pourront pas représenter les projections d'une seule 
et même ligne. 

389. La projection d'une courbe, peut être une ligne droite; mais quand les 
deux projections d'une ligne, sont des droites, on peut en conclure 
que celte ligne est droite. 

390 . Les deux projections d'une ligne, droite ou courbe, déterminent celte 
ligne. 

3 9 1 . Afin de simplifier les constructions, on conçoit que le plan vertical tourne 
autour de la ligne de terre, pour s'appliquer sur le plan horizontal 
de sorte que les deux plans de projection se confondent. Par ce moyen, 
toutes les lignes sont réellement tracées sur le plan horizontal ; majs 
pour entendre les démonstrations, il faut imaginer que les projections 
verticales sont remises en place , au moyen d'un quart de révolution 
du plan vertical autour de la ligne de terre. 

392. Les projections d'un point ssnt situées sur une droite pejpcndiculairc 

à la ligne de terre. 

393. Pour trouver les distances d'un point aux deux plans de projection, n 

suffit de conduire par les projections de ce point des perpendiculaires 



sur la ligne de terre ; ces perpendiculaires mesurent les distances de

mandées. 

3Q4- Lorsque deux lignes se coupent en un point, la droite qui joint les poinfs 

d'intersection des projections de ces lignes, est perpendiculaire à la 

ligne de terre; et RÉCIPROQUEMENT. 

3ÇJ5. Lorsque deux lignes ne se coupent pas, la droite qui joint les points 

d'intersection des projections de ces lignes, n'est pas perpendiculaire 

h la ligne de terre ; et RÉCIPROQUEMENT. 

:>9r>. Lorsque les projections de deux lignes sur un même plan sont différentes 

et ne se rencontrent pas, on peut en conclure que ces lignes ne se 

coupent pas. 

397. Lorsqu'une droite, parallèle à un des plans de projection, n'est pas 

perpendiculaire à l'autre ; la projection de la droite sur le premier 

plan est parallèle à cette droite , et la projection de la droite sur l'autre 

plan, est parallèle à la ligne de terre. 

398. Les projections d'une parallèle à la ligne de terre , sont parallèles h 

cette ligne. 
3ç)9- Lorsqu'une droite est perpendiculaire h un des plans de projection , la 

projection de cette droite sur ce plan est un point, et sa projection 
sur l'autre plan est perpendiculaire à la ligne de terre. 

400. Lorsque deux plans sont parallèles, les traces de ces plans, sur cha
cun des plans de projection , sont parallèles. La réciproque est vraie. 

401. La trace verticale d'un plan perpendiculaire au plan horizontal, est 
une verticale perpendiculaire à la ligne de terre; et la trace horizon
tale d'un plan perpendiculaire au plan vertical, est une horizontale, 
perpendiculaire à la ligne de terre. 

402. Lorsqu'un plan est perpendiculaire à l'un des plans de projection, sa 

trace sur ce plan suffit pour le déterminer. 

403. Lorsqu'un plan est parallèle à un des plans de projection, sa trace sur 

l'autre plan est parallèle à la ligne de terre, et cette trace suffit pour 

déteïïuiu&v. ht "platu 

4o j . Lorsqu'un plan coupe la ligne de terre, ses traces concourent vers un 

même point de cette ligne. Quand un plan est parallèle à la ligne 

de terre, ses deux traces sont aussi parallèles à cette ligne; enfin, 

lorsqu'un plan passe par la ligne de terre , ses deux traces se 

confondent avec cette ligne. Un plan ne peut prendre que ces trois 

positions. 
4o5. Les traces d'un plan sont déterminées, lorsque l'on connaît deux points 

de l'une des traces et un point de l'autre trace. 
4 I , 6. Les deux traces d'un plan déterminent ce plan. 
407. Lorsque par un point d'un plan, on mène dans ce plan une parallèle 

à un des plans de projection , la projection de cette droite sur ce 
plan de projection est parallèle à la trace du plan donné sur ce même 
plan ; et l'autre projection est parallèle à la ligne de terre. 



408. Quand deux droites sont dans un plan; les points où elles rencontrent 
les plans de projection, ne peuvent se trouver que sur les traces 
de ce plan. 

409 . Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, les projections delà 
droite sont respectivement perpendiculaires aux traces du plan. 

4 1 0 . Quand une droite est parallèle au plan vertical de projection, tout 
plan perpendiculaire à cette droite, est perpendiculaire au plan ver
tical de projection , et la trace verticale de ce plan est perpendicu, 
laire à la projection verticale de la droite. Une droite parallèle au 
plan horizontal, jouit de proprie'te's analogues. 

4 n . Les solutions de tous les problèmes delà Géométrie descriptive, peu
vent se déduire des principes précédera. Av i s , relatifs à la cons
truction des ÉPURES. 

PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

4 1 2 . Les projections de deux points étant données, construire les projections 
de la droite qui passe par ces points. 

4 1 3 . Connaissant les projections des extrémités d'une droite, déterminer la 
vraie grandeur de cette droite. 

4 T 4« Manière de vérifier l'exactitude des constructions. 
4 1 5 . La vraie distance entre deux points est connue , lorsqu'on a les pro

jections de ces points sur deux plans rectangulaires. 

4 1 6 . La projection horizontale, d'une droite parallèle au plan horizontal;, 

est de même grandeur que cette droite; et lorsque cette droite n'est 
pas perpendiculaire au plan vertical, sa projection sur ce plan est 
parallèle à la ligne de terre ; si l'horizontale était perpendiculaire au 
plan vertical, sa projection verticale serait un point. Si la droite 
était parallèle au plan vertical, elle jouirait de propriétés semblables, 

4 1 7 . Lorsqu'une courbe est dans un plan parallèle à l'un des plans de pro
jection , la projection de cette courbe sur ce plan parallèle, est égale 
à la courbe située dans l'espace et l'autre projection est une parallèle 
à la ligne de terre. 

4 1 8 . Déterminer le milieu d'une ligne droite. Les projections du milieu 
d'une ligne droite, sont les milieux des projections de cette ligne. 

4*9 . Pour trouver les projections du point qui divise une droite donnée» 
en parties proportionnelles à des lignes données, il suffit de diviser 
les projections de cette dernière droite dans le même rapport. 

4'20. Un point est situé sur une droite, dont les projections sont données; 
l'une des projections de ce point est connue. Il s'agit de construire 
l'autre projection. 

f\ii. Par un point donné, mener une parallèle à une ligne donnée. 
422. Construire l'intersection de deux plans. 
4u3. Déterminer \e noint d'inr*»rsertion d« trois nlans donnés. 



424 et 4^5. Construire les points où une droite rencontre les plans de pro
jection. 

426 et 427. Faire passer un plan par trois points donnes, non en ligne 
droite. 

428. Conduire un plan par deux droites qui se coupent. 
429. Construire un plan qui passe par deux parallèles données. 
430. Déterminer la rencontre d'une verticale avec un plan perpendiculaire 

au plan vertical. 

43i—433. Trouver le point où une droite donnée rencontre un plan connu. 

434. La projection horizontale d'un point est connue; ce point est dans 
un plan connu. Il s'agit de construire la projection verticale du 
même point. On peut prendre arbitrairement l'une des projections 
d'un point situé dans un plan connu. On en déduit facilement 
l'autre projection. 

435. Par un point d'un plan donné; mener dans ce plan, des parallèles 
aux plans de projection. 

436. Par un point situé dans un plan dont les directions des traces sont 
connues, mener dans ce plan des parallèles aux plans de projection. 

437 . Un point d'un plan, et les directions des traces de ce plan , suffisent 
pour construire les traces de ce plan ; pourvu toutefois que les di 
rections des traces ne soient pas parallèles à la ligne de terre. 

438. Les directions des traces d'un plan sont données , et l'on connaît les 
projections d'un point de ce plan. On propose de construire les traces 
de ce plan. 

439. Par un point connu, mener un plan parallèle à un plan donné. 
44°» Un point et un plan étant donnés, mener une perpendiculaire du 

point donné sur le plan donné, trouver le pied de la perpendiculaire , 
et construire la longueur de cette perpendiculaire. 

44 1 et 442. Par un point donné, mener un plan perpendiculaire à une ligne 
donnée. 

443. Un point et une droite étant donnés, mener par le point donné une 
perpendiculaire à la ligne donnée , déterminer le pied de cette per
pendiculaire , et construire la longueur de cette perpendiculaire, 

444- P a r u n e % K E donnée , conduire un plan perpendiculaire à un plan 
donné. 

445» Construire l'angle formé par les traces d'un plan donné. 

416 et 4Î7- Déterminer l'angle formé par deux lignes droites. 

44^. Par le point d'intersection de deux droites données, mener, dans le 
plan de ces droites , une ligne qui divise l'angle qu'elles forment, 
en deux parties. 

449' Connaissant l'angle de deux droites et les angles qu'elles forment avec 
la verticale ; construire l'angle formé par les projections horizontales 
de ces droites^ Pour RÉDUIRE UN ABOLIS A L'UOIUZON, il suffit de 



F I N DK LA T A B L E I>ES M A T I È R E S . 

construire l'angle formé par les projections horizontales des côtés 

de cet angle. 
450 . Construire l'angle formé par une droite avec un plan. 
451. Déterminer les angles formés par un plan donné, avec les plans de 

projection. 
452. Construire un pian, qui divise en deux parties égales l'angle forme 

par un plan avec le plan horizontal. 
453 et 454. Déterminer l'angle formé par deux plans donnés. 
455. Construire un plan qui passe par l'intersection de deux plans donnés ? 

et qui divise l'angle qu'ils forment en deux parties égales. 
456. On connaît un point d'une parallèle à un plan donné; l'une des 

projections de cette droite est connue ; il s'agit de construire l'autre 
projection. 

457. Une parallèle au plan vertical étant donnée, de grandeur et de po
sition, on propose de conduire, par le milieu de cette droite, un 
plan perpendiculaire à cette droite. 

458. Par une droite donnée, mener un plan parallèle à la ligne de terre. 
459. Faire passer la surface d'une sphère par quatre points donnés qui ne 

sont pas dans un même plan. 
460. Circonscrire une sphère à une pyramide triangulaire. 
461. Inscrire une sphère dans une pyramide triangulaire. 
462. Déterminer la plus courte distance entre deux plans parallèles. 
463. Déterminer la plus courte distance entre un plan et une parallèle à ce 

plan. 
464» Déterminer la plus courte distance entre deux droites. 
465. Par un point, situé dans le plan de deux parallèles, mener une sécante? 

telle, que la partie de cette sécante comprise entre les parallèles , sou 
égale à une ligne donnée. 

466 Déterminer le volume du solide de révolution eogendré par un triangle 
isoscèle qui tourne autour d'un axe fixe. 
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	159—161. Par un des points d'intersection de deux circonférences, mener une sécante telle, que la différence ou que la somme des cordes qui en résulteront dans les deux cercles, soit égale à une ligne donnée
	162. Connaissant deux cercles concentriques et un diamètre, mener une sécante qui forme un angle connu avec ce diamètre, et dont les parties comprises entre le diamètre et les deux circonférences, soient proportionnelles à des lignes données
	163. Décrire une circonférence qui coupe deux circonférences concentriques en des points tels, que si l'on mène par ces points des tangentes à la circonférence demandée, ces tangentes forment entre elles des angles connus


	Problèmes et théorèmes relatifs aux triangles
	Construction des Triangles
	164. Dans un triangle quelconque, il n'existe que cinq parties réellement distinctes ; savoir, deux angles et trois côtés
	165. Connaissant trois des cinq parties d'un triangle, construire géométriquement ce triangle
	166. Quand le triangle à construire est rectangle, la connaissance de deux parties suffit pour déterminer le triangle
	167. Dans un triangle obliquangle, les trois parties connues ne peuvent se combiner que de cinq manières différentes

	Construction des Triangles rectangles
	168. On connaît les deux côtés de l'angle droit
	169. On connaît l'hypoténuse et un côté de l'angle droit
	170. On connaît l'hypoténuse et un angle aigu
	171. On connaît un angle aigu et le côté de l'angle droit adjacent à cet angle
	172. On connaît un angle aigu et le côté opposé à cet angle

	Construction des Triangles obliquangles
	173. On connaît deux angles et le côté adjacent
	174. On connaît deux angles et le côté opposé à l'un d'eux
	175. On connaît deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux
	176. On connaît deux côtés et l'angle compris
	177. On connaît les trois côtes
	178. Règles genérales relatives à la construction dés triangles
	179. Trois relations quelconques, entre les parties d'un triangle, suffisent pour construire ce triangle. (Exemples, du n° 180 au n° 203)
	180. Construire un triangle, connaissant deux côtés et la ligne qui divise l'angle compris en deux parties égales
	181. Construire un triangle, connaissant deux côtés et la ligne qui partant du sommet de l'angle compris, divise le troisième côté en parties proportionnelles à des lignes données
	182. Construire un triangle, connaissant, un angle, un côté adjacent et la somme des deux autres côtés
	183. Construire un triangle, connaissant, un angle, un des côtés adjacens et la différence des deux autres côtés
	184. Construire un triangle, connaissant sa base ainsi que la somme et la différence des quarrés des deux autres côtés
	185. Construire un triangle, connaissant sa hauteur, sa base et l'angle du sommet
	186. Construire un triangle, connaissant sa base, sa surface et l'angle du sommet
	187. Construire un triangle, connaissant sa base, l'angle du sommet et le rapport des deux autres côtés
	188. Construire un triangle, connaissant sa base, le rapport des deux autres côtés et la ligne sur laquelle le sommet doit se trouver
	189. Construire un triangle, connaissant sa base, le rapport des deux autres côtés et l'angle du sommet
	190. Construire un triangle, connaissant un angle, la somme des côtés qui comprennent cet angle et la perpendiculaire menée du sommet de l'angle connu sur le côté opposé
	191. Construire un triangle, connaissant un des côtés, un des angles adjacens, et la perpendiculaire menée du sommet de cet angle sur le côté opposé
	192. Construire un triangle, connaissant sa surface et deux de ses angles
	193. Construire un triangle, connaissant sa surface, un de ses angles, et sachant que le côté opposé à l'angle connu doit passer par un point donné
	194. Etant donné un point dans un angle, trouver sur les deux côtés de cet angle, deux points tels qu'en joignant ces trois points par des droites, le triangle qui en résultera soit semblable à un triangle connu
	195. Construire un triangle rectangle, connaissant la perpendiculaire menée du sommet de l'angle droit sur l'hypoténuse, et la différence des côtés de l'angle droit
	196. Construire un triangle, connaissant le périmètre et deux angles
	197. Construire un triangle, connaissant les longueurs des trois perpendiculaires menées des sommets sur les côtés opposés
	198. Construire un triangle, connaissant deux des hauteurs et la position de leur point de concours sur l'une d'elles
	199. Construire un triangle, connaissant deux des trois hauteurs et un angle
	200. Construire un triangle rectangle équivalent à un trapèze donné, et qui ait un des côtés de l'angle droit égal à un des côtés parallèles de ce trapèze
	201. Le sommet d'un triangle isoscèle est donné ; les extrémités de la base de ce triangle sont placées sur deux parallèles connues, et la base doit faire un angle connu avec ces parallèles. On propose de construire ce triangle
	202. Par trois points connus, mener des droites qui forment un triangle égal à un triangle donné
	203. Circonscrire à un triangle donné, le plus grand triangle équilatéral possible
	204 et 205. Les droites menées des sommets des angles d'un triangle sur les milieux des côtés opposés, se coupent au même point
	206. Lorsqu'on mène une droite du sommet d'un triangle au milieu de la base, la somme des quarrés des deux autres côtés est égale au double du quarré de la droite ainsi menée, ajouté au double du quarré de la moitié de la base
	207. Les lignes, qui divisent les angles d'un triangle en deux parties égales, se coupent au même point
	208. Inscrire un cercle dans un triangle
	209. Les perpendiculaires, menées des sommets des angles d'un triangle sur les côtés opposés, se coupent au même point
	210. Les perpendiculaires menées sur les milieux des côtés d'un triangle quelconque, se coupent au même point
	211 et 212. Propriétés des lignes menées dans un triangle
	213. Trouver un point tel, que les droites, menées de ce point aux sommets des angles d'un triangle, soient proportionnelles à trois lignes données
	214. Trouver un point tel, que les perpendiculaires, menées de ce point sur les trois côtés d'un triangle, soient proportionnelles à des lignes données
	215. Dans l'intérieur d'un triangle connu, trouver un point tel, qu'en menant des droites de ce point aux sommets des angles, les surfaces des trois triangles partiels soient dans des rapports donnés. Solution plus directe
	216. Inscrire un quarré dans un triangle
	217. Connaissant un triangle, mener une droite qui coupe deux côtés et le prolongement du troisième côté, de manière que les parties соmprises dans le triangle et hors du triangle, soient égales à des lignes données
	218. Deux triangles qui ont un angle égal, sont entre eux comme les produits des côtés qui comprennent cet angle
	219. De tous les triangles formés avec un angle connu et deux côtés dont la somme est donnée, le plus grand est celui dans lequel ces deux côtes sont égaux
	220. Parmi tous les triangles, qui, ayant leurs sommets sur un même arc, ont la corde de cet arc pour côté commun, le triangle isoscèle est celui dont les deux côtés non déterminés forment la plus grande somme
	221. Parmi tous les triangles de même base et dont les sommets sont sur une même droite α, le triangle dont le périmètre est un minimum, est tel, que les deux autres côtés forment des angles égaux avec la ligne α
	222. De tous les triangles de même base et de même hauteur, le triangle qui a le plus petit périmètre est tel, que les deux autres côtés sont égaux
	223. De tous les triangles de même base et de même contour, le triangle isoscèle est le plus grand
	224. Parmi tous les triangles de même périmètre, le triangle équilatéral est le plus grand
	225. Parmi tous les rectangles de même périmètre, déterminer le rectangle dont la surface est la plus grande
	226. Parmi tous les rectangles de même surface, déterminer le rectangle dont le périmètre est un minimum
	227. Parmi tous les cônes circonscrits à la sphère, déterminer celui dont la surface est un minimum
	228. Connaissant les valeurs numériques des trois côtés d'un triangle, trouver une formule à l'aide de laquelle on puisse calculer la surface de ce triangle
	229. Lorsque d'un point quelconque, situé dans l'angle formé par les côtés contigus d'un parallélogramme, on tire des perpendiculaires sur la diagonale et sur les côtés contigus, le produit de la diagonale, par la perpendiculaire menée sur sa direction, est égal à la différence des produits des deux côtés du parallélogramme, par les perpendiculaires menées sur ces côtés. Si le point était hors du parallélogramme, le premier produit serait égal à la somme des deux autres
	230. Connaissant deux perpendiculaires à une droite, mener une sécante telle, que les produits des parties des perpendiculaires qu'elle intercepte, vaille un quarré donné
	231 et 232. Règle générale pour trouver l'équation de la courbe des intersections
	233 et 234. Trouver une droite telle, que le produit des perpendiculaires, menées de deux points fixes sur cette droite, soit égal à une quantité donnée
	235. Autre problème du même genre
	236. Problème relatif aux courbes du second degré



	Troisième partie
	Élémens de géométrie descriptive
	Préliminaires. Théorie des plans
	237. Le plan est une surface indéfinie sur laquelle une ligne droite peut s'appliquer exactement dans tous les sens
	238. L'intersection d'une droite avec un plan est un point
	239. Par deux droites, qui se coupent, on ne peut mener qu'un seul plan. Trois points, non en ligne droite, déterminent la position d'un plan
	240. Par deux droites parallèles, on ne peut mener qu'un seul plan
	241. Par un point donné, on ne peut conduire qu'une seule parallèle à une ligne donnée
	242. Lorsque deux droites sont parallèles, si par une de ces droites et un point de la seconde, on mène un plan, ce plan contiendra la seconde parallèle
	243. Lorsque par un point d'un plan on mène une parallèle à une droite située dans ce plan, cette parallèle est toute entière dans le plan
	244. Toutes les parallèles, menées par différens points d'une droite, sont dans un même plan
	245. L'intersection de deux plans est une ligne droite. Une droite est déterminée quand elle doit se trouver sur deux plans. On peut mener une infinité de plans par une même ligne droite
	246. L'intersection de trois plans, qui ne passent pas par une même ligne droite, est un point
	247. Une perpendiculaire à un plan est une droite qui ne penche d'aucun côté par rapport au plan. Cette perpendiculaire forme des angles droits avec toutes les lignes menées par son pied, dans le plan
	248. Une droite est perpendiculaire à un plan, lorsqu'elle forme des angles égaux avec toutes les lignes menées par son pied dans le plan
	249. Deux plans sont parallèles, lorsqu'ils ne peuvent pas se rencontrer
	250. Deux droites, situées dans deux plans parallèles, ne peuvent jamais se rencontrer. Deux droites qui ne se rencontrent pas, peuvent ne pas être parallèles
	251. Une droite, perpendiculaire à deux droites qui passent par son pied dans un plan, est perpendiculaire à ce plan
	252. Si par un point d'une ligne droite, on mène un plan perpendiculaire à cette droite, et des perpendiculaires à la même droite, toutes ces perpendiculaires seront dans le plan perpendiculaire à la droite
	253 et 254. Lorsque par le pied d'une perpendiculaire à un plan, on mène une perpendiculaire à une droite située dans ce plan ; la droite, qui joint le pied de cette nouvelle perpendiculaire avec un point quelconque de la perpendiculaire au plan, est perpendiculaire à la droite située dans le plan. Remarque
	255. Par un point donné, on ne peut mener qu'une seule perpendiculaire à un plan. Les obliques qui s'écartent également du pied de la perpendiculaire sont égales, et réciproquement. La perpendiculaire menée d'un point sur un plan, est plus courte qu'une oblique quelconque menée par le même point. De deux obliques, menées par le même point, celle qui s'approche le plus de la perpendiculaire est la plus courte, et réciproquement
	256. Quand une droite est perpendiculaire à un plan, les perpendiculaires menées des différens points de la droite, sur le plan, se confondent avec cette droite
	257. Une droite est perpendiculaire à un plan, lorsqu'elle forme des angles égaux avec trois droites menées par son pied dans le plan
	258. Par un point, pris sur une droite, mener un plan perpendiculaire à cette droite
	259. Par un point, pris hors d'une droite, mener un plan perpendiculaire à cette droite
	260. Par un point, pris hors d'un plan, mener une perpendiculaire à ce plan
	261. Par un point, pris sur un plan, mener une perpendiculaire à ce plan
	262. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, toutes les parallèles à cette droite sont perpendiculaires au même plan
	263. Un plan, perpendiculaire à une droite, est perpendiculaire aux parallèles à cette droite
	264. Deux perpendiculaires à un même plan, sont parallèles
	265. Deux droites, parallèles à une troisième, sont parallèles entre elles
	266. Plusieurs droites, perpendiculaires à un même plan, sont parallèles
	267. Lorsqu'un plan est perpendiculaire à plusieurs droites, on peut en conclure que ces droites sont parallèles
	268. Deux plans, perpendiculaires à une même droite, sont parallèles
	269. Deux plans sont parallèles, lorsqu'étant perpendiculaires chacun à une ligne droite, ces deux droites sont parallèles
	270. Les intersections de plusieurs plans parallèles par un même plan, sont parallèles
	271. Lorsque plusieurs plans sont parallèles, la perpendiculaire à l'un de ces plans, est perpendiculaire à tous les autres
	272. Deux plans, parallèles à un troisième, sont parallèles entre eux
	273. Les parallèles, comprises entre plans parallèles, sont égales
	274. Lorsque deux droites, qui se coupent, sont parallèles à deux autres droites, qui se coupent, les angles formés par les deux premières droites, sont respectivement égaux aux angles formés par les deux autres
	275. Lorsque deux droites, qui se coupent, sont respectivement parallèles à deux autres droites, qui se coupent, le plan des deux premières droites est parallèle au plan des deux autres
	276. Lorsqu'on mène des droites par les extrémités de trois droites égales et parallèles ; on forme deux triangles qui sont égaux, et les plans de ces triangles sont parallèles
	277. Lorsque par plusieurs points d'un plan, on mène des droites égales et parallèles, les extrémités de ces droites sont dans un plan parallèle au premier
	278 et 279. Propriétés des parallèles menées par quatre points quelconques de deux parallèles
	280 et 281. Pour évaluer l'angle formé par deux droites qui ne se coupent pas, il suffit de mener des parallèles à ces droites, par un même point. L'angle formé par ces nouvelles lignes, mesure l'inclinaison des droites données. Deux parallèles forment un angle nul
	282. Une droite, perpendiculaire à un plan, est perpendiculaire à toutes les droites situées dans ce plan
	283. Par un point, on peut mener une infinité de perpendiculaires à une droite
	284. Si d'un point quelconque d'une oblique à un plan, on mène une perpendiculaire à ce plan, et si l'on joint le pied de l'oblique avec le pied de la perpendiculaire, par une droite ; l'angle que cette dernière ligne fera avec l'oblique, sera le plus petit de tous les angles formés par cette oblique avec les lignes menées par son pied dans le plan. Ce plus petit angle, mesure l'inclinaison de l'oblique sur le plan
	285 et 286. L'angle formé par une droite avec un plan est le complément de l'angle formé par cette droite avec la perpendiculaire menée de l'un quelconque de ses points sur le plan. Toute perpendiculaire à un plan, forme un angle droit avec ce plan
	287. Lorsque plusieurs droites, menées par un point donné, font des angles égaux avec un plan, elles rencontrent ce plan en des points situés sur une circonférence qui a pour centre le pied de la perpendiculaire abaissée du point donné sur le plan
	288. Lorsque plusieurs droites, menées par un même point d'une perpendiculaire à un plan, font des angles égaux avec cette perpendiculaire, elles rencontrent le plan en des points situés sur une circonférence qui a pour centre le pied de la perpendiculaire
	289. Lorsque plusieurs droites égales, menées par un même point d'une droite α, forment des angles égaux avec la droite α, les extrémités de ces droites égales sont situées sur une circonférence dont le plan est perpendiculaire à la droite α
	290. Si l'on fait passer une circonférence par trois points donnés ; et si par le centre de cette circonférence on mène une perpendiculaire au plan des trois points donnés. Les distances, d'un point quelconque de la perpendiculaire, aux trois points donnés, seront égales ; et tout point situé hors de la perpendiculaire, sera inégalement distant des trois points donnés
	291. Deux plans se rencontrent toujours, lorsqu'ils sont respectivement perpendiculaires à deux droites qui ne sont pas parallèles
	292. Problème. Mesurer l'angle formé par deux plans
	293. Pour mesurer l'angle formé par deux plans, il suffit de mener dans ces plans, et par un même point de l'intersection, deux perpendiculaires à cette intersection ; l'angle formé par ces perpendiculaires mesure l'angle des plans
	294. Deux plans qui forment un angle droit, sont dits rectangulaires entre eux
	295. Lorsqu'un plan tombe sur un autre, la somme des deux angles adjacens, formés par le premier plan avec le second, vaut 180°, et réciproquement. Lorsque deux plans se coupent, les angles opposés au sommet sont égaux, et réciproquement
	296 et 297. Deux plans parallèles, coupés par un troisième, jouissent des mêmes propriétés, dans les angles qu'ils forment avec ce troisième plan, que deux lignes parallèles à l'égard d'une troisième droite qui les coupe. La réciproque est fausse
	298. Lorsque deux plans qui se coupent, sont parallèles à deux autres plans, l'intersection des deux premiers plans est parallèle à l'intersection des deux autres ; et l'angle formé par les deux premiers plans est égal à l'angle formé par les deux autres
	299. Les angles formés par un même plan avec plusieurs plans parallèles, sont égaux
	300. Les angles formés  par une droite avec des plans parallèles, sont égaux
	301. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, tous les plans conduits suivant cette droite, sont perpendiculaires au premier plan
	302. Par une droite perpendiculaire à un plan, on peut mener une infinité de plans perpendiculaires au premier plan
	303. Lorsque deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre ; si par un point quelconque de l'un de ces plans, on mène dans ce plan une droite perpendiculaire à l'intersection commune, cette droite sera perpendiculaire à l'autre plan
	304. Lorsque deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre, si par un point de l'un de ces plans, on mène une perpendiculaire à l'autre plan, cette perpendiculaire sera dans le premier plan
	305. Toutes les perpendiculaires, menées des différens points d'une droite, sur un plan donné, sont dans un plan perpendiculaire au plan donné
	306. Lorsque deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre, toute perpendiculaire à l'intersection commune, menée dans l'un des plans, est perpendiculaire à l'autre plan, et toute perpendiculaire à l'un des plans, menée par un point quelconque de l'intersection, est dans l'autre plan
	307. L'intersection de deux plans perpendiculaires à un troisième plan, est perpendiculaire à ce troisième plan
	308. Réciproquement, lorsque l'intersection de deux plans est perpendiculaire à un troisième plan, les deux premiers plans sont perpendiculaires au troisième
	309. Tout plan, perpendiculaire à deux autres plans, est perpendiculaire à l'intersection de ces deux derniers plans
	310. Problème. Déterminer la plus courte distance entre deux plans parallèles
	311. Deux plans parallèles sont partout à égale distance ; et leur plus courte distance est une droite perpendiculaire à chacun d'eux
	312. Deux plans, dont tous les points sont également distans, sont parallèles
	313. Lorsque plusieurs points, non en ligne droite, sont également distans d'un plan donné ; tous ces points sont situés sur un plan parallèle au plan donné
	314. Lorsqu'une droite est parallèle à un plan, tous les plans conduits par cette droite, coupent le premier plan suivant des parallèles à la ligne donnée
	315. Lorsqu'une droite est parallèle à un plan, toutes les perpendiculaires menées des différens points de la droite sur le plan, sont perpendiculaires à cette droite
	316. Toute parallèle à un plan, forme un angle nul avec ce plan
	317. Lorsqu'une droite est parallèle à un plan, toutes les perpendiculaires, menées des différens points de cette droite sur le plan, sont égales
	318. Problème. Déterminer la plus courte distance entre un plan et une parallèle à ce plan. Lorsqu'une droite est parallèle à un plan, tous les points de cette droite sont également éloignés du plan
	319. Quand plusieurs points d'une ligne droite sont à égale distance d'un plan, cette droite est parallèle au plan
	320. Lorsqu'une droite est parallèle à un plan donné ; si par un point quelconque de la droite, on mène un plan parallèle au plan donné ; la droite sera toute entière dans ce plan parallèle au plan donné
	321. Toute parallèle à une droite située dans un plan, est parallèle à ce plan
	322. Lorsqu'une droite est parallèle à un plan, si par un point du plan, on mène une parallèle à la droite, cette parallèle sera toute entière dans le plan
	323. Lorsque deux droites sont parallèles ; tout plan conduit par l'une de ces droites, est parallèle à l'autre
	324. Lorsque deux droites sont parallèles, on peut conduire par l'une de ces droites une infinité de plans parallèles à l'autre droite
	325. Lorsque deux droites sont parallèles à une troisième, le plan de ces deux droites est parallèle à la troisième
	326. Lorsque deux lignes droites sont parallèles ; en menant par un point quelconque, des parallèles à ces lignes, les parallèles, ainsi menées, se confondent
	327. Lorsque deux droites, qui se coupent, sont parallèles à un plan donné, le plan de ces deux droites est parallèle au plan donné
	328. Lorsque deux plans se coupent, si par un point quelconque de l'un des plans, on mène une parallèle à l'intersection, cette parallèle sera dans ce plan ; elle sera parallèle à l'autre plan ; et réciproquement, si par un point de l'un de ces plans, on mène dans ce plan une parallèle à l'autre plan, cette dernière ligne sera parallèle à l'intersection
	329. Par un point donné, on ne peut mener qu'un seul plan perpendiculaire à une droite donnée
	330. Par un point donné, on ne peut conduire qu'un seul plan parallèle à un plan donné
	331. Une droite, parallèle à l'intersection de deux plans, est parallèle à chacun de ces plans ; et réciproquement, toute droite, parallèle à deux plans, est parallèle à l'intersection de ces plans
	332. Lorsqu'une droite n'est pas perpendiculaire à un plan donné ; on ne peut mener par cette droite qu'un seul plan perpendiculaire au plan donné
	333. Par une ligne donnée, mener un plan perpendiculaire à un plan donné
	334. Lorsque par deux droites parallèles, on mène des plans perpendiculaires à un même plan ; ces plans sont parallèles
	335. Tout plan, parallèle à une perpendiculaire sur un plan donné, est perpendiculaire à ce dernier plan
	336. Lorsque deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre, toute perpendiculaire à l'un des plans est parallèle à l'autre plan
	337. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, et qu'une autre droite n'est pas parallèle à ce plan ; tout plan, perpendiculaire à la première droite, rencontre nécessairement la seconde droite
	338. Si l'on mène deux plans respectivement perpendiculaires à deux droites qui se coupent, ces plans se rencontreront toujours, et leur intersection sera perpendiculaire au plan des deux droites
	339. Lorsque par le milieu d'une droite on mène un plan perpendiculaire à cette droite, les distances de chacun des points de ce plan, aux extrémités de la droite, sont égales, et les points de ce plan jouissent seuls de cette propriété
	340. Lorsqu'un plan divise l'angle de deux autres plans en deux parties égales ; les perpendiculaires, menées d'un point quelconque du premier plan sur les deux autres plans, sont égales, et les points de ce plan jouissent seuls de cette propriété
	341. Quand deux droites, menées par le même point, sont respectivement perpendiculaires à deux plans, l'angle formé par ces droites est le supplément de l'angle formé par les plans. Lorsque l'angle de deux plans est très-aigu ou très-obtus, l'angle formé par les deux perpendiculaires, menées d'un même point sur ces plans, est très-obtus ou très-aigu
	342. Lorsque par un point donné on mène une perpendiculaire à une horizontale, cette perpendiculaire est située dans le plan mené par le point donné perpendiculairement à la ligne donnée, et ce plan est vertical
	343. Si d'un point pris hors d'un plan, on tire des droites à différens points de ce plan, et si l'on mène un plan parallèle au plan donné, ce plan coupera les droites en parties proportionnelles. Si l'on mène des lignes par les points où les droites rencontrent les plans parallèles ; les polygones qui en résulteront seront semblables, et les surfaces de ces polygones seront proportionnelles aux carrés des perpendiculaires menées du point donné sur les plans des polygones
	344. Deux droites, situées d'une manière quelconque dans l'espace, sont coupées en parties proportionnelles par trois plans parallèles quelconques
	345. Un angle solide est l'angle formé par plusieurs plans qui se réunissent en un même point
	346. Lorsque trois angles plans forment un angle solide, chaque angle plan est plus petit que la somme des deux autres
	347. La somme des angles plans qui forment un angle solide, est toujours moindre que quatre angles droits
	348. Lorsque les trois angles plans qui forment un angle solide, sont respectivement égaux aux trois angles plans qui forment un autre angle solide ; les angles plans égaux sont également inclinés l'un sur l'autre
	349. Remarques relatives aux solides symétriques
	350. Trouver la plus courte distance entre deux droites situées d'une manière quelconque dans l'espace
	351. Dans un parallélépipède quelconque, les faces opposées sont égales, et les plans de ces faces sont parallèles
	352. Dans un parallélépipède quelconque, toutes les diagonales se coupent au centre du parallélépipède, et les droites menées par les centres des faces opposées, passent par le centre
	353. Connaissant les côtés contigus d'un parallélépipède rectangle, déterminer la grandeur de la diagonale, ainsi que les angles que la diagonale forme avec ces côtés
	354. Dans une pyramide triangulaire, les trois droites qui joignent les milieux des arêtes opposées, se coupent en un même point, et sont divisées à ce point en deux parties égales
	355. Par quatre points, qui ne sont pas dans un même plan, on peut toujours faire passer la surface d'une sphère, mais on n'en peut faire passer qu'une seule
	356. Une sphère est entièrement déterminée, quand sa surface est assujétie à passer par quatre points donnés, qui ne sont pas dans un même plan. L'intersection de deux sphères est donc une courbe plane
	357. Deux conditions déterminent une ligne droite, trois conditions déterminent une circonférence, et quatre conditions déterminent une sphère
	358. Une pyramide triangulaire étant donnée, on peut toujours trouver une sphère qui touche les quatre faces de cette pyramide ; il n'existe qu'une seule sphère qui jouisse de cette propriété
	359. Toutes les sections d'une sphère par des plans, sont des cercles. Les plans également éloignés du centre de la sphère, coupent la sphère suivant des cercles égaux, et réciproquement. Les plans les plus près du centre donnent les cercles les plus grands, et réciproquement
	360. L'intersection de deux surfaces sphériques est une circonférence dont le plan est perpendiculaire à la droite qui joint les centres des deux sphères. Cette droite passe par le centre de la circonférence
	361. Un solide de révolution est engendré par une surface plane, qui tourne autour d'une droite fixe. La surface qui termine ce solide, est une surface de révolution. La ligne fixe est l'axe. Lorsqu'une ligne tourne autour d'un axe fixe, chaque point de cette ligne décrit une circonférence qui a pour rayon la perpendiculaire menée du point sur l'axe ; le plan de cette circonférence est perpendiculaire à l'axe, et la rencontre de ce plan avec l'axe, est le centre de la circonférence
	362. Toute section d'une surface de révolution par un plan perpendiculaire à l'axe, est une circonférence ; le centre de cette circonférence est le point de rencontre de l'axe avec le plan de la section
	363. Problème. Calculer le volume d'un solide terminé par une surface gauche
	364. Le volume terminé par une surface gauche et par des plans, a pour mesure la base, multipliée par le quart de la somme des hauteurs


	Élémens de géométrie descriptive
	365. But de la Géométrie descriptive
	366—369. Déterminer la position d'un point. La manière la plus simple de déterminer la position d'un point de l'espace, est de donner les distances de ce point à trois plans connus
	370. La projection d'un point sur un plan, est le pied de la perpendiculaire menée du point sur le plan. Un point ne peut avoir qu'une seule projection sur un plan. Lorsque par la projection d'un point sur un plan, on mène une perpendiculaire à ce plan, le point est situé sur cette perpendiculaire
	371. Pour déterminer la projection d'une ligne sur un plan, il suffit de projeter les différens points de cette ligne sur le plan
	372. La projection d'une ligne droite est une ligne droite. La projection d'une ligne droite donnée, est la droite, qui passe par les projections de deux points quelconques de la ligne donnée
	373. La projection d'une portion déterminée de ligne droite, est la droite, comprise entre les projections des extrémités de la ligne donnée
	374. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, la projection de cette droite sur le plan, est le pied de cette perpendiculaire
	375. Projeter une droite sur un plan. Définitions du plan projetant et du plan de projection
	376. Une ligne quelconque ne peut avoir qu'une seule projection sur un plan donné
	377. Lorsque par la projection d'une droite, on mène un plan perpendiculaire au plan de projection, la droite est située dans le premier plan. Si par les différens points de la projection d'une courbe, on mène des perpendiculaires au plan de projection, toutes ces perpendiculaires passeront par les différens points de la courbe. La réunion de ces perpendiculaires, formera le cylindre projetant ; la courbe sera située sur ce cylindre
	378. Lorsque deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre, l'intersection est la projection commune, sur l'un de ces plans, de tous les points situés dans l'autre plan. La projection d'une courbe peut donc être une ligne droite
	379. Lorsque deux plans se coupent ; si l'on projette un point sur ces deux plans, les perpendiculaires, menées des deux projections du point sur l'intersection des deux plans, passent par un même point de cette intersection
	380. Un point est entièrement déterminé, lorsque l'on connaît ses projections sur deux plans qui se coupent
	381. Quand deux points, de deux plans qui se coupent, sont tels que les perpendiculaires, menées de ces points sur l'intersection de ces plans, passent par un même point de l'intersection, on peut regarder ces points comme les projections d'un même point de l'espace sur les deux plans donnés
	382. Règle pour reconnaître si deux points de deux plans qui se coupent, sont les projections d'un même point de l'espace
	383. Une ligne droite est entièrement déterminée, lorsqu'on connaît ses projections sur deux plans qui se coupent
	384. Les projections de deux droites parallèles, sont parallèles. Pour construire les projections de deux droites parallèles, il suffit de connaître deux points de l'une des projections et un point de l'autre
	385. La position la plus avantageuse à donner aux plans de projection, est de les supposer rectangulaires ; la ligne de terre est l'intersection des plans de projection. Les intersections d'un plan quelconque avec les plans de projection, sont les traces de ce plan. Conventions relatives aux projections et aux traces
	386. Lorsque des points sont dans un des plans de projection, les projections de ces points sur l'autre plan, sont situées sur la ligne de terre
	387. Lorsqu'une ligne, droite ou courbe, est située dans un plan parallèle à l'un des plans de projection, la projection de cette ligne, sur l'autre plan, est une parallèle à la ligne de terre
	388. Lorsque deux droites sont situées, l'une dans le plan horizontal, l'autre dans le plan vertical ; si elles ne sont pas toutes deux perpendiculaires à la ligne de terre, on pourra les regarder comme les projections d'une même droite ; mais quand elles seront perpendiculaires sur la ligne de terre, elles ne pourront pas représenter les projections d'une seule et même ligne
	389. La projection d'une courbe, peut être une ligne droite ; mais quand les deux projections d'une ligne, sont des droites, on peut en conclure que cette ligne est droite
	390. Les deux projections d'une ligne, droite ou courbe, déterminent cette ligne
	391. Afin de simplifier les constructions, on conçoit que le plan vertical tourne autour de la ligne de terre, pour s'appliquer sur le plan horizontal, de sorte que les deux plans de projection se confondent. Par ce moyen, toutes les lignes sont réellement tracées sur le plan horizontal ; mais pour entendre les démonstrations, il faut imaginer que les projections verticales sont remises en place, au moyen d'un quart de révolution du plan vertical autour de la ligne de terre
	392. Les projections d'un point sont situées sur une droite perpendiculaire à la ligne de terre
	393. Pour trouver les distances d'un point aux deux plans de projection, il suffit de conduire par les projections de ce point des perpendiculaires sur la ligne de terre ; ces perpendiculaires mesurent les distances demandées
	394. Lorsque deux lignes se coupent en un point, la droite qui joint les points d'intersection des projections de ces lignes, est perpendiculaire à la ligne de terre ; et réciproquement
	395. Lorsque deux lignes ne se coupent pas, la droite qui joint les points d'intersection des projections de ces lignes, n'est pas perpendiculaire à la ligne de terre ; et réciproquement
	396. Lorsque les projections de deux lignes sur un même plan sont différentes et ne se rencontrent pas, on peut en conclure que ces lignes ne se coupent pas
	397. Lorsqu'une droite, parallèle à un des plans de projection, n'est pas perpendiculaire à l'autre ; la projection de la droite sur le premier plan est parallèle à cette droite, et la projection de la droite sur l'autre plan, est parallèle à la ligne de terre
	398. Les projections d'une parallèle à la ligne de terre, sont parallèles à cette ligne
	399. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un des plans de projection, la projection de cette droite sur ce plan est un point, et sa projection sur l'autre plan est perpendiculaire à la ligne de terre
	400. Lorsque deux plans sont parallèles, les traces de ces plans, sur chacun des plans de projection, sont parallèles. La réciproque est vraie
	401. La trace verticale d'un plan perpendiculaire au plan horizontal, est une verticale perpendiculaire à la ligne de terre ; et la trace horizontale d'un plan perpendiculaire au plan vertical, est une horizontale, perpendiculaire à la ligne de terre
	402. Lorsqu'un plan est perpendiculaire à l'un des plans de projection, sa trace sur ce plan suffit pour le déterminer
	403. Lorsqu'un plan est parallèle à un des plans de projection, sa trace sur l'autre plan est parallèle à la ligne de terre, et cette trace suffit pour déterminer le plan
	404. Lorsqu'un plan coupe la ligne de terre, ses traces concourent vers un même point de cette ligne. Quand un plan est parallèle à la ligne de terre, ses deux traces sont aussi parallèles à cette ligne ; enfin, lorsqu'un plan passe par la ligne de terre, ses deux traces se confondent avec cette ligne. Un plan ne peut prendre que ces trois positions
	405. Les traces d'un plan sont déterminées, lorsque l'on connaît deux points de l'une des traces et un point de l'autre trace
	406. Les deux traces d'un plan déterminent ce plan
	407. Lorsque par un point d'un plan, on mène dans ce plan une parallèle à un des plans de projection, la projection de cette droite sur ce plan de projection est parallèle à la trace du plan donné sur ce même plan ; et l'autre projection est parallèle à la ligne de terre
	408. Quand deux droites sont dans un plan ; les points où elles rencontrent les plans de projection, ne peuvent se trouver que sur les traces de ce plan
	409. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, les projections de la droite sont respectivement perpendiculaires aux traces du plan
	410. Quand une droite est parallèle au plan vertical de projection, tout plan perpendiculaire à cette droite, est perpendiculaire au plan vertical de projection, et la trace verticale de ce plan est perpendiculaire à la projection verticale de la droite. Une droite parallèle au plan horizontal, jouit de propriétés analogues
	411. Les solutions de tous les problèmes de la Géométrie descriptive, peuvent se déduire des principes précédens. Avis, relatifs à la construction des épures

	Problèmes de géométrie descriptive
	412. Les projections de deux points étant données, construire les projections de la droite qui passe par ces points
	413. Connaissant les projections des extrémités d'une droite, déterminer la vraie grandeur de cette droite
	414. Manière de vérifier l'exactitude des constructions
	415. La vraie distance entre deux points est connue, lorsqu'on a les projections de ces points sur deux plans rectangulaires
	416. La projection horizontale, d'une droite parallèle au plan horizontal, est de même grandeur que cette droite ; et lorsque cette droite n'est pas perpendiculaire au plan vertical, sa projection sur ce plan est parallèle à la ligne de terre ; si l'horizontale était perpendiculaire au plan vertical, sa projection verticale serait un point. Si la droite était parallèle au plan vertical, elle jouirait de propriétés semblables
	417. Lorsqu'une courbe est dans un plan parallèle à l'un des plans de projection, la projection de cette courbe sur ce plan parallèle, est égale à la courbe située dans l'espace et l'autre projection est une parallèle à la ligne de terre
	418. Déterminer le milieu d'une ligne droite. Les projections du milieu d'une ligne droite, sont les milieux des projections de cette ligne
	419. Pour trouver les projections du point qui divise une droite donnée, en parties proportionnelles à des lignes données, il suffit de diviser les projections de cette dernière droite dans le même rapport
	420. Un point est situé sur une droite, dont les projections sont données ; l'une des projections de ce point est connue. Il s'agit de construire l'autre projection
	421. Par un point donné, mener une parallèle à une ligne donnée
	422. Construire l'intersection de deux plans
	423. Déterminer le point d'intersection de trois plans donnés
	424 et 425. Construire les points où une droite rencontre les plans de projection
	426 et 427. Faire passer un plan par trois points donnés, non en ligne droite
	428. Conduire un plan par deux droites qui se coupent
	429. Construire un plan qui passe par deux parallèles données
	430. Déterminer la rencontre d'une verticale avec un plan perpendiculaire au plan vertical
	431—433. Trouver le point où une droite donnée rencontre un plan connu
	434. La projection horizontale d'un point est connue ; ce point est dans un plan connu. Il s'agit de construire la projection verticale du même point. On peut prendre arbitrairement l'une des projections d'un point situé dans un plan connu. On en déduit facilement l'autre projection
	435. Par un point d'un plan donné ; mener dans ce plan, des parallèles aux plans de projection
	436. Par un point situé dans un plan dont les directions des traces sont connues, mener dans ce plan des parallèles aux plans de projection
	437. Un point d'un plan, et les directions des traces de ce plan, suffisent pour construire les traces de ce plan ; pourvu toutefois que les directions des traces ne soient pas parallèles à la ligne de terre
	438. Les directions des traces d'un plan sont données, et l'on connaît les projections d'un point de ce plan. On propose de construire les traces de ce plan
	439. Par un point connu, mener un plan parallèle à un plan donné
	440. Un point et un plan étant donnés, mener une perpendiculaire du point donné sur le plan donné, trouver le pied de la perpendiculaire, et construire la longueur de cette perpendiculaire
	441 et 442. Par un point donné, mener un plan perpendiculaire à une ligne donnée
	443. Un point et une droite étant donnés, mener par le point donné une perpendiculaire à la ligne donnée, déterminer le pied de cette perpendiculaire, et construire la longueur de cette perpendiculaire
	444. Par une ligne donnée, conduire un plan perpendiculaire à un plan donné
	445. Construire l'angle formé par les traces d'un plan donné
	446 et 447. Déterminer l'angle formé par deux lignes droites
	448. Par le point d'intersection de deux droites données, mener, dans le plan de ces droites, une ligne qui divise l'angle qu'elles forment, en deux parties
	449. Connaissant l'angle de deux droites et les angles qu'elles forment avec la verticale ; construire l'angle formé par les projections horizontales de ces droites. Pour réduire un angle à l'horizon, il suffit de construire l'angle formé par les projections horizontales des côtés de cet angle
	450. Construire l'angle formé par une droite avec un plan
	451. Déterminer les angles formés par un plan donné, avec les plans de projection
	452. Construire un plan, qui divise en deux parties égales l'angle formé par un plan avec le plan horizontal
	453 et 454. Déterminer l'angle formé par deux plans donnés
	455. Construire un plan qui passe par l'intersection de deux plans donnés, et qui divise l'angle qu'ils forment en deux parties égales
	456. On connaît un point d'une parallèle à un plan donné ; l'une des projections de cette droite est connue ; il s'agit de construire l'autre projection
	457. Une parallèle au plan vertical étant donnée, de grandeur et de position, on propose de conduire, par le milieu de cette droite, un plan perpendiculaire à cette droite
	458. Par une droite donnée, mener un plan parallèle à la ligne de terre
	459. Faire passer la surface d'une sphère par quatre points donnés qui ne sont pas dans un même plan
	460. Circonscrire une sphère à une pyramide triangulaire
	461. Inscrire une sphère dans une pyramide triangulaire
	462. Déterminer la plus courte distance entre deux plans parallèles
	463. Déterminer la plus courte distance entre un plan et une parallèle à ce plan
	464. Déterminer la plus courte distance entre deux droites
	465. Par un point, situé dans le plan de deux parallèles, mener une sécante, telle, que la partie de cette sécante comprise entre les parallèles, soit égale à une ligne donnée
	466. Déterminer le volume du solide de révolution engendré par un triangle isoscèle qui tourne autour d'un axe fixe






