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PREMIERE THESE.

©

SUR L'EQUILIBRE

DES

SURFACES FLEXIBLES ET INEXTENSIBLES.

INTRODUCTION.

LLes conditions d’équilibre d’une courbe funiculaire, ¢’est-a-dire d’un
fil flexible et inextensible dont les éléments sont sollicités par des forces
formant un systeme continu, sont exposées dans tous les Traités de Me-
canique. En désignant par ds la longueur d’un élément quelconque, par
Pds la force qui le sollicite, par P, et P, les composantes normale et tan-
gentielle de P, enfin par T la tension que l'élément éprouve de la part

des ¢léments voisins, on trouve sans difficulte les denx équations

: ATl

‘Pt -+ HS— == 0,
T

Pn T TD' =0,

I . vy s s ..
- est la courbure au point considéré. On a, de plus, la condition que le

plan osculateur de la courbe passe par la direction de P.

En rapportant la courbe & trois axes rectangulaires fixes et appelant
L. 1
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2 L. LECORNU.

X, Y, Z les composantes de la force paralleles a ces trois axes, on obtient

les trois équations suivantes, qui résolvent également le probleme :

d< il;‘) +Xds=o,

d (T }) - Yds=—o,

d (1 'j) e Lods = o.

Lorsque les forces sont données en grandeur, direction et sens, ces
trois équations déterminent la forme de la courbe et la tension en chaque
point. Si au contraire on suppose donnée la forme de la courbe, elles
fournissent deux conditions auxquelles doivent satisfaire les forces et per-
mettent, en outre, de calculer les tensions qui résultent de 'application de
forces satisfaisant a ces deux conditions.

1l est naturel de chercher la généralisation du probleme en étudiant ce
qui arrive lorsqu’une surface parfaitement flexible et inextensible est
sollicitée en chacun de ses points par des forces du méme ordre de gran-
deur que les éléments correspondants. On peut se demander en particulier :

1° Quelles sont les conditions d’équilibre d’'une surface soumise a des
forces déterminées?

2° Quelles sont les lois d’apres lesquelles se développent les efforts de
tension entre les divers éléments d’une surface en équilibre?

3° Quelle déformation subit une surface donnée sous 'action de forces
qui ne satisfont pas aux conditions d’équilibre?

Apres avoir fait de nombreuses recherches pour connaitre les travaux
auxquels ces questions pouvaient avoir donné lieu, J'ai acquis la convie-
tion que personne ne les avait encore abordees, et leur nouveauté m’a
décidé a leur consacrer le présent travail. Sans prétendre épuiser un sujet
aussl étendu que difficile, je serai heureux si j'ai réussi 4 poser les jalons
d’one théorie qui mérite de prendre place dans la Science.

Je n’ai pas besoin de rappeler ici les beaux travaux auxquels ont donné

lieu les propriétés géométriques des surfaces; ils m’ont naturellement
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DE L’E{,QUILIBRE DES SURFACES FLEXIBLES ET INEXTENSIBLES. 3

fourni un appui continuel. La théorie de la déformation des surfaces, de-
venue classique aujourd’hui grace aux découvertes de MM. Ossian Bonnet,

Bour, Codazzi, etc., m’a été particulierement utile.

CHAPITRE 1.

CONSIDERATIONS GENERALES SUR 1A THEORIE DES SURFACES.

Nous croyons devoir établir tout d’abord, aussi rapidement que pos-
sible, les formules fondamentales de la théorie des surfaces. Ce résumé
d’une théorie bien connue nous fournira I'occasion de fixer, pour n’y plus
revenir, un certain nombre de notations et de faire en outre quelques re-
marques qul nous seront utiles dans la suite.

Une surface quelconque peut étre définie par I'expression des coordon-

nées cartésiennes x, y, z en fonction de deux parametres arbitraires A, u :

(1) &= 0,(A, u), .V::@‘_’(A7 7)) 7= @, (A, ).

Les courbes A == const., v = const. dessinent sur la surface un résean
ui est orthogonal si I’on s’impose la condition
3 P

dx dx = dy dy dz Iz
T i et i e 0}
dk du. dr. du an du ?

que nous écrirons sous la forme ahrégée

(2) 2 dxr Or .
V2 o5 an O

Nous appellerons L, M les coefficients métriques correspondant aux
deux courbes u == const., A== const., c'est-a-dire que L.dx, Mdu repré-
sentent respectivement les longueurs des arcs de ces deux courbes com-
prises entre les courbes A, A 4~ dxet u, p -+~ du. Nous appellerons p,, p,
les rayons de courbure géodésique des deux courbes, supposés positifs
lorsqu’ils sont dirigés dans le sens des ares positifs Mdg, Lda; R, R, dé-

signeront les rayons de courbure normaux et T, T, les rayons de torsion
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4 L. LECORNU.

géodésique. Le sens positif de R,, R,, T,, T, sera un certain sens, arbi-
trairement choisi sur la normale.

Cela posé, on a

3 oY (), w3 (%),

Des considérations géométriques tres simples donnent d’autre part
g q

1.2M _V dr P x LM _S‘ dx Ix
P Sw vyl e p

(4)

Soient X, Y, Zles cosinus directeurs de la normale, définis par les équa-

tions

. Jv oz
LMX =222 v os,

IMY — %% ﬂ o dz dxr

)z
Jdr du 47.1 I’

On trouve sans peine

- 196 r LM | PRY N J'x M , 0%x

r - — _—_— o A e — = A ——

<J> R, “_EX o’ T, 70, 2\ (TAI)‘!J., R, EX Jdu? ’
d'ou T, =T,. Nous représenterons par T la valeur commune donnée

LM v O
par = "‘ZX ohdu

Pour que cette formule soit exacte en signes, il suffit de convenir que,

lorsque T est positif, le sens positif de la normale au point (A, u) fait un
angle aiguavec le sens positif de la tangente au point (2, u -+ du) ala courbe
A —const.

Les groupes (3), (4), (5) donnent sept équations qui font connaitre
L, M, p,p, R, Ry, T en fonction de z, y, z. Si 'on y joint I'équa-
tion (2), on obtient uu systeme de huit équations entre lesquelles on peut
éliminer &, y, z, ce qui conduit a cing équations distinctes entre L, M,
P> por Ry, R,, T. Nous allons former ces cing équations.

L’équation (2) donne
2” Jdxr dix " Jr Jir
—_ — PR —_— 0

g ust e U2 UNUL
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DE L'EQUILIBRE DES SURFACES FLEXIBLES ET INEXTENSIBLES.

Par suite,
L M - 2 )’
o dmor Onou

On tire d’aillears de la premiére des équations (3)

]— ()IA o ().L' ()2.(.‘
! Ou L O 04U
Donc
1.2M ),
—_— IJ (—“ y
o du
et, par conséquent,
o,
. %
6y LAl
de méme,
oM
- 1 o

ILa définition de X, Y, Z conduit immédiatement aux relations
D G Y A=
\ | INA
sz ::’:0’ V\()l
UA 4)}
On en déduit
\ 0X
} X L; o O’
e

JA
N Jr 0X . — 12
ZJ o “EX oy R,
Jdu. Jx o2 o i
0X oY o7

Si I'on considere, dans ces trois équations, =77 ooy o comme des in-

Jdi
connues, et sil’on remarque que

X Y 7
dr  dv z
()7 A U7 —_— I;?\l ,
dr Jdy 0dz
J; vy du
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6 .. LECORNU.
il vient
Q}_{ . 1 ox 1 L dx
o R,0r  TMou

On aurait de méme

X 1 0x 1t M ox
de —  R,dp TTL on
Déri - rapport & 1, la valeur de o apport & A celle d
érivons, par rapp w, la valeur de —-, par rapport a A celle de
OX ’ ’
——, et égalons les deux résultats obtenus; nous trouvons

Nlx [ 1 x> dr 0 1) S dx J [ 1
Gron\ R, TR T e \R ) T oe

1 (L ox Moz  ox 0 L>J_0.z 0/ M\
T T\MdE L o) " opaph\ait) T o ai\im ) = O

v a- , . J . , .
Multiplions cette équation par %et ajoutons-la aux équations semblables

en y et z. En tenant compte, de plus, des relations

on dr LM
R

or o'z ML

de Pux 1 ol
on o T g
nous parvenons a I’équation
1 1
('_ 1()E. ioi“ 1/ 1 x\|21_
7) Mo Lo bl w) arT o

On aurait de méme

I 1
R, 'OJF_LL(_*_ML\ 20
L 9x Mo ' e \R Rg/"‘; T =0

Les groupes (6) et (7) fournissent déja quatre des équations cherchées
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DE L’E’QUILIBRE DES SURFACES FLEXIBLLES ET INEXTENSIBLES. 7

()‘7
Pour obtenir la derniere, calculons == au moyen des équations

oz
Px 1.2
i 0% o7 on
Jx 'w  TAM
i Dy 0N Ty

il vient
i I C)L 9_1—: _[_12 ()L‘
nr TR, T L 9N dh T Mg, 0

7. ’ N . . d.,l,' .
Prenant la dérivée par rapport & «, multipliant par - et ajoutant les

deux autres expressions analogues, on trouve

dx dx 1.2M2 M oL JdM L2 oM Mo < (.2 ‘)

Up 0Wop T TTRER UL ol 0 T 0n UL 9a\ Mg,

On a, d’autre part, les équations
;ootx LM

IX 5 =

Y Jdr o*r al.

ZE ohde L Ju’

dr Fr ox Pxr LM

ZO_J 0)\0;;_—2:)).7 dut T P

et par suite, en opérant comme ci-dessus,

ox Pz LM LMoL ML OM M L
o Wou— T T g g T T O '
Jdxr Px

En égalant les deux valeurs de et faisant quelques réduc-

() ()/20
tions, on parvient a I’équation cherchée

1

. ., 0- 0t

1 1 I 1\? o1 fa
) e (=) — G g,

R,R, T o1 B M op Lox

Les relations fondamentales qui existent entre les éléments de la surface
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8 .. LECORNU,

sont donc
i I I
N A e
Lo Mo T\l TR T T
I 1
1 OR', I 0’? 1 1 i 2 1
. M du L Ol—Tp, E———:>'1_E;T~O’
(5) {
o~ 0
L U T  SOUR R
T RL Mo "L T
oL oM
1 o (,’jJ, £ o W
PV B T

Ces équations montrent immédiatement que, dans la déformation d’une
surface inexteusible, les coelficients L et M restant par définition des fone-

tions invariables de A et de u, il en est de méme des courbures géodésiques

1 I
et de la courbure totale - — 75+ Quand onse propose de trouver toutes

R R,
les surfuces qui se déduisent les unes des autres par une déformation sans
extension, il suffit de considérer L, M, p,, p, comme des fonctions données
et R,, R,, T comme des inconnues. Les trois premi¢res équations (8) dé-
terminent alors ces inconnues, et toute la difficulté est ramenée a celle de
I'intégration de ces équations (').
Nous serons conduits, dans la suite de ce travail, a envisager d’une

fagon spéciale les déformations infiniment petites d’une surface donnée. Si

y P . . . e < ! I H

'on désigne par [, i, § les variations inconnues qui résultent pour R’ T
I 3 ’ . 14 . “ .

et 7 d’une telle déformation, les équations du probleme deviennent

v din 1 60 -~ 96
— e —— e = —j'——::O,
L o4 M ou £2 1
9) (R 1 97 m—1 25
. M Lo T
‘_l_ 7 29 .
R, " Rk, T

(') M. Ossian Bonnet a démontré (Journal de I’ Lcole Polytechnique, XLII® Cahier, p. 35), que
sept fonctions L, M, p,, o, R, R;, T satisfaisant aux équations (3) déterminent toujours une sur-
face, et une seule.
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SUR L’P{QUIL]BRE DESs SURFACES FLEXIBLES ET INEXTENSIBLIS. 9

Ces équations sont plus simples que les équations (8), car elles sont
linéaires en [, m, §. 1l peut donc arriver qu’elles soient intégrables sans
qu'il en soit de méme des équations (8).

Si I'on pose, pour abréger,

la troisieme équation (9) devient
b —=al - bm.

Cette valeur de §, portée dans les deux premieres, conduit an systeme
sulvant :

/ a of 1 0l b om | m—1 al b”) 1 l(){l Cm ob> o
e ST TS T T S T T T -t-om) — -~ - ==
) \ Loox M o i.oOA £1 p.z( i 4)/\)
1R ¥
y ) a of I om b om I [—m : 2< [ [)IH) I da . Qlf\ B
M Tu ToLon M i N [ o £1 acs M\ dp B dy) o

Choisissons arbitrairement, pour tous les points d’une courbe
S (A, 1) = o0, les valeurs de [ et m. Les deux équations

NS ({A -1 ——/[U — ([[ === 0,
[IFN )

{ &

r)nz [ . Om

T lu — dm — o,
{

ol om
jointes aux deux précédentes, déterminent en général les valeurs de

U/\. I ’
am  Jdm N . . ,
TR On connait alors les valeurs des inconnues pour les points d’une
\ U.

courbe infiniment voisine de la premiére, et, en marchant ainsi de proche
en proche, on trouvera la déformation de toute la surface.

Mais, lorsque le déterminant des quatre équations est nul, c’est-a-dire
lorsque

a 1 b o
L M V.
a 1 b
O =N T T M |=o,
r du o 0
0 o dr du
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1o I.. LECORNU.

les quatre équations sont incompatibles, a moins que chacune d’elles ne

soit une conséquence des trois autres. En développant le déterminant, on

trouve
b1 d»* - LMdadu - aM*du® = o,
ou
L, aIM ML,
]—:{*; d}\ o el ”,I;A d?\([u, ~i }{: ([/b{, -= 0,

Cette équation est celle des lignes asymptotiques.
On peut donc dire que :

Les lignes asymptotiques d’une surface sont les caractéristiques de ses

déformations infiniment petites.

Pour une ligne quelconque tracée sur la surface, on peut se donner
arbitrairement la déformation subie; au contraire, une ligne asymptotique
ne peut étre déformée (que suivant une loi déterminée.

On trouvera facilement cette loi en supposant que les courbes A = const.
1
R,
par suite, « est nul ainsi que ses dérivées (nous excluons ici le cas des sur-

constituent 'un des systemes de lignes asymptotiques. Alorss- == o, et,

’ I . I .
faces développables, dans lequel = -—— o entrainerait ;; — o). Faisons

2 r
, . e am . .
a = o dans les équations (10) et éliminons - ; il vient

"
as’?

T ()]_ b* om b 1 /

| Moow M am T\ T

" [1 b <1 b 1 b b ob]
= T (L 2y = 10 2 i =,
Pi P? Pg pl 1. ()/. [\l ()l'J

Pour satisfaire a cette équation, on pent choisir d’une fagon quelconque

(11)

les valeurs dem; [ est alors déterminé par une équation linéaire du premier
ordre. Mais il est impossible, dans le cas général, de trouver comment
varient [ et m lorsqu’on passe d’une caractéristique a la caractéristique in-
finiment voisine. Il faudrait, pour cela, obtenir des valeurs de [ et m satis-

faisant a I'équation (11) eta I'une des équations (10), par exemple

1 om b om l—m 23 1 4)[)) o

(12) Lo ek T, TG TR

Signalons ici une propriété intéressante de la ligne asymptotique
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SUR L’IéQUILIBRE DES SURFACES FLEXIBLES ET INEXTENSIBLLS. 11

A = const. Si I'on suppose que 'on ait, pour cette ligne, m == o, § s'an-

nule également, puisque a == o. Mais / peut varier en restant seulement
) | |

1 ol b 1
— e - — — /::
M g (o F1>

Les équations m == 0 et § == o, jointes a celle qui exprime la constance

assujetti a la condition

de la courbure géodésique, indiquent que la ligne asymptotique considéree
g que, {
n’éprouve aucune déformation. Done :
On peut faire subir ¢ une surfuce une déformation infiniment petite
/ . § p )
telle que la ficure d’ une lione asymptotique donnée reste invariable.
q 5 yptotq
Cette propriété n’appartient qu’aux lignes asymptotiques. En effet, la
1
R,
jection sur le plan tangent la courbure géodésique, qui reste toujours indé-

premiere courbure =~ d’une ligne (uelconque 2 == const. ayant pour pro-
pendante de la déformation, la premiére courbure ne peut étre invariable
que si 'angle formé par le plan osculateur avee le plan tangent ne se mo-
difie pas. Dans ces conditions, la courbure normale, qui est égalea la pro-
jection de la premiere courbure sur le plan normal a la surface, ne change
pas non plus. D’autre part, I'angle d« de deux plans osculateurs consécu-
tifs est égal a lasomme de la torsion géodésique df et de I'accroissement
dy de I'angle formé par le plan osculateur avec le plan tangent correspon-
dant. Quand la courbe ne se déforme pas, dz et dy restent invariables : il
en est donc de méme de d3, et par conséquent de la torsion géodésique %

1 1 I
—, = entraine celle de -
R2 }) T allie ¢ R1

On a donc, pour tous les points de la courbe considérée, [ — o, m = o,

Enfin, la constance des quantités

f == o, et, par suite, d’aprés ce que nous avons vu, ces quantités sont nulles
pour tous les points de la surface.

La condition m == o, appliquée a une ligne asymplotique, est, d’apres
ce qui précede, suffisante pour que cette ligne demeure invariable. Elle
exprime dailleurs que la courbure normale reste nulle, et 'on peut dire,
par suite, que :

Lorsqu’une ligne asymptotique a pour transjormée une ligne asyin-

ptotique, ces deuwr lignes sont identiques.
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19 L. LECORNU.

La proposition, démontrée pour une déformation infiniment petite,
s’étend évidemment a une déformation finie quelconque, pourvu que la
ligne soit asymptotique dans tous les états intermédiaires.

Réciproquement

8t une ligne asymptotique ne se déforme pas, elle reste nécessairement
asymptotique.

Car, si elle n’¢tait pas asymptotique dans I'état final, on ne pourrait, sans
la déformer, repasser a I'état initial : ce qui est inadmissible.

Sil'on s'imposait la condition que toutes les lignes asymptotiques d’un
systeme A == const. restassent asymptothues dans la déformation, I’ eqlm-
tion (12), dans laquelle on aurait a faire m - o, donnerait / == 0, & moins

I " s N . R . . .
(que o ne fut nul, c’est-a-dire & moins que les lignes asvmptonques ne
: )

’ ’ . ey - g 1
fussent des genenatrlces lectlllgnes. I.es (Illdlltltt‘-b R_ R, et par suite

seraient done invariables, et la surface ne serait pas déformable.

T

La démonstration n'est pas plus difficile dans le cas d’une déformation
I :

finte. Lorsque le systeme A - = const. est asymptotique, la courbure totale se

réduit a — 1, » et, par cousequent st le systeme reste a%vmptothue 1 est
invariable. Comme d’ailleurs R_ == 0, la premiere des équations (8) donne
2
H . . 1 B
o = const., a moins que ;e soit nul. Done :
t 2

Dewr surfaces applicables Uune sur Uautre coincident lorsque les
lignes asymptotiques non rectilignes de ' un des systemes dans Uune des
surfaces ont pour transformées les lignes asymptotiques de Uun des sys-

temes dans ['autre surface.

Ce théoreme est div a M. Ossian Bonnet (Journal de [’ Ecole Polytech-
nique, XLII® Cahier, p. 44).

Nous n’insisterons pas davantage sur ces considérations purement
géométriques, que nous avons exposées seulement i cause du réole capital
des lignes asymptotiques dans le probleme de I’équilibre des surfaces. Dans
un Mémoire lule 23 mai 1853 devant ’Académie royale d’Irlande, le pro-
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SUR L EQUILIBRE DES SURFACES FLEXIBLES ET INLEXTENSIBLES. 13

fesseur Jelletta étudié a un point de vue tout a fait analogue la déformation
des surfaces. Les comptes rendus ( Proceedings of the royal Irish Academy,
vol. V, p. 441) contiennent seulement les conclusions de ce Mémoire, qui
sont les sulvantes :

I. — Surraces convexes (oval surfaces).

« St une courbe ou une portion de courbe tracie sur une surface con-

vexe inextensible est maintenue fire, toute la surface reste également fixe.

II. —— SURFACES DEVELOPPABLES.

» Ao ST un are de courbe tracé sur la surface et W appartcnant ni @
Iarete de rebrowssement ni @ une génératrice rectiligne est maintenu fixe,
toute la portion de surface comprise entre Iarcte de rebroussement et les
génératrices rectilignes qui passent par les extrémités de Uarc de courbe
reste également five.

» 2. Larete de rebroussement on une géndératrice rectiligne peut en
général etre rendue fixe sans rendre fixe aucune partie de la surface.

» 3. Les génératrices rectilignes d’une surface deéveloppable sont

rigides. »

Observons ici que ce dernier théoreme n’est vrai ue dans certaines
limites de déformation, car, si I'on considere une portion de surface déve-
loppable ne comprenant auncune partie de aréte de rebroussement, on
peut la développer sur un plan et I'enrouler ensuite sur une autre surface
développable : il est évident qu’apres cette déformation les nouvelles géné-

ratrices rectilignes ne correspondront pas, en général, aux premieres.

{1I. — Sunrraces coNCAVO-CONVENES.

Le professeur Jellett désigne sous le nom de conrbes de flexion (curves
of flexure) les lignes asymptotiques, ui sont alors réelles, et énonce ces
trois théoremes :

« 4. St un arc de courbe autre qu’une courbe de flexion est maintenu
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14 L. LECORNU.

JSixe sur la surface et si I'on méne par chaque extrémité de cet arc les deux
courbes de flexion, le quadrilatere compris entre les quatre courbes de
flexion ainss formées reste fixe.

» 2. On peut fixer une courbe de flexion sans empecher la déformation
d’aucune portion finie de surface.

» 3. Sideux arcs de courbe de flexion partant du meme point sont
maintenus fixes, le quadrilatere compris entre ces deux arcs et les deux
autres courbes de flexion menées par leurs secondes extrémités reste égale-
ment fixe. »

La démonstration de tous ces théoremes se déduit sans peine des for-
mules précédemment établies. Nous aurons du reste a démontrer, au sujet
de I'état d’équilibre, des propositions du méme genre.

Lorsqu’on cherche a traiter le cas d’'une déformation infiniment petite,
on peut, au lien des cowbures normales et de la torsion géodésique, con-
sidérer le déplacement que subit chaque point de la surface et prendre
comme inconnues les projections de ce déplacement sur trois axes rectan-
gulaires donnés. Les coefficients différentiels du premier ordre satisfont,

avant comme apres la déformation, anx équations
dx \*? 5
2(7) — 1.,
“Ax\ 2 2
2a) =W
s‘:)x or o
id 01 O

Si donc £, #, { désignent les variations infiniment petites de x, y, z, on a

or 0%

oo 9
ar of o
Ouop

dx O 20.1' ar
JA ()—f; N . o

Faisons coincider les axes Ox, Oy, Oz respectivement avec les tan-
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SUR L'EQUILIBRE DES SURFACES FLEXIBLES ET INEXTENSIBLES. 10

gentes aux courbes u = const., A== const. et avec la normale a la surface
au point (x, ¥, z). Les trois équations se réduisent a

of 0%
— o0, --==0, LBP—L—}—Ma_o.

Soient, d’'une maniere générale, %, %,, k les projections du déplace-
ment (£, n, £) sur les deux tangentes et sur la normale. On a, pour la
position actuelle des axes de coordonnées,

111:27 h‘z:”: ]‘:C-

De plus, on trouve sans difficulté, en laissant fixes les axes Oz, Oy, Oz
et faisant varier la position du point (z, v, z),

105 1 ()]1,7 _ﬁ% ) __]f_ 1 o is ohy ‘J_/zz k
L0k L ox 2 R,’ Mﬁp,_M du. ' E;_T’
r do 1 dhy h, k 1 dn 1 0hy 1_/1, k
M= Mo o R L& TLa T T

Les inconnues %,, %,, k doivent donc satisfaire aux trois équations

- == -+ 5

| p1 R,

. 1 ohy By k
(13) Mow e Ry

1 Ol 1 ohy ok I, Iy

Mo TLe T T T
En éliminant T, on obtient entre /, et /i, deux équations du premier
ordre dont les caractéristiques sont encore, ainsi qu'il est facile de s'en
assurer, les lignes asymptotiques de la surface.
Les équations (13) peuvent servir a la démonstration des théorémes que

nous avons exposés concernant la déformation des surfaces; mais il est
inutile de nous arréter davantage sur ce sujet.
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CHAPITRE 1I.

PROPRIETES STATIQUES DES SURFACES.

Considérons une surface en équilibre sous I'action de forces données
que nous appellerons forces extérieures, et imaginons qu’on découpe dans
cette surface un contour fermé quelconque. La portion de surface ainsi
détachée restera en équilibre sil'on applique sur le contour des forces
convenablement choisies, tangentes a la surface. Nous les désignerons
dans tout ce qui suit sous le nom de forces de tension, et nous les suppo-
serons toujours rapportées & 'unité de longueur, comme dans un fluide
on rapporte les pressions a I'unité de surface. La force de tension qui
s’exerce sur un élément de contour est, en général, oblique a cet élément :
elle a donc une composante normale et une composante tangentielle. On
peut appeler la premiere force d’arrachement ou de compression, suivant
son signe, et la seconde force de cisaillement (dénominations empruntées
a la théorie de la résistance des matériaux). Tout élément linéaire de la
surface est soumis a une force d’arrachement et & une force de cisaille-
ment, dont le sens se renverse suivant que I'on considere I’'une ou l'autre
des portions de surface qu’il sépare.

L’¢élément de surface compris entre deux courbes orthogonales (A, A -+ /)

et (u, u—- du) se projette sur son plan tangent suivant une figure ABCD
(fig.1),qu’on peut confondre avecun rectangle, en négligeant les infiniment
petitsd’ordresupérieur au premier. Dans les mémes limites d’approximation,
les tensions se projettent en vraie grandeur; de plus, elles sont constantes

sur chacun des cotés et égales, mais de signes contraires, sur deux cotés

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR L,E,.QUILIBRE DES SURFACES FLEXIBLES ET INEXTENSIBLES. 17

paralleles. Sil'on prend la somme des moments de toutes les forces par
rapport a la normale menée au centre du rectangle, on voit sans peine que
les forces extérieures et les forces d’arrachement ne peuvent donner que
des moments du second ordre, tandis que les forces de cisaillement ¢ et
¢, exercées I'une sur AB et CD, I'autre sur AC et BD, donnent le moment
résultant :

(t — ) AB < BD.

L’équilibre de I'élément rectangulaire n’est done possible que si ¢ == .

De la ce theéoreme :

Les forces de cisaillement développées en un point donné sur deux

éléments linéaires qui se coupent a angle droit sont égales.

1égalité ¢ - = ¢ suppose que les forces tet ¢/, appliquées tangentiellement
aux cotés CA et CD se dirigent toutes les deux vers G ou bien en di-
vergent toutes les deux. Nous admettrons que, pour un rectangle dont les
cdtés CD et CA sont positifs de G vers D et de G vers A, les forces de
cisaillement sont positives lorsqu’elles se dirigent vers C. On verra plus
tard la raison de cette convention.

Nous définirons le sens des forces d’arrachement qui s’exercent sur le
méme rectangle en admettant que, sur les deux cotés CD et CA, elles sont
positives quand elles sont de méme sens que les directions positives CA,CD.

Projetons maintenant sur son plan tangent un élément triangulaire formé

par les courbes orthogonales A, w et par une troisieme courbe assujettie

Fig. »
Ao g
:’ ye

4
-
e
e
¢ D

seulement a passer a une distance infiniment petite du point de rencontre

des deux premiéres. En négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur
L. 3
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18 L. LECORNU.

au premier, on obtient pour projection un triangle rectangle CBD ( fig. 2),
qu’on peut regarder comme égal a la moitié durectangle ABCD. Soit «
I'angle aigu BCD. Il est aisé de reconnaitre que les forces de tension,
supposées positives pour CD et DB, ont les directions représentées
par les fleches. Nous appellerons ¢ la force de cisaillement commune a BD
et CD, n, et n, les forces d’arrachement exercées sur CD et BD. Le coté
BC est également soumis a des tensions. Nous supposerons que le sens
positif de la force de cisaillement T est celui de C vers B et que celu
de la force d’arrachement N est le sens qui pénetre vers l'intérieur du
triangle.

En projetant toutes les forces sur BC et sur sa perpendiculaire, et re-
marquant (ue les forces extérieures ne donnent que des termes du second
ordre, on a

/N - el | M , . e
| AN == C08Ta - 1, SINT e 218z cos«,

(14)

' T == t(cos’a —sin* &) — (1, ~ n,) sinx cos «.

La seconde formule montre que T s’annule en chaque point pour deux
directions OX, OY réelles et rectangulaires, définies par

2t
tangza = - -—
ny— 11,

En faisant coincider AC et BG avec ces deux directions, qu'on peut

appeler directions principales de tension, on a

N ==n,cos*« + n,sin’a,

T =—(n,—n,)sinzcosx.

Soit (fig. 3) OM la direction z. Menons une droite OF, représentant
en direction, sens et grandeur, a une échelle arbitraire, la tension cor-

respondante. ILes coordonnées du point F sont

x="Tcosa+ Nsinz = »,sing«,

y = Tsina — Ncosa == — n, cosa,
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d’ou, en appelant 8 I'angle FOX,

7
o 1,
tanga tang,J = P

Lorsque « varie, le point I décrit U'ellipse

oy

i 2
"l

2
z =13

n?

mais la considération de cette ellipse est sans utilité , parce qu’elle ne

Fig. 3.

relie pas d'une maniére simple les directions OF et OM. Si nous portons

1 1 ’
sur OM la longueur OM = — — o les coordonnées du
VN \Vny cos*a - nysino
point M sont
COSsZ
oo —— )
JVngcos*a + n,sina
sina
)= =7

Vs costa - 11, sin®x
. \
d'ou

10, --n, yi==1.

En comparant cette équation a celle qui donne le produit tang« tangj,
on reconnait immédiatement que OF et OM sont deux directions con-
juguées de la conique ainsi obtenues. Nous appellerons cette conique in-
dicatrice des tensions. Rapportée a deux axes rectangulaires de direction

quelconque, son équation devient

Ry -2ty 4 n,yt=1.
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Lorsque 'indicatrice est une ellipse réelle, tous les éléments linéaires
menés par le point considéré sont soumis de la part de la surface a des
efforts normaux de compression. Lorsque ¢ est une ellipse imaginaire, les
efforts normaux de compression sont remplacés par des efforts de traction.
Lorsque c’est une hyperbole, I'action normale produit pour certaines
directions un effort de compression, pour d’autres un effort de traction,
et, dans ce cas, il existe deux directions réelles pour lesquelles I'action
normale se réduit a zéro.

Il peut étre intéressant, dans certains cas, de connaitre I'intensité totale
de la tension exercée sur un élément linéaire. Le carré de cette quantité
est donné par

N? - T?== »® cos®« -~ n} sin*z.

La plus grande valeur de la tension totale correspond, d’aprés cela, a
la direction du petit axe de l'indicatrice des tensions.

Les propriétés connues des diametres d’une conique, énoncées pour
I'indicatrice, se traduisent par une série de théorémes sur les tensions aux-
quels il est inutile de nous arréter. Etablissons seulement une relation qui
nous servira dans la suite.

Les deux directions « et § étant conjuguées, si 'on désigne par ¢ I'angle
qu’elles forment entre elles, par N, et N, leurs tensions normales, et par

. L4 B4 . . T Vd .
N’ la tension normale de I'élément dont la direction est — -~ «, on a évi-
2

demment
el ==
N, N, "y ;e’
sin®g 1
NN, iy

N,+N =n,+n,.
On tire de la, en éliminant », et n,,
(15) N, -+ N,=sin*p (N, + N/).
Les considérations que nous venons d’exposer montrent que, si I'on
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trace sur une surface une double série de courbes orthogonales 2, ¢, il
suffit de connaitre en chaque point les efforts d’arrachement et 1'effort
commun de cisaillement qui s’exercent sur les éléments I.dA, Mdu pour
que I'état d’équilibre de la surface soit entiérement connu. Soient n, I'ef-
fort d’arrachement sur L. dA, n, 'effort d’arrachement sur Mdy, t 'effort
commun de cisaillement; n,, n, et ¢ sont trois fonctions de A et de . qu'il
s’agit de déterminer.

En considérant 1'élément superficiel dont les cotés sont Lda, M dw
comme un solide libre soumis aux forces extérieures et aux forces de tension
qui se développent sur son contour, on pourrait écrire les équations
d’équilibre d’un solide invariable. Les axes de projection seraient naturelle-
ment la normale a la surface et les tangentes aux courbes coordonnées. En
poussant l'approximation jusqu’au second ordre dans les équations des
projections des forces, jusqu’au troisieme ordre dans celles des moments,
on verrait que les équations des moments se réduisent a celles des pro-
jections, et 'on parviendrait sans difficnlté aux conditions d’équilibre.‘
Mais la méthode suivante conduit au but d’'une facon plus rapide.

Appelons, comme nous I'avous fait précédemment, A,, /i, k les projec-
tions des déplacements de chaque point de la surface sur les tangentes aux
coordonnées et sur la normale apres une déformation infiniment petite. On

voit immédiatement que le travail des forces de tension est égal a

Soit, an point (A, ©), I' la force extérieure rapportée a l'unité de
surface. Soient F,, I¥, ses composantes suivant da, du, et ® sa composante
normale. Le travail élémentaire des forces extérieures appliquées al'élé-

ment est

(F oy F, 0, -1- 0 Y LMdrdo.
On doit done avoir, pour toutes les valeurs possibles de #,, %,, k,

(;l(Ln,hq - r,m,) + ll(M/que, M z/%) - (F, I+ Fh, - @A-)Ll[
. 2 o7, 2
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ou bien
1 oh, on, 1/ 0h, o 1 oh, dn, 1/ 0h, ot
— RERL DT /SR DI I Ot NS TR ST R Satd- I Y B it ST S
M(”* P ()y> 1\1<t o T dy> | L("’?oz -, (;x) L(’ o ]'ﬂoz>
oL Al
. du o ,
- (n hy, — z‘hi)m\fI —+{nle, -~ t/zg)m =K, - F, -0k,

Remplacons les dérivées de %, et de A, par leur valeurs tirées des
équations (13); puis, comme %, %, k sont susceptibles d’une infinité de
valeurs indépendantes, écrivons que les coefficients de ces trois quantités
sont identiquement nuls. Il vient

{1 dng 1 0t | ny—mn, 2l
l‘L B)) M op Ps Y
, 1 dn 1 Ot n,—n a2t
16 { oy e = T Tt -— I
(\ > (\ M ()lu L on T o1 T PR F‘l?
ny Tty 2t
RTwR T r Y

Telles sont les équations, nécessaires et suffisantes pour I'équilibre, qui
donnent n,, n, et t. Comme il y a autant d’inconnues que d’équations, il
s'ensuit que F,, F,, ® ne sont assujettis a aucune condition et que, par

conséquent :

Une surface peut rester en équilibre sous I action de forces quelconques.

Ce théoréme semble au premier abord paradoxal; mais il suffit de se
rappeler que, lorsqu'une courbe tracée sur une surface reste fixe, toute
la surface reste également fixe (& moins que la courbe ne soit une asym-
ptotique), pour comprendre que les conditions d’équilibre d'une surface se
réduisent & des conditions relatives aux limites. De la une différence com-
plete entre le probleme de la courbe funiculaire et celui qui nous occupe.

Les équations

dT
Pt+ TS == 0,
T
])n-i - =0
P

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR L'EQUILIBRE DES SURFACES FLEXIBLES ET INEXTENSIBLES. 23
ont bien une certaine analogie de forme avec les équations (16), mais elles
ne renferment qu’une tension inconnue, dont I'élimination conduit a la
condition d’équilibre

d(P,o
Pt — _(__‘2 .
Y

Rien de pareil dans le cas des surfaces.

Les conditions aux limites ne pourront s'éerire explicitement que
lorsqu’on saura intégrer les équations d’équilibre. Si I'on trouve que ces
conditions ne peuvent étre satisfaites, on devra en conclure que I'équilibre
de la surface n’a pas lien et qu’elle se déforme nécessairement sous
Paction des forces qui lui sont appliguées. On sera alors amené a aborder le

troisieme et dernier des problemes énoncés dans I'Introduction :

Quelle déformation subit une surface donnée sous Uaction de forces

qui ne satisfont pas awx conditions d’ équilibre ?
f/

On suppose ici, cela va sans dire, que I'on sache comment varient les
forces quand la surface se déforme. Pour que le probleme soit résoluble,
il faut qu’on puisse déterminer toutes les surfaces applicables sur la
surface donnée dans les conditions ou I'on se trouve placé. Il faut ensuite
que, pour chacune de ces surfaces, on sache intégrer les équations
d’équilibre et former les conditions relatives aux limites. Quiconque a
étudié la théorie de la déformation des surfaces et s’est rendu compte des
difficultés qu’elle présente admettra sans peine que le probleme dont
nous venons de donner I'éncucé dépasse de beaucoup la portée actuelle
de la science. I'ai réussi, pour quelques cas tres particuliers, & obtenir dans
cette voie des résultats qu’on trouvera exposés plus loin. Peut-étre, en
considérant des surfaces assujetties & ne subir que des déformations trés
petites et se contentant d’une certaine approximation, obtiendrait-on des
théoremes intéressants. Mais mes efforts se sont portés, dans ce travail,
vers un but plus facile & atteindre : Jai cherché a analyser les conditions
d’équilibre des surfaces et les lois suivant lesquelles se développent les
divers efforts de tension; j’ai concentré, en un mot, mon attention sur les
deux premiers problémes énoncés dans I'Introduction.
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Il n’est pas inutile de faire ici une remarque en vue des applications
pratiques dont cette théorie est susceptible : la répartition des tensions
dans une surface en équilibre est tout & fait indépendante de I'inextensi-
bilité que j'attribue a cette surface. Car, lorsqu’une surface extensible est
en équilibre, on peut, sans rien changer, supprimer par la pensée son
extensibilité. Les conditions relatives a I'équilibre d’une surface inexten-
sible sont donc nécessaires pour I'équilibre de la méme surface rendue
extensible; seulement, elles ne sont pas en général suffisantes.

Les premiers membres des équations (16) sontidentiques, sauf les noms
des inconnues, a ceux des équations (g). De la il résulte immédiatement

que .

Lorsqu’une surface ow une portion de surfuce n’est soumise a aucune
Jorce extérieure, les tensions n,, n,, t qui pewent s’y développer sont

proportionnelles aux variations que subissent, dans une certaine déforma-
1 i
tion infiniment petite de la surfuce, les courbures
e P % R KT
Ce théoréme fondamental donne la clef de la liaison intime qui existe
entre le probleme de I'équilibre des surfaces et celui de leur déformation.
Les équations (16) sont susceptibles, quelles que soient les forces exté-

rieures, d'une simplification importante. Posons

a ’ «a a
Ny==n, - o5 t==t - =

IR M T

La troisieme ¢équation devient

"' ), atl! —y 1
— = s § J— — o -
R, R~ T 2a KR R, T°

Nous pouvons, toutes les fois que n'est pas nul, ¢’est-a- dire

R. I'2
toutes les fois que la surface n’est pas développable, déterminer la fonc-
tion a par la condition

1 1
Z(L(\RTR: - ,—J-,—._,> = .

Portons cette valeur de « dans les expressions de n,, n,, t. Les deux
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premiéres équations (16) étant linéaires, leurs premiers membres s’annulent
1 1

R, ’ i, ’

par une constante. Il reste donc seulement

y ’ 1 e 7 3 .7
lorsqu’on remplace »,, n,, t par T O par ces quantités multipliées

1 du, r o n' —n, al 1 da 1 Ja

S S o R A H S - — —=F
L ox M Ju ! [ "o r‘ LR, 02 + MT ou F"
1 Jon 1 ot JT— 2t \ 1 da 1 da

_ v - —_— _—_—— — - e T .
M Ou L oor ' P1 -+ 02 k 2 MR, ou = 1T 04 Fl?

On conclut de la que, a étant une fonction déterminée comme on vient

de le voir et les forces tangentielles F,, F, étant mises sous la forme

F —F o L. % 1t Jde

le systeme des forces extérieures peut étre divisé en deux parties :

o

1° [.a force normale ® et les forces tangentes

1 da 1 da
(K, 0% NT o5

MR, 9z LT o'

. . . . . a
Ce systeme admet, comme solutions particuliéres, les tensions 7, = =

R,
a a
R, T
2° Les forces tangentielles I, I, sans forces normales. Ce systeme, que

112: y =

- Nous le désignerons sous le nom de systéme normal.

nous designerons sous le nom de systéme tangentiel, donne lieu & des
tensions déterminées par les équations suivantes, dans lesquelles nous

effacons les accents devenus inutiles :

om0 m—m ot g
I, JA M du ' Ca er Y
(l ’_) 1 dny 1 Jt ng—n, 2t F
/. L\IW— L da 0, oy ¥
n, n, a2t
T = 0.
L. i
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Quand on saura trouver trois valeurs n,, n,, ¢ formant une solution

particuliere de ce systéme, il suffira de leur ajouter terme a terme les

solutions —, &, 2
B,’ R—,, T

font aux équations sans second membre pour avoir la solution générale

du systeme normal et les valeurs générales qui satis-

des équations (16).

L’intégration des équations sans second membre constitue le probleme
de la déformation des surfaces, simplifié par I'hypothese que I'on a affaire
a une déformation infiniment petite. Par conséquent, la difficulté spéciale
du probleme de I'équilibre réside dans la recherche d’une solution parti-
culiére relative au systeme de forces tangentielles.

Sil'on connait deux solutions particulieres (£, n/, §), (I, m", §") des
équations (9), on peut appliquer a la recherche d’une solution particu-
liere des équations (17) la méthode de la variation des constantes arbi-
traires.

En posant
n,= al -+ bl’,

n, = am -~ bm”,

t = af - Y,
on aura, pour déterminer les fonctions a et b, les deux équations

n' da  m" db & oa 6" dé —F
Lo L or T Mop Mop
U!'da UV ob ¢ da 6 Jb

Mg Mo Lun T LonT e

Dans ces deux équations, les inconnues n’entrent plus que par leurs
dérivées. Cette méthode conduit a un résultat avantageux lorsque les
équations (9) admettent une solution ", m’, §" telle qu’on ait

0 —U'm’" = o.
Sil'on écrit
l// 6//

6—/7:”—1’”_—_&7
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les équations qui déterminent « et b conduisent a la suivante :
L oJ. M ou

i

— k¥, +F,,

équation a une seule inconnue dont l'intégration est incomparablement
plus facile que celle de denx équations simultanées.

L’expression §"* —I"m” peut étre regardée comme I'invariant de 'indi-
catrice des tensions, en supposant que les forces extérieures soient nulles.
Si I'on appeille [, m les tensions principales, on doit avoir

im=1{m"—§*=o,
d'ou [ =0 ou m==o.
Soit par exemple [ = o. On a d’ailleurs, pour les directions principales,
§ == 0. Si donc on suppose que les équations (g) soient rapportées aux

lignes de tension principales, elles se réduisent a

I din n n m
—_——— — - - == Q0 - -_— == .
L o [N ’

— =0
P1 ’ R,
Pour que ces équations puissent étre satisfaites sans faire m = o (ce

. N . . 1 1 .
qui entrainerait {" == m” = §"= o), il faut que . et ;- solent nuls tous les
1 1

deux, ce qui n’a lieu que dans le cas des généiatrices rectilignes.

La solution §"* — {"m” == o ne peut donc exister, et, par suite, le pro-
cédé d’'intégration que nous en avons déduit n’est applicable qué lorsqu’il
s'agit d’une surface réglée.

Revenons au systeme général dont I'équilibre est exprimé par les équa-
tions (16). On peut évidemment, en substituant & la place de n,, n,, t des
fonctions quelconques de A et de u, trouver pour F,, F,, ¢ une infinité
de valeurs qui rendront I'intégration possible. Si I'on pose par exemple,

en appelant A une constante,

on trouve

A
F‘:::——) F A (D,:A(Llli—»f-w‘;‘).
1 2
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Il serait puéril de multiplier les exemples de ce genre; cependant, le
cas sulvant mérite d’étre signalé.

Sil'ona

F 1 do + 1 Jdo
Lo T Mgy’

@ étant une fonction quelconque, ou, ce qui revient au méme,

0 ~ 0
:)*[; ([11“) j— 7)7\ (1\le>(
on peut poser

I

!
‘:I[z]"[_ ‘@,

’
n,= n, 4 @,

et les équations se réduisent a

Lo, 1 ot /1'| — 21
T x5 i —— -i- = =0
Loox M Ju ! 3 £1 ’
1 oon, 1ot w,—u, 2t o
X T 7 ST i e e —
M gu L o £1 £a !

n') ] n': ot Y 1 I )
R OR, T YT ®\R, TR )

’ /\ " ’ 11 " A ’
Posons encore 7, == RV My Ay e (", k étant une
1 - 2 -

constante. Les deux premiéres équations ne changent pas de forme, et le

second membre de la derniere devient

[ 1) 2 1
Y L Y T LU
<R1 * Rg) \RR, T T
Si cette expression est nulle, les trois équations se trouvent privées de
second membre et I'on est ramené au probleme de la déformation infini-

ment petite. La méme chose arriverait si £, au lieu d’étre une constante,

était une fonction satisfaisant aux deux équations

L L S
iR, 00 MTop — @
1 ok 1 ok

LT MK o &
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Ce dernier cas n’est possible que si = 0, c'est-a-dire si la

I 1
R{R, T
surface est développable; mais alors & disparait de I'expression de la force

D - T
— @ :_R_l —fe E—z. .

Il est intéressant de rechercher quelles conditions doivent remplir les

normale, qui se réduit a

forces extérieures pour que I'on ait constamment n, == n, et t == o, ¢’est-
a-dire pour que toutes les directions passant par un méme point solent

soumises a des tensions identiques. Les équations (16) se réduisent, en
I

vertu de ces hypotheses, en remplacant 7, et , par n, et désignant par ¢

/
1 1 1 N
]‘l courbure movenne —-{ — -1 5 — a
¢ ) 2\R, TR, )

1 dn 5
_— T
:\'i ()—[J‘ Ly
a1
1 .

Si I'on pose Lida == ds,, Mdu == ds,, les conditions cherchées peuvent

s’écrire
(PR
2F| == o5, -3
o, HPR)
- ()52

En éliminant n entre les valeurs de F, et de I,, on trouve cette troi-

sieme condition, qui rentre dans les deux premicres,

() “1 FI o ()F'l F.z
s, Py 08y P2

Quand les forces extérieures sont partout normales & la surface, la con-
dition nécessaire et suffisante pour que 1'on puisse avoir n,=n, et ¢ == o
est que ®R soit constant. S’il en est ainsi, la valeur de n est également
constante en tous les points de la surface.
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Les points d’une surface pour lesquels »,==n, et ¢t == o jouent, par
rapport aux tensions, un roéle analogue a celui des ombilics par rapport
aux courbures ; on peut désigner ces points sous le nom de points d’équi-
libre ombilical.

Pour que 'analogie fit complete, il faudrait que, sur une surface en
équilibre, ils fussent généralement isolés, a la maniere des ombilics. Nous
allons faire voir qu’il n’en est pas ainsi.

Considérons en effet une surface en équilibre, et rapportons les équa-
tions aux lignes de tension principales. 1l suffit pour cela de faire ¢t = o,

ce (ui donne

1 dn, ny— 1, F
L o 0 Lt
I dng | Hy—my F
Mo ' o T
n n
1 -+ 2,
R, R,

Pour qu’un point soit ombilical, il faut et il suffit que 'on ait n, == #,.
Pour qu’un point infiniment voisin soit également ombilical, il faut et il

suffit qu'on puisse trouver une direction dy = kda telle que I'on ait

Or, de I'égalité n, == n,, il résulte

dn,

Jan, /
Y F\L, %' —MF,

o

En différentiant la troisitme équation par rapport & A, puis faisant

n,—n,et —BI} - l% == ;‘7 on trouve
an, R o 2 JR F.L
=Dy — nr oy
oA 2\ 0k R?* ox R, /)’
de méme
on, 0P 2 JR KM
ow — "\ oxr T R,x R, )’
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Ces valeurs, portées dans I'équation

on,  On,
dp. v~ ox
di T O, dn.,

Op du

déterminent une direction (toujours unique, a moins qu’elle ne soit quel-
conque) suivant laquelle existe un point ombilical infiniment voisin du
premier.

Par suite, lorsqu’il existe un point de tension ombilicale, il en existe
une infinité, formant sur la surface une ligne de tension ombilicale.

Lorsqu’une ligne ombilicale appartient & I'un des systémes de lignes
principales, sa forme est completement déterminée des gue 'on connait
'un de ses points. En effet, si nous supposons que 1'ombilicale soit repré-
sentée par u — const., nous avons pour cette ligne, en vertu des équa-
tions générales,

1 0n $R

= = = n——,

Loox ™ 70
d’ou, en remplacant L da par ds,

(l(js[}) — 2F‘ .

En chaque point de la surface, il existe toujours une direction, et une

Fig. 4.

>[r‘“-—- ———
2

F

seule, pour laquelle cette condition est remplie. Soit en effet AF (fig. 4)
la projection de la force extérieure sur le plan tangent au point A.

Soit AM —=ds un élément passant par A et faisant avec AF I'angle
MAF = a. Soient ds, ds’ les projections de cet élément sur AF et sur la
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perpendiculaire AP a AF. On a

(PR D ) {D
(-(——)(15:%‘ R) do + ({“ . »)(/a"
ds g g
on
) .
AOR) _O(BR) a0
s 07 07

Drailleurs, la composante I, de la force extérieure suivant AM est égale

a Fcosa. Par suite, la condition trouvée plus haut peut s’écrire

J(PR) O(PR) .
Sl eosg +— L sing - Feosx.
o) (Vo)
d’on
AL
tangzs —-___(’c__
AMgr="yer
(/7,

direction tout a fait indépendante des fonctions arbitraires introduites par
I'intégration.

Tandis que les autres lignes de tension principales se déforment d’une fa-
con quelconque suivant lesconditions relatives aux limites, la ligne ombilicale
dépend d'une seule constante arbitraire. En particulier, quand il n’y a pas
de forces normales, la ligne ombilicale est toujours une trajectoire ortho-
gonale des forces tangentielles.

Quelles que soient les forces extérieures, on peut répéter, a propos des
¢quations (16), une grande partie des remarques qui ont été faites préeé-
demment sur les équations (g). Ainsi, il est possible en général de choisir
arbitrairement les valeurs de deux des inconnues pour tous les points
d’une courbe tracée sur la surface, et 'on détermine ainsi 1'état de toute
la surface. Cependant, cette proposition ne peut étre enticrement vraie,
car, sans cela, en considérant une portion de surface limitée & un contour
fermé et soumise a des forces extérieures cuelconques, on pourrait s’im-
poser la condition que la force d'arrachement et la force de cisaillement
fussent nulles pour tous les points du contour. On arriverait ainsi a con-

clure qu’une portion de surface entierement libre reste en équilibre quelles
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que soient les forces extérieures, résultat évidemment absurde. Il est facile
de voir en quoi le raisonnement est vicieux. Tracons sur la portion de
surface une série de courbes fermées, s’entourant les unes les autres et
commencant par le contour donné pour se réduire finalement a un point
isolé P. La loi des tensions auxquelles le contour est soumis déterminera
celle des tensions auxquelles est soumise la courbe infiniment voisine, et
ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on arrive au point P. Mais, pour une courbe
infiniment petite enveloppant le point P, la loi des tensions est bien déter-
minée; elle s’exprime, en négligeant les quantités infiniment petites, par
les formules (14), dans lesqueiles figurent seulement trois constantes arbi-
traires. Les fonctions arbitraires introduites par I'intégration doivent étre
déterminées en conséquence; elles doivent, de plus, étre choisies de telle
facon que les tensions au point P ne soient pas infinies. Par conséquent,
il n’est pas permis de supposer « priori que le contour n’est soumis a
aucun effort de tension.

Dans le cas des surfaces a courbures opposées, les tensions qui s’exercent
sur un contour fermé satisfont encore a une autre condition. Il est évident
que les équations (16), comme les équations (9), admettent pour caracté-
ristiques les lignes asymptotiques de la surface, lignes réelles pour ce
genre de surfaces. Les deux fonctions arbitraires introduites par I'inté-
gration sont chacune fonction de I'un des parameétres des caractéristiques.

En d’autres termes, la solution générale peut étre mise sous la forme
n,=J, [)" py @(2,)s 9u(2) |,

|
n,—=— ;[?\7/1”@1(a|)’ ‘pﬁ(a‘—’)J’
l :—:_[;[7\7 “, ¢|<“l>’¢2(a2)l’

[

¢, et ¢, désignant deux fonctions arbitraires, et «, «, étant deux quantités
dont chacune reste constante quand on se déplace sur une courbe appar-
tenant a 'un des deux systémes de lignes asymptotiques.

Considérons le contour fermé G (fig. 5), et choisissons arbitrairement,
pour un point A de ce contour, les valeurs de r, et n,. Soit AB Ia ligne
asymptotique passant au point A, pour laquelle «, reste constant. Les

L. 5
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valeurs des tensions aux divers points de cette ligne ne dépendent plus

que de la seule fonction arbitraire ¢,(z,), et, en éliminant celle-ci, on

obtient entre n,, n,, ¢ une relation F, (n,, n,, t) == 0 sans fonction arbi-

Fig. 3.

traire. Soit B le second point de rencontre de I'asymptotique avec le
contour. Au point B passe une antre ligne asymptotique qui coupe le
contour en un autre point A', et, si les tensions en A’ sont connues, on a,
pour le point B, une nouvelle relation F, (r,, n,, t) = 0. Ces deux rela-
tions, jointes &

o ome 2ty
] r
R, "R, T ’

déterminent n,, n, et t. D’apres cela, si I'on connait les tensions en A et
A’, onles connait également en B. Soient m, n les points de contact de
deux lignes asymptotiques tangentes au contour, appartenant au méme
systtme que AB; soient m', n' ceux de deux lignes asymptotiques du
méme systeme que A'B’. Siles points m et m’ sont choisis de facon que
Parc mAA'm’ ne comprenne pas les points n et », et si 'on mene les
asymptotiques 7' p, mp’ qui coupent le contour aux points p et p’, on
voit sans peine que la connaissance des tensions exercées sur 'arc mn!’ en-
traine la connaissance compléte des tensions exercées sur I'arc pp’ et ne
laisse sur chacun des arcs mn'p’, m'np qu’une seule tension indéter-
minée.

Rien de pareil n’a lieu pour les surfaces convexes, puisque leurs lignes
asymptotiques sont imaginaires. Nous verrons plus tard, sur un exemple

particulier, comment les choses se passent dans ce cas.
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CHAPITRE III.

ETUDE DES SYSTEMES TANGENTIELS.

Nous avons montré, dans le Chapitre précédent, de quelle facon un
systeme quelconque de forces appliquées a une surface peut étre décom-
posé en deux systemes, que nous avons appelés systeme normal et systéeme
tangenticl. Nous avons prouvé que l'on a toujours une intégrale du
premier et que toute la difficulté du probléme consiste dans I'intégra-
tion du second : c’est celui-ci qui va maintenant nous occuper exclusi-
vement.

Un systeme tangentiel est caractérisé par I'absence de composante nor-

male des forces extérieures. On a toujours, en pareil cas,

n, 4 7, 2t o
R, R, T

En prenant comme lignes de coordonnées les lignes de courbure, cette

équation devient
ny N,

R, ' R,

» et par consé-

n . . . <R
Elle montre que —' est tonjours de signe contraire a -
£} ¢ 9

quent que :

Pour les surfaces convexes, l'indicatrice des tensions est toujours lyy-

perbolique.
La méme proposition peut encore étre énoncée de cette facon :

Une surface convexe, soumise a des forces tangentielles, présente

toujours deux systemes de lignes travaillant uniquement par cisaillement.

Dans le cas des surfaces & courbures opposées, U'indicatrice des tensions
peut étre elliptique ou hyperbolique, et, par conséquent, les lignes dont il
s'agit peuvent étre réelles ou imaginaires. Tout ce qu'on peut conclure

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



36 I.. LECORNU.

du fait que pour les lignes de courbure ;—' est positif, c’est que I'angle

n
!

aigu formé en un point par les lignes de glissement, quand elles sont
réelles, ne comprend jamais une direction principale de la surface. On
s'en rend compte immédiatement en remarquant que, dans une hyperbole,
deux diameétres rectangulaires ne peuvent avoir leurs carrés de mémes
signes que s’ils sont compris tous les deux dans I'angle obtus des asym-
ptotes.

Considérons une surface rapportée a ses directions de tension normale,
pour lesquelles ¢ = o. I.’équation de I'indicatrice des tensions est

n, Xt 722")f2 == 1.

Les coefficients angulaires m, m’' de deux directions conjuguées sont
liés par la relation
7 Ny

mm —= — —-
7,

L’équation de l'indicatrice ordinaire de la surface est

* axy 9

ii;’ T —+ R,

Les coefficients angulaires u, «' des directions asymptotiques sont les

racines de

A L B
R, T R, 7’
ce qui donne
’ 2
pu = .

R,
7y 7, , ;o
Comme 7= + | = 0, DoOus pouvons enoncer ce théoréme fondamental :
2 1

Les directions asymptotiques de la surface sont deux directions conju-

guées de la courbe des tensions.

Ou, en d’autres termes :

. . : . ,
Les tensions qui agissent sur une ligne asymptotique sont paralleles

aux lignes asymptotiques de Uautre systéme.
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En raison de cette propriété et de celles qui ont été déja établies pour
les lignes asymptotiques, il est intéressant de rechercher ce que deviennent
les équations d’équilibre quand on les rapporte a ces lignes comme lignes
de coordonnées. On pourrait établir directement les équations ainsi trans-
formées, mais on réussit aussi bien par un changement de coordonnées.
A cet effet, imaginons que les coordonnées primitives se composent d’un
systéme de lignes asymptotiques et de ses trajectoires orthogonales. Si les
lignes asymptotiques constituent le systeme u = const. et si ¢ désignel’angle

Fig. 6.

e

0 F A

de deux lignes asymptotiques OA, OB ( fig. 6), on a, d’apres le théoréme
précédent, en se rappelant les conventions de signes,

t —-—n, coto.

Soit n la tension normale qui s’exerce sur OB. Il résulte de la for-
mule (15) que I'on a

n-+n,=sin*@(n, -+ n,).

Les deux premiéres équations d’équilibre deviennent, en posant, pour

abréger, Ldx — ds,, Mdu — ds,,

on, ot Hy— Ny 21

np 0L MMy 2l g
s, 085 E2 04

on, Jat ny— 11, ot .
Y — 5+ — = .
dsy ds, b1 Ee 2

Soit f une fonction quelconque de A et de u; soit F ce que devient
cette fonction lorsqu’on I'exprime au moyen des paramétres « et f des
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lignes asymptotiques, de telle sorte que

(A, n)=F(a,p).
On tire de la
oF oF

of of 5 ,
n O g Au== o da - 55 d.

Soient A, B les coefficients métriques qui correspondent a « et 3. Les
déplacements do, et do, effectués suivant OA et OB, sont exprimés par

do,= Ad«, do-=DBd3,
et 'on a, par suite,

o dsi , of dsy _ IF doy | OF d
oF L T ou M dx AT s B

ou bien
J of JF oF
E‘st'—{—rqué'Q»—- dzdﬂ} — B;dO'.

D’ailleurs, la fig. 6 montre que

ds, == ds, -+ cosodr,
ds, == smo dr,

et, par suite,

(Zf JF r)f Qf . oF
o d LI LA S S —_— LT ——
<()S oal )47 g cose s sing@ da)d'f o,
d’ou, comme ds et ds, sont arbitraires,
o _ OF
dsy — wa’
of 1 JF oF
(7c; o ;m;' dz COth J54 ’
En faisant f== t == — n, cotg, on a
ot on n, do
— = —cotp - + — T,
Usy dsy sy ug,
O 089 I oprpdf o T 92 micosp do
Use SN o UG do, sin'y do sin*e  do,
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n 0.

Pour f==n,=: = Sn'o —-n, cot’ g, il vient
dn, I an oy mscp du
2= e oo = cOt? o, 2 —(n--n)
ds, sin?g o, \ sin®o da,< b

i

Enfin, en posant f'= »,, on obtient

on, 1 ()n, oy

et ot .
s 5 ¢0J1

sing Jo

Les équations d'équilibre deviennent, par la substitution de ces valeurs,

en multipliant tout par sin®g,

9 L cosp (2n-:-n,)) cosg 97
do, ¢ Jdo - sing PER
n a7 711, COS2% n ~ .
—_— Tt — “sin2g==F,sin’0,
sing Jg [ o1
. an, 0% 7L—=11,C052°% ny, . s
$SINQ — — 1, v+ -~ ———— — Isinap==F, sino.
do 07, £ pe 2 :

Soient f, f, les composantes de la force extérieure suivant OB et OA.

On a
== [, - [cos,
F2 SE S sing,

d’ou I'on déduit sans difficulté

sin on n(zcoscp Yo, sing cos?) -
¢() 7y ()Gl_r— F) : Fg

dny n < 0 cOs 27 sinzs
1

gy _cosay | SM2UN L feinde.
03, ) fS ¢

£1 P2

<()'J) sino cosT

P —P— ~-——> = f, sin’p,

Introduisons la courbure géodésique ; de la ligne asymptotique OB.

Pour la calculer, il suffit de projeter sur son plan tangent le triangle cur-

viligne élémentaire formé par les deux lignes asymptotiques et par la tra-
jectoire orthogonale au point O des lignes appartenant au systeme OA, en
remarquant que l'angle des tangentes extrémes 4 I'un des cotés de la

projection est égal au quotient de I'arc projeté par son rayon de courbure

géodésique, et que la somme des déviations que subit la tangente en un

point de I'un des c¢oOtés lorsqu’on fait le tour complet dutriangle est
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égale & zéro. On trouve ainsi, en attribuant a p un signe convenable,

1 Jo COs D sing
—_— - = - )

P Jdz £ Fc)

h 2

et les formules précédentes deviennent

sm(p—"——/[g' -+ - —l—zcos¢z< b +p >]—|— —F—)—~—f,sm ?,
28 “ 1

Jdo

da,

on,

smw——+ ——n [
Pa

I () 1 ’ o ety 3
- —rp———zcos¢<~ —%—;)J——/bm -

En posant, pour abréger,

do 1 1

—t e - T -y
Jg 0 u

J 1 1
g2t
a7y 12 iy

on obtient finalement

' n [ 2¢08% ny -
ssm@——wn -+ —+—?_lﬁsm ?.

74 u uy

( sm<p‘)—1 —n, <i + 2 COS?) “+ = fsin’0.
hatl

i, u

(18)

Telle est la forme trés simple que prennent les équations d’équilibre
quand on les rapporte aux lignes asymptotiques. Il est d’ailleurs a remar-
quer que l'on parviendrait exactement aux mémes équations pour deux
lignes quelconques conjuguées par rapport aux tensions; mais les asym-
ptotiques sont les seules lignes de ce genre qui soient connues a priori et
dont la situation ne dépende ni des forces données ni des fonctions arbi-
traires introduites par I'intégration. Il va sans dire que, pour I'intégration,
ds et do, doivent étre exprimés en fonction des paramétres des lignes
asymptotiques.

La propriété dont jouissent les lignes asymptotiques d’étre les caracté-
ristisques des tensions développées sur la surface est bien mise en évidence
par les équations (18). Par exemple, les valeurs de n, pourront étre
choisies arbitrairement pour tous les points de la courbe sur Jaquelle sont

mesurés les arcs o; mais alors la deuxiéme équation donnera sans aucune
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. ’ . . 1 .
indétermination les valeurs correspondantes de n, pourvu que o ne soit
1

pas nul, c’est-a-dire pourvu que les asymptotiques de I'autre systeme ne
soient pas des génératrices rectilignes (nous laissons pour le moment ce

cas de cOté). n et n, étant ainsi déterminés, la premiere équation don-

dn
da,

infiniment voisine de la premicre, et la seconde équation fournira la valeur

nera

» ¢’esta-dire qu'elle fera connaitre 2 pour les points d’une courbe

correspondante de n, avec introdnction d'nne constante arbitraire. En
continuant ainsi, on aura I’état de toute la surface ; mais il s’introduira une
constante arbitraire chaque fois qu’on passera d’une caractéristique a la
suivante, ce qui revient a dire qu’on pourra assigner & la tension n, une
série de valeurs arbitraires pour tous les points de rencontre d’une courbe
quelconque avec les caractéristiques successives. Si1'on fait coincider cette
nouvelle courbe avec une caractéristique de I'autre systeme, on obtient le

théoreme suivant :

Pour connaitre U état d’équilibre de la surface, il est nécessaire et suffi-
sant de connaitre l'une des tensions auzxquelles sont soumises deux lignes

asymptotiques n’appartenant pas aw méme systeme.
Ce qqu'on peut encore énoncer en disant :

La waleur la plus générale des tensions est de la forme

n==207 [“’ﬁv m(“)a X(ﬁ)]’ "y == @,[a,ﬁ, @(a)’ X(if“)]’

wct b étant les parametres des lignes asymptotiques et @, x dewx fonctions

arbitraires.

Comme la connaissance des tensions exercées en un point sur deux direc-
tions entraine celle des tensions exercées sur toutes les directions possibles,
la forme que nous venons d’établir s’applique qnel que soit le systeme de
coordonnées, et I'on peut toujours représenter les solutions du probleme par
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Si la surface est convexe, o et § sont des quantités imaginaires conjuguées.
Il faut alors choisir = et x de facon a obtenir pour les tensions des valeurs
réelles.

Les équations (18) peuvent servir a transformer d'une facon remarquable
le probléme de I'équilibre des surfaces. Soit AA’ (fig. 7) I'élément ds d’une
ligne asymptotique. Construisons I'indicatrice sphérique de la surface en
menant, par le centre O d'une sphére de rayon 1, des paralléles OP, OP’ aux

Fig. 7.

2
T

\'\j

0
normales AN, A'N’. En vertu de la définition des lignes asymptotiques, la
normale A'N’ se projette sur le plan NAA’ suivant une droite A'N” qui est
parallele & AN. I'élément PP’ de I'indicatrice sphérique est paralléle an
plan N'A'N" : il est donc perpendiculaire 3 AA’. Par suite :

L’indicatrice sphérique d’une ligne asymptotique a ses tangentes perpen-

diculaires a celles de la ligne asymptotique.

Les plans tangents aux points correspondants de la surface et de la
sphere étant d’ailleurs paralléles, nous pouvons ajouter que :

Les angles de contingence géocdésique des deux courbes sont constam-

ment égaux.

Enfin, la longueur ds — PP’ de I'élément d'indicatrice mesure I'angle
ds

~
=

I

I

T

N'A'N, lequel est égal & étant la torsion géodésique de la ligne
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asymptotique, c’est-a-dire la racine carrée de la courbure totale (prise
positivement). Done

ds =

T

Soit do 'angle de contingence commun aux deux courbes ; soit r le
rayon de courbure géodésique de I'indicatrice sphérique. On aura
o ~ do i T
-T—= ou —-==-.
ds — T ds r 2
Revenons maintenant aux équations (18), et remarguons que les indica-

trices de deux lignes asymptotiques forment sur la sphére le méme angle ¢

. - TN T
que ces lignes sur la surface. Nous pouvons 1‘emplace1‘ les quantités -, -—,
do’ dsz,

1 i
. Par consequent si l'on

Td Tds,” Tr’ T :
désigne par v et v, les quantités qui correspondent sur la sphere a v et u,,

;j; — par les quantités égales —

les équations deviennent

/

1 2 n N .
smtp— —n k— i cos@ﬁ 2 =fTsin’p,
054 v vy y r
. on I 2 H . .
$ING —— — 1, <~ -+ - oS qo) - —=fTsm’e¢.
T ds ] v reoo

St les indicatrices sphériques des lignes asymptotiques étaient sur la

sphere des lignes de tension conjuguées et si les composantes des forces

exterieures suivant les tangentes a ces courbes étaient /T, /T, les équa-

tions d’équilibre seraient précisément celles que nous venons d obtenir.
Done

Lorsqu’on connait Uétat d’équilibre d'une sphére de rayon 1 soumise
a des forces extérieures données, on peut en déduire Udtat d équilibre
de toutes les surfaces pour lesquelles les lignes asymptotiques admettent
comme indicatrices sphériques des lignes de tension conjugudées surla sphere
et qui sont soumises en chaque point & une force tangentielle perpendicu-
laire a celle du point correspondant de la sphere, le rapport des deux
Jorces étant égal & la racine carrée de la courbure totale.
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Observons que le systeme des forces appliquées a la sphere n’a nulle-
ment besoin d’¢tre tangentiel. On peut méme, étant donnée une surface
soumise a des forces tangentielles quelconques, effectuer la transformation
qui vient d’étre indiquée, puis chercher a déterminer, pour la sphere, des
forces normales telles que les transformées des lignes asymptotiques
puissent étre des lignes de tension conjuguées. Le caleul se fait sans difti-
culté de la maniere suivante.

Soit

R, = 2ty - 1,y == 1

I'indicatrice des tensions en un point de la sphere. Deux directions con-
juguées sont liées par la relation

1y = (4 ) -4 1 == 0.

Si cette équation est satisfaite par deux directions données pour lesquelles

/ .
mm'=a,m--m' =b,on a
Wiy -t bt 1, == o,

relation qui, jointe aux trois équations générales, permet d’éliminer 7, n,,
t. On obtient ainsi une équation qui détermine la force normale ®. Mais
cette équation est aux dérivées partielles du second ordre et ne peut étre,
en général, d’aucune utilité pour la solution du probleme. Le véritable
mterét de la transformation que nous avons indiquée est celui qui résulte
de U'énoncé du théoreme précédent : il consiste en ce que toute solution
trouvée pour la sphere sera susceptible d’une généralisation immédiate.

Cette géneralisation sera souvent facilitée par I'emploi des coordonnées
géographiques isothermes, dont I'invention est due & M. Ossian Bonnet
(Journal de Liouyille, »° série, t. V) et qui fournissent pour I'étude des
surfaces un instrument si précienx. On les obtient en mettant I'équation
du plan tangent sous la forme

Xsinfdcosg -+ Y sinfsing - Z cosh =
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et en posant

X = Q,
G
y = logtang =
L J
P

1’équation du plan tangent devient alors
Xecost + Y sine +- Zisiniy 4 z== o.

L’interprétation géométrique de x, y, z est tres simple. Si, par I'origine,
on mene une paraliele a chaque normale de la surface, et qu'on prenne son
point de rencontre M avec une sphere de rayon 1, ayant l'origine pour

. NS . n]/ . : . .
centre, la projection stéréographique M’ de ce point sur le plan des XY a
pour coordonnées par rapport aux axes OX, OY des quantités &', ¥’ qui

sont lies a x, y par les formules
Ly =,

ix

a — l_}/: e,

c’est-a-dire que y - tx, y — tx sont les logarithmes népériens de
a1~ iy, &' — iy’. La troisiéme coordonnée, =, est la distance de I'origine &
la trace du plan tangent sur le plan des xy. Les coordonnées cartésiennes

£,n, {sont liées a x, y, z par les équations
Zsinx — ncosx =,
£cosx -+ nsinx = — 3 — qitang iy,
Cceosiy = q.

En désignant, suivant I'usage, par p, g, 1, 5, t les dérivées partielles de z

par rapport a x et y, et posant

w=r - itanglyq -+ z,
=234y,

W=t ttangiyq,
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on trouve que l’équation différentielle des lignes asymptotiques est

wdx® - asvdrdy +— wdy®==o.

’ . 1 .
La courbure totale est égale &% — et par suite, la force tan-
o cos®iy (uw — v?)

gentielle appliquée sur la surface sera égale a celle qui est appliquée sur
la sphére, divisée par cosiyy/v* — uw.

Une nouvelle transformation permet de ramener I'étude de I'équilibre
de la surface donnée a celle de 1'équilibre d’un plan. 1l suffit pour cela de
considérer la projection stéréographique qui nous a servi a interpréter les
coordonnées x, y, z. Cette projection n’altere pas les angles, et elle réduit

les longueurs infiniment petites dans un rapport facile a calculer : ce rap-
[ - 2 N ;o
port est — —-- Partant de la, on verra, comme précédemment, queles deux

équations applicables a la sphere deviennent applicables au plan, pourvu

e rn I+ ¢ . .
qu’on multiplie les forces f,'T, /T par — = e’ cosiy.

2

Iei, nous ne sommes plus maitres d’'introduire des forces normales pour
faire en sorte que les transformées des lignes asymptotiques soient des
lignes de tension conjuguées. En effet, la troisieme équation d’équilibre

n 115 2R 4
RO T i)

R, "R~ T
se réduit, dans le cas du plan, 4 ® = o, c’est-a-dire que :

Un plan ne peut etre en équilibre que s'tl contient toutes les forces qu
lur sont appliquées.

Mais, en revanche, quand un plan est soumis a des forces tangentielles,
on n’a plus a satisfaire que deux équations entre les trois inconnues r, , n,, ¢,
et 'on peut s'imposer une troisieme condition, par exemple celle qu'un
réseau de courbes données forme des lignes de tension conjuguées. Suppo-
sons que ce réseau ait pour équation différentielle, rapportée a des coor-
données orthogonales quelconques 2, w,

Udn* + aVdrdu +— Wdu® = o
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My
ou, €n posan —1717 =m,

L*Wm® 4 o VLM m 4+ UM* = o.
I’équation de I'indicatrice des tensions étant
n, X4 2t XY +-npY* =1,
deux directions conjuguées u, ' sont liées par la relation
n2,u,u,’—9— t(,u - ,I.L,)nL~ n,=—o.
Si u et ./ sont racines de I'équation en m, on a

’ UM?2 ‘ ’ 2V L
MU= W' *MTHrE= T W N
d’ou la condition

n,UM?* — oaVLM¢t + n, WL*=o.

Telle est I'équation (ui, jointe a

1O 10t me—n. 20
L o4 1 12 ps !
1 Ony 1 ot My—1y 2{___F
M op L drn P Cope 2’

déterminera les valeurs de n,, n,, t qui conviennent au probleme.

En remplacant 2, u par les coordonnées isothermes x, y, nous aurons

a poser
I
IJ _— M jr— -
CUSI‘)
I 1 .
— =0, —=—CO0S817;
P1 P2 "

U, V, W deviendront, pour les transformées des lignes asymptotiques,
1, v, w. Les équations d’équilibre prendront d’aprés cela la forme

on, at F,
e - e, — R, T ——
Jdx dy 2 ! cosiy
dn Jt F,
-»——-‘- —_—_——— — 2 t = S
d) ax costy

n,i — 29t~ n,w == 0.
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Les quantités F,, F, qui figurent dans les seconds membres sont, dans
le plan, les composantes de la force extérieure suivant les deux direc-
tions y == const., x = const. En désignant par «, 3 les angles formés avec
la premiere de ces directions par les transformées des lignes asymptotiques,
on a

F,=Te cosiy(f, cosa - f,c0s5),
F,= Te cosiy(f sina - f,sinf);
tanga et tang 3 sont les racines de I'équation du second degré

wm*-1- 29m —-1- 1L == 0.

La transformation s’achéve done ici sans aucune difficulté. En effectuant
la transformation inverse, on pourra toujours, connaissant les conditions
d’équilibre d’une portion de plan soumise a des forces données, en déduire
les conditions d’équilibre d’une infinité de surfaces placées dans une situa-

tion que l'on saura déterminer.

CHAPITRE IV.

APPLICATIONS.

I objet de ce Chapitre est d'appliquer a un certain nombre de cas par-
ticuliers les théories générales qui viennent d’étre exposées.

[a plus simple de toutes les surfaces est le plan. Ses propriétés statiques
different radicalement de celles de toutes les autres surfaces et se résument
dans les deux propositions suivantes, (ue nous avons déja ea l'occasion

de démontrer :

I. Un plan ne peut étre en équiltbre que s'il contient toutes les forces

qut lui sont appliquées.
II. L équilibre d’un plan est difini, lorsqu'il est possible, par un sys-
téme de deux équations entre trois inconnues, ce qui permet de s'imposer

une troisieme condition quelconque.
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En coordonnées cartésiennes, les équations d’équilibre sont

0”:2 ()l‘ hl
-t —F
ox ()) 17
0,
dy Jdx 2

Si 'on s’impose la condition 1 = const., elles se réduisent a
7

}
oy g UM
ox v gy 2

équations dont I'intégration se ramene a de simples quadratures ; n, renfer-
mera une fonction arbitraire de x, et », une fonction arbitraire de y.
Soit, par exemple, un rectangle vertical ABCD (fig. 8), dont le c6té

Fig. 8.

C D

horizontal AB est maintenu fixe, dont les trois antres cotés sont libres, qui
) ’ q

pese un poids constant P par unité de surface et qui supporte & sa partie

inférieare un poids @ >< CD uniformément réparti sur CD. En prenant

CD, CA comme axes des x et des ) et posant AC ==/, CD =/, on aura,
avec 'hypothése t = o,
dn, di,

— D
ox O 0)*_1’

d'ou

n,— fonct.y, n,— Py —+ fonct.x.

n,, devant s’annuler pour x = o et pour x = [ quel ue soit y, est iden-
tiquement nul. La fonction arbitraire que renferme n, se détermine en
faisant ¥ = o, ce qui donne, quel que soit &, n, = @. [.’état d’équilibre

L, 7
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est donc

n=Py—+a@, n,—o, t=o.

Si le coté BD, au lieu d’éire libre, était soumis & un effort d’arrachement
variable exprimé par la condition n,= Y (Y étant une fonction de y), on

ne pourrait plus faire I'hypothese t = 0; mais on pourrait supposer
t=F(y), F étant une fonction de ) convenablement choisie. En effet, on

aurait alors

()”g
or F,('y) =0,

d’ou

n,= F'(y)x + fonct.y.

La seconde fonction de y serait nulle, puisque n, serait encore assujetti a
s’annuler pour x == o. En faisant « = /, on aurait

IF(y)=Y,

ce qui déterminerait F. La valeur de 7, ne serait pas modifiée.

En coordonnées polaires p, », les équations d’équilibre du plan sont, en
remarquant que le rayon de courbure géodésique de chaque circonférence
est — p, en vertu de nos conventions de signes,

dp pow P
1 0n, Jat 2t
FUe o e

Appliquons ces formules au cas d’un cercle soumis & des forces exté-
rieures ' qui sont dirigées partout suivant le rayon et constantes pour
chaque valeur de p.

En supposant ¢ = o0, on a, pour un point quelconque,

Lon;
P O
n, ny,—1, F
d9 P

La premiere équation montre que n, ne dépend que de p. Soit
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d , .
n,= E)é = x/(p). La seconde équation donne

d :
z (nap) = X (p)+ Fp,
d’ou
. r
nzp=5c(9)+f Fpdp+-@,

Q étant une fonction de ». On tire de 1a

n,= AL 4! [Pli‘pdp+ 2.
¢ £ o P
Pour que n, puisse rester fini quand on approche du centre, il faut
d’abord que @ soit identiquement nul. 1 faut de plus que x (p) tende vers
zéro. S'il en est ainsi, la limite de , sera x'(p) : elle sera donc égale a celle
de n,. Sans cette égalité, ¢ ne pourrait étre nul pour toutes les directions

au voisinage du centre. En résumé, I'état d’équilibre est représenté par

nl:x,(P)7

:M_LifPFd
2 e e PEp,
{=—o0

Ia fonction arbitraire x (p) est assujettie seulement & s’annuler pour p=o
et & prendre une valeur déterminée quand p devient égal au rayon du
cercle.

Si, au lieu d’'un cercle, on considére la zone circulaire comprise entre
deux circonférences de rayons p et ' sur lesquelles s’exercent des efforts
normaux constants par unité de longueur, les mémes formules sont appli-
cables. Dans ce cas, la fonction x n’a pas besoin de devenir nulle pour
p= o0, mais elle doit prendre des valeurs déterminées pour les rayons
limites p et p'.

Nous allons donner, pour le cas tres simple qui vient d'étre étudié, un
exemple des transformations dont il a été question dans le Chapitre pré-
cédent.
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L’indicatrice des tensions a pour équation

7 o y —+ 'l? (’ o
X(P)x._{_[,(ﬁ) p./ 2 Py_

La relation entre deux directions conjuguées m, m’ est donc
minl [ x(p) - [ Fpdp] -+ p X/(p) = 0.
Introduisons les coordonnées isothermes, et posons pour cela
P - .
Soient @ (y) ce que devient x(p) et ¢()) ce que devient [Fpdp. On a

M@:%:dm.
Donc
mm [ @ (y) =+ o(y) ]|+ @' (y)=o.

Pour que les transformées des lignes asymptotiques d'une surface satis-
fassent & cette équation, il faut qu’on ait

I o' ()
w w(y)+¢(x)

o'(y)
ou, en posant —— - — K
A G(y)+5(y) ’

u

i

Supposons, pour simplifier, qu'on ait en outre v = o (ce (ui revient a
dire que les transformées sont également inclinées sur le rayon polaire).
Sil'on se reporte a la définition de «, ¢, w, on trouve d’abord

d%z

dray T O
d’ou
z=X —+- Y.

X et Y représentent deux fonctions, I'une de x, Vautre de y. On a, de

plus,
r—+itangiyq + z — K (¢t + itangiyg) = o
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ou bien

X+ itangiy Y -+ X -+ Y — K (Y’ + ctangiyY') = o.

K étant nécessairement une fonction de y senl, cette équation n’est
possible que si, en appelant G une constante, on a

X"+ X =(,
KY" -+ (K —1)itangiyY — Y = C.

Cette derniére équation s’integre dans certains cas pariiculiers. Si I'on
a, par exemple, K = — 1, elle devient

YY"+ 2:stangiyY' +Y + C=o,
et 'on trouve, £ et g étant deux constantes,
Y =/(cosiy -+ iysiniy) -+ gsinzy — C;

X est d’ailleurs égal & Aeosx + Bsinx + C.
Par suite,

z==h(cosiy + iy sin;fy) -+ gsiniy + Acosx + Bsinw.

On peut toujours, suivant une remarque de M. Ossian Bonnet, faire dis-
paraitre par un simple changement d’origine les termes en cosx, sinx et
sinzy'. Il reste donc

z=lh(cosiy - iysiniy).
On tire de la
g=—lycosty,

z-{-ttang iy q == hecosty,
et, en passant aux coordonnées cartésiennes,

£+ v’ = (s -+ ilangiyq)’ = h’cos*iy,

s _ 9

s == -— /L(Y .

€cosi}

Ces équations représentent une surface de révolution dont la méridienne
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est donnée par
&= hcosty,
o — by
ou

C’est une chainette, dont la directrice coincide avec I’axe de révolution.
La surface engendrée de cette facon a été étudiée par plusieurs géomeétres,
et Bour lui a donné le nom d’alysséide. C’est la seule surface de révolu-
tion (ui soit minima ; elle jouit, en outre, de la propriété d’étre applicable
sur un hélicoide réglé.

Le demi-angle des lignes asymptotiques a pour tangente

o) TR —
\/w(nw(ﬂ*V K=1.

Ces lignes sont donc réelles et se coupent a angle droit, propriété carac-

téristique des surfaces minima.
a'(y)

Puisque s o]

—l1,0na

@' (y)=@(y)+ o(y)
ou bien
px (p)=x(p) + [Fpdp,
’ b \ F d
¥(p) = /,(P,+Pf pdep.

de la résulte n, = n,, et, comme ¢ = o, chaque point de la surface est a
I'état d’équilibre ombilical. Donc :

Lorsqi’une portion d’alysséide, sollicitée par des forces extéricures
tangentes aux paralleles ct constantes le long de chacun d'eux, se ter-
mine & un paralléle sur les éléments duquel s’ exerce une tension constante,

tous les points sont a ' état d’équilibre ombilical.

La loi suivant laquelle varie la tension quand on passe d'un parallele a
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un autre dépend naturellement de F. Il ne faut pas oublier que F est la
force appliquée dans le plan. Pour avoir la force correspondante de la
surface, il suftit de se rappeler que ses composantes suivant les lignes
asymptotiques sont égales aux composantes analogues pour le plan, mul-

tipliées par —- Comme, dans le cas actuel, Pangle des lignes asym-
IJ” C

TeYcos
ptotiques avec les lignes coordonnées ne varie pas dans la transformation,
la force appliquée a la surface est dirigée tangentiellement au parallele et
éoale & b

0 Te” cosi

valeur pour I'alysséide est 2 cos*zy. Ta force appliquée est donc

—: T est 'inverse de la racine carrée de la courbure; sa

F
he? cos®i)
tion qui détermine x se réduit alors a

p(p) — x(p)=o,

d’ou

=2 = const. =— a,

et par suite x'(p) = a. Dans ce cas, les tensions n,, n, sont égales et con-
stantes pour tous les points de la surface.

Surfaces développables.

Les surfaces développables sont, d’apres ce que nous savons déja, les
seules pour lescuelles on ne puisse faire disparaitre la composante normale
des forces extérieures.

Prenons pour coordonnées x = const. les génératrices rectilignes. On
voit immédiatement que

1 N 1 0 1 —o0
Rx ——= U, 91_ 9 T Y

oL LM ) . .
Comme - = — o =0, ona I. = fonct. A, et I'on peut, en choisis-
[t 1

sant convenablement 2, poser I, = 1.
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Les équations générales de la théorie des surfaces se réduisent alors a

oMM
())\ __— FQ’
1
l) —E; - .
ox P\eP‘z
{
ox el

La derniére équation peut s’écrire

()
alan )=

1 . .
Si — =0, M et R, sont fonctions de « seulement; ils sont alors constants

4
i

tout le long d’'une méme génératrice; il est facile de voir que cela n'est

e

possible que pour les cylindres. Dans les autres cas, on a

Ips

o T1=0,
d’ou

Pa==a— A

a est une fonction de x qui représente la distance du point pour lequel
A= o au point de contact avec I'aréte de rebroussement. On en déduit

M :::——(a——A),

R‘_,:—F R((l——-).>,

en désignant par b et R deux autres fonctions de .

Les équations d’équilibre deviennent, par suite,

(A—a) 2 1% 4 n,—n,—F,(r—a),

o 7o
bi dan, o O 2
(A~a)7{:~(A—(L) 5 2a—a)t=F,(r—a),
r—a\
n,:-—R(I)(' aa),
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ou, en posant

n=I(x—an,,
f=— (r—a)t,
(E)E == — ‘:V,
a
on b 9 N , 266  da
= T iz op B W) (A a) s G
09 oY 5 . da
o =(F.— 5_> (A—a)+ b¥(r—a) 50,

n,=Y(x—a).

La troisiéme équation donne immédiatement n,. La deuxiéme déter-
mine § au moyen d’une équation qu’on integre par une simple quadrature,
en considérant x comme constant. La valeur de § renfermera une fonction
arbitraire de x. On aura ensuite n au moyen de la premiere équation,
qu'on intégrera également par quadrature et qui introduira une nouvelle
fonction arbitraire de w.

Quand la portion de surface considérée renferme un arc de I'aréte de
rebroussement, les valeurs qui conviennent a cette aréte s’obtiennent en
faisant tendre A — a vers zéro. Pour que n, et ¢ restent finis, il faut que »
et fs’annulent, quel que soit u, pour A = «. En écrivant qu’il en est ainsi,
on aura deux équations qui détermineront les deux fonctions arbitraires
de x pour tous les points compris entre les tangentes menées par les deux
extrémités de I'arc de rebroussement. Ces deux conditions une fois rem-
plies, on a, pour chaque point de 'aréte,

i n on
M ML T a0

. 1 00 bY 0da
belim— o === e ~ %

Comm on t s'écri
mme - peut s’écrire
Al E ()t
F,-¥)Y(A—a) -5 =
il reste seulement
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cr

Choisissons u de telle facon que du soit I'angle de deux génératrices
14 . 14 \ ()(l ’
consécutives. Dans ce cas, b est egal al et I represente le rayon r de

L]
premiére courbure de I'aréte de rebroussement. On trouve ainsi le sys-
téeme de tensions

Y¥r ¢
{ =—=— —=—Rr.
2 2a
N Jt
1, — dy.’
n,=o.

Il est a remarquer que, lorsqu’on déforme la surface, a et b restent
invariables. Par suite, lorsque I, I¥,, ¥, ou, sil'on veut, F,, F et ®R, con-
servent en chaque point des valeurs constantes, les équations d’équilibre
ne se modifient pas. En particulier, lorsque ® = o, on peut, sans changer
les conditions d’équilibre, déformer la surface en conservant les mémes
forces tangentielles. Quel que soit @, on peut, en laissant ®R constant,
pousser la déformation jusqu’'a ce que R soit infini, c’est-a-dire jusqu’a
ce que la portion de surface donnée soit appliquée sur un plan. Les con-
ditions d’équilibre des surfaces développables se trouvent ainsi identifiées
avec celles du plan. Le seul cas d’exception est le cas, envisagé plus haut,
ot la portion de surface considérée renferme une partie de I'aréte de re-
broussement, parce que, dans le voisinage de cette aréte, la surface n’est
pas en réalité développable.

Toutes les fois que R est fini, #, s’annule en méme temps que @. Par
suite :

Lorsqu’une surface développable est soumise a des forces extéricures
tangentielles, il ne se produit aucun effort d’arrachement sur les géné-

ratrices.

Nous avons laissé de ¢oté le cas du cylindre. Cette surface est carac-

.« 1 . A
térisce par = 0, ce qui entraine
2

M =fonct («), R,==fonct(u).
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On peut supposer M =1, et les équations d’équilibre se réduisent
alors a

Jite ot <
'—()7 - ()_Au‘ —_— P 1.
dry Jde F
du Y z
n,==R,0,

équations dont I'intégration se raméne encore a deux quadratures.
Jéquation n, — R, ® est tout a fait analogue & I'équation T = --P
I q 1 2 nf’
qui correspond a I'équilibre d’une courbe funiculaire. Si I'on s’impose la

. on ;.
condition ¢ = o, la deuxieme équation se réduit a T)I‘ =F,, etelle équi-

[
e . JdT ;e . .
‘aut alors a l’equatlon — = -~ P, de I'équilibre funiculaire. Dans ce cas,

dJs
. ()/12

la premicre équation se rédult a — == = F,. Elle détermine les variations

de la troisieme tension 7, le long d’une génératrice du cylindre.

Le cone rentre dans le cas général des surfaces développables. Quelle que
soit sa directrice, la quantité a est constante. La quantité b est aussi con-
stante et peut étre supposce €gale a 1: ce qui revient a dire, en vertu de la
formule M = 7, que u représente la longueur de I'arc variable intercepté

sur le cone, a partw d’une origine fixe, par la sphere de rayon 1 décrite
de son sommet comme centre.

Considérons, comme cas particulier, la surface latérale d'un tronc de
cone dont les bases sont enticrement libres et a laquelle on applique des
forces quelconques. En faisant ¢ == const., b =1 et introduisant deux
nouvelles fonctions /,, £, définies par

. \ 2 ! (‘qj\ (j/
o (i) <
I ofs /1

Y\ — ) — . A R
(-b' i~ ) ()\ a) {7 - a)® ou - on

on aura d'abord, en vertu des éyunations établies,

a9 Jdfa

on T on’
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d'oud = f, -+ @{u), @ désignant une fonction arbitraire, puis

G (P ) in—a) — s T ()|

Ui ('/‘ - a)’ 0.
d’ou

nes i )+ (),

LA—a

x étant encore une fonction arbitraire.

Les tensions n,, n,, t ont, d’apres cela, les valeurs

-

n,==— 0oR —
o
I . I
n, == )————\ ._T;l (/; - X) - (/—_T)z‘ @/7
I

I1 reste a déterminer @ (u) et x(«) de fagcon a remplir les conditions
aux limites. Pour cela, nous supposerons qu’on ait pris pour bases du cone
ses deux courbes d’intersection avec deux sphéres de rayons a +¢, a — ¢,
décrites de son sommet comme centre. Ces deux courbes correspondent
aux valeurs == ¢ de A.

D’aprés cela, n, et t doivent s’annuler, quel que soit s, lorsqu’on fait

A== c. Afin de pousser les calculs jusqu’au bout, nous allons supposer
o¥ Y
que F,+-YetF,— 35 Sont indépendants de A. En posant

F,+-V¥ =a2u,

nous aurons
fi= (2 —a)*(u, —~-—;—//,'2),
./; = (}‘ - a>3 M-

Il est inutile d’ajouter de nouvelles fonctions arbitraires, qui feraient
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double emploi avec @ et . Les valeurs de n, et ¢ sont, par suite,

I

=g [ @ X (A @)+ (w g ) (A —a)'],

R

i

B

et 'on en conclut immédiatement que, si n et ¢ sont nuls, quel que soit x,
pour A== +4-¢ ou A= — ¢, les quantités @, X, u,, u, sont toutes iden-
tiquement nulles.

I'équilibre n’est donc possible que si I'on a u,==0, u,=o0 ou bien

F|—-}-‘F‘::O, .[“2—%::0

Pour les points situés sur la courbe moyenne A == 0, ces équations
peuvent s’écrire

dR
alF,4+ @R =0, aF,— f)»(f— =0

28
h

Siles forces appliquées au trone de cone ne vérifient pas ces denx condi-
tions, la surface se déforme nécessairement. En se déformant, elle conserve
les mémes caracteres géométriques, et les mémes équations d’équilibre con-
tinuent & lui étre applicables. Si done on suppose que ¥,, F,,  ne varient
pas durant la déformation, la condition aF, - R = o déterminera R, et

par suite la figure d’¢quilibre du céne. R étant ainsi déterminé, si la

.. R C .,
seconde condition « F, — ) — = o n’est pas remplie, I'équilibre est irréa-
. i
lisable.
L7é . 0PR ) . .
équation F, — won O est exactement celle qu’on obtiendrait en ap-

pliquant & la courbe moyenne, considérée comme une courbe funiculaire,
la force normale ¢ et la force tangentielle F,, et cherchant la condition
pour qu’elle ne se déforme pas.

Quand la figure d'équilibre est un cone de révolution, I'équation
aF, 4+ ®R = o exprime que la somme des projections sur I'axe du cone
des forces extérieures appliquées en un point quelconque est égale & zéro.
En effet, si 'on appelle « le demt-angle au sommet du céne, le rayon de
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courbure de la section normale & 'aréte faite a la distance a du sommet
est R = atange, et, par suite, I'équation dont il s’agit peut s’écrire

F, cos« -+ ®sine = o.
Surfaces gauches.

En prenant pour lignes de coordonnées les génératrices rectilignes
(# = const.) et leurs trajectoires orthogonales (A== const.), on a

’ . dIJ . 14 14
d’oli Pon déduit d’abord - == 0, ce qui permet, comme précédemment,

de faire L = 1. Les équations générales de la théorie des surfaces devien-

nent alors
oM
ro 0%
gr M’
1 I
‘R %
n T Mo kK %
I
C) '_]_‘ 1] I ——
0 e, T 05
oL
! -l ,.(2 _— —[- === Q0

On tire des deux derniéres

J i_J_l\ A S
alrs) = (6 p) =
) 1 i 1\?
NN

et par suite, en appelant u, et x, deux fonetions de g,

= ¢ A
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ou bien
21 I 1 Vg = Uy
ey Te= e N = —
1 Py — A Py ~— A (F1—4)(pa—12)
2 1 1 U, —h

U Sy .

‘u.1'—7\ Cpe— A (i —A)(pa— )

pe
Les deux premieres équations générales donnent ensuite, en appe-
lant 4, une troisieme fonction de 1,

M= = (s, — ) (1, — 2)
Us
et
1
Zdﬁ—, T s .
0}\-_1{3\{11——7\ [Jq——/)
; ] 7*;3? - AU,I P'1
—1 —— -1 = —= 0
\/w:—ﬂ>i:¢2—1)[uﬂ~'>’ (zJe—A)E:I
ou

1
R 1 a—p—pm

RACREICEE st o iy

. ¢, 78
—1 G — s | =
“3[(;11—” (e )]

En intégrant et appelant p, une quatrieme fonction de w, il vient

L </ 'I [J";
2 \[(M’_A) (#4, = 2) R, +L\/M3<!’-ﬁ—l - Hz—l):/h.

M doit étre réel pour toutes les valeurs réelles de A : cela n’est possible
que si les racines x,, ¢, du trindme (2, — A)(x,— A) sont des quantités
imaginaires conjuguées et si x, est positif. Nous poserons donc

/«L,'—:J.——ﬁi,

/U'g——a'_{—teia

et nous ferons, ce qui est permis, u,=1. En remplagant de plus ., par
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27, nous trouvons

. |
T (h—a)+p
I pp—
— = 2 !
o )

(19) o
1 o (e P

Tt o8y - 27
o WA—a ) (et

M =y[a— ) G

Des considérations géométriques fort simples, indiquées par Bour dans
sa théorie de la déformation des surfaces (Journal de ' Ecole Polytech-
nique, XXXIX*® Cahier, p. 33), permettent d’interpréter la signification
des parametres « et 8. Pour une génératrice déterminée, « est la distance
du point A = o au point central, £ est le rapport de la plus courte distance
entre deux génératrices infiniment voisines a I'angle de ces génératrices.
Nous ajouterons que 7 est susceptible d’une interprétation non moins
simple. On peut écrire, en effet,

Mdu.
R,

g
~ ]
—- o

— ydu -/- darctang =

les différentielles étant prises en laissant A constant. Or le premier membre
exprime I'angle de contingence ce la section faite dans la surfuce par le
plan perpendicalaire a Ja génératiice au point considéré. Cet angle de
contingence se compose évidemment :

1° De I'angle de deux plans centraux infiniment voisins;

2° De la variation de I'angle formé par le plan tangent a la surface avec
Bdp B

(h—za)dp  *—a

Cela posé, il suffit de considérer le second membre de I’ égalité ci-dessus

le plan central correspondant. Cet angle a pour tangente

pour voir que son dernier terme représente précisément la seconde partie
de I'angle de contingence et que, par suite, son premier terme représente
la premiére. y du est donc Tangle de deux plans centraux infiniment

voisins, et 'on peat dire que :

Le paramétre v est le quotient de I angle de deux plans centraux infini-
ment voisins par Uangle des génératrices correspondantes.
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Si T'on construit une indicatrice sphérique de la surface gauche en
menant par un point fixe des paralléles aux génératrices et prenant leur
intersection avec la sphére de rayon 1 qui a le point fixe pour centre, on
peut encore dire que :

Le parameétre y est la courbure géodésique de Uindicatrice sphérique.

Au moyen des expressions (19), les équations générales d’équilibre
deviennent, dans le cas des surfaces gauches,

on, 1 ot 7— o .
e e e o o ey (M —— T ) == F
o T s e ey Ve ) = E
ar ! dir, y p— ., -
ooy h ey, 2 v s 2t = by,
J \/(A———:/)‘ -+ [5? op. (r——a)"+ 3
(A — )+ 1’6] 25 e e e
e e e e et e 2 (D A — Sl faE
n,[y (h—2) -] Vi — 2) o \/( @) == 5

La derniere donne n, en fonction de ¢, et, en portant cette valeur dans
la précédente, on obtient ¢ au moyen d’une <quation linéaire aux dérivées
partielles du premier ordre; ¢ renferme donc dans son expression une
fonction arbitraire d'une certaine quantité, qui est évidemment le parametre
des lignes asymptotiques non rectilignes : nous appellerons ces lignes lignes
asymptotiques du second systéme. La premiere équation donne enfin n,
par quadrature, avec une fonction arbitraire de u, ¢’est-a-dire du parametre
des génératrices rectilignes. Pour retomber sur le cas des surfaces dévelop-
pables, il suffit de faire 5 == o.

Lorsque les forces extérieures sont nulles, I'équation en ¢ est de la forme

ot Bgt_

= 71 N
I ol

A = (t,

A, B, G dépendant uniquement de A et de w. Si I'on représente par
S (A, u) = ulintégrale de I'équation

A du
AT B
ou, en d'autres termes, si l'on appelle « le parametre des asymptotiques du
L. 9

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



66 L. LECORNU.

second systéme, si de plus ¢=6(x, ») est une solution particulicre,
différente de zéro, de I'équation en ¢, on voit sans peine que la solution
générale est de la forme

t=24. rw(u) ,

expression dans laquelle = désigne une fonction arbitraire.

De Ia il résulte que, si ¢ est assujetti & s’annuler pour tous les points
d’un segment de génératrice, les valeurs correspondantes de @ (u) sont
nulles. Comme @ («) est constant le long d’une asymptotique quelconque
du second systéme, il s’ensuit que :

Lorsque t est nul pour tous les points d'un segment de génératrice, st
Uon mene par les deux extrémités du segment les lignes asymptotiques
non rectilignes, t reste nul pour toute la portion de surface comprise entre
ces deux lignes asymptotiques.

Ta relation 22 — 2! -

R T R,
cas général, le méme théoreme peut étre énoncé pour la tension »,.

== 0 montre que, si ;- n'est pasnul, comme c’est le

Géométriquement, on peut conclure de la une propriété des surfaces
réglées dont je n’ai rencontré nulle part I'énoncé. Il suffit pour cela de se
rappeler qu’en I'absence de toute force extérieure les valeurs de n,, n,, t
sont proportionnelles aux variations infiniment petites que peuvent subir

——I_ 1 1
R’R,T

« . 1 N ’
donc a dire que f e varie pas, et par conséquent reste nul. Donc :
1

- Dire que n, est nul pour une portion de surface réglée revient

Lorsque, dans la d¢formation infiniment petite d’une surface réglée,
une génératrice quelconque reste rectiligne sur une certaine longueur,
toutes les génératrices restent également rectilignes pour la portion

terminée aux deux mémes lignes asymptotiques du second systeme.

Le théoréeme s’étend a une déformation finie quelconque; mais alors les
deux asymptotiques qui limitent la bande considérée se modifient progres-
sivement dans la déformation, et il faudrait une discussion spéciale pour
trouver, dans chaque cas, les portions de génératrice qui demeurent rec-
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tilignes. Cette difficulté disparait quand une génératrice reste rectiligne
sur toute sa longueur, et 'on peut énoncer la propriété suivante :

Quand une génératrice de surface réglée reste rectiligne pour une cer-
taine déformation de la surface, toutes les génératrices restent également
rectilignes.

Ce théoréeme peut étre regardé comme la réciproque d’'un théoreme
établi par M. Ossian Bonnet (Journal de I Ecole Polytechnique, XLII* Cahier)

et que nous énoncerons ainsi :

Quand une surface réglée reste réglée apres sa déformation, une géné-

ratrice quelconque reste rectiligne.

Le théoreme de M. Ossian Bonnet peut d’ailleurs se déduire, sans aucun
calcul, de celui que nous avons énoncé. Considérons pour cela une sur-

face réglée dont les génératrices rectilignes soient AB, A'B’, ... (fig. 9).

Fig. 9.
A A

7

Admettons que, par suite d’une certaine déformation, un systeme de lignes
géodésiques CD, G'D’ ... puisse devenir rectiligne.

Imaginons une troisitme déformation dans laquelle, laissant fixe la
génératrice AB, nous fassions croftre les rayons de courbure normaux de la
ligne CD jusqu’a ce qu’ils deviennent infinis. CD sera alors une ligne droite,
et, comme la surface 2 ainsi obtenue peut se ramener par une déformation
convenable a celle qui admet CD, G'DY’, ... comme génératrices rectilignes,
notre théoréme montre que, sur la surface 3, les lignes GD, G'DY, ... sont
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toutes rectilignes. Mais AB, et par conséquent toutes les lignes analogues,

restent également droites. Donc :

Si les deux systéemes AB, A'B, ... et CD, C'D’, ... ne coincident
pas, la surface = posséde un double systeme de génératrices rectilignes :

¢’est donc une surface de second degré.

Les surfaces applicables sur celles du second degré sont donc les seules
qui puissent rester réglées sans que les génératrices primitives restent
toutes rectilignes. C’est laseule exception au théoreme de M. Ossian Bonnet,
exception signalée d’ailleurs par ce savant.

Quand' la surface est & plan directeur, y est nul, et, si 'on suppose de
plus qu'on ait réduit le systeme des forces a un systéme tangentiel, la
troisieme équation d’équilibre prend la forme
/ (O 251

/
{ arctang - -— .
\ h—a vid—a) -5

0
n, —
Y du.

Considérons, en particulier, la surface de vis a filet carré. Cette surface
est caractérisée par la constance de « et de 3. On peut faire en sorte que «
soit nul. Dans ces conditions, la derni¢re équation donne immédiatement

t — 0. Les denx autres se réduisent a

o Ty e (Ry-—— 1) == 1,
i
) B}
on
I T AT s,
Ju. 2 b
i

“ ~ ()/2 [ ~ . s
En posant I, = }')I&’ d'ou f,—= fl‘2 dw, et supposant cette intégrale

prise depuis une limite inférieure déterminée, par exemple depuis v = o,

on a
e
—— L » S { .
ny==fo\ At - B0 @ (A
l)l”S
n A
2 i AR rrjll‘v
I 250 4 o 1 PRCE
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ou, en multipliant par \‘/7\2 - A2,

(V) = F VR e

\/w
Posons encore

F /A -1 @ () P fia="0

il vient

ey \
n, \/7\ -pr=f- % U

L’intégrale qui donne f, est supposée prise depuis une valeur déter-
minée de 2, par exemple depuis A = o.

Les deux fonctions arbitraires renferment donc I'une A, I'autre u, ce
qu'on pouvait prévoir en remarquant cue les lignes asymptotiques de la
surface de vis a filet carré se composent des génératrices rectilignes et de

leurs trajectoires orthogonales. La valeur de n, peut s’écrire

no=a()-- | F,Mdu.

Elle exprime que, lorsqu’on se déplace sur I'une des asymptotiques du
second systeme (A = const. ), la variation de la force d’arrachement exercée
entre deux génératrices consécutives est égale a I'intégrale des projections,
sur les tangentes a I'asymptotique, des forces extérieures correspondantes.

Si la surface est limitée & une courbe asymptotique et que celle-ci forme
bord libre, ¢est-a-dire qu’elle ne soit soumise 4 aucune force d’arrache-

ment ou de glissement, on doit avoir, quel que soit x, n, =

opourA—a
(a étant le parametre de la courbe considérée). Cette condition détermine
x(u) lorsque @ est connu, car elle peut s’écrire

X(M> = —f (2, /")(l::u)'

Pour déterminer @ (2), il suffit de connaitre la loi des variations de n,
le long d'une génératrice. Supposons, par exemple, que @ () soit de la
forme AA, A étant une constante, et admettons de plus que les forces
extérieures F, et F, soient nulles. On aura, pour une génératrice quel-
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conque, 7, = @ (7)== A}; puis I'équation

ofi _ ) 2

()’ ()\/; —%_, A /A+p2

donne |
— AW — loga VW )]

et x () se réduit a la constante

—A[a\/&—2+ﬁ2—ﬁ?log(a—i—\/a2—i—‘32)].

Pour les surfaces applicables sur la surface de vis & filet carré, et dans
les limites ou les génératrices restent rectilignes, « et 8 sont les mémes que
pour la surface de vis; mais  est une fonction quelconque de u.

Les équations génerales d’équilibre sont donc, dans ce cas,

on, I ot A
G T g Tt r)=F

{°

___f){»l_ 1 an, by t—F
a g w2t
‘2Jt e Ty
nyy — ——— = O \/A* 4 3°.
AN VA + |

Cherchons d’abord les intégrales de ces équations privées de second

membre. En remplacant, pour abréger, \/7\2 ~ {° par M, nous aurons :

25
=gl

et par suite
ot 25 ot 2 B dy
—u T M‘i(“ﬁ-f'*)‘:"'
Pour intégrer cette équation, formons les équations simultanées

('Dx fl{i (lt

o= ==

—1 28 2¢ S 5 dy
L GRS TCA N du>
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d'ou
20
7d’u+1\/—iid7\:: o,
e ad B dy\
TR () =o
ou bien
2fs
vdu -i- G dr—=o,
dt . o) dh dy N
rE Yt ” =0,
d’ou

4
f’y dy -~ 2 arctang - == const.,
‘J

M2 X
—— == cOnste.
7

L'intégrale générale est donc, en appelant @ une fonction arbitraire,

, 7N
7 { i3
t = — @ f’y dp - 2arctang = |;
M* \ (15 /)’
par suite
|2
) 2H
”:4 == l\ié @,

Enfin, n, est donné par la premiére équation d’é¢quilibre, de laquelle on

tire
Ay

MZ: 1 = (2w Y @M 4y M)
ou bien
1 4 ’ o AT &
n,= I\_lfﬁ (28w - ¥ @M* + 3*@'M?) - fonct u.

Les valeurs de n,, n,, ¢ présentent ceci de remarquable, qu’elles sont
obtenues sous forme explicite sans faire aucune hypothese sur la fonc-
tion 7.

On ne peut, en général, parvenir a un résultat semblable quand les
seconds membres sont quelconques. Imposons-nous la condition que les
équations compléetes admettent un systéme particulier de solutions pour
lequel 7, soit nul. Cette condition sera obtenue en écrivant que les deux
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derniéres équations sont compatibles, ¢’est-i-dire en éliminant ¢ entre

ot 22
Sl T - N
SR CC Ko,
2f3t == -— OM*
On trouve ainsi
L o .
M ‘1_ - 4a0 ==aF, 8
On aura, dans ce cas,
ORYE
oz e n, =0
ZPt
et
oy PRI 5 1 ¢ (pv\p\
CUE R o,
J% hiz ! 2M x5
d’ou

0, = L\‘_jb’[[nF,_ ! U’J_ »’“7') ld)\

Done, lorsque la condition écrite ci-dessus est remplie, 1'équilibre des

surfaces applicables sur la surface de vis & filet carré est exprimé par

2
_ Qi)
72‘ = :—\Pq;y7
, O
{ == —- = - e 73
205 M2
1 SOV RI LN
n, = ) § R S 7N
M } [ i 2 0.’"\ 5 )

*
h\_lf (28w Y @M o e M) 4 7,

expressions dans lesquelles x et @ sont deux fonctions arbitraires, I'une de

* A
u, l'antre de f'yd/,c—lw 2arctang{;-

Cela posé, imaginons qu’une portion de surface de vis  filet carré soit
limitée au quadrilatére formé par deux génératrices AB, CD et deux trajec-
toires orthogonales AG, BD (fig. 10), que la ligne AB soit maintenue fixe

et que les trois autres cOtés restent libres, enfin que cette portion de sur-
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face soit sollicitée par des forces satisfaisant a la condition énoncée plus
haut.

D’aprés un théoréme établi précédemment, la génératrice CD reste
droite, dans chaque déformation, sur une certaine partie G'D" de sa lon-
gueur. Lorsque la surface sera a I’état d’équilibre, on aura, pour tous les
points de CD, n, = 0. Pour tous les points de la partie commune a CD
et C'D’, comme les équations précédentes sont applicables, il en résulte
@ = 0. En menant les asymptotiques du second systéme ui passent par

Fig. 10
A'~~\
T
~ |
\\‘J C.

@ &

les extrémités de cette partie commune, on délimitera une région dans
toute I'étendue de laquelle @ est nul. Pour tous les points de la partie com-
mune & CD et C'D’, on a en outre t = 0. Comme @ est déja égal a zéro,
la valear de ¢ montre cue @ doit étre nul oun ¥ infini,

Si les asymptotiques A'C/, B'D" menées par C' et D’ sont a l'intérieur de
ABCD, nos équations cessent d’étre applicables pour les portions ACA’C/,
BDB'D, et CC', DD’ peuvent en outre se déformer d’une facon quelconque.
Si les lignes A’C’, B'D’ sont entiérement extérieures & ABCD, nos équa-
tions sont applicables pour toute I'étendue de ABCD, et la génératrice CD
reste tout entiere rectiligne. Dans ce cas, que nous allons maintenant en-
visager exclusivement, @ est nul pour tous les points de la portion de sur-
face considérée, et par suite, pour toute la longueur CD, on a ® =0 ou
7=, ce qui revient a dire que I'équilibre n’est possible, dans les
conditions ou nous nous supposons placés, que si le long de CD la surface
est soumise a des forces exclusivement tangentielles, ou bien si I'indicatrice
sphérique de la surface présente un rebroussement au point correspondant.

Lorsque @ est nul pour tous les points de CD, la composante F, de la
L. 10
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force extérieure est également nulle, en vertu de la relation

M? 0P Py
F22‘2—-ﬁ_5:+25(p'

La génératrice ne peut donc, dans ce cas, étre sollicitée que par des
forces dirigées suivant sa longueur.
Le long des courbes AC BD, on doit avoir n,=o et t — 0. Comme =

Mais il est 1mp0351b1e que 7 soit infini pour tous les points d’un arc de
courbe finiautre qu'un segment de génératrice. On doit donc avoir ¢ = o.
n, est donné par la formule

7, == Mf [MF l§<¢gp>]d7\—‘—x

Cette tension doit s’annuler, quel que soit u, pour deux valeurs con-
stantes A, et A, de A, et, comme Y est fonction de u seul, on est ainsi con-
duit a la condition

o TP S e 2 (52

M, et M, étant les valeurs de M pour A=A, et A =2,.
Cette relation doit avoir lieu pour toutes les valeurs de w correspondant

aux génératrices comprises entre AB et CD.

Si F, et @ ne dépendent pas de v, cette relation ne pourra, en général,
étre remplie, et par conséquent I'équilibre sera impossible dans les condi-
tions que nous avons supposées. Mais, si I, et @ dépendent de ¥, nous
avons affaire & une équation en 7 qui déterminera cette inconnue, et par
conséquent la forme d’équilibre.

Considérons, par exemple, un systéme de forces normales. Pour que F,
soit nul, on doit avoir

7\1"@ “+ 420 =0,

ce qu'on peut écrire
2 0%

(0 -+ 7 5 - (o - 7)o = o
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ou
@ (A* -+ 8°)* = fonct x.

Supposons que la fonction de 4 placée dans le second membre soit
Jyd, les limites étant prises de facon que cette intégrale s’annule pour
la génératrice CD. La condition imposée a 7 sera, en faisant F, = o,

2 2
1 + M? 0P 1 : M2 09
W), FuPTw), T
ou
7o(hd_ g
M, ) M T M., M’
Z_arctan /—‘ — L arctan X—
M, 8% = M, 55’

et comme, en général, les coefficients de  dans les deux membres sont
inégaux, il en résulte y = o, c’est-d-dire que la surface d'équilibre est la
surface de wvis a filet carré.

Les surfaces du second degré peuvent étre traitées comme des surfaces
réglées, a génératrices réelles ou imaginaires, et par conséquent on est
certain a priori que, pour ces surfaces, la séparation des inconnues pourra
toujours étre effectuée. Le probléme se raméne méme a l'intégration de
deux équations aux dérivées totales, linéaires et du premier ordre : car,
si 'on rapporte la surface a ses génératrices on trouve immédiatement, en

appliquant les formules (18), dans lesquelles on doit faireé— = PL = o,

. on dp do\ -
smcpd—a—1 —n | 5o -+ 2c089 Py =/, sin’g,

f

. On, 9 dpN\ L.y
sing —— —n, (0—61 + 2¢€089 > = f'sin’ @.
Nous allons étudier spécialement le cas du paraboloide hyperbolique,
pour lequel les calculs et les formules deviennent d’une grande simplicité.
Lorsqu’on rapporte un paraboloide hyperbolique & trois axes obliques
formés par les génératrices rectilignes Ax, Ay (fig. 11), qui se croisent en
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’

un point A de la surface et par la paralléle al’axe, Az, I'équation du para-
boloide prend la forme

xy =kz.

Nous donnerons a & le nom de parametre de la surface au point A.

Fig. 11.
/Z

\?‘:

Soient £, #les angles y Az, rAz et ¢ I'angle y Ax. Prenons sur Az une
longueur infiniment petite AA’= ¢; la génératrice du systéme A y passant
en A’ a pour équations

Elle est située dans le plan z'A'y,, paralléle & zAy. Soient A’y cette géné-
ratrice et » I'angle infiniment petit 5" A’y,. Le triangle y’ A’y ,, dont le coté
¥y, est paralléle & Az, donne

sin @ 2

sin{f — w) E
d’oti, comme » est infiniment petit,

g€ .
@=zsing.
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Si 'on rapporte la surface anx nouveaux axes A'x, A’y’; A’Z/) on a

r=x +e=a -

sing
¥y Ay, . sin (£ — ) .
Y= Ay T eing Y=y (1 —wcotf),
. Soe o e __ .9
Z2=2 )Yy, =2z -{—yz ==z - m}(l—— &)COtE).

L’équation de la surface devient, d’apres cela,

(a:’+ ez )y (1 — weotf) = Lk 22,

sinf sin§

o cotf)

ou
’

2y (1 — wcotf) = k7.

Si donc %’ est la nouvelle valeur de %, on a

k

l’__ —— »
kK= ——— k(1-+wcotf),
ou bien, en posant ¥ — &k == dk et 0 = — dZ,
dk
s — — Cotfdf,
ce qui donne
logh = -—logsinZ -+ const.

La constante est une fonction de », puisque cet angle reste constant
lorsqu’on se déplace sur la génératrice Ax. Comme rien ne distingue les
deux génératrices, on trouverait de méme

logh = —logsinn + const.
Par suite, on a, en général,
loghk = —log sinf — log sinn - const.,

d’ou
ko

T 9
Sing siny

T N .
k, est la valeur de & pour £ = n = _, ¢’est-a-dire pour le sommet du para-

boloide.
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Le déplacement suivant Ax s’exprime, en fonction de £ et de n, par

do—=¢=hk—— . Pedt

sinf~ sin%fsiny

De méme,
k,dyn
dﬂ', = — 0 !

sinfsin®n
Sil'on pose

% dx .d—”::dy

sin¥ 7 sinn
les formules précédentes deviennent

k=  k,cosixcosiy,
ds — — k cosixcosty dx,
do, = — k, costxcosy dy.
L’angle ¢ est donné, dans le triedre Axyz, par
cos @ = cosZ cosn - sin&sinncos A,
A étant le diedre suivant Ax, c’est-d-dire 'angle des plans directeurs. Cette
formule peut s’écrire

) ] cos A
Cos¢ = — tangirtangly + o o

Supposons maintenant qu’un paraboloide hyperbolique soit soumis & un
systeme de forces tangentielles, et appliquons-lui les formules (18), dans

I I . e .
lesquelles nous ferons; == 0, et que nous diviserons par sin® @
1

1 Jdn cosp dg n dp
sin’¢ dg, 2n sin’p dg, sin®g do =/
1 Oy op CO059 do n dp
sm'o do !sin®g dg o 51-15?? L

7

Considérons seulement la premiére équation et posons = N. Il vient

sin®g
oN N 9
do, sing Pr; —_f; ’
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. de
ou bien, en remplacant Sing DAT du,

IN Ju .
dc,——NZ)_E_ﬂ' v’

ou encore, en substituant & dr et dz, leurs valeurs,

N du__ . [k, cosixcost
oy ox 1ho € -

I’équation qui détermine ¢ conduit a la suivante,

—sing % itang iy (1 + tang®ix) + j CosAsiniz
dx " T cos*lxcosiy
d’ou
4] itangiy (14 tangix) — iEg—SVAVSinri-xu
du Oz ° cos?ixcosiy
oz Sy 1— <tangix tangiy — LbA>
COSIT Cosiy
ou
du __ i(siniy cosiy — cos A sinit cosiy)
doxr  cos'ix o821y — (sinixsiniy — cos A }* '

Cette équation peut s’écrire, en posant

1

=-1 *ixcos® iy inzxsiniy — cosA)’
v =~ log[cos®iwcos®iy — (s ) ]

ou dav

ox oy
L’équation en N devient par suite, en multipliant tout par ¢,

- oV . .
N ¢ — k > e’
e"ﬁ—}«hc 7= S k,cosix cosiye’,

d’ou
. . )
Net = — /{OCOSfo Sicostyetdy + X,
0
avec la condition

e = cos’ix cos’ iy — (sinix sinzy — cosA)*;

N, serait donné par une formule analogue, et la question se trouve ainsi

complétement résolue.
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Fn remplacant ¢’ par son équivalent cosix cosiy sing et N par
plag p

5
sin*g
on peut encore ecrire

AS— | iﬂf—f ficos*iy sinpdy -+~ X.

sing ® cosiy

Enfin, en se rappelant que la résultante r des tensions exercées sur
une asymptothue est dmoee sulvant I'autre asymptothue et e gale par

suite a

11 . ~

—> et en désignant de plus par F, la composante f,sing des
[
[l

forces extérieures suivant la normale a la ligne asymptotique & = const.,
on obtient

COsILY
re=ry— "cosz)f F, cos®iydy.

Lorsque F, est fonction de « seul, on a

Ficosix ,

(21y -+ sinazy).

r—r,— T
0 O ficosiy

o (x)

Lorsque F, est de la forme i ou bien, ce qui revient au méme,
0s

x(&)sinn, @ et x étant des fonctlons quelconques, on a

cosix

r==r,~k, cosiy @ (x)isinty =r,+ x(£)k,

COoSsT

-
sinf

A . ’
—sin, A étant une constante, on trouve

En particulier, si (&) == i
o

r=r,-—Acoss.

, AL . A . . .
Dans ce cas, F, est égal a-—sing sinn == 7 il est donc en raison inverse
0
du parametre.

Quand F,=o0, il reste seulement r = r,, ce qu'on peut énoncer en
disant :

Lorsque les forces extéricures tangentielles appliquées aux divers
pownts d'une génératrice G sont dirigées suivant les génératrices de
> . o > . e e, .
Cautre systeme, celles-ci éprouvent toutes la méme tension, dirigée sui-

vant G, aux points ot elles rencontrent G.
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Surfaces de révolution.

En prenant pour lignes A == const. les paralléles et pour lignes x = const.
les méridiens, on a immédiatement

De plus, tous les autres parametres sont des fonctions de A seulement.
On peut faire L ==1, et les équations générales de la théorie des sur-
P J 1 !
faces se réduisent alors a

dﬁ— 1 /1 T\
F R (R‘, T
I
. llp_; -
RR, dk e; 0
M
Y
£ M
On tire de 12
i al

1 R. I o T \) 0
e b Ry dh By \pt TR T
d’ou

.\t n '62\ 1 (1> —— t
arctang }T?)—,— R, = const.,

relation facile & prévoir, car on voit géométriquement que p, est la
longueur de la tangente a la méridienne entre le point de contact et

I'axe, que R, est la longueur de la normale et que arctang]%i est, par
2

conséquent, I'angle de la normale avec I'axe, angle dont la différentielle

. A . A Ay . {l>\ .
doit étre, au signe pres, ¢eal 4 'angle de contingence - de la méri-
J » €3 3 8 i
Yy

dienne. Posons

- P2

aretang i == — 9,

d’ ol

g TR — thill]gg

L. I
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et
1 df

R, d\
La deuxiéme équation générale peut s’écrire, en remplacant - par

tangf

et multipliant par p?,

2

cos@‘fip' sm9 p+cos@~0,

py= — C-OIS—QICOSQCZA

R, = fcos@d)\
2 sing

La quantité M s’obtient par I’équation

par suite,

et

dM - dicos6  d(p,cosb)
™M T E - pecosf _'pgcos@
d’ou
M = f(u)p, cosf.
On peut prendre M = — p,cosf. C’est le rayon du parallele.

Les formules précédentes réduisent les équations d’équilibre des sur-
faces de révolution soumises a des forces tangentielles a

g"_’ v Jat (’ cosf§ F
oA Seosbdh dp by 1) Seosfdr T
. ()_t 1 % . cosf F

R Jeosadh op 2 Feoshdh
sinf 4
e T o
Jeos@dr dX

n,=o.

. dA / . o
Si I'on pose cos = — = A, ces équations peuvent s’écrire

an Jdt .
A‘éf _F'__— (\ll,-——ng)A,: F,A,
Jat J o
Ao 5ot = —F,A,
n, A"
A=A =0

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR L'EQUILIBRE DES SURFACES FLEXIBLES ET INEXTENSIBLES. 83

ou bien, en éliminant n, et supprimant U'indice de n,, devenu inutile,

on d¢ A(1—AP—AA")
S

J&d—)\—}—(—)— - n — :F'A,
at AA" on -
A ) —i— T AR 0 — 2 tA e ]Z‘

Si 'on pose
IZA“I A?=N,
tA*=TT,

ces équations deviennent finalement

ON  Ji— AR T e
o -+ AT 011 =F A\/l — A
oT AA" 0N

oL A8 9 F A%
oA ( — A )7 0

Considérons ces équations privées de second membre, et remplacons,

. . dT ON
pour abréger, par L, et L, les coefficients de -, W

N _ 1%~
07 + Ly ()‘u. 0
JT oN
0)\ Ijz ()‘u. il §
Si on pose en outre
0+EE#:@&
oT
o dn + 5{: d,u, —=dT,

on obtiendra les équations différentielles qui conviennent aux carac-

téristiques en écrivant que les quatre équations précédentes donnent

dN oN 0T JT

pour —=s —» — des valeurs indéterminées. On trouve ansi
d)\ d{l. ()/\ (J.

L,L,dx 4 du*=o,
L,dAdN — dudT = o
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VL, dN =
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+=v—L,L,,
“=y/—1,,dT.

Nous nous bornerons a étudier le cas ou la seconde équation est inté-

. . L,
grable, ce qui arrive seulement lorsque = est constant. Cherchons d’abord

lJ‘
quelles sont les surfaces de révolution qui jouissent de cette propriété.
On a
Lo AAY
) - '\{———A./XT“IT — St. »—-“_'_;:)
d’ou
Al A/A//
— e I
AP (1-— A >
et, en intégrant,
1 C
A5 T T o= const. ==,
A b A
- bAT 1

La quadrature qui reste a effectuer dépend des fonctions elliptiques.

Mais on peut interpréter géométriquement la relation qui existe entre A

et A. Remarquons pour cela que, si 'on remplace A" par cosf, il vient

e
A2 b T ind:
4 sty

et par suite

\/?) $1n%6 4+ ¢ cosf — —

ou

sinf

A=

\ hsm?8 -

b sin?f cosh

Vbsing + ¢ ajs

A =cosf =

bsin?g 4 ¢

dr" (bsm 0+c)

cdb

d}\:: —_—
(bsin?6 + 0)7

Rappelons que A est I'arc de méridienne et 4 'angle de la normale

avec l'axe.

. . R X
Or, si I'on considere Vellipse 5

7 2

Y
-+ 3

= 1et si 'on appelle § I'angle
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formé par la normale avec I'axe des y, on trouve sans difficulté les for-

mules
2 B2 coshd0 2R?sinb df
dX — A?B%co . dY — —— A2%B%sin ,
(A®sin®6 + B cos®6)* {A?sin®0 + B® cosﬁ@)7
d’ou
B e

AB2d4 A
dh=\/dX* 4+ dX* = ¢ — \

(A= B)snt e W (Rp g B

Cette valeur de da devient identique a celle que nous avons trouvée
ci-dessus si 'on pose
B A2 __Be

FC’ - C7 _—A’— o Z),

Si ¢ ¢tait négatif, ellipse devrait étre remplacée par une hyperbole.
Si b + ¢ = o, il en résulte ;‘% == 0, ce qui donne une parabole. Le cas

d’intégrabilité que nous allons examiner est donc celui de toutes les sur-
faces de révolution du second degré. En rétablissant les seconds membres,

les équations qu’on veut intégrer sont

ON o1 - —
oh —t- L, o == I‘,A\/l —A/',
)T ON 2
((TX —+ [.12 }); e F2 A°.

Remplagons L, par sa valear — cI., et ajoutons les deux équations

membre 4 membre, aprés avoir multiplié la seconde par \/—— c. ll vient
dN —JdT — [ ON ~— JT
—(jTA—',——\/——C'(f)Z‘-\L‘L‘_,\/-'—C(TH’T‘ —(’-d-fz>

=F, Ay1— A" —/—cF, A%

En posant N 4 Ty/— ¢ = @ et remplacant le second membre par F,
cette équation prend la forme

o — Jw o
'()_)‘—*_L2\/"—“ C@ZI‘,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



86 L. LECORNU.

elle s'integre au moyen des équations simultanées

En remplacant \/:«_5 par — \/:——c et posant N —T \/———c =x, on
aurait un second systeme
dr = — -d—‘u‘ = d_x .
I, \/ —c F
Connaissant @ et , on connaitra N et T, et, par suite, le probléme sera
résolu. Les équations du = == L,\/— cda sont les équations différen-

tielles des lignes asymptotiques.
Lorsque F,, F,, et par suite F, F’, sont fonctions de A seulement, on
a immédiatement, en appelant «, 8 les paramétres des lignes asympto-
tiques,
@ = [Fda -+ fonct(«), x = [F dar-+ fonct(f).
Si I'on veut avoir sous forme explicite les relations qui caractérisent les
lignes asymptotiques, il suffit de changer de variables en posant

dz =\/1— A" da = sinfldh.

Etant donnée la signification géométrique de A et de f, on voit sans
peine que dz n’est autre chose que la distance des plans de deux paralleles
infiniment voisins. Avec cette nouvelle variable, on a

A == [cosfdr = [cotfdz.
Or,

16
L

(bsin® + c):

© s

ce qui donne, en mesurant z a partir de I'équateur,

6 g26)df
ds — 1208 (14 tang®6)« ,

[c—{—(b—f—c}langeﬂ%
¢ I
2 == - —
b+ ¢ \Je4 (b c)lang’d
i 3
cotf — ( ),_tiz,, .

Ve —c(b+c)z
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Donec
zdz

=(b—+c) f\[c = = ,I \/c2~c(b-}—c)2z2.

—c(b—+c)'z cyb+c

La relation L
d//, — L2 \/ —cdx

ou
I; /-_:.__Ié
du = 2 dy = VA"
\/—- c Ag\/-——-c
devient ainsi
du c(b+cldz
T T e (b epa)

On en tire

“— arctang[<b,+ clz J: const.

\/—- c

Les quantités que nous avons appelées « et 3 sont donc

m —=arc tang [i__tﬂiJ

\ ~—
Dans le cas de I'ellipsoide, ¢ est positif et «, § sont imaginaires conju-
guées; A et\/ 1 — A" sont réels. Pour que les valeurs de 7 et ¢,

T4y

n—= ————""-—
2AV l-——-.A.lQ

5—Y

s 2
2 \/——- cA?

soient réelles, il est nécessaire et suffisant que = et ) soient des quantités
imaginaires conjuguées.

Nous allons pousser jusqu’au bout 'application de la méthode, en étu-
diant le probleme tres simple que voici :

Déterminer les conditions d’équilibre d’un ellipsoide de révolution ren-
JSermant un fluide qui exerce sur tous les points de sa surface une pres-

ston normale constante.

La premiere chose a faire est de décomposer les forces en un systeme
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normal et un systeme tangentiel. Pour trouver le premier, il suffit, en ap-
pelant @ la force normale, de poser

0 MR, d9p T T2

20 T ou F 1 Jda -

R, I3, =% o=

La premiére équation détermine a en fonction de A seulement. La
seconde donne la composante F, de la force extérieure suivant la tangente
au méridien. La troisitme montre que la composante F, de la force ex-
térieure suivant le parallele est égale a zéro.

Nous avons trouvé
1 Ao sinfd

}_{—1 — ;/_;: — u’z
P sing
R, A
Done
I sin%§ o

On a, de plus,

cotf (b +c)iz
vl —c(b—+c¢) 2’
d’ou
o 1 t—c(b--c)z?
sin®f = - = — .

1+cot’d ~ P4 b(b+c) =

La valeur de A est
L \/CQ—C([)—FC\)ZZ“’

A Al .
< Vb +c
Enfin,
sng 40 (bsn0re) o (b
dz . ¢ [cﬂ_;_ b (b -+ 0)2 zz]*}
Il vient, par conséquent,
1 3 ([) —:‘C>2

R R, —=¢ [*+b(b+c)z ]
et
o — ? ]‘cﬂ—i—b(b—kc)zz’]ﬁ.
T2 ¢*(b+ ¢)?
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Donc

et, comme

. . d
on obtient, en remplacant sin*f et d—‘; par leurs valeurs,

2dbz o, : ‘
FlA=—; [¢*—c(b+c¢)z?],

En posant
o ¢ 2®b(b + )
5 =P,

on peut encore écrire

F A =Pz (B*—z7).

D apres cela, les forces appliquées al’ elli psmde se composent :
° Du systéme normal formé par les forces normales ¢ et par les forces

. Pz (B*— 2? sy . , .
tangentielles ', — i(——A—»—), dirigées suivant les tangentes aux méri-
diens;

° Du systéme tangentiel formé par les forces F, = — 228" —==")
2° Du systéme tangentiel formé par les forces F, = — ————, tan-

gentes aux méridiens.
Le premier systeme donne lieu, en chaque point, a I'effort d’arrache-

a PR, ET .
ment 7, = o~ = —> normal au méridien, et a I'effort d’arrachement
1
a (DR1 BN A . 7 \
n,= g~ = — normal au parallele; ces efforts devront étre ajoutés a
2

ceux qui résultent du second systeme.
L’équation en @ écrite précédemment devient ici

‘/1—‘ A2 05 4 s
‘)7‘ + Ar—c o I‘iA\/I — A
ou, en rem | td)\ dz L dz A% Do Bt— z?
€ Pagan Par sing V—]:—:A—Tze A pd[‘ (6:7)7?’
I% . B 0w ] . L
7 Tl @—-—-—Pz(B — z?).
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Les équations simultanées correspondantes sont

dome T _do
ST T I (B2
B — z?
Elles ont pour intégrales
/B -2
—Zlo Pt 2 — const
122 gv Ty— 3
P 9

De 1a la valeur générale de =

R P R
USRI uobvg___;)

On trouverait de méme

= 71j (B2 — 2%)* @2<,u + ilog "“),

B—=z
puis
s g/ b #
n T, *(U“"/.)B WH_L\/“*'ZE:
C 2Ai—Ar 2(B'—z7%) ’
St N R Al U I i

ay—cA? T aie(BP—zT)
ou bien, en remplacaut b et ¢ par leurs valeurs en fonction des axes de
Iellipse,
. B
- AV ? ¢ = s’

B? Al B?
(5+Z)X\/I+ng

= 2 (B —27) ’
fe (m—7)B
2i(B*— z%)

Ces valeurs s’appliquent quelle que soit la portion d’ellipsoide que
I'on considere. Sil s’agit de Dellipsoide entier, elles doivent rester finies
quand z tend vers == B. Pour cela, il est nécessaire que @ et x tendent
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tous les deux vers zéro, quel que soit . En considérant les expressions
trouvées pour ces deux (uantités et en posant

3
u_—_,u,—}—zlog\/ 2,

B—z

B+ z

0:/,(,-—{—%']08' -

on doit avoir, quel que soit x,

0, (1), -, = @,(v),_.= 0.

De plus, n et t, et par conséquent ¢, () et ¢,(¢), doivent, quels que
soient u et ¢, rester finis, continus et hien déterminés; lorsqu’on déerit
sur la surface un contour fermé absolument quelconque, on doit, en
revenant au point de départ, retrouver les mémes valeurs pour ¢, ()
et ¢,(v).

D'apres les propriétés connues des fonctions de variables imaginaires,
une fonction telle que ¢, («), qui, pour toutes les valeurs possibles de la
valeur qu’elle renferme, reste finie, continue et bien déterminée, se réduit
forcément a une constante. Dans le cas présent, cette constante ne peut
étre autre chose que zéro, et nous avons simplement

De la résulte immédiatement ¢ = o, c'est-a-dire que :

Les méridiens et les paralléles sont les lignes de tension principale de
la surface.

Puis on trouve, pour 'effort d’arrachement exercé sur les paralléles,

(B — 2)\/1+£§Bz_2
\/+A;IS *(A’— BY).

I’effort d’arrachement n, exercé sur les méridiens s’obtient en multi-

n2:n:

.M'c‘
= T

NI'@
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pliant » par

__AGAL__*I—A"__ —c(b+c¢) —%—’
1— A% Azc M62+b(b-{—c)’z2_”x+A_z—_I%§:zzv
on trouve ainsi
PA B —z ® A(A*—BY)  B—z

n, — — — - —_——— T e—— — n e ——
‘ 4 AT, 2 Is* Al— BT,
I~ B Z 1+ T Z

Pour avoir les valeurs de », et n, qui conviennent au probleme, il faut

ajouter 4 n, et n, ainsi déterminés les quantités qui proviennent du sys-

q)Rq (I)R 5z 4
— — “+ Or, les formules précédemment éta-

P

teme normal, ¢’est-a-dire

blies donnent

Par suite, les valeurs définitives de n, et de n, sont

AZ A?___B?
2—§;+2—B4

/o A— B,

V[—l— W z?

2

z

Il est aisé de vérifier que n, et n, satisfont, comme cela doit étre, a la

condition
n, n,

TR

Une vérification plus importante des longues déductions qui nous ont
amenés au résultat s’obtient en considérant une calotte ellipsoidale ter-
minée au parallele z = const. et écrivant que la somme des projections
sur P'axe des z des tensions normales a ce parallele est égale a la somme
des composantes, par rapport au méme axe, des pressions exercées sur la
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calotte. Cette condition détermine immédiatement n,, et I’on retrouve la
valeur a laquelle nous sommes parvenus.
La valeur de n, peut s’écrire

O A(A*—B?) Btz
n‘:ll2 o ; s 3

B* Al— R? .

La différence n,— n, a donc un signe constant, positif si I'ellipsoide

est allongé, négatif si I'ellipsoide est aplati. Elle s’annule pour les deux
poles z = == B, qui sont, par suite, des points d’équilibre ombilical. Con-
trairement a ce qui a lieu en général, ces points ne se rattachent pas a
une ligne de points jouissant de la méme propriété. Cela tient a ce que,
dans le cas actuel, I'équation différentielle de la ligne dont il s’agit se
réduit a dz =o.

En posant », = o, on obtient I'équation

z? A*— o B?

_ =

BT o (A—B)
qui ne peut étre satisfaite que si A est supérieur a By/2. Quand cette
condition est remplie, il existe toujours deux paralleles pour lesquels la
tension perpendiculaire aux méridiens est nulle. Dans la zone comprise
entre ces paralleles, les deux tensions principales sont de signes contraires,
et I'on sait qu’il existe alors en chaque point deux directions dont les
éléments travaillent uniquement par cisaillement.

Considérons maintenant, au lieu de I'ellipsoide complet, une portion
quelconque de la surface. On ne peut plus dire que ¢, () et ¢,(v) sont
constants, car « et ¢ ne passent plus par toutes les valeurs possibles.
Comme ¢, (z) doit étre une fonction périodique de u, ayant pour période
27r ou un diviseur de 27, nous pouvons, sans introduire d’indétermina-

tion, prendre pour variable, au lieu de «, la quantité

E B—+z ———
, lp—lt)g\/—— B—2z -
elll e B—=z - el}L

B-+z
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En posant z = Bcosw, on aura
in ___ ® i . / o) iy
c"=tang-e* et @‘(u)_«thang;e .

Si I'on consideére une calotte de Pellipsoide ayant son centre au poéle
w==0 et comprise tout enticre dans la portion de surface donnée,
I'expression +, devant rester finie, continue et bien déterminée pour tous
les points de cette calotte, doit étre développable en série ordonnée sui-

. 3N [&
vant les puissances entieres de tang; ¢'*. Nous aurons done, dans les

limites de la calotte ainsi définie,

. iy 2™ ajy
¢, == A, + A tang - ¢'* -+ A, tang S

On verra, comme précédemment, que ¢, doit s’annuler, quel que soit 1,
N . [5] . -
our z = B, ¢'est-a-dire pour tang - — o. Pour les points voisins de z =B,
P J P 875 P
doit étre du méme ordre que B*— 3= B*sin’*w. Cela exige que A
[ q g q 0

et A, soient nuls. En posant

A“::(zz%fibg, A3::a3—{—il)3, C e,

on aura douc

o, (1) = (a,~+ 1b,) tanggf‘—)2 (cos2ap —+ isinau)

+ (a, -+ ib,) tang® > (cos3u ~+ isin3
3 3) tang” -

De méme
) P
~(cosam —isinap)+. ...

2

0, (v) = (a,— 1b,) tang®

Par suite, pour avoir n,, on devra ajouter a la valeur précédemment

trouvée I'expression

B* 9, (u) -+ 92 (v) AT —B ,
A 2(B*— 2*%) 1+ B¢ 2

\/A2 cos®w —+ B?sin®o

[}
2 AB cos* S

[(ar,2 cos2p — b,sinap)

+tang% (@ c083p — bysin3u) 4. . .];
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n, sera modifié en conséquence, et ¢,, au lieu d’étre nul, sera égal a
] ? 17 2

gsu)—0s(v) 1
B 2i(B*—z7)

= [(a2sin2/,c —+ b,cos2u)
2B cos 5

-+ tang%J (a,sin3u + bycos3 )+ . . ]

L’inspection de ces formules montre immédiatement pourquoi les fone-
tions arbitraires doivent s’annuler quand la surface est fermée : ¢’est parce
qu’elles doivent rester finies, quel que soit u, lorsque o tend vers 7, et
par conséquent cos% vers zéro.

I’indétermination introduite dans les conditions d’équilibre par les
fonctions arbitraires n’a rien qui doive nous étonner : elle est tout a fait
analogue & celle qu’on rencontre quand on cherche les réactions éprouvées
par un solide invariable qui a plus de trois points d’appui.

Surfaces minima.

Les surfaces minima sont caractérisées par la propriété d’avoir leurs
lignes asymptotiques orthogonales. On peut donc appliquer & ces lignes

les équations générales de la théorie des surfaces, et, comme on a alors
1

= 0, les équations dont il s’agit se réduisent a

R, " R,
JL oM
L oot D
P LM T LW
I
ld'f 2
Moz " p T O
I
x_d'f 21
L_;T pzT ’
oL oL
LTI e T S
T HtMNow T g 270
On tire de Ia
I
LOT 2 JL 1
Moz "TIMopT °
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I_J —O
()y T/ 7°

est donc fonction de A seulement, et, en choisissant convenablement

ou bien

T
; : L? A M2
cette variable, on peut faire en sorte que 7 == 1. De méme - = 1. En
posant T = 9—12, on aura
1
L — 1\1 —_— § -
On trouve ensuite
p) t
g B 08
o dp — Op
r 9
0O

enfin 2 2 _ 0
a8 (- ()=

ce qu’on peut écrire, en divisant par §°,

g% - 012 (10 9) + HQ (logh) == o,

ou bien, en posant dx = dA + idu, dy = dr— idp,

0'2 (logii) o g2
dxady )

Si 'on remplace 8* par 4u, cette équation devient

0* (logu)
dxdy

== — 2U.

L’intégrale générale, due a M. Liouville, est

Xy

U = F_-(X—f——Y)E,

X désignant une fonction arbitraire de x et Y une fonction arbitraire
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de y, et X', Y’ étant les dérivées de ces deux fonctions. 6* est donc égal a
4X'Y
(X+Y)?
L’élément linéaire de la surface
2 2 2 2 2
ds* = L2dx* + M*du?,

sera par conséquent

2 ! 2 2, (X +Y)
([é == '(7_2 ((l}\ —+ ([,u, ) == ——m,-dfd‘)’.
Sil'on pose
II.L' (l
o =, oy ==y,

et si Pon appelle X,, Y, les fonctions X et Y exprimées en zx,, y,, on
obtient la formule suivante, donnée par M. Ossian Bonnet (Journal de

Liowville, 2° série, t. V) :
ds*= (N, + Y ) dr,dy,.

Cela posé, considérons une surface minima soumise 4 un systéme de
forces tangentielles et cherchons les équations d'équilibre rapportées aux
lignes asymptotiques. Ces lignes, étant, d’une facon générale, des lignes de
tension conjuguées, doivent étre, dans le cas actuel, des lignes de tension

principales. On a donc t = o.

1 “ , . s s e . N
D’ailleurs — R =g = 0 La derniére équation d’équilibre disparait done
i 2

entierement. [.es deux premieres se réduisent a

Ton,  M—m R

Lo ' s Y

L Jdy | 1o AR

M l)—U - o) - l LR
ou bien

an,

95+ — )oz“F

an, 09 ~

7;; ( ?2 H')-J': E— PQ,
d’ou

02"2 ()ﬂg g 020 ()6 ()(”[ -1l ) . 0F|
dAdu. = o (—);L + (”' n )0)\() + ou - op

L. 13

2
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on,
ou bien, en remplagant —.- ? par sa valeur et posant n, — n, = u :

20%ns 99 F,— 09 ub a0 99_6 du _ JF, p.
g Oa ‘o ghop Tl a0

de méme on aurait
0%n 06 2% 0*6 08 ou oF,
2 L Hdd Y —_ 2
diop 01<F “ ox) “Goxd —ma=wb
et, en retranchant, on trouve

Poion T2 V) 0 g Yo

__a[0F, oF, ,oa 29

P ) (09 a6 %0 ) 29 du 09 du

Posons maintenant « = ¢4, d’ou

O 06
n Yo o
o u 29‘_9 0_9"00’9‘__‘9%% du()@
didp d) du 01();/,) op 0 Ou d) oy

° dldu

D’apres ces formules, 'équation qui donne ¢ peut s’écrire, en posant

r N O
’Bi:/n _6;:: 29

g v 00 s Of
00y dkop Ok op

Connaissant ¢, 2, et n, seront donnés par une seule quadrature.
La fonction § est définie par la relation

4X'Y

& TXFY)E

Mais nous avons a exprimer cette quantité en fonction de A et de x. Re-

marquons pour cela que, si I'on pose

log (X + Y) =
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il vient

2 __ dp 9d¢
P=—lb5o

ou.comme X=—A—iu, y=A—1ium,

=—[(2)+ ()
a0

’ ’ 1 A ’ ’ . " . ()’J: 2 ? 2 .
, étant égal a; > doit étre foreément réel; par suite, ($> - <0—H) doit

étre réel et négatif.
¢ est une fonction de A et de u, .qu'on peut toujours mettre sous la

forme
o=P () +iQ(xn),

P et Q étant deux fonctions réelles. On aura alors
. [00\' {05\ [0P\* [0P\* [0Q
—o=(F)+ () = () + (&) - (%)

2 dQ 2

~ (%)
(9P 0Q | OP 0Q
"“4ﬁﬁ+@ﬁ)
Pour que §* soitréel, il faut que la condition

9P 0Q  OP 0Q
% o du

soit remplie. Il reste alors
. (0Q\ . [0Q\* [OP\* [P\
p=(5) +(5) - (5) (%)
D’autre part, ¢7, étant égal a X + Y, doit étre de la forme
fonct (A —+ i) -4~ fonet (A — i),

ce qui entraine la condition

ou bien
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ou, en développant,

d’P 9P (OP\* /oP\* /0Q\*  [dQ\*  .[0*Q  0'Q
g () (%) = (5) = () + (% +%5) =0
d’ou

on_l_o’

—:0,

())\2 I ()Hz
’2P 2 p oP\?2 oP 2__ 0Q ()Q 2
( )*(%) —<1ﬁ> +(o7>'

w T T\
Soit @ une fonction de A et de u, telle que I'on ait

de _ 0Q Idv 0Q
o du’ oon T oh
’Q rQ
La fonction @ existe, pmsque P
P 0Q , 9PaQ .
La relation 2 = o F oy 5; — o devient

JP Jw P ow

ce qui exige évidemment que P soit fonction de @. Il en résulte

0P oP d*'c = 0*P [/ Jdw\?®
— == =7 o=l ==
0)* Jw JA’ 0w\ Jh

O’P JP 0w 0P /o \?
0{42 0!3 ()u On? ()_y

’c 0w

2 otp 0?2 P PP/ ow\? ' o
V== [(Fi> *(w”'

P n’est pas une fonction quelconque de @, car la condition

9P 1P 0P\ ? JoP ’_ 00Q\? 0Q\?
o w+(ox> +(5) =(%) +<W>

peut s’écrire
0P JdP\? oo \? ow\? do\? 0w \?
|5+ (aa) ] [(m‘) +(b;) ]*(ﬁ) *‘(&z)
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ou
9P /OPBQWiI
e T \os) =1

/

On tire de I, en comprenant dans @ la constante introduite par 1'inté-

gration,
JP e’ —1
5 T oy
o e’ 41
et
o*P . 4e2® o 4 - I
o T (eC 1) (e" e ") costim
Donc enfin :

La waleur la plus générale de 8§ est, en appelant @ une fonction iso-

therme de A et de w, cest-a-dire une solution quelconque de ['équation

o’ i
h_ 1 % s ) 0w \?
T cosim ok A\ o )

Lorsque « est fonction de A seulement, il ne peut étre isotherme que

. PPN , A -
s'il se réduit &8 Ax, A étant une constante. On a alors §—= TV d’ou

COS1 \
0%6

Ao

:O7

= 0, et I'équation en ¢ se réduit a

v cosiAk [0f; 2f
dop A \or  op)

¢ peut donc étre obtenu au moyen de deux quadratures successives.

3, N g 1 ()9
L’hypotheése @ = fonct(2) donne % = 5

i

= 0, ¢'est-a-dire que la surface

minima est réglée. On sait que la seule surface minima jouissant de cette
propriété est la surface de vis a filet carré : nous retombons ainsi sur un
cas précédemment étudié.

Lorsque les quantités f,, f, sont les dérivées partielles d’une méme
fonction (ce qui arrive chaque fois que l'intervalle entre deux trajectoires
orthogonales consécutives des forces extérieures varie d’un point & I'autre

2

- . . . W) F
de I'une de ces trajectoires en raison inverse de \//1‘ -+ = §>, on a
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df’ dﬂ . 14 . . «

R om0 L’équation en ¢ devient, par suite,
1 Oy 1 0%

(20) S ONop = 6 Wop

Sous cette forme remarquable, on apergoit immédiatement la solution

14 o e

; = const. Par conséquent, pour une surface minima quelconque sou-
of  9fy

JA du

on saura toujours déterminer un état particulier d’équilibre : 1l suffira de

mise & des forces tangentielles qui satisfont a la condition

choisir convenablement les conditions relatives aux limites.

Surface de révolution minima.

Dans le cas de la surface de révolution minima, § reste constant pour
chaque parallele, c¢’est-a-dire pour chaque ligne telle que A — w soit
constant. Si I'on pose

At u—=—a,
A—u=2f,

etsi 'on prend «, B comme nouvelles variables, § dépend seulement de «.
La fonction isotherme @ se réduit alors a «, et f a pour valeur

g— V2 .
cosia
On tire de la
06 09 26 0 .
un= FPL:Z:Z tangia,

et les équations d’équilibre, supposées d’abord sans second membre,

on 0g
07)72+<n|—n2)5i:07
an a6
05;1 "'f—(n?'—nl)'@:(),
donnent
(3n2 - dn1

oh T o
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Par suite, il existe une fonction P telle que

P P
=% M= g

et cette fonction est définie par I’équation

a4
P P 0P\ _
ondp.~ \or ' om) 6
ou bien
PP P angia
da® FER glé 5y = O
Posons
x == itangia,
y=_£;
x et y sont deux intégrales des équations
0*P canein®® — o, PP
. GF T 2itangiugs =0, o=

Sil'on prend x et y comme variables indépendantes, on trouve
PP (dx\* 0P -
0x* \ dz dar 7
mais
de s\ .
- = — (1 +tangie) = — (1 —a7).
I’équation dont dépend la solution du probléme peut done s’écrire, en
remplacant P par z,
0tz 9v2 072
oy = ) G
Pour effectuer I'intégration, nous commencerons par chercher s’il existe
des solutions de la forme

»~=XY,

X et Y étant des fonctions I'une de x seul, 'autre de y seul. En faisant la
substitution, on trouve

XY'= (1 — 2*)*YX,
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ce qut n’est possible que si 'on a, en appelant @ une constante
I q ) PP ’
Y'=aY,
Vi a
X" = i X

(1 —2x%)

Iéquation en Y s’integre sans difficulté. L’équation en X rentre dans
I'un des types généraux d’équations linéaires étudiés par M. J. Tannery
(Annales de ' Ecole Normale, 1875). Nous suivrons la méthode qu’il a

indiquée pour en trouver une solution. Posons
X=(1—2a")u,

u étant une nouvelle inconnue et p un coeflicient indéterminé. I.’équation

a résoudre devient, en divisant tout par (1 — x*)"*,
(1—a®) " — fpe(t — )/~ 2p (1 —2*)u - 4p(p —1)x*w —a*u =o.

Si nous posons
[;/')(]) —-1)==a,

le premier membre devient divisible par 2?, et il reste
(1 —a®"— hpad —2p(2p — 1)u=o.
Changeons de variable, en écrivant
o2t =2x 1,
d’ou
1— 2% = 4t(1 — ).
Il vient

A*u

N du
t(t—1) 75 +2p(2t—1) -+ 2p(2p —1u=o.
En introduisant trois nouveaux parametres «, 3, ¥ tels que I'on ait

Y =2p,
a+f+1=4p,
afp=n2ap(2p —1),
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I'équation prend enfin la forme

d*u

(t*—1) T [7— (o~ 5+ I)t] = e aBi = 0.

(’est une équation étudiée par Gauss et qui admet pour solution la
série hypergéométrique

25 al(a—+=1)B(5+1) .
Flo,8,7,t) =1+ - t 4 (2 +2)PE+1) 4o S
LT 1.y 1.2,y (y +1)
Pour que cette série soit convergente, il faut que ¢ soitinférieur a 1. Cette
condition est toujours remplie lorsque a, et par suite p, est réel, car, pour
toutes les valeurs réelles de «, la quantité

er —

X ==

. —a
-+ ¢

e

reste comprise entre -1 et — I, et, par suite, t varie entre 1 et o. Il faut
en outre, en général, que 7 ne soit pas un entier négatif. Mais, ici, cette
restriction est inutile, car on reconnait immédiatement que « et % sont les

racines de I'équation du second degré
m* 4 (1—4p)m—+2p(2p—1)=o0,

racines (ui sont égales aap etap —1 ouy ety —1. Enprenant, par
exemple, 7=y, la série hypergéométrique se réduit a

e (y — 1) =g

.2

ou bien A
(1—18)' .

La valeur de X est, d’apreés cela,

2 2P\ 1—x

i o 1—1\‘“”’_1——.7",/1—}—1')7’.
X=({1—u )< ) = K

En prenant pourY la valeur Ce®, dans laquelle C désigne une constante

arbitraire, et laissant de c6té le facteur 2°77', on obtient Ja valeur
L. 1}
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suivante de z :

z=0e" (1 ——x)(?-*_x)?-

I—.X

Pour en déduire la valeur de la tension inconnue »n,, il suffit de re-
marquer que

0z 0z dz __ 0z 0 dz 0z (1 — a2 &
MR T T B T e Ty Ty )

En faisant le caleul, il vient

(1)

— C e
n,=GCe S

(@—2p + 1+ x)

La valeur correspondante de n, est

(1)

n,=Ge"” (@ +2p —1—x).

Pour vérifier ces résultats, cherchons comment varie 7, lorsqu’on se

déplace sur la courbe A = const. ou dz + df = o, ou, ce qui revient au

meéme,

ldia (-l_é_ 1 J
dz T dz T T iz Y =0

En considérant y comme une fonction de x définie par cette équation et
prenant la dérivée de n, par rapport a x, on trouve

dn,=dxCe” (1 + )" (1 — x)?(2p — 1 — x)22

ou bien
xdx
d

n, = l—__——a—c—,(nzwn,),

dx

ou encore, en remplacant ar — da et x par (tangi«
’ 5 I ’

1— x?

dn, = itangiada (n, — n,).

Comme, par hypothése, dA = o, ce qui entraine dx = du, on peut
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écrire

on,

= itangia(n, — n,) = -~ (n, —n,).

C’est la premiére des équations auxquelles doivent satisfaire n, et n,. La
seconde s’obtiendrait d’une fagon analogue.
Soient p, p"les deux racines de I'équation

2

bplp—1)=a"

On peut, dans les valeurs de n, et n, trouvées ci-dessus, substituer
indifféremment & p I'une ou I'autre de ces racines. On obtient ainsi deux
systémes de solutions, ce qui permet de former les solutions completes

n,= Ce“"(—éi_f}%i—l(a —2p 41+ X) + C’e“-”'(—f—l__,_—;;g,}; (@— 2p 41+ x),
n,= Ce“f(—gg——%); (@ +2p—1—x) + Ce¥ (———“_j_:;), (a+ 2p —1—2).
Comme p + p’ =1, on peut encore écrire
lz,::Ce“"(I(I%r))—(a—zp+l+x)+C/ “’(—(—;}—);):(a—( 20 — 1+ x),
nz_—:Ce"-’ziL_—{—_—x-% (@+2p—1—2a)+ (e ”’((IT—;;%—_—(a—zp—f—l——x)

Enfin I'on déduira de la les intégrales générales en considérant C et C’

comme deux fonctions arbitraires de a, ¢(a), }(a), et prenant les in-
tégrales définies par rapport & a entre deux limites déterminées a, et a,:

= (1 _!_x>‘/a‘a’ eafc_i_._::)?_l(a —2p+1+x)o(a)da

+—a) [ (155) (et ap— 1) (@)da,

— (1t 2) faa: e,,y<’1_i_';>”_i(a +ap—1—ux)e(a)da

+ (1 — ) fa‘aze”’<l—_—x>w(a —ap+1— x)d(a)da.

| G i
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Pour résoudre le probleme général de I'équilibre de la surface de révo-
Jution minima, il reste & trouver une solution particuliere des équations
avec second membre. On y parviendra en reprenant les valeurs de », et
n, qui renferment deux constantes arbitraires C et C et en appliquant la
méthode de variation des constantes arbitraires. On sera ainsi conduit a
deux équations de la forme

oC ; 0C’

A Or A o 1?
€ LN,
Jdu vu :

Ces équations ne peuvent étre résolues que dans des cas particuliers. Par

F,
exemple, lorsque —! est fonction de A seulement et — de useulement, on

AI
dC ()C, , ¥ .
peut supposer —= == 0 et = == 0 ; alors G et C'sont donnés par desimples
(quadratures.
7/ F,\ ‘T, ‘
Lorsque o%(f == ( n / » on peut supposer C'= o et avoir G par une
(P, 0

(quadrature. S1 St A’ » on supposera au contraire G == 0 et on

aura C' par une quadpature. Enfin, chaque fois que Z’% <1_1> __U) (1‘ > »y ol
"

se procure immédiatement une solution particuliere, sans recourir a la va-

riation des constantes arbitraires, par la méthode précédemment indiquée
En dehors des cas qui viennent d’étre étudiés, I'intégration générale

de I'équation (20) me parait impraticable, quelque hypotheése que l'on

fasse sur la fonction 9. M. Moutard a étudié, dans le XLV® Cahier du

Journal de U Ecole Polytechnique, les équations de la forme

=S (A ),

v ()/ U/J

et déterminé les conditions ue doit remplir le second membre pour qu’il
y ait une intégrale générale explicite. Je ne crois pas qu’on puisse trouver
des valeurs de 9 appartenant aux surfaces minima et donnant en méme

temps, pour 5,2 P'un des cas d’intégrabilité établis par M. Moutard.
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Je ne multiplierai pas davantage les applications : celles qui précedent
me paraissent suffice pour élucider la théorie générale exposce dans les
premiers Chapitres. Au sujet de ces applications, il y a lieu de remarquer
que les cas dans lesquels jai réussi a trouver les intégrales générales
explicites du probleme se rapportent tous a des surfaces réglées. Il était
aisé de prévoir, a I'inspection des équations (18), que ces surfaces seraient
de beaucoup les plus faciles a traiter, car, lorsquon fait %:0, I'in-
connue n, disparait de la premiere équation.

Si Yon voulait étendre ces recherches et trouver d’autres surfaces
pour lesquelles il fut possible d’obtenir la solution générale, il fandrait
é¢liminer I'inconnue n, entre les équations (18) privées de second membre,
ce qui conduirait a une équation de la forme

d2n dn n <
R —— 1 —— _‘Y‘_ —_—
0205 A oz B Jdis Ln=o,

z et 5 désignant les parametres des lignes asymptotiques. On ferait
ensuite, sur les valeurs de A, B, C, les diverses hypotheses qui permet-
traient l'intégration de cette équation. Si I'on pouvait déterminer en
méme temps les surfaces correspondant a chaque hypothese, il ne resterait
plus qu’a leur appliquer des systemes de forces tels que leur introduction
dans le second membre n’empéchat pas I'intégration de s’effectuer; mais

ce champ d’études est trop vaste pour que j'essaye aujourd’hui d’y entrer.

Vu et approuvé :
Paris, le 12 juillet 188o.
Lz Doyen oE La IFacuLTE pES Sciences,
MILNE EDWARDS.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 13 juillet t88o.
Le Vice-Recreuvr pe 1’ Acapiane e Panss,

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Multiplication et division de 'argument dans les fonctions elliptiques.

Vu et approuve :
Paris, le 12 juillet 1880.
Le Dovex vE 1a Facurté pEs Sciexces,
MILNE EDWARDS.
Vu ef permis d’imprimer :
Paris, le 13 juillet 1880.

Le Vice-Recreur pE L’AcapEMIE DE Paris.

GREARD.

6302 PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, QUAI DES AUGUSTINS, 55.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC





