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P R E M I È R E T H È S E . 

SUR L'ÉQUILIBRE 

D E S 

SURFACES FLEXIBLES ET INEXTENSIBLES. 

INTRODUCTION. 

Les conditions d'équilibre d'une courbe funiculaire, c'est-à-dire d'un 

fil flexible et inextensible dont les éléments sont sollicités par des forces 

formant un système continu, sont exposées dans tous les Traités de Mé

canique. En désignant par ds la longueur d'un élément quelconque, par 

P ds la force qui le sollicite, par P„ et P f les composantes normale et tan-

gentielle de P , enfin par T la tension que l'élément éprouve de la part 

des éléments voisins, on trouve sans difficulté les deux équations 

^ est la courbure au point considéré. On a, de plus, la condition que le 

plan osculateur de la courbe passe par la direction de P . 

En rapportant la courbe à trois axes rectangulaires fixes et appelant 



X, Y, Z les composantes de la force parallèles à ces trois axes, on obtient 

les trois équations suivantes, qui résolvent également le problème : 

Lorsque les forces sont données en grandeur, direction et sens, ces 

trois équations déterminent la forme de la courbe et la tension en chaque 

point. Si au contraire on suppose donnée la forme de la courbe, elles 

fournissent deux conditions auxquelles doivent satisfaire les forces et per

mettent, en outre, de calculer les tensions qui résultent de l'application de 

forces satisfaisant à ces deux conditions. 

Il est naturel de chercher la généralisation du problème en étudiant ce 

qui arrive lorsqu'une surface parfaitement flexible et inextensible est 

sollicitée en chacun de ses points par des forces du même ordre de gran

deur que les éléments correspondants. On peut se demander en particulier : 

i° Quelles sont les conditions d'équilibre d'une surface soumise à des 

forces déterminées? 

2° Quelles sont les lois d'après lesquelles se développent les efforts de 

tension entre les divers éléments d 'une surface en équilibre? 

3° Quelle déformation subit une surface donnée sous l'action de forces 

qui ne satisfont pas aux conditions d'équilibre? 

Après avoir fait de nombreuses recherches pour connaître les travaux 

auxquels ces questions pouvaient avoir donné lieu, j ' a i acquis la convic

tion que personne ne les avait encore abordées, et leur nouveauté m'a 

décidé à leur consacrer le présent travail. Sans prétendre épuiser un sujet 

aussi étendu que difficile, je serai heureux si j 'a i réussi à poser les jalons 

d'une théorie qui mérite de prendre place dans la Science. 

Je n'ai pas besoin de rappeler ici les beaux travaux auxquels ont donné 

lieu les propriétés géométriques des surfaces; ils m'ont naturellement 



fourni un appui continuel. La théorie de la déformation des surfaces, de

venue classique aujourd'hui grâce aux découvertes de MM. Ossian Bonnet, 

Bour, Codazzi, e tc . , m'a été particulièrement utile. 

CHAPITRE I. 

C O N S I D É R A T I O N S G É N É R A L E S S U R L A T H E O R I E D E S S U R F A C E S . 

Nous croyons devoir établir tout d 'abord, aussi rapidement que pos

sible, les formules fondamentales de la théorie des surfaces. Ce résumé 

d'une théorie bien connue nous fournira l'occasion de fixer, pour n 'y plus 

revenir, un certain nombre de notations et de faire en outre quelques re

marques qui nous seront utiles dans la suite. 

Une surface quelconque peut être définie par l'expression des coordon

nées cartésiennes x, y, z en fonction de deux paramètres arbitraires A, u : 

(1) 

Les courbes A — const . , w —cons t . dessinent sur la surface un réseau 

qui est orthogonal si l'on s'impose la condition 

que nous écrirons sous la forme abrégée 

( 2 ) 

Nous appellerons L , M les coefficients métriques correspondant aux 

deux courbes / t t==const . , A = const. , c'est-à-dire que L rfA, M du repré

sentent respectivement les longueurs des arcs de ces deux courbes com

prises entre les courbes A, A dx et ,u, /u - j - du. Nous appellerons p , , p 2 

les rayons de courbure géodésique des deux courbes, supposés positifs 

lorsqu'ils sont dirigés dans le sens des arcs positifs M du, L dA; R, , R 2 dé

signeront les rayons de courbure normaux et T ( , T 2 les rayons de torsion 



géodésique. Le sens positif de R t , R 2 , T , , T , sera un certain sens, arbi

trairement choisi sur la normale. 

Cela posé, on a 

(3) 

Des considérations géométriques très simples donnent d 'autre part 

(4) 

Soient X, Y, Z les cosinus directeurs de la normale, définis par les équa

tions 

On trouve sans peine 

(5) 

d'où T , — T 2 . Nous représenterons par T la valeur commune donnée 

par 

Pour que cette formule soit exacte en signes, il suffit de convenir que , 

lorsque T est positif, le sens positif de la normale au point ( A , /u) fait un 

angle aigu avec le sens positif de la tangente au point ( A , u - h dit) à la courbe 

A = const. 

Les groupes (3) , ( 4 ) , (5) donnent sept équations qui font connaître 

L , M, p ( , p 2 , R ( , R 2 , T en fonction de x, j , z. Si l'on y joint l 'équa

tion ( 2 ) , on obtient un système de huit équations entre lesquelles on peut 

éliminer x, y, z, ce qui conduit à cinq équations distinctes entre L , M, 

p , , p 2 , R , , R 2 , T . Nous allons former ces cinq équations. 

L'équation (2 ) donne 



Par suite, 

On tire d'ailleurs de la première des équations ( T ) 

Donc 

et, par conséquent, 

de même, 

(6) 

La définition de X , \ , Z conduit immédiatement aux relations 

On en déduit 

Si l 'on considère, dans ces trois équations, comme des in

connues, et si l'on remarque que 

LM, 



il vient 

On aurait de même 

Dérivons, par rapport à /u, la valeur de -jyi par rapport à A celle de 

— , et égalons les deux résultats obtenus : nous trouvons 
au. a 

Multiplions cette équation par -j^et ajoutons-la aux équations semblables 

en y et z. En tenant compte, de plus, des relations 

nous parvenons à l'équation 

(7 ) 

On aurait de même 

Les groupes (6 ) et (7) fournissent déjà quatre des équations cherchées 



Pour obtenir la dernière, calculons ^ au moyen des équations 

il vient 

Prenant la dérivée par rapport à ,u, multipliant par ^ et ajoutant les 

deux autres expressions analogues, on trouve 

On a, d'autre part , les équations 

et par suite, en opérant comme ci-dessus, 

En égalant les deux valeurs de et faisant quelques réduc

tions, on parvient à l'équation cherchée 

Les relations fondamentales qui existent entre les éléments de la surface 



sont donc 

(8) 

Ces équations montrent immédiatement que , dans la déformation d'une 

surface inextensible, les coefficients L et M restant par définition des fonc

tions invariables de A et de /u, il en est de même des courbures géodésiques 

et de la courbure totale ^ i ' Quand on se propose de trouver toutes 

les surfaces qui se déduisent les unes des autres par une déformation sans 

extension, il suffit de considérer L, M, p { , p 2 comme des fonctions données 

et R, , R 2 , T comme des inconnues. Les trois premières équations (8) dé

terminent alors ces inconnues, et toute la difficulté est ramenée à celle de 

l'intégration de ces équations ( ' ) . 

Nous serons conduits, dans la suite de ce travail, à envisager d'une 

façon spéciale les déformations infiniment petites d'une surface donnée. Si 

l 'on désigne par /, m, ô les variations inconnues qui résultent pour ^ - j -j^-

et ^ d 'une telle déformation, les équations du problème deviennent 

(9) 

( 1) M. Ossian Bonnet a démontré (Journal de l'Ecole Polytechnique, XLIIe Cahier, p. 35), que 
sept fonctions L, M, p p 2 , R,, R2, T satisfaisant aux équations (8) déterminent toujours une sur
face, et une seule. 



Ces équations sont plus simples que les équations (8) , car elles sont 

linéaires en /, m, Q. 11 peut donc arriver qu'elles soient intégrables sans 

qu'il en soit de même des équations (8) . 

Si l'on pose, pour abréger, 

la. troisième équation (9) devient 

Cette valeur de 9, portée dans les deux premières, conduit au système 

suivant : 

Choisissons arbitrairement, pour tous les points d'une courbe 

y (A, U) = o, les valeurs de / et m. Les deux équations 

jointes aux deux précédentes, déterminent en général les valeurs de ' 

dnL. On connaît alors les valeurs des inconnues pour les points d 'une 
à A du. r 1 

courbe infiniment voisine de la première, et, en marchant ainsi de proche 

en proche, on trouvera la déformation de toute la surface. 

Mais, lorsque le déterminant des quatre équations est nul, c'est-à-dire 

lorsque 



les quatre équations sont incompatibles, à moins que chacune d'elles ne 

soit une conséquence des trois autres. En développant le déterminant, on 

trouve 

ou 

Cette équation est celle des lignes asymptotiques. 

On peut donc dire que : 

Les lignes asymptotiques d'une surface sont les caractéristiques de ses 

déformations infiniment petites. 

Pour une ligne quelconque tracée sur la surface, on peut se donner 

arbitrairement la déformation subie; au contraire, une ligne asymptotique 

ne peut être déformée que suivant une loi déterminée. 

On trouvera facilement cette loi en supposant que les courbes A = const. 

constituent l'un des systèmes de lignes asymptotiques. Alors T ! - = o, et, 

par suite, a est nul ainsi que ses dérivées (nous excluons ici le cas des sur

faces développables, dans lequel ^ — o entraînerait ~ = o). Faisons 

a~o dans les équations ( 1 0 ) et é l i m i n o n s ^ ; il vient 

Pour satisfaire à cette équation, on peut choisir d 'une façon quelconque 

les valeurs de m ; / est alors déterminé par une équation linéaire du premier 

ordre. Mais il est impossible, dans le cas général, de trouver comment 

varient l et m, lorsqu'on passe d'une caractéristique à la caractéristique in

finiment voisine. Il faudrait, pour cela, obtenir des valeurs de l et m satis

faisant à l 'équation ( 1 1 ) et à l 'une des équations ( 1 0 ) , par exemple 

Signalons ici une propriété intéressante de la ligne asymptotique 



A = const. Si l'on suppose que l'on ait, pour cette ligne, m — o, 9 s'an

nule également, puisque a — o . Mais / peut varier en restant seulement 

assujetti à la condition 

Les équations m — o et 9 —-z o, jointes à celle qui exprime la constance 

de la courbure géodésique, indiquent que la ligne asymptotique considérée 

n 'éprouve aucune déformation. Donc : 

On peut faire subir à une surface une déformation infiniment petite, 

telle que la figure d'une ligne asymptotique donnée reste invariable. 

Cette propriété n 'appartient qu'aux lignes asymptotiques. En effet, la 

première courbure ^- d 'une ligne quelconque A const. ayant pour pro-

jection sur le plan tangent la courbure géodésique, qui reste toujours indé

pendante de la déformation, la première courbure ne peut être invariable 

que si l'angle formé par le plan oscillateur avec le plan tangent ne se mo

difie pas. Dans ces conditions, la courbure normale, qui est égale à la p ro

jection de la première courbure sur le plan normal à la surface, ne change 

pas non plus. D'autre part , l'angle da de deux plans osculateurs consécu

tifs est égal à la somme de la torsion géodésique dp et de l'accroissement 

dy de l'angle formé par le plan osculateur avec le plan tangent correspon

dant. Quand la courbe ne se déforme pas, dx et dy restent invariables : il 

en est donc de même de dp, et par conséquent de la torsion géodésique ~ • 

Enfin, la constance des quantités > 4; entraîne celle de ~- • 
1 lia 1 ri, 

On a donc, pour tous les points de la courbe considérée, 1 = o, m — o, 

6 — o, et, par suite, d'après ce que nous avons vu, ces quantités sont nulles 

pour tous les points de la surface. 

La condition m = o, appliquée à une ligne asymptotique, est, d'après 

ce qui précède, suffisante pour que cette ligne demeure invariable. Elle 

exprime d'ailleurs que la courbure normale reste nulle, et l'on peut dire, 

par suite, que : 

Lorsqu' une ligne asymptotique a pour transformée une ligne asym

ptotique, ces deux lignes sont identiques. 



La proposition, démontrée pour une déformation infiniment petite, 

s'étend évidemment à une déformation finie quelconque, pourvu que la 

ligne soit asymptotique dans tous les états intermédiaires. 

Réciproquement : 

Si une ligne asymptotique ne se déforme pas, elle reste nécessairement 

asymptotique. 

Car, si elle n'était pas asymptotique dans l'état final, on ne pourrait , sans 

la déformer, repasser à l'état initial : ce qui est inadmissible. 

Si l'on s'imposait la condition que toutes les lignes asymptotiques d'un 

système A — const. restassent asymptotiques dans la déformation, l'équa

tion (1 2 ) , dans laquelle on aurait à faire m o , donnerait / — o, à moins 

que y ne fut nul, c'est-à-dire à moins que les lignes asymptotiques ne 

fussent des génératrices rectilignes. Les quantités K - et par suite 4 
& 0 1 R, R, ' 1 

seraient donc invariables, et la surface ne serait pas déformable. 

La démonstration n'est pas plus difficile dans le cas d'une déformation 

finie. Lorsque le système A - const. est asymptotique, la courbure totale se 

réduit à — et, par conséquent, si le système reste asymptotique, ^ est 

invariable. Comme d'ailleurs ^- — o, la première des équations (8) donne 

= const., à moins que — ne soit nul. Donc : 

Deux surfaces applicables l'une sur l'autre coïncident lorsque les 

lignes asymptotiques non rectilignes de V un des systèmes dans l' une des 

surfaces ont pour transformées les lignes asymptotiques de l'un des sys

tèmes dans l'autre surface. 

Ce théorème est du à M. Ossian Bonnet (Journal de l'École Polytech

nique, XLI1° Cahier, p . 44)-

Nous n'insisterons pas davantage sur ces considérations purement 

géométriques, que nous avons exposées seulement à cause du rôle capital 

des lignes asymptotiques dans le problème de l'équilibre des surfaces. Dans 

un Mémoire lu le 2 3 mai 1 8 5 3 devant l'Académie royale d'Irlande, le p ro -



fesseur Jelletta étudié à un point de vue tout à fait analogue la déformation 

des surfaces. Les comptes rendus (Proceedings of the royal Irish Academy, 

vol. V , p . 4 4 0 contiennent seulement les conclusions de ce Mémoire, qui 

sont les suivantes : 

I. — SURFACES CONVEXES (Oval surfaces). 

« Si une courbe ou une portion de courbe tracée sur une surface con

vexe inextensible est maintenue fixe, toute la surface reste également fixe. 

If. — SURFACES DÉVELOPPABLES. 

» 1 . Si un arc de courbe tracé sur la surface et n' appartenant ni a 

l'arête de rebroussement ni à une génératrice rectiligue est maintenu fixe, 

toute la portion de surface comprise entre l'arête de rebroussement et les 

génératrices rectilignes qui passent par les extrémités de l'arc de courbe 

reste également fixe. 

» 2 . L'arête de rebroussement ou une génératrice rectiligne peut en 

général être rendue fixe sans rendre fixe aucune partie de la surface. 

» 5 . Les génératrices rectilignes d'une surface développable sont 

rigides. » 

Observons ici que ce dernier théorème n'est vrai que dans certaines 

limites de déformation, car, si l'on considère une portion de surface déve

loppable ne comprenant aucune partie de l'arête de rebroussement, on 

peut la développer sur un plan et l 'enrouler ensuite sur une autre surface 

développable : il est évident qu'après cette déformation les nouvelles géné

ratrices rectilignes ne correspondront pas, en général, aux premières. 

III. — SURFACES CONVACO-CONVEXES 

Le professeur Jellett désigne sous le nom de courbes de flexion (curves 

of flexure) les lignes asymptotiques, qui sont alors réelles, et énonce ces 

trois théorèmes : 

« 1. Si un arc de courbe autre qu'une courbe de flexion est maintenu 



fixe sur la surface et si l'on mène par chaque extrémité de cet arc les deux 

courbes de flexion, le quadrilatère compris entre les quatre courbes de 

flexion ainsi formées reste fixe. 

» 2 . On peut fixer une courbe de. flexion sans empêcher la déformation 

d'aucune portion finie de surface. 

» 3 . Si deux arcs de courbe de flexion partant du même point sont 

maintenus fixes, le quadrilatère compris entre ces deux arcs et les deux 

autres courbes de flexion menées par leurs secondes extrémités reste égale

ment fixe. » 

La démonstration de tous ces théorèmes se déduit sans peine des for

mules précédemment établies. Nous aurons du reste à démontrer, au sujet 

de l'état d'équilibre, des propositions du même genre. 

Lorsqu'on cherche à traiter le cas d 'une déformation infiniment petite, 

on peut , au lieu des courbures normales et de la torsion géodésique, con

sidérer le déplacement que subit chaque point de la surface et prendre 

comme inconnues les projections de ce déplacement sur trois axes rectan

gulaires donnés. Les coefficients différentiels du premier ordre satisfont, 

avant comme après la déformation, aux équations 

Si donc £, «, ^désignent les variations infiniment petites de x,y7 z7 on a 

Faisons coïncider les axes Ox, Oy, Oz respectivement avec les tan-



gentes aux courbes /u = const. , A = const. et avec la normale à la surface 

au point (x,y, z). Les trois équations se réduisent à 

Soient, d 'une manière générale, h,, h2, k les projections du déplace

ment (£, «, 'Q sur les deux tangentes et sur la normale. On a, pour la 

position actuelle des axes de coordonnées, 

De plus, on trouve sans difficulté, en laissant fixes les axes Ox, Oy, Oz 

et faisant varier la position du point (oc,y, z ) , 

Les inconnues h,, h.,, k doivent donc satisfaire aux trois équations 

(13) 

En éliminant T , on obtient entre h, et h2 deux équations du premier 

ordre dont les caractéristiques sont encore, ainsi qu'il est facile de s'en 

assurer, les lignes asymptotiques de la surface. 

Les équations (13) peuvent servir à la démonstration des théorèmes que 

nous avons exposés concernant la déformation des surfaces ; mais il est 

inutile de nous arrêter davantage sur ce sujet. 



CHAPITRE II. 

PROPRIÉTÉS STATIQUES DES SURFACES. 

Considérons une surface en équilibre sous l'action de forces données 

que nous appellerons forces extérieures, et imaginons qu 'on découpe dans 

cette surface un contour fermé quelconque. La portion de surface ainsi 

détachée restera en équilibre si l'on applique sur le contour des forces 

convenablement choisies, tangentes à la surface. Nous les désignerons 

dans tout ce qui suit sous le nom de forces de tension, et nous les suppo

serons toujours rapportées à l'unité de longueur, comme dans un fluide 

on rapporte les pressions à l'unité de surface. La force de tension qui 

s'exerce sur un élément de contour est, en général, oblique à cet élément : 

elle a donc une composante normale et une composante tangentielle. On 

peut appeler la première force d'arrachement ou de compression, suivant 

son signe, et la seconde force de cisaillement (dénominations empruntées 

à la théorie de la résistance des matériaux). Tout élément linéaire de la 

surface est soumis à une force d'arrachement et à une force de cisaille

ment, dont le sens se renverse suivant que l'on considère l'une ou l 'autre 

des portions de surface qu'il sépare. 

L'élément de surface compris entre deux courbes orthogonales (A, A -{-• r/A) 

et (u, /u-\-du) se projette sur son plan tangent suivant une figure ABCD 

(fig. i ) , qu 'on peut confondre avec un rectangle, en négligeant les infiniment 

petits d 'ordre supérieur au premier. Dans les mêmes limites d'approximation, 

les tensions se projettent en vraie grandeur; de plus, elles sont constantes 

sur chacun des côtés et égales, mais de signes contraires, sur deux côtés 



parallèles. Si l'on prend la somme des moments de toutes les forces par 

rapport à la normale menée au centre du rectangle, on voit sans peine que 

les forces extérieures et les forces d'arrachement ne peuvent donner que 

des moments du second ordre, tandis que les forces de cisaillement t et 

t', exercées l'une sur AB et CD, l 'autre sur AC et BD, donnent le moment 

résultant : 

(t — t') AB x BD. 

L'équilibre de l'élément rectangulaire n'est donc possible que si t .-— t'. 

De là ce théorème : 

Les forces de cisaillement développées en un point donné sur deux 

élément.,- linéaires qui se coupent à angle droit sont égales. 

L'égalité t ----- t' suppose que les forces t et t', appliquées tangentiellement 

aux côtés CA et CD se dirigent toutes les deux vers C ou bien en di

vergent toutes les deux. Nous admettrons que, pour un rectangle dont les 

côtés CD et CA sont positifs de C vers D et de C vers A, les forces de 

cisaillement sont positives lorsqu'elles se dirigent vers C. On verra plus 

tard la raison de cette convention. 

Nous définirons le sens des forces d'arrachement qui s'exercent sur le 

même rectangle en admettant que, sur les deux côtés CD et CA, elles sont 

positives quand elles sont de même sens que les directions positives CA, CD. 

Projetons maintenant sur son plan tangent un élément triangulaire formé 

par les courbes orthogonales A, u et par une troisième courbe assujettie 

seulement à passer à une distance infiniment petite du point de rencontre 

des deux premières. En négligeant les infiniment petits d 'ordre supérieur 

L. 3 



au premier, on obtient pour projection un triangle rectangle CBD (fig- 2 ) , 

qu 'on peut regarder comme égal à la moitié du rectangle ABCD. Soit a 

l'angle aigu BCD. Il est aisé de reconnaître que les forces de tension, 

supposées positives pour CD et D B , ont les directions représentées 

par les flèches. Nous appellerons t la force de cisaillement commune à BD 

et CD, nK et n„ les forces d'arrachement exercées sur CD et BD. Le côté 

BC est également soumis à des tensions. Nous supposerons que le sens 

positif de la force de cisaillement T est celui de C vers B et que celui 

de la force d'arrachement N est le sens qui pénètre vers l 'intérieur du 

triangle. 

En projetant toutes les forces sur BC et sur sa perpendiculaire, et re

marquant que les forces extérieures ne donnent que des termes du second 

ordre , on a 

(14) 

La seconde formule montre que T s'annule en chaque point pour deux 

directions OX, OY réelles et rectangulaires, définies par 

En faisant coïncider AG et BC avec ces deux directions, qu 'on peut 

appeler directions principales de tension, on a 

Soit (fig- 3) OM la direction a. Menons une droite O F , représentant 

en direction, sens et grandeur, à une échelle arbitraire, la tension cor

respondante. Les coordonnées du point F sont 

x = T cosa 4 - N sinx = //.2 sin#, 

y = T sin« — Ncosa = — n{ eosa, 



d 'où, en appelant j3 l'angle FOX, 

Lorsque a. varie, le point F décrit l'ellipse 

mais la considération de cette ellipse est sans utilité, parce qu'elle ne 

relie pas d 'une manière simple les directions OF et OM. Si nous portons 

sur OM la longueur OM les coordonnées du 

point M sont 

d'où 

En comparant cette équation à celle qui donne le produit tang* tang,6, 

on reconnaît immédiatement que OF et OM sont deux directions con

juguées de la conique ainsi obtenues. Nous appellerons cette conique in

dicatrice des tensions. Rapportée à deux axes rectangulaires de direction 

quelconque, son équation devient 



Lorsque l'indicatrice est une ellipse réelle, tous les éléments linéaires 

menés par le point considéré sont soumis de la part de la surface à des 

efforts normaux de compression. Lorsque c'est une ellipse imaginaire, les 

efforts normaux de compression sont remplacés par des efforts de traction. 

Lorsque c'est une hyperbole , l'action normale produit pour certaines 

directions un effort de compression, pour d'autres un effort de traction, 

et, dans ce cas, il existe deux directions réelles pour lesquelles l'action 

normale se réduit à zéro. 

Il peut être intéressant, dans certains cas, de connaître l'intensité totale 

de la tension exercée sur un élément linéaire. Le carré de cette quantité 

est donné par 

La plus grande valeur de la tension totale correspond, d 'après cela, à 

la direction du petit axe de l'indicatrice des tensions. 

Les propriétés connues des diamètres d 'une conique, énoncées pour 

l'indicatrice, se traduisent par une série de théorèmes sur les tensions aux

quels il est inutile de nous arrêter. Etablissons seulement une relation qui 

nous servira dans la suite. 

Les deux directions a et fi étant conjuguées, si l'on désigne par <p l'angle 

qu'elles forment entre elles, par N, et N 2 leurs tensions normales, et par 

N' t la tension normale de l'élément dont la direction est ^ -+- a, on a évi

demment 

On tire de là, en éliminant n, et « 2 , 

(15) 

Les considérations que nous venons d'exposer montrent que , si l 'on 



trace sur une surface une double série de courbes orthogonales A, u, il 

suffit de connaître en chaque point les efforts d'arrachement et l'effort 

commun de cisaillement qui s'exercent sur les éléments Lf/A, M du pour 

que l'état d'équilibre de la surface soit entièrement connu. Soient n, l'ef

fort d'arrachement sur L rfA, n, l'effort d'arrachement sur M du,, t l'effort 

commun de cisaillement ; nt ,n2ett sont trois fonctions de A et de fx qu'il 

s'agit de déterminer. 

En considérant l'élément superficiel dont les côtés sont L c/A, M f / w 

comme un solide libre soumis aux forces extérieures et aux forces de tension 

qui se développent sur son contour, on pourrait écrire les équations 

d'équilibre d'un solide invariable. Les axes de projection seraient naturelle

ment la normale à la surface et les tangentes aux courbes coordonnées. En 

poussant l 'approximation jusqu'au second ordre dans les équations des 

projections des forces, jusqu'au troisième ordre dans celles des moments, 

on verrait que les équations des moments se réduisent à celles des p ro -

jections, et l'on parviendrait sans difficulté aux conditions d'équilibre. 

Mais la méthode suivante conduit au but d 'une façon plus rapide. 

Appelons, comme nous l'avons fait précédemment, hi, / / 2 , k les projec

tions des déplacements de chaque point de la surface sur les tangentes aux 

coordonnées et sur la normale après une déformation infiniment petite. On 

voit immédiatement que le travail des forces de tension est égal à 

Soit, au point (A, u), F la force extérieure rapportée à l'unité de 

surface. Soient F , , F 2 ses composantes suivant dx, du, et $ sa composante 

normale. Le travail élémentaire des forces extérieures appliquées à l'élé

ment est 

On doit donc avoir, pour toutes les valeurs possibles de //,, h2, k, 



ou bien 

Remplaçons les dérivées de ht et de h2 par leur valeurs tirées des 

équations (13); puis, comme h{, h,, k sont susceptibles d 'une infinité de 

valeurs indépendantes, écrivons que les coefficients de ces trois quantités 

sont identiquement nuls. Il vient 

( 1 6 ) 

Telles sont les équations, nécessaires et suffisantes pour l 'équilibre, qui 

donnent nt, n2 et t. Comme il y a autant d'inconnues que d'équations, il 

s'ensuit que F , , F , , $ ne sont assujettis à aucune condition et que , par 

conséquent : 

Une surface peut rester en équilibre sous l'action de forces quelconques. 

Ce théorème semble au premier abord paradoxal ; mais il suffit de se 

rappeler que , lorsqu'une courbe tracée sur une surface reste fixe, toute 

la surface reste également fixe (à moins que la courbe ne soit une asym

ptotique), pour comprendre que les conditions d'équilibre d 'une surface se 

réduisent à des conditions relatives aux limites. De là une différence com

plète entre le problème de la courbe funiculaire et celui qui nous occupe. 

Les équations 



ont bien une certaine analogie de forme avec les équations (16), mais elles 

ne renferment qu 'une tension inconnue, dont l'élimination conduit à la 

condition d'équilibre 

*~ lis " 

Rien de pareil dans le cas des surfaces. 

Les conditions aux limites ne pourront s'écrire explicitement que 

lorsqu'on saura intégrer les équations d'équilibre. Si l'on trouve que ces 

conditions ne peuvent être satisfaites, on devra en conclure que l'équilibre 

de la surface n'a pas lieu et qu'elle se déforme nécessairement sous 

l'action des forces qui lui sont appliquées. On sera alors amené à aborder le 

troisième et dernier des problèmes énoncés dans l'Introduction : 

Quelle déformation subit une surface donnée sous l'action de forces 

qui ne satisfont pas aux conditions d équilibre ? 

On suppose ici, cela va sans dire, que l'on sache comment varient les 

forces quand la surface se déforme. Pour que le problème soit résoluble, 

il faut qu 'on puisse déterminer toutes les surfaces applicables sur la 

surface donnée dans les conditions où l'on se trouve placé. Il faut ensuite 

que, pour chacune de ces surfaces, on sache intégrer les équations 

d'équilibre et former les conditions relatives aux limites. Quiconque a 

étudié la théorie de la déformation des surfaces et s'est rendu compte des 

difficultés qu'elle présente admettra sans peine que le problème dont 

nous venons de donner l 'énoncé dépasse de beaucoup la portée actuelle 

de la science. J 'a i réussi, pour quelques cas très particuliers, à obtenir dans 

cette voie des résultats qu 'on trouvera exposés plus loin. Peut-être, en 

considérant des surfaces assujetties à ne subir que des déformations très 

petites et se contentant d'une certaine approximation, obtiendrait-on des 

théorèmes intéressants. Mais mes efforts se sont portés, dans ce travail, 

vers un but plus facile à atteindre : j 'a i cherché à analyser les conditions 

d'équilibre des surfaces et les lois suivant lesquelles se développent les 

divers efforts de tension; j ' a i concentré, en un mot, mon attention sur les 

deux premiers problèmes énoncés dans l ' introduction. 



Il n'est pas inutile de faire ici une remarque en vue des applications 

pratiques dont cette théorie est susceptible : la répartition des tensions 

dans une surface en équilibre est tout à fait indépendante de l'inextensi-

bilité que j 'a t t r ibue à cette surface. Car, lorsqu'une surface extensible est 

en équilibre, on peut , sans rien changer, supprimer par la pensée son 

extensibilité. Les conditions relatives à l'équilibre d 'une surface inexten

sible sont donc nécessaires pour l'équilibre de la même surface rendue 

extensible ; seulement, elles ne sont pas en général suffisantes. 

Les premiers membres des équations ( 1 6 ) sont identiques, sauf les noms 

des inconnues, à ceux des équations ( 9 ) . De là il résulte immédiatement 

que : 

Lorsqu'une surface ou une portion de surface n'est soumise ci aucune 

force extérieure, les tensions /in n.2, t qui peuvent s'y développer sont 

proportionnelles aux variations que subissent, dans une certaine déforma

tion infiniment petite de la surface, les courbures ~7 ^-

Ce théorème fondamental donne la clef de la liaison intime qui existe 

entre le problème de l'équilibre des surfaces et celui de leur déformation. 

Les équations ( 1 6 ) sont susceptibles, quelles que soient les forces exté

rieures, d 'une simplification importante. Posons 

La troisième équation devient 

Nous pouvons, toutes les fois que — p - — n'est pas nul, c'est-à-dire 

toutes les fois que la surface n'est pas développable, déterminer la fonc

tion a par la condition 

Portons cette valeur de a dans les expressions de n,n, t. Les deux 



premières équations ( 1 6 ) étant linéaires, leurs premiers membres s'annulent 

lorsqu'on remplace n,, n2, t par ^ ou par ces quantités multipliées 

par une constante. Il reste donc seulement 

On conclut de là que, a étant une fonction déterminée comme on vient 

de le voir et les forces tangentielles F , , F 2 étant mises sous la forme 

le système des forces extérieures peut être divisé en deux parties : 

I° La force normale <I> et les forces tangentes 

Ce système admet, comme solutions particulières, les tensions n, = 

n., — ^ - i t = — • Nous le désignerons sons le nom de système normal. 

2° Les forces tangentielles F ' 1 , F2 sans forces normales. Ce système, que 

nous désignerons sous le nom de système tangentiel, donne lieu à des 

tensions déterminées par les équations suivantes, dans lesquelles nous 

effaçons les accents devenus inutiles : 

( 7 ) 



Quand on saura trouver trois valeurs nn n2, t formant une solution 

particulière de ce système, il suffira de leur ajouter terme à terme les 

solutions Î^-J ^ du système normal et les valeurs générales qui satis-

font aux équations sans second membre pour avoir la solution générale 

des équations (1 6 ) . 

L'intégration des équations sans second membre constitue le problème 

de la déformation des surfaces, simplifié par l 'hypothèse que l'on a affaire 

à une déformation infiniment petite. Par conséquent, la difficulté spéciale 

du problème de l'équilibre réside dans la recherche d'une solution parti

culière relative au système de forces tangentielles. 

Si l'on connaît deux solutions particulières (/', m', 9'), (l", m , 9") des 

équations ( 9 ) , on peut appliquer à la recherche d 'une solution particu

lière des équations (17) la méthode de la variation des constantes arbi

traires. 

En posant 

on aura, pour déterminer les fonctions a et b, les deux équations 

Dans ces deux équations, les inconnues n'entrent plus que par leurs 

dérivées. Cette méthode conduit à un résultat avantageux lorsque les 

équations (9) admettent une solution /", m", 9" telle qu 'on ait 

Si l'on écrit 



les équations qui déterminent a et b conduisent à la suivante : 

équation à une seule inconnue dont l'intégration est incomparablement 

plus facile que celle de deux équations simultanées. 

L'expression ô' / 2 — l''m" peut être regardée comme l'invariant de 1 indi

catrice des tensions, en supposant que les forces extérieures soient nulles. 

Si l'on appelle /, m les tensions principales, on doit avoir 

d'où / — o ou m — o. 

Soit par exemple l = o. On a d'ailleurs, pour les directions principales, 

(3~-o . Si donc on suppose que les équations (9) soient rapportées aux 

lignes de tension principales, elles se réduisent à 

Pour que ces équations puissent être satisfaites sans faire m = o (ce 

qui entraînerait ï' — m1,' — 0" = o ) , il faut que - et ~ soient nuls tous les 
1 1 1 pi i\i 

deux, ce qui n 'a lieu que dans le cas des génératrices rectilignes. 

La solution Q"2 — t'ml' = o ne peut donc exister, et, par suite, le p ro

cédé d'intégration que nous en avons déduit n'est applicable que lorsqu'il 

s'agit d 'une surface réglée. 

Revenons au système général dont l'équilibre est exprimé par les équa

tions ( 1 6 ) . On peut évidemment, en substituant à la place de n,, n2, t des 

fonctions quelconques de A et de u, trouver pour F , , F 2 , <I> une infinité 

de valeurs qui rendront l'intégration possible. Si l 'on pose par exemple, 

en appelant A une constante, 

on trouve 



Il serait puéril de multiplier les exemples de ce genre; cependant, le 

cas suivant mérite d'être signalé. 

Si l'on a 

W étant une fonction quelconque, ou, ce qui revient au même, 

on peut poser 

et les équations se réduisent à 

Posons encore n\ — ~- ; n\, //., = ^- 4 - n"2, t = A 4 k étant une 

constante. Les deux premières équations ne changent pas de forme, et le 

second membre de la dernière devient 

Si cette expression est nulle, les trois équations se trouvent privées de 

second membre et l'on est ramené au problème de la déformation infini

ment petite. La même chose arriverait si k, au lieu d'être une constante, 

était une fonction satisfaisant aux deux équations 



Ce dernier cas n'est possible que si ~ = o, c'est-à-dire si la 

surface est développable ; mais alors k disparaît de l'expression de la force 

normale, qui se réduit à 

Il est intéressant de rechercher quelles conditions doivent remplir les 

forces extérieures pour que l'on ait constamment n, = n2 et t — o, c'est-

à-dire pour que toutes les directions passant par un même point soient 

soumises à des tensions identiques. Les équations (16) se réduisent, en 

vertu de ces hypothèses, en remplaçant //, et //., par n, et désignant par ^ 

la courbure moyenne H- lX 

Si l'on pose LdA — dst, Mdu <7.?2, les conditions cherchées peuvent 

s'écrire 

En éliminant n entre les valeurs de F , et de F 2 , on trouve cette troi

sième condition, qui rentre dans les deux premières, 

Quand les forces extérieures sont partout normales à la surface, la con

dition nécessaire et suffisante pour que l'on puisse avoir /z, — n2 et t — o 

est que <PR soit constant. S'il en est ainsi, la valeur de n est également 

constante en tous les points de la surface. 



Les points d 'une surface pour lesquels nt — Ji.2 et t — o jouent , par 

rapport aux tensions, un rôle analogue à celui des ombilics par rapport 

aux courbures ; on peut désigner ces points sous le nom de points d'équi

libre ombilical. 

Pour que l'analogie fût complète, il faudrait que, sur une surface en 

équilibre, ils fussent généralement isolés, à la manière des ombilics. Nous 

allons faire voir qu'il n 'en est pas ainsi. 

Considérons en effet une surface en équilibre, et rapportons les équa

tions aux lignes de tension principales. 11 suffit pour cela de faire t — o , 

ce qui donne 

Pour qu 'un point soit ombilical, il faut et il suffit que l'on ait nK ~= n2. 

Pour qu 'un point infiniment voisin soit également ombilical, il faut et il 

suffit qu 'on puisse trouver une direction du — kdh telle que l'on ait 

Or, de l'égalité nt~ / / 2 , il résulte 

En différentiant la troisième équation par rapport à A, puis faisant 
I I 2 

n = ru et -;-- -., .. ? on trouve 

de même 



Ces valeurs, portées dans l'équation 

déterminent une direction (toujours unique, à moins qu'elle ne soit quel

conque) suivant laquelle existe un point ombilical infiniment voisin du 

premier. 

Par sui te , lorsqu'il existe un point de tension ombilicale, il en existe 

une infinité, formant sur la surface une ligne de tension ombilicale. 

Lorsqu 'une ligne ombilicale appartient à l 'un des systèmes de lignes 

principales, sa forme est complètement déterminée dès que l'on connaît 

l 'un de ses points. En effet, si nous supposons que l'ombilicale soit repré

sentée par u = const. , nous avons pour cette ligne, en vertu des équa

tions générales, 

d 'où, en remplaçant LdA par ds, 

En chaque point de la surface, il existe toujours une direction, et une 
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seule, pour laquelle cette condition est remplie. Soit en effet AF (fig. 4) 

la projection de la force extérieure sur le plan tangent au point A. 

Soit AM = ds un élément passant par A et faisant avec AF l'angle 

MAF — a. Soient da, da les projections de cet élément sur AF et sur la 



perpendiculaire AP à AF. On a 

ou 

D'ailleurs, la composante F , de la force extérieure suivant AM est égale 

à F cosa. Par suite, la condition trouvée plus haut peut s'écrire 

d'où 

direction tout à fait indépendante des fonctions arbitraires introduites par 

l'intégration. 

Tandis que les autres lignes de tension principales se déforment d'une fa

çon quelconque suivant les conditions relatives aux limites, la ligne ombilicale 

dépend d'une seule constante arbitraire. En particulier, quand il n 'y a pas 

de forces normales, la ligne ombilicale est toujours une trajectoire ortho

gonale des forces tangentielles. 

Quelles que soient les forces extérieures, on peut répéter, à propos des 

équations (16), une grande partie des remarques qui ont été faites précé

demment sur les équations ( 9 ) . Ainsi, il est possible en général de choisir 

arbitrairement les valeurs de deux des inconnues pour tous les points 

d 'une courbe tracée sur la surface, et l'on détermine ainsi l'état de toute 

la surface. Cependant, cette proposition ne peut être entièrement vraie, 

car, sans cela, en considérant une portion de surface limitée à un contour 

fermé et soumise à des forces extérieures quelconques, on pourrait s'im

poser la condition que la force d'arrachement et la force de cisaillement 

fussent nulles pour tous les points du contour. On arriverait ainsi à con

clure qu 'une portion de surface entièrement libre reste en équilibre quelles 



que soient les forces extérieures, résultat évidemment absurde. Il est facile 

de voir en quoi le raisonnement est vicieux. Traçons sur la portion de 

surface une série de courbes fermées, s'entourant les unes les autres et 

commençant par le contour donné pour se réduire finalement à un point 

isolé P . La loi des tensions auxquelles le contour est soumis déterminera 

celle des tensions auxquelles est soumise la courbe infiniment voisine, et 

ainsi de suite, jusqu'à ce qu 'on arrive au point P . Mais, pour une courbe 

infiniment petite enveloppant le point P , la loi des tensions est bien déter

minée; elle s'exprime, en négligeant les quantités infiniment petites, par 

les formules ( 14 ) > dans lesquelles figurent seulement trois constantes arbi

traires. Les fonctions arbitraires introduites par l'intégration doivent être 

déterminées en conséquence ; elles doivent, de plus, être choisies de telle 

façon que les tensions au point P ne soient pas infinies. Par conséquent, 

il n'est pas permis de supposer a priori que le contour n'est soumis à 

aucun effort de tension. 

Dans le cas des surfaces à courbures opposées, les tensions qui s'exercent 

sur un contour fermé satisfont encore à une autre condition. Il est évident 

que les équations ( 1 6 ) , comme les équations ( 9 ) , admettent pour caracté

ristiques les lignes asymptotiques de la surface, lignes réelles pour ce 

genre de surfaces. Les deux fonctions arbitraires introduites par l'inté

gration sont chacune fonction de l'un des paramètres des caractéristiques. 

En d'autres termes, la solution générale peut être mise sous la forme 

<p, et <p2 désignant deux fonctions arbitraires, et « 2 étant deux quantités 

dont chacune reste constante quand on se déplace sur une courbe appar

tenant à l 'un des deux systèmes de lignes asymptotiques. 

Considérons le contour fermé C (fig. 5 ) , et choisissons arbitrairement, 

pour un point A de ce contour, les valeurs de nt et n2. Soit AB la ligne 

asymptotique passant au point A, pour laquelle « 2 reste constant. Les 
L. r) 



valeurs des tensions aux divers points de cette ligne ne dépendent plus 

que de la seule fonction arbitraire <p ((a,), et, en éliminant celle-ci, on 

obtient entre n2, t une relation F , (nn n.2, t) --- o sans fonction arbi-
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traire. Soit B le second point de rencontre de l 'asymptotique avec le 

contour. Au point B passe une autre ligne asymptotique qui coupe le 

contour en un autre point A', et, si les tensions en A' sont connues, on a, 

pour le point B, une nouvelle relation F 2 ( « , , « 2 , t) — o. Ces deux rela

tions, jointes à 

déterminent nt, « 2 et t. D'après cela, si l'on connaît les tensions en A et 

A', on les connaît également en B. Soient m, n les points de contact de 

deux lignes asymptotiques tangentes au contour, appartenant au même 

système que AB ; soient m', n' ceux de deux lignes asymptotiques du 

même système que A'B'. Si les points m et m sont choisis de façon que 

l'arc mAA' m' ne comprenne pas les points n et n e t si l 'on mène les 

asymptotiques m'p, mp qui coupent le contour aux points p et p\ on 

voit sans peine que la connaissance des tensions exercées sur l'arc mm' en

traîne la connaissance complète des tensions exercées sur l'arc pp et ne 

laisse sur chacun des arcs mn'p', m'ap qu 'une seule tension indéter

minée. 

Rien de pareil n'a lieu pour les surfaces convexes, puisque leurs lignes 

asymptotiques sont imaginaires. Nous verrons plus tard, sur un exemple 

particulier, comment les choses se passent dans ce cas. 



CHAPITRE III . 

ÉTUDE DES SYSTÈMES TANGENTIE.LS. 

Nous avons montré , dans le Chapitre précédent , de quelle façon un 

système quelconque de forces appliquées à une surface peut être décom

posé en deux systèmes, que nous avons appelés système normal et système 

tangentiel. Nous avons prouvé que l'on a toujours une intégrale du 

premier et que toute la difficulté du problème consiste dans l'intégra

tion du second : c'est celui-ci qui va maintenant nous occuper exclusi

vement. 

Un système tangentiel est caractérisé par l'absence de composante nor

male des forces extérieures. On a toujours, en pareil cas, 

En prenant comme lignes de coordonnées les lignes de courbure, cette 

équation devient 
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Elle montre que —' est toujours de signe contraire à •^••> et par consé

quent que : 

Pour les surfaces convexes, l'indicatrice des tensions est toujours hy

perbolique. 

La même proposition peut encore être énoncée de cette façon : 

Une surface convexe, soumise à des forces tangentielles, présente 

toujours deux systèmes de lignes travaillant uniquement par cisaillement. 

Dans le cas des surfaces à courbures opposées, l'indicatrice des tensions 

peut être elliptique ou hyperbolique, et, par conséquent, les lignes dont il 

s'agit peuvent être réelles ou imaginaires. Tou t ce qu 'on peut conclure 



du fait que pour les lignes de courbure est positif, c'est que l'angle 

aigu formé en un point par les lignes de glissement, quand elles sont 

réelles, ne comprend jamais une direction principale de la surface. On 

s'en rend compte immédiatement en remarquant que, dans une hyperbole, 

deux diamètres rectangulaires ne peuvent avoir leurs carrés de mêmes 

signes que s'ils sont compris tous les deux dans l'angle obtus des asym

ptotes. 

Considérons une surface rapportée à ses directions de tension normale, 

pour lesquelles t = o . L'équation de l'indicatrice des tensions est 

Les coefficients angulaires m, m' de deux directions conjuguées sont 

liés par la relation 

L'équation de l'indicatrice ordinaire de la surface est 

Les coefficients angulaires /u, u des directions asymptotiques sont les 

racines de 

ce qui donne 

Comme ~ H- ^ = o, nous pouvons énoncer ce théorème fondamental : 

Les directions asymptotiques de la surface sont deux directions conju

guées de la courbe des tensions. 

Ou, en d'autres termes : 

Les tensions qui agissent sur une ligne asymptotique sont parallèles 

aux lignes asymptotiques de l'autre système. 



En raison de cette propriété et de celles qui ont été déjà établies pour 

les lignes asymptotiques, il est intéressant de rechercher ce que deviennent 

les équations d'équilibre quand on les rapporte à ces lignes comme lignes 

de coordonnées. On pourrait établir directement les équations ainsi trans

formées, mais on réussit aussi bien par un changement de coordonnées. 

A cet effet, imaginons que les coordonnées primitives se composent d 'un 

système de lignes asymptotiques et de ses trajectoires orthogonales. Si les 

lignes asymptotiques constituent le système ,u = const. et si <p désigne l'angle 

Fig. 6 . 

de deux lignes asymptotiques OA, OB (fig. 6 ) , on a, d 'après le théorème 

précédent, en se rappelant les conventions de signes, 

Soit n la tension normale qui s'exerce sur OB. Il résulte de la for

mule (15) que l'on a 

Les deux premières équations d'équilibre deviennent, en posant, pour 

abréger, Lc?A = dst, Mdu = ds2, 

Soit f une fonction quelconque de A et de /u; soit F ce que devient 

cette fonction lorsqu'on l 'exprime au moyen des paramètres x et fi des 



lignes asymptotiques, de telle sorte que 

On tire de là 

Soient A, B les coefficients métriques qui correspondent à a et |3. Les 

déplacements da-t et dcr, effectués suivant OA et OB, sont exprimés par 

et l'on a, par suite, 

ou bien 

D'ailleurs, la fig. 6 montre que 

ds, — dtr, - h costpdtr, 

ds2—~ sin<p d?, 
et, par suite, 

d 'où, comme da et da, sont arbitraires, 

En faisant on a 



Pour il vient 

Enfin, en posant f— on obtient 

Les équations d'équilibre deviennent, par la substitution de ces valeurs, 

en multipliant tout par sin2<p, 

Soient f, f{ les composantes de la force extérieure suivant OB et OA. 

On a 

d 'où l'on déduit sans difficulté 

Introduisons la courbure géodésique - de la ligne asymptotique OB. 
P 

Pour la calculer, il suffit de projeter sur son plan tangent le triangle cur

viligne élémentaire formé par les deux lignes asymptotiques et par la tra

jectoire orthogonale au point O des lignes appartenant au système OA, en 

remarquant que l'angle des tangentes extrêmes à l'un des côtés de la 

projection est égal au quotient de l'arc projeté par son rayon de courbure 

géodésique, et que la somme des déviations que subit la tangente en un 

point de l 'un des côtés lorsqu'on fait le tour complet du triangle est 



égale à zéro. On trouve ainsi, en attribuant à p un signe convenable, 

et les formules précédentes deviennent 

En posant, pour abréger, 

on obtient finalement 

( 1 8 ) 

Telle est la forme très simple que prennent les équations d'équilibre 

quand on les rapporte aux lignes asymptotiques. Il est d'ailleurs à remar

quer que l 'on parviendrait exactement aux mêmes équations pour deux 

lignes quelconques conjuguées par rappor t aux tensions; mais les asym

ptotiques sont les seules lignes de ce genre qui soient connues a priori et 

dont la situation ne dépende ni des forces données ni des fonctions arbi

traires introduites par l 'intégration. Il va sans dire que, pour l'intégration, 

d(T et dcr{ doivent être exprimés en fonction des paramètres des lignes 

asymptotiques. 

La propriété dont jouissent les lignes asymptotiques d'être les caracté-

ristisques des tensions développées sur la surface est bien mise en évidence 

par les équations ( 1 8 ) . Par exemple, les valeurs de nt pour ron t être 

choisies arbitrairement pour tous les points de la courbe sur laquelle sont 

mesurés les arcs a; mais alors la deuxième équation donnera sans aucune 



indétermination les valeurs correspondantes de n, pourvu que j - ne soit 

pas nul, c'est-à-dire pourvu que les asymptotiques de l 'autre système ne 

soient pas des génératrices rectilignes (nous laissons pour le moment ce 

cas de côté), n et n, étant ainsi déterminés, la première équation don

nera c'est-à-dire qu'elle fera connaître n pour les points d'une courbe 

infiniment voisine de la première, et la seconde équation fournira la valeur 

correspondante de nf avec introduction d 'une constante arbitraire. En 

continuant ainsi, on aura l'état de toute la surface; mais il s'introduira une 

constante arbitraire chaque fois qu 'on passera d'une caractéristique à la 

suivante, ce qui revient à dire qu 'on pourra assigner à la tension n, une 

série de valeurs arbitraires pour tous les points de rencontre d'une courbe 

quelconque avec les caractéristiques successives. Si l'on fait coïncider cette 

nouvelle courbe avec une caractéristique de l'autre système, on obtient le 

théorème suivant : 

Pour connaître l'état d'équilibre de la surface, il est nécessaire et suffi

sant de connaître l'une des tensions auxquelles sont soumises deux lignes 

asymptotiques n'appartenant pas au même système. 

Ce qu 'on peut encore énoncer en disant : 

La valeur la plus générale des tensions est de la forme 

a et fi> étant les paramètres des lignes asymptotiques et <zèr, x deux fonctions 

arbitraires. 

Comme la connaissance des tensions exercées en un point sur deux direc

tions entraîne celle des tensions exercées sur toutes les directions possibles, 

la forme que nous venons d'établir s'applique quel que soit le système de 

coordonnées, et l'on peut toujours représenter les solutions du problème par 



Si la surface est convexe, a et ^ sont des quantités imaginaires conjuguées. 

Il faut alors choisir <ar et x de façon à obtenir pour les tensions des valeurs 

réelles. 

Les équations (18 ) peuvent servir à transformer d 'une façon remarquable 

le problème de l'équilibre des surfaces. Soit A A' (fig- 7) l'élément de d 'une 

ligne asymptotique. Construisons l'indicatrice sphérique de la surface en 

menant, par le centre O d'une sphère de rayon 1, des parallèles O P , OP ' aux 

normales AN, A'N'. En vertu de la définition des lignes asymptotiques, la 

normale A'N' se projette sur le plan NAA' suivant une droite A'N" qui est 

parallèle à AN. L'élément PP ' de l'indicatrice sphérique est parallèle au 

plan N ' A ' N " : il est donc perpendiculaire à AA'. Par suite : 

L'indicatrice sphérique d'une ligne asymptotique a ses tangentes perpen

diculaires à celles de la ligne asymptotique. 

Les plans tangents aux points correspondants de la surface et de la 

sphère étant d'ailleurs parallèles, nous pouvons ajouter que : 

Les angles de contingence géodésique des deux courbes sont constam

ment égaux. 

Enfin, la longueur ds=PP' de l'élément d'indicatrice mesure l'angle 

N'A'N", lequel est égal à t^i ^ étant la torsion géodésique de la ligne 



asymptotique, c'est-à-dire la racine carrée de la courbure totale (prise 

positivement). Donc 

Soit dx l'angle de contingence commun aux deux courbes ; soit r le 

rayon de courbure géodésique de l'indicatrice sphérique. On aura 

Revenons maintenant aux équations (18), et remarquons que les indica

trices de deux lignes asymptotiques forment sur la sphère le même angle <p 

que ces lignes sur la surface. Nous pouvons remplacer les quantités -—•> 

~ par les quantités égales j-j^-> ^y.» Yr~- Par conséquent, si l'on 

désigne par v et v { les quantités qui correspondent sur la sphère à u et ut, 

les équations deviennent 

Si les indicatrices sphériques des lignes asymptotiques étaient sur la 

sphère des lignes de tension conjuguées et si les composantes des forces 

extérieures suivant les tangentes à ces courbes étaient f'Y,f'T, les équa

tions d'équilibre seraient précisément celles que nous venons d 'obtenir . 

Donc : 

Lorsqu'on connaît l'état d'équilibre d'une sphère de rayon 1 soumise 

à des forces extérieures données, on peut en déduire l'état d'équilibre 

de toutes les surfaces pour lesquelles les lignes asymptotiques admettent 

comme indicatrices sphériques des lignes de tension conjuguées sur la sphère 

et qui sont soumises en chaque point à une forcée tangentielle perpendicu

laire à celle du point correspondant de la sphère, le rapport des deux 

forces étant égal à la racine carrée de la courbure totale. 



Observons que le système des forces appliquées à la sphère n'a nulle

ment besoin d'être tangentiel. On peut même, étant donnée une surface 

soumise à des forces tangentielles quelconques, effectuer la transformation 

qui vient d'être indiquée, puis chercher à déterminer, pour la sphère, des 

forces normales telles que les transformées des lignes asymptotiques 

puissent être des lignes de tension conjuguées. Le calcul se fait sans diffi

culté de la manière suivante. 

Soit 

n-,x~ +2txy +n.,y= ---- 1 

l'indicatrice des tensions en un point de la sphère. Deux directions con

juguées sont liées par la relation 

n2mm' t(m + m'j - i - n, — o. 

Si cette équation est satisfaite par deux directions données pour lesquelles 

mm' = a, m m =b, on a 

an2 4 - bt +n ==-. o, 

relation qui, jointe aux trois équations générales, permet d'éliminer n,, n2, 

t. On obtient ainsi une équation qui détermine la force normale <ï>. Mais 

cette équation est aux dérivées partielles du second ordre et ne peut être , 

en général, d'aucune utilité pour la solution du problème. Le véritable 

intérêt de la transformation que nous avons indiquée est celui qui résulte 

de l'énoncé du théorème précédent : il consiste en ce que toute solution 

trouvée pour la sphère sera susceptible d'une généralisation immédiate. 

Cette généralisation sera souvent facilitée par l'emploi des coordonnées 

géographiques isothermes, dont l'invention est due à M. Ossian Bonnet 

(Journal de Liouville, 2e série, t . V) et qui fournissent pour l 'étude des 

surfaces un instrument si précieux. On les obtient en mettant l 'équation 

du plan tangent sous la forme 

X sin ô cos ? +Y sin 9 sin $ + Z cos 9 — S 



et en posant 

L'équation du plan tangent devient alors 

X cos.i; -+- Y sin*" + Zzsinzj- -|- z = o . 

L'interprétation géométrique de x, y, z est très simple. Si, par l'origine, 

on mène une parallèle à chaque normale de la surface, et qu 'on prenne son 

point de rencontre M avec une sphère de rayon 1, ayant l'origine pour 

centre, la projection stéréographique M' de ce point sur le plan des XY a 

pour coordonnées par rapport aux axes O X , O Y des quantités x',y' qui 

sont liées à x, y par les formules 

c 'es t -à-dire que y + ix, y — ix sont les logarithmes népériens de 

x'-\- iy, x'— iy. La troisième coordonnée, z, est la distance de l'origine à 

la trace du plan langent sur le plan des xy. Les coordonnées cartésiennes 

M, T sont liées à x,y, z par les équations 

En désignant, suivant l'usage, par p, q, r, s, t les dérivées partielles de z 

par rapport à x et j , et posant 



on trouve que l'équation différentielle des lignes asymptotiques est 

La courbure totale est égale à — , , , 1 et, par suite, la force tan-
° cos ij(uw — y) 1 

gentielle appliquée sur la surface sera égale à celle qui est appliquée sur 

la sphère, divisée par cos iy\/v2— uw. 

Une nouvelle transformation permet de ramener l'étude de l'équilibre 

de la surface donnée à celle de l'équilibre d'un plan. 11 suffit pour cela de 

considérer la projection stéréographique qui nous a servi à interpréter les 

coordonnées x,y, z. Cette projection n'altère pas les angles, et elle réduit 

les longueurs infiniment petites dans un rapport facile à calculer : ce rap-

port est — Partant de là, on verra, comme précédemment, que les deux 

équations applicables à la sphère deviennent applicables au plan, pourvu 

qu'on multiplie les forces f T,fT par — ex cos iy. 

Ici, nous ne sommes plus maîtres d ' introduire des forces normales pour 

faire en sorte que les transformées des lignes asymptotiques soient des 

lignes de tension conjuguées. En effet, la troisième équation d'équilibre 

se réduit, dans le cas du plan, à <I> = o, c'est-à-dire que : 

Un plan ne peut être en équilibre que s'il contient toutes les forces qui 

lui sont appliquées. 

Mais, en revanche, quand un plan est soumis à des forces tangentielles, 

on n'a plus à satisfaire que deux équations entre les trois inconnues nt, n2, t, 

et l 'on peut s'imposer une troisième condition, par exemple celle qu 'un 

réseau de courbes données forme des lignes de tension conjuguées. Suppo

sons que ce réseau ait pour équation différentielle, rapportée à des coor

données orthogonales quelconques A , /u, 

U d A 2 - h V \ d h d u + Wdu2 = o 



ou, en posant 

L 2 W m 2 n - 2 V L M m + UM 2 = o. 

L'équation de l'indicatrice des tensions étant 

deux directions conjuguées u, u' sont liées par la relation 

n2/u/u H- t (u + u') -\- n{ — o . 

Si u et u' sont racines de l 'équation en m, on a 

d 'où la condition 

Telle est l 'équation qui , jointe à 

déterminera les valeurs de n n « 2 , t qui conviennent au problème. 

En remplaçant A, u par les coordonnées isothermes x, y, nous aurons 

à poser 

U, V , W deviendront, pour les transformées des lignes asymptotiques, 

u, v, w. Les équations d'équilibre prendront d'après cela la forme 



Les quantités F , , F , qui figurent dans les seconds membres sont, dans 

le plan, les composantes de la force extérieure suivant les deux direc

tions y = const., x = const. En désignant par a, fi les angles formés avec 

la première de ces directions par les transformées des lignes asymptotiques, 

on a 

F , = T cos iy(f cos « -s + cos p), 

F., = Te-V cos/•) 'f, sina —/ 2 sin,S) ; 

tang a et tang S sont les racines de l'équation du second degré 

wm+-2vm + -= o. 

La transformation s'achève donc ici sans aucune difficulté. En effectuant 

la transformation inverse, on pourra toujours, connaissant les conditions 

d'équilibre d 'une portion de plan soumise à des forces données, en déduire 

les conditions d'équilibre d'une infinité de surfaces placées dans une situa

tion que l'on saura déterminer. 

CHAPITRE IV. 

A P P L I C A T I O N S . 

L'objet de ce Chapitre est d'appliquer à un certain nombre de cas par

ticuliers les théories générales qui viennent d'être exposées. 

La plus simple de toutes les surfaces est le plan. Ses propriétés statiques 

diffèrent radicalement de celles de toutes les autres surfaces et se résument 

dans les deux propositions suivantes, que nous avons déjà eu l'occasion 

de démontrer : 

I Un plan ne peut être en équilibre que s'il contient toutes les forces 

qui lui sont appliquées. 

II. L'équilibre d'un plan est défini, lorsqu'il est possible, par un sys

tème de deux équations entre trois inconnues, ce qui permet de s'imposer 

une troisième condition quelconque. 



En coordonnées cartésiennes, les équations d'équilibre sont 

Si l'on s'impose la condition / = const. , elles se réduisent à 

équations dont l'intégration se ramène à de simples quadratures; n{ renfer

mera une fonction arbitraire de x, et n2 une fonction arbitraire de y. 

Soit, par exemple, un rectangle vertical ABCD (fig. 8 ) , dont le côté 

Fig. 8. 

horizontal AB est maintenu fixe, dont les trois autres côtés sont libres, qui 

pèse un poids constant P par unité de surface et qui supporte à sa partie 

inférieure un poids <ar X CD uniformément réparti sur CD. En prenant 

CD, CA comme axes des x et des y et posant AC — h, CD = /, on aura, 

avec l 'hypothèse t = o , 

d'où. 
n2 = fonct. y, n, = P y -+- fonct. x. 

n2, devant s'annuler pour x = o et pour x = / quel que soit y, est iden

tiquement nul. La fonction arbitraire que renferme nt se détermine en 

faisant y = o , ce qui donne, que l que soit x, /? , = <ar. L'état d'équilibre 
L . 7 



est donc 

Si le côté BD, au lieu d'être libre, était soumis à un effort d'arrachement 

variable exprimé par la condition n.2= Y (Y étant une fonction de y), on 

ne pourrait plus faire l 'hypothèse t = o ; mais on pourrait supposer 

t = F(y), F étant une fonction de r convenablement choisie. En effet, on 

aurait alors 

d 'où 
n2 = F'(y) x -+- fonct. j . 

La seconde fonction de y serait nulle, puisque n2 serait encore assujetti à 

s'annuler pour x — o. En faisant x — l, on aurait 

/ F ' ( r ) = Y, 

ce qui déterminerait F . La valeur de n, ne serait pas modifiée. 

En coordonnées polaires p, a, les équations d'équilibre du plan sont, en 

remarquant que le rayon de courbure géodésique de chaque circonférence 

est — p, en vertu de nos conventions de signes, 

Appliquons ces formules au cas d'un cercle soumis à des forces exté

rieures F qui sont dirigées partout suivant le rayon et constantes pour 

chaque valeur de p. 

En supposant t= o, on a, pour un point quelconque, 

La première équation montre que nt ne dépend que de p. Soit 



La seconde équation donne 

d 'où 

Çl étant une fonction de a. On tire de là 

Pour que n2 puisse rester fini quand on approche du centre, il faut 

d 'abord que 0, soit identiquement nul. Il faut de plus que %(p) tende vers 

zéro. S'il en est ainsi, la limite de n2 sera x'{p) : elle sera donc égale à celle 

de nt. Sans cette égalité, t ne pourrait être nul pour toutes les directions 

au voisinage du centre. En résumé, l'état d'équilibre est représenté par 

t = o . 

La fonction arbitraire x (p) est assujettie seulement à s'annuler pour p — o 

et à prendre une valeur déterminée quand p devient égal au rayon du 

cercle. 

Si, au lieu d 'un cercle, on considère la zone circulaire comprise entre 

deux circonférences de rayons p et p sur lesquelles s'exercent des efforts 

normaux constants par unité de longueur, les mêmes formules sont appli

cables. Dans ce cas, la fonction x n'a pas besoin de devenir nulle pour 

p = o , mais elle doit prendre des valeurs déterminées pour les rayons 

limites p et p'. 

Nous allons donner, pour le cas très simple qui vient d'être étudié, un 

exemple des transformations dont il a été question dans le Chapitre pré

cédent. 



L'indicatrice des tensions a pour équation 

La relation entre deux directions conjuguées m, m est donc 

Introduisons les coordonnées isothermes, et posons pour cela 

Soient <œ (y) ce que devient x(p) et <p(j) ce que devient JFpdp. On a 

Donc 

Pour que les transformées des lignes asymptotiques d 'une surface satis

fassent à cette équation, il faut qu 'on ait 

ou, en posant 

Supposons, pour simplifier, qu 'on ait en outre v = o (ce qui revient à 

dire que les transformées sont également inclinées sur le rayon polaire). 

Si l'on se reporte à la définition de M , w, on trouve d 'abord 

d'où 
z= X + Y. 

X et Y représentent deux fonctions, l 'une de x, l 'autre de y. On a, de 

plus, 



ou bien 

X" + i t ang i Y ' + X - KY — K ( Y " + i t a n g i j Y ' ) = o . 

K étant nécessairement une fonction de y seul, cette équation n'est 

possible que si, en appelant C une constante, on a 

X " + X = c , 

K Y ^ - h (K — i )i t a n g i j Y ' — Y = C. 

Cette dernière équation s'intègre dans certains cas particuliers. Si l'on 

a, par exemple, K = — i , elle devient 

Y " + 2 t a n g j / Y ' - ; - Y C = o, 

et l'on t rouve, h et g étant deux constantes, 

Y = h (cosiy + iy siniy) + g sin ij — C ; 

X est d'ailleurs égal à Acosx + Bsin.r + C. 

Par suite, 

z = h (cos iy H- iysiniy) + g sin iy + Acosx + B sinx. 

On peut toujours, suivant une remarque de M. Ossian Bonnet, faire dis

paraître par un simple changement d'origine les termes en cosx, sin x et 

sin iy. Il reste donc 

On tire de là 

et, en passant aux coordonnées cartésiennes, 

Ces équations représentent une surface de révolution dont la méridienne 



est donnée par 

ou 

C'est une chaînette, dont la directrice coïncide avec l'axe de révolution. 

La surface engendrée de cette façon a été étudiée par plusieurs géomètres, 

et Bour lui a donné le nom à'a/ysséide. C'est la seule surface de révolu

tion qui soit minima ; elle jouit, en outre , de la propriété d'être applicable 

sur un hélicoïde réglé. 

Le demi-angle des lignes asymptotiques a pour tangente 

Ces lignes sont donc réelles et se coupent à angle droit , propriété carac

téristique des surfaces minima. 

Puisque on a 

ou bien 

de là résulte n{ = n2, et, comme t = o , chaque point de la surface est à 

l'état d'équilibre ombilical. Donc : 

Lorsqu'une portion d'alysséide, sollicitée par des forces extérieures 

tangentes aux parallèles et constantes le long de chacun d'eux, se ter

mine à un parallèle sur les éléments duquel s'exerce une tension constante, 

tous les points sont à l'état d'équilibre ombilical. 

La loi suivant laquelle varie la tension quand on passe d 'un parallèle à 



un autre dépend naturellement de F . Il ne faut pas oublier que F est la 

force appliquée dans le plan. Pour avoir la force correspondante de la 

surface, il suffit de se rappeler que ses composantes suivant les lignes 

asymptotiques sont égales aux composantes analogues pour le plan, mul

tipliées par YeT^çJsTy' Comme, dans le cas actuel, l'angle des lignes asym

ptotiques avec les lignes coordonnées ne varie pas dans la transformation, 

la force appliquée à la surface est dirigée tangentiellement au parallèle et 

égale à r n T

F —; T est l'inverse de la racine carrée de la courbure; sa 
° 1 e-r cos iy1 

valeur pour l'alysséide est h c o s 2 / / . La force appliquée est donc 

Quand la force extérieure est constamment nulle, on a F — o. L'équa

tion qui détermine x se réduit alors à 

d 'où 

et par suite x'{p) = a Dans ce cas, les tensions n,, n2 sont égales et con

stantes pour tous les points de la surface. 

Surfaces développables. 

Les surfaces développables sont , d'après ce que nous savons déjà, les 

seules pour lesquelles on ne puisse faire disparaître la composante normale 

des forces extérieures. 

Prenons pour coordonnées y. = const. les génératrices rectilignes. On 

voit immédiatement que 

Comme ^ = — — o, on a L = fonct. A, et l'on peut, en choisis

sant convenablement A, poser L = i . 



Les équations générales de la théorie des surfaces se réduisent alors à 

La dernière équation peut s'écrire 

Si — = o, M et R 2 sont fonctions de ,u seulement ; ils sont alors constants 

tout le long d'une même génératrice; il est facile de voir que cela n'est 

possible que pour les cylindres. Dans les autres cas, on a 

d'où 

a est une fonction de u qui représente la distance du point pour lequel 

À = o au point de contact avec l'arête de rebroussement. On en déduit 

en désignant par b et R deux autres fonctions de u. 

Les équations d'équilibre deviennent, par suite, 



ou, en posant 

La troisième équation donne immédiatement nt. La deuxième déter

mine 9 au moyen d 'une équation qu 'on intègre par une simple quadrature, 

en considérant ju comme constant. La valeur de ô renfermera une fonction 

arbitraire de u. On aura ensuite n au moyen de la première équation, 

qu 'on intégrera également par quadrature et qui introduira une nouvelle 

fonction arbitraire de /u. 

Quand la portion de surface considérée renferme un arc de l'arête de 

rebroussement, les valeurs qui conviennent à cette arête s'obtiennent en 

faisant tendre A — a vers zéro. Pour que n2 et t restent finis, il faut que n 

et 0 s'annulent, quel que soit /u, pour A = a. En écrivant qu'il en est ainsi, 

on aura deux équations qui détermineront les deux fonctions arbitraires 

de u pour tous les points compris entre les tangentes menées par les deux 

extrémités de l'arc de rebroussement. Ces deux conditions une fois rem

plies, on a, pour chaque point de l 'arête, 

Comme ^ peut s'écrire 

il reste seulement 



Choisissons u de telle façon que du soit l'angle de deux génératrices 

consécutives. Dans ce cas, b est égal à 1 et ^ r e p r é s e n t e le rayon r de 

première courbure de l'arête de rebroussement. On trouve ainsi le sys

tème de tensions 

n{ — o . 

11 est à remarquer que , lorsqu'on déforme la surface, a e t b restent 

invariables. Par suite, lorsque F , , F 2 , ^F, ou, si l 'on veut, F , , F 2 et <ï>R, con

servent en chaque point des valeurs constantes, les équations d'équilibre 

ne se modifient pas. En particulier, lorsque 0 = o, on peut , sans changer 

les conditions d'équilibre, déformer la surface en conservant les mêmes 

forces tangentielles. Quel que soit on peut , en laissant <ï>R constant, 

pousser la déformation jusqu'à ce que R soit infini, c'est-à-dire jusqu'à 

ce que la portion de surface donnée soit appliquée sur un plan. Les con

ditions d'équilibre des surfaces développables se t rouvent ainsi identifiées 

avec celles du plan. Le seul cas d'exception est le cas, envisagé plus haut, 

où la portion de surface considérée renferme une partie de l'arête de re

broussement, parce que , dans le voisinage de cette arête, la surface n'est 

pas en réalité développable. 

Toutes les fois que R est fini, n, s'annule en même temps que Par 

suite : 

Lorsqu'une surface développable est soumise à des forces extérieures 

tangentielles, il ne se produit aucun effort d'arrachement sur les géné

ratrices. 

Nous avons laissé de côté le cas du cylindre. Cette surface est carac

térisée par j - = o, ce qui entraîne 

M = fonct (u), R 2 == fonct (w). 



On peut supposer M —- i , et les équations d'équilibre se réduisent 

alors à 

équations dont l'intégration se ramène encore à deux quadratures. 

L'équation nt — R 2 $ est tout à fait analogue à l'équation T = — P„p, 

qui correspond à l'équilibre d 'une courbe funiculaire. Si l'on s'impose la 

condition t = o, la deuxième équation se réduit à = F 2 , et elle équi-

dT 

vaut alors à l 'équation — = — P f de l'équilibre funiculaire. Dans ce cas, 

la première équation se réduit à ~ = F , . Elle détermine les variations 

de la troisième tension /?2 le long d'une génératrice du cylindre. 

Le cône rentre dans le cas général des surfaces développables. Quelle que 

soit sa directrice, la quantité a est constante. La quantité b est aussi con

stante et peut être supposée égale à i : ce qui revient à dire, en vertu de la 
formule M = ^> que u représente la longueur de l'arc variable intercepté 

sur le cône, à partir d 'une origine fixe, par la sphère de rayon i décrite 

de son sommet comme centre. 

Considérons, comme cas particulier, la surface latérale d 'un tronc de 

cône dont les bases sont entièrement libres et à laquelle on applique des 

forces quelconques. En faisant a — const. , b — \ et introduisant deux 

nouvelles fonctions fnf2 définies par 

on aura d 'abord, eu vertu des équations établies, 



d'où 0 = / 2 - + - <srj(.u), <zr désignant une fonction arbitraire, puis 

d'où 

X étant encore une fonction arbitraire. 

Les tensions nn n2, t ont, d'après cela, les valeurs 

Il reste à déterminer <m(u) et de façon à remplir les conditions 

aux limites. Pour cela, nous supposerons qu'on ait pris pour bases du cône 

ses deux courbes d'intersection avec deux sphères de rayons a + c , a — c, 

décrites de son sommet comme centre. Ces deux courbes correspondent 

aux valeurs ± c de A . 

D'après cela, n2 et t doivent s'annuler, quel que soit /u, lorsqu'on fait 

A = ± c. Afin de pousser les calculs jusqu'au bout , nous allons supposer 

que F , -f - Vf et F 2 — — sont indépendants de A . En posant 

nous aurons 

Il est inutile d'ajouter de nouvelles fonctions arbitraires, qui feraient 



double emploi avec <sr et x- Les valeurs de n„ et t sont, par suite, 

et l 'on en conclut immédiatement que, si n et t sont nuls, quel que soit u, 

pour A = + c ou A — — c, les quantités <ZB, XI M , , U 2 sont toutes iden

tiquement nulles. 

L'équilibre n'est donc possible que si l'on a ( « { = o, u„ = o ou bien 

Pour les points situés sur la courbe moyenne A - — o , ces équations 

peuvent s'écrire 

Si les forces appliquées au tronc de cône ne vérifient pas ces deux condi

tions, la surface se déforme nécessairement. En se déformant, elle conserve 

les mêmes caractères géométriques, et les mêmes équations d'équilibre con

tinuent à lui être applicables. Si donc on suppose que F , , F 2 , <ï> ne varient 

pas durant la déformation, la condition a F , -|- <I>R —- o déterminera R, et 

par suite la figure d'équilibre du cône. R étant ainsi déterminé, si la 

seconde condition a F 2 — = o n'est pas remplie, l'équilibre est irréa

lisable. 

L'équation F 2 — = o est exactement celle qu 'on obtiendrait en ap

pliquant à la courbe moyenne, considérée comme une courbe funiculaire, 

la force normale <I> et la force tangentielle F 2 , et cherchant la condition 

pour qu'elle ne se déforme pas. 

Quand la figure d'équilibre est un cône de révolution, l 'équation 

« F , H- $R = o exprime que la somme des projections sur l'axe du cône 

des forces extérieures appliquées en un point quelconque est égale à zéro. 

En effet, si l'on appelle <x le demi-angle au sommet du cône, le rayon de 



courbure de la section normale à l'arête faite à la distance a du sommet 

est R = a t a n g « , e t , par suite, l 'équation dont il s'agit peut s'écrire 

F , cos a -f- Osina = o. 

Surfaces gauches. 

En prenant pour lignes de coordonnées les génératrices rectilignes 

(M = const.) et leurs trajectoires orthogonales (A — const . ) , on a 

d 'où l'on déduit d 'abord — —: o, ce qui permet , comme précédemment, 

de faire L = i . Les équations générales de la théorie des surfaces devien

nent alors 

On tire des deux dernières 

et par suite, en appelant /ut et u,2 deux fonctions de u, 



ou bien 

Les deux premières équations générales donnent ensuite, en appe

lant /u3 une troisième fonction de /u, 

et 

ou 

En intégrant et appelant u^ une quatrième fonction de JU, il vient 

M doit être réel pour toutes les valeurs réelles de A : cela n 'est possible 

que si les racines u,, u2 du trinôme (u{ — A) (u2 — A) sont des quantités 

imaginaires conjuguées et si /u3 est positif. Nous poserons donc 

et nous ferons, ce qui est permis, , u = i . En remplaçant de plus /uA par 



2 y, nous trouvons 

( 1 9 ) 

Des considérations géométriques fort simples, indiquées par Bour dans 

sa théorie de la déformation des surfaces (Journal de l'École Polytech

nique, X X X I X e Cahier, p . 33) , permettent d'interpréter la signification 

des paramètres x et fi. Pour une génératrice déterminée, a est la distance 

du point A = o au point central, |3 est le rapport de la plus courte distance 

entre deux génératrices infiniment voisines à l'angle de ces génératrices. 

Nous ajouterons que y est susceptible d 'une interprétation non moins 

simple. On peut écrire, en effet, 

les différentielles étant prises en laissant A constant. Or le premier membre 

exprime l'angle de contingence d e la section faite dans la surface par le 

plan perpendiculaire à la génératrice au point considéré. Cet angle de 

contingence se compose évidemment : 

1° De l'angle de deux plans centraux infiniment voisins; 

2 0 De la variation de l'angle formé par le plan tangent à la surface avec 
S fia 6 

le plan central correspondant. Cet angle a pour tangente ^ »)(lu ~ / «* 

Cela posé, il suffit de considérer le second membre de l'égalité ci-dessus 

pour voir que son dernier terme représente précisément la seconde partie 

de l'angle de contingence et que , par suite, son premier terme représente 

la première, y d/u est donc l'angle de deux plans centraux infiniment 

voisins, et l 'on peut dire que : 

Le paramètre y est le quotient de l'angle de deux plans centraux infini

ment voisins par l'angle des génératrices correspondantes. 



Si l 'on construit une indicatrice sphérique de la surface gauche en 

menant par un point fixe des parallèles aux génératrices et prenant leur 

intersection avec la sphère de rayon i qui a le point fixe pour centre, on 

peut encore dire que : 

Le paramètre y est la courbure géodésique de l'indicatrice sphérique. 

Au moyen des expressions ( 1 9 ) , les équations générales d'équilibre 

deviennent, dans le cas des surfaces gauches, 

La dernière donne nt en fonction de t, et, en portant cette valeur dans 

la précédente, on obtient t au moyen d'une -équation linéaire aux dérivées 

partielles du premier o rdre ; t renferme donc dans son expression une 

fonction arbitraire d'une certaine quantité, qui est évidemment le paramètre 

des lignes asymptotiques non rectilignes : nous appellerons ces lignes lignes 

asymptotiques du second système. La première équation donne enfin n2 

par quadrature, avec une fonction arbitraire de y, c'est-à-dire du paramètre 

des génératrices rectilignes. Pour retomber sur le cas des surfaces dévelop

pables, il suffit de faire ,3 —- o. 

Lorsque les forces extérieures sont nulles, l 'équation en t est de la forme 

A, B, G dépendant uniquement de A et de u. Si l'on représente par 

f'(A, /U) = u l'intégrale de l'équation 

ou, en d'autres termes, si l'on appelle u le paramètre des asymptotiques du 
L . <) 



second système, si de plus t — ,u) est une solution particulière, 

différente de zéro, de l 'équation en t, on voit sans peine que la solution 

générale est de la forme 

expression dans laquelle W désigne une fonction arbitraire. 

De là il résulte que, si t est assujetti à s'annuler pour tous les points 

d 'un segment de génératrice, les valeurs correspondantes de W(u.) sont 

nulles. Comme (sr(u) est constant le long d'une asymptotique quelconque 

du second système, il s'ensuit que : 

Lorsque t est nul pour tous les points d'un segment de génératrice, si 

l'on mène par les deux extrémités du segment les lignes asymptotiques 

non rectilignes, t reste nul pour toute la portion de surface comprise entre 

ces deux lignes asymptotiques. 

La relation ~ — ^ — o montre que , si ~ n'est pas nul , comme c'est le 

cas général, le même théorème peut être énoncé pour la tension nt. 

Géométriquement, on peut conclure de là une propriété des surfaces 

réglées dont je n'ai rencontré nulle part l 'énoncé. Il suffit pour cela de se 

rappeler qu 'en l'absence de toute force extérieure les valeurs de nt, n2, t 

sont proportionnelles aux variations infiniment petites que peuvent subir 

R~' R~' T ' Dire que n est nul pour une portion de surface réglée revient 

donc à dire que ^- ne varie pas, et par conséquent reste nul. Donc : 

Lorsque, dans la déformation infiniment petite d'une surface réglée, 

une génératrice quelconque reste rectiligne sur une certaine longueur, 

toutes les génératrices restent également rectilignes pour la portion 

terminée aux deux mêmes lignes asymptotiques du second système. 

Le théorème s'étend à une déformation finie quelconque ; mais alors les 

deux asymptotiques qui limitent la bande considérée se modifient progres

sivement dans la déformation, et il faudrait une discussion spéciale pour 

trouver, dans chaque cas, les portions de génératrice qui demeurent rec-



tilignes. Cette difficulté disparaît quand une génératrice reste rectiligne 

sur toute sa longueur, et l 'on peut énoncer la propriété suivante : 

Quand une génératrice de surface réglée reste rectiligne pour une cer

taine déformation de la surface, toutes les génératrices restent également 

rectilisnes. 

Ce théorème peut être regardé comme la réciproque d'un théorème 

établi par M. Ossian Bonnet (Journal de V École Polytechnique, XLII e Cahier) 

et que nous énoncerons ainsi : 

Quand une surface réglée reste réglée après sa déformation, une géné

ratrice quelconque reste rectiligne. 

Le théorème de M. Ossian Bonnet peut d'ailleurs se déduire, sans aucun 

calcul, de celui que nous avons énoncé. Considérons pour cela une sur

face réglée dont les génératrices rectilignes soient AB, A'B' , . . . (fig- 9 ) . 

Fig. 9. 

Admettons que , par suite d'une certaine déformation, un système de lignes 

géodésiques CI), C D ' . . . puisse devenir rectiligne. 

Imaginons une troisième déformation dans laquelle, laissant fixe la 

génératrice AB, nous fassions croître les rayons de courbure normaux de la 

ligne CD jusqu'à ce qu'ils deviennent infinis. CD sera alors une ligne droite, 

et, comme la surface 2 ainsi obtenue peut se ramener par une déformation 

convenable à celle qui admet CD, C'D', . . . comme génératrices rectilignes, 

notre théorème montre que, sur la surface I, les lignes CD, C D ' , . . . sont 



toutes rectilignes. Mais AB, et par conséquent toutes les lignes analogues, 

restent également droites. Donc : 

Si les deux systèmes AB, A'B', . . . et CD, CD' , . . . ne coïncident 

pas, la surface possède un double système de génératrices rectilignes : 

c'est donc une surface de second degré. 

Les surfaces applicables sur celles du second degré sont donc les seules 

qui puissent rester réglées sans que les génératrices primitives restent 

toutes rectilignes. C'est la seule exception au théorème de M. Ossian Bonnet, 

exception signalée d'ailleurs par ce savant. 

Quand" la surface est à plan directeur, y est nul, et, si l'on suppose de 

plus qu'on ait réduit le système des forces à un système tangentiel, la 

troisième équation d'équilibre prend la forme 

Considérons, en particulier, la surface de vis à filet carré. Cette surface 

est caractérisée par la constance de a et de b. On peut faire en sorte que a 

soit nul. Dans ces conditions, la dernière équation donne immédiatement 

t = o. Les deux autres se réduisent à 

En posant et supposant cette intégrale 

prise depuis une limite inférieure déterminée, par exemple depuis µ = o, 

on a 

puis 



ou, en multipliant par 

Posons encore 

il vient 

L'intégrale qui donne f1 est supposée prise depuis une valeur déter

minée de A , par exemple depuis l = o. 

Les deux fonctions arbitraires renferment donc l'une A , l 'autre µ, ce 

qu 'on pouvait prévoir en remarquant que les lignes asymptotiques de la 

surface de vis à filet carré se composent des génératrices rectilignes et de 

leurs trajectoires orthogonales. La valeur de n1 peut s'écrire 

Elle exprime que, lorsqu'on se déplace sur l'une des asymptotiques du 

second système (l = const . ) , la variation de la force d'arrachement exercée 

entre deux génératrices consécutives est égale à l'intégrale des projections, 

sur les tangentes à l 'asymptotique, des forces extérieures correspondantes. 

Si la surface est limitée à une courbe asymptotique et que celle-ci forme 

bord libre, c'est-à-dire qu'elle ne soit soumise à aucune force d'arrache

ment ou de glissement, on doit avoir, quel que soit µ, n2 = o pour l = a 

(a étant le paramètre de la courbe considérée). Cette condition détermine 

x(u) lorsque w est connu, car elle peut s'écrire 

Pour déterminer w(l), il suffit de connaître la loi des variations de n2 

le long d 'une génératrice. Supposons, par exemple, que w(l) soit de la 

forme Al, A étant une constante, et admettons de plus que les forces 

extérieures F1 et F 2 soient nulles. On aura, pour une génératrice quel-



conque, puis l 'équation 

donne 

et se réduit à la constante 

Pour les surfaces applicables sur la surface de vis à filet carré, et dans 

les limites où les génératrices restent rectilignes, a et b sont les mêmes que 

pour la surface de vis; mais y est une fonction quelconque de µ. 

Les équations générales d'équilibre sont donc, dans ce cas, 

Cherchons d 'abord les intégrales de ces équations privées de second 

membre. En remplaçant, pour abréger, par M, nous aurons : 

et par suite 

Pour intégrer cette équation, formons les équations simultanées 



d'où 

ou bien 

d 'où 

L'intégrale générale est donc, en appelant w une fonction arbitraire, 

par suite 

Enfin, n2 est donné par la première équation d'équilibre, de laquelle on 

tire 

ou bien 

Les valeurs de n1, n2, t présentent ceci de remarquable, qu'elles sont 

obtenues sous forme explicite sans faire aucune hypothèse sur la fonc

tion y. 

On ne peut, en général, parvenir à un résultat semblable quand les 

seconds membres sont quelconques. Imposons-nous la condition que les 

équations complètes admettent un système particulier de solutions pour 

lequel n1 soit nul. Cette condition sera obtenue en écrivant que les deux 



dernières équations sont compatibles, c'est-à-dire en éliminant t entre 

On trouve ainsi 

On aura, dans ce cas, 

et 

d 'où 

Donc, lorsque la condition écrite ci-dessus est remplie, l 'équilibre des 

surfaces applicables sur la surface de vis à filet carré est exprimé par 

expressions dans lesquelles x et w sont deux fonctions arbitraires, l 'une de 

l 'autre de 

Cela posé, imaginons qu 'une portion de surface de vis à filet carré soit 

limitée au quadrilatère formé par deux génératrices AB, CD et deux trajec

toires orthogonales AC, BD (fig. 10), que la ligne AB soit maintenue fixe 

et que les trois autres côtés restent libres, enfin que cette portion de sur-



face soit sollicitée par des forces satisfaisant à la condition énoncée plus 

haut . 

D'après un théorème établi précédemment, la génératrice CD reste 

droite, dans chaque déformation, sur une certaine partie C D ' de sa lon

gueur. Lorsque la surface sera à l'état d'équilibre, on aura, pour tous les 

points de CD, n1 =o. Pour tous les points de la partie commune à CD 

et C D ' , comme les équations précédentes sont applicables, il en résulte 

w = o. En menant les asymptotiques du second système qui passent par 

F i g . 10. 

les extrémités de cette partie commune, on délimitera une région dans 

toute l 'étendue de laquelle w est nul. Pour tous les points de la partie com

mune à CD et C D ' , on a en outre t = o. Comme m est déjà égal à zéro, 

la valeur de t montre que f doit être nul ou y infini. 

Si les asymptotiques A'C', B'D' menées par C et D' sont à l'intérieur de 

ABCD, nos équations cessent d'être applicables pour les portions A C A ' C , 

BDB'D' , et C C , DD' peuvent en outre se déformer d 'une façon quelconque. 

Si les lignes A ' C , B'D' sont entièrement extérieures à ABCD, nos équa

tions sont applicables pour toute l 'étendue de ABCD, et la génératrice CD 

reste tout entière rectiligne. Dans ce cas, que nous allons maintenant en

visager exclusivement, w est nul pour tous les points de la portion de sur

face considérée, et par suite, pour toute la longueur CD, on a f = o ou 

y = ce , ce qui revient à dire que l'équilibre n'est possible, dans les 

conditions où nous nous supposons placés, que si le long de CD la surface 

est soumise à des forces exclusivement tangentielles, ou bien si l'indicatrice 

sphérique de la surface présente un rebroussement au point correspondant. 

Lorsque $ est nul pour tous les points de CD, la composante F 2 de la 
L. 10 



force extérieure est également nulle, en vertu de la relation 

La génératrice ne peut donc, dans ce cas, être sollicitée que par des 

forces dirigées suivant sa longueur. 

Le long des courbes AC, BD, on doit avoir n2 = o et t = o . Comme est 

est supposé nul , la condition t o entraîne encore f = o ou y = co . 

Mais il est impossible que y soit infini pour tous les points d 'un arc de 

courbe fini autre qu 'un segment de génératrice. On doit donc avoir $ = o. 

n2 est donné par la formule 

Cette tension doit s'annuler, quel que soit µ, pour deux valeurs con

stantes l1 et l2 de A , et, comme x e s t fonction de µ seul, on est ainsi con

duit à la condition 

M1 et M 2 étant les valeurs de M pour l = l1 et l = l2. 

Cette relation doit avoir lieu pour toutes les valeurs de µ correspondant 

aux génératrices comprises entre AB et CD. 

Si F1 et f ne dépendent pas de y, cette relation ne pourra , en général, 

être remplie, et par conséquent l'équilibre sera impossible dans les condi

tions que nous avons supposées. Mais, si F , et f dépendent de y, nous 

avons affaire à une équation en y qui déterminera cette inconnue, et par 

conséquent la forme d'équilibre. 

Considérons, par exemple, un système de forces normales. Pour que F2 

soit nul , on doit avoir 

ce qu 'on peut écrire 



ou 

Supposons que la fonction de µ placée dans le second membre soit 

les limites étant prises de façon que cette intégrale s'annule pour 

la génératrice CD. La condition imposée à y sera, en faisant F1 = o , 

ou 

et comme, en général, les coefficients de y dans les deux membres sont 

inégaux, il en résulte y = o , c'est-à-dire que la surface d'équilibre est la 

surface de vis à filet carré. 

Les surfaces du second degré peuvent être traitées comme des surfaces 

réglées, à génératrices réelles ou imaginaires, et par conséquent on est 

certain a priori que, pour ces surfaces, la séparation des inconnues pourra 

toujours être effectuée. Le problème se ramène même à l'intégration de 

deux équations aux dérivées totales, linéaires et du premier ordre : car, 

si l 'on rapporte la surface à ses génératrices on trouve immédiatement, en 

appliquant les formules (18) , dans lesquelles on doit faire 

Nous allons étudier spécialement le cas du paraboloide hyperbolique, 

pour lequel les calculs et les formules deviennent d 'une grande simplicité. 

Lorsqu 'on rapporte un paraboloide hyperbolique à trois axes obliques 

formés par les génératrices rectilignes A x , Ay (fig. 11), qui se croisent en 



un point A de la surface et par la parallèle à l 'axe, Az, l 'équation du para

boloide prend la forme 

xy = kz. 

Nous donnerons à k le nom de paramètre de la surface au point A. 

Fig. 11. 

Soient g, n les angles yAz, xAz et f l'angle j A x . Prenons sur Ax une 

longueur infiniment petite A A ' = s; la génératrice du système A y passant 

en A' a pour équations 

Elle est située dans le plan z 'A 'y 1 , parallèle à zAy . Soient A'y' cette géné

ratrice et w l'angle infiniment petit y ' A ' y 1 . Le triangle y'A'y1 , dont le côté 

y'y, est parallèle à Az, donne 

d 'où, comme a est infiniment petit, 



Si l 'on rapporte la surface aux nouveaux axes A'x, A'y , A'z', on a 

L'équation de la surface devient, d 'après cela, 

ou 

Si donc k' est la nouvelle valeur de k, on a 

ou bien, en posant 

ce qui donne 

La constante est une fonction de n, puisque cet angle reste constant 

lorsqu'on se déplace sur la génératrice Ax. Comme rien ne distingue les 

deux génératrices, on trouverait de même 

Par suite, on a, en général, 

d 'où 

k0 est la valeur de k pour c'est-à-dire pour le sommet du para

boloide. 



Le déplacement suivant Ax s 'exprime, en fonction de et de n, par 

De même, 

Si l'on pose 

les formules précédentes deviennent 

L'angle f est donné, dans le trièdre Axyz, par 

A étant le dièdre suivant Ax, c'est-à-dire l'angle des plans directeurs. Cette 

formule peut s'écrire 

Supposons maintenant qu 'un paraboloïde hyperbolique soit soumis à un 

système de forces tangentielles, et appliquons-lui les formules (18), dans 

lesquelles nous ferons et que nous diviserons par sin3 f : 

Considérons seulement la première équation et posons Il vient 



ou bien, en remplaçant par du, 

ou encore, en substituant à dr et drt leurs valeurs, 

L'équation qui détermine f conduit à la suivante, 

d 'où 

ou 

Cette équation peut s'écrire, en posant 

L'équation en N devient par suite, en multipliant tout par e", 

d'où 

avec la condition 

N1 serait donné par une formule analogue, et la question se trouve ainsi 

complètement résolue. 



En remplaçant e" par son équivalent cosix cos iy sinf et N par 

on peut encore écrire 

Enfin, en se rappelant que la résultante r des tensions exercées sur 

une asymptotique est dirigée suivant l'autre asymptotique et égale par 

suite à et en désignant de plus par F , la composante f1 sinf des 

forces extérieures suivant la normale à la ligne asymptotique x = const. , 

on obtient 

Lorsque F1 est fonction de x seul, on a 

Lorsque F1 est de la forme ou bien, ce qui revient au même, 

et étant des fonctions quelconques, on a 

En particulier, si A étant une constante, on trouve 

Dans ce cas, F , est égal à i l est donc en raison inverse 

du paramètre. 

Quand F 1 = o , il reste seulement r = r0, ce qu 'on peut énoncer en 

disant : 

Lorsque les forces extérieures tangentielles appliquées aux divers 

points d'une génératrice G sont dirigées suivant les génératrices de 

l'autre système, celles-ci éprouvent toutes la même tension, dirigée sui

vant G, aux points où elles rencontrent G. 



Surfaces de révolution. 

En prenant pour lignes l = const. les parallèles et pour lignes µ = const. 

les méridiens, on a immédiatement 

De plus, tous les autres paramètres sont des fonctions de A seulement. 

On peut faire L = 1, et les équations générales de la théorie des sur

faces se réduisent alors à 

On tire de là 

d'où 

relation facile à prévoir , car on voit géométriquement que p2 est la 

longueur de la tangente à la méridienne entre le point de contact et 

l 'axe, que R 2 est la longueur de la normale et que arctang est, par 

conséquent, l'angle de la normale avec l'axe, angle dont la différentielle 

doit être, au signe près , égal à l'angle de contingence de la méri

dienne. Posons 

d 'où 
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et 

La deuxième équation générale peut s'écrire, en remplaçant par 

et multipliant par 

par suite, 

et 

La quantité M s'obtient par l 'équation 

d 'où 

On peut prendre M = — p 2cos . C'est le rayon du parallèle. 

Les formules précédentes réduisent les équations d'équilibre des sur

faces de révolution soumises à des forces tangentielles à 

Si l 'on pose ces équations peuvent s'écrire 



ou bien, en éliminant nt et supprimant l'indice de n2, devenu inutile, 

Si l 'on pose 

ces équations deviennent finalement 

Considérons ces équations privées de second membre, et remplaçons, 

pour abréger, par L1 et L 2 les coefficients de 

Si l'on pose en outre 

on obtiendra les équations différentielles qui conviennent aux carac
téristiques en écrivant que les quatre équations précédentes donnent 

pour des valeurs indéterminées. On trouve ainsi 



ou bien 

Nous nous bornerons à étudier le cas où la seconde équation est inté-

grable, ce qui arrive seulement lorsque est constant. Cherchons d'abord 

quelles sont les surfaces de révolution qui jouissent de cette propriété. 

On a 

d 'où 

et, en intégrant, 

La quadrature qui reste à effectuer dépend des fonctions elliptiques. 

Mais on peut interpréter géométriquement la relation qui existe entre A 

et A . Remarquons pour cela que , si l 'on remplace A ' par cosô, il vient 

ou 

et par suite 

Rappelons que A est l'arc de méridienne et 9 l'angle de la normale 

avec l 'axe. 

Or, si l'on considère l'ellipse et si l'on appelle 6 l'angle 



formé par la normale avec l'axe des y, on trouve sans difficulté les for

mules 

d'où 

Cette valeur de dx devient identique à celle que nous avons trouvée 

ci-dessus si l 'on pose 

Si c était négatif, l'ellipse devrait être remplacée par une hyperbole . 

Si b + c = o, il en résulte ce qui donne une parabole. Le cas 

d'intégrabilité que nous allons examiner est donc celui de toutes les sur

faces de révolution du second degré. En rétablissant les seconds membres, 

les équations qu 'on veut intégrer sont 

Remplaçons L, par sa valeur — c L 2 et ajoutons les deux équations 

membre à membre, après avoir multiplié la seconde par II vient 

En posant et remplaçant le second membre par F , 

cette équation prend la forme 



elle s'intègre au moyen des équations simultanées 

En remplaçant par et posant , on 

aurait un second système 

Connaissant w et on connaîtra N et T , et, par suite, le problème sera 

résolu. Les équations sont les équations différen

tielles des lignes asymptotiques. 

Lorsque F 4 , F 2 , et par suite F , F ' , sont fonctions de A seulement, on 

a immédiatement, en appelant a, j3 les paramètres des lignes asympto

tiques, 

Si l'on veut avoir sous forme explicite les relations qui caractérisent les 

lignes asymptotiques, il suffit de changer de variables en posant 

Étant donnée la signification géométrique de A et de 9, on voit sans 

peine que dz n'est autre chose que la distance des plans de deux parallèles 

infiniment voisins. Avec cette nouvelle variable, on a 

Or, 

ce qui donne, en mesurant z à partir de l 'équateur, 



Donc 

La relation 

ou 

devient ainsi 

On en tire 

Les quantités que nous avons appelées a et ,3 sont donc 

Dans le cas de l'ellipsoïde, c est positif et <x, {3 sont imaginaires conju

guées; A et sont réels. Pour que les valeurs de n et t, 

soient réelles, il est nécessaire et suffisant que w et x soient des quantités 

imaginaires conjuguées. 

Nous allons pousser jusqu'au bout l 'application de la méthode, en étu

diant le problème très simple que voici : 

Déterminer les conditions d'équilibre d'un ellipsoïde de révolution ren

fermant un fluide qui exerce sur tous les points de sa surface une pres

sion normale constante. 

La première chose à faire est de décomposer les forces en un système 



normal et un système tangentiel. Pour trouver le premier, il suffit, en ap

pelant <£> la force normale, de poser 

La première équation détermine a en fonction de A seulement. La 

seconde donne la composante F1 de la force extérieure suivant la tangente 

au méridien. La troisième montre que la composante F 2 de la force ex

térieure suivant le parallèle est égale à zéro. 

Nous avons trouvé 

Donc 

On a, de plus, 

d 'où 

La valeur de A est 

Enfin, 

Il vient, par conséquent, 

et 



Donc 

et, comme 

on obtient, en remplaçant sin 2 9 et par leurs valeurs, 

En posant 

on peut encore écrire 

D'après cela, les forces appliquées à l'ellipsoïde se composent : 

1° Du système normal formé par les forces normales <£ et par les forces 

tangentielles , dirigées suivant les tangentes aux méri

diens ; 

2 ° Du système tangentiel formé par les forces , tan

gentes aux méridiens. 

Le premier système donne lieu, en chaque poin t , à l'effort d'arrache

ment , normal au mér id ien , et à l'effort d'arrachement 

, normal au parallèle ; ces efforts devront être ajoutés à 

ceux qui résultent du second système. 

L'équation en w écrite précédemment devient ici 

ou, en remplaçant dA par et A 2 par 
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Les équations simultanées correspondantes sont 

Elles ont pour intégrales 

De là la valeur générale de w: 

On trouverait de même 

puis 

ou bien, en remplaçant b et c par leurs valeurs en fonction des axes de 

l'ellipse, 

Ces valeurs s 'appliquent quelle que soit la portion d'ellipsoïde que 

l'on considère. S'il s'agit de l'ellipsoïde entier, elles doivent rester finies 

quand z tend vers ± B. Pour cela, il est nécessaire que w et x tendent 



tous les deux vers zéro, quel que soit µ. En considérant les expressions 

trouvées pour ces deux quantités et en posant 

on doit avoir, quel que soit µ, 

De plus, n et t, et par conséquent < 1 (u) et <p2(v), doivent, quels que 

soient u et v, rester finis, continus et bien déterminés; lorsqu'on décrit 

sur la surface un contour fermé absolument quelconque, on doit, en 

revenant au point de départ, retrouver les mêmes valeurs pour ç1 (u) 

et <p2(v). 

D'après les propriétés connues des fonctions de variables imaginaires, 

une fonction telle que <p,(u), qui, pour toutes les valeurs possibles de la 

valeur qu'elle renferme, reste finie, continue et bien déterminée, se réduit 

forcément à une constante. Dans le cas présent, cette constante ne peut 

être autre chose que zéro, et nous avons simplement 

De là résulte immédiatement t = o , c'est-à-dire que : 

Les méridiens et les parallèles sont les lignes de tension principale de 

la surface. 

Puis on t rouve, pour l'effort d'arrachement exercé sur les parallèles, 

L'effort d'arrachement n1 exercé sur les méridiens s'obtient en multi-



pliant n par 

on trouve ainsi 

Pour avoir les valeurs de n1 et n 2 qui conviennent au problème, il faut 

ajouter à n1 et n2 ainsi déterminés les quantités qui proviennent du sys

tème normal, c'est-à-dire Or, les formules précédemment éta

blies donnent 

Par suite, les valeurs définitives de n1 et de n2 sont 

Il est aisé de vérifier que n1 et n2 satisfont, comme cela doit être, à la 

condition 

Une vérification plus importante des longues déductions qui nous ont 

amenés au résultat s'obtient en considérant une calotte ellipsoïdale ter

minée au parallèle z = const. et écrivant que la somme des projections 

sur l'axe des z des tensions normales à ce parallèle est égale à la somme 

des composantes, par rapport au même axe, des pressions exercées sur la 



calotte. Cette condition détermine immédiatement n2, et l'on retrouve la 

valeur à laquelle nous sommes parvenus. 

La valeur de n1 peut s'écrire 

La différence n1 — n2 a donc un signe constant, positif si l'ellipsoïde 

est allongé, négatif si l'ellipsoïde est aplati. Elle s'annule pour les deux 

pôles z = - t B, qui sont, par suite, des points d'équilibre ombilical. Con

trairement à ce qui a lieu en général, ces points ne se rattachent pas à 

une ligne de points jouissant de la même propriété. Cela tient à ce que , 

dans le cas actuel, l 'équation différentielle de la ligne dont il s'agit se 

réduit à dz = o . 

En posant n1 = o, on obtient l 'équation 

qui ne peut être satisfaite que si A est supérieur à B y/a. Quand cette 

condition est remplie, il existe toujours deux parallèles pour lesquels la 

tension perpendiculaire aux méridiens est nulle. Dans la zone comprise 

entre ces parallèles, les deux tensions principales sont de signes contraires, 

et l'on sait qu'il existe alors en chaque point deux directions dont les 

éléments travaillent uniquement par cisaillement. 

Considérons maintenant, au lieu de l'ellipsoïde complet, une portion 

quelconque de la surface. On ne peut plus dire que <p1(u) et <p2(v) sont 

constants, car u et v ne passent plus par toutes les valeurs possibles. 

Comme <p, (u) doit être une fonction périodique de µ, ayant pour période 

2 7 T ou un diviseur de 2 7 7 - , nous pouvons, sans introduire d'indétermina

tion, prendre pour variable, au lieu de u, la quantité 



En posant z = Bcosw, on aura 

Si l 'on considère une calotte de l'ellipsoïde ayant son centre au pôle 

w = o et comprise tout entière dans la portion de surface donnée , 

l'expression 4 , devant rester finie, continue et bien déterminée pour tous 

les points de cette calotte, doit être développable en série ordonnée sui

vant les puissances entières de tangue' 1*. Nous aurons donc , dans les 

limites de la calotte ainsi définie, 

On verra, comme précédemment, que <p1 doit s'annuler, quel que soit µ, 

pour z = B, c'est-à-dire pour t a n g " = o. Pour les points voisins de z = B, 

<p1 doit être du même ordre que B 2 — z2 = B 2 s i n 2 w . Gela exige que A0 

et A, soient nuls. En posant 

on aura donc 

De même 

Par suite, pour avoir n2, on devra ajouter à la valeur précédemment 

trouvée l'expression 



n1 sera modifié en conséquence, et t1, au lieu d'être nul, sera égal à 

L'inspection de ces formules montre immédiatement pourquoi les fonc

tions arbitraires doivent s'annuler quand la surface est fermée : c'est parce 

qu'elles doivent rester finies, quel que soit µ, lorsque w tend vers TT, et 

par conséquent cos^ vers zéro. 

L'indétermination introduite dans les conditions d'équilibre par les 

fonctions arbitraires n'a rien qui doive nous étonner : elle est tout à fait 

analogue à celle qu 'on rencontre quand on cherche les réactions éprouvées 

par un solide invariable qui a plus de trois points d 'appui . 

Surfaces minima. 

Les surfaces minima sont caractérisées par la propriété d'avoir leurs 

lignes asymptotiques orthogonales. On peut donc appliquer à ces lignes 

les équations générales de la théorie des surfaces, et, comme on a alors 

, les équations dont il s'agit se réduisent à 

On tire de là 



ou bien 

est donc fonction de A seulement, et, en choisissant convenablement 

cette variable, on peut faire en sorte que . De même . En 

posant , on aura 

On trouve ensuite 

enfin 

ce qu 'on peut écrire, en divisant par ô 2 , 

ou bien, en posant dx = dh + idµ, dy = dA — idµ, 

Si l'on remplace ô 2 par 4u, cette équation devient 

L'intégrale générale, due à M. Liouville, est 

X désignant une fonction arbitraire de x et Y une fonction arbitraire 



de y, et X ' , Y' étant les dérivées de ces deux fonctions, ô2 est donc égal à 

L'élément linéaire de la surface 

sera par conséquent 

Si l'on pose 

et si l'on appelle X 1 , Y, les fonctions X et Y exprimées en x1, y1, on 

obtient la formule suivante, donnée par M. Ossian Bonnet (Journal de 

Liouville, 2 e série, t. V) : 

Gela posé, considérons une surface minima soumise à un système de 

forces tangentielles et cherchons les équations d'équilibre rapportées aux 

lignes asymptotiques. Ces lignes, étant, d 'une façon générale, des lignes de 

tension conjuguées, doivent être, dans le cas actuel, des lignes de tension 

principales. On a donc t = o. 

D'ailleurs . La dernière équation d'équilibre disparaît donc 

entièrement. Les deux premières se réduisent à 

ou bien 

d'où 
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ou bien, en remplaçant par sa valeur et posant n1 —n2 = u : 

de même on aurait 

et, en retranchant, on trouve 

Posons maintenant u = vQ, d 'où 

D'après ces formules, l 'équation qui donne v peut s'écrire, en posant 

Connaissant v, n1 et n2 seront donnés par une seule quadrature. 

La fonction 9 est définie par la relation 

Mais nous avons à exprimer cette quantité en fonction de A et de µ. Re

marquons pour cela que , si l'on pose 



il vient 

ou . comme x = A + iµ, y = A — iµ, 

, étant égal à £ , doit être forcément réel ; par s u i t e , d o i t 

être réel et négatif. 

<p est une fonction de A et de qu 'on peut toujours mettre sous la 

forme 

P et Q étant deux fonctions réelles. On aura alors 

Pour que ô2 soit réel, il faut que la condition 

soit remplie. Il reste alors 

D'autre part, e ? , étant égal à X + Y , doit être de la forme 

ce qui entraîne la condition 

ou bien 



ou, en développant, 

d 'où 

Soit w une fonction de A et de µ, telle que l'on ait 

La fonction w existe, puisque 

La relation devient 

ce qui exige évidemment que P soit fonction de w. Il en résulte 

et, par suite, en remarquant que 

P n'est pas une fonction quelconque de w, car la condition 

peut s'écrire 



ou 

On tire de là, en comprenant dans w la constante introduite par l'inté

gration, 

et 

Donc enfin : 

La valeur la plus générale de 9 est, en appelant w une fonction iso

therme de A et de µ, c'est-à-dire une solution quelconque de l'équation 

Lorsque w est fonction de A seulement, il ne peut être isotherme que 

s'il se réduit à A A , A étant une constante. On a alors , d 'où 

, et l'équation en v se réduit à 

v peut donc être obtenu au moyen de deux quadratures successives. 

L'hypothèse w = fonc t (A) donne , c'est-à-dire que la surface 

minima est réglée. On sait que la seule surface minima jouissant de cette 

propriété est la surface de vis à filet carré : nous retombons ainsi sur un 

cas précédemment étudié. 

Lorsque les quantités f1, f2 sont les dérivées partielles d'une même 

fonction (ce qui arrive chaque fois que l'intervalle entre deux trajectoires 

orthogonales consécutives des forces extérieures varie d'un point à l 'autre 

de l 'une de ces trajectoires en raison inverse de , on a 



L'équation en v devient, par suite, 

( 2 0 ) 

Sous cette forme remarquable, on aperçoit immédiatement la solution 

const. Par conséquent, pour une surface minima quelconque sou

mise à des forces tangentielles qui satisfont à la condition 

on saura toujours déterminer un état particulier d'équilibre : il suffira de 

choisir convenablement les conditions relatives aux limites. 

Surface de révolution minima. 

Dans le cas de la surface de révolution minima, 9 reste constant pour 

chaque parallèle, c'est-à-dire pour chaque ligne telle que A — µ soit 

constant. Si l 'on pose 

et si l'on prend a, |3 comme nouvelles variables, S dépend seulement de «. 

La fonction isotherme w se réduit alors à «, et ô a pour valeur 

On tire de là 

et les équations d'équilibre, supposées d 'abord sans second membre, 

donnent 



Par suite, il existe une fonction P telle que 

et cette fonction est définie par l 'équation 

ou bien 

Posons 

x et y sont deux intégrales des équations 

Si l'on prend x et y comme variables indépendantes, on trouve 

mais 

L'équation dont dépend la solution du problème peut donc s'écrire, en 

remplaçant P par z, 

Pour effectuer l 'intégration, nous commencerons par chercher s'il existe 

des solutions de la forme 
- = X Y , 

X et Y étant des fonctions l 'une de x seul, l 'autre de y seul. En faisant la 

substitution, on trouve 

X Y ' ' = ( i — x 2 ) 2 Y X " , 



ce qui n'est possible que si l'on a, en appelant a une constante, 

Y"— a2Y, 

L'équation en Y s'intègre sans difficulté. L'équation en X rentre clans 

l 'un des types généraux d'équations linéaires étudiés par M. J . Tannery 

(annales de l'École Normale, 1875) . Nous suivrons la méthode qu'il a 

indiquée pour en trouver une solution. Posons 

X = (1 —x2)pu, 

u étant une nouvelle inconnue et p un coefficient indéterminé. L'équation 

à résoudre devient, en divisant tout par (1 — x2)p-2, 

(1 — x2)2u"— 4px(1 —x2)u'— 2p(1 — x 2 ) u + 4p(p — 1 ) x 2 u — a 2 u = o. 

Si nous posons 
kp(p — 1)=a2, 

le premier membre devient divisible par x2, et il reste 

(1 — x')u"— 4 p x u ' — 2p(2p — 1)u = o. 

Changeons de variable, en écrivant 

2t == x + 1, 
d'où 

1— x2 — 4t(1 — t). 
Il vient 

En introduisant trois nouveaux paramètres «, |3, y tels que l'on ait 



l'équation prend enfin la forme 

C'est une équation étudiée par Gauss et qui admet pour solution la 

série hypergéométrique 

Pour que cette série soit convergente, il faut que t soit inférieur à 1. Cette 

condition est toujours remplie lorsque a, et par suite p, est réel, car. pour 

toutes les valeurs réelles de a, la quantité 

reste comprise entre + 1 et — 1, et, par suite, t varie entre 1 et o. Il faut 

en outre, en général, que y ne soit pas un entier négatif. Mais, ici, cette 

restriction est inutile, car on reconnaît immédiatement que a et ,3 sont les 

racines de l'équation du second degré 

m2 + ( 1 — 4 p ) m + 2 p ( 2 p — 1 ) = o, 

racines qui sont égales à 2p et 2p — 1 ou 17 et 7 — 1, En prenant, par 

exemple, fi — y, la série hypergéométrique se réduit à 

ou bien à 

La valeur de X est, d'après cela, 

En prenant pour Y la valeur Ceay, dans laquelle C désigne une constante 

arbitraire, et laissant de côté le facteur 2 2 p - 1 , on obtient la valeur 
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suivante de z : 

Pour en déduire la valeur de la tension inconnue n1, il suffit de re

marquer que 

En faisant le calcul, il vient 

La valeur correspondante de n2 est 

Pour vérifier ces résultats, cherchons comment varie n1 lorsqu'on se 

déplace sur la courbe A = const, ou da + dp = o, ou, ce qui revient au 

même, 

En considérant y comme une fonction de x définie par cette équation et 

prenant la dérivée de n1 par rapport à x, on trouve 

dn, — dxCear(i -h x ) p - 1 (1 — x)-p(2p — 1 — x)2x 

ou bien 

ou encore, en remplaçant par — dx et x par i tangi'%, 

dn1 — itangiadx (n1 — n2). 

Comme, par hypothèse, dh = o, ce qui entraîne d« — du, on peut 



écrire 

C'est la première des équations auxquelles doivent satisfaire n1 et n2. La 

seconde s'obtiendrait d 'une façon analogue. 

Soient p,p' les deux racines de l 'équation 

4 p ( p — 1 ) = a 2 . 

On peut , dans les valeurs de n1 et n2 trouvées ci-dessus, substituer 

indifféremment à p l 'une ou l 'autre de ces racines. On obtient ainsi deux 

systèmes de solutions, ce qui permet de former les solutions complètes 

Comme p + p' = 1, on peut encore écrire 

Enfin l'on déduira de là les intégrales générales en considérant C et C' 

comme deux fonctions arbitraires de a, <p(a), 4 ( a ) , et prenant les in

tégrales définies par rapport à a entre deux limites déterminées a1 et a2 : 



Pour résoudre le problème général de l'équilibre de la surface de révo

lution minima, il reste à trouver une solution particulière des équations 

avec second membre. On y parviendra en reprenant les valeurs de n1 et 

n2 qui renferment deux constantes arbitraires C et C' et en appliquant la 

méthode de variation des constantes arbitraires. On sera ainsi conduit à 

deux équations de la forme 

Ces équations ne peuvent être résolues que dans des cas particuliers. Par 

exemple, lorsque est fonction de A seulement et de µ seulement, on 

peut s u p p o s e r e t ; alors C et C' sont donnés par de simples 

quadratures. 

Lorsque , on peut supposer C ' = o et avoir G par une 

quadrature. Si , on supposera au contraire C = o et on 

aura C' par une quadrature. Enfin, chaque fois que , on 

se procure immédiatement une solution particulière, sans recourir à la va

riation des constantes arbitraires, par la méthode précédemment indiquée. 

En dehors des cas qui viennent d'être étudiés, l'intégration générale 

de l'équation ( 2 0 ) me paraît impraticable, quelque hypothèse que l'on 

fasse sur la fonction 0. M. Moutard a étudié, dans le X L V e Cahier du 

Journal de l'École Polytechnique, les équations de la forme 

et déterminé les conditions que doit remplir le second membre pour qu'il 

y ait une intégrale générale explicite. Je ne crois pas qu'on puisse trouver 

des valeurs de t) appartenant aux surfaces minima et donnant en même 

temps, p o u r , l'un des cas d'intégrabilité établis par M. Moutard. 



Je ne multiplierai pas davantage les applications : celles qui précèdent 

me paraissent suffire pour élucider la théorie générale exposée dans les 

premiers Chapitres. Au sujet de ces applications, il y a lieu de remarquer 

que les cas dans lesquels j 'a i réussi à t rouver les intégrales générales 

explicites du problème se rapportent tous à des surfaces réglées. Il était 

aisé de prévoir, à l'inspection des équations (18), que ces surfaces seraient 

de beaucoup les plus faciles à traiter, car , lorsqu'on f a i t , l'in

connue n2 disparaît de la première équation. 

Si l'on voulait étendre ces recherches et trouver d'autres surfaces 

pour lesquelles il fût possible d 'obtenir la solution générale, il faudrait 

éliminer l 'inconnue n1 entre les équations (18) privées de second membre, 

ce qui conduirait à une équation de la forme 

a et [J désignant les paramètres des lignes asymptotiques. On ferait 

ensuite, sur les valeurs de A, B, C, les diverses hypothèses qui permet

traient l'intégration de cette équation. Si l 'on pouvait déterminer en 

même temps les surfaces correspondant à chaque hypothèse, il ne resterait 

plus qu'à leur appliquer des systèmes de forces tels que leur introduction 

dans le second membre n'empêchât pas l'intégration de s'effectuer; mais 

ce champ d'études est t rop vaste pour que j 'essaye aujourd'hui d'y entrer. 

Vu et approuvé : 

Paris, le 12 jui l le t 1880. 

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES. 

M I L N E E D W A R D S . 

Vu et permis d'imprimer : 

Par is , le 13 jui l let 1880. 

LE VICE-RECTEUR BE L'ACADÉMIE DE PARIS , 

G R É A R D . 
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Multiplication et division de l 'argument dans les fonctions elliptiques. 

Vu et approuvé : 

Par i s , le 12 ju i l le t 1880. 

L E DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES. 

M I L N E E D W A R D S . 

Vu et permis d'imprimer : 

Par i s , le i 3 jui l let 1880 . 

LE VICE-RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE PARIS. 

G R É A R D . 
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