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PREMIÈRE THÈSE. 

S U R LES SURFACES ORTHOGONALES. 

PREMIÈRE PARTIE. 

ÉTUDE D'UN SYSTÈME REMARQUABLE DE COORDONNÉES ORTHOGONALES. 

§ I. — Définition de ce système. 

1. Le sys t ème de coo rdonnées o r t h o g o n a l e s que n o u s é t u d i o n s dans cet te p r e 

m i è r e pa r t i e de no t r e t ravai l est formé des surfaces d o n t l ' équa t ion en c o o r d o n 

nées rec t i l ignes est 

ou bien 

Si on cons idè re a, b, c, d c o m m e des cons tan tes et 1 c o m m e u n p a r a m è t r e v a 

r i ab l e , ce t te é q u a t i o n r e p r é s e n t e u n sys tème de surfaces . 

Il y a t ro i s surfaces du sys tème passan t en u n po in t d o n n é de l ' espace . En effet, 

si l 'on e x p r i m e q u e l ' équa t ion (1) est vérifiée pa r les c o o r d o n n é e s d 'un po in t dé te r 

m i n é , le p a r a m è t r e X sera d é t e r m i n é p a r u n e é q u a t i o n d u t ro i s i ème d e g r é . 11 y 

au ra donc t ro is surfaces passan t pa r un po in t q u e l c o n q u e de l ' espace , et c o m m e 

l ' équa t ion en >. a ses t ro i s rac ines rée l les , ces t ro i s surfaces s e ron t réel les . 

D o n n o n s à 1 d a n s l ' équa t i on (1) deux va l eu r s d i f f é ren tes , n o u s a u r o n s deux 

sur faces . J 'ai m o n t r é d a n s un t ravai l a n t é r i e u r (*), et l 'on vérifie b ien fac i lement , 

(*) Annales scientifiques de l'École normale supérieure, t . II . 
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que ces deux surfaces se c o u p e n t à ang le d ro i t . Donc les t ro i s surfaces qui passen t 

en un poin t q u e l c o n q u e de l 'espace s'y c o u p e n t à ang le d ro i t . 

Supposons a > b > c. L ' équa t ion en X qui d é t e r m i n e les surfaces passan t pa r 

un po in t d o n n é aura ses t rois rac ines réel les c o m p r i s e s , la p r e m i è r e e n t r e — a et 

— b ; la d e u x i è m e en t r e — b et — c, et la t ro i s i ème en t re — c et -+- =c , ou en t re 

— a e t — co . On p e u t donc diviser les surfaces du sys tème en t ro is classes c o r 

r e s p o n d a n t : la p r e m i è r e , aux va leurs de 1 compr i ses en t re — a et — b ; la 

d e u x i è m e , aux va leurs de À compr i ses en t r e — b et — c ; la d e r n i è r e , aux va leu r s 

de X non compr i ses dans ces deux in te rva l l es . Il passe u n e surface de c h a q u e 

classe , et u n e seu le , pa r t ou t po in t de l ' e space , et d e u x surfaces de classe différente 

se c o u p e n t à angle d ro i t su ivan t une l igne rée l l e . 

2 . Le sys tème p r écéden t a donc la p lus g r a n d e ana log ie avec le sys tème o r t h o 

gonal formé des surfaces du second d e g r é , q u ' o n divise de m ê m e en t ro is classes 

formées : la p r e m i è r e , des e l l ipso ïdes , et les d e u x a u t r e s d ' hype rbo lo ïdes à u n e 

n a p p e et à deux n a p p e s . 

Cette ana log ie s ' exp l ique fac i lement . En faisant d = oc d ans l ' équa t ion (1), on 

ob t ien t l ' équa t ion 

c'est le sys tème o r thogona l formé des surfaces du second o r d r e . Ains i , no t r e s y s 

t ème du q u a t r i è m e o r d r e c o m p r e n d , c o m m e cas pa r t i cu l i e r , le sys tème des s u r 

faces homofoca les du second d e g r é , e t , c o m m e lu i , il est formé de t ro i s classes de 

surfaces compr i ses dans la m ê m e é q u a t i o n . C'est un sys tème o r thogona l à la fois 

triple et un. Tous les a u t r e s sys tèmes o r t h o g o n a u x connus sont formés de t ro i s 

sér ies de surfaces d i f férentes . Si les t ro i s sys tèmes sont a l g é b r i q u e s , les surfaces 

ne sont pas du m ê m e deg ré c o m m e dans les sys tèmes découver t s et é tud iés pa r 

M. J . -A. Ser re t (*). Quelquefo is m ê m e l 'un des sys tèmes est a l g é b r i q u e et les 

au t r e s sont t r a n s c e n d a n t s . La p r o p r i é t é que n o u s s igna lons m e t donc à pa r t les 

deux sys tèmes o r t h o g o n a u x formés des surfaces du q u a t r i è m e et du d e u x i è m e 

o r d r e . 

A tou t sys tème o r t h o g o n a l co r respond un sys t ème de c o o r d o n n é e s o r t h o g o n a l e s . 

Les surfaces du second deg ré ont condu i t aux c o o r d o n n é e s e l l i p t iques . Le sys tème 

que n o u s é tud ions condu i t à de nouvel les coo rdonnées o r t h o g o n a l e s . Ce sont ces 

coo rdonnées que nous a l lons é tud ie r ; el les c o m p r e n n e n t , c o m m e cas pa r t i cu l i e r , 

les coo rdonnées e l l i p t iques . 

(*) Mémoire sur les surfaces or thogonales , Journal de Mathématiques, t . XI I . 



§ I I . — Formules fondamentales dans l'étude du système orthogonal. 

3 . Soient x, y, z les c o o r d o n n é e s d 'un po in t de l ' e space ; l ' équa t ion que d é t e r 

mine ra X sera 

Dés ignons par p, p,, p2 les t ro i s rac ines de cet te équa t i on en X. Nous al lons 

d ' abord c h e r c h e r l ' express ion de x, y, z en fonct ion de p, p,, p2. 

Posons 

( 2 ) 

on a, d ' a p r è s les p r inc ipes de l 'A lgèbre é l é m e n t a i r e , 

( 3 ) 

Dans cet te fo rmule nous pouvons r e g a r d e r x, y, z, p, p,, p.2 c o m m e des cons tan tes 

et X c o m m e la seule v a r i a b l e ; si n o u s d é c o m p o s o n s le second m e m b r e en fractions 

s imples , nous t rouvons 

Éga lons les coefficients de ——. dans les deux m e m b r e s , nous ob t enons 

(4) 

on au ra i t des formules semblab les qu i d o n n e r a i e n t y 2 , s 2 . Donc , p o u r avoir x, y, z 

en fonct ion de p, p,. p2, il n 'y a p lus qu ' à t rouve r l ' express ion de M en fonction 

des m ê m e s q u a n t i t é s . 

4 . Che rchons cet te expres s ion de M en p, p,, p.,. Si dans l ' équa t ion ( 2 ) on r e m 

place x. y, z pa r l eu r s va leurs en fonction de M et de p, p,, p2, on ob t i en t une 

équa t ion du second degré qu i fait conna î t r e l ' i n c o n n u e M. 

On a d ' abord 

La s o m m e con tenue dans le second m e m b r e se compose de t ro is t e rmes qu i se 

1. 



d é d u i r o n t du p r e m i e r pa r la p e r m u t a t i o n c i rcu la i re des l e t t r e s a, b, c; ma i s on 

p e u t s implif ier ce second m e m b r e . P o u r ce la , il n 'y a q u ' à cons idé re r la fract ion 

Si on la décompose en fractions s imples de la forme la s o m m e des n u m é r a 

t e u r s sera n u l l e ; éc r ivan t cet te i d e n t i t é , on a 

Soi t , p o u r a b r é g e r , 

on a 

(5) 

On t rouve pa r des cons idé ra t ions semblab les 

(6) 

et pa r su i te l ' équa t ion q u e d é t e r m i n e r a M sera 

(7) 

d 'où l 'on d é d u i t 

5 . M a d e u x va leu r s ; ce fait p e u t ê t re e x p l i q u é : à u n sys t ème de va leurs p , pu p2 

c o r r e s p o n d e n t d e u x p o i n t s . E n effet, t ou t e d ro i te p a r t a n t d u cen t r e coupe u n e 

q u e l c o n q u e des surfaces en d e u x po in t s , don t le p r o d u i t des d i s t ances à l ' o r ig ine 

est égal à cl2 (*). Les surfaces qu i on t u n po in t c o m m u n pas sen t aussi pa r un 

au t r e po in t r é c i p r o q u e du p r e m i e r . Les d e u x va l eu r s de M c o r r e s p o n d e n t a ces 

d e u x p o i n t s . 

6 . N o u s a l lons m a i n t e n a n t é tab l i r q u e l q u e s fo rmules qu i nous c o n d u i r o n t à 

(*) La transformation p a r rayons vec teurs réc ip roques ne fait donc que change r l ' une des nappes de la 

surface dans l ' au t re . M. Moutard a proposé d 'appeler anallagmatiques les surfaces qui ne changen t pas par 

ce t te t ransformat ion. 



l ' express ion de la d i s tance de deux po in t s in f in iment vois ins d a n s le sys tème des 

c o o r d o n n é e s cu rv i l i gnes . Soit 

l ' équa t ion de l ' u n e des surfaces du sys t ème . On a 

et pa r su i te 

a insi on a 

(8) 

Cette équa t i on n o u s sera u t i l e . On en d é d u i t en effet 

(9) 

Posons 

(10) 

d ' après les fo rmules re la t ives a u x surfaces o r t h o g o n a l e s , on a 

( " ) 

mais , p o u r X = p, l ' équa t i on ( 3 ) n o u s d o n n e 

il suffit de di f férent ier pa r r a p p o r t au seul facteur X — p qui s ' annu le pour X = p. 

La formule (11) n o u s d o n n e m a i n t e n a n t sans difficulté la va l eu r de H : nous a u r o n s 



de m ê m e les va leurs de H 1 , H , et nous o b t i e n d r o n s la formule 

( 1 2 ) 

7 . On voit que l ' express ion de ds2 a la p lus g r a n d e ana log ie avec celle qu 'on 

ob t i en t avec les coo rdonnées e l l ip t iques . Mais la p résence du facteur M q u i , dans 

le cas des c o o r d o n n é e s e l l i p t i ques , est r e m p l a c é pa r une c o n s t a n t e , ne p e r m e t pas 

d ' é t e n d r e au n o u v e a u sys tème de c o o r d o n n é e s b ien des m é t h o d e s , pa r e x e m p l e 

celles qu i c o n d u i s e n t a u x l ignes géodés iques dans les surfaces du second d e g r é . 

Les c o o r d o n n é e s e l l ip t iques sont employées avec succès dans bien des q u e s t i o n s , 

parce qu ' e l l e s dé r iven t de surfaces i s o t h e r m e s , e t , d ' a p r è s le beau t h é o r è m e de 

M. L a m é , les surfaces du second degré sont les seules qu i pu i s sen t fo rmer à la fois 

un sys tème or thogona l et i s o t h e r m e . 

8. Dans son Mémoi re su r les surfaces i so the rmes et o r t h o g o n a l e s , M. Ber t r and 

a d o n n é les cond i t ions p o u r q u ' u n sys tème de surfaces o r thogona l e s soit i s o t h e r m e . 

La p r e m i è r e cond i t ion , c'est q u e les l ignes de c o u r b u r e de c h a c u n e des surfaces 

du sys tème pu i s sen t la découpe r en ca r rés in f in iment pe t i t s . Cette c o n d i t i o n , qui 

n 'a pas lieu p o u r tous les sys tèmes o r t h o g o n a u x , est satisfaite pour celui q u e nous 

é t u d i o n s . 

En effet, si l 'on fait p2= cons t . , on au ra 

Posons 

on aura 

et ce t te- forme de ds- met en évidence la p rop r i é t é que nous vou lons é t ab l i r . 

Ainsi la p r e m i è r e des deux condi t ions d ' i so the rmie est vérifiée pa r no t re s y s 

t è m e . Je m o n t r e r a i dans la d e r n i è r e Par t i e de cet te thèse q u e ce sys tème est le seul 

qui vérifie cette première condition. En d ' au t r e s t e r m e s , c 'est le seul p o u r lequel 

chaque surface puisse ê t re divisée en ca r rés in f in iment pet i ts pa r ses l ignes de 

c o u r b u r e . On au ra ainsi un c o m p l é m e n t du beau résu l ta t de M. L a m é . 



§ III. — Applications. — Détermination d'un système particulier 

de lignes géodésiques sur les surfaces du système. 

9 . Le sys tème de coo rdonnées cu rv i l ignes que n o u s venons d ' é tud ie r servira 

en p r e m i e r l ieu dans l ' é t ude i n t é r e s san t e des surfaces qu i le cons t i t uen t . 

Nous avons vu q u e su r ces surfaces le ds2 p r e n d la forme 

On peu t donc i n t é g r e r ici l ' équa t i on 

on a 

Ces d e u x é q u a t i o n s d é t e r m i n e n t su r la surface un doub le sys tème de l ignes imag i 

na i r e s . Ces l ignes p e u v e n t ê t re r e g a r d é e s c o m m e des l ignes g é o d é s i q u e s ; en c h a q u e 

po in t l eu r p lan oscu la t eu r es t n o r m a l à la surface . 

E n effet, les t a n g e n t e s a u x cou rbes q u e n o u s cons idé rons sont para l lè les aux 

géné ra t r i c e s du cône , 

et les p l ans oscu la t eu r s de ces cou rbes sont les p l ans t a n g e n t s au cône su ivan t les 

a rê tes c o r r e s p o n d a n t e s . P o u r avoir les d i r ec t i ons des t a n g e n t e s en un po in t 0 de 

la su r f ace , il faut c o u p e r le cône p a r un p lan para l lè le au p lan t a n g e n t en 0 . Ce 

plan c o u p e r a le cône su ivan t d e u x géné ra t r i c e s imag ina i r e s qu i se ron t les d i r ec t ions 

c h e r c h é e s . Les p lans t a n g e n t s au cône su ivan t ces deux géné ra t r i ce s son t n o r m a u x 

au p lan de sec t ion , ca r ils v o n t passer pa r le d i amè t r e con jugué à ce p lan qui est 

t ou jour s la p e r p e n d i c u l a i r e au p l an . D o n c , su r la sur face , le p lan oscu la t eu r passe 

par la n o r m a l e . 

Ains i , en i n t é g r a n t l ' équa t ion 

on aura u n e in t ég ra le p a r t i c u l i è r e , avec u n e cons t an te a rb i t r a i r e de l ' équa t ion des 

l ignes géodés iques . Mais on ne sait p a s i n t ég re r su r tou tes les surfaces l ' équa

t ion 

ce qu i r ev i en t à d i re q u ' o n ne sai t pas r a m e n e r su r u n e surface q u e l c o n q u e ds2 à la 

forme 



D a n s les surfaces q u e n o u s é t u d i o n s on a 

si l 'on fait ds2 = o , il v ient 

§ IV. — Nouveaux systèmes de surfaces orthogonales. 

10 . Cons idérons d ' u n e m a n i è r e géné ra l e tous les sys tèmes de c o o r d o n n é e s o r t h o 

gona les qu i c o n d u i s e n t à l ' express ion su ivan te de ds2, 

(13) 

Cette forme c o m p r e n d c o m m e cas pa r t i cu l i e r la forme (12) ; les r a i s o n n e m e n t s 

que nous a l lons faire s ' a p p l i q u e r o n t dans t o u s les cas au m o i n s au sys t ème o r t h o 

gona l des surfaces du q u a t r i è m e o r d r e . 

On p e u t é t e n d r e à tous ces sys tèmes les cons idé ra t i ons don t M. W i l l i a m Rober t s 

a fait usage p o u r les c o o r d o n n é e s e l l i p t iques (*), et d é t e r m i n e r ainsi de n o u v e a u x 

sys tèmes o r t h o g o n a u x . 

Soient deux surfaces don t on d o n n e les é q u a t i o n s d i f férent ie l les . 

(14) 

Les n o r m a l e s à ces surfaces font avec les n o r m a l e s aux t ro is surfaces s, pt, p2 des 

angles don t les cos inus sont p r o p o r t i o n n e l s à 

p o u r la p r e m i è r e sur face , et a 



p o u r la s e c o n d e . Par su i t e , la cond i t ion d ' o r t h o g o n a l i t é des deux surfaces est 

(15) 

Cette condi t ion est satisfaite p o u r deux q u e l c o n q u e s des t ro i s surfaces qu i on t p o u r 

équa t ions : 

(16) 

P r e n o n s par e x e m p l e les deux p r e m i è r e s ; la condi t ion d ' o r t h o g o n a l i t é devient 

et elle est i d e n t i q u e m e n t sat isfai te que l q u e soit h. 

Si l 'on cons idè re a, jS, y c o m m e des p a r a m è t r e s va r i ab le s , les é q u a t i o n s (16) r e 

p r é s e n t e n t u n sys tème o r t h o g o n a l , h, h', h" son t t ro i s cons tan tes a r b i t r a i r e s ; elles 

doivent ê t re inéga les p o u r que nos trois sys tèmes o r t h o g o n a u x ne se r é d u i s e n t pas 

à d e u x . On p e u t m ê m e leur d o n n e r des va leu r s infinies, à la condi t ion de r e m p l a 

cer les b i n ô m e s c o m m e p — h, p, — h, p.2 — h, par u n e cons tan te q u e l c o n q u e . 

On p e u t écr i re d ' u n e m a n i è r e ab régée les é q u a t i o n s des t ro is surfaces du sys-

t è m e (16) . En effet, si l 'on pose 

(17) 

les équa t ions ( 1 6 ) p e u v e n t s 'écr i re 

(i8) 

1 1 . Dans le sys tème des surfaces d u q u a t r i è m e o r d r e , on a 

2 



On pour ra d i sposer de h, h', h" de di f férentes m a n i è r e s , pa r e x e m p l e , faire 

dans ce cas les i n t ég ra t i ons i n d i q u é e s dans les équa t ions ( 1 6 ) p o u r r o n t ê t r e effec

tuées , mais j e n ' ins i s te pas su r ces cas pa r t i cu l i e r s , qui ne p r é s e n t e n t ni g r a n d e 

difficulté, n i g r a n d i n t é r ê t , et j ' a r r i v e à u n e conséquence p lus i m p o r t a n t e . 

§ V. — Lignes géodésiques des surfaces du second degré. — Intégration 

des équations abéliennes par les coordonnées elliptiques. 

12. Cons idérons le cas des c o o r d o n n é e s e l l i p t iques . M est cons t an t . Fa i sons 

h = » , c 'es t -à-dire , dans les é q u a t i o n s (16 ) , r e m p l a ç o n s par l ' un i t é les b i n ô m e s 

[p — h), (p, — A), !p2 — h). Nous a u r o n s le sys tème t r ip le o r t h o g o n a l 

(19) 

D 'après les formules b ien c o n n u e s re la t ives aux sys tèmes o r t h o g o n a u x , on a 

A p p l i q u o n s cet te formule au p r e m i e r de nos sys t èmes , nous a u r o n s 

Le p r e m i e r de nos sys tèmes est donc formé de surfaces para l lè les , e t , pa r su i t e , les 

deux au t r e s sys tèmes sont formés des surfaces déve loppab les qu i c o u p e n t les su r 

faces para l lè les su ivan t l eurs l ignes de c o u r b u r e . Ces surfaces déve loppab les se 

coupen t su ivan t des d ro i t es t a n g e n t e s a u x d e u x surfaces 

En effet, p r e n o n s la d e u x i è m e des é q u a t i o n s (19) : cet te é q u a t i o n r e p r é s e n t e , n o u s 

venons de le vo i r , u n e surface déve loppab l e . Pour p — h", la d i rec t ion du p lan 



t angen t est d é t e r m i n é e par l ' équa t ion 

Ainsi cet te surface est t a n g e n t e à la surface 

Les géné ra t r i ce s r ec t i l i gnes sont donc t angen t e s a u x d e u x surfaces 

et pa r su i te les a rê tes de r e b r o u s s e m e n t des d e u x sys tèmes de surfaces deve loppa-

bles sont su r les surfaces 

Il r é su l t e de ce qu i p récède deux c o n s é q u e n c e s . 

D 'abord les d e u x d e r n i è r e s é q u a t i o n s (19) , qu ' on peu t éc r i re 

r e p r é s e n t e n t une d r o i t e . Or , ces é q u a t i o n s sont les é q u a t i o n s abé l i ennes à t ro i s 

va r i ab l e s . Ainsi on peu t i n t é g r e r pa r la géomé t r i e les é q u a t i o n s abé l i ennes {'*). 

En second l ieu , les a rê t e s de r e b r o u s s e m e n t sont les l ignes géodés iques des surfaces 

du second d e g r é . Pa r e x e m p l e , su r la surface 

l ' équa t ion d ' u n e l igne géodés ique est 

h" et > é tan t deux cons t an te s a r b i t r a i r e s . 

§ V I . — Intégration des équations abéliennes par le système des surfaces 

du quatrième ordre. 

1 3 . Revenons aux sys t èmes les p lus g é n é r a u x c o m p r i s dans la forme (13 ) , et 

(*) M. Liouville a employé la Mécanique dans son beau Mémoire sur quelques cas particuliers où 

équations du mouvement d'un point matér ie l peuvent s'intégrer. Mais dans une Note su r un théo rème de 

M. Chasles (Journal de Mathématiques, I 8 5 I ) . il annonce qu 'on peut se d ispenser de r ecour i r à la Méca

n ique et p romet un ar t ic le qu i . j e crois n 'a pas é té publ ié . 
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soient les d e u x é q u a t i o n s différent iel les 

(20) 

Ces deux é q u a t i o n s r e p r é s e n t e n t u n e l i g n e ; l e u r s i n t ég ra l e s géné ra l e s s ' expr i 

m e n t de la m a n i è r e su ivan te : 

Mais ces i n t ég ra l e s con t i ennen t des t r a n s c e n d a n t e s q u ' o n ne peu t pas e x p r i m e r 

en t e r m e s finis. A ins i , dans le cas des surfaces du q u a t r i è m e o r d r e , les p o l y n ô m e s 

sous les r a d i c a u x sont du s ix ième d e g r é , et les é q u a t i o n s (20) sont les équa t ions 

abé l i ennes les p lus géné ra l e s à t rois va r i ab les . N o u s a l lons d o n n e r un moyen de 

t rouve r les in t ég ra le s des équa t ions (20) en t e r m e s finis, e t l 'on aura ainsi u n e 

nouvel le d é m o n s t r a t i o n g é o m é t r i q u e du t h é o r è m e d 'Abel p o u r les é q u a t i o n s à 

t ro i s va r i ab les . 

On d é d u i t des équa t ions (20) 

Si l 'on appel le da, du,, da2 les p ro jec t ions de l ' é l ément de c o u r b e sur les nor 

males a u x trois surfaces p, p,, p.2, on aura 

ce qui d o n n e 

et pa r su i te 

(21) 

Cette d e r n i è r e é q u a t i o n n o u s m o n t r e que les t a n g e n t e s à la courbe c h e r c h é e sont 

para l lè les a u x géné ra t r i c e s du cône 

D 'a i l l eu r s , si n o u s r e t r a n c h o n s m e m b r e à m e m b r e les d e u x é q u a t i o n s (20), 



après avoir mu l t i p l i é la seconde p a r h, nous a u r o n s 

(22) 

ou, en i n t é g r a n t , 

Cette équa t i on r e p r é s e n t e u n e surface su r l aque l l e doi t se t r ouve r no t r e c o u r b e . 

Cette surface est déve loppab le , car on a 

et les g é n é r a t r i c e s de cet te surface déve loppab le son t pa ra l l è les à celles du cône 

La courbe devra se t r o u v e r su r cet te surface et ê t re t a n g e n t e a u x g é n é r a t r i c e s ; ce 

sera donc ou bien u n e géné ra t r i ce ou b ien l ' a rê te de r e b r o u s s e m e n t de la sur face . 

Les géné ra t r i ce s r é p o n d e n t à la so lu t ion géné ra l e des é q u a t i o n s (20); les a rê tes 

de r e b r o u s s e m e n t , aux so lu t ions s i ngu l i è r e s . P o u r définir c o m p l é t e m e n t les sur 

faces déve loppab les p., il suffit de r e m a r q u e r qu ' e l l e s on t l eu r a rê te de r eb rousse 

m e n t su r la surface 

Les dro i tes sont t angen t e s à cet te su r face ; l eu r équa t i on ne con t i endra donc que 

deux cons t an t e s a r b i t r a i r e s . 

14. Nous sommes condu i t s par ce qu i p r é c è d e à c h e r c h e r les sys tèmes o r t h o 

g o n a u x c o m p r i s dans la forme ( 1 3 ) ; car ces sys tèmes n o u s en d o n n e r o n t d ' au t r e s 

i m m é d i a t e m e n t , e t , de p l u s , i l s p o u r r o n t n o u s c o n d u i r e à l ' i n t ég ra t i on d ' équa t ions 

ana logues a u x é q u a t i o n s a b é l i e n n e s . J ' e n t r e p r e n d r a i cet te r e c h e r c h e dans la t r o i 

s ième Par t i e de cet te T h è s e ; il r é su l t e r a de cet te r e c h e r c h e q u e le sys tème des 

surfaces du q u a t r i è m e o rd re est le seul qu i soit compr i s dans la forme (13) . 



D E U X I È M E P A R T I E . 

RECHERCHES SUR LES SURFACES ORTHOGONALES EN GÉNÉRAL. 

g VII. — Réduction du problème à la résolution d une équation aux déri

vées partielles à trois variables indépendantes. 

1 5 . M. Ossian Bonne t a m o n t r é le p r e m i e r , dans une c o m m u n i c a t i o n faite 

en 1862 à l 'Académie des Sc iences , que le p r o b l è m e de la d é t e r m i n a t i o n des sys 

t èmes o r t h o g o n a u x se r a m è n e à la r é so lu t ion d ' u n e équa t ion a u x dér ivées par 

t iel les du t ro i s i ème o r d r e ; en sor te que le p r o b l è m e sera i t i m m é d i a t e m e n t réso lu , 

si on pouvai t ob t en i r l ' i n t ég ra l e géné ra l e de ce t te é q u a t i o n . Ce résu l ta t a u n e 

g r a n d e i m p o r t a n c e , parce qu ' i l i n d i q u e et préc ise l ' o rd re de difficulté du pro

b l è m e . C'est ainsi que l 'on a fait un g r a n d pas dans la r e c h e r c h e des surfaces 

app l icab les les unes su r les a u t r e s , q u a n d on a m o n t r é que le p r o b l è m e se r édu i t 

à l ' i n t ég ra t ion d ' u n e équa t ion du second o r d r e . 

Je me p ropose d ' é tab l i r ici le r ésu l t a t dû à M. Bonne t , en su ivan t une m a r c h e 

différente de la s i e n n e . 

Je c o m m e n c e r a i pa r r appe le r le cé lèbre t h é o r è m e de M. Char les D u p i n , qu i a 

été le po in t de d é p a r t des r e c h e r c h e s sur les surfaces o r t h o g o n a l e s . On l ' énonce 

o r d i n a i r e m e n t a insi : 

Quand on a trois systèmes de surfaces se coupant à angle droit, deux surfaces 

quelconques appartenant à deux systèmes différents se coupent suivant leurs lignes 

de courbure. 

Ce t h é o r è m e est con tenu dans le su ivant : 

Pour que deux systèmes formés de surfaces orthogonales soient orthogonaux à 

un troisième système, il faut et il suffit que les lignes d'intersection des surfaces 

appartenant aux deux systèmes soient des lignes de courbure des surfaces. 

P o u r é n o n c e r ce t h é o r è m e d ' u n e man iè r e c o m p l è t e , il faut a jou te r au t h é o r è m e 

de M. Dupin le t h é o r è m e su ivan t : 

Quand deux systèmes de surfaces orthogonales se coupent suivant les lignes de 

courbure de ces surfaces, il existe un troisième système orthogonal aux deux pre

miers. 

Considérons t rois sys tèmes o r t h o g o n a u x don t les é q u a t i o n s en coo rdonnées 

r ec t angu la i r e s so ient 



on doit avoir i d e n t i q u e m e n t 

( 2 3 ) 

Des deux de rn i è re s é q u a t i o n s on d é d u i t 

(24) 

et , pa r s u i t e , l ' équa t ion 

(25) 

est i n t é g r a b l e . 

R é c i p r o q u e m e n t , si l ' équa t ion (25) es t i n t é g r a b l e , on p o u r r a t rouve r u n sys

t è m e o r t h o g o n a l 

sat isfaisant a u x é q u a t i o n s (24), c 'es t -à-dire o r thogona l aux deux sys tèmes (u), (jS). 

Écr ivons la condi t ion d ' i n t é g r a b i l i t é ; n o u s avons 

équa t ion à laque l le il faut j o i n d r e 

Si l 'on différent ie cet te de rn i è re é q u a t i o n pa r r a p p o r t à x, y, z, on aura 



Ces t ro is é q u a t i o n s p e r m e t t e n t de s implif ier la condi t ion d ' i n t ég rab i l i t é , et de 

l ' éc r i re , en r e m p l a ç a n t ^ > i%-> p a r les q u a n t i t é s p r o p o r t i o n n e l l e s : 

D é t . 

Soient àx, ây, âz les acc ro i s semen t s q u e p r e n n e n t x, y, z l o r sq u ' o n se dép lace 

inf in iment peu dans la d i rec t ion de la surface a ; on a 

(26) 

et la condi t ion d ' in t ég rab i l i t é dev ien t 

( 2 7 ) 

Sous cet te fo rme , nous r econna i s sons i m m é d i a t e m e n t que la d i rec t ion èx, ày, âz, 

qui est celle de la n o r m a l e à la surface oc, est celle d ' u n e des l ignes de c o u r b u r e 

de la surface |3 . Donc la l igne d ' i n t e r sec t ion des d e u x surfaces est t a n g e n t e à 

l ' au t re l igne de c o u r b u r e de la surface ( p ) , et pa r su i te les d e u x sur faces se 

c o u p e n t su ivan t une l igne de c o u r b u r e . Ains i la cond i t ion d ' i n t ég rab i l i t é e x p r i m e 

que les deux surfaces se c o u p e n t su ivan t u n e l igne de c o u r b u r e , e t , c o m m e cet te 

condi t ion est nécessa i re et suff isante, il en r é su l t e le t h é o r è m e é n o n c é . 

16 . Passons m a i n t e n a n t à n o t r e objet p r inc ipa l e t c h e r c h o n s les c o n d i t i o n s 

a u x q u e l l e s doi t sat isfaire u n sys tème ce = <p (x,y, z), p o u r que ce s y s t è m e fasse 

par t ie d 'un sys tème t r ip le o r t h o g o n a l . 

D é t e r m i n o n s en c h a q u e po in t les d i r ec t ions des l ignes de c o u r b u r e . 

On a deux équa t ions de la forme 

(28) 



Dans ces é q u a t i o n s , L, M, N, L', M', N ' r e p r é s e n t e n t des fonct ions des dér ivées 

p r e m i è r e s et secondes de a, fonct ions qu ' i l sera i t pén ib l e de ca l cu le r . Les tan

gen te s aux l ignes de c o u r b u r e doivent ê t r e les n o r m a l e s aux deux sys tèmes con-

j u g u é s du p r e m i e r . Donc les é q u a t i o n s 

do iven t ê t re i n t é g r a b l e s . Je dis q u e si la p r e m i è r e l 'es t , la seconde le sera auss i . 

En effet, si la p r e m i è r e équa t ion est i n t é g r a b l e , on a u r a u n sys tème de surfaces 

(29) 

o r thogona l au sys tème a et ayan t ses n o r m a l e s t a n g e n t e s a u x l ignes de c o u r b u r e 

des sur faces (a). La cond i t ion d ' i n t ég rab i l i t é (27 ) sera donc sat isfa i te , et l 'on aura 

le t ro i s i ème sys tème o r t h o g o n a l pa r la fo rmule 

(3o) 

a ins i , la cond i t ion u n i q u e à l aque l l e doi t sat isfaire a, c 'est q u e la p r e m i è r e équa

t ion 

soit i n t é g r a b l e , ce qu i d o n n e 

(31) 

équa t ion u n i q u e aux dér ivées par t i e l l es à l aque l le doi t sat isfaire a. Cette équa t i on 

est du t ro i s i ème o r d r e ; el le est l inéa i re é v i d e m m e n t p a r r a p p o r t a u x dér ivées du 

t ro i s i ème o r d r e . D ' ap rès ce qu i p r écède , on voit q u e t o u t e so lu t ion de cet te équa 

t ion d o n n e r a un sys tème o r t h o g o n a l . 

Cette équa t i on aux dér ivées pa r t i e l l e s , n o u s ne la fo rmerons pas dans le cas 

géné ra l ; elle est t r è s - compl iquée et pa ra î t très-difficile à i n t é g r e r . R e m a r q u o n s 

s eu l emen t q u ' o n en conna î t deux so lu t ions avec u n e fonct ion a r b i t r a i r e de d e u x 

var iab les . La p r e m i è r e so lu t ion est d o n n é e pa r le sys tème des surfaces para l lè les à 

une surface d o n n é e ; la d e u x i è m e par le sys tème q u ' o n ob t ien t en t r ans fo rman t 

pa r r ayons vec teu r s r é c i p r o q u e s u n sys tème de surfaces para l lè les . Mais il est évi

den t q u e ces so lu t ions ne cons t i t uen t pas l ' i n t ég ra le géné ra l e de l ' équa t ion . Quoi 

qu ' e l l e s c o n t i e n n e n t des fonct ions a r b i t r a i r e s , ce sont peu t -ê t re des so lu t ions s in

gu l i è res . En d e h o r s de ces so lu t ions on ne conna î t pas d ' i n t ég ra l e complè te de 

l ' é q u a t i o n . Le sys tème des surfaces du q u a t r i è m e o r d r e con t i en t q u a t r e c o n s t a n t e s ; 

en r a p p o r t a n t à des axes q u e l c o n q u e s on en i n t rodu i t s ix , et en t r ans fo rman t pa r 
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r ayons vec teurs r é c i p r o q u e s , le pôle é t an t q u e l c o n q u e , t ro is nouve l l e s , ce qu i fait 

en t o u t t re ize cons tan tes : or l ' i n t ég ra l e complè t e devra i t en c o n t e n i r dix-neuf . 

Ains i , le p r o b l è m e de la r e c h e r c h e des surfaces o r t h o g o n a l e s d é p e n d d ' u n e équa

t ion du t ro i s i ème o r d r e à t ro i s va r i ab les . Il pa ra î t donc b e a u c o u p p l u s difficile q u e 

la p l u p a r t des p r o b l è m e s de Géomét r i e , qui d é p e n d e n t d ' u n e é q u a t i o n du second 

o r d r e à deux va r i ab les . 

g VIII. — Méthode générale de recherche des systèmes orthogonaux. 

17 . Cette m é t h o d e est fondée sur les équa t ions que M. L a m é a données dans 

son ouvrage sur les Coordonnées curvilignes (*). Soi t l ' express ion de ds2 

(32) 

Les fonct ions H, H ( . H , sat isfont à six é q u a t i o n s différent iel les qui son t : 

(33) 

et 

(34) 

Nous a l lons r e p r e n d r e r a p i d e m e n t la démons t r a t i on de ces six é q u a t i o n s , et 

nous p r o u v e r o n s en m ê m e t emps qu 'e l l es sont à la fois nécessa i res et suff isantes , 

c 'es t -à-dire q u e si l 'on a t rouvé des va leu r s de H, H f , sa t isfaisant à ces six equa 

t ions , on ob t i end ra néces sa i r emen t un sys tème o r t h o g o n a l . 

P o u r cela , nous c o m m e n c e r o n s par t r a n s f o r m e r les é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s , et au 

l ieu des quan t i t é s H, H 1 , H 2 , nous p r e n d r o n s p o u r i n c o n n u e s les six q u a n t i t é s 

d o n n é e s par la formule 

(35) 

où i est différent de j . 

(*) Leçons sur les Coordonnées curvilignes et leurs diverses applications. In-8° avec figures dans le t e x t e ; 
1859. Chez Gauth ie r -Vi l l a r s , l ib ra i re . P r ix : 5 francs. 



On p o u r r a r e m p l a c e r les six é q u a t i o n s ( 3 3 ) , ( 3 4 ) [voir LAMÉ, p . 7 6 ] pa r les neuf 

équa t ions 

(36) 

et 

(37) 

Nous avons six i n c o n n u e s au lieu de t r o i s ; ma i s il y a t rois é q u a t i o n s de p l u s . 

P o u r d é m o n t r e r ces é q u a t i o n s , d é s i g n o n s par U , U , , U 2 les cos inus des ang le s 

q u e font avec l ' axe des u (*) les n o r m a l e s aux t ro is surfaces p, p,, p%; l ' express ion 

doit ê t r e u n e différent ie l le exac te , p u i s q u ' e l l e est égale à du. 

De plus on a 

différent iant ce t te équa t ion et e x p r i m a n t les cond i t ions d ' i n t ég rab i l i t é , nous t rou 

ve rons (voir L A M É , p . 74) 

(38) 

On aura i t de m ê m e d ' a u t r e s équa t ions qu i d o n n e r a i e n t les dér ivées par t ie l les 

des fonct ions U 1 , L " 2 . Cela posé , d i f férent ions la p r e m i è r e des é q u a t i o n s ( 3 8 ) pa r 

r appor t à p 2 , la d e u x i è m e pa r r a p p o r t à p, : on aura deux va leurs de ^ qui 

devront ê t re éga les , ce qu i d o n n e 

u dés igne, suivant les nota t ions de M. Lamé, une que lconque des t rois le t t res x. r , z. 
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Cette équa t ion doi t avoir l ieu p o u r t ro i s v a l e u r s d i f férentes d u r a p p o r t ~ ; on aura 

d o n c 

Pa r des p e r m u t a t i o n s d ' ind ices on aura les six é q u a t i o n s ( 3 6 ) qu i se t r o u v e n t 

ainsi d é m o n t r é e s . 

P o u r t rouve r les é q u a t i o n s (37 ) , on n ' a u r a q u ' à e x p r i m e r que les d e u x va l eu r s 

de que l 'on ob t i en t en d i f férent ian t la seconde des é q u a t i o n s (38) pa r r a p 

p o r t à p et la t ro i s i ème pa r r a p p o r t à p2, sont éga les . 

R é c i p r o q u e m e n t , si les neu f é q u a t i o n s ( 3 6 ) et (37) son t sat isfai tes , les équa

t ions ( 3 8 ) et les six au t r e s é q u a t i o n s a n a l o g u e s d o n n e r o n t des va l eu r s de U, L \ , U 2 . 

Ces fonct ions se ron t d é t e r m i n é e s l o r s q u ' o n conna î t r a l eurs va l eu r s in i t i a les , car 

les neu f é q u a t i o n s f o u r n i r o n t les dé r ivées p r e m i è r e s , et les é q u a t i o n s o b t e n u e s pa r 

la d i f férent ia t ion les au t r e s dé r ivées . A i n s i , q u a n d on au ra t rouvé H, H 1 , H 2 , on 

p o u r r a tou jour s ob t en i r des fonct ions U, U 1 , TJ2, sa t isfaisant aux é q u a t i o n s (38) e t 

aux six é q u a t i o n s a n a l o g u e s . 

P r e n o n s t ro i s sys tèmes de va l eu r s 

Soit l ' express ion 

si l 'on différentie cet te expres s ion par r a p p o r t à u n e q u e l c o n q u e des c o o r d o n 

nées p, p1,p2, on t r o u v e , en r e m p l a ç a n t les dér ivées pa r l eu r s va l eu r s t i rées des 

équa t ions ( 3 8 ) , u n r é su l t a t i d e n t i q u e m e n t n u l . On a donc 

et si l 'on a chois i c o n v e n a b l e m e n t les v a l e u r s in i t ia les , on a u r a 

De m ê m e , 

Donc on p o u r r a cons t i t ue r u n sys t ème o r t h o g o n a l , et en i n t é g r a n t les exp re s s ions 

te l les que 

on a u r a les c o o r d o n n é e s u e x p r i m é e s en p, p1, p2. A ins i , à t ou t sys tème de va l eu r s 



de H, H 1 , H 2 sa t isfa isant a u x s ix é q u a t i o n s ( 3 3 ) , ( 3 4 ) il c o r r e s p o n d b ien u n sys tème 

o r t h o g o n a l . 

E n r é s u m é , le p r o b l è m e a t t a q u é pa r cet te voie c o m p r e n d deux pa r t i e s dis

t inc tes : 

La d é t e r m i n a t i o n de t ro i s q u a n t i t é s H, H 1 , H 2 p a r s ix é q u a t i o n s s i m u l t a n é e s , et 

la d é t e r m i n a t i o n des cos inus U. 

E n g é n é r a l , on ne p e u t pas t r o u v e r t ro i s fonct ions sat isfaisant à s ix é q u a t i o n s . 

Il s embla i t donc q u e le p r o b l è m e ne pouva i t avoir q u ' u n n o m b r e l imi té de solu

t i o n s . On voit combien est i m p o r t a n t le r é s u l t a t dû à M. B o n n e t . 

Avan t de c o n n a î t r e les r e c h e r c h e s de M. B o n n e t , j ' a v a i s essayé d ' i n t é g r e r les s ix 

é q u a t i o n s en H. Je n 'a i pas r é u s s i , ma i s j ' a i é té c o n d u i t à q u e l q u e s r é su l t a t s qu i 

n o u s se ron t u t i l e s p lus ta rd et q u e j e vais expose r . 

§ IX. — Intégration des équations en H, H 1 , H 2 . 

1 8 . Occupons -nous d ' a b o r d de la d é t e r m i n a t i o n des q u a n t i t é s q u e n o u s avons 

dés ignées pa r jS,y. 

Les é q u a t i o n s ( 3 6 ) s ' i n t è g r e n t sans d i f f icul té ; on en d é d u i t en effet 

Ains i on a 

(39) 

On p e u t pose r , en i n t r o d u i s a n t u n e fonct ion aux i l i a i r e V, 

(4o) 

(40 

P o u r la c o m m o d i t é d u ca lcu l , n o u s e m p l o i e r o n s les n o t a t i o n s su ivan tes : 

(42) 

on au ra 

(43) 

Donc m et n p e u v e n t ê t re cons idé rés c o m m e c o n n u s l o r s q u e la fonct ion V l 'es t . 



La p r e m i è r e des é q u a t i o n s ( 3 6 ) d o n n e 

ou 

(44) 

On dédui t de là pa r l ' i n t ég ra t ion 

(45) 

et de m ê m e 

(46; 

A 2 et B 2 d é s igne n t des fonct ions de p et de p, ne d é p e n d a n t pas de p2; elles do iven t 

ê t re chois ies de te l le m a n i è r e que le p rodu i t /S 0 , / 3 ) 0 soit égal à a2. Une seule est 

donc a r b i t r a i r e . 

Ains i , t ou te s les q u a n t i t é s |3 s ' e x p r i m e n t en fonct ion de V. Le p r o b l è m e r ev ien t 

à d é t e r m i n e r cet te u n i q u e fonct ion , et les fonct ions de d e u x var iab les tel les q u e A 3 

On a 

(47) 

Écr ivons que ces q u a n t i t é s /S sat isfont à la s econde des é q u a t i o n s (42). N o u s a u r o n s 

(48) 

P r e n o n s les l o g a r i t h m e s des deux n o m b r e s et les- dé r ivées successives pa r r a p p o r t 

kp, p1, p2, nous ob t enons 

(49) 

équa t ion du s ix ième o r d r e à l aque l le devra sat isfaire la fonction V. 

Le p r o b l è m e para î t b ien simplifié ; il s emble q u e l 'on n ' au ra p lus q u ' à subs t i t ue r 

les expres s ions des p dans les é q u a t i o n s ( 3 7 ) , et l 'on a u r a a lors q u a t r e é q u a t i o n s 

s i m u l t a n é e s a u x q u e l l e s devra sat isfaire la seu le fonct ion V ; ma i s j e vais m o n t r e r 

que g é n é r a l e m e n t , si les é q u a t i o n s ( 3 6 ) sont vérif iées, les é q u a t i o n s ( 37) se r é d u i 

sen t à u n e seu le . 

1 9 . Dés ignons en effet p a r u , u1,u2 les t ro is p r e m i e r s m e m b r e s des é q u a t i o n s (37) 

Si les é q u a t i o n s ( 3 6 ) son t vér i f iées , on a i d e n t i q u e m e n t 

(5o) 



On p e u t t r a n s f o r m e r ces é q u a t i o n s e t les écr i re 

(51) 

Si u n e des t ro i s q u a n t i t é s u, u2, u2 p a r e x e m p l e , est n u l l e , les é q u a t i o n s (51) 

nous d o n n e n t 

(52) 

A, A, d é s i g n a n t des fonct ions qu i ne c o n t i e n n e n t pa s , la p r e m i è r e p, la seconde p1. 

P o r t a n t ces va l eu r s de u, u1 dans la t r o i s i ème équa t ion (51) , n o u s avons 

Cette équa t ion est vérifiée, 

mais en géné ra l ces deux cas n ' a u r o n t pas l i eu . Il faut donc q u e l 'on ait A — o , 

A, = o , ce qu i e n t r a î n e u = o , u, = o . Pa r s u i t e , les é q u a t i o n s (37) se r é d u i s e n t à 

une s eu l e , excep té dans les d e u x cas p a r t i c u l i e r s q u e n o u s venons d ' i n d i q u e r . 

Ains i la fonct ion V doi t sat isfaire au m o i n s à deux é q u a t i o n s a u x dér ivées par 

t i e l l es . Si nous ne savions pas q u e le p r o b l è m e se r a m è n e à u n e seule é q u a t i o n , 

nous p o u r s u i v r i o n s les ca lculs ma lg ré l eu r diff icul té ; car dans les e q u a t i o n s ( 3 7 ) , 

la fonction V en t r e sous les s ignes d ' i n t é g r a t i o n . Mais il est peu i n t é r e s san t de 

déve loppe r ces ca lcu l s , m a i n t e n a n t q u e n o u s savons que le p r o b l è m e ne peut se 

r é s o u d r e pa r des d i f fé ren t ia t ions et des é l i m i n a t i o n s . 

2 0 . Q u a n d on a u r a d é t e r m i n é la fonct ion V et les q u a n t i t é s p, on aura à dé te r 

m i n e r les fonct ions H, H 1 , H a . La fo rmule ( 3 5 ) n o u s d o n n e 

et , en por tan t ces va leurs de H 1 , H 2 dans les a u t r e s é q u a t i o n s q u e r en fe rme la 

formule (35) , on aura 

(53) 



Il nous res te à i n d i q u e r c o m m e n t on d é t e r m i n e r a les cos inus U. On au ra 

(38 bis) 

ces é q u a t i o n s d o n n e r o n t U , , U 2 . On d é t e r m i n e r a U par les deux équa t ions 

(38 ter) 

2 1 . Les q u a n t i t é s /3 ( /- on t la re la t ion la p l u s d i rec te avec les c o u r b u r e s des sur

faces. E n effet, d é s i g n o n s , à l ' e x e m p l e de M. L a m é , les six r ayons de c o u r b u r e 

p a r la l e t t r e r avec l ' accent j e t l ' ind ice i, l ' ind ice i é t an t celui de la surface et 

l ' accent j r e p r é s e n t a n t l ' ind ice de l ' a r c ; on au ra 

(54) 

( Voir LAMÉ, p . 8o.) 

On p o u r r a d o n c , d a n s ce t te m é t h o d e , i n t r o d u i r e fac i lement t ou t e s les cond i t ions 

re la t ives a u x c o u r b u r e s des sur faces . 

TROISIÈME PARTIE. 

APPLICATIONS DE LA MÉTHODE EXPOSÉE DANS LA DEUXIÈME PARTIE. 

§ X. — Détermination a1'une classe particulière de systèmes orthogonaux. 

2 2 . Au n° 19 , n o u s avons été condu i t à e x a m i n e r le cas où l 'on a 

ou bien 

(55) 



Alors la fonction V satisfait , non p lus à u n e équa t ion du s ix ième o r d r e , mais 

à u n e é q u a t i o n du t ro i s i ème o r d r e , l ' é q u a t i o n ( 5 5 ) . 

Dans ce cas, on a 

de m ê m e , 

Dans ces é q u a t i o n s , c o m m e clans t ou t ce qu i su iv ra , les g r a n d e s l e t t res B , B 1 ; B2 

dés ignen t des fonc t ions q u e l c o n q u e s q u i ne c o n t i e n n e n t pas la va r iab le ayant 

m ê m e i n d i c e . Ains i B 1 , A; ne c o n t i e n n e n t pas p1. 

Les q u a n t i t é s /3 do iven t sat isfaire à l ' équa t i on 

on aura donc 

ce qu i d o n n e 

(56) 

Si l'on d o n n e une va l eu r q u e l c o n q u e à p , B n 'es t pas c h a n g é , B, dev ien t une 

fonct ion de p2, B 2 dev ien t u n e fonct ion de p1. Donc B est de la forme 

de m ê m e , 

Avec ces va leurs de B, B , , B 2 , les exp re s s ions des jS d e v i e n n e n t 

E x p r i m o n s que ces va l eu r s des jS sat isfont a u x é q u a t i o n s ( 4 o ) ; nous a u r o n s , 

pa r e x e m p l e , en s u b s t i t u a n t dans la p r e m i è r e , 



ou 

Les deux a u t r e s é q u a t i o n s ( 4 o ) d o n n e r o n t de m ê m e 

on a u r a donc 

On p e u t pose r 

car , si cela n ' ava i t pas l ieu , on r e m p l a c e r a i t p, p1, p2 pa r des fonct ions conve 

n a b l e s ; on posera i t 

Ains i la fonction V doi t sat isfaire à l ' équa t ion 

don t l ' i n t ég ra le est 

On peu t p r e n d r e 

(58) 

car la fonction V n ' e n t r e dans les /3 q u e p a r ses dér ivées secondes pr i ses par r ap 

p o r t à d e u x var iab les d i f fé rentes . 

On au ra 

(59) 

Rappe lons -nous que V doi t sat isfaire à l ' é q u a t i o n ( 5 5 ) . 

Posons 

a lors 



L'équa t ion ( 5 5 ) dev iendra 

(60) 

Toute so lu t ion de ce t te équa t ion n o u s d o n n e r a u n sys tème o r t h o g o n a l ; on aura 

les p p a r les é q u a t i o n s ( 5 g ) , les H p a r les é q u a t i o n s ( 5 3 ) , et les U pa r les équa 

t ions ( 3 8 ) . Les é q u a t i o n s en U d e v i e n n e n t , d a n s le cas q u e n o u s é tu d io n s , 

La p r e m i è r e de ces d e u x é q u a t i o n s n o u s m o n t r e q u e tou tes les q u a n t i t é s U se ron t 

fonct ions de p — p1, p — p.2. 

2 3 . N o u s a l lons ins i s te r su r ce t te r e m a r q u e , pa rce qu ' e l l e n o u s d o n n e r a u n e 

p r o p r i é t é g é o m é t r i q u e du s y s t è m e . En tous les p o i n t s de l ' espace p o u r lesque ls 

p — p1, p — p2 c o n s e r v e r o n t la m ê m e va l eu r (ces po in t s fo rment une c o u r b e ) , les 

n o r m a l e s aux t ro i s surfaces c o n s e r v e r o n t la m ê m e d i rec t ion : ceci n ' a pas lien 

en g é n é r a l . Si l 'on c h e r c h e le l ieu des po in t s où les n o r m a l e s a u x surfaces p, pa r 

e x e m p l e , o n t u n e d i rec t ion d o n n é e , en ces po in t s les n o r m a l e s aux surfaces p, 

n ' a u r o n t pas u n e d i rec t ion fixe. 

La p r o p r i é t é q u e n o u s v e n o n s de c o n s t a t e r r ev i en t à celle-ci : 

Les transformées sphériques des lignes de courbure de toutes les surfaces d'un 

même système sont les mêmes. 

C'est ce qu i a r r i v e , pa r e x e m p l e , p o u r les surfaces pa ra l l è l e s , p o u r les surfaces 

de r évo lu t i on a y a n t m ê m e axe e t des m é r i d i e n s o r t h o g o n a u x , e t c . 

Les coefficients des é q u a t i o n s (53 ) qu i d o n n e n t H ne c o n t i e n n e n t q u e les [i 

qui sont fonc t ions de p — p,, p — p2 : on p o u r r a donc d é t e r m i n e r des va leurs 

de H, H 1 , H 2 , fonct ions s e u l e m e n t de p — p,, p — p.2. L ' express ion de ds- su r la 

surface p — C sera 

en posan t 

Donc t ou t e s les surfaces d ' un m ê m e sys tème son t app l i cab les l ' une su r l ' a u t r e , e t , 

c o m m e les n o r m a l e s a u x p o i n t s c o r r e s p o n d a n t s sont pa ra l l è les , les surfaces sont 

tou tes éga les , e t l 'on p e u t a m e n e r l ' une d 'e l les à co ïnc ide r avec tou tes les au t r e s 

pa r u n e s imple t r an s l a t i on . Ainsi on ob t i en t des systèmes orthogonaux engendrés 

par des surfaces restant invariables de forme et se déplaçant parallèlement à elles-

mêmes. 

4-



Par exemple. , p r e n o n s d e u x cones c i rcu la i res d ro i t s ayan t m ê m e axe et se cou

pan t à ang le d ro i t . Si nous d é p l a ç o n s ces d e u x cônes en fa isant g l isser l eu r s som

m e t s su r l ' axe c o m m u n , n o u s e n g e n d r e r o n s deux sys t èmes de cônes se coupan t à 

angle d ro i t . Le t ro i s i ème sys t ème sera formé de p lans pa s san t pa r l ' axe . 

Mais ce sys tème des cônes c i r cu la i r e s d ro i t s n ' e s t q u ' u n cas pa r t i cu l i e r , p u i s q u e 

l ' équa t ion ( 6 0 ) en V peu t s ' i n t ég re r avec t rois fonct ions a rb i t r a i r e s d ' u n e seule 

var iab le . 

§ XT. — Systèmes orthogonaux pour lesquels les lignes de courbure 

sont planes. 

2 4 . D ' ap rès le t h é o r è m e de J o a c h i m s t h a l , si la l i gne de c o u r b u r e p, est p l ane , le 

p lan de cet te l igne de c o u r b u r e fera u n ang le cons t an t avec la surface p, pa r 

e x e m p l e . 

Soit Op, la l igne de c o u r b u r e p1 ; so ien t OR, OR, les n o r m a l e s a u x d e u x surfaces 

qui se c o u p e n t su ivan t la l igne p1; so ien t R, R 2 les cen t re s de c o u r b u r e de ces 

deux surfaces c o r r e s p o n d a n t à la l igne p , . Aba i s sons du p o i n t 0 u n e p e r p e n d i c u 

laire OA su r la l igne R 2 R ; OA r e p r é s e n t e r a en g r a n d e u r et en d i rec t ion le ravon 

de c o u r b u r e de la cou rbe p , . L ' a n g l e du p l an de cet te c o u r b e avec la surface p sera 

donc 
R,OA = R J R O . 

D o n c , en t o u s les po in t s de la l igne p , , le t r i ang le r ec t ang l e ORR 2 r e s te ra sem

blable à l u i -même ; on aura 

c 'es t -à-dire 

;6.) 

A, dés ignan t su ivan t nos conven t ions u n e fonct ion qui ne con t i en t pas p ( , sera 

cons t an te p o u r tous les po in t s d ' u n e l igne p,. 

R e m p l a ç o n s r' et r\ p a r l eu r s va leu r s t i r é e s des é q u a t i o n s ( 5 4 ) , l ' équa t i on p r é 

céden te dev ien t 

( 6 2 ) 



Or, on a 

r e m p l a ç o n s dans cet te é q u a t i o n /501 pa r sa va l eu r , n o u s a u r o n s 

et , pa r su i t e . 

(63) 

de m ê m e , 

(64) 

Ces deux é q u a t i o n s ( 6 3 ) , (64) e x p r i m e n t les cond i t ions a u x q u e l l e s doit satisfaire 

la fonct ion V. On peu t les i n t é g r e r u n e fois, et l 'on ob t i en t 

et en faisant le p r o d u i t , 

(65) 

cet te équa t i on ( 6 5 ) c o m p r e n d les d e u x é q u a t i o n s du t ro i s ième o rd re ( 6 3 ) , ( 6 4 ) . 

Q u a n d on aura la fonct ion Y, on ca lculera les |3 et les H. 

2 5 . L o r s q u e les l ignes de c o u r b u r e des t ro is sys tèmes doivent ê t re p l anes , on 

a t ro is é q u a t i o n s pa re i l l e s à l ' équa t i on ( 6 5 ) , 

(66) 

Ces trois é q u a t i o n s do ivent ê t r e c o m p a t i b l e s ; il faut donc qu 'e l l es d o n n e n t la m ê m e 

va leur pour ^ ~ ^ f ^ 7 7 ' . E n d é d u i s a n t cet te va leur des t ro i s é q u a t i o n s , on t rouve 



On voit q u e ces t ro i s expres s ions d e v i e n d r o n t éga les , si l 'on a 

c 'est le cas q u e nous e x a m i n e r o n s (*). 

Comme C ne dépend pas de p, B-, ne d é p e n d r a ni de p ni de p 2 ; on aura donc 

En o u t r e , c o m m e V n ' e n t r e dans les ca lculs que par ses dé r ivées secondes pr ises 

pa r r appo r t a d e u x var iab les di f férentes , on p o u r r a r e m p l a c e r V par 

et les é q u a t i o n s (66) d e v i e n d r o n t , 

L ' i n t é g r a l e de ces équa t ions est 

q u ' o n peu t r é d u i r e à l ' exp res s ion p lus s i m p l e , 

( 6 7 ) 

2 6 . Une fois t rouvée la fonction V, les jS s ' ob t i ennen t sans difficulté, 

et c o m m e on doi t avoir m = jS 0 1 p , 2 p 2 0 , il v ient 

N o u s avons déjà réso lu au n° 2 2 u n e équa t ion s e m b l a b l e . On doit avoir 

/ , r , . r2 dé s ignan t des fonct ions de p . p ( , p 2 . Les va leurs des /S ainsi t rouvées sat is-

'*', Ce cas est le seul p o u r lequel les équat ions ( 0 7 ) pu i ssen t ê t r e vér i f iées , et par conséquent, on aura 

tous les sys tèmes dans lesquels les l ignes de c o u r b u r e sont p lanes . 



font aux é q u a t i o n s ( 3 6 ) . Éc r ivons m a i n t e n a n t qu ' e l l e s sat isfont a u x équa t ions (37 ) . 

n o u s a u r o n s 

et d e u x au t r e s é q u a t i o n s s e m b l a b l e s , 

d 'où l 'on dédu i t 

et par su i te les va l eu r s des j3 sont d o n n é e s pa r la formule 

Les ]S o b t e n u s , n o u s avons à d é t e r m i n e r les H, ce qu i se fait s ans difficulté pa r les 

formules ( 5 3 ) , et l 'on ob t i en t 

(68) 

R, R 1 , R 2 d é s i g n a n t t ro i s fonct ions a r b i t r a i r e s de p, de p1, de p2. 

2 7 . P o u r t e r m i n e r le p r o b l è m e , il faut avoir les expres s ions des coo rdon 

nées x, y , z en fonct ion de p, p1, p2. P o u r cela, nous a l lons d ' abo rd calculer les 

q u a n t i t é s q u e n o u s avons dés ignées par U . 

On a, d ' a p r è s les é q u a t i o n s ( 3 5 ) , 

Or , dans le cas q u e n o u s é t u d i o n s , 

(7°) 

L ' é q u a t i o n (69) p e u t donc s 'écr i re 

(70 

Par déf in i t ion, 



on voit donc que les équa t ions en H1- et en sont e x a c t e m e n t les m ê m e s ; donc les 

in tégra les géné ra l e s des d e u x sys t èmes d ' é q u a t i o n s s e ron t les m ê m e s , et l 'on aura 

(72) 

Pour ob ten i r ces i n t é g r a l e s , nous n ' a v o n s q u ' à r e m p l a c e r d a n s les é q u a t i o n s ( 6 8 ) 

les fonct ions a r b i t r a i r e s R, R 1 , R 2 p a r t ro is au t r e s fonct ions S, S 1 , S 2 . 

Mais on doit avoir e n t r e les fonct ions U, U 1 , U 2 u n e nouve l le r e l a t ion 

cette re la t ion d é t e r m i n e les fonct ions S, S 1 , S 2 , et l 'on t rouve 

avec la condi t ion 

On a donc 

( 7 3) 

U U1, U, d é s i g n e n t , on se le r a p p e l l e , les cos inus des ang les que font les nor 

males a u x t ro is surfaces avec l 'un q u e l c o n q u e des axes . II faudra donc p r e n d r e 

p o u r les cons tan tes A, A 1 , A 2 t ro is sys tèmes de v a l e u r s et e x p r i m e r les cond i t ions 

de p e r p e n d i c u l a r i t é . 

Soient (A, A 1 , A 2 ) (B, B 1 , B 2 ) (C, C 1 , C 2 ) les t rois sys t èmes de cons t an t e s . Les 

re la t ions qu i doivent ex i s te r son t 

En chois issant c o n v e n a b l e m e n t les axes , on p o u r r a p r e n d r e 



et l 'on ob t i endra les fo rmules 

(74) 

En i n t é g r a n t les di f férent ie l les tel les q u e 

on t rouve 

( 7 5 ) 

Telles sont les é q u a t i o n s g é n é r a l e s de no t r e sys t ème o r t h o g o n a l . 

Par e x e m p l e , si l 'on fait 

on aura 

ce sont les fo rmules de la t r ans fo rma t ion par r ayons vec teurs r é c i p r o q u e s , 

2 8 . Si l 'on se r e p o r t e à l ' é q u a t i o n qu i d o n n e la fonct ion V, 

on voit que cet te fonction satisfait à l ' équa t ion (55) 

Donc le cas que nous venons d ' e x a m i n e r nous d o n n e un exemple des systèmes 

orthogonaux étudiés au nu 2 2 . Toutes les surfaces d ' u n m ê m e sys tème ont la m ê m e 

r ep ré sen t a t i on s p h é r i q u e . En effet, les formules (74) ne con t i ennen t que les r a p 

por t s des trois c o o r d o n n é e s . 

Si l 'on p r e n d p o u r les fonct ions R, R 1 , R 2 , 

5 



les équa t ions (75) dev i ennen t 

( 7 6 ) 

Ces équa t ions r e p r é s e n t e n t un sys tème o r thogona l c o m m e ceux que n o u s avons 

s igna lés au n° 2 3 . En effet, faisons p = cons t . , on aura 

si l 'on t r a n s p o r t e l ' o r ig ine au po in t 

les nouve l les c o o r d o n n é e s , 

ne d é p e n d e n t q u e de d e u x p a r a m è t r e s , les r appo r t s ^ > ~ ' Donc , tou tes les sur 

faces p, r a p p o r t é e s à des axes para l lè les , ont m ê m e é q u a t i o n . 

Chacun des systèmes est formé par une surface de forme invariable qui se déplace 

parallèlement à elle—même. 

g XII. — Détermination de tous les systèmes orthogonaux pour lesquels 

toute surface du système peut être divisée en carrés infiniment petits par 

les lignes de courbure. 

2 9 . Nous avons été a m e n é , au n ° 1 4 , à r e c h e r c h e r tous les sys tèmes o r tho

g o n a u x compr i s dans la forme (13). Généra l i sons et c h e r c h o n s tous les systèmes 

orthogonaux dans lesquels chacune des surfaces peut être divisée en carrés infiniment 

petits par ses lignes de courbure. 



Soit l ' express ion de ds2 c o r r e s p o n d a n t à de pare i l s sys t èmes 

Il n 'est pas difficile de voir que les exp re s s ions de H, H1, H , se ron t de la fo rme 

Si d é s ig na n t une fonction qu i ne con t i en t pas pt et M une fonction q u e l c o n q u e 

de o, p1, p2. 

En effet, faisons p2 = C: su r la surface p2 = C on au ra 

P o u r que la surface pu isse ê t r e divisée en ca r ré s in f in iment pe t i t s pa r les l ignes 

p = C , o, = C", il faut q u e l 'on ai t 

on aura deux é q u a t i o n s s emblab le s à cel le-ci , d 'où l 'on d é d u i r a la forme des 

exp re s s ions de H que n o u s avons écr i te p l u s h a u t . 

On aura donc 

( 7 7 ) 

On p e u t vérifier à posteriori q u e cet te fo rme r épond aux cond i t ions que nous 

avons posées ; car si l 'on fait, pa r e x e m p l e , p2 = C, on a 

3 0 . Ainsi le p r o b l è m e est r a m e n é à la r e c h e r c h e des sys tèmes p o u r lesquels 

ou, ce qui rev ien t au m ê m e , 

P o u r simplif ier un peu , n o u s e m p l o i e r o n s dans la su i te de ce calcul les nota

t ions su ivan tes : 

* Si l'on voulait en o u t r e que le sys t ème fût i so the rme , il faudrait supposer M — I. Alors la méthode 

que nous suivons conduit t r ès - s implement au théorème de M. Lamé . 

5. 



E x p r i m o n s d ' abo rd que H, H 1 , H 2 sat isfont a u x é q u a t i o n s ( 3 3 ) . N o u s t r o u v o n s 

( 7 8 ) 

On a posé , p o u r a b r é g e r , 

P o u r que les é q u a t i o n s (78) so ient c o m p a t i b l e s , il faut qu ' e l l e s d o n n e n t les m ê m e s 

va l eu r s p o u r la dér ivée 

On t r o u v e , en différentiat la p r e m i è r e et en r e m p l a ç a n t x , 0 , x20 p a r l eurs va

l e u r s , 

E n di f férent iant les d e u x a u t r e s , on a de nouve l l e s é q u a t i o n s qu i ne diffèrent q u e 

pa r le coefficient de M. P o u r que les t ro i s v a l e u r s so ien t éga les , il faut q u e l 'on ait 

( 7 9 ) 

or on a i d e n t i q u e m e n t 

Les é q u a t i o n s (79) d o n n e n t donc 



ou 

Les t ro is exp re s s ions son t n u l l e s , p a r c e qu ' e l l e s son t égales et q u e leur s o m m e est 

i d e n t i q u e m e n t n u l l e . Ains i 

on a donc en i n t é g r a n t ces t ro i s é q u a t i o n s 

(80) 

3 1 . Il nous res te à t r o u v e r la forme des fonc t ions R, R 1 , R 2 qui peuven t sa t is 

faire à ces t ro i s é q u a t i o n s . 

P r e n o n s la p r e m i è r e de ces é q u a t i o n s . Soi t , p o u r a b r é g e r , 

(81) 

no t re é q u a t i o n d e v i e n d r a 

(82) 

D o n n o n s à p une va leur c o n s t a n t e . K ne c h a n g e r a p a s , A 2 dev iendra une fonct ion 

de p1, A, u n e fonct ion de p2. K est donc de la forme 

h, dés ignan t une fonct ion de p1, h2 u n e fonct ion de p2. Fa i sons u n e nouve l l e t r an s 

fo rma t ion . Soit 

l ' équa t ion (82) dev iend ra 

(83) 

ou bien 

(84) 



P r e n o n s d e u x fois la dér ivée par r a p p o r t hp. B' et C ne c o n t i e n n e n t pas cet te 

va r i ab l e . On a donc 

et , pa r su i t e , 

A1 ne con tenan t pas />,, A', ne c o n t e n a n t pas p1, la va l eu r c o m m u n e du r a p p o r t 

est u n e fonction de p, c o m m e nous l ' avons éc r i t . En i n t é g r a n t , on t rouve 

a1, c, d é s i g n a n t des fonct ions de p1, a2, c2 des fonct ions de p2. 

Por tons ces va leurs dans l ' équa t ion (84); n o u s a u r o n s 

et , c o m m e l ' équa t ion doi t ê t re sa t isfa i te , que l q u e soit p, on au ra 

d 'où 

et , pa r su i t e , 

Mais on peut r e m p l a c e r p, p1, p.2 pa r d ' a u t r e s c o o r d o n n é e s fonct ions des p r e m i è r e s , 

on peu t pose r 

et nos équa t ions p r e n n e n t la forme p l u s s imp le 



Écr ivons que 

nous o b t e n o n s 

h doi t ê t re une c o n s t a n t e , car il doi t ê t r e i n d é p e n d a n t de p1 et de p2. 

Dès lors nous o b t e n o n s sans difficulté les va leu r s de R, R 1 , R, 

(85) 

et il est aisé de voir q u e ces va l eu r s vérif ient les é q u a t i o n s (8o) . On dédu i t des 

va leurs p r é c é d e n t e s celles de H, H 1 , H. 2, pa r e x e m p l e 

On peu t r é u n i r la s o m m e a -+- a, -+- a.2 a —- L M, r e m p l a c e r a par — ^ L a , et il 

v iendra 

185 bis) 

Telle est la forme que nous a d o p t e r o n s . Les t ro is é q u a t i o n s (78) d e v i e n n e n t , avec 

ces va l eu r s des H, 

(86) 

et el les sont compa t ib l e s , car e l les on t une so lu t ion c o m m u n e de la forme 

A i , a, dé s ignan t des cons t an te s q u e l c o n q u e s . 

On p e u t encore le voir en r e m a r q u a n t q u ' u n n o m b r e q u e l c o n q u e de differentia

t ions n ' i n t r o d u i r a pas p lus d ' é q u a t i o n s que d ' i n c o n n u e s . 

3 2 . Il n o u s res te à e x p r i m e r q u e les fonct ions H sat isfont a u x t rois é q u a t i o n s (34) . 

Formons d 'abord les exp re s s ions bj. Si l 'on pose , p o u r a b r é g e r , 

( 8 7 ) 

on a 

Subs t i tuons ces va leurs dans les t ro is é q u a t i o n s (37) nous a u r o n s trois é q u a t i o n s . 



La p r e m i è r e sera 

On aura de m ê m e deux au t r e s é q u a t i o n s , q u ' o n d é d u i r a de la p r é c é d e n t e pa r une 

p e r m u t a t i o n c i rcu la i re des ind ices , et qu i ne c o n t i e n d r o n t q u e t ro i s des dér ivées 

secondes x 0 0 . . r , , , x 2 2 . Ajou tons la p r e m i è r e et la d e r n i è r e de ces deux é q u a t i o n s , 

et r e t r a n c h o n s la s econde , nous a u r o n s une équa t ion qui nous d o n n e r a x00, 

On a donc les six dér ivées s econdes . En e x p r i m a n t que 

on aura i t des e q u a t i o n s en t r e les dé r ivées p r e m i è r e s : ma i s la m a r c h e à su ivre para i t 

i m p r a t i c a b l e . H e u r e u s e m e n t le calcul se simplifie b e a u c o u p par l 'artifice su ivan t . 

Calculons d ' abord la fonction que nous avons dés ignée par Y dans la d e u x i è m e 

Par t ie : on a ici 

D 'après les é q u a t i o n s (86), on p e u t éc r i re cet te équa t i on 



Donc on peu t éc r i re : 

P r e n o n s m a i n t e n a n t la p r e m i è r e et la d e r n i è r e des é q u a t i o n s (37), et mu l t i p l i ons -

les r e s p e c t i v e m e n t pa r j3 ) 0 dp,, et j320 dp2. On p o u r r a les écr i re 

Ajou tons - les , et r e g a r d o n s p c o m m e u n e c o n s t a n t e ; n o u s a u r o n s 

In t ég rons : 

( 8 8 ) 

L ' in t ég ra l e i n d i q u é e d a n s ce t te fo rmule p e u t ê t r e d é t e r m i n é e . On a, en effet, 

L ' é q u a t i o n ( 8 8 ) dev ien t donc 

( 8 9 ) 

Cette é q u a t i o n n e con t i en t q u ' u n e dé r ivée seconde de M, x 0 0 . Mais ce qu ' i l y a de 

r e m a r q u a b l e , c 'est q u e si on é l imine x00 e n t r e cet te équa t ion e t celle qu i a é té 

écr i te p lus h a u t et qu i n o u s d o n n e auss i OC00, t o u t e s les dér ivées p r e m i è r e s s 'éli

m i n e n t en m ê m e t e m p s , e t il r es te l ' équa t i on de cond i t ion 

( 9 0 ) 



3 3 . Il faut donc t rouve r des fonc t ions 

et u n e cons t an t e h r e n d a n t cet te équa t i on i d e n t i q u e . 

Posons 

et pa r su i t e , 

on a 

Po r tons ces exp re s s ions dans l ' équa t ion (90), et s u p p r i m o n s le facteur c o m m u n 

(p — p,)~2h, n o u s a u r o n s 

( 9 0 

Mult ip l ions p a r (p — p, ) 2 et faisons t e n d r e p, vers p. Si k res te fini, c o m m e nous 

le s u p p o s o n s , p2 t e n d r a vers p, et l ' équa t ion p r é c é d e n t e se r é d u i r a à l ' équa t i on 

(92) 

et cet te équa t i on doi t ê t re sat isfai te que l s q u e soient k e t p. 

Cons idérons d ' abo rd le cas où 2h < 2; dans ce t te h y p o t h è s e le coefficient de la 

p lus h a u t e pu i s sance néga t ive de 7Y~^f s e r a > dans l a p r é c é d e n t e é q u a t i o n . 



Ce coefficient do i t s ' a n n u l e r p o u r k = — I. On a donc 

de m ê m e , 

et pa r su i t e , 

Ains i les t ro is fonct ions son t éga l e s . On p e u t d o n c les s u p p r i m e r dans l ' équa

t ion (92), e t l 'on aura u n e re la t ion en t r e h et k qu i devra ê t re satisfaite que l q u e 

soit k. 

(93) 

Déve loppons (1-+- k)~2A su ivan t les p u i s s a n c e s de k. Les t e r m e s en p d i spara î 

t r o n t , et en fa isant k = o on t r o u v e r a 

Comme n o u s avons s u p p o s é h < 1 , la seule va l eu r accep tab le est h = — ^ ; e t en 

effet, p o u r h = — ^> l ' é q u a t i o n ( 9 3 ) es t i d e n t i q u e m e n t vérif iée. 

3 4 . Discu tons d ' abo rd le cas où l 'on a h = - - Alors n o u s avons la forme (13) 

Tout r ev i en t à d é t e r m i n e r M et a (p). R e m p l a ç o n s d a n s l ' équa t ion (90) h p a r sa 

va l eu r — - • Nous a u r o n s 
2 



Mult ip l ions le p r e m i e r m e m b r e p a r (p1 — p)2 (p, — p 2 ) 2 et p r e n o n s la dé r ivée 

s ix ième p a r r a p p o r t à p 1 . Il v i end ra 

ou , en d é v e l o p p a n t , 

é q u a t i o n qu i do i t ê t r e satisfaite q u e l s que so ien t p, p 2 . On a donc 

Ains i , la fonct ion a (x) doi t ê t r e u n p o l y n ô m e du c i n q u i è m e d e g r é au p l u s . Or, 

le sys tème q u e n o u s avons cons idé ré dans la p r e m i è r e Pa r t i e d o n n e u n p o l y n ô m e 

du c i n q u i è m e d e g r é q u e l c o n q u e . Ains i , les seu l s sys t èmes qu i c o r r e s p o n d e n t au 

cas de h = — ^ son t ceux q u e n o u s avons déjà é tud i é s . 

On p e u t ob jec te r à ce r a i s o n n e m e n t q u e les é q u a t i o n s p o u r r a i e n t d o n n e r p lu 

s i eu r s va l eu r s p o u r la fonction M q u e n o u s n ' a v o n s pas encore d é t e r m i n é e . Si 

cela a l ieu , on a u r a d e u x va leu r s de M : M', M", deux exp re s s ions de ds2 : ds'2, ds"2, 

et i! v iendra 

Dans le p r e m i e r sy s t ème , à des c o o r d o n n é e s p, p,, p , c o r r e s p o n d un p o i n t ; dans 

le d e u x i è m e sys t ème , a u x m ê m e s c o o r d o n n é e s r é p o n d u n a u t r e po in t . Il r é su l t e 

de là u n m o d e de t r ans fo rma t ion dans l eque l un p o i n t r é p o n d à u n p o i n t . Mais , 

p u i s q u e d ' ap rès l ' équa t ion p r é c é d e n t e ds'2 es t t ou jou r s p r o p o r t i o n n e l à ds"2, on voit 

q u e dans ce m o d e de t r ans fo rma t ion les ang le s ne son t pas a l t é r é s . Or , n o u s savons 

qu ' i l n ' ex i s t e q u ' u n pare i l m o d e de t r ans fo rma t ion , la t r ans fo rma t ion par r ayons 

vec t eu r s r é c i p r o q u e s . Ains i , il ne peu t ex i s t e r q u e d e u x va l eu r s différentes p o u r M. 

j u s t e m e n t celles que n o u s avons t rouvées dans la p r e m i è r e Pa r t i e au n° 4 . 

3 5 . N o u s avons supposé h<I : cons idé rons m a i n t e n a n t les deux cas h = i , 

h > I. P r e n o n s d ' abo rd h = I: l ' équa t i on (92) n o u s d o n n e 

On doi t donc avoir 

de m ê m e , 

ce qu i d o n n e 

Ces va leu r s son t i nadmis s ib l e s . Donc h ne peu t ê t re égal à I. 



Soit m a i n t e n a n t h > I; l o r sque dans l ' équa t ion (92) on fera k = — 1, le coef

ficient de —̂Y* devra ê t re n u l , car on a 2h > 2, et pa r su i te r.—--—r est la 

\k -+-1 / 1 (k -+-
p lus g r a n d e pu i s sance néga t i ve . On au ra d o n c 

Comme h doi t ê t re p l u s g r a n d q u e 1, p r e n o n s h= 2. 

L ' é q u a t i o n (92) se r é d u i r a à 

E n r e m o n t a n t à l ' équa t ion (90) et faisant success ivemen t 

on t rouve 

et l 'on r e t r o u v e l ' équa t ion 

ce qu i exige 

c, c1, c2 d é s igna n t t ro is c o n s t a n t e s . 

Il est inu t i l e de c o n t i n u e r les ca lcu l s , car les q u a n t i t é s c, c1, c2 se t r o u v a n t sous 

des r a d i c a u x , u n e au m o i n s des va leu r s de H, H 1 , H 2 d o n n é e s pa r la fo rmule (85 bis) 

sera i t i m a g i n a i r e , les c o n s t a n t e s c, c 1 , c 2 ne p o u v a n t avoir le m ê m e s i g n e . 

A ins i , le seul sys tème p o u r l eque l c h a q u e surface pu isse ê t re divisée en ca r rés 

in f in iment pe t i t s pa r ses l ignes de c o u r b u r e est le s y s t è m e , é tud i é dans la p re 

m i è r e Pa r t i e , des sur faces d u q u a t r i è m e o r d r e , sys t ème qu i c o m p r e n d c o m m e cas 

pa r t i cu l i e r le sys tème des surfaces d u second o r d r e . 

Ce r é su l t a t p e u t m ê m e fourn i r u n e d é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e de M. L a m é ; car 

on n ' a p lus q u ' à c h e r c h e r dans que l cas pa r t i cu l i e r le sys tème des surfaces du qua 

t r i è m e o rd re devient i s o t h e r m e , e t on t r o u v e sans difficulté que c'est dans le cas 

où le sys tème se rédu i t au sys tème des surfaces d u second d e g r é . 
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