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PREMIERE THESE.

SUR LES SURFACES ORTHOGONALES.

PREMIERE PARTIE.
ETUDE D’UN SYSTEME REMARQUABLE DE COORDONNEES ORTHOGONALES.

§ L. — Définition de ce systeme.

1. Le systeme de coordonnées orthogonales que nous étudions dans cette pre-
miere partie de notre travail est formé des surfaces dont I'équation en coordon-
nées rectilignes est

fd*—a | 4dP—b  fd*—c

1) {2y 4+ 2 ) axt + by e+ d + x4 ¥
o ’ ) v a4+ 1 b7 © " c+»

2 —
Z=o,

nu bien
d*+ ak Adr* 4 bl d? + ¢
4 v 2, 4

ar i b oy e di=o.

(24 y* - 27)

Si on considere a, b, ¢, d comme des constantes et A comme un paramnetre va-
riable, cette équation représente un systeme de surfaces.

Il y a trois surfaces du systeme passant en un point donné de Uespace. En effet,
si'on exprime que |’équation (1) est vérifiée par les coordonnées d’un point déter-
miné, le parametre ). sera déterminé par une équation du troisieme degré. 1l y
aura done trois surfaces passant par un point quelconque de 'espace, et comme
Péquation en X a ses trois racines réelles, ces trois surfaces seront réelles.

Donnons a 2 dans 'équation (1) deux valeurs différentes, nous aurons deux
surfaces. J’ai montré dans un travail antérieur ("), et I'on vérifie bien facilement,

f %\ . . L, 4.
{(*Y Annales scientifiques de I’ Ecole normale supérieure, t. 1.
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(2)
que ces deux surfaces se coupent & angle droit. Donc les trois surfaces qui passent
en un point quelconque de P'espace s’y coupent i angle droit.

Supposons @ > b > c. L’équation en % qui détermine les surfaces passant par
un point donné aura ses trois racines réelles comprises, la premiere entre — a et
— b; la deuxieme entre — b et — c, et la troisieme entre — ¢ et + %, ou entre
— a et — o . On peut donc diviser les surfaces du systeme en trois classes cor-
respondant : la premiere, aux valeurs de X comprises entre — a et — &; la
deuxieme, aux valeurs de i comprises entre — b et — ¢; la derniere, aux valeurs
de X non comprises dans ces deux intervalles. Il passe une surface de chaque
classe, et une seule, par tout point de 'espace, et deux surfaces de classe différente
se coupent a angle droit suivant une ligne réelle.

2. Le systeme précédent a done la plus grande analogie avec le systeme ortho-
gonal formé des surfaces du second degré, qu’on divise de méme en trois classes
formées : la premiere, des cllipsoides, et les deux autres d’hyperboloides 2 une
nappe et a deux nappes.

Cette analogie s’explique facilement. En faisant d = o« dans I’équation (1), on
obtient I'équation

x? z*

¥ )
ax b+ ey T

=

¢’est le systeme orthogonal formé des surfaces du second ordre. Ainsi, notre sys-
teme du quatrieme ordre comprend, comme cas particulier, le systeme des sur-
faces homofocales du second degré, et, comme lui, 1l est formé de trois classes de
surfaces comprises dans la méme équation. C'est un systeme orthogonal a la fois
triple et un. Tous les autres systemes orthogonaux connus sont formés de trois
séries de surfaces différentes. Si les trois systemes sont algébriques, les surfaces
ne sont pas du méme degré comme dans les systemes découverts et étudiés par
M. J.-A. Serret (*;. Quelquefois méme I'un des systemes est algébrique et les
autres sont transcendants. La propriété gque nous signalons met donc a part les
deux systemes orthogonaux formés des surfaces du quatrieme et du deuxieme
ordre.

A tout systeme orthogonal correspond un systeme de coordonnées orthogonales.
Les surfaces du second degré ont conduit aux coordonnées elliptiques. Le systeme
que nous étudions conduit a de nouvelles coordonnées orthogonales. Ce sont ces
coordonnées que nous allons étudier; elles comprennent, comme cas particulier,
les coordonnées elliptiques.

{*) Mémoire sur les surfaces orthogonales, Journal de Mathématiques, t. XIL.
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§ Ii. — Formules fondamentales dans [ étude du systéme orthogonal.

3. Soient x, y, z les coordonnées d’un point de I'espace; I'équation que déter-
minera X sera

Flz, p, 2)=(2*+y"+ 22)2 + ax* + by* + ¢c2* + d*

4(12_(12 , 4di_bz s 4(12_61
Turr ” b+ U T e

zt = 0,

Désignons par g, o,, g, les trois racines de cette équation en X. Nous allons
d’abord chercher 'expression de x, y, z en fonetion de ¢, ¢,, p..
Posons

{2 M=(x?+3t+2) +ax’+ by + ez + d’;

on a, d’apres les principes de I’Algebre élémentaire,

(3) F(‘Z‘,l’}’“, z)=

Dans cette formule nous pouvons regarder «, y, z, g, p,, p» comme des constantes
et A comme la seule variable; si nous décomposons le second membre en fractions
simples, nous trouvons

) o M(a—+g)(a+p)(a-+op:) [
F(x,],z)—\l—z (a—b7(a—c) s

= . I
Egalons les coefficients de ——-. dans les deux membres, nous obtenons

M{a+p)(a+p)la—+p)
(a—b)(a—c) ’

(@ —4d*)x* =

=

on aurait des formules semblables qui donneraient y*, z*. Done, poar avoirx, v, =
en fonction de g, p,. p,, 1l 0’y a plus qu'a trouver I'expression de M en fonction
des mémes quantités.

4. Cherchons cette expression de M en g, g,, p,. Si dans P'équation (2 on rem-
place z. y, z par leurs valeurs en fonction de M et de g, p,, g, on obtient une
équation du second degré qui fait connaitre 'inconnue M.

On a d’abord
a-+p)latpl)(a+p)
@—4d*)(a—b)(la—c¢c)

x4+ 52 =M Zi

La somme contenue dans le second membre se compose de trois termes qul se
1.
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(4)
déduiront du premier par la permutation circulaire des lettres a, b, ¢; mais on
peut simplifier ce second membre. Pour cela, il 0’y a qu’a considérer la fraction

(z+p)(x+po)(x+0)
(#* —4d*)(z —a)(z —b)(x—c)

» la somme des numéra-

Si on la décompose en fractions simples de la forme xih

teurs sera nulle ; écrivant cette identité, on a

(a+p)la+p)la+p) {p+ 2d)p, +2d)(p. + 2d)
2(([‘—4([’)(a——'b)(a—c)‘—4d(2(l—a)(2d—b)(2a’—0)
L t2d—p)(ad—p)(2d —p:)

4d(2d + a)(2d + b)(2d + ¢)

Soit, pour abréger,

_ (p+a2d)o+2d) (o +2d) _ {2d—pi(2d—p)(2d— o)
M =hd(2d—a)(zd—b)(2d—c) " fd{2d+a)(2d+b)(2d+ ¢\
on a
(5) 2y +z22=M(n—m)

On trouve par des considérations semblables
(6) ax* + by + ez =M{[(1 — ad(m + n})],
et par suite I’équation que déterminera M sera
(7) M:(n—mpPE+Mu—2dm—adn)+d'=M,
d’olt P'on déduit

M= fa
(VEdm==Vhdny

5. M a deux valeurs; ce fait peut étre expliqué : 4 un systeme de valeurs g, ¢,, g,
correspondent deux points. En effet, toute droite partant du cenire coupe une
quelconque des surfaces en deux points, dont le produit des distances a 1'origine
est égal a d* (7). Les surfaces qui ont un point commun passent aussi par un
autre point réciproque du premier. Les deux valeurs de M correspondent a ces
deux points.

6. Nous allons maintenant établir quelques formules qui nous conduiront a

() La transformation par ravons vecteurs réciproques ne fait denc que changer 1'une des nappes de ia
surface dans l'autre. M. Moutard a proposé d'appeler anallagmatiques les surfaces qui ne changent pas par
cette transformation.
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(o)
I’expression de la distance de deux points infiniment voisins dans le systeme des

coordonnées curvilignes. Soit
F(Z‘,]‘,Z,7-)=0

’équation de V'une des surfaces du systeme. On a
dF ak—+4d>
o 2 2 —_—
dx*<x + '+ 5% b + S5 2%

et par suite

i[((lF‘Q_‘L dF\: dF\?
P\ T \@ *(75 ]

)
:‘S(ﬂ\) =4 {2+ + 2P+ 4 (2P + 3y + 22) 8

ar—+4d: ) b Adin:
Gorld (i

A Y a-+ % a7
:S[ Ci%—ﬁd?)g_mk] xn:(p_mz)s%:_(%xﬁ
= (- gay O
ainsi on a
(8) is (-‘%Y:(zz—wq%.

Cette équation nous sera utile. On en déduit en effet

\ di\: 1 dF\* 42— fd?)
(9) S(E) = 7dF zs<%> =TTdF
Posons
(10} do* +dy* +der=Hdp* +H*dp? +H} dp?;

d’apres les formules relatives aux surfaces orthogonales, on a
1 fdo\? do\* do\* T 4(¥—4d?)
o w=(2) ~ (7)) + (&) = [——LE ]
di A

mais, pour = g, I'équation {3) nous donne

<ﬂ“\_ M(p—p)(p—g) |
di ), (p+aj(p+b){o+c)

il suffit de différentier par rapport au seul facteur A — ¢ qui s'annule pour & = ¢.
La formule (11) nous donne maintenant sans difficulté la valeur de H: nous aurons
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6,

\

de méme les valeurs de H,, H, et nous obtiendrons la formule

(12) ds* =dx* + dy* + dz*

plp—p (po—p)(0i—p) , o (0 —p)(p—p)
\1[ :(‘) dp - BB TCAmma
Yp)=4lp+a)(o+b)p+c)ip—4d)

7. On voit que l'expression de ds* a la plus grande analogie avec celle quon
obtient avec les coordonnées elliptiques. Mais la présence du facteur M qui, dans
le cas des coordonnées elliptiques, est remplacé par une constante, ne permet pas
d’étendre au nouveau systeme de coordonnées bien des méthodes, par exemple
celles qui conduisent aux lignes géodésiques dans les surfaces du second degré.

Les coordonnées elliptiques sont employées avec succes dans bien des questions,
parce qu’elles dérivent de surfaces isothermes, et, d’apres le beau théoreme de
M. Lamé, les surfaces du second degré sont les seules qui puissent former a la fois
un systeme orthogonal et isotherme.

8. Dans son Mémoire sur les surfaces isothermes et orthogonales, M. Bertrand
a donné les conditions pour qu’un systeme de surfaces orthogonales soit isotherme.
La premiere condition, c’est que les lignes de courbure de chacune des surfaces
du systeme puissent la découper en carrés infiniment petits. Cette condition, qui
n’a pas lieu pour tous les systemes orthogonaux, est satisfaite pour celui que nous
étudions.

En effet, si I'on fait p, = const., on aura

f,zs::mpﬂd[d?'ﬂﬁkfﬂ) N (’P?(‘??—P'JJ
L(o) <o
Posons

— o, G — ¢
do /= Z—du, de /7 2 — dc,
Yie) VI

ds* = M'{ dw = dv*),

on aura

et cette forme de ds® met en évidence la propriéié que nous voulons établir.

Ainsi la premiere des deux conditions d’isothermie est vérifiée par notre sys-
‘eme. Je montrerai dansla derniere Partie de cette these que ce systeme est le seul
qui verfie cette premiere condition. En d’autres termes, c’est le seul pour lequel
chaque surface puisse étre divisée en carrés infiniment petits par ses lignes de
rourbure. On aura ainsi un complément du beau reésultat de M. Lamé.
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(7)

§ UI. — Applications. — Détermination d’un systéme particulier
de lignes géodésiques sur les surfaces dic systeme.

9. Le systeme de coordonnées curvilignes que nous venons d’étudier servira
en premier lieu dans I'étude intéressante des surfaces qui le constituent.
Nous avons vu que sur ces surfaces le ds* prend la forme

ds*— A(dw + dv*).
On peut donc intégrer ici I'équation

ds* = o = k(du* + dv*);
on a

u+0\/::(j, lt—ovl::(:’.

Ces deux équations déterminent sur la surface un double systeme de lignes imagi-
naires. Ces lignes peuvent étre regardées comme des lignes géodésiques; en chaque
point feur plan osculateur est normal a la surface.
En effet, les tangentes aux courbes que nous considérons sont paralleles aux
génératrices du edne,
<!
x*+yt+zi=o,

et les plans osculateurs de ces courbes sont les plans tangents au cone suivant les
arétes correspondantes. Pour avoir les directions des tangentes en un point O de
la surface, il faut couper le cone par un plan parallele au plan tangent en O. Ce
plan coupera le cone suivant deux génératrices imaginaires qui seront les directions
cherchées. Les plans tangents au cone suivant ces deux génératrices sont normaux
au plan de section, car ils vont passer par le diametre conjugué a ce plan qui est
toujours la perpendiculaire au plan. Donc, sur la surface, le plan osculateur passe
par la normale.
Ainsi, en intégrant Iéquation
ds*=—o,

on aura une intégrale particulitre, avec une counstante arbitraire de I’équation des
lignes géodésiques. Mais on ne sait pas intégrer sur toutes les surfaces 1'équa-
tion

ds* = o,

ce qui revient & dire qu'on ne sait pas ramener sur une surface quelconque ds* a la
forme
ds*= hdzx dy.
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(8)

Dans les surfaces que nous étudions on a

ds=M (o —p.) [Pﬂan; dp -+ "’q);;") a’pf] :

s1 'on fait ds® = o, il vient

W P—f\/w 3 =0

§ IV. — Nowveaux systemes de surfaces orthogonales.

10. Considérons d'une maniere générale tous les systemes de coordonnées ortho-

gonales ui conduisent a ’'expression suivante de ds*,

| le—pdloe—p) , . (o—p)lpi—p) 5,  (o2—p)(p—pi) ]
{[3) dss=M [T (lp -+ L:)(pl) dr/, -+ —-—-———nv(pz) dp2

Cette forme comprend comme cas particulier la forme (12); les raisonnements
que nous allons faire s’appliqueront dans tous les cas au moins au systeme ortho-

gonal des surfaces du quatrieme ordre.
On peut étendre & tous ces systemes les considérations dont M. William Roberts

a fait usage pour les coordonnées elliptiques (*), et déterminer ainsi de nouveanx

systemes orthogonaux.
Soient deux surfaces dont on donne les équations différentielles,

( {Pdo+Qdp, +Rdp.—o.
T <
+ | P'ds+ Q' dp + R dp.=o.

Les normales a ces surfaces font avec les normales aux trois surfacesg, ¢,, g, des

angles dont les cosinus sont proportionnels &

5(o) 'JJ(&,\ / v (02}
P\/ ‘x’\ . Q\/ 7 / R\/ At .
(p—pile—p) —ojlo—pa) (p2—0){pa— 01]

{=Y Jowurnal de Crelle, t. LXII.
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(9)

pour la seconde. Par suite, la condition d’orthogonalité des deux surfaces est

- 0.

PPo(p) . QWd(p) . RR'y(p)

(18) o=l —a) T e pllo—p) T o) (e— 5

Cette condition est satisfaite pour deux quelconques des trois surfaces qui ont pour

équations :
/ / dop—R)(p— 1" —/2”) j dp V{ '—/l’)(,n—/l”) ‘ sz\/(Pz—’l')(sz/l”):
J Ve —h)els (o= R4 (o) J Ve —h)y(e:) ’
(16) | [dps/(o—/l p~/z } —11) o.—h” fdm p: (0 — h){ Pz—‘/l”) —8,
J V=5 NPETaT NS0y

[d.o Ve—hilp— ) , do V(s — R)(p — 1) [do Vie:— h)@,_/, )

Prenouns par exemple les deux premiéres; la condition d’orthogonalité devient

o—nh N p—h N p— h
(p—p)lo—p) (o—p)pi—0:)  (po— )(pe—p)

- o,

et elle-est identiquement satisfaite quel que soit A.

Si I'on considere «, 8, 7 comme des parametres variables, les équations (16) re-
présentent un systeme orthogonal. £, 4, #” sont trois constantes arbitraires; elles
doivent étre inégales pour que nos trois systemes orthogonaux ne se réduisent pas
a4 deux. On peut méme leur donner des valeurs infinies, & la condition de rempla-
cer les binomes comme p — A, o, — A, ¢, — A, par une constante quelconque.

On peut écrire d’une maniere abrégée les équations des trois surfaces du sys-
teme (16). En effet, si 'on pose

\(:): ”’(lp\/(p—/1)(p*/1'}xfp~/l”'j+ /‘({p,\’(p,—/1)(91—/1’)(p|—h”)

. . Volo) . V(o)
VR
? ”d.oz\”(pr h)(ps— ') (s — 1")
4+ 3
. V7.(2)
les équations (16) peuvent s’écrive
) 10 dO do
(18} “ v, SY_ 4 L2
o dh =" =

1. Dans le systeme des surfaces du quatrieme ordre, on a

slx)=d({x)=y(x)=4(x*— 4d*}(x + a){x + b)(x + c).

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(10

On pourra disposer de A, #', 2" de différentes manieres, par exemple, faire
h—= — a, h—=— b, h = — [

dans ce cas les intégrations indiquées dans les équations (16) pourront étre effec-
tuées, mais je n’insiste pas sur ces cas particuliers, qui ne présentent ni grande
difficulté, ni grand intérét, et J’arrive 2 une conséquence plusimportante.

§ V. — Lignes géodésiques des surfaces du second degré. — Intégration
des équations abéliennes par les coordonnées elliptiques.

12. Considérons le cas des coordonnées elliptiques. M est constant. Faisons
h ==, cest-b-dire, dans les équations {:6), remplacons par I'unité les bindomes
(e —h), (p.—R), (p,— k). Nous aurons le systeme triple orthogonal

Vo ( Vo (o Vo lp:)
(19) J\/p—/u dp +'J pl—/L dp f\/ —~//z do, — 5,
) = \/9 = Vg (o)
o—/z f\/ol—/L do, [\/pz—h dp.
D‘/' \/<P o= gte) =" Volpa)
D’aprés les formules bien connues relatives aux systemes orthogonaux, on a
(dU‘Y_{_(dU)Z_{_ ’(ZU)2
az’ dy (.'2,
gSlE (V)L sl (40 el (dUy.
loo—pit;a—0) \ dp p—plp—o) \do)  (p—2)(p— o) \dp:

Appliquons cette formule au premier de nos systemes, nous aurons

\' | v<p~/z')<p—/z”)dp+J i —/z')(p.—h”% }\/(Pn—[l’)(pz—lz’)dm:a;

w

_1.

(_1’;.;‘2 [ da\? (_iic P lp=WM)o—=h") (p—A Yo —h") (p.— N )(p.—h")
(dx) +'\uy~) +<dZ> T =l —p) T (a—pllp—p) | (e p)m—pn)

Le premier de nos systemes est donc formé de surfaces paralleles, et, par suite, les
deux autres systemes sont formés des surfaces développables qui coupent les sur-
faces paralleles suivant leurs lignes de courbure. Ces surfaces développables se
coupent suivant des droites tangentes aux deux surfaces

o=1N, os=Ah".

En effet, prenons la deuxieme des équations (19) : cette équation représente, nous
venons de le voir, une surface développable. Pour p = 4”, la direction du plan
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(11)

tangent est déterminée par I’équation
dp = 0.
Ainsi cette surface est tangente a la surface
o=~h".
Les génératrices rectilignes sont donc tangentes aux deux surfaces

h,

o=MN. o

Il

et par suite les arétes de rebroussement des deux systemes de surfaces développa-
bles sont sur les surfaces

o=HN, o=1H".

Il résulte de ce qui précede deux conséquences.
D’abord les deux dernieres équations {19}, qu'on peut écrire

__dp dp, dp. Sy
7 = + [/ 7 7 *+f /“-’f—_"_n—:’:f” [7’
b V(s — e —h")olp)  J\(g— W)(pi— kYo a) Vipp— W) (oo — 1" )5 (0.} 10—

-Q

b“ ’ Pd' /o Pldpl f Pz(lpz ﬁll”—)‘/l”
+ |- =+ | = e S et
j To—W)e—kh)e(p) JVie— 0o —h)ele0)  Jvie— Wlpi— )o(:) =1

représentent une droite. Or, ces équations sont les équations abéliennes a trois

variables. Ainsi on peut intégrer par la géométrie les équations abéliennes (7).
En second lieu, les arétes de rebroussement sont les lignes géodésiques des surfaces
du second degré. Par exemple, sur la surface

o= I

équation d’une ligne géodésique est

— ll ) —__P;jll_,_ﬂv o
J \/(Dx—f'” ) o (o) dz +,/ \/W) do. =1,

A" et & étant deux constantes arbitraires.

o

S VI. — Intégration des équations abéliennes par le systeme des surfaces
du quatrieme ordre.

13. Revenons aux systemes les plus généranx compris dans la forme (13}, et

] M. Liouville a employé la Mécanique dans son beau Mémoire sur quelques cas particuliers ot s
équations du mouvement d’un paint matériel peuvent s’intégrer. Mais dans une Note sur un théoréme de
M‘. Chasles (Journal de Mathématiques, 1851), il annonce guon peut se dispenser de recourir & la Méca-
nique et promet un article qui. je crois, na pas été publié.

2.
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(12)
solent les deux équations différentielles

odp o, do, pdp,
0 P —+ i + - =0,
( s\/(p—/l)cp(p) Vo —h){e) Ve —h)x (o)
2
0) dp dpl leg —o

O _+____—__—
Vie—h)o (o) M Viee—m)b(p)  Vie— h)yx(ps)

Ces deux équations représentent une ligne; leurs intégrales générales s’expri-
ment de la maniére suivante :

JQM-———‘OdP + {#——4——‘0'([‘0' + {'——___,_—kp’dm — = const.,
Vie—h)e(o) Vie—R)d(p)  J Vie—h)y (o)

(%

{.——d?——,+ /4——_‘1‘0__‘__———+ {.T_&::const.
JVle—=Melp) SV =Y V(e— )y (p)
Mais ces intégrales contiennent des transcendantes qu’on ne peut pas exprimer
en termes finis. Ainsi, dans le cas des surfaces du quatrieme ordre, les polynomes
sous les radicaux sont du sixieme degré, et les équations (20) sont les équations
abéliennes les plus générales & trois variables. Nous allons donner un moyen de
trouver les intégrales des équations (20) en termes finis, et I'on aura ainsi une
nouvelle démonstration géométrique du théoreme d’Abel pour les équations &
trois variables.

On déduit des équations (20)

dp do, dp,
Vie—R)e(p) _ Ve —R)4(p)  Vie—h)x(p:)

01— Pa fr— D p— 0

Sil'on appelle do, da,, dg, les projections de I'élément de courbe sur les nor-
males aux trois surfaces o, p,, g,, On aura

do— i deVe—p)lo—p)

ce qui donne
do do, dao,

T Vo= h) s —p)

vip—h)lpi—p)  Vioi— ) (o—p)

et par suite

(21) do* + da? + dal =o.

Cette derniere équation nous montre que les tangentes 4 la courbe cherchée sont
paralleles aux génératrices du cone

x4 1 4 22 —=o.

D’ailleurs, si nous retranchons membre 4 membre les deux équations {20),
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(13)

apres avoir multiplié la seconde par %, nous aurons

ety o "PL:_J ‘/P_"
Vol(s) V(o) \// 01)

(22)

ou, en intégrant,

f\/if_? dp =+ [ 1_ f\/P—Oh dp: = .

Cette équation représente une surface sur laquelle doit se trouver notre courbe.
Cette surface est développable, car on a

(l_p z+ (dP z+ (21_#)2—0
dx dy éz)

et les génératrices de cette surface développable sont paralleles a celles du cone

x4+ y*+ 22 =o.

La courbe devra se trouver sur cette surface et étre tangente aux génératrices; ce
sera donc ou bien une génératrice ou bien I'aréte de rebroussement de la surface.

Les génératrices répondent & la solution générale des équations (20); les arétes
de rebroussement, aux solutions singulieres. Pour définir complétement les sur-
faces développables p., il suffit de remarquer qu’elles ont leur aréte de rebrousse-

ment sur la surface
p=h.

Les droites sont tangentes a cette surface; leur équation ne contiendra done que
deux constantes arbitraires.

14. Nous sommes conduits par ce qui précede a chercher les systemes ortho-
gonaux compris dans la forme (13); car ces systemes nous en donneront d’autres
immédiaterent, et, de plus, ils pourront nous conduire a I'intégration d’équations
analogues aux équations abéliennes. Jentreprendrai cette recherche dans la troi-
sieme Partie de cette These; il résultera de cette recherche que le systeme des
surfaces du quatrieme ordre est le seul qui soit compris dans la forme (13).

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



DEUXIEME PARTIE.

RECHERCHES SUR LES SURFACES ORTHOGONALES EN GENERAL.

5 VII. — Réduction du probléme a la résolution d’ une équation aux déri-
vées partielles a trois variables indépendantes.

15. M. Ossian Bonmet a montré le premier, dans une communication faite
en 1362 a ’Académie des Sciences, que le probleme de la détermination des sys-
temes orthogonaux se ramene a la résolution d’une équation aux dérivées par-
tielles du troisieme ordre; en sorte que le probleme serait immédiatement résolu,
si on pouvait obtenir I'intégrale générale de cette équation. Ce résultat a une
grande importance, parce qu'il indique et précise Pordre de difficulté du pro-
bleme. C'est ainsi que 'on a fait un grand pas dans la recherche des surfaces
applicables les unes sur les autres, quand on a montré que le probleme se réduit
a I'intégration d’une équation du second ordre.

Je me propose d’établir ici le résultat da & M. Bonnet, en suivant une marche
différente de la sienne.

Je commencerai par rappeler le célebre théoreme de M. Charles Dupin, qui =
été le point de départ des recherches sur les surfaces orthogonales. On I'énonce
ordinairement ainsi :

Quand on a trois sysiémes de surfaces se coupani a angle droit, deux surfaces
quelconques appartenant a deux systémes différents se coupent sutvant leurs lignes
de courbure.

Ce théoreme est contenu dans le suivant :

Pour que deux systemes formes de surfaces orthogonales sotent orthogonaux a
un troisieme sysieme, il faut et il suffit que les lignes d’intersection des surfaces
appartenant aux deux systémes sotent des lignes de courbure des surfaces.

Pour énoncer ce théoreme d'une maniere complete, il faut ajouter au théoreme
de M. Dupin le théoreme suivant :

Quand deux systémes de surfaces orthogonales se coupent suivant les lignes de
courbure de ces surfaces. il existe un troisieme svsteme orthogonal aux deux pre-

muers.

Considérons trois systemes orthogonaux dont les équations en coordonnées
rectangulaires solent

1:(?

5
-
™
o
I
©
B
g
-~
I
&
s
(3]
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on doit avoir identiquement

[ da dﬁ da dB da df
dz dz dy dy Tz dz
dady dady dady _
dz dz dy dy T dr ds T

ddy dBdy dBdy
Az dz dy dy '~ dz dz —

= o0,

(23)

Des deux dernieres équations on déduit

dy dy dy
dz o dy o dz
(>4) do dB da dB dxdp dadp  dudB dedp’

dv dz dz dy dz der dxrdz dxdy dy dx

et, par suite, équation

(25) <da dB  da dp) x+<da ds dad@)dj+(da dg dad@)dz_o

dz dz  dx dz
est intégrable.
Réciproquement, si I'équation (25) est intégrable, on pourra trouver un sys-
teme orthogonal
¥ =%:(x, ), 2),
satisfaisant aux équations (24 ), ¢’est-a-dire orthogonal aux deux systemes {«, (5).
Eerivons la eondition d’intégrabilité; nous avons

dy (da d*f da d*f da d*B dp d*a dp da dp d*« \)

dz \dz dz* + 217 dxdr_*_az dzdz  dx dzt Ef dxa’y_ dz dzdz )

N dy fl_o' ap L e do d? (3 N da d'f gE d?a dp d*a dB d*x
E( dx dxdy d) dz dydz T dx dxdj‘_ (7}7 ?7,’? T dz dydz)
dy ( d*8 da d*B  da d*f df dia dp dia dp d2a

+ L = 0,
dz \dx ) :

dedz " dy drdz " dz d&  dr dadz  dy dyds  dz dz

équation 2 laquelle il faut joindre

da d6+da dp+_d_cx dp
dz dz ~ dy dy " dz dz

= 0.

Si Pon différentie cette derniere équation par rapport a x, y, z, on aura

do d*f _4_@ d>3 de d*f (dﬁ d?o +a’5 d*a g d*a’
dx dx* dy dxdy Y4z dvdz dx dx* dy dzxdy ~ dz dxdz>
da d*B +dad’5 +da dﬁ__(czﬁ d*a +i§g’~a +d3 d*a
dr dzdy =~ dy dy: dz dydz dzx dxdy  dy dy? dz dy dz)
da d*f da d?f do d* [dB d*a dpf d*a dp d*a

dx dxdz+d} dodz dz d=¥ (dx dxdz+5!37 dydz +dz dz’).

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 16)
Ces trois équations permettent de simplifier la condition d’intégrabilité, et de

I'écrire, en remplacant dy, 4y, fl—z par les quantités proportionnelles :

dz’ dy
dx ds iz
dz dy dz
ap s ds
dz dy dz

2d'y da &’ da '3 dx A’ dedl  dx &3 dx B dax B dxd'B

wdar " dy dedy T dz dedz’ dzdzdy T dy dyt | dz drds’ dew dudz | dy drdz | dz dz?

Soient dx, dy, 0z les accroissements que prennent x, y, = lorsqu’on se déplace
infiniment peu dans la direction de la surtace «; on a

( da P da
dr & dz
32T 5y 82
do
doa d*B  da d*0 da d*8 _% . d8
dz de* " dy dedy & dzdz oz ' dx

et la condition d’intégrabilité devient

i oz, oy, 8z |
dg  dp dp |

{27) dx’ El;’ [z % = o.
ds dp . dB 1

Sous cette forme, nous reconnaissons immédiatement que la direction dx, dy. d's,
qui est celle de la normale a la surface «, est celle d’'une des lignes de courbure
de la surface 8. Donc la ligne d’intersection des deux surfaces est tangente a
Pautre ligne de courbure de la surface (f3), et par suite les deux surfaces se
coupent suivant une ligne de courbure. Ainsi la condition d’intégrabilité exprime
que les deux surfaces se coupent suivant une ligne de courbure, et, comme cette
condition est nécessaire et suffisante, il en résulte le théoréme énoncé.

16. Passons maintenant a4 notre objet principal et cherchons les conditions
auxquelles doit satisfaire un systeme « = ¢ (,y, z), pour que ce systeme fasse
partie d’un systeme triple orthogonal.

Déierminons en chaque point les directions des lignes de courbure.

On a deux équations de la forme

Oz
(3]

dx _dy dz . dx Sy
L M~ N % 75w

{28)
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(17)
Dans ces équations, L, M, N, L', M, N" représentent des fonctions des dérivées
premiéres el secondes de «, fonctions qu’il serait pénible de calculer. Les tan-
gentes aux lignes de courbure doivent étre les normales aux deux systemes con-
jugués du premier. Douc les équations
Ldx+Mdy +~Ndz—=o,
L'de + MNdy +~Ndz—o

doivent étre intégrables. Je dis que si la premiere l'est, la seconde le sera aussi.
En effet, si la premiere équation est intégrable, on aura un systeme de surfaces

(29) 5= [‘}.(de—FMdy-kNdz)

orthogonal au systeme « et ayant ses normales tangentes aux lignes de courbure
des surfaces (o). La condition d’intégrabilité (27 ) sera done satisfaite, et 'on aura
le troisieme systeme orthogonal par la formule

{30) y:f)\’(L’(lx—!—M’(ly—’f-N'(lz);

ainsi, la condition unique & laquelle doit satisfaire o, ¢’est que la premiere équa-
tion
Ldx +Mdy +Ndz=o
soit intégrable, ce qui donne
<

(dM (1N> N ([ZN dL‘) N (dL (lM> —o,

dz  dy dz ~ dz, dy  dx

(31)

équation unique aux dérivées partielles 4 laquelle doit satisfaire «. Cette équation
est du troisieme ordre; elle est linéaire évidemment par rapport aux dérivées du
troisieme ordre. D’apres ce (ui précede, on voit que toute solution de cette équa-
tion donnera un systeme orthogonal.

Cette équation aux dérivées partielles, nous ne la formerons pas dans le cas
général ; elle est tres-compliquée et parait tres-difficile 4 intégrer. Remarquons
seulement qu’on en connait deux solutions avec une fonction arbitraire de deux
variables. La premiere solution est donnée par le systeme des surfaces paralleles &
une surface donnée; la deuxitme par le systeme qu’on obtient en transformant
par rayons vecteurs réciproques un systeme de surfaces paralleles. Mais il est évi-
dent que ces solutions ne constituent pas I'intégrale générale de I'équation. Quoi-
qu’elles contiennent des fonctions arbitraires, ce sont peut-étre des solutions sin-
gulitres. En dehors de ces solutions on ne connait pas d'intégrale complete de
I’équation. Le systeme des surfaces du quatrieme ordre contient quatre constantes;

en rapportant a des axes queleonques on en introduit six, et en transformant par
3
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(18
rayons vecteurs réciproques, le pole étant quelconque, trois nouvelles, ce qui fait
en tout treize constantes : or I'intégrale complete devrait en contenir dix-neuf.
Ainsi, le probleme de la recherche des surfaces orthogonales dépend d’une équa-
tion du troisieme ordre & trois variables. Il parait donc beaucoup plus difficile que
la plupart des problemes de Géométrie, qui dépendent d’une équation du second
ordre & deux variables.

§ Vili. — Méthode générale de recherche des systemes orthogonauwx.

17. Cette méthode est fondée sur les équations que M. Lamé a données dans
son ouvrage sur les Coordonnées curvilignes (* ). Soit I'expression de ds*
(32} ds =Hdp* + W} dp} + H} dy;.

Les fonctions H, H,. H, satisfont  six équations différentielles qui sont :

d'H 1 dH dH, 1 dH dU.

\dwm“HJEE§+EHE7?
(33) ) a:u, _ 1 dH,dH, 1 dH dB
 dodo, — H. dp, dp o dp dp.)’
(dmz_im%§+L@ﬁﬂ
dodp, — H d—p dp, H. dp, ([p.7
et
()
\dp. W odp) " \H dp )i da
34) V'd (L dH7‘>+i (L dH, 1 dH. dH _
o L dp \H dp liszH.,ap,/ H? do. do. —
’_d_(idni . d /1 dH, v dH, dH,
Ao\ de ) T @ \ B dp )T d dp O

Nous allons reprendre rapidement la démonstration de ces six équations, ef
nous prouverons en méme temps gu'elles sont 4 la fois nécessaires et suffisantes,
’est-a-dire que si I'on a trouvé des valeurs de H, H,, H, satisfaisant a ces six équa-
tions, on obtiendra nécessairement un systeme orthogonal.

Pour cela, nous commencerons par transformer les équations précedentes, et au
lieu des quantités H, H,, H,. nous prendrons pour inconnues les six quantités
données par la formule
(35) By= - L

H; do,

ou ¢ est différent de ;.

(*) Legons sur les Coordonnées curvilignes et leurs diverses applications. In-8° avec figures dans le texte;
1859. Chez Gauthier-Villars, libraire. Prix : 5 francs.
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On pourra remplacer les six équations (33), (34) [voir Lamg, p. 76] par les neuf
équations

dBy dB.
‘ = Babus G = Bubus
d B, dB.,

(36) = Bubu, =B
( Pt = Bupe, =0
et
‘fli + % + BB — o,
(37) G g Baba=o,
TR

Nous avons six inconnues au lieu de trois; mais il v a trois équations de plus.
Pour démontrer ces équations, désignons par U, U,, U, les cosinus des angles
que font avee I'axe des u () les normales aux trois surfaces g, o,, g,; I'expression

HU dp + H,U, dp, + H.U, dp:

doit étre une différentielle exacte, puisqu’elle est égale a du.
De plus on a
U+ U + U} =1

différentiant cette équation et exprimant les conditions d’intégrabilité, nous trou-
verons (voiwr LAME, p. 74)

du dU . dU
(38 = - =1, R,. - =
(38 dp, = U Pors ({p, Us By dp

- UI Blu‘ Uz 520-

On aurait de méme d’autres équations qui donneraient les dérivées partielles
des fonctions U,, U,. Cela posé, différentions la premiere des équations {38) par
rapport a p,, la deuxieme par rapport a g, : on aura deux valeurs de dor iz, U1
devront étre égales, ce qui donne

N .

) = ()

RS
{

V u désigne. suivant les notations de M. Lamé. une quelconque des trois lettres z. 3. z.

3.
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. . . .1 . ey U,
Cette équation doit avoir lieu pour trois valeurs différentes du rapport i ; on aura

done

d@ol d@‘“

—ﬁo’zﬁ’ll:c“ —ﬁulgz-——o
Par des permutations d’indices on aura les six équations (36) qui se trouvent
alnsi démontrées.

Pour trouver les équations (37), on n’aura qu’a exprimer que les deux valeurs

de ; que Pon obtient en différentiant la seconde des équations (38) par rap-

port a p et la troisieme par rapport a p,, sont égales. '

Réciproquement, si les neuf équations (36) et (37) sont satisfaites, les équa-
tions (38) et les six autres équations analogues donneront des valeurs de U, U,, U..
Ces fonctions seront déterminées lorsqu’on connaitra leurs valeurs initiales, car
les neuf équations fourniront les dérivées premieres, et les équations obtenues par
la différentiation les autres dérivées. Ainsi, quand on aura trouvé H, H,, H,, on
pourra toujours obtenir des fonctions U, U,, U,, satisfaisant aux équations (38 et
aux six équations analogues.

Prenons trois systemes de valeurs

U, 0, 0; V,V,,V,: W, W, W,
Soit I’expression
UvV+ UV, +U,V,:

si 'on différentie celte expression par rapport 4 une quelconque des coordon-
nées g, p,, ps, OD trouve, en remplacant les dérivées par leurs valeurs tirées des
équations (38), un résultat identiquement nul. On a done

UV + U0V, + U, V.=

et si l'on a choisi convenablement les valeurs initiales, on aura

UOV+ UV, +0YV,=o.
De méme,

VW - VW, +V,W,—o,
UW +~ U W, + U0, W, —o.
Donc on pourra constituer un systeme orthogonal, et en intégrant les expressions
telles que
HU dp -t H1U| dp| -+ H2U2 dph

on aura les coordonnées u exprimées en p, p,, p,. Alnsi, a tout systeme de valeurs
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de H, H,, H, satisfaisant aux six équations (33), (34) il correspond bien un systeme
orthogonal.

En résumé, le probleme attaqué par cette voie comprend deux parties dis-
tinctes :

La détermination de trois quantités H, H,, H, par six équations simultanées, et
la détermination des cosinus U.

En général, on ne peut pas trouver trois fonctions satisfaisant a six équations.
I semblait done que le probleme ne pouvait avoir qu'un nombre limité de solu-
tions. On voit combien est important le résultat da & M. Bonnet.

Avant de connaitre les recherches de M. Bonnet, j'avais essayé d’intégrer les six
équations en H. Je n’ai pas réussi, mais j’ai été conduit a quelques résultats qui
nous seront utiles plus tard et que je vais exposer.

§ IX. — Intégration des équations en H, H, , H, .

18. Oceupons-nous d’abord de la détermination des quantités que nous avons
désignées par ;.
Les équations (36) s’'intégrent sans difficulté; on en déduit en effet

d@o, d(im

Hdz ( BIO 6“ [BN -+ @0! - Bot @12 ﬁ?o -+ @10 ﬁn ﬁo:

= E‘é(ﬁm@ﬂ):d_p"l (B Ban).

Ainsi on a

( 39) di ﬁu 52\ p‘ (520 @02): C-ld?z ( @10 BOI) = @m @lz ﬁzo -+ @m @21 ﬁuz-

On peut poser, en introduisant une fonction auxiliaire V,

av d*v d*v

(40) ﬁox}gm:m:az, @nﬁz|~dp dP =a, ﬁmﬁo,:m:a”
da da  da,
(41) a;:-d_ﬁh:;l,?z:b:@m Biz Bro + Bio Bui Boe-

Pour la commodité du calcul, nous emploierons les notations suivantes :

(42) @ox (312 ﬁzo:m, ﬁm (3:1 602 =n:
on aura
(43) m+n==~56, mn=aaa,.

Donc m et n peuvent étre considérés comme connus lorsque la fonetion V I'est.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



[ 22 ;

La premiere des équations (36 donne

a’Bm s _m _m
dP = ,szpga—-E;———a—zﬁmy
ou
\ 1 dB. _m
(447 ﬁm dloz —_— a-
On déduit de la par I'intégration
. —I dp,—r A,
(45 j 310 =€ B 3
et de méme
i dr?e" B,

. a,
(46,} ,301:8 :

A, et B, désignent des fonctions de g et de g, ne dépendant pas de p,; elles doivent
étre choisies de telle maniere que le produit 5, f3,, soit égal 2 a,. Une seule est
done arbitraire.

Ainsi, toutes les quantités 8 s’expriment en fonction de V. Le probleme revient
a déterminer cette unique fonction, et les fonctions de deux variables telles que A..
On a

_ f———dr A, fﬂdp—f—A Zdp+a,
(47 By=ev “ Bp—=e )

(0— = k4 o2

Ecrivons que ces quantités 3 satisfont 4 la seconde des équations (42 ). Nous aurons

m m m
—dp-—x—f— dP|'7‘f—dP~:""A”TA1_T‘Az
(48 ef” i e =n.

Prenons les logarithmes des deux nombres et les dérivées successives par rapport
a0, g1, p2, NOUs obtenons

L d m' d’ m d* o m d*Ln
(49 _)—J_dodo; _>+ -

H i
dpdo, \a a]  dp do.\a h= dodp dp.

équation du sixieme ordre a laquelle devra satisfaire la fonction V.

Le probleme parait bien simplifi¢ ; il semble que I'on n’aura plus qu’a substituer
les expressions des 5 dans les équations (37, et Pon aura alors quaire équations
simultanées auxquelles devra satisfaire la seule fonction V: mais je vais montrer
que généralement, si les équations (36 sont vérifiées, les équations (37 se rédui-
sent a une seule.

19. Désignons en effet par u, u,, u, les trois premiers membres des équations (37).
Si les équations (36 sont vérifiées, on a identiquement

. du. du, d
{50} o = Bo tt + Ba u,, o, =Bt + By, th; = Bos e+ Bz 12
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On peut transformer cés équations et les écrire
d d d

(51) U B)= 4 Bu ) g;(“zﬁm):d—P(u

d

@(unﬁo:)-

d
,B‘zl)'y d*P (uﬁm)_

Si une des trois quantités u, u,, u,, u, par exemple, est nulle, les équations (51)
nous donnent

(52) U ﬁzn = A.. u 52‘ = A,

A, A, désignant des fonctions qui ne contiennent pas, la premiere g, la seconde ¢,.
Portant ces valeurs de u, u, dans la troisieme équation /51), nous avons

d( Be\. d Baz Alm—n)  A(m—n)
(As“) <A@‘) TR AR

Cette équation est vérifiée,

1% si m-—n,
. A A,

2° sl —: 2:
Bl

mais en général ces deux cas n’auront pas lieu. Il faut done que 'on ait A = o,
A, = o, ce qui entraine u = o, u, = o. Par suite, les équations (37) se réduisent a
une seule, excepté dans les deux cas particuliers que nous venons d’indiquer.

Ainsi la fonction V doit satisfaire au moins 2 deux équations aux dérivées par-
tielles. Si nous ne savions pas que le probleme se ramene i une seule équation,
nous poursuivrions les calculs malgré leur difficulté; car dans les équations (37),
Ja fonction V entre sous les signes d’intégration. Mais il est peu intéressant de
développer ces calculs, maintenant que nous savons que le probleme ne peut se
résoudre par des différentiations et des éliminations.

20. Quand on aura déterminé la fonction V et les quantités (3, on aura a déter-
miner les fonctions H, H,, H,. La formule (35 nous donne

et, en portant ces valeurs de H,, H, dans les autres équations que renferme la

formule {35, on aura

CAH o dpdn
dodo. 3. dp dp,

,\ d*H 1 dg., dH

j dodp: 3w dp dp,
d*R m dH ndH

(53)
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Il nous reste a indiquer comment on déterminera les cosinus U. On aura
(38 bis) =22, U= %2,

ces équations donneront U,, U,. On déterminera U par les deux équations

‘@.{.&Q.FE?[ZU——O
do  Bu dpi B do 7

v dU\? 1 @_“1_1
o () e () 3=

21. Les quantités 3; ont la relation la plus directe avec les courbures des sur-
faces. En effet, désignons, & 'exemple de M. Lamé, les six rayons de courbure
par la lettre r avec I'accent j et U'indice ¢, 'indice i étant celui de la surface et
P'accent j représentant I'indice de I'arc; on aura

(38 ter)

! H, _ H
s&n———;,—’ 507—_71
H; - H
(54) ﬁxz——_‘r_/:W ﬁ\a*—;7
pzo:—g? ‘.6211"‘&;{'

{ r

=
N

(Foir Lang, p. 8o.)

On pourra donc, dans cette méthode, introduire facilement toutes les conditions
relatives aux courbures des surfaces.

TROISIEME PARTIE.
APPLICATIONS DE LA METHODE EXPOSEE DANS LA DEUXIEME PARTIE.

§ X. — Détermination d une classe particuliere de systemes orthogonau.x.
22. Au p° 19, nous avons été conduit 2 examiner le cas ou 'on o

b

m—n=—o, m—n—-.
2
ou bien

(55} b — faa,a, = o.
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Alors la fonction V satisfait, non plus a une équation du sixieme ordre, mais
4 une équation du troisieme ordre, I’équation (55).

! b
/‘{L de,—+ A, -]-f— do,+ A, [ —
— o Tt e == Va;
B >

2

Dans ce cas, on a

e}
i

de méme,
1 I —

B = B la, Bu=— B va.
Dans ces équations, comme dans tout ce qui suivra, les grandes lettres B, B,, B,
désignent des fonctions quelconques qui ne contiennent pas la variable ayant
méme indice. Ainsi B;, A; ne contiennent pas p,.
Les quantités 5 doivent satisfaire & 'équation

—=m—= ﬁox@lz,@zo;

v

on aura done
b I
- = ==V aa,a
2 BB.B, 1
ce qui donne
(56 BB,B, = 1.

Si 'on donne une valeur quelconque 2 g, B n’est pas changé, B, devient une
fonction de p,, B, devient une fonction de g,. Donc B est de la forme

de méme,

g, Bled o _ale) o

Po = a(p) Ve, 5‘0—@(91)”["'

(50 _rlps) e g Bl o
v Be= B oV BTV
. “(P) o o Y(Pz) —

B = e Ve B ey Ve

Exprimons que ces valeurs des @ satisfont aux équations (40); nous aurons.
par exemple, en substituant dans la premiere,
d . d
Tl ()] + o= [a.f(p)] + by*(p:) =0
do o

h
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ou

ds [ . dv .. AV 4V
doda [“'(P)FO‘ &) g Ve g | =o.
Les deux autres équations (4o) donneront de méme

2 7 dV™
4 [a’(.o)d—VJr 5(0) 2V () =0

dodo, dp = 7 ' dp, " dp,
d v .4V . dV]
T | G B e | =
on aura done
2/, dv L At av 2 =A(p)+ B(g)+ C{
o) gy el g e g = Ale) 2y p2)

On peut poser

car, si cela n’avait pas lieu, on remplacerait g, p,, p, par des fonctions conve-
nables; on poserait

Ainsi la fonction V doit satisfaire & I'équation

dv  dV dV _

T T dp, T d AP+ Blp) +Cip),

dont I'intégrale est

V:fr\ (p)d,o+fB(.m)d.o‘+fC(pz)d.o=+F(.o—pl,p—,o,}.

On peut prendre
{58) V=F(p—p,0—0);

by

car la fonction V n’entre dans les 8 que par ses dérivées secondes prises par rap-
port a deux variables différentes.

On aura
\ a4V TdV / d*V
5g! 01— [P0 T —-— Diy == 9y =% — 5 Baw = B =1\ / °
(59, B B dpdp.’ 5 B dpldpz, p 2 \/ do do,
Rappelons-nous que V doit satisfaire a I'équation (55).
Posons
p—p=x, p—p=y;
alors
dV_dV 4V 4V AV dV a4V
do —dz " dy’ dp, T T dx’ da &y
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L’équation (55) deviendra

6o SN )’—4 v <ﬂ¢ AV \ [ d*V d=V>
‘6o (dxa(r’ dridy)  Vdxdy \dz® ' dxdy dxd}‘_'—W,'

Toute solution de cette équation nous donnera un systeme orthogonal; on aura
les 5 par les équations (59), les H par les équations (53, et les U par les équa-
tions (38). Les équations en U deviennent, dans le cas que nous étudions,

1
=
B, ‘dpr

/

di dU dU . 1 ’dU)2 'dU\?
AR e P b )
La premiere de ces deux équations nous montre que toutes les quantités U seront
fonctions de p — p,, p— fas
U="5(o—p,

o= 02).

23. Nous allons insister sur cette remarque, parce qu'elle nous donnera une
propriété géométrique du systeme. En tous les points de I'espace pour lesquels
p -— 5,1+ p — p» conserveront la méme valeur (ces points forment une courbe), les
normales aux trois surfaces conserveront la méme direction : ceci n’a pas lieu
en général. Si 'on cherche le lieu des points ol les normales aux surfaces ¢, par
exemple, ont une direction donnée, en ces points les normales aux surfaces g,
n'auront pas une direction fixe.

La propriété que nous venons de constater revient a celle-ci :

Les transformées spheriques des lignes de courbure de toutes les surfaces d'un
méme systeme sont les mémes.

(’est ce qui arrive, par exemple, pour les surfaces paralleles, pour les surfaces
de révolution ayant méme axe et des méridiens orthogonaux, ete.

Les coefficients des équations (53) qui donnent H ne contiennent que les {8
qui sont fonctions de p —p,, p — p, : on pourra donc déterminer des valeurs
de H, H,, H,. fonctions seulement de p — p,,
surface p = C sera

o — p,. L'expression de ds* sur la

i

ds=F(p—p,p—p)do} +Fi(p—0,0—p:)dp} =F(x,¥)dz’ + F (x,5)dy?,

en posant

p—pi=2 p— =%

Done toutes les surfaces d'un méme systeme sont applicables I'une sur 'autre, et,
comme les normales aux points correspondants sont paralleles, les surfaces sont
toutes égales, et 'on peut amener I'une d’elles & coincider avec toutes les autres
par une simple translation. Ainsi on obtient des systémes orthogonaux engendres
par des surfaces restant incartables de forme et se deplacant parallélement a elles-
mémes.

SN
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Par exemple, prenons deux cones circulaires droits ayant méme axe et se cou-
pant & angle droit. Si nous déplacons ces deux cones en faisant glisser leurs som-
mets sur 'axe commun, nous engendrerons deux systemes de cones se coupant a
angle droit. Le troisieme systeme sera formé de plans passant par 'axe.

Mais ce systeme des cones circulaires droits n’est qu’un cas particulier, puisque
I"équation (60) en V peut s'intégrer avec trois fonctions arbitraires d’une scule
variable.

§ XL — Systemes orthogonaux pour lesquels les lignes de courbure
sont planes.

24. D’aprés le théoreme de Joachimsthal, si laligne de courbure g, est plane, le
plan de cette ligne de courbure fera un angle constant avee la surface g, par
exemple.

Soit Op, la ligne de courbure p,; soient OR, OR; les normales aux deux surfaces
(qui se coupent suivant la ligne p,; soient R, R, les centres de courbure de ces

!
/

7
e /|

~J

R
deux surfaces correspondant a la ligne p,. Abaissons du point O une perpendicu-
laire OA surla ligne R, R: OA représentera en grandeur et en direction le ravon
de courbure de la courbe ¢,. L’angle du plan de cette courbe avec la surface ¢ sera

done
R)OA p— R;RO

Done, en tous les points de la ligne pg,, le triangle rectangle ORR; restera sem-
btable & lut-méme; on aura

— = const.,
c'est-a-dire
i(”) — = = Ay
A, désignant suivant nos conventions une fonction qui ne contient pas g,, sera
o . , .
constante pour tous les points d’une ligne g,.
Remplacons 7’ et 7', par leurs valeurs tirées des équations (54), I’équation pré-
cedente devient
(62)

w
Il
™

24 Al'
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L 29
Or, on a
.:‘Jdl .31-2 ?)20: s

remnplacons dans cette équation f5,, par sa valeur, nous aurons

m
. P ” -
=t A (lelg‘u Do = aAllﬁzo, Do T T B

¥
et, par suite,
d%., v d <’”)-r n_ a

) B TR
(63 d (m _, d*v
33 — 1, = :
13 do\ a da(lo,/
de méme,
. d [(n d2V
(64) () Y
( (s, do;

Ces deux ¢quations (63 ), (64) expriment les conditions auxquelles doit satistaire
la fonction V. On peut les intégrer une fois, et 'on obtient

m __dv no_ dV ¢
a dT, Y @ do o
et en faisant le produit,
. d»V mn dv N /dV
(G5 — Gy
(65) dodop, aa, (do B, ) <(i‘p._, l') '

cette équation (65) comprend les deux équations du troisieme ordre (63, (64 ).
Quand on aura la fonction V, on calculera les f3 et les H.

25. Lorsque les lignes de courbure des trois systemes doivent étre planes, on
a trois équations pareilles & I'équation (65,

C N rav AV
| dodz, #<7/? - B'> \7,

- s 4>V /dV FATEEN
{66) (liod‘aI = (—A‘— B._,> <.__ —C

7
dVv 7AY (dV .
dean =\ ") ¢

Ces trois équations doivent étre compatibles; il faut done qu’elles dounent la méie

d3Vv 3 < .
Tods s - En déduisant cette valeur des trois éguations, on trouve
L

a3V dv d\ RUA7AY 3 “dV RNEAY y (dV
dodg dp. de _B><(101 L)(szkB/)+K((Tr—*(”)K@-B)(E¥(”,)'
dv dv dv ) C dv d\ k
It Nm‘ﬂ\m ) (7 ) )
o () () ()

_/dV o\ [dV
“(dpl B’) (d_{i > dox \dp
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On voit que ces trois expressions deviendront égales, si I'on a
€—=B,, C-—B, C- B:
c’est le cas que nous examinerons (7).

Comme C ne dépend pas de g, B, ne dépendra ni de p nide g,: on aura donc

CB.=wm(p), CGC=B=m(e), =B =)

En outre. comme V n’entre dans les calculs que par ses dérivées secondes prises
par rapport a deux variables différentes, on pourra remplacer V par

Vo [wip)de ~:~fm,(,o,)dp. + [mz(p7)dpz,

et les équations (66) deviendront,

dV AV dV 4V dV dV d*N . dV dv

@5, dos ;:’pi (Ip,’ dodo,~ do IIED(‘ dodo.  do do.
L intégrale de ces équations est

V= —LiF(g)+o(a)+ dio)]

qu’on peut réduire a Pexpression plus simple,

Z={(p+0 +p).

(67) V=—Li{» —r—'p.—f—p,):—Lx.
26. Une fois trouvée la fonction V, les £ s’obtiennent sans difficulté,
" ;\g ¥ :\ 1 _A - H
Dpr T oo ﬁ?“j_ﬁ' @ID:_ 2’ 501:—1—‘&*7 ﬁu:—;v IJIQ:——x:ig
o <Ay A £

et comme on doit avoir m = fo, £y 520, 1l vient

I 1
T E T T MAAA AA A =1,

Nous avons déja résolu au n° 22 une équation semblable. On doit avorr

r, r
Ax" s A, = —
r

A=, —
) rs

r. ry. ry désignant des fonetiens de g, gy, g,. Les valeurs des £ ainsi trouvées satis-

*' Ce cas est le seul pour lequel les équations (37) puissent étre vérifiées, et par conséquent on aurs

tous les svstemes dans lesquels les lignes de courbure sont planes.
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font aux équations (36). Ecrivons maintenant qu’elles satisfont aux équations ( 3~ ,
nous aurons

(rr'4rr')x=r*-+r;+rl,
et deux autres équations semblables,

(nr +nr)e=r-+ri+rl, (rag,+rr)x=r+r’+ri,

d’ou 'on déduit
7 ! c
rrl =, Fo=rr,= =

r:;("\/‘;ﬁ .I‘/::C\/:O_’_, r”:c¢977

et par suite les valeurs des 8 sont données par la formule

o 1 /,Oi
Bij = — o
x o)

Les {8 obtenus, nous avons a déterminer les H, ce qui se fait sans difficulté par les
formules (53), et I'on obtient

'H;--E_—f R+l\.+[{2’

s ve o xvp

R, R-+R +R
—+ D ——

(68) ¢ = = =
Ve, z V.

R R+R +K
Ve oz

R, R,, R, désignant trois fonctions arbitraires de p, de g,, de g,.

27. Pour terminer le probleme, il faut avoir les expressions des coordon-
nées x, y, z en fonction de g, p,, p,. Pour cela, nous allons d’abord calculer les
quantités que nous avons désignées par U.

On a, d’apres les équations (35),

1 dU;
(6 i — =
9) r3/ Uj d.j
Or, dans le cas que nous étudions,
l'r-o) o o ,61&
Vs 13J J o

L’équation (69g) peut donc s’écrire

,, LAY
(71) @’I_Uf dP/(Pr>
Par définition,
IS"* H ({H[.
T H; dy
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. . . U, .
on voit donc que les équations en H; et en — sont exactement les mémes; donc les

i
h

intégrales générales des deux systemes d’équations seront les mémes, et I'on aura

U ¥ S+ 8 +8S,
—_ T = —= = ?
5 o X yo
U, § 58 -+8

"3 ( e T —

& Vo x Vo
8, S48 +8
o Vo zyo

Pour obtenir ces intégrales, nous n’avons qu’a remplacer dans les équations (68!
les fonctions arbitraives R, R,, R, par trois autres fonctions S, S, S,.
Mais on doit avoir entre les fonctions U, U,, U, une nouvelle relation

U+ U 4 U2 = 15
cette velation détermine les fonetions S, S,, S,, et I'on trouve

S — Cp 2 A V/\Z, S —=— Cpl -+ 2A| \/;l" S'l — C.O‘l -+ 2 AY\'l?""

avec la condition

On a done

\ U= 2;/‘0 (AVo+=AVa + AWp) — A,
=3 /U, ;,—szTWO‘ (AVe+ A Vo + Ave — A,

- 2, - — —
[ U, —= "}"‘2 (:\ \/P -+ A, vpl -+ A, \/{)z/ — A
U. U,, U, designent, on se le rappelle, les cosinus des angles que font les nor-
males aux trois surfaces avec 'un quelconque des axes. Il faudra donc prendre
pour les constantes A, A,, A, trois systemes de valeurs et exprimer les conditions
de perpendicularité.

Soient A, A,, Ay, (B, B\, B,) (G, Cy, C,) les trois systemes de constantes. Les
relations qui doivent exister sont

A_XZ_{»_:X: ﬁ-;&i R ,{B—%—A]Bl—("AzB: — 0,
B~__,..B: +B§ =, AC + AC + A G = 0,
C"’*C,}“_Ci —1, BC-+BC +B.C =o.

En choisissant convenablement les axes, on pourra prendre

A=1, Aj==0, A;=0, B=o, B, =1, B,—=0, €C=o0, C, -0, C;,—1,
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et I’on obtiendra les formules

: 2 2\0 2/ G
\X:—‘——l. X, = ; o X,= L v,
x

e { 2y ;20 2Vop
\/4/ \‘——— pe 2 ‘,.—— - — I, 9 — - )

’ 2 Vo, 2Vo, o 2

7 — Vu R Zl’ \/x | Z;»— Pz_[.
x kA x

En intégrant les différentielles telles que

XHdp + X Hidp + X.H, dp.,

o R‘{"‘Rz""‘Rz /‘
xr == — r+ \/p-}—

on trouve

Vo

R+ﬁ,+”?“/— /R,Zp(’

(75) 1 o+
P J Ve
R+R® +R — R, dp.
= — 2y + | ——-

@ V r"-’

Telles sont les équations générales de notre systeme orthogonal.
Par exemple, si 'on fait

on aura

-

[ Tl B

[ h h v

o™
+
sl
(%]

ce sont les formules de la transformation par rayons vecteurs réciproques.
28. Si I'on se reporte a P'équation qui donne la fonetion V,

on voit que cetie fonction satisfait & I'équation (55

b* — 4 aa, a, = o.

Doune le cas gue nous venons d’examiner nous donne un exemple des systemes
orthogonaux etudiés au n" 22. Toutes les surfaces d’un méme systeme ont la méme
representation sphérique. En effet, les formules {74 ne contiennent que les rap-
ports des {rois coordonnées.

Si Ven prend pour les fonctions R, R, Ry,

BR=A \/5‘, B,=Bys, R ==« x/p_,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(34)
les équations (75) deviennent

AV +BVo +CVp)2¥p
- P+Px+[02

040+ D

7A\/;+B\/;+C\/‘Z;)2y/;:
.O+|0' “}"Pz

N (A \/r:)—i—B\/a—’r—Cv/P—z} 2‘/?‘-'

A
-+ = Lo,
2

Lol’

h

+

Rl

-+ — Lo..

CEN e}

Ces équations représentent un systeme orthogonal comme ceux que nous avon:

signalés au n° 23. En effet, faisons g = const., on aura

I 1o _
x—in AvVo+Byo. +Cvp, 5 Vo
2 0+ Dy = [
B AVo+Byos, +Cye. — B o
o B v Vot Gy, = Byo
T2 940+ R
b, AV BYa OV, - O
2 0+ 0.+ 0 ' 2 0
si 'on transporte P'origine au point
A B C
x—==Lo, y—==Lo, z== Lo,
D Iy y 9, (4 9 i
les nouvelles coordonnées,
A C
x =x—=Lo, vw=yv—~=Ls 3 =2z—=Lg,
2 ' h ' ’ > !

. N 2 0,
ne dépendent que de deux parametres, les rapports %‘7 = Done, toutes les sur-
v i)

faces o. rapportées a des axes paralleles, ont méme équation.
Chacun des systemes est formé par une surface de forme invariable qui se deplace
parallelement a elle-mé:re.

Xil. — Détermination de tous les systemes orthogonaux pour lesquels
toute surface du systeme peut etre divisée en carrés infiniment petits par

les lignes de courbure.

29. Nous avons été amené, au n® i%, a vechercher tous les systemes ortho-
gonaux compris dans la forme (13). Généralisons et cherchons tous les systémes
orthogonaux dans lesquels chacune des surfaces peut étre divisée en carres infimiment
petits par ses lignes de courbure.
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Soit I’expression de ds* correspondant & de pareils systemes

dst — H2do* + H2dp? -+~ Hidol.

Il n’est pas difficile de voir que les expressions de H, H,. H, seront de la forme

S, S, s
th— H-,’SS*

8§,
EY] — M ™

» Ho= M’

S; désignant une fonction qui ne contient pas g; et M une fonction quelconque
de g, ¢, g,.
En effet, faisons g, = €: sur la surface g, = C on aura

dss = H'dp* + H?do?.

Pour que la surface puisse étre divisée en carrés infiniment petits par les lignes
s "

p=C, g, =C" il faut que l'on ait
H F(p, p)
=

on aura deux équations scmblables a celle-ci, d’ou l'on déduira Ia forme des
expressions de H que nous avons écrite plus haut.
On aura done

. i o 4 3 2 5 P N
(=7} a’s?:]‘—[ﬁ(s,’biu‘p—‘—kSZSidp‘+S2S;dp;)( ).

On peut vérifier a posteriori que cetle forme répond aux conditions que nous
avons posées: car si 'on fait, par exemple, p, = C, on a

dst = 22 Lo(s)dg+ () dp?].

30. Ainsi le probleme est ramené & la recherche des svstemes pour lesquels

S8, 88, S8

M A R T
ou. re qul revient au meénme,

H :ﬁsz\lﬂ-R,-rRE, H‘:e—L MR, +R Hj:e—L,\l—'rR—rRi‘

>

Pour simplifier un peu. nous emploierons dans la suite de ce calcul les nota-
tions sulvantes :

d M d*M &M
Xi—— ——— X TZ ey Koy —— —————
T dg YT doidy : dodp dg.
* . Sii'on voulait en outre que le systéme fut isotherme, il faudrait supposer M == 1. Alors la méthode

que nous suivons conduit trés-simplement au théoreme de M. Lamé.
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Exprimons d’abord que H, H,, H, satisfont aux équations (33). Nous trouvons

dR dR
lezleﬁ—i—xg%—{—MU,
) dR, dR, | 4,
(’78) \ xm——x-z_d*p‘ —+ 2 dPZ +1\IU|,

+ MU,.

’ _dR  dR.
xon—xo'd—p—‘ ‘dp

On a posé, pour abréger,

o (4R dRy (4R dRy  dR dR
Ve dp) \dp T dp) T dpy dp)
u_ (4R _dR, (gR_,_dR, dR, dR,
T \dp,  dp.) \dp dp )T dp do.’
U_(@_ili?> (i‘_‘“‘ﬁ% dR, dR,
T Ndo ds)\dp do/)  dp dp’

Pour que les équations (78) soient compatibles, il faut qu’elles donnent les mémes
valeurs pour la dérivée
d*M »
dodp dp, — 7"
On trouve, en différentiant la premiere et en remplacant x,,, x,, par leurs va-
leurs,
_dRdR.dRdR,  dRdR . dU _dR Ry
Ky == BE HE Xy 1= de % 1 EZ—{;‘ dp Xa R ( dP ldPl 2 (Zp':’_f
En différentiant les deux autres, on a de nouvelles équations qui ne different que
par le coefficient de M. Pour que les trois valeurs soient égales, il faut que I'on ait

dU dR - dR dU, ALY ~dR dU, L dR, . dB

¥ ¥

or on a identiquement

UziR UﬁdeB‘—k*(IR’—U(L}R!—}-UJRf dR dR, dR. dR dR, dR.
To T de T Ve, T A e T Ve T T dp do dp de do o

Les équations (79) donnent donc
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ou
dR, dR> wR4_+(dek7g§>_¢ﬂh B
do. dp) dodp, T \do, dp.) dedp —
dR dR,\ d2R, N d_RQ;@ dQR_fO
do,  do.) dodp, do da ) dodp,
((ZR| dR.\ d*R (clR _c_i_lh) d*R,
do d—p do dp. dp, do, ] dpdp, =9

Les trois expressions sont nulles, parce qu’elles sont égales et que leur somme est

identiquement nulle. Ainsi
dU  dU,  du,

%#%:7@:0:

on a donc en intégrant ces trois équations

f(dR2 dR) R, dRy _
y%*ﬁ,ﬁ*@F

L, b [dR dR) (dRz dR)\
so! (<@77@)\@4‘@3_k’

’(dR. AR (AR dhy
%) @ @) =%

5 / \

31. 1l nous reste a trouver la forme des fonctions R, R,, R, qui peuvent satis-
faire & ces trois équations.
Prenons la premiere de ces équations. Soit, pour abréger,

dR, dR, . dR _ R
T=h TiEAe =B =l

(81)

notre équation deviendra
(82} (A?‘*‘B)(’\n—i—t):‘l\‘

Donnons a g une valeur constante. K ne changera pas, A, deviendra une fonction
de g,, A, une fonction de g,. K est donc de la forme

K=(B+h)(C+h)

f, désignant une fonction de p,, &, une fonction de g,. Faisons une nouvelle trans-
formation. Soit

B+l =B, C+hL=C, A,—h=4A, A-—h—=24\:

'équation (82) deviendra

(83) (B’ + AL )(A, +C)=K — B (,
ou bien
B’ c’
(84 e B —o.
+ vty oo
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(38 )
Prenons deux fois la dérivée par rapport a p. B" et (' ne contiennent pas cette
variable. On a done

BH‘_{E(AL) Lol (L) —o. Bi( ! ) +C'§( ) =o.

et, par suite,

A’, ne contenant pas p,, A, ne contenant pas p,, la valeur commune du rapport
est une fonetion de p, comme nous 'avons écrit. En intégrant, on trouve

A

=b(p)eclo)+ alp)=bei+ a, A—l,:b(p)c;(p,)—+—a,(pz):bc3+a,,

[

a,, ¢, désignant des fonctions de ¢,, as, ¢, des fonctions de g,.
Portons ces valeurs dans I’équation (84); nous aurons

b{Be,+Ce)+aB +a,C +1=0,
et, comme I’équation doit étre satisfaite, quel que soit g, on aura

Be +Ce,=o0, abB +aC +1=o.

d’ots
o C; ~r — ¢
T e — ae, T a.c,—ac,
et, par suite,
4 dR . c. dR
B:—ll;—*—‘—‘z——:*-——-» C=—hy+ —" = — y
a.c, — C: q, do, a, ¢, — a,c, do;
1 dR, 1 dR.
A1:/12+ - — Agzll!—%f— —_ .

be, + ax do. be,+a, do

Mais on peut remplacer g, g,, g, par d’antres coordonnées fonctions des premieres.
on peut poser

a- ' ' ;

— = — 0, —_—= —0, b—1o,

C- C, ' '

el nos équations prennent la forme plus simple

dR o b, dR - b,
— == ; s s—=a —
dp; ! sz_p‘ dp_/ ? Pr‘sz
de o a, b2 dR: _a/ _ bl
dpz o P‘P?’ (I’O - 0y — D
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[ 39 )

Ecrivons que

d (a Cb Ay b
4y _d
AT ) T da 7 on—.@}’

nous obtenons
bl — bz == - ll;

h doit étre une constante, car il doit étre indépendant de g, et de ¢,.
Des lors nous obtenons sans difficulté les valeurs de R, R,, R,

(86) R=a+a—hL(p—p), R=a+a—hL(pj—2), Ri=a+a — liL{g,—0),

et il est aisé de voir que ces valeurs vérifient les équations {80 ). On déduit des
valeurs précédentes celles de H, H,, H,, par exemple

H:errL »““*““-;“‘“1"'2“*}‘14(194‘01)’}’1‘(‘0—[0:.\'

. . N 1 .
On peut réunir la somme a + a, + a, a — LM, remplacer a par — ~La, et il
viendra
, LM —La—hL{p,~p)—hL{py—5" (0, — o) *(ps— o)
(85 bis) H=e * - /p ‘
M ya

Telle est la forme que nous adopterons. Les trois équations (78 ) deviennent, avee
ces valeurs des H,
1 xOl(Pl —_ P)+/l(«l‘u_x|):07

(86) ¢ @ulp—pi)+ bz — 22)

i

o,

]

(8]

2

oalp — o) b )

et elles sont compatibles, car elles ont une solution commune de la forme

M= Ailp + @™ (o + ) o -+ a;)h,
i
A, a; désignant des constantes quelconques.
On peut encore le voir en remarquant (qu’'un nombre quelconque de différentia-
tions n'introdaira pas plus d’équations que d’inconnues.
32. ll nous reste & exprimer que les fonctions H satisfont aux trois équations (34).
Formons d’abord les expressions ;;. Si on pose, pour abréger,

gn s R T (o —mp (e —oh
(7i ly=—= ———=> t';‘ﬁ*—’ BT

va Va, Va,
on A

3.—'/( v, M

AN P/“?i)

/

Substituons ces valeurs dans les trois équations /37 j, nous aurons trois équations.
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La premiere sera

= y/ : 1 Zo I/ /i a
S (LR S )+—z‘—_+—~—f + —
MM (s—oP) 6\ M a—s/\g—m  2a

<_—.\T+x\_l';+(‘ol—0)l)+t?( B]—*_O;—O O|-02+2a1

EIN

=

—+

~

5
1

On aura de méme deux autres équations, qu’on déduira de la précédente par une
permutation circulaire des indices, et qui ne contiendront que trois des dérivées
secondes Ty, Xy, X'py. Ajoutons la premiere etla derniere de ces deux équations,
et retranchons la seconde, nous aurons une équation qui nous donnera x,,,

2,20 22, v, h ( h a - 1 x h i h a, >
e Sl -+ +— ==+ — + —=
FARTE M >+t2( M p,—p) o — b2 2! 2 M . ) (o,—p 24

GV M o—m/\ee—o  2a) {o—op Glm—o) Lp—m)
h h h L LAl I [ h |

— —— — —_— _—— -
tHoo—op Hilpe—o) (ilo—m)p 1 M Ao——o))( M oi—o

On a donc les six dérivées secondes. En exprimant que

d d
5 Xy — — Xy,
Ao, " T de ™

on aurait des équations entre les dérivées premieres: mais la marche i suivre parait
impraticable. Heureusement le caleal se simplitie beaucoup par 'artifice suivant.

Calculons d’abord la forction que nous avons désignée par V dans la deuxieme
Partie: on a ici

,{"IIV . 3;-‘"2__,,/'_“‘ X h )
doidg; P AN gi— Fif'l B oi—o)

D’apres les équations (26, on peut écrire cette équation

IEAY d?

dode = doas = EM =L —o){g—0.) (0. — 2}].
LT L Gy

i
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( 41)

Donc on peut écrire :
V=—LM— IL(p—p(p.—p:}(p:—p)

Prenons maintenant la premiere et la derniere des équations (37), et multiplions-
les respectivement par 3,, dp,, et 3,, dp,. On pourra les écrire

d Bzu d (301

?’wd@m d o -+ ﬁzo d o+ ﬁno dPl — 0,

dBa d@.o dﬁm N
B Gor s+ B g2 dpn+ fro 2 dpa 0.
Ajoutons—les, et regardons p comme une constante; nous aurons

120+ ?o d d |o d 24
d. (‘——@_>+E§(@mﬁondpt+@mﬁozdp ﬁm ﬁ Pt‘ @o:"dﬁ—pndpzzo-

2

Intégrons:

2+ B3, drV dB, dg, , .
(88) — + ?l? _fﬁolTpdpx +ﬁo: (lp sz——F(P,

2

L’intégrale indiquée dans cette formule peut étre déterminée. On a, en effet,

5d(5m_ V(o __h N (z__h i(z_- h
" dpdpn< 2a p—m) (wal—p dp\M p—p

d <_ a dv 1<x h h )2 he— A2 A
(

_ — _— 4+ == — —_ —_ .
dp, 2a dp 2\M  po—p  p.—p P—Pc)(Pt‘P),)

L’équation (88) devient donc

(89) 1o +B:, AV & d"w_l_(:_t-_ h  h >’+ b — R Fio
{99 2 T odp? T Sa do 2\M  p—p p—p (p—pajipn—p) Y

Cette équation ne contient qu'une dérivée seconde de M, x,,. Mais ce qu'il y a de
remarquable, ¢’est que si on élimine z,, entre cette équation et celle qui a été
écrite plus haut et qui nous donne aussi z,,, toutes les dérivées premieres ='¢li-
minent en méme temps, et il reste I'équation de condition

— ’ __ h2 — k-
[ (p} = 2 3/1 a (2/12_/”( oL x“>+‘/1 h2+lz 4‘:
(p—pijip—ps) 2a po—p p—p) (pp—e) (p—e"

(90) - 'i[-i‘h( . )__ h _+_h—h2_L h ]
- gL 2a \go—p  p—p/ (pp—p)f (p—p) (o—p)(p—p2)

' 1[ d, h( I ‘)+ h—h h . h ] .
Tl 24 \p—p  p—p) (p—p)p (p—p) (p—p)m—p)l
6
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( 42)
33. 11 faut donc trouver des fonctions

aip), afo), alo.) Flg)

et une constante £ rendant cette équation identique.

Posons
o,—p—=Fh(p—p)
et par suite,

on a

Portons ces expressions dans I’équation (go), et supprimons le facteur commun
(¢ — py)7*", nous aurons

': \ . (h—h?) ,I—i—l_,_,
(ﬁ‘~1)’”r¢(?)[F(P)+3Il L ii’ii’i(lﬂi) L ~—(*—’L>]

kp—p ) 2a p—p \' k (p—p)
/ (hw/ﬁ)<x+
N )l a I 1 h \/.+1“]
(gn)r - aleh [m. b s~ (F+irlp—py (o —
o) a, I3 o h— e
P T emk(k+vo—p  K{p—o}

_ h . I N h 7]470
Flo—eoy (hwle—ay Fh+p—erl ©

Multiplions par (g — g, )* et faisons tendre p, vers p. Si £ reste fini, comme nous
le supposons, p, tendra vers p, et I’équation précédente se réduira a I'équation

/ G 3hr—a2he h:
\(~ /;‘~1)—-"[T—— h— b+ —]F—] (o)

: h hr -
2 L i — e [o}
(92) [ (/i‘+l)2+/l /l+/f+xJ(l"‘o’
' *[/L __IL: h h () —
LR Tt mT)] wlp)=o

et cette équation doit étre satisfaite quels que sotent £ et p.
Considérons d’abord le cas ot 2/ < 2; dans celte hypothese le coefticient de s

plus haute puissance négative de -——— k 7 sera, dans la précédente équation,

— hk—*a(p)— ha.(p).
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(43)
Ce coefficient doit s’annuler pour £ = — 1. On a donc

a(p)=a(p)(—1)"*';
de méme,
a(p)= alp)(—1P*,  alp) = a(p)(— 1)
et par suite,
(a1, afp)=adp)=a(p).

Ainsi les trois fonctions sont égales. On peut donc les supprimer dans !’équa-
tion (92), et 'on aura une relation entre & et £ qui devra étre satisfaite quel que
soit 4,
3l —al® h— I h e
—{f - —chf 7 - h— = (U /St 0 R — fi? _
(0 k) ( T P ) ; [ e /,+(/{+I)J

Ch— R h N h?
Tk (k0 k(k+a)

(93)3

= 0.

Développons (1 - £)~** suivant les puissances de £. Les termes en ,1{, ki disparai-

tront, et en faisant £ = o on trouvera

—2h 4+ 6k —4ht=h{2h+1){h—1)=o0.
Comme nous avons supposé 4 < 1, la seule valeur acceptable est A = — é; et en
effet, pour A = — é, I'équation (93) est identiquement vérifiée.

34. Discutons d’abord le cas ol ’'on a & = — é Alors nous avons la forme (13

Vie—plle—p) g _ Vi —plle—p) _Vip—pllp—p),

—_ ? 7 — [ES————

Mya(p) Mya(p) Mya(p:)

Tout revient & déterminer M et a (p). Remplacons dans I'équation (go) & par sa

. 1
valeur — 3 Nous aurons

~ 2 3 ]
/ T a 1 1 4 4
ajpr—p)| —— 2 + — - -+ F(;
N e=mi—p  2a <pn—.o P=—P> o—pr mopr P
- ; , ]
N - a (1 . 1 & 4
mle—e) | 4a <92~p1 T@—p) " 2(p— ) (p—pP  (pi—p)(p— pa)
B 3 1 1
: a, 1 1 4 2 Z
= ap—p)| = (~— S > — T e +—————]: .
Plia\n—0 P (p—p ) oo (p—plp—pnd™°
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(44 )
Multiplions le premier membre par (p, — p)* (s, — p»)* et prenons la dérivée
sixieme par rapport a p,. Il viendra
%[%<.ou—.o.)(.ol—p)+%(5p._29_3p,)]__—o,

“1

ou, en développant,

d’a, .déa, dia, 50,— 20— 30,
—{(p, — — ) ——— 3 -— 20, _ T 3
o7 (P o) (o 'O)+bdpf(9‘+p p)+d97 i o
¢quation qui doit étre satisfaite quels que soient p, p,. On a donc
'2;':0, a(xz)=A + Bx + Cx* + Dx* + Ex* + Hx®.

Ainsi, la fonction a () doit étre un polynéme du cinquieme degré au plus. Or,
le systeme que nous avons considéré dans la premiere Partie donne un polynome
du cinquitme degré quelconque. Ainsi, les seuls systemes qui correspondent au

1 sen g .
cas de A = — - sont ceux que nous avons déja étudiés.

On peut objecter a ce raisonnement que les équations pourraient donner plu-
sieurs valeurs pour la fonction M que nous n’avons pas encore déterminée. Si
cela a lieu, on aura deux valeurs de M : M’, M”, deux expressions de ds* : ds”, ds"?,

et 1] viendra
M2ds'2 —= M"2 ds".

Dans le premier systeme, 3 des coordonnées p, p,, p, correspond un point; dans
le denxieme systeme, aux mémes coordonnées répond un autre point. Il résulte
de Ia un mode de transformation dans lequel un point répond 2 un point. Mais,
puisque d’apres I’équation précédente ds'* est toujours proportionnel 3 ds’?, on voit
que dans ce mode de transformation les angles ne sont pas altérés. Or, nous savons
qu'il n’existe qu'un pareil mode de transformation, la transformation par rayons
vecteurs réciproques. Ainsi, il ne peut exister que deux valeurs différentes pour M.
justement celles que nous avons trouvées dans la premiere Partie au n° 4.

35. Nous avons supposé A < 1: considérons maintenant les deux cas A =1,
k> 1. Prenons d’abord & = 1 : ’équation (g2) nous donne

ﬂL—LT} La(p)—m(p)—— a.,,(p):I:o.

a(p)— a(p)—a(p)="o;

On doit donc avoir

de méme,
a{p)— a(p) —a(p)=o,
. a:(p) — a(p) — a(p) == o,
ce qul donne
a(p) = ai(p)= a(p) = o.

~

Ues valeurs sont inadmissibles. Donc 4 ne peut étre égal a 1.
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Soit maintenant A > 1; lorsque dans I'équation (92) on fera £ = — 1, le coef-

. 1
ficient de (

\k +1

plus grande puissance négative. On aura done

S st 1a
1

A

2h R .
) devra étre nul, car on a 2/ > 2, et par suile

2 —3h+o2h—a2ht=o0, (2P —5h+2)h=0, h=n>, /1:—;-, It - o.

Comme £ doit étre plus grand que 1, prenons - = 2.
L’équation (92) se réduira a
a(p)-+a,(p)+a(p)=o.
En remontant 3 I'équation (go) et faisant successivement
P==pi, P=ps &= 0

on trouve
d,=o, a=o, d,==o0, F(o)=o,

et I'on retrouve I’équation
a(p) +a (o) +a(p)=o,
ce qui exige

afp)=c, alp)=c, alp)=c,
c+ ¢ +c=o,
¢, ¢,, ¢, désignant trols constantes.

I est inutile de continuer les calculs, car les quantités ¢, c,, ¢, se trouvant sous
des radicaux, une au moins des valeurs de H, H,, H, données par la formule (85 bss’
serait imaginaire, les constantes c, c,, ¢, ne pouvant avoir le méme signe. '

Ainsi, le seul systeme pour lequel chaque surface puisse étre divisée en carrés
infiniment petits par ses lignes de courbure est le systeme, étudié dans la pre-
miere Partie, des surfaces du quatrieme ordre, systeme qui comprend comme cas
particulier le systeme des surfaces du second ordre.

Ce résultat peut méme fournir une démonstration du théoreme de M. Lameé; car
on n’a plus qu’a chercher dans quel cas particulier le systeme des surfaces du qua-
trieme ordre devient isotherme, et on trouve sans difficulté que c’est dans le cas
ol le systeme se réduit au systeme des surfaces du second degré.

Vu et approuve.
Le 6 juin 1866.
Lz Doven pE pa FacvrnTeé pES Sciences,

MILNE EDWARDS.

Pernus d unprimer.
Le 6 juin 1866. " o
I Vice-RecTeur pE L’AcaApEMIE DE Panis. -

A. MOURIER. T
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1° Réduction des équations générales de la Dynamique a la forme canonique.

2° Le nombre de ces équations étant 2N, leur intégration se ramene a la déter-
mination d’une intégrale complete d’une équation aux dérivées partielles du pre-
mier ordre, 3 N + 1 variables indépendantes dont 'une représente le temps.

3° Formules pour la détermination des arbitraires canoniques devenues va-
riables en raison de I'introduction de forces nouvelles.

4° Application au cas du mouvement de rotation d’un corps solide autour d'un
point fixe ou autour de son centre de gravité.

5° Equations différentielles qui déterminent le mouvement de I'équateur ter-
restre, relativement 4 un plan fixe.

Vu et approuve.
Le 6 juin 1866.
Le Dovex e 1A Facurtt pEs Sciences.

MILNE EDWARDS.
Permis d&'imprimer.

Le 6 juin 1866.
Le Vice-Recreur pE L’Acaptmie pe Paris,

A. MOURIER.

Paris. — IupriMeERIE DE GAUTHIER-VILLARS, successevr pE MALLET-BACHELIER
Rue de Seine-Saint-Germain, 1o. prés Ilnstitut.
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