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PREMIERE THESE.

ETUDE

INTEGRALES ABELIENNES

DE TROISIEME ESPECE.

(Cest Jacohi qui a formulé le probleme des fonctions inverses des
intégrales abéliennes.

Riemann a montré la possibilité d’exprimer des fonctions algébriques
de celles-1a au moyen de fonctions ©, ayant pour arguments les inté-
grales normales de premiere espéce, augmentées chacune d’une con-
stante arbitraire.

MM. Clebsch et Gordan ont résolu le probleme posé par Riemann,
dans le cas ot I'équation n’admet que des points critiques du second
ordre. Ces géometres ont introduit dans leurs recherches une transcen-
dante T définie par une somme de p intégrales normales de troisieme
espece, et ils ont ramené le probleme qu’ils avaient en vue a I'étude
de cette transcendante. Ils ont procédé de facon a découvrir la fonc-
tion O, et ils sont arrivés, en effet, & exprimer T & P'aide d’une fonction
développable en une série convergente analogue a celle de la fonction ©
et jouissant des mémes propriétés. Cette fonction n'est autre que la
fonction ©. Comme corollaire, ils ont déduit 'expression de I'intégrale
de troisieme espece au moyen de la fonction ©.

M. Briota résolu le probleme de I'inversion a I'aide des fonctions ©,

L.
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6 D. EMMANUEL.

dans le cas général ou I'équation admet des points critiques d’un ordre
quelconque. La méthode qu’il a suivie est opposée a celle dont je viens
de parler. M. Briot part des propriétés connues de la fonction ©
p arguments arbitraires, et démontre quelques théorémes fondamentaux
sur les fonctions @ dont les arguments sont ceux considérés par Rie-
mann et un théoréme sur les conditions que doit remplir une fonction
de deux variables, liées par une équation algébrique, pour étre une
fonction rationnelle de ces variables. Il compose ensuite une expres-
sion de fonctions © qui remplisse les conditions pour étre une fonction
rationnelle, et particulierement pour étre le quotient de deux poly-
nomes de degré p, dont chacun, égalé a zéro, admet pour racines les
limites supérieures des intégrales qui figurent dans les fonctions ©.
Le probleme de inversion se trouve ainsi résolu dans le sens dans
lequel I’entendait Jacobi.

Je pars des propriétés de la fonction © dont je viens de parler, et
j'obtiens dans le cas général 'expression des intégrales de troisieme
espece au moyen de cette fonction; j’en déduis ensuite d’une facon
trés-simple les principales propriétés de ces intégrales. Dans la seconde
Partie de cette These, j’arrive, en me servant de considérations ana-
logues a celles qui m’ont donné l'intégrale de troisieme espece, a
exprimer la fonction T par les fonctions ©, et, en faisant de cette fone-
tion le méme usage qu’en ont fait MM. Clebsch et Gordan, j obtiens la
solution du probleme de I'inversion sousla forme obtenue par M. Briot.

f. Solent
Flz,y)=o0

une équation algébrique irréductible et de degré m par rapport a y, et
9{zy)

une fonction rationnelle quelconque; I'intégrale

f o (2, y)dz

est ce qu'on appelle une intégrale abelienne. On ramene, par des trans-
formations qui ne sauralent trouver leur place ici, les intégrales abé-
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ETUDE DES INTEGRALES ABELIENNES DE TROISIEME ESPECE. 7

f()xydx

f G(y) dz
(z —a)F,(z, y)

et & des intégrales qui se déduisent de la derniere par la différentia-
tion de celle-ci par rapport au parametre a. Dans ces intégrales, Q(«, y)
et G(7) sont des polyndmes a coefficients arbitraires et respectivement
de degrésm — 3 et m — 2.

La premiere de ces intégrales ne peut devenir infinie qu’aux points
pour lesquels on a F, (x,y) = o. On peut assujettir les coefficients du
polyndme Q a des conditions qui font que cette intégrale reste finie en
tous les points critiques. C’est alors U'intégrale de premiere espece.

Soit A le nombre des équations linéaires auxquelles doivent satisfaire
les coefficients du polynéme Q; posons N = Z(k—1), £ désignant le
nombre des racines y qui se permutent autour d’un point critique, et
le signe = se rapportant a tous les points critiques. M. Elliot (') a dé-
montré que 'on a

liennes aux formes

A={m(m—1)—

v |2

le nombre des coefficients arbitraires de Q est donc

p=+(m—r1)m— 2)—-A:§—{m—l).
(’est le nombre des intégrales abéliennes de premiere espéce.

Si I'on assujettit une courbe quelconque, dont le degré n’est pas
inférieur & m — 3, aux mémes conditions que la courbe Q (x,y) = o,
le nombre de conditions A sera évidemment le méme, car ce nombre
ne dépend que de I'équation ¥'(x,y) = o.

On démontre que le nombre des périodes d’une intégrale de premiere
espece est 2p.

Les intégrales de premiere espece qui interviendront dans cette these
sont celles qu’on appelle normales, et qui seront désignées par

wuy u®, L, uwl@),

(") Annales scientifiques de I’ Ecole Normale supérieure, année 1876.
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3 D. EMMANUEL.

La moitié des périodes de I'une quelconque de ces intégrales est
nulle, i Pexception d’une seule, qui est égale a

2T Y—1.

Ce sont les périodes dites de rang impair. Les périodes de rang pair de
'intégrale «™, par exemple, sont désignées par

Désis Dlany vy 20qpe

On a
da= oy ('l

2. Les intégrales de la seconde forme sont appelées intégrales de
iroisicme espece.
Au liea de ces intégrales, on considere les intégrales plus générales

/' Gz, y)dx
(a2 + By + ) ¥y (2,7

ott G(x,y) = o est une courbe de degré m — 2.

Assujeltissons les coefficients dela courbe G(x, y) = o aux conditions
pour que l'intégrale reste finie aux points critiques; on aura, en vertu
de ce que nous avons dit plus haut, le méme nombre A de conditions
que pour la courbe Q(x,y) = o. Il en résulte que le nombre des coef-
ficients arbitraires dela courbe G(«, y) = o est

Tim—2i(m+1l—A=p+m—o.
On pourra assujettir la courbe G = o & passer par m — 2 points d’inter-
section de F(x,y) = o avec la droite «x + £y + 7 = 0. On ne peut la
faire passer par plus de m — 2 points sans la décomposer en cette
droite et en une courbe de degré m — 3; dans ce cas, I'intégrale sc
réduirait & une intégrale de premiere espece.

La courbe G(x,y) = o, satisfaisant h ces condilions, contiendra
encore p parametres arbitraires.

Soient (&,%,), (4,n,) les deux points d’intersection de la droite
ox + By + 7 =oavec la courbe F(x, y) = o par lesquels 1a courhe

{*) Briot, Théorie des fonctions abéliennes.
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ETUDE DES INTEGRALES ABELIENNES DE TROISIEME ESPECE. 9

G(x, y) == o ne passe pas. Pour tous les pointsdu plan autres que (%, 2, ),
(a,0,), 'intégrale que nous considérons reste finie. Examinons, en
développant le calcul de MM. Clebsch et Gordan, comment cette inté-
grale se comporte dans le voisinage de ces deux points..
Posons
ax +By+y={x—E{L—mn)—(E—nl(r—&)

en mettant en évidence que la droite passe par les deux points, et
représentons cette fonction par [Z,4]. Notre intégrale sera
G(x,y)dx

S, = [ mrjar
J Gy

Rendons les équations homogenes, et soient, pour le moment,
(E,,Es E5), (M4s 020 75) les coordonnées de ces points. Les coordonnées
d’un point quelconque de la droite sont données par les expressions

&+ dny, Ea+ ki, Es+ kg,

). étant un parametre variable. Les points d’intersection de la droite ¢t
de la courbe F = o sont dounés par 1'équation

F(Zl_*_ A, .C,:z—f- Mz, Ea—f‘ )‘-Tn)

; . or JF
=F{&, 5%, &) + 7\(n. ok, + g

F
Z)—E—) oo+ 2 F(n,0e0) =0

7

— U+ AU, ...+ Pu,,
ou I'on a
F!\'él,E‘“ 2_3)20, F(‘,‘\l",‘\l’.l;s:}:().
Les points d’intersection de la méme droite avec G = o sont donnés
par I’équation

Gl tn, B, s+ dng) =0 = 0+ Ay W20, g

I faut que les racines en A soient les mémes dans les deux équations,
et, en multipliant G par une constante convenable, on peut faire en
sorte que I'on ait

o0,  Va

= —=..,.== =1,
u, u, Uy,
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1o D. EMMANUEL.

Il en résulte qu’aux points (&,, £,, &5 ), (44> 2y %3)» G (2, ) aura res-
pectivement les valeurs

C0F P 0F
{“()—E,n N2 05-2 i3 dzs’
JF JF JoF

B b+ B =
! ()731 =t ()7)2 = ()773

ou, en revenant aux coordonnées primitives,

il

(n —E)Fe+(n — &) F,

G: )
G, =(§ —n)F,+ (& —a)F,.

Il est important de remarquer que G prend aux deux points consi-
dérés des valeurs indépendantes des p points choisis arbitrairement
sur la courbe F(x, y) = o.

Le point (&, £,) étant un point ordinaire pour lacourbe F(z, y) = o,
la dérivée F; est différente de zéro et1’équation admet une seule racine
voisine de &,. Cette racine, étant une fonction holomorphe de x, esl
développable, dans le voisinage du point (€, &,), en une série ordonnée
suivant les puissances croissantes de  — &,

r—b=alz—E +alx—Er+...,,

etl’on a

hes!

a, —=—

|

P

On en déduit

(E—mIFt+ (& —n)F

[5n]= ¥

(=& +a(n—E)xr—Er+..,

) G; . ,
[%,0] :——Ff (x— &)+ ay(zx—E)+....
Q1

La fraction rationnelle g, étant aussi holomorphe dans le voisinage
Y
du point (&,&,), est développable de la méme maniere,

G G .
F;:E‘I‘Al(x—g\;‘{"Az(\x_é)’—"‘..,

1
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ETUDE DES INTEGRALES ABELIENNES DE TROISIEME ESPECE. LI

d’ou
G A(e—E)+ Arlw— B
G F O™ S R
> ~ — al 7’
[E.yﬁ]fj' (x__z)l\_%‘lr_z._{..a;(x—;’)—!-‘l
E,
G L ;

= — s+ Ay 2A(— K+
x — ¢

[E’ W]F.;'
par suite, dans le voisinage de ce point, on a
S:, =—log{x — &)+ A+ Al{x— &) - Aj(o — B2 +.. ..

On aura, dans le voisinage du point (7, v,), la série suivante de for-
mules, analogues aux précédentes:

F(,z-,y):(x—v;‘,F;~|—(.}‘>—Y)|)F;.+--v:Oy
y—m=b(x—n)+b(x—u0n)+. .., ”*:“JE'T"
. £— F:, .i-‘t Ffr ‘,' 2
[5_,-,,]—_—_(5' ) ‘_;,(5' ) =) b —E){x—n) ..,
G'r | / 9
[g,n]:F,‘(x—-n)—f—b‘_,(x——n)‘—!— >
G G,
—,-:—,—+—B,x—r,}+Bz xr—n)+
F, F, ( ( ’
Snfin
G

I ! !
[E]F, ~m—q "Bl

et Uon a, dans le voisinage de ce point, 'expression suivante de I'in-
tégrale Sy, :

S;, =log(z—un) +B+B (x—un)+Byox—un)+.. ..

Les deux points (&,£,), (4, ,) sont done deux points critiques
logarithmiques de I'intégrale S, et, par conséquent, cette intégrale
augmente de == 2xy — 1 suivant que la variable tourne autour du
point (£, £,), ou (4, v,) dans le sens du mouvement de l'aiguille d’une

montre.

1]
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12 D. EMMANUEL.

3. Prenons pour intégrale de troisieme espece I'expression

k=p

S:. —!~2 cuh,

h=1

les quantités ¢, étant des constantes arbitraires.

Soient 8, 8¢, ..., S¥ les valeurs de S, le long des cycles qui
donnent les périodes de rang impair des intégrales u. Ce seront les
périodes de S, correspondant aux mémes cycles. Les périodes. cor-

respondantes de I'intégrale que nous considérons sont
S")+ any—t1e, k=1,2,...,p.

Si nous donnons & ¢, la valeur
S

T,

Cp — —

>
omy/—1

les périodes de rang impair de I'intégrale choisie de troisieme espece
seront toutes nulles.

Cette intégrale est appelée intégrale normale de troisieme espece.
On la désigne par Tlg,.

Les périodes de rang pair de cette intégrale se déduisent de la rela-
tion qui existe entre les périodes d’une intégrale de premiere espece
et d’'une intégrale de troisieme espece. Formons avec les points (£, &, ),
(v, 0,) deux nouveaux lacets, et supposons d’une facon générale que
les deux lacets n’entrent pas dans un méme circuit. Soient (C) le eir-
cuit dans lequel entre le lacet (£), et (C)ir celui dans lequel entre
le lacet (v).

La relation entre les périodes d’une intégrale U de premiere espece
et d’une intégrale S de troisieme espece s’obtient, comme on sait, en
égalant a zéro la somme

h=m—1
Y, SUlw i) ds(e )

k=0

ot Uintégrale fU(a, y,)dS(x, y,) est prise suivant la suite des lacets
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ETUDE DES INTEGRALES ABELIENNES DE TROISIEME ESPECE. 13

qui entrent dans le circuit (C):. Tous les circuits, a I’exception des deux
considérés, ne sont pas aflectés par les lacets (£) et (n). Considérons
les deux autres. Soient U, , U, et U;, Ug les valeursde I'intégrale U en
deux points infiniment voisins, 'un sur le bord de gauche, 'autre sur
le bord de droite, correspondant aux lacets (£) et (), quand on arrive
en ces points en suivant les chemins indiqués par la théorie qui donne
la relation entre les périodes de deux intégrales de premiere espece (*).
Soient aussi S, , S,, S, Sy les valeurs correspondanies deS. Le lacet (&)

donnera
f Ua,dSO,TQ‘ \/ ‘\';: —L_f "'(]g

U, =—=U, et 8§, =8, —2ny—r1;

Oron a

donc I'expression précédente se réduit a

[W

oy —1U

Le lacet () donne

—any —1Ug (7).

Les autres lacets des deux circuits considérés se comportent comme si
les deux intégrales étaient de premiere espece. Il en résulte que la

h=m—1

somme Z SU(x, y4)dS(x, v,) peut se décomposer en deux parties,
h=0

dont'une, indépendante des lacets (£) et (v), est de la méme forme que

si les deux intégrales étaient de premiere espece, et dont I'autre est

- 27-\/,_‘—‘[U?r(7‘) - U“r(E}]'

Le chemin auquel se rapporte la différence Ug (n) — U, (£) est parfai-
tementdéterminé; nous le désignerons, pour abréger le langage, par le
nom de courbeEn, et nous représenterouns cette différence par 'intégrale

K

f dU prise le long de cette courbe.

(') Brior, Théorie des fonctions abélicnnes.

S
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14 D. EMMANUEL.

Si I'on désigne par Q;, Q; les périodes normales correspondantes aux
intégrales U et S, la relation entre ces périodes sera

i=p .
z(s_zﬁ_lgz;i_ Q) — 2wy =1 f dU = o.

i=1
St l'on remplace les intégrales U et S par les intégrales normales u®
et ITy,, les périodes 2, _, deviennent toutes nulles, et, parmi les périodes

Qyy, il 0’y a que Q,;,_, qui est différente de zéro et égale & any — 1;
la relation précédente devient

%
amy —1Q,,— 2my — lf du® = o,

Les périodes de rang pair de 'intégrale IIx, sont donc données par les
X 8P 8 g
intégrales

[ du®, h=n,2,...,p.

Expression des intégrales abéliennes de troisiéme espéce
4 l'aide de la fonction 0.

%. Considérons la fonction

x
f dn.
i
RY

(1) olz,y)=e"™ ,

/

x
dans laquelle l’intégralef dily, est prise & partir de l'origine (x,, 1y

jusqu’au point variable (x,y), le chemin étant quelconque, et exami-
nons comment cette fonction varie sur toute la sphere.

Désignons par o'(a, y) et par II;, les valeurs de la fonction (@, y) et
de Vintégrale IIr, quand on va de 'origine au point (&, y) en suivant
un chemin déterminé, en particulier un chemin qui ne traverse aucun
lacet. Si 'on fait varier le chemin, mais de telle fagon que la variable
soit assujettie 4 ne traverser aucun des lacets relatifs aux points cri-
tiques algébriques, tandis qu’elle soit libre de traverser les lacets relatifs
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ETUDE DES INTEGRALES ABELIENNES DE TROISIEME ESPECE. 15
aux points critiques logarithmiques, la valeur I}, que prend alors I'in-
tégrale Iz au point (x,y) est donnée par Tj =T\ + amny—1,
m étant un nombre entier positif, négatif ou nul. Si I'on appelle ¢” la
valeur correspondante de ¢, on a ¢” = ¢’. Enfin, si le chemin qui con-
duit du point (x,,y,) au point (x, y) devient absolument quelconque,

on a
. L i=p "
f dil;, =1}, + 2ommy— 1 + nif dutd,
*o £

i=1
les coefficients n; étant des nombres entiers dont les valeurs dépendent
des chemins qu’on suit, tandis que l’intégralef du® a une valeur par-

faitement déterminée. Cette intégrale est prise le long de la courbe Z4
que nous avons définie dans le numéro précédent. 1l résulte de Ia qu’en
un point (@, y) la fonction ¢(x,y) est susceptible d’une infinité de va-
leurs, qui sont données par la formule

i=p -,
2 n; /‘ dic &

¢/

— o pi= Z
(2) ¢ =¢'e=!

5. Examinons maintenant comment la fonction ¢ (x, y) se comporte
dans le voisinage des points critiques logarithmiques (£, &,), (4, 4,). On

a vu que dans le voisinage du premier de ces points l’intégralef dilz,

est représentée par

f dllz, —= log TI_.£+A+A"(:¢—E) + A —EP 4+

dans le voisinage de ce point, on aura

1

X -

log

vl r)=e

E*“H'“'l (z—3)+ A (x—52+. .

A
e cA"(r——E)-i-A':(x—-i)f—!-.“
-

ou
A - e.\

[+ Az~ B+ A (x—EP+. ]

-
—_z
=

Le point (£, ,) est donc un péle simple de la fonction ¢(x,y).
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16 D. EMMANUEL.
Dans le voisinage du point (»,7,), on a de méme

x

dll;, = log(x —n) + B+ B (x —n) + By{x —u+. ..,

YA
oy

et, pour la fonction ¢(x,y) dans le voisinage de ce point, on aura

: g s ().
9ix’uy.}:68(x_n)en‘(z B (r—v)2

oix,y) =€ x —un)[1+B,(z —u)+Bj(x-—un+ ..]

Le point (7, 4,) est une racine simple de cette fonction.

Ainsi la fonction ¢(,y), susceptible en chaque point («,y) d’une
infinité de valeurs données par la formule (2), n’admet sur toute la
sphere qu’un seul zéro (0, v, ) et un seul infini (£, &,).

6. Je vais rappeler ici quelques théoremes démontrés par M. Briot
dans ses Lecons sur les fonctions abéliennes.
Sion pose

%4 == \/— 1otk
il résulte de I’étude des périodes normales des intégrales normales de
premiere espece que I'on a I'inégalité

k=p h=p

-
.
\ n, <0
LI s
liwed Z

h=1lh=1

ce qui est la condilion nécessaire et suffisante pour que I'on puisse
former avec les quantités « une fonction © i p arguments arbitraires.
En remplacant les p arguments arbitraires par lesp intégrales normales
de premiere espece considérées comme fonctions de (x,y), on a une
fonction © qui ne dépend que de la seule variable (=, y)

=r h=p k=p

h”vh"" 2 X oammy,

sz
Ny = ow mam o w p=—
/1_1 h=1k=1

Oa, u®, . uwP; = E Z Z

1T=— % N x npm—=

Au hieu de u, u®, ..., u?, on prend, avec Riemann, les arguments

W — g, — gy,
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ETUDE DES INTEGRALES ABELIENNES DE TROISIEME ESPECE. 1

~3

&i» 8ar -+ gp €tant des constantes arbitraires. On a, en définitive, &
considérer la fonction
i=p P
Hi= 4% 2 niluidi— g+ 2 RNy
O — gi) = =1 k=1 )

nj=—a=

7. Voici les théoremes dont il s’agit :

I. La fonction © ainsi formée admet sur toute la sphére seulement
p zéros, que nous designons par (x,,y,)s (X3, Ya)s -« » (Xp, Yp)-
II. Entre les z€ros et les constantes arbitraires g, il existe les p relations

suwantes :
k=

\' 3
_}_ u Xy, y1) — g=2C,,
L=t
hk=p
ll(2)¢\1'l'; Vi) — &= C'l)
k=1
k=p

ouC,,C,, ... ,C,designent des constantes independantes des arbitraires g.

L’étude des équations différentielles abéliennes permet de conelure
(ue, réciproquement, si I’on prend pour g; la valeur

k=p

N ulwy) = Co (i=1,20 ),

=1

la fonction

h=p

O u®z,y) ~2 u{(zp, y4) + G

k=1 -

admet les p zéros (@, ¥,), (%5, ¥3)s .- ., (2, y,) choisis & volonté.

8. Faisons en sorte que 1'un des zéros, (x,, y,) par exemple, coincide
avec le point (v,%,); les autres zéros seront lesp — 1 points arbitrai-
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18 D. EMMANUEL.

rement choisis (@, ¥,), (£, %:), .« ., (Xp—1+¥p—1). Mettons en évidence
que la fonction admet le zéro (»n, «,):

h=p -1
O ud(x, y) — u(n,n) — 2 u(zn g} + Ci

k=1

Considérons encore une fonction © analogue a la précédente, qui ad-
mette les mémes p — 1 zéros et dont le p'®™°soit le point (&, £,) :

A=p—1
\ .
O utd{z, y) — uid(g, £) — Z u®{ay, 1) -+ Cq

k=1
9. Considérons le quotient des deux fonctions précédentes, et posons

k —13

i
<

O ud(z,y) — u®(n,n)— u (xy, yi) + G

b

H>~
i

1

O u(z,y)— (k¢ Z w2z, y8) + G

Les intégrales u®(£,%,), u®(q,n,), qui figurent dans le second membre
sont déterminées de la facon qu’il a été dit (n° 3), savoir : u(&,%,)
est la valeur de u“(a, y) quand on arrive au point (&,£,) apres
avoir décrit le chemin formé des lacets fondamentaux de seconde
espece qui conduisent de la racine y, 4 y, , de la suite des lacets
qui entrent dans le circuit (Cj2 jusqu’a I'entrée du lacet () et de
la droite O%; u(«,u,) est la valeur de u!(x,y) au point (1,4,) quand
on suit les lacets fondamentaux de seconde espece qui font passer de
la racine y, & laracine yg, les lacets qui entrent dans le circuit (C)i
jusqu’a I'entrée du lacet (4) et la droite Ox. Quant aux intégrales qui

COI]’]pOSQI][ la somme
k=p—1

Dz, yi),

A=1

il est indifférent, pour notre objet, de prendre pour elles 'une quel-
conque des valeurs qu’elles ont aux points (x4, y4).
La fonction ¢ (z, y) admel sur toute la sphere le seul zéro (4, 4,) et
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ETUDE DES INTEGRALES ABELIENNES DE TROISIEME ESPECE. 19

le seul infini (&, £,). On sait qu’a chaque point analytique (x,y) cor-
respondent une infinité de valeurs des intégrales u!”, u™®, ..., u®, va-
leurs qui dépendent des chemins qu’on suit et qui sont données par

les expressions
k=p

u®d(z, y) +o2mimy—1 + 22 Tk Xik

k=1

les coefficients m;, n, étant des nombres entiers. Si I’on pose, pour
abréger,

/li:Ci-— It(i)(x]‘,_:)"k),

W
M’z

k=1

on a en chaque point («, y) une infinité de valeurs de ¥ (x, y) données
par

k=p
O uz,5) — u(n,n) + b+ 2 2 it
k=
¢(zr)= k:;: ’
O | ui(z,y) — wd(E, £) + hi 2 Y miza
-
k=1
i=p /4
— 3 milati @y —wil o hd = 3 g
Vi, ) Olu®(z,y) — ud(n,n)+h] e =1 A=
Y\YY) = o0 ) 3 = » .
U[lt (x,J”) (é:, 2él) —+ t] =3 mi iy — G bl — S oo
i=1 k=1

e

Désignons par ¢'(x,y) la valeur de ¢ (a,y) quand on suppose que
la variable ait décrit une courbe x,x ne traversant aucun des lacets
relatifs aux points critiques algébriques. La formule précédente pourra
s’écrire

i=p
Z it i) =l & 5l

Yla,y) = (z,y) =" ;

or, I’apres ce que nous avons dit des valeurs des intégrales u(%, £,),
u“(n,7,), ona

Ll
wnyn) — u( 5] = [ dut,
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20 D. EMMANUEL.

Uintégrale étant prise le long de la courbe £4. On a ainsi

{ duil}

4) Ylay)= (=)=t

10. Supposons que les deux fonctions ¢(x,y), ¢(=,y) données par
les formules (2) et (4) se rapportent & un méme chemin quelconque
allant du point (z,,y,) au point (z,y); les coefficients n; seront les
mémes dans les deux formules, et ’on aura

elz,y) _ dlxy)
by Mx 7)

¢'est-a-dire que, quel que soit le chemin qu’on suit pour aller du point

(24, y0) au point (x, y), le I“lppOI’t ? prend une valeur unique en (x,y).
La fonction analytique

est donc une fonction monotrope de {x,y) sur toute la sphere, y étant
lié & « par I’équation algébrique F(x,y)= o irréductible et de degré
men y. D’ailleurs cette fonction est finie sur toute la sphere.

11. M. Briot a démontré dans son Cours le théoreme suivant :

Etant donnée une équation algebrigue ¥z, y) = o irréductible et de
degré m en y, toule fonction analytique monotrope de (x,y) qui n’a pas
d’autres points singuliers que des péles est une fraction rationnelle de
(@,y); st cette fonction reste finie sur toute la sphere, elle est une con-
stante.

o(z,r7)
$(z,y)

est égale & une constante, et 'on peut poser

La fonetion - remplit précisément ces conditions; donc elle

z,y) =Ad{z,y)
ou

Oluz,v) — uln,n,) + ]
O [u)(z,y) — (L) + hi]
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ETUDE DES INTEGRALES ABELIENNES DE TROISIEME. ESPECE. 21
Pour déterminer la constante, donnons & (a,y) la valeur initiale
(x4, y,); on aura, u”{x,,y,) étant nul,

.
o
<

)+ )
)+ Ay

et, par suite, on a pour ['intégrale de troisieme espece

A= O[— g5
o 0

(
B[ — ulin,n,

k=p--1 k=p~1 -
o . \ o o, . .
O} udz) — u®(n) — Z uW{zy)+ C | O — ud(f) — Z Wiz 4 G
" — k=1 _ A — _
f dHEG = log K=p -1 B r=p—i 7
o . iy . ot Y \ ~
O ud(x)— u®(f)— 5‘ vz +C O] — adm) — E Wz 4 G
d
k=1 h=1

ou P'on a écrit x, &, 1 au lieun de (x, ¥), (£.2,), (4, 0,).

Remarque. — Le premier membre étant évidemment indépendant
des p — 1 points x,, a, ..., x,_,, 1l est absolument nécessaire que le
second membre en soit aussi indépendant.

12. On peut mettre 'intégrale de troisieme espece sous une aulre
forme. Je me servirai a cet effet de la fonction © en laquelle la fone-

tion
k:/l

O} ud(x)— wutmy) =+ C;

k=1

se transforme 4 I’aide du théoreme d’Abel (*).

Faisons passer par les p — 1 points «,, @,, ..., x,_, une courbc
¢ = o de degré m — 3, satisfaisant aux mémes conditions auxquelles
satisfait la courbe qui figure dans les intégrales de premiere espece.
Cette courbe coupera F = o0 en p — 1 autres points &', &,, ..., &, _,.
Le théoreme d’Abel, appliqué a cette courbe, donne les égalités

1 k

l':’/)—
E @ {xy) uxy) =2(;,

\ |
A
[
-

(') Briot, Théoric des fonctions abélicnnes.
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22 D. EMMANUEL.

d’ott
k=p-—1 k=p—1t
2 u(x) xl‘ + C; = 2 u(f)(x;)—-—C;.
k=1 k=1
La fonction © considérée devient
k=p—1
O] u(x) — ul{x,) + Z ud(2)—Ci |
F=t

qui admet nécessairemenlt les mémes zéros que la précédente. En rem-
placant successivement @, par v et &, les deux fonctions

=p—

O u?(x)— u®in) + w®(z))— G |,

A=1
k=p—
O ui(z) — wir(k Z ) (2) — C;

admelttent respectivement les zéros v, £ et p — 1 zéros communs. Le

rapport
k=p—1
O «®(x) — ul®(n)+ Z u® (27 — C;
_ A=1
k=p—1
0| uiz) — ui(z) + 2 Wi (7 ) — Ci
- k=1

admet done le seul zéro 4 et le seul infini £.

Le raisonnement qui nous a fait obtenir la formule (5) donne évidem-
ment

E=p—13

O utd(2)— utd i) + E w®(2,) —C | @] — wd(z)+ 2 W (2, — G
f dll:, = log —

k=1

b

o

Il

hk=p—1
O | ut (2) — w5+ E wd () —C [ O] —utingy

- A=1

u(, / I‘ (‘

n'M

Or, cette expression élant indépendante des p — 1 points &', &, ...,
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x,_,, nous pouvons les supposer remplacés par les p — 1 points «,,
Loy ovvy Tpy ) ON A AINSL

k=p—1 k=p—1 -
: . . . . _1 .
O «®(x)— u® (n) 4 Z @ xp)—C; | O} —u(E)+ Z whixyy —G
(5bis) f dNlz, =log — o= _—5 :
Tg . . % . N
O w®(x) — w®(E)+ }4 u(xg) —C |O] —u®(n)+ A {xp) — C,
k=1t k=1

13. Dans tout ce qui précede, on a supposé que la limite inférieure
des intégrales était le point fixe (@, y,) choisi pour origine, et toutes
les quantités qui figurent dans nos expressions n’ont de signification
précise qu’autant qu’on suppose l'origine toujours la méme. Supposons
qu’on veuille prendre pour limite inférieure de I'intégrale II;, un point
quelconque («, «,); il est facile de voir comment on peut ramener ce
cas a celui ol la limite inférieure était Uorigine des intégrales de pre-
miere espece. Joignons & cet effet le point (o, «,)a Porigine par une
courbe ne traversant aucun lacet; 'intégrale II., prise le long de cette
courbe aura une valeur bien déterminée, qui s'annulera quand le
point{a,«,), en suivant cette courbe, viendra se confondreavecl’origine.

x
Nous entendrons par intégralef dllz, la somme des deux intégrales
-3

[ am, -+ |/ Ca,

dont la premiere est prise le long du chemin que nous venons de défi-
nir et dont la seconde rentre dansle cas considéré précédemment. Cette

somme peut s’écrire
T *
[~ [ am,
Iy o

d’ou
k= A=p—1
O | ut(z) — uin) — E w4+ Co | O wirey —w 25— Y wiizy 4
» X
k= 1 - k=1
6) / dn’ hA=p— A=p -1 —y ?
@*

O] u(">(x) —_ u*"')(g) —_ u(')(xk) +C 10 u(")’:g) — u(")f-n> —_ lt(i>(l'k) =+ G;

ol
il
il
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24 D. EMMANUEL.

ou, en partant de la formule (5 bis),

A=p— k=p—1
y o O
O e x)— uld(q) + Z u@x) —C; | OF ulea) —u?E) + Z uay—C;
- N, — = . i=1
/ 11z, = log =t R 3
i O udie I \' i)’ —c lo| o (). \' L C
() —u®{E) + u® xy) —C; ua) —u :\n)—+—éu (xr) — G
A=1 k=1

%. Considérons les deux intégrales Iy, et II,g et supposons que 'on
ait formé avec les points («, «,), (8, £,) deux nouveaux lacets, qui ne
coupent aucun des autres lacets. D’une maniere générale on passera
du point («, «,) au point ({3, 8,) en traversant certains lacets. Suppo-
sons que 'on ait construit une courbe réunissant ces deux points et
analogue & la courbe £ déja considérée. Prenons les deux intégrales
respeclivement entre les points «, 8 et &, » le long des courbes déter-
minées qui réunissent ces points. En prenant la premiere sous la
forme (6), la seconde sous la forme (), on aura

k=p—1 - hA=p—1
,, O wi ) — udn) — E u®(x) + C | O o) — w®(E)— 2 () + €
k=1 h=1
/ dﬂ lOg k=p—1 — Kk=p-—1
O w(B)— ug) — 2 wd(xg) 4+ € | O wlio(o) —w i — ud(zy) + C;
k=1 k=1
et
[~ A=p-—1 ~1 [~ k=p—1 =
() u(i)('n)—ll(i){ﬁ)—l— Z u(i)(xk)__ cloe u(i){?cj)_u(i)(“)_'_ Z Il(">{IA)—(:;
N e L F—1 N | 1 ]
/_ dll,; = log—= _— 4 L =t .
Of wd'n) — woa) + Z wd{z) — € | O wd(5) — wop) +- 2 wh{z) — G
| k=1 B L k=1 ]
F h=p—1t "\ [ k=p—1 -
O wi(p) — wir(n) — Z wO(zp) + € | 0] wiie) — winiz) — Z )+ C,
. L k=1 . | k=1
== log ——= F=p—1 =4 F=p—1 7"
O w(g) — (k) — ¥ w(z)+C | 0] uiia) —uon) — Y uiimy
| k=1 _ B k=1 |
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Or, les intégrales se rapportant a des chemins parfaitement déterminés,
chacun des seconds membres n’est susceptible que d’une seule valeur:
les seconds membres sont donc égaux, et 'on a

] k]
f dit, = [ diL,,

formule qui constitue le principe d’échange entre les paramétres et les
arguments.

15. Considérons les deux intégrales

* Dl x) — 2D
8) [ dmg=tog glagl =t

{ hOTu® {2} — u®in) + h;]
O[ux) — u®

1
RO a) — wE) + hy]

)+
)+
et

x o @[mn(x) — uDE) + /li] @['u“)(x] — (g} - /li]
o) f M =108 Gr T 7 = u®(2) & he] O [0(a] — a(E] + ]’

oll nous supposons que l'on ait réuni les points #, § ainsi que les
points &, & par des courbes analogues & la courbe £+ déja considéréc.
En faisant la somme des égalités (6), (7) et (8), on aura

/“ (I, + dIL; + dllg) = o,

a
ce qui montre que trois intégrales normales de troisime espéce, formées
identiquemnent et ayant deux a deux un point logarithmique commun,
prises entre les mémes limites, ont une somme nulle.

Cette propriété résulte aussi immédiatement si I'on fait la somme

des trois intégrales apres qu’on a changé les parametres et les argu-
ments.

16. Considérons I'intégrale générale

k=p
I R,
SE-r,:: Hiq -+ - == E SEn)u\").
2TV LS
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20 D. EMMANUEL.
Remplacons IT, par sa valeur en founction de @; on aura

1 & Ofud 2\ —uD{n)+h]Olu)a) — (£ )

(l L, = ‘-k) (k) ] n —— - -
/yl Sz 2Ty —1 Sgy w0+ log O [ () — ) &)+ A O w (o) — 0 )+ i)
: k

=1

Sil’on forme de la méme fagon les deux intégrales

f S, f Sz,

et qu'on fasse la somme des trois intégrales, on aura

k=p
I

f (486, A8yt dSe) = —— = ) (S04 85+ 8 )uth (2, ),

2ﬁ\/_ ! k=1

¢’est-a-dire que :
La somme de trois intégrales générales de troisiéme espéce qui ont deux

a deux un point logarithmique commun et qui sont prises entre les mémes
limites est une intégrale de troisieme espece.

17. Silonremplace I'intégrale Sy, par une autre S;, ayant les mémes
points logarithmiques, on aura sous le signe log la méme expres-
sion, car cette expression ne dépend que de £, », qui sont les mémes
dans les deux intégrales. Il en résulte que la différence

. hep
[ tas— s = = ¥ (sh - 82t (,)

27TV —1
my k=1

est une intégrale de premiere espece.

Application au probléme de l'inversion.

18. Reprenons la fonction

k=p—1
of wo(z)+ ¥ wo (@) —uiiz,) — i |,

k=1

qui s’annule au point x, et en p — 1 autres points dépendants des
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p — 1 points ;. Regardons ces derniers comme variables et considérons

la fonction
L:p

0 zu(")(:c;,)——um(xp)—c,- ,
k=1
qui s’annulera toutes les fois qu’un des points x; viendra coincider
avec le point ,. Remplacons successivement «,, par v et £ :

k=p

8] 2 ™ xy) — un) —C; |>
=1
b=y

© 2 u®(zy) —u®(E)— C; |-
k=t

Ces deux fonctions s’annulent en méme temps, excepté lorsqu’un
des points x, coincide avec le point n ou le point £; dans ces cas, ¢’esl
respectivement Ja premiere ou la seconde qui s’annule.

Posons
Ty g Tp
J 1[[12_‘1 f 'mir, f (InEn
ay -2

3 %p

O—=e¢ e ™ ... e

S
Il
=

C) U@ (zp) — ) (n) — C;

e
I

L

il

£
<

O Y u () — ud(¥) — ¢

1

>_
i

Les limites inférieures des intégrales de troisieme espece qui figurent
dans le second membre de ® sont p points fixes liés a origine par des

chemins ne traversant aucun lacet, et les intégrales | dIIy, sont prises

@

de la facon que nous avons indiquée dans la premiere Partie.

Les deux fonctions ® et ¥ s’annulent et deviennent infinies pour les
mémes points. Si I'on suppose pour un moment les points ., z;, . ..,
x, fixes et le point x, seul variable, le raisonnement que nous avons
fait ailleurs montre que le rapport & est une constante parrapportax,.

\}: 1
4

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC
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Si I'on suppose le point x, seul variable, le rapport i sera indépen-

dant de «,, et ainsi de suite. Ce rapport, étant indépendant des p points

&y, &y, ..., T,, esl une constante absolue, et 'ona

(03]
= A

Déterminons la constante en donnant a x,, ., ..., x, les valeurs

Gy Aoy oo vy Up,s d’ou
ke=p
O] Eu("){ak)— (£ —C;
_ =t -
A= = .
(:) Z u(‘)'g!‘) — u(l)/ —_— (‘
k=1 =
et par suite
k=p h=p
=p N ﬁ C ot 5
< T 0 It(')(xﬁ)—u(')' ,——C © u(')xg,( — -
2 _({l’];72
AR — ] =t -
0 E W xp) — wE) — Ol Zuf')\ak —ul® g —
=1 .

k=1

Posons, avec MM. Clebsch et Gordan,

1(”” ) 2/‘ d,
,-”’p F

Kyy Olgy - ..

on aura, pour 'expression de la fonction T,

k=p - h=yp
%) u®{xy) —u{n)—C; | O Eu(") (o) — w2 — G
R k=1 k=1
(1} Ty=log = =
Wl Y . X )
8] wD ) —uD(E)—C | O u®(og) — u® iy —
k=1 h=1

19. Je rappelle qu’en désignant par IT,g une intégrale de troisieme
espece, par ¢(x,y)= oet ¢(x,y)= o deux courbes algébriques de
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méme degré, le théoreme d’Abel donne I'égalité

e (). 06 (5),7 B

ol les £ et les v désignent respectivement les points d’intersection des
courbes ¢ (x, y) = o et Y («, y) = o avec la courbe F(x, y) = o. Ajou-
tons que les chemins des intégrations qui se rapportent au second
membre, ainsi que les logarithmes du premier, sont complétement déter-
minés par les conditions que le théoreme impose. En échangeant les
parametres et les arguments, 1'égalité précédente devient

) I i’) I >~2 fdn,,
2 03(‘1'# o8 (&)

20. Considérons les p équations différentielles

=y

Zdu(”(xk) = du,,

h=1

k=p

Edu“} {zr) = du.,

A=1

[’intégration de ces équations par rapport A x,, ., ..., &, constitue ce
qu’on appelle le probléme de linversion. Les x, ou plus généralement
des fonctions symétriques de ceux-ci, sont appelées fonctions abeliennes
des variables u;.

21. Prenons, pour les courbes 9 = o et ¢ = o, les droites

x——‘g’:o,

xr — =0,

et remplagons successivement dans (2) le point « par les points x,,

4.
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Zy, ..., 2, et simultanément le point {3 par les points «,, &, ..., «,.
On aura les p égalités

1}
=)
GQ
H
[
|

8
|

;f\"(‘
I

|

L~

\
&
}:1

.Z'P
log =* g log Zp ‘i:-—Ef dil:,.
Iy Xp— al’— ay
En faisant la somme, on a
L—'/J
lognm ~log Ha;—n__E Ef dIL;,
=1
d’otr
k:/;x E « E <7 (.hx,,...,.r,,>
(5\ | ¥ S S AT Az ey .
A /]-—Ix/—n ,II k—n
h=1 =1

Remarquons, avant d’aller plus loin, que, la formule précédente
ayant lieu en vertu du théoreme d’Abel, on pourrait croire que les
variables x,, @, ...,x, devraient étre assujetties & ne suivre que cer-
tains chemins déterminés; mais il est facile de voir qu’il n’y a lieu de
faire aucune restriction a I’égard des chemins que ces variables doivent
suivre. En effet, supposons que les chemins deviennent quelconques;

la valeur primitive de l’intégralef dIlg, se trouvera augmentée de

k=p

amm 14 2 nk/ du®) (z;),

A=1
=p

ou, en désignant par U¥ 'intégrale nku("’(a:,-),l’intégralef dIly, se
k=1
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trouvera augmentée de

2m;T \/:——l—i—f dUO,

et, par suite, la somme f dIl;, sera augmentée de la quantité
(&,

2mimy—1 +2 [ dUO.
&l

Or, les points &, » sont supposés réunis par des courbes qui ne se
coupent pas entre elles et qui ne traversent aucun lacet, et ¢’est le long
de ces courbes que nous prenons les intégrales précédentes; par con-
séquent, en vertu du théoreme d’Abel, la derniere somme est nulle,
et, par suite, la fonction

n’est nullement affectée de la facon dont les variables se meuvent.

22. Désignons par (&,£,), (§,&,), ..., (&,&,) les points d’intersec-
tion de la droite x — £ = o avec la courbe F(x,y) = o et par (4, 4,),
(ny02)s -y (4, 0,m) ceux de la droite # — 4 =0 avec la méme courbe;
nous aurons, apres avoir remplacé dans la formule (5) Ty, par sa valeur
en fonction des 0,

k=p k=p

r=p b= © Z udap) — u®(g,8)—C; 1 O E u®d{ay) — u®{z, 0} — C

. :
y— & _ k=1 k=1

Xi—1 II ‘_ﬂII hk=p shk=p

=t =0 S‘ ulay) —uin,n) —C | O 2 wO(ap) — w®(E, 24) — G

A=1 A=1

ou, si nous supposons que les points «,, «,, ..., «, coincident avec
k=p

Porigine, on aura, en remplacant 2 uxy) par u;,
fo=1

B AET -+ A, é\l’ Ofw; —u@(E, ) — Gl Ol e, na) + Gl
= AT A n) O — uld] n,r,,r»—b]()[u(”\f,:/,)f(l,»]
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En donnant a £ et 4 v p valeurs différentes, on aura autant d’équa-
tions linéaires pour déterminer les coefficients A,, A,, ..., A,. Les

pvaleurs @,, x,, ..., x, sont évidemment les racines de I’équation algé-
brique
2P - APt APt 4. A, =o.

Vu et approuveé :
Paris, le 18 avril 1879.
Le Dovex pE 1A FacuLré pes Sciences,
MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer :
Paris, le 18 avril 1879.
Le Vice-Recreur pE pL’AcaApémMiE pE Panis,

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Exposer d’une maniere générale I’emploi de la méthode de la varia-
tion des constantes arbitraires pour la détermination des inégalités du
mouvement de la Lune. En faire I'application & Ia recherche des
moyens mouvements du neeud et du périgée.

Vu et approuvé :
Paris, le 18 avril 187q.
Le Dovex pE LA IFacurTé pES SciENcEs.
MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer :
Paris, le 18 avril 1874.
Le Vice-RecTeur pE L'AcapéMmiE pE Paris,

GREARD.

5322 Paris. — Imprimerie de Givrmer-ViLLags, quai des Augustins, 55.
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