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P R E M I È R E T H È S E . 

D É V E L O P P E M E N T 

DE LA 

F O N C T I O N P E R T U R B A T R I C E , 
C A L C U L D E S T E R M E S D U H U I T I È M E O R D R E . 

L a m é t h o d e la p l u s n a t u r e l l e p o u r d é t e r m i n e r le m o u v e m e n t t r o u b l é d ' u n e 

p l a n è t e c o n s i s t e ΰ c a l c u l e r l e s v a r i a t i o n s q u ' é p r o u v e n t les é l é m e n t s d e l ' o r b i t e 

e l l i p t i q u e q u ' e l l e d é c r i r a i t si e l l e é ta i t s o u m i s e ΰ la s e u l e a c t i o n d u S o l e i l . O n 

sait q u e l ' i n t é g r a t i o n , e n t e r m e s finis, d e s é q u a t i o n s d o n t d é p e n d e n t l e s va r i a -

t i ons d e s é l é m e n t s es t i m p o s s i b l e , d u m o i n s p a r l e s m é t h o d e s d o n t o n d i s p o s e 

a c t u e l l e m e n t . O n p r o c è d e a l o r s p a r a p p r o x i m a t i o n s s u c c e s s i v e s , e t , p o u r ce l a , 

il e s t n é c e s s a i r e d ' e f f ec tue r l e d é v e l o p p e m e n t e n s é r i e d e la f o n c t i o n p e r t u r -

b a t r i c e . C ' e s t s u r ce d é v e l o p p e m e n t q u e r e p o s e n t l e s t h é o r i e s d e t o u t e s l e s 

p l a n è t e s ; o n c o n η o i t d è s l o r s t o u t l ' i n t é r κ t q u i s ' a t t a c h e ΰ c e t t e q u e s t i o n . 

D e p u i s l e s t r a v a u x d e L a g r a n g e e t d e L a p l a c e , u n g r a n d n o m b r e d e g é o -

m è t r e s se s o n t o c c u p é s d e la s o l u t i o n d e c e t i m p o r t a n t p r o b l è m e . P a r m i c e u x 

qu i o n t e s sayé d e d o n n e r l e r é s u l t a t sous u n e f o r m e q u i e n r e n d e l ' a p p l i c a t i o n 

i m m é d i a t e , o n do i t c i t e r , e n p r e m i è r e l i g n e , B u r c k h a r d t . D a n s u n M é m o i r e 

p r é s e n t é ΰ l ' I n s t i t u t e n 1808 , ce t a s t r o n o m e d o n n e d e s f o r m u l e s g é n é r a l e s p o u r 

c a l c u l e r l e s p e r t u r b a t i o n s d u t r o i s i è m e a u s i x i è m e o r d r e i n c l u s i v e m e n t . Ce t r a -

vai l , for t i n c o m p l e t , p u i s q u e s o n a u t e u r y n é g l i g e l e s t e r m e s d é p e n d a n t d e s 

i n c l i n a i s o n s , a u r a i t e x i g é , d e l ' a v e u m τ m e d e B u r c k h a r d t , u n e vér i f ica t ion m i -

n u t i e u s e . C e p e n d a n t , e n m o n t r a n t q u e la l o n g u e u r d e s c a l c u l s n e deva i t p a s 

κ t r e c o n s i d é r é e c o m m e u n o b s t a c l e , ce t a s t r o n o m e fit fa ire u n g r a n d p a s ΰ la 

s o l u t i o n . L a q u e s t i o n fut b i e n t τ t r e p r i s e p a r B i n e t , qu i p r é p a r a l e s é l é m e n t s 
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n é c e s s a i r e s a u d é v e l o p p e m e n t d e la f o n c t i o n p e r t u r b a t r i c e j u s q u ' a u x t e r m e s d u 

s e p t i è m e o r d r e , e t q u i d é c o u v r i t d a n s l e s f o r m u l e s d e B u r c k h a r d t u n e e r r e u r 

i m p o r t a n t e . L e M é m o i r e d e B i n e t n ' a y a n t p a s é t é p u b l i é , d e P o n t é c o u l a n t v é -

rifie l e t r a v a i l d e B u r c k h a r d t , l e c o m p l è t e e t d o n n e , d a n s sa Théorie analytique 

du système du monde ( t . I I ) , u n e e x p r e s s i o n d e la f o n c t i o n p e r t u r b a t r i c e j u s -

q u ' a u x t e r m e s d u s ix i ème o r d r e i n c l u s i v e m e n t , p a r r a p p o r t a u x e x c e n t r i c i t é s 

e t a u x i n c l i n a i s o n s . 

L e s i n c e r t i t u d e s q u e p r é s e n t a i e n t e n c o r e l es t h é o r i e s d e s p l a n è t e s f i ren t c o n -

c e v o i r ΰ L e V e r r i e r le v a s t e d e s s e i n d e r e f a i r e la t h é o r i e d u s y s t è m e p l a n é t a i r e , 

e n l ' a p p u y a n t s u r u n e b a s e c e r t a i n e . C ' e s t a l o r s q u ' i l r e p r i t , a v e c ce so in q u i 

c a r a c t é r i s e t o u s ses t r a v a u x , l e d é v e l o p p e m e n t d e la fonc t ion p e r t u r b a t r i c e j u s -

q u ' a u x t e r m e s d u s e p t i è m e o r d r e . C e t t e a p p r o x i m a t i o n suffξt, e n g é n é r a l , p o u r 

la t h é o r i e d e s p l a n è t e s p r i n c i p a l e s , d o n t les i n c l i n a i s o n s et l e s e x c e n t r i c i t é s s o n t 

assez p e t i t e s ; m a i s , m κ m e d a n s ce c a s , il e s t q u e l q u e f o i s n é c e s s a i r e d e t e n i r 

c o m p t e d e t e r m e s d ' o r d r e s u p é r i e u r ; c ' e s t a ins i q u e , d a n s l e c a l c u l d e s p e r t u r -

b a t i o n s d e la T e r r e p a r M a r s , L e V e r r i e r a d ٦ c a l c u l e r , p a r e x t r a p o l a t i o n , t r o i s 

t e r m e s d u h u i t i è m e o r d r e . Q u e l q u e i n g é n i e u x q u e soi t l e p r o c é d é e m p l o y é p a r 

ce t i l l u s t r e a s t r o n o m e , il y ava i t i n t é r κ t ΰ vé r i f i e r ces n o m b r e s p a r u n ca l cu l 

d i r e c t e t s u i v a n t la m é t h o d e m κ m e q u i s e r t ΰ la d é t e r m i n a t i o n d e s t e r m e s 

d ' o r d r e i n f é r i e u r . 

L o r s q u ' o n v e u t a b o r d e r la t h é o r i e d e c e r t a i n s a s t é r o ο d e s d o n t l e s i nc l i na i -

s o n s e t l e s e x c e n t r i c i t é s n e s o n t p l u s d a n s l es l im i t e s d e p e t i t e s s e d e ce l l e s d e s 

p l a n è t e s p r i n c i p a l e s , l e d é v e l o p p e m e n t d e la f o n c t i o n p e r t u r b a t r i c e j u s q u ' a u x 

t e r m e s d u s e p t i è m e o r d r e d e v i e n t insuff i sant , e t l ' o n do i t a v o i r r e c o u r s ΰ d e s 

m é t h o d e s p a r t i c u l i è r e s . E n p r o l o n g e a n t l e d é v e l o p p e m e n t d e la f o n c t i o n R, o n 

p o u r r a é t a b l i r l e s t h é o r i e s d e c e s a s t r e s d ' a p r è s l e s p r i n c i p e s q u i o n t s e rv i d e 

b a s e a u x t h é o r i e s d e s g r o s s e s p l a n è t e s . 

M . T i s s e r a n d , d a n s u n b e a u M é m o i r e s u r les p e r t u r b a t i o n s d e P a l l a s p a r 

J u p i t e r (Ann. de VObs. de Paris, t . X V ) , a p r è s a v o i r d é m o n t r é l ' imposs ib i l i t é 

d ' e f fec tue r l e p r e m i e r d é v e l o p p e m e n t d e la f o n c t i o n p e r t u r b a t r i c e s u i v a n t les 

p u i s s a n c e s d e s i n c l i n a i s o n s p a r le p r o c é d é o r d i n a i r e e t e n a v o i r i n d i q u é u n 

a u t r e , d o n n e u n e m é t h o d e s i m p l e p o u r le c a l c u l d e ces p e r t u r b a t i o n s . L ' a p p l i -

c a t i o n d e c e t t e m é t h o d e r e p o s e s u r l ' e m p l o i d e s f a c t e u r s a u x i l i a i r e s , q u i n e 

d é p e n d e n t c h a c u n q u e d ' u n e d e s p l a n è t e s c o n s i d é r é e s , e t q u i s e r v e n t d e b a s e 

a u d é v e l o p p e m e n t d e la f o n c t i o n p e r t u r b a t r i c e ; s e u l e m e n t e l l e ex ige q u ' o n 

p o u s s e j u s q u ' a u h u i t i è m e e t p e u t - κ t r e j u s q u ' a u n e u v i è m e o r d r e l e s e x p r e s s i o n s 

d e ces f a c t e u r s . 

D a n s la p r e m i è r e P a r t i e - d e ce t r a v a i l , j e r a p p e l l e r a p i d e m e n t les p r i n c i p e s 



s u r l e s q u e l s r e p o s e le d é v e l o p p e m e n t d e la f o n c t i o n p e r t u r b a t r i c e , e n i n t r o d u i -

s a n t d a n s l es r é s u l t a t s l e s mod i f i c a t i ons q u e n é c e s s i t e le c a l c u l d e s t e r m e s du 

h u i t i è m e o r d r e . J ' e x p o s e e n s u i t e p a r q u e l l e s c o m b i n a i s o n s j ' a i o b t e n u ces 

t e r m e s au m o y e n d e l ' e x p r e s s i o n g é n é r a l e d u d é v e l o p p e m e n t , t e l l e q u ' e l l e a 

é t é d o n n é e p a r L e V e r r i e r ; o n v e r r a f a c i l e m e n t q u ' a u c u n t e r m e n ' a é t é o m i s . 

P u i s , c o m m e a p p l i c a t i o n d u d é v e l o p p e m e n t , j e c a l c u l e les t e r m e s d u h u i t i è m e 

o r d r e d o n t il y a l i eu d e t e n i r c o m p t e d a n s les p e r t u r b a t i o n s p r o d u i t e s p a r M a r s 

s u r l a T e r r e . 

L a d e u x i è m e P a r t i e c o n t i e n t , d a n s l e § I , la su i t e d u d é v e l o p p e m e n t d e la 

f o n c t i o n p e r t u r b a t r i c e s o u s la f o r m e a l g o r i t h m i q u e a d o p t é e p a r L e V e r r i e r 

{Ann. de lObs., t . I ) , e t , d a n s l e § I I , l e s e x p r e s s i o n s a l g é b r i q u e s d e s f o n c t i o n s 

q u i e n t r e n t d a n s le d é v e l o p p e m e n t . 

E n f i n , d a n s la t r o i s i è m e P a r t i e , j e d o n n e le c o m p l é m e n t d e s f o n c t i o n s a u x i -

l ia i res r e l a t i v e s ΰ c h a q u e p l a n è t e . C e t t e d e r n i è r e P a r t i e d u t r a v a i l s e r v i r a ΰ 

fac i l i ter la vér i f i ca t ion d e s d i f fé ren t s t e r m e s c o n t e n u s d a n s la d e u x i è m e . Avec 

l es t e r m e s d o n n é s d a n s l ' A d d i t i o n I [Ann. de l'Obs., t . I ) , ce s f o n c t i o n s f o r m e -

r o n t la b a s e d u ca l cu l d e s p e r t u r b a t i o n s d e P a l l a s p a r J u p i t e r , d ' a p r è s la m é -

t h o d e d e M . T i s s e r a n d , d o n t j ' a i p a r l é p l u s h a u t . 

PREMIÈRE PARTIE. 

I . — DÉTERMINATION DES EXPRESSIONS ANALYTIQUES DES COEFFICIENTS DU DÉVELOPPEMENT 

DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 

C o n s i d é r o n s d e u x p l a n è t e s m e t m , e t a p p e l o n s r, r' l e u r s d i s t a n c e s a u So le i l , 

s l e c o s i n u s d e l ' a n g l e f o r m é p a r les d e u x r a y o n s v e c t e u r s . L a f o n c t i o n p e r t u r -

b a t r i c e r é s u l t a n t d e l ' a c t i on d e m' s u r m a p o u r e x p r e s s i o n 

L e d é v e l o p p e m e n t d e c e t t e f o n c t i o n p o u v a n t se d é d u i r e a i s é m e n t d u d é v e -

l o p p e m e n t d e la p r e m i è r e P a r t i e , l ' i n v e r s e d e la d i s t a n c e d e s d e u x p l a n è t e s , 

n o u s n e n o u s o c c u p e r o n s q u e d e c e t t e P a r t i e , q u e n o u s d é s i g n e r o n s p a r Rt, e n 

s o r t e q u e 



Soient (fig.i) 

P o s o n s 

X N + N J W = « > , X N ' + N ' m ^ ^ 

X N + N G = x, X N ' + N ' G = 

XY l ' é c l i p t i q u e ; 

X l ' é q u i n o x e ; 

Nm, Wm' l es o r b i t e s d e s d e u x p l a n è t e s , N e t N ' é t a n t l e s n ⊄ u d s a s c e n d a n t s . 

Fig. i. 

on a 

ce q u ' o n p e u t é c r i r e , e n a p p e l a n t u l ' a n g l e v + r'— t» 

En s u b s t i t u a n t d a n s R i e t e f f ec tuan t u n p r e m i e r d é v e l o p p e m e n t s u i v a n t les 

pu i s sances d e r r , o n o b t i e n t 

Ri 

E n s u p p o s a n t l e s e x c e n t r i c i t é s d e s o r b i t e s n u l l e s , r e t r' d e v i e n n e n t é g a u x a u x 

demi g r a n d s a x e s a e t a'-, l es l o n g i t u d e s v r a i e s v e t p ' s o n t é g a l e s a u x l o n g i t u d e s 

m o y e n n e s / e t d e s o r t e q u e , si l ' o n a p p e l l e A l ' a n g l e l-j-x'^—x, l ' e x p r e s s i o n 



p r é c é d e n t e d e R, d e v i e n t 

L a q u a n t i t é a
2

 -h a'
2

 — iaa' c o s ( / ' — A ) e s t u n e f o n c t i o n p é r i o d i q u e p a i r e d e 

( / ' — A ) ; e n o u t r e , e l l e r e s t e f i n i e ; o n p e u t d o n c e n d é v e l o p p e r l e s p u i s s a n c e s 

e n s é r i e p r o c é d a n t s u i v a n t l e s c o s i n u s d e s m u l t i p l e s d e (/'— A ) . N O U S p o s e r o n s 

a l o r s 

a v e c l e s c o n d i t i o n s 

C a l c u l o n s l e s p r o d u i t s d e s s i n u s e t d e l e u r s p u i s s a n c e s q u i e n t r e n t d a n s la 

v a l e u r d e R 0 . O n a 



E n c o m b i n a n t c e s r é s u l t a t s a v e c l e s d é v e l o p p e m e n t s p r é c é d e n t s , il v i e n t 

R 0 

P u i s q u e i d o i t r e c e v o i r t o u t e s l e s v a l e u r s e n t i è r e s d e — oo ΰ H - co , e n c h a n -

g e a n t i e n i — i , i — i , i — 3, i — 4 d a n s l e s t e r m e s q u i c o n t i e n n e n t r e s p e c t i v e -

m e n t Î + I , i -h 2, i 4- 3, « 4- 4» o n p e u t r a m e n e r l ' e x p r e s s i o n p r é c é d e n t e ΰ n e 

c o n t e n i r q u e d e s t e r m e s e n i[V— " X ) ; ce c h a n g e m e n t n e m o d i f i e r a é v i d e m m e n t 

pas la v a l e u r d e la f o n c t i o n . L e t e r m e e n r,
8

, e n p a r t i c u l i e r , p o u r r a s ' é c r i r e 



Si l ' o n p o s e 

o n a u r a 

e x p r e s s i o n q u ' o n p e u t é c r i r e s i m p l e m e n t 

e n c o n v e n a n t d e d o n n e r ΰ h l e s v a l e u r s i, i— 2, i — L\, i — 6 , 1 — 8 , la q u a n -

t i té K ( l ' ,* ) p r e n a n t a l o r s r e s p e c t i v e m e n t l e s v a l e u r s M
(i)

, N ( 0 , P ( J ) , Q w e t U ( 0 . 

O n sai t c o m m e n t , e n se b a s a n t s u r la dé f in i t ion d e s f o n c t i o n s h o m o g è n e s e t 

e n a p p l i q u a n t l a s é r i e d e T a y l o r , o n r é t a b l i t l e s e x c e n t r i c i t é s d a n s l ' e x p r e s s i o n 

d e R 0 , e n r e m p l a η a n t r e s p e c t i v e m e n t a, a' p a r a + ax, a'-\-a'x e t "X, / ' p a r 

"X -h y , / ' + / ' . L e t e r m e g é n é r a l d u d é v e l o p p e m e n t d e R, e s t a l o r s éga l ΰ 

oů 

Il e s t faci le d e t r a n s f o r m e r c e t e r m e d e m a n i è r e ΰ s é p a r e r l e s f a c t e u r s a u x i -

l ia i res re la t i f s ΰ c h a q u e p l a n è t e ; e n a p p e l a n t unn le t e r m e g é n é r a l d u d é v e l o p -



p e m e n t d e un, o n a 

C 'es t é v i d e m m e n t le t e r m e g é n é r a l d u d é v e l o p p e m e n t d e la f o n c t i o n p e r t u r -

b a t r i c e . N o u s a l l o n s l e t r a n s f o r m e r d e m a n i è r e ΰ fac i l i ter les c a l c u l s . P o s o n s 

ces d é v e l o p p e m e n t s s ' o b t i e n d r o n t f a c i l e m e n t a u m o y e n d e c e u x d e x e t dey. 

E n s u b s t i t u a n t d a n s unn, il v i e n t , a p r è s q u e l q u e s t r a n s f o r m a t i o n s t r è s s i m p l e s , 

O n r e m a r q u e q u e la s o m m e d e s d e u x q u a n t i t é s G
l

^
h) e t SŁ'* ' p e u t se d é d u i r e 

d e l e u r d i f f é rence p a r l e s i m p l e c h a n g e m e n t d e h en — h. Ce la t i e n t ΰ ce q u e 

les d é v e l o p p e m e n t s d e x
r

 coshy e t d e x
r

 sinhy n e c o n t i e n n e n t r e s p e c t i v e m e n t 

q u e d e s p u i s s a n c e s p a i r e s e t i m p a i r e s d e h. P o u r u n e r a i s o n a n a l o g u e , la dif-

f é r e n c e C\,
p 1

— S\,
p 1 se d é d u i t d e la s o m m e d e c e s d e u x q u a n t i t é s p a r le c h a n -

g e m e n t d e i e n — i. P a r c o n s é q u e n t , il suffira d e c a l c u l e r l e p r e m i e r coeff ic ient ; 

les a u t r e s s ' en d é d u i r o n t i m m é d i a t e m e n t . 



E n r e m p l a η a n t Ł e t Ł' p a r \ — co e t / ' — ts', o n a d é f i n i t i v e m e n t . 

R. 

Il es t n é c e s s a i r e d e p r é c i s e r le s e n s q u e n o u s d o n n o n s a u s i g n e 2. P o u r u n 

g r o u p e d e v a l e u r s d e n e t d e ri, p d o i t r e c e v o i r l e s v a l e u r s o , i , 2, p. 

C o m m e o n a 
r H - u~p, 

o n d e v r a d o n n e r ΰ r e t u t o u s l e s g r o u p e s d e v a l e u r s e n t i è r e s sa t isfa isant ΰ c e t t e 

é q u a t i o n . L e coeff icient d e R ^ , A ) se c o m p o s e r a d o n c d ' u n seu l p r o d u i t ; c e lu i d e 

K
l

*'
/l) s e r a la s o m m e d e d e u x p r o d u i t s , e t c . ; ce lu i d e K^ ' A ) la s o m m e d e [p - + - 1 ) 

p r o d u i t s . 

I I . — C A L C U L D E S TERMES DU HUITIÈME ORDRE. 

A v a n t d e c o m m e n c e r le c a l c u l d e ces t e r m e s , il é ta i t n é c e s s a i r e d e c o m p l é t e r 

les e x p r e s s i o n s d e s f a c t e u r s aux i l i a i r e s re la t i fs ΰ c h a q u e p l a n è t e . E n se r e p o r -

t a n t ΰ la p r e m i è r e f o r m e d u t e r m e g é n é r a l d u d é v e l o p p e m e n t , o n v e r r a q u ' i l 

suffit d ' a v o i r : 

i ° L e s t e r m e s d u h u i t i è m e o r d r e d a n s les e x p r e s s i o n s de x, y, c e l l e s d e l e u r s 

p u i s s a n c e s j u s q u ' ΰ x
8 e t j 8 , e t d e s p r o d u i t s d e c e s p u i s s a n c e s j u s q u ' ΰ x

m

y", 

m -+- n é t a n t é g a l a u p l u s ΰ 8 ; 

2 0 L e s t e r m e s d u h u i t i è m e o r d r e d a n s les e x p r e s s i o n s d e af cos hy e t x
r sin/* y 

j u s q u ' ΰ x"' s inAy e t x* cos hy; 

3° L e c o m p l é m e n t d e s e x p r e s s i o n s d e j u s q u ' ΰ la p u i s -

s a n c e 8 — r. 

O n t r o u v e r a ces q u a n t i t é s , a ins i q u e le c o m p l é m e n t d u d é v e l o p p e m e n t d e 

en f o n c t i o n d e ces f a c t e u r s , d a n s la t r o i s i è m e P a r t i e . 

L o r s q u ' o n v e u t o b t e n i r le d é v e l o p p e m e n t c o m p l e t d e la f o n c t i o n p e r t u r -

b a t r i c e j u s q u ' ΰ u n o r d r e d é t e r m i n é v, o n do i t c o n s i d é r e r t o u t e s l e s v a l e u r s pos i -

t ives e t e n t i è r e s d e n e t ri, t e l l e s q u e 
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m a i s , si l ' on n e v e u t c a l c u l e r q u e l es t e r m e s d e l ' o r d r e v, il n e fau t p r e n d r e q u e 

ce l l e s d e s v a l e u r s d e n e t ri q u i s o n t n é c e s s a i r e s ΰ la d é t e r m i n a t i o n d e s t e r m e s 

d e c e t o r d r e . 

C h e r c h o n s , e n p a r t i c u l i e r , q u e l l e s s o n t l e s c o m b i n a i s o n s ΰ c o n s i d é r e r p o u r 

avo i r les t e r m e s d u h u i t i è m e o r d r e . L e s q u a n t i t é s 

s o n t r e s p e c t i v e m e n t d e l ' o r d r e n-h 20c, ri-+- 2[3, a e t (3 p o u v a n t κ t r e n u l s . L e s 

coeff ic ients d e s c o s i n u s d a n s l ' e x p r e s s i o n d e R, r é s u l t e n t d e s p r o d u i t s d e t r o i s 

p o l y n τ m e s o r d o n n é s p a r r a p p o r t a u x p u i s s a n c e s d e e, e
r

, T J 2 . L e t e r m e g é n é r a l 

d ' u n d e ces p r o d u i t s e s t d e la f o r m e 

D ' a p r è s la dé f in i t ion d e s q u a n t i t é s K.
(l

'
h)

, e n l i m i t a n t le d é v e l o p p e m e n t d e 

la f o n c t i o n p e r t u r b a t r i c e a u x t e r m e s d u h u i t i è m e o r d r e , 2 y p e u t p r e n d r e les 

v a l e u r s 8, 6 , 4> 2 , o ; d o n c , p o u r a v o i r u n t e r m e t e l q u e 

« + 2 a + n'-r- 2 fi -h 2 y — 8, 

o n d o i t c o n s i d é r e r t o u t e s l e s c o m b i n a i s o n s d e n e t ri p o u r l e s q u e l l e s 

n'-\- 2 x + ri-+- 2 S p r e n d u n e d e s v a l e u r s o , i , 4 , 6 , 8 . G o m m e a et S p e u v e n t 

κ t r e n u l s , l e s c o m b i n a i s o n s ΰ p r e n d r e s o n t ce l l e s q u i sa t i s fon t a u x é q u a t i o n s 

s u i v a n t e s : 

II + n' — o, 
n -t- //,' a, 

+ u' — \, 

n -+- = 6, 
n + « ' = 8 , 

ce q u i d o n n e e n t o u t v i n g t - c i n q c o m b i n a i s o n s ΰ c o n s i d é r e r . Il e s t b i e n é v i d e n t 

q u e , d a n s c e l l e s d e ces c o m b i n a i s o n s oů n -+- ri a la v a l e u r 8 — 2 y , o n ne d o i t 

c o n s i d é r e r q u e l es v a l e u r s d e K ' ' ' ^ c o n t e n a n t d e s t e r m e s d ' o r d r e 2 y e n r M e t , 

p a r s u i t e , d o n n e r s e u l e m e n t ΰ h l es v a l e u r s i, i—2, j u s q u ' ΰ i — 2 y . J e 

d o n n e , d a n s l e T a b l e a u s u i v a n t , les v a l e u r s q u e d o i v e n t p r e n d r e h e t K ' | ' A ) 

d a n s l es d i f f é r en te s c o m b i n a i s o n s d e n e t d e / i ' : 

Combinaisons de n et n'. Valeurs de h. Valeurs correspondantes de 



P o u r s impl i f ie r l ' é c r i t u r e d e s d i f fé ren t s coeff ic ients d e d a n s K ^ ' " , on a 

p o s é 

E n se r e p o r t a n t a u d é v e l o p p e m e n t g é n é r a l d e la f o n c t i o n R , , o n vo i t q u e , 

p o u r h = i, il suffit d e c o n s i d é r e r la p r e m i è r e m o i t i é d e la f o n c t i o n , p o u r v u 

q u ' o n y fasse 

o n es t a ins i c o n d u i t ΰ p o s e r 

O n r e m a r q u e r a q u e l ' on a 

ce q u i p e r m e t d e n e c a l c u l e r c e s q u a n t i t é s q u e p o u r l e s v a l e u r s p o s i t i v e s d e i. 

Si l ' o n d é s i g n e p a r I , I I , I I I , I V les q u a t r e p a r t i e s d e la f o n c t i o n p e r t u r b a -

t r i c e , o n voi t d e su i t e q u e : 

i ° L o r s q u e // = o , o n a 

I — I I , 111 = I V ; 

2° Q u a n d ri = o , o n a 

I = I V , I I = I I I ; 

3° E t l o r s q u e n — o , n' — o , les q u a t r e p a r t i e s s o n t é g a l e s 

I = I I = m — I V , 

ce qu i p e r m e t d e s impl i f ie r le c a l c u l d a n s c e s cas p a r t i c u l i e r s . 

Afin q u e les a s t r o n o m e s q u i v o u d r a i e n t u t i l i s e r ce t r a v a i l s a c h e n t q u e l d e g r é 



d e c o n f i a n c e ils p e u v e n t l u i a c c o r d e r , j ' a j o u t e r a i l e s r e m a r q u e s s u i v a n t e s s u r la 

m a n i è r e d o n t j ' a i effectué l e s ca l cu l s : 

i ° Première et deuxième Partie. — L e s t e r m e s d u d é v e l o p p e m e n t o n t é t é 

vérif iés p a r u n s e c o n d c a l c u l i n d é p e n d a n t d u p r e m i e r . C e r t a i n e s f o n c t i o n s , 

c o n t e n u e s d a n s le § I I d e la s e c o n d e P a r t i e , s o n t d o n n é e s p a r L e V e r r i e r p o u r 

d e s v a l e u r s p a r t i c u l i è r e s d e h. J e m e suis a s s u r é d e l ' e x a c t i t u d e d e ces fonc -

t i o n s e n . les c a l c u l a n t p o u r c e s v a l e u r s p a r t i c u l i è r e s ; j ' i n d i q u e d ' a i l l e u r s c e l t e 

vér i f ica t ion ΰ la su i te d e c e s f o n c t i o n s . 

2° Troisième Partie, I . — T o u s l es t e r m e s o n t é t é c a l c u l é s t ro i s fois d ' u n e 

m a n i è r e i n d é p e n d a n t e ; l e s p u i s s a n c e s d e x l ' o n t é t é p a r d e u x p r o c é d é s diffé-

r e n t s , a u m o y e n d e l e u r s e x p r e s s i o n s a n a l y t i q u e s e n fonc t ion d e s n o m b r e s d e 

C a u c h y e t p a r f o r m a t i o n s u c c e s s i v e d e s p u i s s a n c e s . 

3° Troisième Pairie, I I et I I I . — C e s t e r m e s n ' o n t é t é c a l c u l é s q u e d e u x fo i s ; 

j ' a i vér if ié d i r e c t e m e n t t o u s c e u x c o n t e n a n t d e s c o s i n u s . 

I I I . — APPLICATION DU DÉVELOPPEMENT AU CALCUL DE TERMES DU HUITIÈME ORDRE 

RELxVTIFS A ď!ACTION DE MÂRS SUR LA T E R R E . 

E n d é t e r m i n a n t l ' ac t ion d e Mars s u r la T e r r e , L e V e r r i e r a é t é c o n d u i t , i\ 

c a u s e d e la fo r t e e x c e n t r i c i t é d e M a r s , ΰ t e n i r c o m p t e d e s t r o i s t e r m e s 

N 8 e
m cos (i7 l«— 9 V— 8xn'"), 

N 7 j l é'e"
n cos (i - F — 91"— o/— 7 m'"), 

\ . „ , e"* e'"6 cos ( 171"'— 91"— 2 rW— 6 ri"), 

d a n s le c a l c u l d e s p e r t u r b a t i o n s d e la l o n g i t u d e m o y e n n e . 

xAyant é g a r d ΰ la fa ib lesse d e s p e r t u r b a t i o n s c o r r e s p o n d a n t e s , il a d é d u i t 

a p p r o x i m a t i v e m e n t l e s v a l e u r s d e s coeff ic ients N 8 , N 7 1 , N 6 j 2 , e n p r o l o n g e a n t 

d e s su i t e s d e t e r m e s d e m κ m e f o r m e , m a i s d ' o r d r e i n f é r i e u r . J ' a i r e p r i s l e 

c a l c u l r i g o u r e u x d e ces coef f ic ien t s , a u m o y e n d u d é v e l o p p e m e n t d e la f o n c t i o n 

p e r t u r b a t r i c e j u s q u ' a u h u i t i è m e o r d r e . 

L e s t e r m e s ΰ c a l c u l e r s o n t les s e p t i è m e , h u i t i è m e e t n e u v i è m e du g r o u p e 

d e s t e r m e s d u h u i t i è m e o r d r e ( 2 e P a r t i e , § I , 0 ) ; o n o b t i e n t l e s coeff ic ients N 8 , 

i ^ 7 , j ' ^ T o , 2
 e n fa i san t r e s p e c t i v e m e n t 

li — 1 = 9, h — i — 1 o, h — 1 — 1 1 , 

et K ( / )
 = a"'Ati d a n s les f o n c t i o n s ( 2 2 8 ) , ( 2 2 9 ) , ( 2 3 o ) ( 2 e P a r t i e , § I I ) . L e s q u a n -

t i tés ŕ"k
w o n t é t é p r i s e s d a n s le t o m e I V d e s Annales de l'Observatoire, p a g e [5] 



d e s A d d i t i o n s ; j ' a i n é g l i g é , d a n s ce c a l c u l , les t e r m e s e n Ai/' e t A' 8°, q u i s o n t s a n s 

i n f luence , a ins i q u ' o n le vo i t a i s é m e n t . Voic i l e s r é s u l t a t s o b t e n u s : 

Valeurs de l o g N . 

Calcul approché . Calcul r i gou reux . Différences. 

Ng -+- 3,654 -+- 3,647 — 0,007 
N 71 — 4>4o6 — 4 5394 •+• 0,012 
N 6,2 - i - 4)79^ -+- 4,7 8 ° — 0,016 

Ce s d i f f é rences s o n t f a i b l e s ; il e s t b i e n é v i d e n t q u ' e l l e s n e s a u r a i e n t c h a n g e r 

les v a l e u r s d e s p e r t u r b a t i o n s . 

DEUXIÈME PARTIE. 

I . — TERMES DU HUITIÈME ORDRE DANS LE DÉVELOPPEMENT DE R , . 

Ainsi q u e n o u s l ' a v o n s d i t , n o u s d o n n o n s ces t e r m e s sous la f o r m e a l g o -

r i t h m i q u e a d o p t é e p a r L e V e r r i e r . P o u r é v i t e r t o u t e a m b i g u ο t é e t fac i l i ter l e s 

r e n v o i s a u t o m e I d e s Annales, n o u s a v o n s c o n t i n u é la sé r ie d e s n u m é r o s d e s 

f o n c t i o n s . 

1 . — Termes de męme argument que les termes de Vordre zéro. 





L e s c o e f f i c i e n t s ( 4 7 0 ) ^ , { ^ i )
( t

\ . . . s o n t d o n n é s p a r l e s f o r m u l e s s u i v a n t e s : 

en 

posant h = i et K . W = A
(

'K 

en posant A =r t el 

( 4 7 9 ) ( 0 = (4) , ( 4 8 o ) W = (5) , (48i)<0 = (6) , en posant = / et K<«=G<.'>. 

( 4 8 2 ) W — ( 2 ) , ( / , 8 3 ) W = ( 3 ) , en posant A = i et = — H ' ) . 

(484) :'') — ( i ) en posant A - i et = 1 « . 

(485) <« = ( i 7 o ) , (486)(') = ( I 7 I ) , ( 4 8 7 ) ^ = ( i 7 2 ) , (488)(') = ( i 7 3 ) , en posant h = - i 

et K<') — 

( 4 8 9 ) ( « = L ( I 7 4 ) , ( 4 9 O ) C ) = ( I 7 5 ) , ( 4 9 I ) ( 0 = ( I 7 6 ) , en posant h = ~ i et K < « = — B" - ) . 

( 4 η p ) ( 0 = (5a), ( 4 g 3 ) W = (53), en posant h — — i et K<« = G<«. 

(49- / i ) ( 0 = ( 5 I ) I en posant h=z — z et = — H ' ^ . 

( 4 9 5 ) ^ = ( i 9 3 ) , ( 4 9 6 ) ( 0 = ( i94 ) , ( 4 9 7 ) ( 0 = ( i 9 5 ) , en posant A = _ / e t K ( 0 = A O . 

(49-8) ( 0 = (196), ( 4 9 9 ) ( 0 — (T97)> en posant h — ~-i et p » = - E ^ . 

'.>><>)'' = (98), en posant h=—i et = G««. 

( 5 o i ) ' 0 — (216), ( 5 o 2 ) C ) = (217), en posant h — —i et K ( / ? — A ( / ) . 

(503) « — (218), en posant h — — i et — — E ( ' \ 

(504) f) — (232), en posant h — —i et = A ( f >. 

(505) (0 = ( l 8 l ) , ( 5 o 6 ) ^ = ( i 8 2 ) , (5o 7 )«> = (i83), en posant = 2 ) e , 

(5o8)W — (22) , ( 5 o 9 ) f « = , ( a 3 ) , en posant A = — ( ż — 3) et K"') = — 

( 5 x o ) ' 0 — ( a i ) f en posant h—— U—%) et K ( ' ; = S<'\ 



( o i i y*> = (174), (5i2 )W = (175), ( 5 i 3 ) ^ — (176), en remplaηant i par — i et posant 

A — — (i— 2), Kf« = i B » - 1 ' . 

( 5 i 4 ) ( / ; = (52 ) , ( 5 i 5 ) w — ( 5 3 ) , en remplaηant i par — * et posant h = —(i—2), 

K"') = —L<«. 

( 5 i 6 ) ( / } = (5 i ), en remplaηant i par — i et posant h — —(i—2), K ( ; ) = S ( / ) . 

( 5 i 7 ) ( / ) = (167), ( 518) ( i ) = (168), (5i9) ( ξ '> — (169), en remplaηant « p a r — i et posant 

/i — _ ( j _ 2 ) , K ( ξ - ) = | " B ( l ' - 1 ) . 

(o2o) ( / ) = ( 8 4 ) , (5ai)<0 — (85 ) , en remplaηant t par — i et posant h — — (i—> 2), 

K f 0 — — , L ( / ) . 

( 0 2 2 ) ^ = . (83) , en remplaηant 1 par — i et posant h —— (j—- 2), K ( o = S ( i ) . 

( 5 2 3 y 0 = (191), (524) ( i ) = (192), en remplaηant i par — 1 et posant h — i—2, K<0 — 1 

(5a5)W = (118), en remplaηant i par — i et posant h = (i— 2), K ( / ) = — L ( ' : ) . 

(5a6 ) ( 0 — (2 i5 ) , en remplaηant « par — j et posant h = (i—2), K ( i ' ) = * B ( M ) . 

( 5 a 7 ) ( 0 — (201), (5a8)W = (202), en posant h — —{i — i) et = f B < ' - " . 

( 529 )« r - (69) , en posant h——{i—i) et K ^ = — L f " . 

(53o)(' ! = (221), en posant h — —{i—i) et K<'"> = | B ( ' - 1 » . 

(53i )<« = (33) , en posant h = _ ( i _ 4) et = f C < ' - a \ 

(53a)fO = (69) , en remplaηant i par — 1 et posant h — — (i— 4) et K"W = §C ( f '- 2>. 

(533)W = (98), en remplaηant « par — 1 et posant h =. — (i— 4) , K<o = f C<'-*>. 

(534) ( ' } — (118), en remplaηant i par — Î et posan t h = — (i—4)> R w = f C < ' - ^ . 

(535) ( '-' = ( i 3a ) , en remplaηant i par — i et posant h=—(i— 4) , R ( / ) = | C ( / _ 2 ) . 

2 . — Termes de męme argument que les termes du second ordre. 
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L e s coef f ic ien t s ( 5 3 6 ) ( t ) , ( 5 3 7 ) w , . . . s o n t d o n n é s p a r les f o r m u l e s s u i v a n t e s : 

( 5 3 6 ) ^ —(177) , (53 7)<« = ( i 7 8 ) , (538)C) = (179), ( 5 3 9 ) ^ = (180), en posant A — i et 

(54o)<0 — (181), (54i)(0 = (182), (54a) (* ) — ( i 8 3 ) , en posant h = i et —E<«. 

(543)(0 = (22), (544)(0 — 23), en posant A — i e t K<« = G«>. 

(545)(0 — (21), en posant A = 1 et KM — — IL'). 

( 5 4 6 ) ^ = (170), (54 7)^-) = (171), (548)W = ( 1 7 2 ) , ( 5 4 9 ) = ( i73), en posant h = ď et 

(55o)«> = (174), (55i)(0 = ( I 7 5 ) , ( 5 5 a ) ( 0 = = ( i 7 6 ) 5 en posant A = * et P = - P . 

(553)<0 = (5a) , (554)W = (53), en posant A = i et K<0 = G<«. 

(555)W = (5 i ) , en posant A = 1 et = _ H ( 0 . 

(556)(« = ( i63); (55 7 ) t« = ( i64), (558>«> = ( i65), ( 5 5 9 ) ( f ) = (166), en posant A = t et 

R(0 = A ( ' \ 

(56o)W — ( , 6 7 ) , (56i)(0 — (168.), (56a)i*> = (169), en posant A = r et K<0 — — E ^ . 

(563)(0 = (84), ( 5 6 4 ) ^ = (85), en posant h — i et K " ' = - G « . 

(565)<0 — (88), en posant h = i et K ( / ) = — W'K 

(566)<o = (198), ( 5 6 7 ) ( 0 — (199), (568)<« — (200), en posant h — —i et RM = AM. 

(569)(0 — (201), (5 7o)('> = (aoa), en posant A = — t et K ( 0 — — E ( / ) . 



(571 y 0 = (69), e n p o s a n t h =— i e t R M = G M . 

( 5 7 a ) M = (188), (5 7 3) f ) — (189), (574)f« = (190), e n p o s a n t A = — 1 e t K " ' ' = A ' i ! . 

( 5 7 5 ) M = (191), ( 5 7 6 ) ' 0 = (192), e n p o s a n t h = —î e t R M = — E M . 

(577)M = (118), e n p o s a n t h=—i e t R M = G M . 

( 5 7 8 ) M — (219), ( 5 7 9 ) M = (220), e n p o s a n t h=— i et R M = A M . 

(58o)M = (221), e n p o s a n t h=—i e t K M — _ E C > . 

( 5 8 i ) M = ( 2 i 3 ) , (58a)M — ( 2 i 4 ) , e n p o s a n t h—— i e t R M = A M . 

(583)M = ( 2 i 5 ) , e n p o s a n t h——i e t R M = — E M , 

( 5 8 4 ) M = ( 2 3 3 ) , e n p o s a n t h = —i e t R M = A M . 

(585JM — ( a 3 i ) , e n p o s a n t Ar=— j e t K M = A M . 

( 5 8 6 ) M ' = ( Ο 6 O ) , ( 5 8 7 ) M —(161), ( 5 8 8 ) M = ( i62) , (589)^") — ( I 0 ) , e n p o s a n t h —1—2 e t 

K M — B ( ' - i ) . 

(59o)M = (4 ) J ( 5 9 i ) M = (5) , ( 5 9 a ) M = (6) , e n p o s a n t h= i — 2 e t K M — — 'aL-M. 

(593)M = ( a ) , (594)M = (3) f e n p o s a n t h = 1 — 2 e t K M = 2 S M . 

( 5 9 5 ) M = (1), e n p o s a n t A = i— 2 e t R M — _ 2 J M , 

( 5 9 6 ) M — ( j 7 4 ) , ( 5 9 7 ) a - ) _ ( I ? 5 ) 5 ( 5 9 8 ) (o — ( , 7 6) , e n p o s a n t h — — (1 — 2) e t R M — | B M - D . 

( 5 g 9 ) M — (52), (6oo)M = (53), e n p o s a n t h = —(i — 2) e t K M — _ L M . 

( 6 o i ) M — (5 i ) , e n p o s a n t h=— {i— a) e t K M — S M . 

(6o2)M = ( i 7 4 ) , (6o3)M — ( i 7 5 ) , (6o4)M — (176), e n r e m p l a η a n t 1 p a r — 1, e t p o s a n t 

(6o5)M — (52), (6o6)M — (53), e n r e m p l a η a n t i p a r — i, e t p o s a n t = — 2 , K M — — L M . 

(607)M — ( 5 T ) , e n r e m p l a η a n t i p a r — / , e t p o s a n t h — i — 2, K M = S M . 

(6o8)M = ( 2 o 6 ) , (6o9)M — (207), e n p o s a n t h = — (« — 2) e t K M — i B - M - u . 

( 6 i o ) M — (33) , e n p o s a n t h=— (1 — 2) e t K ( " = - L < « . 

(611 ) M — (201)., ( 6 i 2 ) ( / ) — (202), e n r e m p l a η a n t « p a r — i , e t p o s a n t h — — ( i — 2 ) , 

( 6 i 3 ) M — (69), e n r e m p l a η a n t i p a r — i, e t p o s a n t h = — (i— 2), K M — — L M . 

( 6 i 4 ) M — ( 1 9 6 ) , ( 6 i 5 ) M = = ( I 9 7 ) ) e n r e m p l a η a n t J p a r — i, e t p o s a n t h •=— (i—2) 

( 6 i 6 ) M = (98), e n r e m p l a η a n t 1 p a r — e t p o s a n t h=— (ď— 2), K M — . _ L M . 

( 6 i 7 ) M — ( I 9 i ) , ( 6 i 8 ) M — ( I 9 2 ) , e n r e m p l a η a n t f p a r —i, e t p o s a n t h=— ( / _ 2) 

(6 i9)M. — (118), e n r e m p l a η a n t i p a r — r, e t p o s a n t A = — ( i _ 2), K M — L M . 

( 6 a o ) M = ( 1 8 7 ) , ( 62 i )M — ( Z 34) , e n r e m p l a η a n t i p a r - i, e t p o s a n t A — — (i — 2), 



(6aa )M — ( i 3 2 ) , e n r e m p l a η a n t i p a r — e t p o s a n t h =— (i— 2 ) , R M = — L M . 

(6a3)M = ( I 9 6 ) , (6a4)M = ( I 9 7 ) ) e n p o s a n t h =—(i— 2) e t K M = i B « - * > . 

(6a5)M = ( 9 8 ) , e n p o s a n t h —— (i— 2) e t K ' « = — L M . 

(6a6)M = ( , 9 6 ) , ( 6 a 7 ) W = ( I 9 7 ) j e n r e m p l a η a n t r p a r - i, e t p o s a n t / i = ( i _ 2 ) , 

(6a8)M = (98), en remplaηant i par — i, et posant h = (i — 2), KM = — LM. 

(6a9)M = (aa4), en posant h — — (i — 2 ) et KM• = IBM-»), 

(63o)M — (218), en posant h — — (î — 2 ) e t RM — iBM-D. 

(63i )M = (218), en remplaηant ? par — i, et posant h = î— 2, RM ŁBM-*). 

(632) ( ' : ) — (212), en remplaηant Î par — i, et posant h = (i — 2), RM = | B M - > ) . 

(633)M = (22), (634)M = (23), en posant h— — (i— 4) et KM — $C«-» \ 

(635)M = ( a i ) , en posant h— — ( Î — 4) et P > r = — rfM. 

(636)M = (52), ( 63 7 )M = (53), en remplaηant i par — i, et posant h=— (i— 4), 

( 6 3 8 ) M = ( 5 Ο ) ; e n r e m p l a η a n t i p a r — i, e t p o s a n t " A = — (« — 4), R M — — T M . 

( 6 3 9 ) M = (84); (64o)M = ( 8 5 ) , e n r e m p l a η a n t * p a r _ / , e t p o s a n t h=-(i-ft% 

(64i ) M _ (83), e n r e m p l a η a n t i p a r — e t p o s a n t h—— {î — 4), R M — _ T M , 

(642)»') — (69), e n p o s a n t / * = — (?" —4), K » ) = 

(643)») _= ( n 8 ) , e n r e m p l a η a n t « p a r — r, e l p o s a n t A = (i— 4), K » ) — 

3 . — Zerme* r/e m κ m e argument que les termes du quatrième ordre. 







Les coeff ic ients ( 6 4 4 ( 6 4 5 ) W , . . . s o n t d o n n é s p a r les f o r m u l e s s u i v a n t e s : 

(644) ( i ) = (2o3), (645)») = (204), (646)W — (2o5), en posant A = i et K ( " = A ( , ) . 

(647)») = (ao6), (648)») = (207), en posant A = 1 et K W = - E " ' » . 

(649)'« = (33) , en posant A = 1 et K<« = G"'». 

(65o)»> = (198), (65i)»> = (199), (65a)»> = (200), en posant h — i et K ( / ) = A»>. 

(653)») == (aoi ) , (654)») = (202), en posant h = i et K») =—E<
i

K 

(655)») — (69), en posant A = i et K») = G»). 

(656)») = (193), (65 7 )») = (.194), (658)») = ( i 9 5 ) , en posant A = «et K"') =. Y 

( 6 5 9 ) ^ — (196), (660)») = (197), en posant A = i et K») — — E»). 

(661 )») — (98), en posant h — i et K») = G » , 

( 66a)») = (188), (663)»> = (189), (664)») = (190), en posant A = i et K») = A ' . 

i 6 6 5 ) M — (191 ), (666)») = (192), en posant h = i et K
(l

"> = —- E»). 

< 667)») = (118), en posant A = i et K») = G»'). 

(668)»> = ( i84) , (66 9 )») = ( i85) , (670)») = (186), en posant A = » et K ' - A ' . 

(671)») = (187), (672)»') = ( i34), en posant A = z'et K») = — E»). 

(6 73)"') = ( i32), en posant h = i et K"') = G»). 

( 674)"') = (222), (675)») = (223), en posant h = —i et K») = A ( / ) . 

(676j») = (224), en posant h=—i et K») = — E»>. 

(677)"') = (210), (678)») = (211), en posant h~— i et K») = A ' . 

(679)"') = (21a), en posant h = — i et K ( / ) = — E»>. 



(68o )W=; (a34) , en posant h= — i et RM = AM. 

(68i)M = (a3o), en posant h=—i et R»> — A»). 

(68a)M = ( i8 i ) , (683)») = (182), (684)» - ) = ( i83), en posant h — (i- a) et K(') = 

(685)»') = (aa) , (686).»') = (a3), en posant h = (i — 2) et K»') = — L»'). 

(687)»') = (21), en posant h— (i— 2) et K»'» = S»'1. 

(688)»') = ( i 7 4 ) , (689)»') = ( i 7 5 ) , (690)»') = (176), en posant h = (i-2) el K» ? = 

(691)»') == (52), (692)»') = (53), en posant h = (1 — a) et K»'' = — L» } . 

(693)»') = (5i ) , en posant h — (i— a ) et K») — S»'). 

(694)»^ = (167), (6 95)»') = (i68), (696)»') = (169), en posant h = (i— a) el K"'- — 

(697)»') = (84), (698)» ' )= (85), en posant h = (i — 2) et K» } = — L» - ). 

(699)»') = (83), en posant h — {i—i) et R») = S»). 

(700)»'' = (201), (701)»') = (202), en remplaηant i par — / , et posant h = ( / — 2 ) , 

(702)»') = (69), en remplaηant i par — et posant = (/— 2), K») = — L»' ), 

( 7o3)»') = (191), (7o4)»' } = (192), en posant h—— (i— 2) et K») = 

( 7 o5)») = (118), en posant h—— (i— 2) et K»') = — L»>. 

(706)»') = (227), en posant h = — (i — 2) et K») = 

(707)»'' = (224), en remplaηant i par — jf, et posant h— — (i — 2), K») = 

(708)»') = (221), en remplaηant 1 par — i, et posant h=— {i— 2), K»'' == 

(709)»') = (218), en remplaηant J ' p a r — i, et posant h— — (i— 2), K») = 

(710)»') = (2 i5) , en remplaηant i par — i, et posant h=— ( 1 — 2), K»'' = 

(711)»') — (212), en remplaηant i par — i, et posant h —— (i— 2), K») = 

(712)»'' = ( J51 ), en remplaηant i par — i, et posant k — — (i — a) , K » ) = 

(713)»') = (221), en remplaηant i par — i, et posant h — (i— 2), K») = 

(7i4)» - ) = (2 i5) , en posant h =— (i — 2) et R») = 

( 7 i 5 ) » ) = (4), (716)») = (5), ( 7 T - ) » ) = (6), en posant h = (i - 4) et K») = 

(718)»') = (2) , (719)»') = (3) , en posant h — (i — 4) et K»') = — aTM. 

(720)») = (1), en posant h — (î— 4) et K»') - aX<". 

(721)») = (52), (722)»') = (53), en posant A J = — (/•—  4)  et  K M — 

(723)»')  =  (5i) ,  en  posant  A = —  («'—4)  et  K»)  = —  T»'). 

(724)»')  =  (52),  ( 7 25)» ' )=  (53),  en  remplaçant  1  par  — i,  et  posant h — (i  — 4) , 

(726)»')  =  (5i ) ,  en  remplaçant i  par  —  et  posant h — {i—  4) ,  K
w

= —  T»*>. 

(727)»)  =  (98),  en  posant  A = —  (t — 4)  et  K»)  = 

(728)»')  — (98),  en  remplaçant  /  par  — 1, el  posant h=z(i—  4),  RM — 
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(729) ( / ) — (21), en posant h — — (i — 6) et K»') = 

( - 3 o ) M = = (5i) , en remplaηant z'par — i, et posant h = — (i — 6) , K ( n = 

(-3i )») = (83), en remplaηant i par — i, et posant A = — (1 — 6 ) , K»> = 

4 . — Termes de męme argument que les termes du sixième ordre. 





L e s coeff ic ients ( 7 3 2 ) ^ , (^33)^, . . . s o n t d o n n é s p a r les f o r m u l e s s u i v a n t e s : 

( 7 3 a ) M = (225), ( 7 3 3 ) M = (226), en posant h = 1 et R M = A M . 

(734)») — (227), en posant h = i et R M — _ E M . 

( 7 3 5 ) M = (222), ( 7 3 6 ) M - ( 2 2 3 ) , en posant A = i et K » ' ) = A M . 

(737)»') — (224), en posant A = ' « et P ' ) = - EM. 

(738)»') = (219), (739)»') = (220), en posant h — i et R M = A M . 

( 7 4 o ) M = (221), en posant h = i et R M — — E M . 

( 7 4 i ) M — (216), ( 7 4 2 ) M — (217), en posant h = i et R M — A M . 

( 7 4 3 ) M — (218), en posant h—i et R M — — E M . 

( 7 4 4 ) ( / ) = (2 i3 ) , ( 7 4 5 ) M — (2 i4) , en posant h — i et R M — A M . 

( 746)»') = (2 i5) , en posant h — i et R M — _ E M . 

( 7 4 7 ) M — (210), ( 7 4 8 ) M — (211), en posant h — i et K M — A M . 

(74.9) M = (212), en posant h = i et R M = — E M . 

( 7 5 o ) M = = (208), ( 7 5 J . ) M = (209), en posant 7* = 1 et R » ' ) = A » ' ) . 

( 7 5 a ) M — ( I 5 I ) , en posant h = i et R M — — E M . 

( 7 5 3 ) M — ( 2 35) , ( 7 5 4 ) M — (229), en posant h——i et R » ) = A " ' ) . 

( 7 5 5 ) M — (206), ( 7 5 6 ) M — (207), en posant h = (i—2) et R » ) = 

( 7 5 7 ) ( i ) == (33), en posant h = (i — a ) et K » ' ) = — LM. 

( 7 58)M — (201), (759)»'' = (202), en posant h=(i—2) et K » ' ) = 

(76o)M —(69) , en posant h = (i— 2) et P ' = - LM. 

(761 )M — (196), (762)»') = (197), en posant h = (i— 2) et R » ' ) = 

( 7 6 3 ) M = (98), en posant h—{i—%) et R M = — LM. 

( 7 64)M = (191), (765)»' = (192), en posant h = (i—2) et R » ' ) = -

( 7 66)M — (118), en posant h = (i — 2) et R » ' ) = — LM. 



<;( i;.> ''• — ( l 8 7)> ( 7 6 8 ) ^ = (i34), e n p o s a n t A -_ ( / - a ) e t K«') = 

(769)») = (i3a) , e n p o s a n t A = (1 — 2) e t K M = _ L M . 

(770)») = (224), e n r e m p l a η a n t i p a r — i, e t p o s a n t h = (« '—a) , K M = 

(771 ) M — (212), e n p o s a n t A = — (« — a) e t R M = 

(77a)M = (aa) , ( 7 7 3 ) M = (a3), e n p o s a n t h=(i— 4) e t R M - — 

(774)M = (21), e n p o s a n t h = {i — 4) e t R M — — T M . 

( 7 7 5 ) f 0 = (5a), (776)») = (53), e n p o s a n t h=(i — 4) e t K M — J 

(777)M — (5i) , e n p o s a n t A — (« — 4.) e t K»') — — T M . 

(778)») = (84), ( 7 7 9 ) M - ( 8 5 ) , e n p o s a n t A = ( / - 4) e t K » ) = 

(780)»') — ( 8 3 ) , e n p o s a n t A = (« — 4) e t K M — — T M . 

(781 ) M — (69), e n r e m p l a η a n t i p a r — i, e t p o s a n t A = (/— 4), K M = 

(782)») — (118), e n p o s a n t A = — (i — 4 ) e t K « = 

( 7 8 3 ) M = (2) , ( 7 84)M - ( 3 ) , e n p o s a n t h = ( i - 6 ) e t K » ) = 

(785)»') = (1), e n p o s a n t h = (i— 6) e t R M — _ a Y M , 

(786)»') — (5i) , e n p o s a n t A = — (i — 6) e t KM = 

(787)») — (5i) , e n r e m p l a η a n t i p a r — i, e t p o s a n t h = (i—G), R M — 

5. — Termes du huitième ordre. 



L e s coeff ic ients ( 7 8 8 ) ( ' } , ( 7 8 ( ) ) W , . . . s o n t d o n n é s p a r les f o r m u l e s s u i v a n t e s : 

( - 8 8 ) » ' = (236), (789)») = (235), (790)») = (234), (790 ( i ' } = (a33), ( 7 9 a )»> = (a3a), 

( 7 9 3 ) » ) = (23i), ( 7 9 4 ) w = (a3o), ( 7 9 5 ) » > = ( 2 2 9 ) , (796)») = (228), en posant 

k = ďet K»» = A " » . 



( 7 9 7 ) ( 0 = (227), ( 7 9 8 ) ( ' ) = (224), ( 7 9 9 ) ( 0 = (22i), ( 8 o o ) W = (218), ( 8 o i ) W = (216), 

(8oa")W = (212), (8o3)f« = ( I 5 I ) , en posant h=(i — 2) et K.W = 

(8o4)^ = (33), (8o5)<« = ( 6 9 ) , (8o6)«> = ( 9 8 ) , (8o 7)<0 = (118), ( 8 o 8 ) W = ( i3a) , en 

posant A = ( 1 — 4) et = 

( 8 o 9 ) W = (.2i), ( 8 I O ) W = ( 5 I ) , (811)^ = (83), en posant A = ( * - 6 ) et K<« = 

(8i2)(') = (1), en posant h = i—8 et K
(i

> = 

I I . — E X P R E S S I O N S ALGÉBRIQUES DES FONCTIONS ( I 5 5 ) , ( 1 5 6 ) , ( 2 . 3 6 ) . 

L ' u s a g e d e ces f o n c t i o n s est i n d i q u é d a n s le § I E R . 

(i55) = 

( i 5 6 ) = -

( i 5 7 ) = -

(i58) = 



( I . K ) ) = -

( P 6 o ) = -

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la fonc t ion ( 7 ) . 

(161) = 

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n ( 8 ) . 

(162) = 

p o u r h = /, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n (9). 

(i63) = 



(i64-)=-

(160) — -
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( i 6 6 ) — 

(i67)— 

p o u r h = i, on r e t r o u v e la f o n c t i o n ( 8 6 ) . 

( .68) = 

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n ( 8 7 ) . 

(169) = 



(i70) = 

(171) = 



( i 7 aj = 

( i 7 3 ) = -



( • 7 4 ) = 

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n (54) . 

( i 7 5 ) = 

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n (55) . 

(176) = 

p o u r A = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n (56) . 

0 77) = 



( i 7 8 ) = -

(179) = 



(i8o) = 

( I 8 I ) = 

p o u r h — i, o n r e t r o u v e la fonc t ion ( 2 4 ) . 

( . 8 2 ) = 

p o u r h — i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n ( 2 D ) ( , ) . 

( i 8 3 ) = -

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n ( 2 6 ) . 

( ' ) Errata au t. ď des Annales : p. 8 0 2 , ligne 4, coefficient de lire — i G i 2
 au lieu de i6t- . 



(.84) = 

( , 8 5 ) = 

(i86) = 



(r8?) = 

p o u r h = i, on r e t r o u v e la f o n c t i o n (133). 

(l88) "-=: 
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( i 8 9 ) = -

( 1 9 0 ) = 



(191) •• 

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n (i 19), e t p o u r h = — i la f o n c t i o n (121). 

( I Q 2 ) = -

p o u r A == i, o n r e t r o u v e la fonc t ion (120), et p o u r h — — e, la fonc t ion (122). 

( 1 9 3 ) - -



( ' 9 t ) = 

( i 9 5 ) = 



(196) = -

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n (99), e t p o u r h = - H a f o n c t i o n (101). 

( i 9 7 ) = • 

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n (100), e t p o u r h = - H a f o n c t i o n ( . 0 2 ) . 

( '9») = • 



(*99) = 

(200)=;-. 



(%Ol) = 

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n ( 7 0 ) , e t p o u r h = - i, la f o n c t i o n ( 7 2 ) . 

( 2 0 2 ) = 

p o u r A = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n (71), e t p o u r h = — i, la f o n c t i o n ( 7 3) . 

(ao3) = 



( 2(>'\ ) = 

( 2 0 5 ) = 

(206 ) = -

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n (3-4). 



(
 2 0

7 ) 

p o u r A == i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n ( 3 5 ) . 

(208) -

( 2 0 9 ) = 
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( 2 - r o ) = -

(211) = 



(212) = : 

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n ( i 4 7 ) , e t p o u r h = - i , la f o n c t i o n ( 1 4 8 ) . 

( a i 3 ) = 



( 2 ο 4 ) = 

(ai5) = 

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n (i4°)> e t p o u r h — — i, la f o n c t i o n ( I 4 1 ) -



( 9 l 6 ) r = 

( f l l 7 ) = -



( a i 8 ) = 

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n (i 28) , e t p o u r h — — i, la f o n c t i o n ( 129). 

( 2 I 9 ) = 



( 2 2 0 ) = -

( 2 2 1 ) = 

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n ( 1 0 8 ) , e t p o u r h = — i, la f o n c t i o n ( 1 0 9 ) . 



(222) = 

( 2 2 3 ) = -



( 2 2 4 ) = 

p o u r h = i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n ( 7 9 ) e t p o u r h = - i , la fonc t ion ( 8 0 ) . 

( 2 2 0 ) = -

(2 2 6 ) = 
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( 2 2 7 ) = ' 

p o u r h — i, o n r e t r o u v e la f o n c t i o n ( 3 9 ) . 

(228) = ' 

(229) = 



( a 3 o ) = 

( 2 3 . ) = . 



(232)= 

(233) - - • 



(23/,) = 

(235) = 



(236) = 

TROISIÈME PARTIE. 

FONCTIONS AUXILIAIRES SERVANT AU DÉVELOPPEMENT ANALYTIQUE 

DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 

N o u s i n d i q u o n s p a r la l e t t r e (D la p a r t i e d u d é v e l o p p e m e n t d o n n é e d a n s le 

t o m e I d e s Annales, A d d i t i o n I . 

I . — Termes du huitième ordre dans les expressions de de l'équation 

du centre y, des puissances et des produits des puissances de ces quantités, en 

fonctions de Vexcentricité e = 2 ^ et de Vanomalie moyenne £. 

X = 

y — 

⊄~ — 

xy — 

x
z

 = 

, r 2 y = 

xy*- = 

,r 3 = 

x^ = 

x
s

y — 



< 7 2 = 

xy
3

 = 

J 4 = 

x* — 

x'*y = 

x
%

y
2

 — 

x*y
%

 — 

xy'+ = 

r= 

x^ •= 

x*y = 

x'+y*=. 

x
3

y
3

 ---

xy~» = 

J 6 = 

x"' = 

x
6

y = 

x>yď=. 

x'*y
z

 — 

x*y
k

=-

x*y"°=. 

xy
5

 = 

X*=-

x^y — 

x
6

y
2

 =n 

x"°y* = 

x'*y
k

 — 

x* y* 

xy
1

 = 

7 8 = 



IL — Termes du huitième ordre dans les expressions de x
r

 coshy et x
r

sinhy 

en fonctions de l'excentricité e = lyet de l'anomalie moyenne £. 

cos hy -= 

sin hy = 

x cos hy = 

x sin hy — 

cos hy = 

sin /ry = 



x
3 cos hy = i 

.x
3 sin hy = 

.a?1 cos hy — \ 

x'" sin hy = 

^
3

 cos hy = 

x~° sin /«j = 

.x'6 cos/i t7( 1) = 

<rG sin h y -

x~ cos hy = 

x
1 sin hy = 

x
% cos hy 

(!) Errata au t. T des Annales : p. 348, ligne 6, expression de x
G

 coshy, lire -+- 127^ cos4r au 

lieu de -4- 12yj cos4 ?• 
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H L — Termes de l'ordre 8 — r dans les expressions de et 

en fonctions de Vexcentricité e = 27J et de l'anomalie moyenne Xj. 

p o u r Ł' = o , l e t e r m e d u h u i t i è m e o r d r e e n e' e s t - f - e ' 8 . 

p o u r *(' = o , le t e r m e d u s e p t i è m e o r d r e e n e' e s t - f - 8 e ' 7 . 

p o u r Ł' = o , l e t e r m e d u h u i t i è m e o r d r e e n e' e s t + 8 e ' 8 . 

( 1 ) Errata au tome I des Annales : p. 34g, ligne 1, coefficient du terme en y'*, lire {i\ — 41 i"- -+- 16 i ' * ) , au 

lieu de (24 — 4 i * + - i 6 ï * ) . 

( 2 ) Le Verrier donne ce terme avec le signe 4-, mais il est plus rationnel de se conformer ΰ la règle générale 
adoptée (voir t. I des Annales, p. 265). 



p o u r 'C = o , l e t e r m e d u s i x i è m e o r d r e e n e' e s t -h 2 8 e ' e . 

p o u r Ł ' = o , l e t e r m e d u s e p t i è m e o r d r e e n é e s t -h 56e ' 7 . 

p o u r Ł' = o , l e t e r m e d u h u i t i è m e o r d r e e n e' e s t -h 2 8 e ' 8 . 

( i ) Foi> la note (2) de la page précédente. 



p o u r ' ( ' = o , le t e r m e d u c i n q u i è m e o r d r e e n é es t H- 56e'*. 

p o u r 1' = o , le t e r m e d u s ix i ème o r d r e e n e! e s t -h i68e , f i . 

p o u r '(' = o, le t e r m e d u s e p t i è m e o r d r e en é es t -f- i 6 8 e / 7 . 



p o u r 'C = o , le t e r m e d u h u i t i è m e o r d r e e n λ e s t -h 5 6 e ' 8 . 

p o u r "Q — o , le t e r m e d u cp ia t r i ème o r d r e e n λ es t 70 e"'. 

p o u r = o , l e t e r m e d u c i n q u i è m e o r d r e e n λ e s t 4- 2 8 0 e 5 . 

p o u r Xj — o , le t e r m e d u s i x i è m e o r d r e en λ es t H- 4 2 0 e ' 0 . 



p o u r = o , le t e r m e d u s e p t i è m e o r d r e en λ es t -+- 2 8 0 e ' 7 . 

p o u r 'C = o , l e t e r m e d u h u i t i è m e o r d r e e n λ es t + 7 0 e ' 8 . 

l e s e c o n d m e m b r e do i t , p o u r Xj = o , s e r é d u i r e ΰ 1 -h 6λ -+- 21 λ
2

 + 56λ
s

. 

le s e c o n d m e m b r e d o i t , p o u r ' ( ' = : o , se r é d u i r e ΰ 5λ-\- 3oλ
2

-h io5e ' 3 - f - 280e" ' . 

le s e c o n d m e m b r e do i t , p o u r Ł ' = o , se r é d u i r e ΰ i o e ' 2 - r - 6 o e ' 3 + 2 1 0 e " ' 4 - 56oe ' 5 . 



le s e c o n d m e m b r e do i t , p o u r Ł ' = o , se r é d u i r e ΰ - h i o e ' 3 H - 6 o e ' 4 H- 2 i o e ' 5 - l - 5 6 o < ? ' 6 . 

le s e c o n d m e m b r e d o i t , p o u r ' C = o , se r é d u i r e ΰ + 5e'4-f-3oλ
ŕ

-+- io5e ' c - f - 2 8 0 e ' 7 . 

l e s e c o n d m e m b r e do i t , p o u r ' ( ' = o , se r é d u i r e ΰ λ
5 -f- 6λ

{

'' 4- 2T λ
1 -+- 5 6 e ' 8 . 





— 8x' = + 2(87/) cos?', 

2 8 ^ 2 — + 56y' 2 + 2(28y/ 2 ) C0S2 Η', 

— 5 6 ^ ' 3 = + 2 ( i 68x / s ) cosΗ 'H- 2 (56x ' 3 ) cos3C, 

70.'r'4 = + 4207 '*+ 2 (280y' 4 ) COS 2 Η'-h 2 (70 y ' 4 ) c o s 4 C 

— 56^7 / 3 = -+- 2 ( 5 6 o - / 5 ) C O S Ç ' H - 2 (28O/ / 3 ) cos3Ł' + 2 ( 5 6 / / 3 ) cos5Η', 

28^r'6 —•+• 56oy' 6 + 2(42oyJ 6 ) c o s 2 Ç ' + 2 ( i 6 8 y / 6 ) c o s 4 b ' + 2(28y/ 6) cos6!:', 

— 8 ^ ' 7 = -+- 2 ( a 8 o x ' 7 ) cosC 'H- 2 ( i68y ' 7 ) cos3Η'+ 2 ( 5 6 y ' 7 ) cos5i:' + 2 (8y ' 7 ) cos j r ' , 

⊄'
% = 4- 70 y' 8 + 2(56y ' 8 ) C 0 S 2 Ç ' + 2 ( 2 8 y ' 8 ) C O s 4 Ł ' 

+ 2 ( 8 y ' 8 ) cos 6 Η'+ 2 y ' 8 cos 8 
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[V . — Expression de R , en fonction des facteurs développés ci-dessus, et dans 

laquelle ils doivent ętre substitués. 

L e s p a g e s 3 5 5 e t 3 5 6 d u t o m e I d e s Annales de l'Observatoire de Paris ne s o n t 

p a s ΰ m o d i f i e r ; la p a g e 3 5 7 do i t κ t r e r e m p l a c é e p a r c e q u i su i t : 



Vu et approuvé : 

Paris, le 8 janvier i885. 

L E DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES, 

M I L N E E D W A R D S . 

Permis d'imprimer : 
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G R É A R D . 
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