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THESE
DE MECANIQUE,

THEORIE MATHEMATIQUE

DE LCACTION CAPILLAIRE;

Par M. PETIT, Professenr de Physique an Lycée Bonaparte,
Répériteur & I'Ecole polytechnique.

(1.] TOUS les corps sont composés de molécules matérielles qui
sattirent entre elles. Cette force attractive est la cause des affinites
chimiques. Les modifications qu'elle éprouve par la forme des molé-
cules et par la force expansive du calorique, produisent les divers
états d’agrégation sous lesquels les corps se présentent. La réfraction et
élévation ou la dépression des liquides dans les espaces capillaires en
résultent immédiatement, avec cette différence pourtant, que la réfrac-
tion est produite par l'attraction totale des molécules du corps réfringent,
tandis que les phénoménes capillaires sont, comme nous le ferons voir
par la suite, le résultat de la méme cause modifiée par la courbure

des surfaces.

Aucun des phénomenes dont nous venons de parler n'est propre &
Thése de mécanique. A
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2 MECANIQUE.

faire connaitre fa loi suivant laquelle s'exerce cette attraction molécu-
laire; mais tous l'assujettissent & étre représentée par une fonction de
la distance qui diminue avec une trés-grande rapidité, de maniére &
devenir insensible aux plus petites distances sensibles, et qui devient
finie lorsque la distance est nulle. Les fonctions de ce genre ne peuvent
étre mieux comparées qua des exponentielles négatives de la forme
Ae'f; ¢ étant 1a base des logarithmes hyperboliques, f la distance,
i un trés-grand nombre positif, et 4 un coéfficient indépendant de f;
il est évident que cette fonction satisfait aux conditions que nous
venons d’énoncer. v

Lorsquun corps se contracte ou se dilate, il est naturel de supposer
que lattraction qu'il exerce varie proportionnellement a sa densité;
mais, lorsque fa nature du corps change, rien n’indique si Pattraction
varie par un changement de forime dans la fonction, ou si cette varia-
tion est simplement produite par celle d’'un coéfficient dont fa valeur
ne dépende que de la constitution chimique du corps. Pour conserver
au calcul toute sa généralité, nous admetirons fa premiére hypothese,
Cest-d-dire, que nous ne statuerons rien sur la nature des différentes
fonctions qui représentent les attractions, et que nous nous contenterons
de les assujettir 4 {a condition commune de devenir insensibles pour les

plus petites distances perceptibles, et de devenir finies Jorsque la dis-
tance est nulle.

[2.] Cela posé, désignons par @ (f) la loi dattraction des molécules
d’un certain corps sur les molécules d'un autre corps, f étant la distance
de la molécule attirante 4 la molécule attirée. Faisons de plus,

fe(f)df =H, —e.(f), [o.(f)df =H.—.(f)
Jo.(f)df =H,—o,(f), &c.,
les intégrales étant supposées prises depuis f=—= o jusqu'a une valeur
déterminée de f, et les quantités H,, H,, H,, &c. désignant les va-
leurs totales de ces intégrales. Les fonctions @,(f), ¢, (f), &c. jouiront
évidemment, comme fa fonction @(f), de la propriété de devenir
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MECANIQUE. 3

insensibles pour des valeurs sensibles de (f), et de devenir finies lors-
quon y fera f égal & zéro. Ces mémes fonctions deviendront nulles,
forsqu'on supposera f égal & Pinfini; les seconds membres des équations
précédentes se réduiront alors aux quantités H,, H,, H,, &c., qui
représenteront, comme nous venons de le dire, les valeurs totales des

intégrales
Se(f)df. [fe.(f)dfs [e.(f)df, &e.,

cest-a-dire, les valeurs de ces intégrales, prises depuis f—o jusqu’a f= co.

En changeant [a nature des corps soumis a lattraction, la fonction
@ (f) variera, et pourra étre représentée par @' (f). Les fonctions @, ,
?., @;, &c., et les intégrales totales H,, H,, H,, éprouveront des chan-
gemens simultanés, et deviendront

. (f), ¥.(f), o, (f) &e.; H',, H,, H,, &c.

Quoique la nature de ces fonctions ne soit pas connue, il est naturel
de supposer que la fonction @' est de méme ordre que la fonction @;
la fonction @', de méme ordre que la fonction @,, &c., et par suite,
que les quantités H',, H',, H',, &c. sont respectivement de méme
ordre que les quantités H,, H,, H,, &c.

[3.] Si Pon a deux intégrales de la forme

[P0 lf)df e [fe.(f)df,

dans lesquelles la fonction @,(f) soit la méme et du genre de celles
que nous considérons ici, et qu'elle soit multiplide sous les signes d'inté-
gration par des puissances différentes de f, la valeur totale de la premicre
sera négligeable, par rapport a celle de la seconde, sip est plus grand que g,
et vice versd. En effet, la fonction @,/ f) n’étant sensible que pour des
valeurs extrémement petites de f, chaque élément de la premiére inté-
grale sera treés-petit par rapport a 1'élément correspondant de la seconde,
puisque le rapport de ces deux élémens est égal & f777; la valeur
totale de la premictre intégrale sera donc incomparablement plus petite
que celfe de la seconde.

On peut étendre le méme raisonnement & deux intégrales de la forme

[ E.0u(f)df et [ F o (f)df,
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4 MECANIQUE.

dans lesquelles les quantités F et F' sont deux fonctions de f qui ne
sont pas assujetties & un décroissement aussi rapide que la fonction
@.(f). Si fon développe F' et F’ suivant les puissances ascendantes
de f, et qu'on représente par A+A, f+A, * + &c. la valeur de F,
et par A'+A', f—A', f*+ &c. celle de F', les intégrales précédentes
deviendront

Ia premicre, A fo@,(f)df + A, [e.(f)fdf + &c.,
et la seconde, A'fo@,(f)df +~ A, [o.(f)fdf + &c.

H résulte de ce que nous venons de prouver, qu’on pourra ne conserver
dans chacune de ces deux séries que le premier terme; en sorte que
les intégrales proposées se réduiront a

Afe.(f)df eta A [o.(f)df;
feur rapport sera donc égal a —//;1,« , Cest-a-dire au rapport des valeurs
que prennent F et F” lorsqu'on y suppose f— o.

[4.] Si Fon intégre par parties la fonction f7 @ (f)df, on aura, en
prenant les intégrales depuis f==o0 jusqu’a une valeur déterminée de f,
S f) =~ () —p /17 9. (f)—plp— )/ @5 [ e

-—p@v—-—r}(p—z}...2.1.<Pp+,(f)_+p0)—l)(p——2)...2.I.HP+, ,

et, en général,

S () =17 P () —PST7 P (f) = Plo—1) 77 Py -
—p(p—1) (p—2) - 2.1, (f) +p(p—1) (p—2) ... 2.V H

Si T'on veut avoir les valeurs totales de ces intégrales, il faudra, dans
les seconds membres des deux équations précédentes, faire f==o00 : or,
Yextréme rapidité avec Jaquelle les fonctions ¢,, ¢,, &c. décroissent,
rend évidemment nuls les produits /"9 (), f79,(f) &c., quelque
grand que soit #, lorsquon y fait f==o00 ; on aura donc pour les va-
leurs des intégrales,

SSre(f)df et [fro.(f)df,

prises depuis f==o0 jusqu'd f'=— oo.
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MECANIQUE. S
p(p— 1) (p—2).....2.1.H,,, pour la premicre,

et
p(p—1)(p—2)...c.2.t.H, ., pour la seconde.

Ce résultat nous indique que les quantités H,, H,, H, sont respec-
tivement de méme ordre que les valeurs totales des intégrales

SSafQf, [fAfef, [Fdfef, &

Or, nous avons prouvé dans le numéro précédent, que ces différentes
intégrales sont successivement négligeables fes unes a 'égard des autres.
Il en est donc de méme des quantités A, H,, H,, &c.; ainsi H, est
négligeable par rapport & H,; H, est négligeable par rapport a H,, et
ainsi de suite.

Si 'on retranche de ces valeurs totales les valeurs des mémes inté-
grales prises depuis /== o jusqu’a une valeur déterminée de f, les restes

FAf) +pf7@(f) + plp— ) (f) + enn.
+plp—1)(p—2) 0 2.1.9,,(f)

et

S o () 42 Quaa (f) 0 (p—1) 7 Py (f) oo
—+ P(P—" I)(P_z)""' Z-I-¢n+},+,(f),

représenteront les valeurs des mémes intégrales prises depuis une valeur
déterminée de f jusqu'a /== oco.

[5.] Nous avons supposé jusqu'ici que, pour avoir la valeur totale
des différentes intégrales qui contenaient des fonctions de f, assujetties
a un décroissement extrémement rapide, il fallait les prendre depuis

—=o jusqua f—oco; mais ce décroissement de la fonction est tel,
qu'elle devient insensible, forsque la variable a acquis une valeur finie,
et par conséquent que Vélément correspondant de fintégrale devient
tout-a-fait négligeable. On peut donc ne prendre l'intégrale que depuis
f=o0 jusqu'a une valeur quelconque fiie de f; et réciproquement,
toutes {es fols qu'une des intégrales dont nous venons de parler aura pour
une de ses limites une valeur finie de f, on pourra, sans aucune erreur,
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6 MECANIQUE.

étendre cette intégrale jusqu'a f infini. Cette remarque est de la plus
grande importance dans la théorie de faction capiflaire.

Ces préliminaires étant établis, nous allons en faire Papplication &
la détermination des lois de I'élévation ou de I'abaissement des liquides
dans les espaces capillaires, en prenant pour guide la théorie que M.

Lapluce en a donnée dans le supplément au X.° Livre de la Mécanique
céleste.

De ['Elévation er de la Diépression des Liguides dans les t:les

capillaives.

[6.] ImaciNons un tube cylindrique & base quelconque, et dont les
arétes soient perpendiculaires au plan de la base : supposons qu’il plonge
verticalement dans un liquide, et que ce liquide s'éleve dans le tube
au-dessus du niveau; il est évident que cette ascension du liquide est
produite par lattraction que le tube exerce sur {e liquide, et par celle
que ce dernier exerce sur lui-méme. En effet, {a couche liquide adhé-
rente aux parois, et d'une {paisseur égale au rayon de la sphere d'ac-
tivité sensible du tube, est soulevée par 'action de ce tube. Cette lame
de fluide souléve & son tour celle qui lui est contigué, et ainsi de suite,
jusqu'a ce que le poids du fluide soulevé fasse équilibre aux forces qui
tendent & I'élever davantage. Essayons de déterminer le volume de ce
fluide a l'instant ou 'équilibre s’établit.

Concevons pour cela & Pextrémité inférieure du tube un autre tube
idéal, dont les parois, infiniment minces, soient le prolongement de {a
surface intérieure du premier tube, et qui, n’ayanlt aucune action sur
le liquide, n’émpéche pas laction réciproque du tube et du liquide.
Supposons que ce second tube, d'abord vertical, se recourbe horizonta-
lement, et quenfin il se redresse verticalement jusqu'a fa surface de
niveau du fluide contenu dans le vase, en conservant dans toute son
étendue la méme forme et la méme largeur. If est évident que, dans
Pétat d'équilibre, les pressions doivent étre les mémes dans le premier
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MECANIQUE. 7

tube et dans la seconde branche verticale du second tube ; et comme
le ﬁquide est plus élevé dans le premier tube, Pexces de pression qui
en résulte doit étre balancé par les forces attractives qui tendent a élever
le liquide. Analysons ces différentes attractions.

Le fluide contenu dans la premiére branche verticale du second tube
(cest-a-dire celle qui est le prolongement de la surface intérieure du
premier tube) est attiré verticalement vers le bas, 1.° par fui-méme,
2.° par le fluide qui entoure ce second tube; mais ces deux attractions
sont détruites par les attractions semblables qu'éprouve le fluide contenu
dans la seconde branche verticale du méme tube. Les forces qui sol-
licitent vers le haut le fluide de la premiére branche verticale du second
tube, sont, 1.° lattraction du fluide contenu dans le premier tube;
mais cette attraction est détruite par 'action réciproque que fe fluide du
second tube exerce de haut en bas sur celui du premier tube ; 2.° l'at-
traction de la matiére du premier tube qui produit une force verticale
que nous représenterons par Q, et qui contribue a détruire la pression
exercée par le fluide soulevé dans le premier tube.

Passons aux forces dont le fluide du premier tube est animé. Il est
sollicité dans sa partie inférieure, 1.° par lui-méme ; mais les attrac-
tions réciproques d'un corps se détruisent mutuellement s'il est solide,
et rien nempéche de concevoir le fluide du premier tube consolidé;
2.° il est attiré vers le bas par le fluide contenu dans la premicre
branche verticale du second tube ; mais nous venons de voir que cette
attraction détruisait celle qui érait produite par l'action du fluide du
second tube sur celui du premier; 3.° il est sollicité vers le bas par
attraction du fluide qui environne le second tube, et de cette attrac-
tion résulte une force verticale que nous désignerons par — (', parce
qu'elle agit dans le sens opposé de 1a force Q; 4.° enfin, dans sa partie
supérieure, il est attiré verticalement en haut par le tube; et il est
évident que la force qui résulte de cette attraction est la méme que la
force Q. En effet, si I'on congoit le fluide partagé en une infinité de
petites colonnes verticales, et que par l'extrémit¢ supérieure de chacune
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8 MECANIQUE,

de ces colonnes, on méne un plan horizontal, la partie du tube Infé-
rieure & ce plan ne produira aucune force verticale dans {a colonne;
par conséquent, l'action verticale entiére du tube sur cette colonne sera
la méme que celle qu'il exerce sur une colonne semblablement située
dans le fluide du second tube.

En réunissant toutes ces attractions, on aura une seule force 2Q—Q’,
qui agira de bas.en haut, et qui devra faire équilibre au poids du liquide
soulevé au-dessus du niveau. Si l'on représente donc par ¥ le volume
de ce liquide, par D son poids spéciﬁque, et par g la pesanteur, on
aura P'équation

2Q — Q = gDV, (a)

dans laquelle il ne s'agit plus que de déterminer les valeurs de Q et Q.

[7.] Pour y parvenir, nous observerons d’abord que la force Q,
représentant Paction verticale du tube sur le fluide qu'il renferme, on
peut, dans la détermination de cette force, supposer que le liquide soit
terminé par une surface plane et horizontale; car si 'on considére une
des petites colonnes verticales dans lesquelles nous avons précédemment
divisé ce liquide, et que, par I'extrémité supérieure de cette colonne, on
mene un plan horizontal, la partie du tybe supérieure a ce plan pro-
duira seule une force verticale dans la colonne : or, les attractions cessant
d’étre sensibles aux plus petites distances, on congoit qu’il est permis
d’élever ou dabaisser verticalement d’'une hauteur quelconque la petite
colonne que nous considérons, pourvu toutefois que son extrémité
supérieure se trouve toujours a4 une distance sensible de Pextrémité
supérieure du tube. En raisonnant ainsi pour toutes les colonnes qui
composent le fluide contenu dans le tube; on voit qu'il est possible de
les transporter toutes verticalement, de maniére qu'elles aient leurs ex-
trémités supérieures sur un méme pI_an horizontal. Clest dans cette
position que nous allons considérer le liquide soulevé, et que nous allons
déterminer {a quantité Q, cest-a-dire, la force totale avec laquelle le
tube soul¢ve verticalement le fluide qu'il contient.

Décomposons
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MECANIQUE. 9

Décomposons le fiquide en une infinité de tranches verticales angu-
laires d'une épaisseur infiniment petite, de manitre que chacune d'elles
soit comprise entre deux plans verticaux consécutifs et perpendiculaires
au contour de la base du tube : la droite d’intersection des deux plans
verticaux qui terminent l'une quelconque de ces tranches, sera évidem-
ment la verticale passant par le centre de courbure correspondant de {a
base du tube.

Déterminons 'action verticale du tube sur I'une quelconque de ces
tranches.

Prenouns pour plan des xy le plan horizontal qui termine supérieu-
rement le liquide ; pour axe des x, la normale a fa base du tube qui
divise en deux parties égales la base de la tranche; pour axe des y, Ia
tangente a la base du tube, et pour axe des gz, l'aréte correspondante
de ce tube : si Ton représente par r le rayon de courbure de la base

point qu'on considére, et par s la différentielle de l'arc de cette

1 V¢ I4 £ 4 d
base, I'élément de la tranche sera représenté par —ri (r—x)dx dg.

Maintenant, soit f la distance de cet élément & une molécule quel-
conque dm du tube, et x', y’, 7 les coordonnées de cette molécule :
Fattraction du tube entier sur la tranche décomposée paralielement &
l'axe des 7, sera

f5 Rk A P(f).dm. -—;— (r—x).dx.dg
@ (f) étant la loi dattractmn 4 la distance f.
Or, on a

e+ d7 — af d
f ¢ dg )

. 3 . N . r_ 7 :
Si l'on intégre donc lexpression précédente par rapport & 7, depuis
7=o jusqua g infini, ce qui est toujours permis, lorsque le liquide
soulevé dans [e tube a une hauteur finie, on obtiendra

fédm-f;—s—(i‘——x)dx@,(f);

Thése de mécanigue, B

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



10 MECANIQUE.
puisque [ (f)df = H,—,(f). Cette intégrale représente Vattrac-

tion verticale du tube entier sur une colonne parali¢le a I'axe des g, et
composée des élémens de la tranche pour lesquels x est le méme : de
plus, 7 étant supposé nul dans I'éiément de cette intégrale, f représente
maintenant la distance de Ia molécule du tube au pied de la colonne
fluide verticale dont il s'agit, sur le plan horizontal qui termine supé-
rieurement le liquide.

Représentons par = l'angle que f forme avec le plan des xy et par 6
angle que fa projection de f sur ce plan forme avec l'axe des y;
Iélément dm du tube pourra étre remplacé par f*.df.d8.dw.cos. @ ;
Vintégrale précédente se changera donc en

S df.o,(f).db.dw. cos.ar. L (r—x)du,

L’intégration relative & f doit étre faite depuis la valeur de f corres-
pondante & fa paroi intérieure du tube jusqu'a la valeur de cette méme
variable correspondante & la paroi extérieure. Cette seconde valeur ¢tant
nécessairement finie, lorsque le tube a une épaisseur sensible, nous
pourrons étendre l'intégration jusqua f—— co. On aura donc, n.° [4.],

SPAfS.(f) =1 . (f) 21, (f) + 29,(f),

et par conséquent, ITntégrale précédente deviendra

f3 LPD.(f) + 2f,(f) + 29,(f)]d8dw cos.zr —dri (r—x)dx,

dans laquelle freprésente maintenant la distance du pied d’une colonne
verticale quelconque de la tranche a 'une des molécules du tube, située
sur sa paroi intérieure. I reste maintenant & intégrer par rapport a x,
@ et 0.

Pour cela, substituons & Ia base du tube sa parabole osculatrice, ce
qui est évidemment permis, & cause de la trés-petite étendue des attrac-
tions ; Véquation sera, en désignant par x' et 3’ les coordonnées de l'un

quelconque de ses points,

Pa o ’
Y= 2rx;
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MECANIQUE. 1i

mais on a
2" = x — fcos. = sin. B et y) = fcos. = cos. B ;

partant,
f*cos. @ cos.t = 27 (x — fcos.wsin. b)),
d'ou
. % cos.* @ c0s.*0
x:fcos.@‘51n.9+f .
zZr

Or, 0 et = sont supposés constans dans la différentielle dx de 'inté-
grale précédente; on aura donc, en substituant la variable f 4 {a va-

riable «x,

. .2 28
dx — dfﬂ:os. @ sin. § —~ S cos.* @ cos ) ;

r

par conséquent,

(r—x)dx = df(cos.'za' sin. +M)

r

. 2 cos.2 @ cos.* 0
r—-—fcos.z;rsm.e—f .
2r

Le second membre de cette équation pourra étre mis sous la forme
. B C
fA 3 .
df(rcos.'ar sin. 6 —i-Af—+~—r fr -+ - f),

A, B, C représentant des fonctions de = et 6 seulement.

L'attraction verticale du tube sur {a tranche deviendra donc, aprés
cette transformation,

L Af[ 0 (f) + 210, (f) -+ 29,(/)]
[rcos.'arsin.e—i—Af—{-—fif—i—-;C;-ﬁ]ded@'cos.@'.

Ne considérons d’abord que la partie

L L ds [ f 4 2D, ~ Dy (f)] 7 cos> o sin. § dw db;

7

et intégrons-fa par rapport & £ Dans lintégrale primitive, les limites

de I'intégration relative & x étalent x—=o0 et x—r, ou, ce qui revient

au méme, x=—0 et x == 00, puisque le rayon de courbure est supposé

fini. Ayant remplacé la variable x par la variable £, les limites de l'in-
B 2
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12 MECANIQUE.

tégration relative & f doivent éire les valeurs de f correspondantes aux
valeurs extrémes de x; d'ont il suit que P'on doit intégrer Pexpression
précédente, depuis f==o0 jusqu'a f==00© : on a dans ce cas, n.° [4.],

SALL () + 2/, (f) + 29,(f)] = 6H,;
Pintégrale précédente se réduit donc a
6H,ds. [* d8 da sin. 8 cos. =,
qu'il faut intégrer par rapport & @, depuis @ —o jusqua @=—100°,

et depuis 8=—0 jusqu'a 8==200°, puisque f est nul dans cette derniére
intégrale. Or on a dans ces limites,

fde dw sin. 8 cos.* = — —Z—,

7 étant Ia demi-circonférence dont le rayon est égal & P'unité.

La partie de Pintégrale dont nous venons de déterminer {a valeur,
se réduit donc a 3« H ds. En intégrant les termes dont nous n'avons
pas tenu compte précédemment, on trouverait pour résultat, en suivant
une marche semblable,

12 H dszd@ d@ cos.w —+ 4o H,

r

42 Bdb dw cos.a

TZ

-+ 180 H, ff'FCded@'cos.@'.

Or H,, et, & plus forte raison, H,, H,;, &c. sont incomparablement
plus petits que H,; et, quoique le rayon de courbure entre aux déno-
minateurs des différens termnes de cette expression, tant que sa valeur
sera finie, cette seconde partie de lintégrale sera toujours négligeable
par rapport a la premiere : ainsi l'action verticale du tube sur une des
tranches dans lesquelles nous avons décomposé le liquide, se réduit &
37 Hds : résultat qui nous indique que cette attraction est indépen-
dante de la courbure du tube, pourvu toutefois que le rayon de cour-
bure ait une valeur finie.

On aura la valeur de la force Q, cest-a-dire, lattraction verticale
du tube sur le fluide qu’il contient, en intégrant la quantité 3w H,ds
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MECANIQUE. 13
dans toute I'étendue de la base du tube. En désignant le contour de cette
base par (', on aura donc

= 3wH.C.
Si T'espace capillaire dans lequel le liquide s'éléve est renfermé entre

deux tubes dont l'un soit placé dans I'intérieur de I'autre, il est évident
qu'on aura

—=37nH,.c +~ 37K .0,
b étant le contour de la base du tube intérieur, et X la valeur de H,
correspondante & ce tube. Si les deux tubes sont de méme mati¢re, la
valeur précédente de Q se réduit a 3w H, (c—+0).

Revenons au cas d'un seul tube capillaire plongeant dans un fluide; fa
force Q se réduit alors, comme nous venons de le voir, a 3aH.c:
or, la force Q' est produite par une attraction qui ne difféere de celle
que nous venons de déterminer, que parce quelle résulte de {'action
de molécules fluides sur des molécules fluides, tandis que la force Q
était produite par Vattraction que les molécules du tube exercent sur
les molécules fluides. On pourra donc remplacer Q par 37rH’5c., H’,
étant une quantité de méme ordre que H,, et représentant, par rapport
a Pattraction du fluide sur Iui-méme, ce que nous avons désigné par
par rapport & Pattraction du tube sur le liquide. L'équation (a) du n.°
précédent deviendra donc

3w.c(2H;, — H ) = gDV ; (b}
résultat qui devient tout-a-fait semblable a celui auquel M. Laplace
est parvenu d’une autre maniére, page 18 du Supplément a la Theéorie de
Paction capillaire, en y changeant 3wH, et 3wH'  en p et ¢
En appelant @ la surface de la base du tube, et / la hauteur moyenne du
liquide soulevé au-dessus du niveau. On a V'=—=a#, et par conséquent,
37 (2H; — H'|) c

/l-——- e T

gD a

Cest-a-dire que, daus des tubes de méme maticre, plongeant duns un méme
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14 MECANIQUE.
fluide , la hauteur moyenne du liquide soulevé est proportionnelle au contour
de la base du tube et réciproque a la surface de cette base.

Le méme résultat peut étre étendu au cas ou le contour de la base
du tube serait discontinu ; car les raisonnemens dont nous avons fait
usage, ne cessent d'étre applicables que vers les arétes du tube corres-
pondantes aux points ol la base éprouve une discontinuité dans son
contour : or, I'étendue dans laquelle cet effet a lieu, étant imperceptible,
Ierreur qui en résulte doit étre insensible.

Si les bases des differens tubes sont circulaires, les contours sont propor-
tionnels -aux rayons et les surfaces aux carrés de ces mémes rayons ; ainsi les
hauteurs moyennes sont reciprogques aux rayons des bases, La méme loi se con-
serve pour des tubes prismatiques dont les bases sont des polygones reguliers
d'un méme nombre de cdtés.

[8.] Si l'espace capillaire est compris entre deux tubes dont I'un
soit situé dans l'intérieur de Yautre, nous venons de voir que Fon avait
Q=137nHc—+ 37wKb;

on aura aussi
Q = 3aH' (c+1),
et 'équation (a) deviendra, en appelant a la surface de la base du tube
extérieur, d la surface de la base du tube intérieur, et 4 la hauteur
moyenne du fluide soulevé,
3we(2H —H )+ 37nbl2K, —H' ) == gDh(a—d).

Si les deux tubes sont de méme nature, K| est alors égal & K, et

Péquation précédente donne

ja— 37 (2H; — HY) (¢ + &)
- gD a—d '’

c'est-a-dire que ['élévation moyenne du liquide est encore proportion-
nelle au contour total de la base de I'espace capillaire, et réciproque a
Ia surface de cette base,

Si les bases des deux tubes sont circulaires et concentriques, én
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MECANIQUE. I
appelant r le rayon de la plus grande base, et r’ celui de la plus petite,
I'équation précédente donnera

ho— 3x(2H, — H') 27(r41') __ 3x[2H,—H') 27r(r.__r“')_ .
Y Ry M R L

c'est-a-dire que I'élévation sera la méme que dans un tube circulaire,
dont la base aurait pour rayon la différence des rayons des tubes.

Ce résultat étant indépendant de fa grandeur des rayons 7 et ¥, on
peut [étendre au cas ou ces rayons deviennent infmis. La hauteur
moyenne du liquide soulevé sera donc la méme que dans un tube cy-
lindrique qui aurait pour rayon la distance des plans, et cette hauteur
sera représentée par

3w (2H, — H',)
gDl ’

/ étant fa distance des plans,

Si 'on a un tube prismatique dont la base soit un rectangle, et qu’on
suppose deux faces contigués de ce prisme d'une méme substance, et
les deux autres faces d’'une autre substance, on aura, en désignant par
m le grand c6té de la base, et par # le petit c6té,

b= 2T S (aH—H) - (2 —H )] (1

g m

Si m est trés - grand par rapport & #n, on pourra négliger la fraction

n . .
—, et Péquation précédente deviendra

h = 8_3;__:_1 [(ZHS""Hls) —+ (2[(5'"'[{,5)]:

or, ce cas est celui de deux plans paralleles distans 'un de l'autre de
la quantité #». On en conclut donc le théoréme suivant :

L'édlévation d'un fluide entre deux plans paralléles de nature différente, est
en raison inverse de leur distance mutuelle, et elle est égale a la demi-somme
des élévations qui auraient lien , si lon supposait d'abord le premier plau de
méme matiére que le second, et ensuite le second de méme maticre que le
premier,
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16 MECANIQUE.

Si le tube qui plonge par sa partie inférieure dans un liquide est
oblique a I'horizon, les forces 2Q et Q' étant alors dirigées parallélement
aux arétes du tube, leur résultante doit faire équilibre au poids du
liquide soulevé, décomposé parallelement & ces arétes, cest-a-dire & ce
poids multiplié par le sinus de l'inclinaison du tube & T'horizon. Il est
facile de conclure de 1a, que la hauteur verticale moyenne du liquide
est indépendante de l'inclinaison du tube, en sorte quelle est la méme
que lorsque le tube est vertical.

[9.] Nous avons toujours supposé jusqu'ici que le fluide s'élevait
dans les différens tubes que nous avons considérés. Mais I'équation (b)
fait voir que le liquide s'abaisse dans le tube toutes les fois que 2 H
est plus petit que H’, puisqu'alors le volume J devient négatif, La
valeur de #, prise positivement, indique alors la dépression du liquide
dans le tube ; et il est facile de s'assurer que ces dépressions dans fes
différens tubes sont soumises aux mémes lois que celles auxquelles nous
venons de parvenir pour les élévations. II suffit donc d’y joindre le
théor¢me suivant, au moyen duquel on peut déterminer les circons-
tances dans lesquelles le liquide est soulevé ou déprimé.

Il y aura élévation toutes les fois que le double de I'intensité d'attraction
de la matiére du tube sur le fluide sera plus grand que I'attraction du fluide
sur le méme, et il y aura dépression dans le cas contraire. Si l'intensité d'at-
traction de la matiére du tube sur le liquide est précisément égale a la moitié
de celle de ce dernier sur lui-méme , le fluide ne sera ni élevé ni deprimé,

Nous allons maintenant déterminer la nature des surfaces qui termi-
nent les fluides contenus dans les espaces capillaires. Cette recherche
servira & confirmer quelques-uns des résultats que nous venons d’obtenir,
et nous en fournira d’autres, auxquels il serait difhicile de parvenir direc-
tement par la marche que nous venons de suivre.

Equation
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MECANIQUE. 17

Eguation générale de la surface des Fluides renfermés dans des espaces
Capillaires.

[10.] IL résulte de la propriété caractéristique des fluides, que la
force qui anime chaque molécule de la surface libre d’un fluide en
équilibre est perpendiculaire & cette surface : or, les molécules d'un
fluide renfermé dans un espace capillaire ne sont sollicitées que par la
pesanteur et par ['attraction du fluide environnant, tant quon les sup-
pose & des distances sensibles des parois des vases. L'équilibre d'une
pareille masse fluide exige donc que les composantes tangentielles & la
surface des deux actions dont nous venons de parler, se détruisent
mutuellement par chaque point de cette surface.

Prenons pour origine des coordonnées un point quelconque de fa
surface du fluide, pour plan des xy le plan tangent & la surface & ce
point, et la normale correspondante pour axe de g, et déterminons
d’abord les composantes paralleles aux axes des x et des y de la force
qui résulte des attractions exercées sur I'origine par toutes les molécules
de la masse fluide. La valeur de 7, donnée par I'équation de fa surface

'é V4 . .
et développée suivant les puissances ascendantes de x et de y, sera
nécessairement de la forme

7 = Ax*> -+ Axy—+ By* -+ Cx? -+~ Dx*y -+ Exy* + Fp3 + &c.

Les attractions sur l'origine n’étant sensibles que dans un trés - petit
espace, on peut négliger les termes supérieurs a la troisi¢me dimension.
En représentant par f fa distance d'une molécule quelconque du fluide &
Vorigine, et par 8 'angle que la projection de f sur le plan des xy forme
avec {'axe des v, on pourra représenter I'élément de la masse fluide par
7-fdfd8, en supposant que la projection de f lui est égale dans toute
Pétendue dans laquelle s'exercent les attractions; ce qui n'est permis
quautant que les rayons de courbure de la masse fluide au point qu’on
considére ont des grandeurs sensibles.

Cela posé, si 'on désigne par @/f) la loi d'attraction a la distance f,

Thése de mecanigue. C
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18 MEGANIQUE.

des molécules du fluide sur ellessmémes, I'action totale de Ja masse fluide

sur Torigine des coordonnées sera, en Ja décomposant parali¢lement a
Taxe des x,

[ ifdfdb cos.8(f) et [f¢fdfdbsin.bo(f),

parallélement a Y'axe des y. Remplacant g par sa valeur, et observant
que l'on a
x == fcos.§ et y = fsin. 98,

Jes expressions précédentes deviendront

S @(f)dfdO [ f (A cos.’8 —+ Arcos.*Bsin. 8 — Bcos.8sin.28).....
~+ f3(C cos.*8 — D cos.38 sini.f — E cos.*8 sin.*d - Fcos.fsin.’8) ],
S @(f)dfd8[f* (A cos.*Bsin. 8 + Acos,Bsin.? 8 — Bsin28).....
~ f* (Cc0s.305in.8 - Dcos.*Bsin.*8 ~— E cos.Bsin.38 — Fsin.#8)].
On doit intégrer par rapport a 8, depuis § — o jusqu'a 8 = 400°:
or, il est évident que toute intégrale de la forme [ sin.?8 cos.?8 46,

prise entre ces limites, est toujours nulle, excepté dans le cas ou les

exposans p et ¢ sont tous deux pairs ; les intégrales précédentes se ré-
duiront donc a

Jffedfo(f)dd (Ccost 8 —= Ecos.* sin*8)

et
[ fdfo(f)dd (Fsin48 -+ Dcos.*8sin.20) ;

effectuant Tintégration relative 4 8 dans les limites prescrites, on
obtiendra

+ BC-+E) [fdfo(f) et o (3F+D) [frdf o (f).
Uintégrale relative a f peut étre prise depuis f=—o jusqua f=—o00;
[f+df P f est alors égale &4 24 H', n.° [4.].

La force tangentielle parallele aux x est donc
SH = (3C~+E),
et celle parallele aux y,
6H mw(3F—+ D)
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MECANIQUE, 19

mais on. a

0_6(431)1) ;( d))E ~(dxdy) s %y?)

en supposant x et y nuls dans ces divers coéfficiens aux différences

partielles, ou, ce qui revient au méme, en supposant qu’ils se rap-
portent a forigine des coordonnées.

Or, on sait que, pour qu'il y ait équilibre dans une masse fluide, il
suffit que Ja somme des produits de chaque force par I'élément de sa
direction soit nulle, en assujettissant ces élémens & .appartenir a la
surface du fluide. En nommant donc D la densité du fluide, g la pe-
santeur, et —du ['élément de sa direction, on aura I'équation

3mH' (d: dx a’xa; dx-—}— dy)——-ngu_..o.

Le facteur qui muItlphe 3'7rH ; est evxdemment la différentielle
totale de

Or, équation qui donne le plus grand et le plus petit rayon de cour-
bure d’une surface se réduit a

d: 2 r a!zz
2 ——
R | - d): (dxdy) (dx’ dy‘)+ t=

9, L comme cela a fieu pour le

dx ’ dy
point que nous considérons. En appelant donc R et R les deux rayons
de courbure a l'origine des coordonnées, on aura
d*z &7 I {
e T — R tF TR

L'équation de la surface fluide deviendra donc

‘r s  § T . ,

37rH,.d(—R—-+' T)_—ngzz,
d’ailleurs, les rayons de courbure R et R’ étant indépendans de la
position des coordonnées, on peut transporter origine au point de la

lorsqu'on y suppose nuls x, 7,

C 2
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20 MECANIQUE.

surface pour lequel le plan tangent est perpendiculaire a fa direction
de la pesanteur; I'élément —du de la direction de cette force se chan-
gera en —dgz, et 'équation précédente deviendra

3w H’ d(’?‘?— —+ —;—) ==gDdy;
intégrant :
37:-H',(—}{—+—1%,~) —gD7 -+ 3'7!'H/5(—;*+ %“);
B et B’ étant les rayons de courbure de la surface & la nouvelle origine.
Supposant

1 I __ 2 gD
B+B.—b et '?’T_f,s—-—ldc,
on aura
1 1 2
R HTR T 24l
remplacant R et R’ par leurs valeurs générales, et faisant, pour abréger,
dz __ g &z __ dz iz
I =P T e =m0 s =k

L'équation de la surface du fluide sera

(1 + g*)r—2pgs+ (1L +p*)t

3
(Vp )%

=zwz+—‘;—'- (c)

[ 11.] On peut parvenir & cette méme équation, en comparant fes
forces perpendiculaires & la surface dont les différentes molécules sont
animées. Dans ce cas, nous nous bornerons, pour la valeur de g, aux
termes du second ordre; car il est facile de s’assurer que ceux du troi-
sitme ne produiraient que des quantités insensibles. La surface sera
ainsi réduite & son paraboloide osculateur, et I'on aura

7 = Ax* 4+ Axy + By
Plagons toujours origine des coordonnées en un point quelconque

de la surface fluide, et supposons que l'axe des g soit dirigé suivant
la normale a cette surface. Soit f la distance d'une molécule quelconque
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MECANIQUE. 21

de Ia masse fluide & la molécule attirée, que nous supposerons située
sur Paxe des 7 et & une distance r de l'arigine. Représentons par s la
projection de fsur le plan des xy, et par 8 'angle que cette projection
fait avec laxe des x. L’élément différentiel de la masse fluide sera -
sdsd8d 7. Lattraction du fluide entier sur Ia molécule que nous con-
sidérons, décomposée paralltlement a I'axe des g, sera donc

([ sdsdvde.o(f) 25 (f),
@ (f) étant la loi d'attraction a la distance f.

L’intégrale relative a z doit commencer a la valeur de g correspon-
dante aux points de la surface fluide. Comme nous supposons, dail-
leurs, quelle se termine & une valeur sensible de cette variable, on
pourra I'étendre jusqu’a g=— o0 : or, on a

z;r d7; = %,dz;
l'intégrale précédente deviendra donc, aprés avoir eflectué l'intégration
par rapport & g,

[f sdsdba,(f),
S’ étant la valeur de f relative aux points de fa surface. En appelant
' la valeur correspondante de g, on a

7 = Ax* ~ Axy + By* — s* (A c0s.8 ~ Asin.fcos.8 + Bsin.*8)
et

fr=s 4= r — 2r7,
en négligeant z’l par rapport a s*; on a done
sds = f'df' + rdy;
si 'on veut que cette valeur de sds soit celle qui convient & la double

intégrale précédente, il faut supposer 8 constant dans 4z’ et 4f’, on
aura donc

d7 = 25ds (A cos.*8 — Asin.Bcos.8 —+ Bsin.*b) ;
partant,

S'df' = s5ds[1 ~— 27(Acos.*8 4~ Asin.fcos.§ - Bsin.?8)]:
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22 MECANIQUE.

malis r est nécessairement trés-petit, tant que ¢,.[/f ‘) a une valeur
sensible; on peut donc en négliger le cdrré et les puissances supérieures.
Ainsi {'équation précédente donnera pour sds la valeur suivante,

sds = f'df’ [ 1 + (2Areos.*d - 2 Arsinf cos.b 4 28rsin.*0)];
Ia double intégrale précédente deviendra par-la
fIfdf'e,(f)d8[1 + (2Arcos.*8— 2arsin.fcos.b—+ 2 Brsin.*8)].

Intégrant par rapport & 8, depuis § = o jusqu'a & = 4oo0°, on
obtiendra
2w ffdf [ 4+ (A +B)r]o (f):
intégrant ensuite par rapport & f', depuis f' = r jusqua f' == 00, on
aura, n.° [4.],

[ @ (f) = rq.(r) + @5(7);

Pattraction cherchée sera donc

2w ft (A —+B)r][ro, (r) + @,(r)]
Or, en désignant par R et R’ le plus grand et le plus petit rayon
de cowbure de la surface fluide a Torigine des coordonnées, on a

1 X I
A+B=— (g +x)

Yexpression précédente devient donc

2'71'[1 -+ ; (%+’7;“)][r¢z(") —+ ¢, (r)]

Si 'on veut avoir faction de la masse fluide sur un canal infiniment

étroit et perpendiculaire & la surface, il faut multiplier la quantité pré-
cédente par dr, et lintégrer depuis r — o jusqu'a r—=00: on a, entre
ces {imites,

[dr(ro (1) 4+ ,(r)] = 2H,

et

S () e, (0] =2 A,

2
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MECANIQUE. 23

L’action totale de la masse fluide sur le canal sera donc
1

Cette expression est relative aux corps terminés par des surfaces con-
vexes. Lorsqu’elles sont concaves, ou convexes dans un sens et concaves
dans P'autre, il faut supposer négatif le rayon de courbure correspondant
a la concavité.

Si fa surface est plane, R et R’ sont infinis ; la quantité précédente
se réduit alors & 4=wH',. On voit donc que lattraction d'un corps ter-
miné par une surface quelconque sur une colonne fluide infiniment
étroite et perpendiculaire & cette surface, est composée de trois termes :
le premier, incomparablement plus grand que les deux autres, exprime
Yaction que le méme corps exercerait, s'il était terminé par une surface
plane; le second et le troisiéme sont des fractions qui ont le méme numé-
rateur et qui ont pour dénominateur : fa premiere, le plus petit rayon
osculateur de la surface au point olt {a colonne fluide la rencontre, et la
seconde, le plus grand rayon osculateur de la surface au méme point.
Ces deux derniers termes étant négligeables par rapport au premier,
on est en droit de les supprimer toutes les fois que le premier reste
dans le calcul (comme cela a lieu, par exemple, dans le cas de la
réfraction ) ; mais il est nécessaire d’en tenir compte, lorsque ce premier
terme disparait, comme nous allons voir que cela arrive dans fe cas de
Taction capillaire.

Concevons de nouveau un tube vertical plongeant dans un fluide,
et imaginons par un point quelconque de {a surface du fluide soulevé
un canal infiniment étroit, qui se replie horizontalement au - dessous
du tube, et qui remonte ensuite verticalement jusqua la surface de
niveau du fluide dans le vase. L'équilibre dans ce canal exige que les
pressions soient égales 4 ses deux extrémités. Si I'on représente par #
fa hauteur du point le plus bas de la surface du fluide soulevé au-dessus
du niveau dans le vase, et qu'on prenne toujours ce point pour lorigine
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24 MECANIQUE.

des coordonnées, Y'exces de poids de la premitre branche verticale du
canal sur fa seconde sera g(# -+ g); dailleurs, Tattraction du fluide
environnant produit dans la premi¢re branche une force

dmH + 37l (G + ).
et dans Ila seconde la force
§dmH,:

on aura donc pour I'équilibre
3wH', (’.:T —t ~Rx—) = — gDt + 7).

Cette équation nous fait voir d’abord que la surface du fluide sera
nécessairement concave s’il s'éleve, et convexe sl y a dépression, puis-
que, dans le premier cas, fes rayons de courbure R et R’ sont négatifs.,
et que, dans le second, ils sont positifs. En les prenant toujours positi-
vement I'équation précédente pourra étre mise sous la forme

3wH' (—%——i—-}%——): gD(F —+ z).

Mettant pour R et R’ leurs valeurs générales, et faisant toujours
gD
e = 2
nous aurons
(1 +g)r—2pgs+ (14p)t
(1 +p + ¢ )7

= 2a(k 7). (d)

Cette équation est visiblement la méme que I'équation (c), & laquelle
nous sommes précédemment parvenus. Elle n'est intégrable par aucune
méthode connue; cependant on peut en conclure fa loi du n.°[7.], en
fa traitant par un moyen particulier. La comparaison des résultats obtenus
par les deux méthodes fournit un moyen de connaitre le rapport des
intensités d’attraction de la mati¢re du tube sur e liquide, et du liquide
sur lui-méme,

[12.]
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MECANIQUE. 25

[12.] Pour cela, mettons I'équation (d) sous la forme
2y d d dq .y dg
(1+4") - —p g A5 + (1P -

3
(1+p+q )T

3wH' =gD(k +1);

multipliant les deux membres par dxdy, et mettant a part dans le
second, les termes ou p et ¢ sont différenciés par rapport a x, et ceux
ou ces mémes quantités sont différenciées par rapport & y, on aura

, N g BB —pr 22y T
dxdyg. DK +z)=37H z , dx dy
(1 +p* +¢)%
dg dq dp
(P A=) o — 9 P g
—+ 4 2 2 dxdy

(1 —+ p* + ¢*) >

Si 'on integre les deux membres par rapport 4 x et & y, et que les

intégrales soient prises dans toute I'étendue de la section intérieure hori-

zontale du prisme, l'intégrale du premier membre représentera évidem-

ment le poids total du liquide soulevé: or, le premier terme du second
membre est intégrable par rapport & x, et donne pour intégrale

P (p) ]
V(i pt g3 Y (p) + ()] ]dy'

Ie second sintégre exactement par rapport a y, et donne
7 _— (q) ]dx ;
V(1 + p* -+ ¢ V[t = (p)* + (4)%]
les quantités (p) et (q) désignant les valeurs de p et de ¢, relatives au
commencement de Pintégrale, on aura donc

DK +)dsdy = 3= H'

f[ r’(l+];’+q’ — V[l-*-(;';)‘)-H(q)‘] :Id’y

g . (q) E
+f[ V(i p*+q) V[t (p)*+(q)*] :'dx ()

Les limites des intégrales qui entrent dans cette derni¢re équation,

sont détermindes par la section intérieure horizontale du tube; d'ailleurs,
Thése de mécanique, D
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26 MECANIQUE.
les élémens dx et dy de la double intégrale,

JI (K~ ¢)dxdy

doivent étre supposés positifs dans toute son étendue, pour qu’elle repré-
sente le volume du fluide soulevé; ces élémens devront donc étre aussi
considérés comme positifs dans les intégrales simples du second membre:
or, si Ion suppose que la section du tube soit comprise dans I'angle

- *r1 2 d
droit formé par les axes des x et des y, I'élément P2y devra
V(i +p* +q7)

se rapporter a la partie de {a courbe concave vers 'axe des y, et I'élé-
(p)dy
PRI - G+ (@)

axe. De méme, Pélément

a la partie de 1a courbe convexe vers fe méme

gdx
V{1 + p* -+ ¢*)

se rapportera a la partie de

(q)dx \
T (] 18

la courbe concave vers l'axe des x, et I'élément
partie de {a ceurbe convexe vers le méme axe.

Si Fon partage donc la courbe qui sert de base au tube en quatre
parties détermindes par les points de contact des deux tangentes ex-
trémes parallefes & I'axe des x et des deux tangentes extrémes paralleles
a l'axe des y, on powrra supposer que les deux élémens

pdy ot gdx
V(1 4+ p* =+ g*) V{1 4= p* + ¢%)

se rapportent au méme point de celle des quatre parties de la courbe
qui est concave ada-fois vers 'axe des x et vers 'axe des y - mais, dans
toute cette portion de la courbe, le dy et le dx sont de signes différens ;
on pourra donc représenter la somme des deux élémens précédens par

[ pdy gdx

V(1 4 p* + ¢*) Vit +p* +g¢) L
les différentielles dy et dx étant celles de la section, et dx étant sup-
posé toujours positif.
De méme, on pourra faire coincider les deux élémens

— (p)dy et — (q)dx
Y[+ (p)* = (7°)] Y[t + (p) + {(7)°]
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MECANIQUE. 27
dans toute Ia partie de la courbe convexe a-la-fois vers les deux axes.
Les différentielles dx et dy de la section étant encore de signes différens,
la somme de ces deux élémens sera

[ (p)dy — (g)dx ]
V[t a4 (p)* + (9)*] Vit -+ (p)* + (¢)] T

En supposant encore que les différentielles dx et dy appartiennent au
contour de la base du tube, et que dx reste toujours positif, on pourra

faire coincider les deux élémens

pdy e — (g)dx
V(1 + p* =+ ¢*) V{1 4+ (p)* =+~ (9)*]

dans la partie de fa courbe concave vers I'axe des y, et convexe vers I'axe
des x; dx et dy seront alors de mémes signes, en les considérant comme
relatifs & la courbe, et la somme des deux élémens précédens sera

pdy _ (q)dx
V(1 4+ p* + ¢*) Vit + () + (¢)*] &

Enfin, si on suppose que les élémens

gdx ct — (p)dy
V(1 =4 p* + g¢%) Vit + (p)* + (g1

se rapportent aux meémes points de la portion de la courbe concave

vers l'axe des x et convexe vers l'axe des y, {a somme des deux élémens
sera

___[ (p)dy . g-dx ]
VIt =+ (p)* + (7)7] V(v +p ) I

Or, a chaque point de la section intérieure du tube, il ne correspond
jamais que deux des quatre élémens considérés; on peut donc repré-
senter leur somme par

+[ pdy — qdx ]
T LY wpg) b

Le signe ~ ayant lieu dans la partie de la courbe convexe vers I'axe
des x, et le signe — ayant lieu dans la partie concave. Cette expres-

D 2
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28 MECANIQUE.
sion devra s'étendre alors au contour entier de {a section du tube, et
les différentielies dy et dx seront celles de cette section.

L’équation (e) deviendra ainsi,

— / pdy — gdx
gDV ==t 3mH, IV 12 (f)

en appelant V' le volume du fluide soulevé, cest-a-dire, la valeur
totale de lintégrale

[f (K - ) dx dy.

Maintenant, si 'on désigne par @ l'angle que le plan tangent & la
surface du fluide fait avec les parois du tube supposé vertical, on aura
en général,

V{p* + ¢*)
V{1 4+ p* +q")

COs., @ ——

Si, par le point de contact, on fait passer un plan paralltle & celui
des xy, et qu'on désigne par dx et dy les différentielles des coordonnées
de la courbe d’intersection, par ds, la différentielle de {arc de.cette
courbe, on aura

pdx 4+ gdy == o,
et
d

— V)

d s
p=FtFVr4g) e g==F

par conséquent,

) . dy — qd
Vir+g¢) =21

et

dy — gdx
—_ pay 9
Cos. @ = e T

Si Pon suppose que Fangle @ se rapporte aux points de la surface
fluide, situés a Pextrémité de la sphére d'activité sensible du tube, ds
représentera la différentielle de P'arc de sa base, et I'équation (f) de-
viendra

gDV — 37 H' [cos.wds:
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or, nous avons fait voir n.° [7.], que l'aciion d’un tube sur une tranche
infiniment mince du fluide qu’il contient, est indépendante de la cour-
bure du tube; langle des plans tangens extrémes de la surface fluide
et des parois du tube supposé vertical, doit donc érre constant, tant que
1a nature du tube et celle du fluide ne changent pas; Péquation précé-
dente devient donc

gDV = 3aH cos.w.c,
¢ étant le contour entier de la section intérieure horizontale du tube.

Cette équation confirme fe résultat obtenu dans le n.° [7.}. En com-
parant les deux valeurs de gDV, on a

Hcos.w = 2H, — H';
partant,
' H, = H cos.* + w.
Cette équation fournit la relation suivante entre les intensités d'attrac-
tions du tube sur le liquide, et de ce dernier sur Ini-méme,

L'intensité de lattraction du tube sur le liquide est égale & {'intensité
de fattraction du liquide sur lui-méme, multipliée par le carré du
cosinus de la moitié de langle constant formé par la partie inférieure
des parois du tube supposé vertical, avec le plan tangent a la surface
du fluide & 'extrémité de la spheére d'activité sensible du tube.

Si l'intensité d’attraction du tube sur le liquide égale celle de lat-
traction de ce dernier sur lui-méme, clest-a-dire, si H| :H’S , Tangle
@ est nul, cest-a-dire , que le fluide est tangent a la surface des parois.

Si Hi=+H'|, @ est égal & 100°, ce qu'il était facile de prévoir
d'avance, puisque, dans ce cas, il n’y a ni ¢lévation ni dépression. Entre
ces deux limites, 'angle @ est aigu. Si H, == o0, @ est égal & 200°.

i

5

Pour toutes les valeurs de /| comprises entre o et , Pangle =

est obtus.
Lorsque F est plus grand que ', la formule précédente devient

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



30 MECANIQUE.
illusoire, puisqu'elle donne pour cos. +@ une quantité plus grande que
Punité ; mais, dans ce cas, le tube souléve une colonne fluide qui
Penveloppe intérieurement, et qui peut étre considérée comme un
nouveau tube dans lequel A, — H'|, et par conséquent dans lequel
Yangle = est nul. Ce cas parait étre celui de I'eau et des huiles dans
les tubes de vérre,

[13.]Léquation (c) du n.°[ 10.] est aux différences partielles du second
ordre. On déterminerait les fonctions arbitraires introduites- par son
intégration, par 'équation de la surface des parois du tube dans lequel
Ie fluide est renfermé, et par linclinaison des plans-extrémes de la sur-
face du fluide ; inclinaison qui doit étre la méme pour tous ces plans,
lorsque les parois sont verticales. L'intégration de cette équation se re-
fuse & toutes les méthodes connues, lorsquon fui conserve toute sa
généralité; dans quelques cas particuliers que nous allons examiner, on
en peut obtenir l'intégrale sous forme finie, ou par une approximation
trés-convergente. '

1.° Supposons que fe tube soit cylindrique & base circulaire, et que
son axe soit vertical, la surface du fluide est alors de révolution; dans
ce cas, ['équation dont il s'agit peut étre ramenée a une équation aux
différences ordinaires, susceptible d'une intégration trés-approchée.

La surface du fluide étant de révolution, on a entre les coéfficiens
différentiels du premier ordre p et ¢ la relation py = ¢x, qui donne,
en la différenciant successivement par rapport a x et a y,

yr—gqg -+ x5 et p —+ y5s = x{,
Or, il suffit de connaitre la courbe génératrice de la surface, clest-a-
dire, son intersection par un plan quelconque passant par 'axe des 7,
par exemple, par e plan des x7.
On a alors y = o0, et les relations précédentes nous donnent

— — — P
g.._..o..ls_o et .t — s
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L'équation’ (¢) devient donc

r+ (17

2
—_—2ay = —,
(r+p)3 b
et remplagant p et r par
d 42

dx dx*» 7
et multipliant par xdx,

d*z . dz*
X Tix +‘!z(l+ dxz)

dy — 2xdx
P —2agdx =—F—;
(1 +75)
intégrant, on aura
dg
X dx X%
— 2a [75dx == ——~ -~ constante. (g)

dz? b .

"/(I—l— dx’)

Supposant que l'intégrale fgxdx commence avec g, la constante
sera nulle, puisqu’a {'origine des coordonnées, la tangente se confond
avec laxe des x.

Si « était nul, 'équation précédente se réduirait a

dzg x

——— 2

dx  — V(b = x)

ce qui donne
g =5 — 1/(51'—"%2)»
cest-a-dire que le liquide serait terminé par une surface sphérique dont
le centre serait placé sur l'axe des 7. En substituant cette premiere
valeur de 7 trés-approchée, lorsque le tube est dun diameéwre fort petit,
dans lintégrale [7xdx, et intégrant de nouveau {'équation (g), on
aurait une valeur plus approchée encore pour z.
En se contentant de la premiére approximation 4 laquelle nous
venons de parvenir, il est facile de déterminer la hauteur moyenne du
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liquide soulevé ou déprimé dans un tube, lorsqu’'on connait celle du

point e plus bas ou le plus élevé de la surface fluide, hauteur que nous
avons désignée par &'

En effet, le volume soulevé ou déprimé se compose du volume d’un
cyimdre qui aurait pour base la base du tube, et dont la hauteur serait
¥, et de la portion du liquide terminée latéralement par les parois du
tube, inférieurement par le plan tangent horizontal de la surface, et
supérieurement par la zone sphérique qui forme la surface fluide; cette
zone est évidemment la base d’un secteur, dont langle est égal au

. double de celui que nous avons désigné par = : le volume total soulevé
sera donc représenté par |

l

o 7 [/1' (I—-sm @) (l+231n@‘)
€os.3
en appelant r le rayon de a base du tube. Le méme volume est exprimé par
ar* k; en représentant par 4 la hauteur moyenne du fluide, on a donc

ﬁ:/z'-i—-}r (1 —sine) (1 o 2sin.a@) .

cos.} @

Ainsi, pour avoir les hauteurs moyennes, i faut ajouter aux hauteurs
des points ol fe plan tangent est horizontal, le tiers du rayon multi-
plié par

(1 —sinw) (1 4 2sin@w)

#
S

" cos.

facteur qui se réduit a I'unité, lorsque angle @ est nul, et qui devient
négatlf lorsque I'élévation se change en abaissement, pulsqu alors 'angle
7z est obtus,

[14.] 2.° Prenons pour second exemple le cas d'un plan vertical
plongeant dans un fluide. Le liquide soulevé on déprimé est alors ter-
miné par un cylindre dont les arétes sont horizontales. Déterminons la
section de ce cylindre par un plan perpendiculaire & ses arétes.

L'équation (c) devient alors, en appelant x les coordonnées horizontales,

et
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et 7 les coordonnées verticales,
d*z
d x*

i
(i

en observant que la constante & est nulle dans le cas que nous consi-

\sJ
\ ]

— 2a7==o0,

dérons; multipliant cette équation par dz, et 'intégrant, on aura

V)

Lorsque z==o, ?_z_ est nul; on a donc constante ==— 1. L'équation

précédente deviendra donc

== a7’ -+ constante.

dy — (1 — ag’)dz
, V() V(2 —ag)
Nous avons toujours supposé que lorigine des coordonnées était au

point fe plus bas de la surface du fluide soulevé. I est plus convenable,
dans le cas qui nous occupe, de la placer sur la droite d'intersection de
la surface de niveau du fluide et du plan qui plonge dans ce fluide. I
suffira,, pour cela, de changer le signe de dx, et f'on aura

(ag* — 1)dg

dx — — s
g TV (e) V(2 — ag’)

) A . .
dolt Ton tire, en intégrant,

2/(1 — faz?) 4 t — V(1 —ag?)
V{2a) 2¥(2a) [ I+ y/(r:}ag’-)"

X == const, —

Si I'on désigne par ¢ la valeur de 7 corresponidante & x==0, on aura

2V(1 — agq?) 1 — V(1 —tag?) ]

X
constante — Vs —+ Zvae) log. [miaq’)

€t par conséquent

 — 2%(1»»-‘-1.}49’) _ :».V(_x--}ar)
V(za) : V{za)
['-—-"/l--—”q)][r—%"(f——,'-dz)i}
& ‘/(2) IOg [!-—h/(l-———ag)][l-—}/(x-——‘az)]

Thése de mecanique. E
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La valeur de ¢ sera dailleurs donnée par I'équation

t
1/(14— Tar

En effet, lorsque == 4 la tangente a la courbe fait avec l'axe des

= a 7" — I.

Tangle que nous avons désigné par @ ; on a donc

. . 1 — sin. =
aq—l:—sm.@‘ et g:"/(——»ﬂ

I est nécessaire d’observer que le point pour lequel g est égal a 4,
n'est pas en contact avec le plan qui plonge dans le fluide; mais quil
en est & une distance égale a celle ol cesse l'attraction exercée par ce

plan.

La valeur que nous venons de trouver pour x nous fait voir qu’il croit
4 mesure que z diminue, et quil devient infini Jorsque gz est nul. On
en conclut donc que le plan horizontal du niveau du fluide dans fe
vase est asymptote de la surface du liquide soulevé. On obtiendrait des
résultats analogues, si I'on supposait que le liquide s'abaissdt par I'action

du plan.

[15.] 3.° Examinons enfin le cas de deux plans verticaux paral-
{eles plongeant dans un méme fluide, le liquide peut alors ou s'¢lever
prés des deux plans, ou s'abaisser, ou enfin sélever prés de un, et
s'abaisser pres de l'autre. Nous allons discuter chacune de ces circons-
tances.

Supposons d’abord que le liquide s’éléve vers chacun des plans;
le liquide soulevé sera encore terminé par une surface cylindrique dont
fes arétes seront horizontales. Déterminons la section de cette surface
par un plan perpendiculaire a ses arétes, et plagons maintenant l'origine
des coordonnées au point de cette courbe pour lequel la tangente est
horizontale. Désignons par R le rayon de courbure de Ia section a ce
point, on aura, en appelant tovujours x les coordonnées horizontales, et
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z les coordonnées verticales,

d’z'_
dx* I
dz? E 2EL— "R
(x—l— —
dzg

Multipliant par dg, et intégrant, en observant que — . est nui lors-

que g est égal 4 zéro, on aura

V%

Si I'on désigne par ¢ la valeur de g correspondante au point de fa

R — ¢
2 m—— -
—l—-a,z_._———R .

courbe situé 4 la distance du plan & laquelle l'attraction cesse d’étre
sensible, I'équation précédente donnera, en représentant par @ l'angle
formé par le plan et par la tangente & la courbe au point que nous
considérons ,

r_ I — sin, o 1
{ =——1% —i—"/( —+- 4asz)-

est égal a fa hauteur de T'origine

I est dailleurs évident que aR

des coordonnées au-dessus du niveau du fluide dans le vase. En appelant
cette hauteur %, on a

‘], ) — 1/(1 —dsin.'&r e 4¢:R=)"

q'—l— k étant toujours plus grand que ¢, il en résulte que, quelle que

soit fa distance des deux plans, le fluide mouille toujours chacun d'eux
a une plus grande hauteur intérieurement qu'extérieurement. En appli-
quant les mémes calculs au cas ol le fluide s’abaisserait vers chacun
des deux plans, on trouverait, au contraire, que la hauteur a laquelle
chacun des deux plans est mouillé extérieurement est plus grande que
celle & laquelle chacun d’eux est mouillé intérieurement ; en sorte que
la dépression extérieure est moindre que la dépression intérieure.
E 2
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Examinons, en dernier lieu, le cas ol le fluide serait déprimé pres du
premier plan et soulevé prés du second. La section de Ja surface du fluide
compris entre eux, aura un point d’inflexion, en supposant d’abord les
deux plans & une assez grande distance I'un de Pautre. I est évident que
ce point sera au niveau de la surface du fluide indéfini dans lequel on
suppose que les plans sont plongés, puisque le rayon de courbure y
sera infini. Cela posé, représentons par gz la hauteur au - dessus du
niveau d'un point quelconque de la section de la surface du fluide inté-
rieur, et par x la distance de ce point au premier plan : on aura

LA
d x?

3
dz2 V7
(I—l—‘ dx=)

multipliant par dg, et intégrant, il vient,

I
4z
V()
Nommons = I'angle aigu que la tangente au point de la section placé
a la limite de fa sphére dactivité sensible du premier plan, fait avec

ce plan, et représentons par ¢ fa dépression de ce point au-dessous du
niveau, on aura

= 2a7Z;

— const. = a 7*.

const, — sin. @& abq".
et par conséquent,

I
dz?
]/(I+ dx’)

Soit @’ Iangle aigu que fait avec le second plan la tangente au point
de la section situé & la limite de la sphere dactivité sensible de ce
/ /] 7 . . .
plan, et 4, I'élévation de ce point au-dessus du niveau, on aura

—sin.@ ~ ag* — a g’

. ? ! . -
sin. @’ = a g, == sin. @ —+ a g

H est dailleurs évident que sin. @ -+ a4 représentant le sinus de
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Pangle de fa verticale fait avec la tangente & la section au point d'in-

flexion, cet angle ne peut pas étre droit, car I'équation de la section
deviendrait alors

2,

I
dZ’. — I — d’z ’
V(+2s)
dx

équation qui est la méme que celle du n.° précédent, et qui donnerait

pour x une valeur infinie, lorsqu’on y ferait 7 égal a zéro; ce qui ne
peut pas avoir fieu tant quon suppose qu’il y a inflexion dans la surface
du fluide intérieur.

sin. @ —+ a4* et sin.a’ 4= aq?
sont donc tous deux moindres que 'unité. Si Yon appelle ¢ la dépression
du fluide a l'extérieur du premier plan, et ¢, son élévation a Pextérieur
du second, on aura, en vertu de ce que nous avons démontré pour e
cas d’'un senl plan plongeant dans un fluide,

ag" = sinn@ = aqg,* —+ sinv@’ = 1;
et par conséquent,
g>q et g.>q.;

cest-a-dire que, lorsqu'il y a inflexion dans la surface du fluide compris
entre deux plans verticaux paralleles plongeant dans un méme fluide,
- le fluide est plus déprimé a Pextérieur qua lintérieur du plan vers
lequel il s’abaisse, et il est soulevé & une plus grande hauteur a lexté-
rieur qu'a {'intérieur de celui pres duquel il s’éleve.

Lorsque les angles @ et @’ sont égaux, il y a toujours inflexion dans
fa surface du fluide, et le point d’inflexion est & égale distance des deux
plans. Le théoréme précédent a donc toujours lieu dans ce cas.

Lorsque 'un des angles @ et @ est droit, il est nécessaire que les
plans soient & une distance infinie fun de l'autre pour quil puisse y
-avoir inflexion, puisqu’alors

/e . -
aqg* —+ sinw et ag,* -+ sina’
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sont:égaux & 'unité : donc, pour toutes les distances finies des deux
plans, le fluide intérieur s'élevera ou s'abaissera prés de chacun des plans,
selon que ce sera 'angle & ou 'angle @’ qui sera droit.

Supposons enfin = et @’ inégaux et tous les deux aigus, et soit
@ le plus grand des deux; il est évident que la ligne d'inflexion de la
surface intérieure se rapprochera de plus en plus du premier plan, a
mesure que la distance des deux plans diminuera : or, tant que cette
ligne d'inflexion existe, ¢', diminue & mesure que les deux plans se rap-
prochent ; il existe donc une distance pour laquelle on a

g, = sin. & — sin. @',
et par conséquent,
g = o;
C'est-d-dire que Ia ligne d'inflexion coincide avec le premier plan.

En continuant & rapprocher les deux plans, Pinflexion cessera d’avoir
lieu, et le fluide s'élevera prés de chacun d’eux ; mais toujours & une
plus grande hauteur vers le second que vers le premier. II est facile
de déterminer la distance des deux plans pour laquelle P'élévation du
fluide a Yintérieur du premier plan sera égale a sa dépression § Texté-
rieur du méme plan : dans ce cas,

—r

ag? = ag* == 1 — sin.@;
équation différentielle de Ia section devient

_ (1 —azr)dg )
==V a=ag)

et donne, en intégrant,

— 2¥(1—3ag?) R 1—V(1—%azt
= cons. - U 5k —py Tog hyp [S57450T ]

Lorsque x est nul, 7 est égal 3 g’, et par conséquent ag* est égal &
I — sin.z.

Si 'on nomme ensuite / la distance mutuelle des plans dans le cas
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que nous considérons, on aura 7 égal a g, lorsqu'on fera x égal & /;
on aura donc alors

a7 — 1 — sin.@,
représentant de plus par 6 et §' les complémens des angles @ et @, on
aura enfin

tang. § 0’

—‘“'——[ 2 I ‘0
I= Y (2a) log. hyp. (tang_ée Ry (cos. 36— cos. 30).

Pour cette méme distance, on a évidemment
, Py .
9 — 945
cest-a-dire, qu'a cet instant I'élévation intérieure, par rapport au second
plan, est égale & celle qui a lieu extérieurement.
Pour toutes les distances des deux plans plus petites que /, le fluide
sera plus élevé a l'intérieur du premier plan, quil ne sera déprimé a
Textérieur de ce méme plan.

[16.] Il est facile de conclure des résultats obtenus dans le numéro
précédent, Pexplication des mouvemens a laide desquels deux petits
plans qui nagent a la surface d'un fluide, a une petite distance T'un de
Pautre, sapprochent ou s'éloignent suivant certaines circonstances, en
déterminant directement les pressions que supporte, tant & Pintérieur
qua l'extérieur, chaque élément des deux plans; on trouve que, dans
toute 'étendue dans laquelle ils sont monillés des deux cotés, les pres-
sions qu’ils éprouvent se déiruisent; et que, dans-{a partie ol ils ne
sont mouillés que d'un cbté, elles sont inégales, de maniere que I'exces
de pression qui en résulte pour chaque élément, est égal au poids d'une
colonne liquide qui aurait pour base cet élément, et dont la hauteur
serait I'élévation de ce méme délément au-dessus du niveau du fluide
dans le vase ol les plans sont plongés. Prenant la somme de toutes ces
pressions, on est facilement conduit au théoréme suivant.

« Quelles que soient les substances dont les plans sont composés, la
» tendance de chacun d’'eux vers l'autre est égale au poids d'un prisme

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



4o MECANIQUE.

» fluide, dont la: hauteur est la différence des élévations au-dessus du
> niveau des points extrémes du contact du liquide intérieur et exté-
rieur avec ce plan, dont la profondeur est la demi-somme de ces
mémes €lévations, et dont la {argeur est celle des plans dans le sens

-

¥

M

¥

horizontal. On doit supposer I'élévation négative, lorsqu'elle se change
» en dépression, et observer que, si le produit des trois dimensions pré-
cédentes est négatif, la tendance devient répulsion. »

-4

[17.] Les principes que nous avons exposés suffisent pour soumetire
au calcul {es différens phénomeénes qui dépendent de lattraction molé-
culaire. L'ouvrage dans lequel M. Laplace a déduit d'une analyse rigou-
reuse Pexplication et les Jois de ces phénoménes, renferme, en outre, la
solution de plusieurs questions importantes qui dépendent, par leur
nature, de la cause générale des effets capillaires. La conformité remar-
quable des résultats de Pobservation et de ceux auxquels le calcul conduit,
assure d'une maniére incontestable la Iégitimité de I'hypothese qui sert
de fondement & cette théorie.

FIN. v T
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On a pris pour sujet la Théorie des réfractions
gstronomiques,

[ - e g L o o & I )
De la Réfraction en general.
1. EN supposant que les différens mouvemens de la lumiére

solent le résultat de laction des forces attractives ou
répulsives, le principe de la moindre action doit étre

AN I

R,
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vériié dans toutes les hypothéses de réfraction; on conclut
des relations au Fxoyen desquelles on peut déterminer la loi
des vitesses de la lumiere, lorsque I'on connait celles des
directions’ des rayons Iummeux, et rempnoquement

2. Applications aux cas de la réfraction ordinaire, et de la ré-
fraction. extraordinaire dans les substances cmstalllsees.

3 Examen particulier du cas de la réfraction ordinaire. Loi a
laquelle elle est soumise. Démonstration de cette loi, par
le principe de- la conservation des forces vives. Discussion:
des différentes circonstances que présente le mouvement
de la lumiére dans des miflieux dont la puissance réfrac-
tive varie d'une maniére quelconque. Détermination de
‘Fangle’ correspondant & la réfraction totale. Explication
du mirage.

4. Moyen de déterminer la pulssauce reﬁacnve des corps dia~
phanes et des corps opaques. :

Des Refractions astronomiques.

5. Application des résultats précédens aux attractions successives
que les différentes couches de I'atmosphére exercent sur Tes
molécules lumineuses qui les traversent. Equation diffé-
tielle du mouvement de la lumiére.

6. Iniégration de cette équation. Pour Veffectuer généralement,
il faut connaitre la loi suivant laquelle la densité des couches
atmosphériques varie avec leur hauteur. Les deux limites
de cette loi sont une densité coustante, et une densité
décroissante en progression géométrique, pour des hau—
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teurs en progression arithmétique. Examen du premier cas:
La réfraction qui en résulte est beaucoup trop faible.

7. La seconde hypothése suppose une température uniforme
dans toute I'étendue de I'atmosphere. Intégration del'équa-
tion différentielle dans cette supposition. Elle donne une
réfraction trop forte.

8. Intégration de I'équation différentielle, dans I'hypothése ou
la densité de lair décroitrait en progression arithmeétique
pour des couches d'égale épaisseur. Cette supposilion donne
une réfraction trop petite, mais plus rapprochée que celle
qui résulte d'une densilé consiante. La vraie constitution
de I'atmosphere est donc intermédiaire entre cette derniére
supposition et celle d'une température uniforme.

g. Intégration de I'équation différentielle dans une hypothése
composée des deux précédentes. Les formules qui en ré-
sultent pour les réfractions et le décroissement de chaleur
de l'air, s’accordent avec les phénomenes observes.

10. Formule qui donne la réfraction pour toutes les hauteurs
qui surpassent 12°, Discussion des Lllémens qui entrent
dans cette formule.

11. Examen de Pinfluence que peut avoir 'humidité de lair
sur les réfractions.

12. Des réfractions terrestres. Détermination des formules qui
les expriment.

Vu par le Doyen de la Faculté des Sciences.

S. F. LACROIX.

De I'lmprimerie de M™® Veuve COURCIER , Imprimeur-Libraire pour
les Mathématiques, qual des Grands-Augustins, n° 57.
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