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THÈSE DE MECANIQUE CÉLESTE. 

MÉMOIRE SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. 

On sait que le principe de la conservation du mouvement du centre de 

gravité permet de ramener le problème général au cas où l'un des trois corps 

serait fixe (*). C'est ce dernier cas que j 'étudie dans ce .Mémoire, et la ques

tion que je me propose est celle-ci : 

Déterminer le mouvement de deux points soumis à leur attraction mu

tuelle et à celle d'un point fixe; l'attraction étant d'ailleurs une fonction 

quelconque de la distance. 

Ce problème, ainsi défini, contient douze inconnues, et admet, par con

séquent, douze intégrales. On n'en connaît encore que quatre : celle des 

forces vives et les trois des aires; il en lesterait donc huit à trouver. Mais 

M. Bertrand a fait entrer la question clans une voie nouvelle (**) en indiquant 

neuf fonctions des douze inconnues dont les dérivées par rapport au temps 

ne contiennent pas d'autre quantité que ces nouvelles inconnues elles-mêmes. 

En exprimant qu 'une fonction z de ces inconnues a sa dérivée par rapport 

au temps nulle, il obtient une équation différentielle partielle linéaire a neuf 

variables seulement dont on connaît deux intégrales : celle des forces vives 

et la somme des carrés des trois aires. 

Seulement, la nouvelle équation a perdu la forme remarquable et les pro

priétés qui caractérisent les équations ordinaires des problèmes de méca-

(*) Mémoire sur l'intégration des équations différencielles de la mécanique, par M. J. Bertrand 

Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XVII, 1852. 

( ** ) Ibid. 
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nique. J'arrive dans ce Mémoire à huit nouvelles variables : 

fonctions de celles de M. Bertrand, et telles, qu'on a pour l'équation diffé

rentielle partielle qui définit les intégrales du problème indépendantes du 

temps, conformément au type habituel, 

H étant la quantité qui reste constante en vertu du principe des forces vives. 

§ I. 

1. Je démontre d'abord le théorème général qui a servi de point de dé

part à mes recherches et que j'ai, déjà donné dans un précédent Mémoire. 

Soit un problème de mécanique quelconque, et 

l'équation différentielle partielle à laquelle satisfont les 2 n — I intégrales du 
problème indépendantes du temps. Désignons avec; Poisson par (a, fi) la 
quantité 

où a. et j3 représentent deux fonctions quelconques des inconnues />,,</,,•••• 

Pni (ln'-> le théorème dont il s'agit est le suivant : 

Si l'on trouve 2k fonctions des variables p et q, 

satisfaisant aux —^ ' conditions 
2 

et telles, que la constante H de l'équation des forces vives s'exprime en fonc-



tion de ces quantités seulement, je dis que les nouvelles variables devront 

satisfaire aux équations différentielles 

En effet, 

Mais H est par hypothèse une fonction de / , , « , , . . . , lk, nh; donc, en 

vertu de la forme linéaire de la fonction (H, /,), 

car toutes les parenthèses sont nulles à l'exception de (/?,, /,) qui est égale 

à 1. Donc 

On aurait de même 

car 

Cela posé, j'aborde la question que j'ai en vue. 

§ II. 

2. Soit ,u la masse du point fixe, m et /«, celles des points mobiles; le 
système étant complétement libre, on peut prendre pour les variables q : 

On sait d'ailleurs que, T étant la demi-somme des forces vives, 



par suite 

Les variables que je leur substitue provisoirement avec M. Bertrand sont 
les suivantes : 

Le carré de la distance des deux points mobiles est 

On a donc pour l'équation des forces vives 

et pour les équations différentielles du problème, en désignant par a, *,, ,3, 
trois coefficients qui ne dépendent que de u, u, et q : 

(H) 



Les coefficients a, « ( , fi, ont pour valeur 

3 . Je forme, au moyen des équations (II) , les dérivées par rapport au 

temps des variables ( I ) ; il vient 

(III) 

équations qui ne contiennent pas d'autres variables que les quantités (I) . 

4. Ces variables (I) ne sont pas toutes distinctes; il existe entre elles une 

relation que je vais établir. Pour cela, je rappelle un théorème bien connu 

de la théorie des déterminants : 

Si l'on considère le déterminant de n2 lettres dont le terme général serait 



p étant un nombre donné et i et k deux autres nombres, qui peuvent prendre 

toutes les valeurs comprises entre 1 et n, 

1°. Ce déterminant est identiquement nul si p est plus petit que n; 

2°. Si p = n, il est égal au produit du déterminant des quantités a par 

celui des quantités a. 

Cela posé, le déterminant 

si l'on a égard aux valeurs (I), tombe précisément dans le premier cas, et 

doit être identiquement nul. J'ai ainsi la relation 

5. Cette équation peut servir à réduire d'une unité le nombre des varia

bles (I), en éliminant par exemple s. On obtient ainsi les équations diffé

rentielles données par M. Bertrand. Comme on a fait d'assez longs calculs 

pour trouver le multiplicateur de ces équations , j'indique en quelques mots 

comment j 'y étais arrivé. 

Considérons les équations (III), abstraction faite de la signification des 

quantités qui y entrent, et désignons par D le deuxième membre de l'équa

tion (1), qui n'est plus égal à zéro; je dis que D = constante est une inté

grale du système (III). En effet, sa dérivée par rapport au temps est une 

fonction des variables (I) qui s'annule quand on y remplace s par sa valeur 

tirée de l'équation D — o; si donc elle n'est pas identiquement nulle, elle 

ne peut être qu'une fonction de D. 

Mais si l'on avait 



on pourrait poser 

et l'on en conclurait 

ce qui est absurde, puisque F (D) doit se réduire à une constante quand on 

a égard à la signification des variables (I). 

On peut donc considérer le problème des trois corps comme une solution 

particulière d'un problème plus général, dont les équations seraient (III), 

et dont on connaîtrait une intégrale, D = constante. 

Or.il est facile de voir que ces équations ont pour multiplicateur l'unité; 

et si l'on profite de l'intégrale D = constante pour éliminer l'une des varia

bles, .y par exemple, le multiplicateur devient yp-, en vertu d'un théorème 

Us 
bien connu. 

G. On connaît d'ailleurs deux autres intégrales du système (III), savoir 

celle des forces vives et la somme des carrés des trois intégrales des aires 

(2) 

7. Avant d'aller plus loin, je remarque que les dérivées de D par rapport 

aux variables (I) sont des déterminants qui tombent dans le deuxième des cas 

du n° 4. On peut les décomposer en facteurs et les exprimer en fonction de 

quatre déterminants que voici : 

Je représente ces quatre déterminants par 

d'après les indices qui manquent dans chacun d'eux, et j'ai pour les déri-
2 

Or.il


vées de D : 

( IV) 

Les six dernières ont été calculées en ayant égard à ce que chacune des 

quantités tv, «>,, r, /•,, r/, s se trouve à deux places dans le déterminant D; 

par suite, la dérivée correspondante est la somme de deux déterminant, qui 

se trouvent être égaux vu la forme particulière de I). 

8. Les dérivées par rapport au temps des (onctions A sont données pur 

les formules très-simples : 

(V) 

Pour démontrer la première, je remarque que la dérivée du déterminant 



A'est la somme des trois déterminants qu'on obtient en substituant successi

vement à chaque ligne verticale les dérivées des tenues qui la composent. 

La première ligne d o n n e - ; je mets le signe —, car un même terme 

/A' 
a des signes différents dans A et —.— Quant aux déterminants provenant de 

la différentiation des deux autres lignes, ils sont identiquement nuls, car ils 

contiennent deux lignes formées de nombres respectivement proportion

nels. 

Les formules (V) peuvent servir à former les dérivées par rapport au 

temps des quantités (IV) ; les équations auxquelles on arrive forment un sys

tème identique au système (I I I ) , si l'on v remplace 

respectivement par 

mais je ne m'arrête pas à développer ces analogies. 

§ III. 

9. Occupons-nous maintenant de remplacer les variables de M. Bertrand 

par d'autres qui satisfassent aux conditions indiquées au n° 1. 

Je commence par calculer les quantités 

qu'on obtient en mettant sueeessivement au lieu de ? et ^ dans la formule 

ci-dessus, les fonctions 

combinées deux à deux de toutes les manières possibles. 

Les tableaux ci-joints (n° I et n° II) présentent tous ces résultats sous 

forme synoptique. 
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Voir le tableau n° II. 

TAIU.EAU K° II. 

A 
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Comme (fi, a) =•— («, /3), il est essentiel de prévenir que, dans ces Ta

bleaux et dans tous les analogues, la lettre qu'on prend dans la première 

colonne verticale est celle qui doit figurer la première dans la parenthèse. 

Par exemple, (//•, v) = l\w, (u, u) = — f\AV. 

Les calculs relatifs au tableau n° I n'offrent aucune difficulté, mais pour 

former le tableau n° II, j'ai besoin d'établir quatre formules. 

10. Considérons le déterminant D et sa première ligne horizontale : n, <j. 

w, / , . On peut décomposer D en quatre séries de termes contenant res

pectivement comme facteurs u-, <y, w, rt. 

Le coefficient de u est -.-• Celui de q n'est que - —r—, d'après la remarque 
du l 

du n° 7. 
On a ainsi une première expression de D : 

Les trois autres lignes fourniraient des expressions analogues. 

Remplaçons D par o et ses dérivées par leurs valeurs, il vient, en suppri

mant les facteurs communs, 

Cela posé, pour avoir (A,, A), j'égale les résultats qu'on obtient en com

binant A, avec les deux membres de la première des équations (IV) 

il vient, en supprimant le facteur 2, 

ou, en ayant égard aux équations (VI), 



et enfin, en supprimant A qui se trouve facteur commun, 

j'aurais de même les autres combinaisons qui figurent dans le tableau n° II. 

i l . Je remarque, à l'inspection du tableau n° I, qu'une quantité quel

conque, combinée avec «' et <v,, se reproduit soit avec son signe, soit avec 

un signe contraire. On en déduit facilement que les six quantités 

donnent zéro à la fois avec w et wt. Je prends ces six expressions pour incon
nues à la place de w, w{, r, /',, <y, s; et si je substitue en même temps a n. 

*/,, v, v( leurs racines carrées, j'aurai un deuxième système de variables pro
visoires, par lesquels je puis remplacer les variables (1). Ce système est le 
suivant : 

Au moyen de ces expressions, je forme le tableau n° III, qui donne les 

valeurs des quantités (v, <p), (v, 4)> • • • > répondant à toutes les combina! 

sons deux à deux des nouvelles variables (VII). Cette opération ne présente 

pas d'autre difficulté que la longueur des calculs. 
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12. J'arrive enfin à constituer mon système définitif. Pour cela, je vois 
que je puis prendre pour les quatre premières variables, 

(VIII) 

car on a bien, d'après le tableau n° III, 

.le substitue les variables (VIII) à v, vt, <p, <p,, et je vais chercher des 

fonctions des six autres qui donnent zéro avec les quatre nouvelles. 

15. Rappelons d'abord une remarque déjà faite au n° I; elle consiste en 

ce que, si /3 = F(>, o, i . . . ) , on a, en vertu de la forme linéaire de la 

fonction («, j3) : 

Cela posé, je puis exprimer qu'une fonction z de /,, /2, 4 , 4 , , f, f,. z. ?. 

combinée avec «, et n„, donne un résultat nul, ce qui assujettit cette Coi» -

tion à satisfaire à la fois aux deux équations différentielles partielles : 

(V 

(4) 

Je remarque d'abord que z, dont la différentielle ne figure ni dans IV-

quation (3), ni dans l'équation (4), est une première intégrale commune a 

ces deux équations et peut me fournil' une cinquième variable à joindre au 

système (VIII). 

L'intégration de l'équation (3) n'offre-d'ailleurs aucune difficulté, elle se 

ramène à celle de deux équations différentielles linéaires du premier ordre 

et à une quadrature; les intégrales sont : 



Ajoutons-y l2, ^t, p, qui sont considérées clans l'intégration comme des 

constantes, x que j'ai déjà mis de côté, et nous aurons la solution complète 

de l'équation (3) : 

Pour trouver maintenant les intégrales communes aux équations (3) et 

(4), il suffit d'exprimer que cette expression de z satisfait à l'équation (4); 

ce qui conduit à 

(5) 

Cette équation a précisément la même forme que l'équation (3); ses in

tégrales sont 

Il faut y joindre a, et «2, ce qui, avec x, donne six intégrales communes. 

14. Le but que je me propose est d'obtenir des fonctions qui donnent 

zéro avec nn n2, l,, /., ; celles que je viens de trouver satisfont aux deux 

premières conditions seulement, mais on peut très-facilement leur faire aussi 

remplir les deux dernières. En effet, j'ai remarqué (n° 11) que les six quan

tités 4) 4i» P> Pu " ' C donnent zéro avec w et wt, c'est-à-dire avec /,//, 

et /2n2 ; si donc À est une fonction de -\J., 4 , > p-, p)5 *> 'Ci On aura 

Je dis que si de plus (/, A, n{ ) = o , le produit /, n, A donnera zéro à la lois 

avec n{ et /,. 

Il suffit évidemment de démontrer la partie du théorème relative à /, ; or 

on a 

(6) 

Mais par hypothèse 

c'est-à-dire en développant 



multiplions ces deux équations par /, et ajoutons-les à l'équation (G), il vient 

En appliquant ce théorème aux quantités a,, a,, [:,, |3,, fi, , je vois qu'il 

suffit d'y introduire comme facteur nt, n3, ou n, n„, pour obtenir en définitive 

six intégrales communes aux équations (3) et (4) ou (3) et (5), qui donnent 

zéro à la fois avec //,, n2, /,, /„, et parmi lesquelles je prendrai celles qui 

doivent compléter le système (VIII). Ce sont 

(IX) 

§ IV. 

15. Il s'agit maintenant de choisir des fonctions des variables (IX ) qui 

soient conjuguées deux à deux comme le sont nt, /, ; //,, /.,. Ce problème 

n'est pas déterminé et ne peut être résolu que par tâtonnement. J'ai été 

conduit à considérer les cinq fonctions : 

(X) 

Les trois premières sont évidemment des fonctions des quantités (IX); 



et il en est de même V et o ( , car la troisième et la quatrième des équa

tions (IV) donnent 

(7) 

Cela posé, je prends K OU une fonction de x. pour cinquième variable, et 

j ' a i , en faisant usage du tableau n° III, 

J e u conclus que y, — y donne zéro avec une (onction quelconque de •/., et 

que d'un attire côté si je prends 

je pourrai prendre pour sa conjuguée /, 

,1e choisis cette dernière et je pose 

l(>. Il ne me reste plus qu'à trouver mes deux dernières variables; pour 

cela, je remarque d'abord que l'on a 

et partant 

comme d'ailleurs 

la fonction 

donne zéro avec les six. premières, / , , n, , /„, n.,, /.,, « , . 

Avant d'aller plus loin, je réunis dans le tableau n° IV le petit nombre de 

formules qui me sont encore nécessaires. 
3. 



TABLEAU N° IV. 

7 7 . <P °V! 
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7> 
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S\ + y-S' 

\ / i — x' 
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V'i — x'' 

<?; •+• x3 ' 

\ / l — x1 
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o 

<î'-f- *<îj 

v ' ' — " ' ( 7 — 7.) 

O 

Pour trouver enfin la conjuguée de /4, je remarque qu'une fonction quel

conque de o', S'j et x donnera zéro avec ln l2, nn n2 et «3. D'un autre côté. 

je déduis du tableau n° IV 

d'où 

Combinons maintenant 7 -h 7, avec une fonction de K et déterminons 

cette fonction de manière que le résultat soit t / - — - ; en la retranchant de 

log (S 'H- O\ ), j'aurai une nouvelle quantité qui donnera zéro avec y -+- y, ; or 

d'où 

Si donc je pose 

y -h y, donnera zéro avec log £ ou avec £. 

On prouverait par un calcul analogue que la fonction 



jouit de la même propriété. 

17. Mais j 'ai , toujours en vertu du tableau n° IV, 

d'où 

Donc la conjuguée de ~(y, — y) ou de /, est 

Les huit variables que je viens de trouver, jointes à la constante C, peu

vent être substituées aux dix variables (I) en ayant égard à l'équation 

D = o. Il ne reste plus qu'à exprimer la quantité H en fonction de ces nou

velles inconnues. 

18. L'expression qu'on obtient ainsi pour H est remarquable en ce sens 

qu'elle est la différence de deux fonctions dont la première ne confient pas 

l\ i 4 J An A,; tandis que la deuxième est homogène et du deuxième degré 

par rapport à ces mêmes variables, c'est-à-dire que les équations différen

tielles auront précisément la forme qui conviendrait à un nouveau problème 

de mécanique. 

La solution de ce problème donnera pour le problème des trois corps des 

intégrales tout à fait isolées de celles des aires et de leurs conjuguées; en 

sorte que ces dernières paraissent former un système à part qu'on aurait 

plus ou moins arbitrairement accolé au premier. 

J'ai déjà étudié, dans un .Mémoire sur l'intégration des équations diffé

rentielles de la mécanique, inséré au Journal de Mathématiques pures et 

appliquées, tome XX, des cas où l'on peut arriver à remplacer une équation 

de la forme 

(a) 

par deux ou plusieurs équations pareilles, mais plus simples, ce qui divise 

les intégrales de la première en systèmes canoniques indépendants 1 un de 

l'autre. Seulement la forme (a), qui convient aux problèmes de dynamique 



auxquels s'applique le principe des forces vives, a beaucoup plus de géné

ralité, et conserve presque toutes ces propriétés quand H cesse d'être homo

gène et. du second degré par rapport à la moitié des variables; j 'obtiens 

donc ici, en retombant sur la forme spéciale à la dynamique, quelque chose 

de plus que ce que ma théorie m'avait promis. 

Ce résultat est d'ailleurs purement accidentel et tient non-seulement au 

problème spécial qui m'occupe, mais encore à la manière particulière dont 

j'ai conduit le calcul. 

En effet, la symétrie de tous les tableaux, par rapport aux coordonnées 

et aux vitesses, indique un autre système de variables parallèle au mieu. 

auquel je serais arrivé si j'avais posé au n° 12 

Je ne développe pas les calculs qui n'offrent aucun intérêt; mais il est 

facile de reconnaître, à la seule inspection de H, que //, et n., seraient seule 

en dehors des fonctions qui dépendent de la loi d'attraction, et que la forme 

de H ne se prêterait plus à une interprétation analogue. 

19. Avant de calculer H, je vais remplacer les lettres / et n par les lettres 

/; et q qui servent habituellement dans la Mécanique analytique; et en même 

temps je substituerai, pour plus de commodité, aux quatre dernières varia-

bles les suivantes : 

et mon système définitif sera ainsi constitué 

(X) 



20. Je passe au calcul de II. L'expression des trois fonctions / n'offre 

aucune difficulté; il reste 

Or cette quantité est égale à 

ou à 

ce qui devient, en ayant égard aux équations (7), 

Il suffit donc d'exprimer o' et o\ en fonction des nouvelles variables et de 

C, car 1 — z' = sin2 (</., — q.). 

Mais on a 

•le remplace les deux premiers termes par leurs valeurs tirées ries équa

tions (7), et quant au dernier, je le tire de la dernière des équations >\\ • 

qui peut s'écrire 

J'obtiens ainsi 

Les deux équations 



donnent 

d'où 

et enfin 

et j'obtiens définitivement la valeur de H qui suffit pour former les équations 

différentielles : 

(8) 

2 1 . Voici l'interprétation qu'on peut donner de ce résultat : Si je consi

dère le cas où le mouvement a lieu dans un plan, on a pour H, en désignant 

par q{ et q., les deux rayons vecteurs, par ry3 et qA les deux azimuts 

en posant comme à 1 ordinaire 

(9) 

il vient 

c'est-à-dire précisément les deux premières lignes de la valeur (8) de II. 



Ceci prouve que le problème auquel je suis ramené peut être considéré 

comme celui du mouvement des trois corps dans un plan, troublé par une 

fonction perturbatrice égale à 

L'expression de cette fonction perturbatrice est remarquable. En effet. 

(i — (/;., -h /;.,)% en ayant égard aux valeurs (q) de/; . , et de y;., est le pre

mier membre de l'intégrale des aires, ou du moins une fonction de ce pre

mier membre tel qu 'on l'écrit: ordinairement. 

mq~t sinV/, + «/., (]\ s u r <pt est la somme des moments d'inertie des deux 

corps mobiles pris par rapport à l'axe polaire. 

<y, q., sin(r/., — q,) est le double de la surface du triangle formé par les trois 

corps. 

On peut donc énoncer ainsi le théorème dans lequel se résume mon 

Mémoire : 

Pour intégrer le problème des trois corps dans le cas le plus général, il 

suffit de résoudre le cas où le mouvement a lieu dans un plan, et d'avoir 

ensuite égard à une fonction perturbatrice égale au produit d une con

stante dépendant des aires par la somme des moments d'inertie des corps 

autour d'un certain axe, divisé par le carré du triangle formé par les trois 

corps. 

Il résulte d'un calcul tirs-simple que cet axe à partir duquel je compte 

les azimuts est l'intersection du plan invariable par la position actuelle du 

plan des trois corps. On le construirait en portant sur les rayons vecteurs 

OM et OM,, diriges du point fixe vers chacun des points mobiles, des lon

gueurs respectivement proportionnelles à o\ et o) et en composant ensuite 

ces quantités comme des foires. On peut remarquer aussi que l'angle I des 

deux plans dont je parle est donné par la formule 

de sorte que l'expression.de la forme perturbatrice peut s'écrire 



2 2 . Quant au problème du mouvement des trois corps dans un plan, la 

connaissance de l'intégrale des aires' 

permet de réduire à six le nombre des variables indépendantes. Eu rem

plaçant q3 — qk par q3, on aurait, pour la quantité H, 

et pour les équations différentielles du problème, 
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THÈSE D'ASTRONOMIE. 

SUR L'ATTRACTION QU'EXERCERAIT UNE PLANÈTE, SI L'ON SUPPOSAIT SA MASSE RÉPARTIE 

SUR CHAQUE ÉLÉMENT DE SON ORBITE PROPORTIONNELLEMENT AU TEMPS EMPLOYÉ 

A LÉ PARCOURIR. 

Sur l'attraction d'un anneau elliptique. 

La question qui fait l'objet de ce Mémoire a été traitée pour la première 

fois par M. Gauss, en vue de la théorie des perturbations. 

Considérons une planète occupant dans son orbite E la position quel

conque P, et soit E ' l'orbite d'une autre planète dont on veut étudier l'ac

tion perturbatrice sur la première. 11 faudra ajouter aux composantes des 

forces principales, des fonctions qui représentent les composantes de la 

force perturbatrice et qui dépendront , non-seulement des coordonnées du 

point P, mais encore de la position variable de la seconde planète. Mais si 

les moyens mouvements des deux astres n 'ont pas de commune mesure, 

la même position P, après 1, 2 , 3 , etc. , révolutions, correspondra succes

sivement à des lieux de la planète troublante P ' , P', , P., , etc. , qui, au bout 

(l'un temps suffisamment long, liniront par couvrir l'ellipse E' tout entière. 

4. 



Les actions qui répondent à ces lieux différents s'ajoutant d'ailleurs en 

quelque sorte pour produire des inégalités à très-longues périodes, qui ne 

dépendent plus des positions particulières P ' , P'(, P'2,. . . , M. Gauss a eu 

l'idée de les remplacer par une espèce de moyenne, en répartissant la masse 

de la planète troublante sur chaque élément de l'orbite proportionnellement 

au temps employé à le parcourir, et considérant ensuite l'anneau fixe ainsi 

défini au lieu de la planète mobile. 

C'est ainsi qu'il a été conduit à s'occuper d'une question qui d'ailleurs est 

intéressante par elle-même, indépendamment des applications auxquelles elle 

pourra peut-être donner lieu. 

§1. 

Pour calculer l'attraction d'un anneau elliptique sur un point quelconque, 

je prends pour axes coordonnés les axes principaux de l'ellipse et une 

perpendiculaire à son plan; si E est l'anomalie excentrique, on a 

d'où, en prenant T pour unité, 

telle est la masse de l'élément qui répond à l'angle E. D'un autre coté, les 

coordonnées du point M sont a cos E et bs'mE; donc, en désignant par 

A, B, C celles du point attiré, le carré de la distance de ces deux points est 



et l'on a, pour les trois composantes de l'attraction, 

En prenant pour inconnue tang ^ E , on aurait à intégrer des fonctions 

d'un radical carré recouvrant un polynôme du quatrième degré. Ces qua

dratures se calculent facilement par les fonctions elliptiques en suivant les 

procédés ordinaires; mais la méthode de réduction de M. Gauss est remar

quable à cause de son élégance et de l'interprétation géométrique dont elle 

est susceptible. Elle a d'ailleurs une grande analogie avec la simplification 

de l'équation générale du deuxième degré à trois variables. 

Faisons donc avec lui la substitution suivante : 

Les neuf coefficients a, j3, y ne sont pas complétement arbitraires: ils 

doivent être tels que l'on ait cos2E H- s i i rE = i, quel que soit T. 

Pour cela, j'écrirai 

k étant arbitraire. On obtient ainsi les six équations de condition : 

(I) 

On peut en déduire un grand nombre d'autres relations. Et d'abord je 



reprends la première, la quatrième et la cinquième, que j'écris ainsi : 

Elles peuvent être considérées comme trois équations du premier degré. 

entre les inconnues a., fi, y. 

On reconnaît facilement que le déterminant des neuf coefficients, que je 

représente par s, est le même que celui des quantités a, fi, y, a', fi', y'. 

a", fi", y" ; par suite, 

( I I ) 

On en déduit a, fi, y. On aurait des valeurs analogues pour «', fi', y'. 

a,", fi", y"', le dénominateur commun étant toujours s. De là un groupe de 

neuf équations : 

Le coefficient k peut recevoir une valeur quelconque, car il est évident 
que rien n'empêche de multiplier les neuf indéterminées par un même 
nombre. Il est seulement essentiel de prouver que k ne peut être nul. 

Or le système (I) donne 



Retranchons de la première le produit des deux dernières, il vient 

On aurait de même 

Donc la nullité de k entraînerait 

ou 

ce qui donnerait. 
sin E = constante. 

On peut conclure de là que ? n'est jamais nul ; en effet, je vais prouver que 

(IV) 

Multiplions l'équation (II) par s, 

Remplaçons eu, s,3, -y par les valeurs que donne le système (III), il vient 

donc, />• n'élant pas nul, s ne le sera jamais non plus. 

Je donnerai enfin un dernier groupe d'équations de condition qui com

plétera l'analogie avec les formules qui servent à la transformation des coor

données dans l'espace. 

Pour cela formons, au moyen des équations (III), la quantité 

On trouve aisément qu'elle est égale à —ke; d'où, en supprimant e fac
teur commun, 

On verrait de même que la quantité 



et les analogues se réduisent à zéro. De là le cinquième système 

(V) 

(I) 

§ I I . 

En résumé, on a entre les neuf coefficients indéterminés six équations 
distinctes, ce qui permet d'en établir trois nouvelles choisies de manière à 
simplifier les différentielles le plus possible. 

Pour cela, nous nous imposerons la condition de faire évanouir dans le 
numérateur de l'expression 

les termes en sinT, cosT et cosT sinT, de manière que l'on ait seulement : 

Avant d'aller plus loin, remarquons que, k étant arbitraire et soumis seu
lement à la condition d'être positif pour que s soit réel, on peut prendre 
k = -h i , ce qui donne g = ± i . 

Cela posé, désignons y-h y' cosT -+- y" sinT par t et multiplions l'équa
tion (I) par £2, il vient 

ou, en posant t — z, JcosE = x, ï s inE = y, 

(2) 
Il faut maintenant substituer à x, j , z les valeurs 

(3) 

où u, u', u" tiennent respectivement la place de 1, cosT, s inT, et profiter 



des indéterminées pour faire évanouir les trois rectangles dans le deuxième 
membre de l'équation (2), de manière à le ramener à la forme 

(a) 

Il est plus élégant de tirer des équations (3) les valeurs de «, //', u" en 

x, y, s, de les substituer dans l'expression (a), et d'identifier le résultat avec 

le second membre de (2). 

La résolution des équations (3) se fait aisément au moyen des relations (I) ; 

il vient 

En substituant et égalant les termes semblables, on obtient six nouvelles 

équations qui, jointes au groupe (I), déterminent les neuf coefficients indé

terminés et les trois quantités G, G', G". 

Le nouveau système est 

(VI) 

§ III. 

Pour résoudre les douze équations (I) et (VI), je prends dans ces der
nières la première, la quatrième et la sixième qui renferment 

Je les ajoute après les avoir multipliées respectivement par — a, — £, 
H-7, de manière à avoir le produit de Ga par — a 2 — $~ + y~ ou I, 
puisque j'ai pris k = 1. En même temps G' et G" se trouvent éliminés. Je 



tire-de la- itiiême manière G(3 e tGy , et j'obtiens" 

On tire des deux premières : 

(4) 

En portant ces valeurs dans la troisième, y disparait, et l'on obtient une 

équation qui ne contient pas d'autre inconnue que G, 

ce que l'on peut écrire 

(5) 

Si l'on isole de même G' et G'', on arrive à des équations qui ne diffèrent 

de l'équation '(5) que par la substitution de —G' ou de — G" à la place 

de G. Comme cette équation est du troisième degré, il suit de là que ses 

trois racines sont G, — G', — G". 

Ces trois racines ;sont .toujours réelles. Pour le prouver, et en même 

temps effectuer leur séparation, je reprends l'équation (5), et, après avoir 

transposé i dans.le premier membre, je fais les substitutions suivantes : 

1 ° . - Q C , 

a°. —a2 — i, 

3°. — a3-hi, 

4°- - b * - i , 
5°. —b* + i, 

6°. o — *', 

7° . Q 4 - I , 

8° . •+• QO , 

signe -

signe —, 

signe -+-, 
signe —, 
signe -t-. 
signe—, 
signe -+-. 

signe —, 

car le premier terme est négatif et l'emporte 
sur les autres, 

changement de signe en passant par l'infini, 
première racine entre.— a2 et — b'1. 

deuxième racine entre — b* et o. 

troisième racine positive. 

L'équation (5) a ainsi trois racines réelles : l'une d'elles est positive; 

les deux autres sont négatives et. ont leurs valeurs absolues comprises, la 



première entre o et b2,h deuxième entre a'1 et b*. Si donc on prend lu 
positive pour G,-les deux négatives pour — G' et — G"; G, G' et G" se
ront trois quantités positives, condition qui, comme nous le verrons plus 
tard, est indispensable. 

G, G' et G" peuvent dès lors être considérés comme connus. On peut 
remarquer qu'il résulte de la'forme de l'équation (5) et des limites des ra
cines que G, -G'.et G" sont les paramètres des trois surfaces homofocales 
du deuxième-ordre qui passent par le point attiré et dont l'ellipse donnée 
est la focale elliptique. 

Une fois G connu, les équations (4) jointes à 

donnent 

(<*>) 

Les signes de a et fi sont déterminés par celui de y, (4). 

On peut avoir encore deux expressions remarquables de y : la suivante 

prouve que G doit être positif. En effet, on a 

et enfin 

Des calculs analogues donneraient 

et de même «"-, fi", y". 
0 . 



En6h, on peut obtenir une troisième valeur de y. 

Pour cela, multiplions l'équation. (5) par à? b* — Ga, il vient 

ou 

Mais on a, en vertu des relations connues entre les coefficients et les 
racines d'une équation algébrique, 

d'où 

et 

Je substitue ces valeurs dans l'équation précédente qui devient alors 

d'où, en divisant par (a3 •+• G) (b1 -+- G), 

On aurait de même y' et y", ce qui donne les trois formules suivantes : 

(9) 

Je discuterai toutes ces formules quand j'en aurai fait voir la signification 
géométrique. Pour le moment, je me borne à achever la transformation en 
calculant dE en fonction de dT. 



Je rappelle les formules (3), 

J'écris l'identité 

Développant et réduisant, il vient 

Enfin, si l'on remplace les binômes par leurs valeurs tirées des for

mules (III), le deuxième membre devient etdT, et l'on a, en supprimant 

t facteur commun, 

M 
Au moyen de ces diverses formules, M. Gauss donne l'expression des dif

férentielles riX, dY, drL en fonction de T; il ramène leur intégration au 

calcul des deux quadratures 

Ces intégrales dépendent d'ailleurs des fonctions elliptiques de première 
et de deuxième espèce; donc le problème peut être considéré comme ré
solu. Mais on peut simplifier considérablement l'expression et le calcul des 
composantes au moyeu de la méthode géométrique que je vais maintenant 
exposer. Elle me permettra non-seulement d'indiquer la marche à suivre, 
mais encore d'effectuer complètement les opérations et de discuter les 
résultats obtenus. 



§ IV. 

Considérons le cône qui a pour base l'ellipse donnée et pour sommet le 

point attiré. Si nous le rapportons à son sommet et à ses axes principaux, 
son équation est de la forme 

(11) 

Elle permet de poser 

ce qui donne pour la distance de l'origine à un point quelconque de la 

surface, 

Mais si A, /u, v désignent les angles que la perpendiculaire au plan de l'el

lipse fait avec les trois axes coordonnés, et C la distance de ee plan à l'ori

gine, on a pour son équation 

( 1 2 ) 

Je mets — G, afin de conserver à la lettre C la même signification que dans 

les calculs précédents. 



En, remplaçant x! et / par leurs valeurs en fonction de T, l'équation du 

plan devient. 

d'où 

Cette valeur de p2 a immédiatement la forme simple que cherchait 

M. Gauss. Donc 

L'angle T de M. Gauss n'est autre chose que l'anomalie excentrique de 

l'ellipse principale du cône. 

Si l'on se reporte à l'ancienne valeur de f, on voit que l'on a 

et la quantité que nous avons appelée k, qui était égale à y2— y'-— y"-. 

est ici 

(13) 

Je ferai voir dans un instant que cette quantité est toujours positive, en 

peut alors la représenter par M% et en posant 

on retrouve 

et l'on peut appliquer immédiatement toutes les formules trouvées dans les 

paragraphes précédents. 
On a alors, d'après la comparaison des valeurs de p3, 

et par suite, 

G, G', G", y, y', y" étant maintenant connus, les coefficients o. et S sont 



donnés par les équations (4) et (8), et l'on obtient immédiatement les expres
sions 

(A) 

qui permettent de calculer les composantes. 

Les formules ordinaires de transformation des coordonnées vont me 

donner tout à l'heure d'autres expressions de t, ÊcosE, «sinE. Mais avant 

d'aller plus loin, je vais prouver, ainsi que je l'ai annoncé, que la quan

tité (13) est toujours positive. 

Pour cela, j'élimine z entre les équations (11) et (12), afin d'avoir l'équa

tion de la projection horizontale de la section du cône (11) par le plan (12); 

il vient 

et la condition d'ellipticité est précisément 

ce qui démontre la proposition. 

On peut remarquer aussi que les formules (g) qui ne contiennent, outre 
a et b, que A, /u, v et C, donnent la solution de ce problème de géométrie: 

Etant donnés un cône du deuxième degré et un plan, trouver en grandeur 

les axes principaux de la section du aune par le plan. 

Soient maintenant A,, /u,\ v, les angles du grand axe de l'ellipse avec O.r' 
Oy', Oz'; A2, /«2, v2 ceux du petit axe. Ces angles joints à A, M, V, déter
minent les directions des anciens axes C.r, Cy, Cz par rapport aux nouveaux 
Ox', Of', Oz'. Les coordonnées d'un point de l'ellipse sont, par rapport 
aux premiers, « cosE., &sinE, o; pour les deuxièmes, .z', j ' , s ' ; on a donc 



D'où, en multipliant par t et remplaçant /, l.v', ty', •/-' par leurs valeurs. 

(B) 

En se rappelant que 

on a tout ce qu'il finit pour calculer les composantes de l'attraction sui\ant 
les axes O.r', Or ' , 0 - ' . Les intégrales devront être prises depuis T — <> 
jusqu'à T — :>,^B-. 

§ V. 

Les trois différentielles des composantes sont, parallèlement au nouveau 

système d'axes, 

Multipliant haut et bas par /% il vient . 

En remplaçant / et t cos E par leurs valeurs tirées des formules ( A) ou ( B) 
et intégrant, on aurait pour X' une expression de la forme . 

Cette intégrale est une somme d'intégrales définies dont les deux der-



nières sont évidemment nulles comme composées d'éléments égaux deux à 

deux et de signe contraire. Y' et Tl se simplifient de la même manière, et 

l'on a pour les trois composantes, en faisant usage des formules (B), 

Si l'on mène par le point O trois axes, Ox", Oy", Oz" parallèles à C.r, Cy, 

Cz et que l'on porte A sur Oz" et — C sur Ox"', on pourra poser, eu 

désignant par /», q, r les angles de la résultante de ces deux droites avec 
Ox', Oy', Oz', 

En ajoutant ces trois équations après les avoir élevées au carré, il vient 

c'est-à-dire que u est la distance du point O à la directrice de l'ellipse. 
D'un autre côté, posons 



ou, comme l'on a 

si <p est l'angle que fait la focale du cône avec Oz', 

Cela posé, il est facile de voir que les trois intégrales qui entrent dans les 
expressions de X', Y', 71 sont respectivement égales aux doubles des déri
vées de U prises par rapport à G, G', G". Donc on a en définitive 

Pour calculer les trois dérivées de U au moyen des fonctions elliptiques, 

je remarque d'abord qu'elles satisfont à la relation 

qui donne déjà, sans fonctions transcendantes, l'équation d'un plan qui con

tient l'attraction 

11 reste encore à calculer les deux intégrales définies 

On a d'abord 



D'un autre côté, considérons l'intégrale 

Intégrons par parties en considérant sin T dT comme la différentielle de 
— cosT, et supprimons la partie intégrée qui s'annule aux deux limites, il 
vient 

Mais on a évidemment 

Donc 

et de' même 

Le problème général se trouve ainsi complètement résolu; mais il me 

reste, encore à discuter des cas particuliers remarquables. 

§ VI. 

Si l'on se reporte aux valeurs de y, y', y" données par les formules (9), 
il semble que les deux dernières deviennent infinies si l'on a G' = G". L'im
possibilité n'est qu'apparente, car il résulte des substitutions qui ont con
duit à la séparation des racines que l'une des quantités G' et G'' est toujours 
plus petite que Ir, l'autre étant comprise entre cr et Ir. Il suit de là qu'elles 
ne peuvent devenir égales qu'en convergeant toutes deux vers Ir, alors y' et 

y" deviennent — 

Pour que l'équation (5) admette une racine égale à — b'~, il faut d'abord 
que B — o, car sans cela la substitution de —̂ b2 à la place de G rendrait 



son premier membre infini ; et pour que l'équation simplifiée 

admette encore une racine égale à — b~, il faut une deuxième condition 

(les deux relations indiquent que le point attiré est alors sur l'hyperbole 

locale de l'ellipse. Alors le cône devient de révolution, et la transformation 

qui avait pour but de le rapporter à ses axes principaux est naturellement 

indéterminée. 

Dans ce cas, on prendra y" arbitrairement; y sera toujours donné par 

les formules ordinaires, et l'on tirera y' de l'équation 

On sait d'ailleurs que p est une fonction rationnelle, les intégrations s'ef

fectuent sans difficulté. 

Pour appliquer la méthode géométrique, on prendra le plan -.\f' per

pendiculaire à celui de l'ellipse, ce qui donne 

Les équations du § IV deviennent 

Cela revient à prendre y" — o. Si l'on substitue dans les différentielles, on 



trouve en intégrant que Y' = o. X' et 11 conservent la même forme que dans 

le cas général; seulement, les fonctions elliptiques se transforment eu fonctions 

' d'Y = 2 <®, et X' de / cos2T d'Y = es. 

S vu. 
Supposons C = o, c'est-à-dire le point attiré dans le plan de l'ellipse. 

L'équation (5) a une racine nulle, car si on l'écrit sous la forme ordinaire, 

le terme indépendant de l'inconnue est — C2«262; les deux autres racines 

sont données par l'équation 

( i 5 ) 

Je reprends les substitutions qui mènent à la séparation des racines : 

1°. — 00 , 

3°. — à 1 — i , 

3°. — a2-hi, 
4°. — b2—i, 

5°. -b'^-i, 

6°. o, 

signe —; 

signe — ; 

signe - j - ; 

signe —, 

signe -h; 

signe =h, 

signe —. 

racine négative ; 

suivant que le point est extérieur ou intérieur : 

Ainsi, i°. Si/epoint est extérieur à l'ellipse, l'équation ( i 5) a une racine 

positive et une négative : G' = o. 

3°. Si le point est intérieur, les deux racines sont négatives : G = o. 
Une fois ces remarques faites, la méthode de M. Gauss s'applique sans 

rien présenter d'intéressant; on trouve comme à l'ordinaire les neuf coefïi-

cients a, j3, 7, et le calcul s'achève sans difficulté. 

Quant à la méthode géométrique, les formules générales auxquelles elle 

conduit ne sont plus immédiatement applicables; le cône disparaît, et les 

axes coordonnés eux-mêmes paraissent n'avoir plus aucun sens. Pourtant, 

comme les axes principaux du cône sont les normales aux trois surfaces ho-

mofocales qui passent au point attiré et dont l'ellipse donnée est la focale 

elliptique, on est conduit tout naturellement à pi'endre pour axes coordonnés 



sur le plan les normales aux deux courbes homofocales qui se croisent au 
point attiré. 

Cherchons d'abord la relation qui doit exister entre les coefficients de 
l'équation générale du deuxième degré 

pour que la courbe que représente cette équation soit rapportée aux axes que 
j'ai définis. Pour cela j'exprimerai que l'axe des ,r, qui sera par exemple la 
normale à l'ellipse homofoeale à la proposée, partage en deux parties égales 
l'angle des deux tangentes réelles ou imaginaires qui partent de l'origine. 

Posons 

il vient, pour l'équation de la courbe, 

et il faut que, si l'on tire p de cette équation, le radical s'annule pour dtux 

valeurs de B égales et de signe contraire, ces valeurs pouvant être d'ailleurs 

réelles ou imaginaires. On trouve donc la condition cherchée en annulant 

sous le radical le ternie en sinô cos9, ce qui donne 

(16) 

Cela posé, je distingue les deux cas du point extérieur et du point intérieur. 

§ VIII. 

Supposons d'abord le point extérieur. Alors G' = o. 

Je dis que les équations 

('7) 

dans lesquelles je suppose 



et qui contiennent ainsi quatre paramètres, représentent toujours une ellipse 

satisfaisant à la condition ( 16). 

En effet, éliminons T entre les équations (17), il vient 

on a bien DE = 2 BF; et quant à la quantité Iî2 — 4 AC qui détermine le 

genre, elle est égale à 

Donc la courbe est toujours une ellipse. 

Les équations (17) donnent 

d'où 

On peut remarquer, comme une première analogie avec le cas général. 

que le maximum de 77 ou la tangente de l'angle IOR est égale à --• Si l'on 

représente ce rapport par n, on aura 



Avant d'aller plus loin, je rappelle la propriété suivante des sections 

coniques : 

Une ellipse étant rapportée a an point quelconque et aux bissectrices des 

angles for/nés par les rayons vecteurs (pii joignent l'origine aux foyers, 

Vaxe des x, la polaire de l'origine et le diamètre conjugué de l'axe fies y se 

croisent en un même point. 

En effet, l'équation de là polaire de l'origine est 

(Jelle du diamètre conjugué à l'ax.e des y est 

et ces (\c{\\ équations sont bien vérifiées par 

1 est le pôle de oy. 

Remarquons encore que la tangente de l'angle de la polaire avec; l 'a\e 

des .v est — nr-\ si donc on lui mène de l'origine une perpendiculaire OP, 
7 fi 

la tangente de l'inclinaison de cette nouvelle droite sera 

et I on aura pour la longueur OP 

I l «S ) 

On a maintenant tout ce qu'il faut pour achever le calcul; les formules 

de transformation sont, en appelant A l'angle de ox' avec ( ïx , 

D'où, t ayant la même signification que précédemment, 



ce qui donne pour les composantes 

Mais on tire des équations (18) 

Substituons ces valeurs et posons encore 

il vient 

On peut encore poser 

d'où 

et il vient en définitive 

Si l'on projette en Q le point 0 sur la directrice de l'ellipse, il est évident 
que u n'est autre chose que la ligne PQ. 



§ IX. 

Supposons maintenant le point intérieur; G = o : 

Je passerai rapidement sur les calculs qui ne diffêrent pas essentiellement 
de ceux du paragraphe précédent. 

Je pose 

d'où 

Tous les théorèmes relatifs au cas précédent s'appliquent; seulement les 

expressions de tangcp et de p doivent être remplacées par les suivantes : 

On arrive ainsi, en posant 

à des formules de la forme 

u est. toujours la distance de la projection de l'origine sur la directrice a sa 
projection sur sa polaire. 

Dans ce cas du point intérieur, l'attraction peut être nulle, et pour cela 
il faut et il suffit que l'on ait u = o, c'est-à-dire que la directrice soit la po
laire du point attiré. Donc, 

L'anneau elliptique considéré n'exerce aucune action sur le Soleil. 

Ce résultat est d'ailleurs évident à priori ; en effet, un élément quelconque 



exerce sur le foyer une action proportionnelle à l'aire -^rV/9 et en raison 

inverse de r2 ; donc l'action est en définitive proportionnelle à r/0, et par 

suite elle est égale à celle de l'élément opposé. 

Note sur le § V. 

La recherche du. potentiel ou des surfaces de niveau n'offre pas un bien 

grand intérêt, mais on peut faire la remarque suivante : Si la niasse était uni

formément répartie sur l'ellipse, le potentiel V serait proportionnel à U et 

l'on aurait pour les composantes de l'attraction suivant les normales aux 

trois surfaces homofocales : 

p, w, v sont les coordonnées elliptiques ordinaires données par les formules 

P, P', P" sont les perpendiculaires abaissées du centre sur les trois plans 

tangents. 

Si l'on passe de là au cas qui nous occupe, on trouve facilement 

Donc : L'attraction est la résultante de F et d'une autre force dirigée sui

vant la perpendiculaire au plan conjugué à la première, dans l'ellipsoïde 

qui aurait ses axes dirigés suivant les normales aux trois surfaces homofo-

cales, et égaux respectivement aux axes majeurs de ces surfaces. 

Vu et approuve. 
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