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MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

On sait que le principe de la conservation du mouvement du centre de
gravit¢ permet de ramener le probléme général au cas ou I'un des trois corps
serait fixe (*). G’est ce dernier cas que j'¢tudie dans ce Mémoire, et la ques-
tion que je me propose est celle-ci :

Déterminer le mouvement de dewr points sowmis a lewr attraction -
tuelle et a celle d'un point fixe; Uattraction étant d adleurs une fonction
quelconque de la distance.

Ce probleme, ainsi défini, contient douze inconnues, et admet, par con-
séquent, douze intégrales. On n'en comnait encore que quatre @ celle des
forces vives et les trois des aires; il en resterait done huit a trouver. Mais
M. Bertrand a fait entrer la uestion dans une voie nouvelle (™) en indiquant
neuf fonetions des douze inconnues dont les dérivées par rapport au temps
ne contiennent pas d’autre (uantité que ces nouvelles inconnues elles-memes.
En exprimant qu’une fonction z de ces inconnues a sa dérivée par rapport
au temps nulle, il obtient une équation différentielle partielle lindaire a neu!
variables seulement dont on connait deux intégrales : celle des forces vives
et la somme des carrés des trois aires.

Seulement la nouvelle équation a perdu la forme remarquable et les pro-
priétés qui caractérisent les équations ordinaires des problemes de méeu-

) Meémoire sur Uintégraiion des cquations différenticlles de la mécanigue, par ML 1L Bertraod
Jowrnal de Muathcmatiques pues ot appliquees, 10 XVI, 1850,
(**) 1bid.
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4 MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.
nique. Jarrive dans ce Mémoire 2 huit nouvelles variables :
l! b . 127 la ? . l.‘ ]
Il,, 'n27 Ly, n,,

fonctions ‘de cellés_de M. Bertrand, et tell‘eé, qu'on a pour I'équation diffé-
rentielle partielle qui définit les intégrales du probleme indépendantes du
temps, conformément au type habituel,

= (IH (lz ’El‘ dz —0:
2w, &~ @@ aw) =

H étant la quantité qui reste constante en vertu du principe des forces vives.

§ 1.

1. Je démontre d’abord le théoreme général qui a servi de point de d¢-
part.a mes recherches et que j'ai déji donné dans un précédent Meémoire.
Soit un probleme de mécanique quelconque, et

= AMds _ dHdz\ _

=\ dy; :l;: _ dp; dq. ]

I'équation différentielle partielle a laquelle satisfontles 2 n — 1 intégrales du
probléme - indépendantes du temps. Désignons avec Poisson par («, f3) la

o (du B dx dp
Z':' dg; dp; T dp; dq; ’

ou « et 3 représentent deux fonctions quelconques des inconnues p,, ¢, ...

quantité

P> ¢a> le théoréme dont il s’agit est le suivant :
St lon trouve 2k fonctions des variables p et ¢,

by byyo ooy Ly,
n!? n'.!) ? ,l/\J
e k(2k — -
mtwfazsant aux 2—](—(—2—2—1) conditions
(by )y =—1, (L, n)=o0, (L, 1) = 0,

et telles, que la constante H de U’ équation des forces wives s’ caprime en fonc-
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MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS. 5

tion de ces quantités seulement, je dis que les nouvelles variables devront

satisfaire aux équations différenticlles

dl, _ dH dn; _ dH
e dn; Cde T T

En effet,
dl,  dl; dp, _dl,- ir]_, dl, dp, Al dg,
il i i i i Rt el il el 2

__dH (_/1; dH ﬁ A dl. dH di,
=g dpy  dpydgs U T d dp T dp g,

= (H, 1).

Mais H est par hypothese une fonction de £, n,, l,, n,; done, en

9

vertu de la forme lindaire de la fonetion (H, /),

AH Al A1
<H’ l,) :;’Z (ZH l:) m (n'n /,) + ...+ 7/,—“ (l!,—, /l> -+ ...
. dH
=T

car toutes les parentheéses sont nulles & Pexception de (n,, £} qui est éoale
i L) g

a 1. Donc
d, _di
dr — dn,

On aurait de méme
= (H, n;) = ar () = — T

dn;

e

ear (4, n;) = — (n;, [;)=—1.

t

Cela posé, J'aborde la question que J'ai en vue.
§ II.

2. Soit u la masse du point fixe, m et m, celles des points mobiles

systeme étant complétement libre, on peut prendre pour les variables ¢
(jl} — :l ‘

=%, .=V, (=5 =3 =00

On sait d’ailleurs que, 'T' étant la demi-somme des forces vives,

) d'T
Pe= 5
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6 MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.
par suite
po=mx's p=my', p=mz; p=mx, p=my, p,=m, z,.
Les variables que je leur substitue provisoirement avec M. Bertrand sont
les suivantes :
w=x*+ y*+ 2%,
w, =z} +yi+ 3,
v=m* (& +y"* + z'?),
v, =m} (x* +y"2 + z,%),
w=m (xx'+ yy' + zz’),
wy=m, (2, +y,5 +22,),
r=m(xx +y,y +z7),
ro=m, (zx, +yr, +22,),
q =2, + )7, + 22,),
s=mm,('x +y'y +2'5)).

Le carré de la distance des deux points mobiles est
(v, — Y+ (y,—y)+ (2, —23)=u+u — 2q.

On a done pour I'équation des forces vives

H=mp f(Vu)+m, uf(\u,)—mm f(Jetu —2q) — ;,—,,—i,'T',‘;’

et pour les équations différentielles du probléme, en désignant par «, «,, 2,
trois coefficients qui ne dépendent que de u, u, et ¢:

%2%, %:aq,—}—ﬁqn
({Ilq[,__l:’:, ‘_l(%’:aqz—i—ﬁ({p

(11) F=0 B=enrs
%?EE:%’ d{’;; “ Gyt (54,
dgs _ ps dp,

& my A G

dys Po dps
A T m A AT B
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MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

~1

Les coeflicients «, «,, 5 ont pour valeur

/ - (i —
a_—_m/«cj wi)——mnj Vit — I/’
\/u \/u—i—u,—)(/
\/m) (\/u—+— u, — u/)
A —_— mm
“ M Vi, ' Vu—f—u,—')/]

S Wit —aq),

[f = nun, ——
\/u + wy— 24

3. Je forme, au moyen des ¢équations (1), les dérivées par rapport an

temps des variables (1); il vient

; du 2w
e T m
lu, 21,
_— - 9
de my
v 26W - 27
— po— [74 — )
dt e
dvy .
d—l——gal("|+2‘17
M wu g
— = — 4 alt + (3¢
(H]) i m e
dw, C .,
_—— «,
dt ney 2
dr s 4 o
N /4y u
dt m, /A e
dr, s e fu
_ — 74 ]
dt m 1 q P
//(/ o r
dt T m iy
ds . o
T =a,r—+oar,+ 5w+ w,),

équations (ui ne contiennent pas d'autres variables que les (uantites (1.

4. Ces variables (I) ne sont pas toutes distinetes; il existe entre elles une
relation que je vais établir. Pour cela, je rappelle un théoréme bien connu
de la théorie des déterminants :

St L on considere le déterminant de n® lettres dont le terme général seruit

k ik Pk Pk
¢ =da +aa+. . +2xa
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8 MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

p étant un nombre donné et i et k deux autres nombres, qui peuvent prendre
toutes les valeurs comprises entre 1 et n,

1°. Ce déterminant est identiquement nul si p est plus petit que n;

2°. 8t p=n, il est égal au produit du déterminant des quantités « par
celui des quantités a.

Cela posé, le déterminant

U, q, W, L)
q, ll‘, r, W,
w, r, v, s,
Iy, Wy, o5 Yis

si 'on a égard aux valeurs (I), tombe précisément dans le premier cas, et
doit ‘étre identiquement nul. J'ai ainsi la relation

o=q "+ r’r 4+ w W — 2GS WW, — AYSTT — 2TT WV,
! o—uu S — o g —uv, PP —u,or® — u, o, W — uow?
(l) | ! 4[ 1 { t [ 1

' 4 UPU Y, 20, T S - 2UW, TS - 2VW T G+ 20, Wy,

\

5. Cette équation peut servir a réduire d’une unité le nombre des varia-
bles (I), en éliminant par exemple s. On obtient ainsi les équations diffc-
rentielles données par M. Bertrand. Comme on a fait d’assez longs calculs
pour trouver le multiplicateur de ces équations, j'indique en quelques mots
comment )’y étais arrivé.

Considérons les équations (Iil), abstraction faite de la signification des
quantités qui y entrent, et désignons par D le deuxieme membre de I'équa-
tion (1), qui n'est plus égal & zéro; je dis que D = constante est unc inte-
grale du systeme (IiI). En effet, sa dérivée par rapport au temps est une
fonction des variables (I) qui s’annule quand on y remplace s par sa valeur
tirée de 1'équation D = o; si donc elle n’est pas identiquement nulle, elle
ne peut étre (u'une fonction de D.

Mais si I'on avait

dD
Tt':‘p(D)v
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MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORIS. )

on pourrait poser

dD
=d .l (D),
(D (D)
et I'on en conclurait
AT (D)

7

dt

ce qui est absurde, puisque I' (D) doit se réduire 4 une constante quand on
a égard a la signification des variables (T).

On peut done considérer le probleme des trois corps comme une solution
particulicre d'un probléme plus général, dont les équations seraient (III),
et dont on connaitrait une intégrale, D = constante.

Or il est facile de voir que ces équations ont pour multiplicateur I'unité;
et si I'on profite de I'intégrale D = constante pour éliminer I'une des varia-

bles, s par exemple, le multiplicateur devient v, en vertu d’un théoreme

ll
s
bien connu.

On conmait d’ailleurs denx autres intégrales du systeme (III), savoir
celle des forces vives et la somme des carrés des trois inteégrales des aires

(2) C=w — w4 w v, —w! 4+ 2(qgs —rr).

7. Avant d’aller plus loin, je remarque ue les dérivées de D par rapport
aux variables (1) sont des déterminants qui tombent dans le deuxieme des cas
dun° 4. On peut les décomposer en facteurs et les exprimer en fonction de
(uatre déterminants que voici :

‘ ' I3
&, ma'y m ] x, mx', mx, | e, o2, omox, | w, &, ma

i . W ,.' ] » Al ~ al -
Yo my y N, 7 . | Y, oy, omy Y, Y. ny, Yy Y., My,
X ’ o - - _ ~ ~ _
0 s, omsy om s | s 5, m s s, =z, ms.
Je représente ces quatre déterminants par

A, oA, A, a

d'aprés les indices qui manquent dans chacun d’eux, et Jai pour les déri-
2
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MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

vées de D

dD a 2 2 2
i A =, — w8t — et — ot 4 e rs,
4D p
—— = A —=uw, —us*—r:—o W4 owr s
du, t ! ! ! 1o
dD 2 2 2 2
= A" =uu,— o —u,rt—uwl 4+ 2w .
an- A’ a )' vey? 2 a
—— —_— —— -—_— ARl ) 2t . e
= Co= 0yt — 0wt 4 nwry,
1 4D s ~
07— AN = wat—w S — § I — W 0 W - 1 75
2 dw- 1 ' A WV A I
1V)
( 1 dD AN = w W — wgs — Wrr, — e, - u/:s' e
2 (iﬂ’,— 19y 1 ]‘ i 1 ‘ * T l(/'
1 dD A A —pp? e cxr - . .
S = AN =TT s — W — e s ey
1 dD . AA' o2 e ;g . .
A= LI TS — W T — 1 VP = 1 S e g
l(“)__ AA — gs? v g e " YT .
sdr = L= ST — W S — IS — 00 - W 1 e
1/[1)__ AIA’___'.! o0 - . D :
\ e =S — W — T = S A W
Les six dernieres ont ¢té calculées en ayant égard i ce que chacune des

quantités w, w,, 1, r,, ¢, s se trouve a deax places dans le déterminant D

par suite, la dérivée correspondante est la sontme de deux déterminant s qui

se trouvent étre égaux vu la forme particuliere de D,

8. les dérivées par rapport au temps des fonctions A sont données par

les formules tres-simples :

dN o A

de o m’

dA o A,

A T m,

dA , .

p 7 a2 - {‘)AI.,
A, . ,
g %A+ LA

Pour démontrer la premiere, je remarque que la dériviée du détermmant
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MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS. 11
A est Ia somme des trois déterminants quwon obtient ey substituant suecessi-

vement i chaque ligne verticale les dérivées des termes gui la composent.

o A . . )
La premicre ligne donne— =5 je mets le signe —. car un méme terme
o m?
Ao

a des signes différents dans A et i Quant aux détermimants provenant de
¢ {

la diftérentiation des deux autres lignes, ils sont identiquement nuls. car ils
contiennent deux lignes formcées de nombres respectivement proportion-
nels.

Les formales (V) peavent servir a former les dérivées par rapport au
temps des quantités (1V) 5 les ¢quations auxquelles on arvive forment wn sys-

teme identique au systeme (11, si 'on v remplace

", “,, o, e w, W, . r, r, q. g
respe(‘,tivvnmnt P

JdDD b b A1) WD) 1) A dD A1 //l)_
T T de) T T T T dw dwy de T T T AT dy

mais je ne m'arréte pas a développer ces analogies.

s TI1.

9. Occupons-nous mamtenant de remplacei les variables de M. Bertrand
par d’autres (ui satisfassent aux conditions indiquées aun® 1.
Je commence par caleuler les quantités
73 ~

‘ ) N - r/.’; e (i,
=X s~ .,

S

[—

qu’«)n obtient en mettant suceessivement au liew de 2 et 5 dans la {formuale

ci-dessus, les fonetions

.
O O R S L A NN/ R Y YA W S

combindes deux a deax de toates les manieres possibles.

Les tableanx ci-joints (n” 1 et n 1) presentent tous ces résultats sous

forme synoptique.
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SUR LE PROBLEME
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MEMOIRE

12

TasLEAU

L I‘

(N W, r

r q s

24

o 0

(0] 4w. 0 2 u, (6]

2q 0

Tasreau x° II.

Poir le tableau n° 11,

’ ’
A l A, A A,
i | -
A 0 O P — OF, == WS — 0§ Wl — uv, g5 —rr s -+ vg — wr—anr
4, or, -— 0 -+ w5 — ws | 0 Us - v, q — W — wr, W w0 4 gs — 11,
. . - —— e
A’ e, — w4 rr,—gs | W A wr,— s — e g O ur— g — ur 4w g
T T T * N TooTTT Ny
A'| wr =4 @ — w5 — oq | uy — w* -+ rrn —qs ury— W q — ur-+ wq (0]
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MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS. i3

Comme (&, «) = — («, f), il est essentiel de prévenir que, dans ces ta-
bleaux et dans tous les analogues, la lettre qu’on prend dans la premicre
colonne verticale est celle qui doit figurer la premicre dans la parenthese.
Par exemple, (u, v) = 4w, (v, n) = — hw.

Les caleuls relatifs au tablean n® I woffient aucune difficulté, mais ponr
former le tableau n° 11, y'ai besoin d’établir quatre formules.

10. Considérons le déterminant D et sa premicre ligne horizontale - «. 4,
w, r,. On peut décomposer D en quatre séries de termes contenant res-
pectivement comme facteurs «, ¢, @, r,.

- JdD . , 1 dD , .
Le coelficient de « est =,=- Celui de ¢ nest que - —=» d'apres la remarque
du v dy

dun® 7.

On a ainsi une premicre expression de D :
A1 L ’/D_L.IW’”) lr-(/T)
du 2 / W Yo due a2 dr,
Les trois autres lignes fourniraient des expressions analogues.
Remplacons D par o et ses dérivées par leurs valeurs, il vient, en snppri-

mant les facteurs communs,

uA — qa, + wA'—r.a =o,

(V) — A+, A, —rA +w A = o0,
‘ ' wA—ra, +va —sA =o,
—r A+ w A — s+ ¢ A = o.

Cela posé, pour avoir (A, A), j'égale les résultats qu’on obtient en com-
binant A, avec les deux membres de la premiere des équations (1V)

N=uwu o, —us—o r'— @] 4 2@ rs:
il vient, en supprimant le facteur 2,
Aa,A)=(w, s — o)A+ (WA 0 A)—s(ra + 5sA 1
ou, en ayant ¢gard aux équations (VI),

AA, A= (w,s—o,r)A 4o (r A+ sA)—s(wd+ea);
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14 MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.
et enfin, en supprimant A qui se trouve facteur commun,
(A, Ay =W, 5 — ¢ 17— or, — ws;
J'aurais de méme les autres combinaisons qui figurent dans le tableau n” 1.

11. Je remarque, & I'inspection du tablean n° I, qu’une quantité quei-
conque, combinée avec « et w , se reproduit soit avee son signe, soit avee
un signe contraire. On en déduit facilement ue les six_cuantités

W 1,

2 /_- ?
Vuv Vi v,

r r
— 3 —
Ny \ Ly

(] )
/b__ ) "
Ve, Vi,

donnent zéro ala {ois avec w et w,. Je prends ces six expressions pour ineon-
nues a la place de w, w,, r,r,, q, s; et si je substitue en méme temps a .
u,, v, v, leurs racines carrées, j'aurai un deuxicme systeme de variables pro-
visoires, par lesquels je puis remplacer les variables (1). Ge svstéme est i

suivant :
’ U:\/It, U‘:\/U,.
o=yb o=y
W T
'\‘L = —/:__7 '\l!/l et ‘ ! .
vy Vi, vy
VI r r
(VII) p= ) p, = —=:
(7% \ v,
T V|
5
==
Yvvy

Au moyen de ces expressions, je forme le tablean n® L1, qui donnie s
valeurs des quantités (v, @), (v, 4l),..., répondant i toutes les combinai
sons deux a deux des nouvelles variables (VII). Cette opération ne prisente
pas d'autre difficulté que la longueur des calculs.
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16 MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

12. Farrive enfin a constituer mon systéme définitif. Pour cela, je vois
(ue je puis prendre pour les quatre premieres variables,

n,=uv, n,—uv,,

VIII
(VI L=od, L—on;

car on a bien, d’apreés le tableau n° III,
(n,,l,): 1 (n2,12)= 1 (ll.,m_,)::o (Il',l._,):O,etc.

Je substitue les variables (VIII) 4 v, v,, @, @,, et je vais chercher des
fonctions des six autres qui donnent zéro avec les quatre nouvelles.

13. Rappelons d’abord une remarque déja faite au n° 1; elle consiste en
ce que, si = F(y, 2,¢...), on a, en vertu de la forme linéaire de [y

fonction («, ) :
dp daf

d
(«,3)= ,T./(a,')’) +,‘z—0«(“,5) + - (ay¢) + ...

Cela posé, je puis exprimer qu’une fonction z de /,, {,,, ", £, ¢,. 2. 7.
combinée avec n, et n,, donne un résultat nul, ce qui assujettit cette fone-
tion a satisfaire & la fois aux deux équations différentielles partielles :

. ], dz 2y dz dz
(3) ‘371‘+('—¢);@+ — ~p) (,—P-*— — ) d(

(1) 2o+ (=) g+ <x—«¢.p.>,—’,% + (p ~«L.z>§g=
Je remarque d'abord que z, dont la différentielle ne figure ni dans ['¢-
quation (3), ni dans I'équation (4), est une premiére intégrale conmune
ces deux équations et peut me fournir une cinquieme variable 4 joindre au
systeme (VIIL).
L’intégration de I’équation (3) n’offre d’ailleurs aucune difficulté, elie se
rameéne A celle de deux équations différentielles linéaires du premier ordre

et a une quadrature; les intégrales sont :

Vi—{?
“, = [1 ,‘b ?
_"y
’/..,::—‘/' e ’1{“,
) kg
F— e
03':/‘ ?—4:1“
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MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS. 17

Ajoutons-y Z,, +,, p, qui sont considérées dans I'intégration comme des
constantes , x que J'ai déja mis de cOté, et nous aurons la solution complete
de I'équation (3):

2= 0(a,, 0, o, L, p,5 ).

Pour trouver maintenant les intégrales communes aux équations (35 et
(4), 11 suffit d’exprimer que cette expression de z satisfait a I'équation (4);
ce qui conduit 4

, z z
(5) F o+ =4 T+ =) o+ (e —dm) T2 =0

Cette équation a précisément la méme forme que I'équation (3); ses in-

tégrales sont
{3':[2!'_;&, ﬁ2:[‘2(””—‘1’"_‘f,

2

Uy — Wy Ay — o — U
ﬁ:; — [2 _;_'4‘1__ — [‘ [2 é,%j),_:f'xvpi Yt

P YY1

Il faut y joindre «, et «,, ce qui, avec x, donne six intégrales communes.

14. Le but que je me propose est d’obtenir des fonctions qui donnent
zéro avec n,, ny, I, 1,; celles que je viens de trouver satisfont aux deux
premieres conditions seulement, mais on peut tres-facilement leur faire aussi
remplir les deux derniéres. En effet, )ai remarcué (n® 11) que les six quan-
tités <, 4., p, piy 2, £ donment zéro avec w et w,, c'est-a-dire avee /, n,
et /,n,; si donc A est une fonction de , +,, p, p,, %, {, onaura

(A, {,n))=o.

Je dis que si de plus (/,A, n,) = o, le produit {,2, A donnera zéro a la fois
avecn, et/,.

[l suffit évidemment de démontrer la partie du théoréme relative a /,: or
on a

(6) o, ALY =LA+ n (A L)
Mais par hypothese
(lLA,n))=o0 ¢t (A, ln)=o0;
¢'est-d-dire en développant

o=—A+1(A\,n), [, (A, n) +n (A, {)=0;

L]
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18 MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

multiplions ces deux équations par [, et ajoutons-les & I'équation (6), il vient
(l,n,A, l)=o.

En appliquant ce théoréme aux quantités «,, «,, [, ., 5, J€ VOis qu'il
suffitd'y introduire comme facteur n,, n,, ou n, n,, pour obtenir en dcfinitive
six intégrales communes aux équations (3) et (4) ou (3) et (5), qui dounent
zéro & la fois avec n,, n,, {,, /,, et parmi lesquelles je prendrai celles qui
doivent compléter le systeme (VIII). Ce sont

%,
A =/In, V—I——;—\Ea
B, = ln, ‘/';‘“
(1X) v
Azz‘l‘Il'P_—,V/,
B,=/,n, P‘—%‘P{ﬁ
B.=/!n/dn, §=9p —Wipach g2,

$b
§ IV.
15. Il s’agit maintenant de chosir des fonctions des variables (IN) i
soient conjuguées deux & deux comme le sont n,, / ; n,, {,. Ce probleme

n'est pas déterminé et ne peut étre résolu que par titonnement. Jai cte
conduit a considérer les cing fonctions :

2,
—
y=Iln, L=,
dvie—#*
— %
= l,n, P17
(X) v ? '\P,\/l—x”
N Ay
o = —
n,
3 =4
1T T,

Les trois premiéres sont évidemment des fonctions des quantités (1\);
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MEMOIRE SUR LI PROBLEME DES TROIS CORPDS.

et il en est de mcéme 27

tions (IV) donnent

Gela posé, je prends = ou une fonction de » pour cinquieme
7t en faisant usage du tableau n° 11,

(x,2) =0, (z,5,)=o0

(ry8) = — i — 5%, (3, %) = — Vi — "

19

N . . }
et o, car la troisieme et la quatricme des o=

variable . et

Ten conclus que y, — 5 donne zéro avec une fonction quelconque de =, et

que d’un autre e6té si je prends
M, = arecosz,
je powrrai prendre pour si conjugnée
soit — vy, soit  —o ., soit — Ly 4+ 7,)
le choisis cette dernicre et je pose

[, = —L{

) v+ 7

i6. Il ne me reste plus qu’'a trouver mes deax dernieres variables; pouwr

cela, je remarque d'abord ue I'on a

ct pm'tnnl
comme d ailleurs

la fonction
l,=3(vi—7)

donne zéro avec les six premieres, {0, , L, n,, 0, 0.

Avant d'aller plus loin, je réunis dans le tablean n® IV le petit nombre de

formules (qui me sont encore néeessaires.
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20 MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

TasLeav n° IV,

Pour trouver enfin la conjuguée de /,, je remarque (u’une fonction quel-
conque de 3’, &, et x donnera zéro avec {,, ,, n,, n, et n,. D'un autre coté.

je déduis du tableau n° IV

(7470 3 5] =+ 80

I— 2

d’ou

I —7Z

[y 0 log (9'+5)] = \ /1%

Combinons maintenant  + 7, avec une fonction de x et déterminons

. RN ’ . e
cette fonction de maniere que le résultat soit \/ : +

;; en la retranchant de

log (8"+ &), jaurai une nouvelle quantité qui donnera zéro avec y 4+ v,; or

(¥ + v fr) =— 21— f'% _\/':fi,

d’ ou

Sr=log\/1 — x.

Si donc je pose

v -+ 7, donnera zéro avec log £ ou avec £.
On prouverait par un calcul analogue que la fonction

R
&= Vi—=z
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MEMOIRE SUKR LE PROBLEME DES TROIS CORDPS. 21
jouit de la méme propricté.
17. Mais j'ai, toujours en vertu du tableau n° 1V,
/
(7 — Y E) - E ’
I .
(¥ —7,8)=6;

d’ou

Nasy [J\i
Se—"
I

(¥ — 70 ‘Ez—l—f/?) = O (’y—'y,, are tang ;

Done la conjuguée de 3 (y, — ) ou de /, est

'EI
n,— 2 arctang E_

Les huit variables que je viens de trouver, jointes a la constante C, peu-
vent &tre substitucées aux dix variables (I) en ayant égard a I'équation
D = o. 1l ne reste plus qu’a exprimer la quantit¢ H en fonction de ces nou-
velles inconnues.

18. L’expression qu’on obtient ainsi pour H est remarcuable en ce sens
qu’elle est la diflérence de deux fonctions dont la premiere ne contient pas
L, 1y, {y, L; tandis que la deuxiéme est homogeéne et du deuxieme degré
par rapport i ces m¢mes variables, c'est-i-dire que les ¢quations differen-
tielles auront précisément la forme ui conviendrait a un nouveau probleme
de mécanique.

La solution de ce probléme donnera pour le probleme des trois corps des
intégrales tout a fait isolées de celles des aires et de leurs conjuguées; en
sorte que ces dernitres paraissent former un systeme a part qu’on aurait
plus ou moins arbitrairement accolé au premier.

J'ai déja €tudié, dans un Mcémoire sur Uintégration des équations diffé-
rentielles de la méeanique, inséré an Journal de Mathématiques pures et
appliquées, tome XX, des cas ou 'on pent arriver & remplacer une ¢quation
de la forme
par deux ou plusieurs déquations pareilles, mais plus simples, ce qui divise
les intégrales de la premicre en systémes canoniques indépendants I'un de
Fautre. Sculement la forme (@), qui convient aux problémes de dynamique
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22 MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

auxquels s’applique le principe des forces vives, a beaucoup plus de gene-
ralité, et conserve presque toutes ces proprictés quand H cesse d'c¢tre homo-
vene et du second degré par rapport a la moitié des variables; jobticns
done ici, en retombant sur la forme spéciale it la dynamique, quelque chose
de plis que ce que ma théorié m’avait promis.

Ce résultat est d’ailleurs purement accidentel et tient non-seulement au
probleme spécial qui m’occupe, mais encore i la maniére particuliére don!
i’ai conduit le caleul.

En effet, la symétrie de tous les tableaux, par rapport aux coordonnces
et aux vitesses, indique un autre systeme de variables parallele au mien.
auquel je serais arrivé si javais posé au n® 12

n, = Q, /‘ = U«l,,

”‘.::¢M lz—ut'\’i

T

le ne développe pas les caleuls qui n'offrent avcun intérét; mais il esi
facile de reconnuitre, a la seule inspection de H, que 2, et n, seraient seule-
en dehors des fonctions qui dépendent de la loi d'attraction, et que L forne

de H ne se préterait plus a une interprétation analogue.

9. Avant de caleuler H, je vais remplacer les lettres /et n par les et
et ¢ qui servent habituellement dans la Méeanique analytique; et en mene
temps je substituerai, pour plus de commodité, aux uatre dernieres viuic-
bles les suivantes :

1 . 3 ] . N
([;x:~__»(.,":;+ "s),? q. :j(”'.'.— rer
./):::/:c—{’_['.:—’}/’ /)a:/.a_l:s:')’n

et mon systeme définitif sera ainsi.constitué

/ 2
1 200
q,= v, 7, = karc COsz + are tang = )
— . F—"
/)( — W”J’\/‘ /).‘l —_ -' ; “—;’
i Yvi—v
(X) ’ ’
1 z
(s =5 U, (/‘:;<')Jm'(!t:mg?~~ “are cosx )7
¢, ) Tt A
A LAV P — -
[- [ I | / E’lel_l-
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MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

Je passe au calcul de H. L'expression des trois fonetions /" n'of

20.
aucunce difficulté; il reste
I"3 ] ?
T T
2N 21y
Or cette quantité est égale i
I A
21t 2y 14
ou i
B AN PR N Gl SN S0 Bl TR Y
2m am, 2n o? 911y /N
ce qui devient, en ayant ¢gard aux équations (7),
)? )? 1 o g 1 o P
— = — e P ) g (P )
2 2 My ').NII/| 1— 7 '.'.III,(/I I— 7 S

Il suffit done d’exprimer ¢ et ¢, en fonction des nouvelles variables et de

~ . ° fa? 5
G, car 1 — »* = sin® (¢, — ¢.).

Mais on a

47
gl

o 4’ 2 l'—'Tli

G pq,a + 72 qs v-+wqpq
le remplace les deux premiers termes par leurs valeurs tirées des Copra-

tions (7), et quant au dernier, je le tire de la derniere des équations i\

(ui peut s’éerire

vt

N

pey 20’4
= T Pl

J obtiens ainsi
00"+ )/J c)

(= (/):x—*“ /)»%)2 2
= (parp)+3E+EY).

-~

Les deux équations
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24 MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

donnent
N s 2 I . '+ d"
£= \/2 \/C_ (/)3 +Pi) cos - ((]3 -+ (14) - \/Esini((/g——q‘)’
y—q

zl — 2 C— 3 ‘2 in— s+ qGy) = —= ?
g \/2\/ (P —f‘P) 51112((] q> V2 cost (7:— q.)

d ou

8+ &, =2C— (p,+p,) sint (g, — q,) cos L (q,+ ¢.),

v |-

§'— &, =2yC—(p,+p,)? sint (g, q,) cost (g, — 7.),

et enfin

3 =\C—(p,+ p,)? sing,,
glx :_\/C—'(l)n+Pb)2 Sin(lﬂ

et j’obtiens définitivement la valeur de H qui suffit pour former les équations

différentielles :

H= /'Lmj'(([l) -+ umi.f((ja) - mm,fh/q?—l— (13;7)‘{/« (/2-065 (é{ix_ ) |

, A 2 L
(8) ‘ 2m 211, 2mq; 2m,q;
' . 1C— (Pa+pi)® mq} sin® g+ m, g2 sin*q,
2 mn, [gig2sin (g, — q.) |°

21. Voici I'interprétation qu'on peut donner de ce résultat : Si je consi-
dere le cas out le mouvement a lieu dans un plan, ona pourll, en désignant

par ¢, et g, les deux rayons vecteurs, par ¢, et ¢, les deux azimuts
. _ 1 a4 e 1 2 2 1 2 02,
H=1U MY, eV sy, EUOYMP

2

en posant comme a | ordinaire

dT o dT 0

(o) \/).ZW:"”IM Ps= g = "0 1y
9 ‘
. d'Tl : dT :

’p'z:;/:/';:"?’l(la’ /’«:W:”’w’/z(h*
il vient

— UL PP P
H L am 2my amg? 2myqt’?

c'est-a-dire précisément les deux premiéres lignes de la valeur (8) de H.
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MEMOIRE SUR LIE PROBLEME DES TROIS CORPS. 29
(ieci prouve que le probleme auquel je suis ramené peut étre considéré
comme celui du mouvement des trois corps dans un plan, traublé par une

fonction perturbatrice égale a

| (:—(/)3—1,«]),,)’ maqt st g, mya’ Snta,

2 1y ['/,'ll/zrin(r/;——‘r/»,)_J"

I’expression de cette fonction perturbatrice est remarquable. En effet,
C— (p,+ p,)?%, enayant égard aux valeurs () de p, et de p,, est le pre-
mier membre de I'intégrale des aires, ou du moins une fonction de ce pre-
mier membre tel quion I'éerit ordinairement.

mqysin®q, + m, ¢:sin*g, est la somme des moments d'inertic des deux
corps mobiles pris par rapport a l'axe polaire.

q,q.sin(q, — q,) est le donble de la surface du triangle formé par les trois
corps.

On peut done ¢énoncer ainsi le théoreme duns lequel se résume mon
Mémoire :

Pour intégrer le probleme des trots corps dans le cas le plus général, i
suffit de résoudre le cas o le mowvement a licie dans un plan, et d avorr
ensuite égard & une fonction perturbatrice égale ai produit dune con-
stante dépendant des aires par la somme des moments dinertie des corps
autour d’un certain axe, divisé par le carré dic triangle formé par les trois
corps.

Il vésulte dun caleul trés-simple que eet axe a partir duquel je compte
les azimuts est intersection du plan invariable par la position actuelle du
plan des trois corps. On le construirait en portant sur les rayons veeteurs
OM et OV, dirigés du point fixe vers chacun des points mobiles, des lon-
gueurs respiectivement proportionnelles & 2 et o5 et en composant ensuite
ces quantités comme des forees. On peut remarquer aussi que angle T des

deux plans dont je parle est donné par la formule

costl = (]l:{—;—/?-.)"’

@
de sorte que Pexpression de la forme perturbatrice peat s'éerire

Csin?l g sintgy == m, gl sin®o,

o, [ grqesin{qgy —q.) |
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26 MEMOIRE SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

22. Quant au -probleme du'mouvement des trois corps dans un plan, la
connaissance de I'intégrale des aires’

Petpi =«

permet de réduire a six le nombre Jes variables indépendantes. En rem-
placant g, — ¢, par ¢,, on aurait, pour la quantité I,

H = wmf(q.) + um,f(q.) — mm f(\ai =4 — 24,4, c05q.)
_PL Py (e (ps—=),

am 211, 2mgq! famy gy

et pour les équations différentielles du probléme,

A dg W

dr ~ d—q;’ dt —  dp,

Vu et approuve,
Le 20 aotit 1855,

Le Doves pvE 1A Facurrt pes Scieneces,

MILNE EDWARDS.

Permis d'vmprimer,
Le 20 aoit 1855,
Le Vice-Recteun pE 1’AcapeMie pe Panis,.

CAYX.
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THESE D’ASTRONOMIE.

SUR L’ATTRACTION QUEXERCERAIT UNE PLANETE, SI 1’ON SUPPOSAIT SA MASSE REPARTIE
SUR CHAQUE ELEMENT DE SON ORBITE PROPORTIONNELLEMENT AU TEMPS EMPLOYE
A LE PARCOURIR.

Sur Uattraction d’un anneau elliptique.

La question qui fait 'objet de ce Mémoire a ¢té traitée pour la premiere
fois par M. Gauss, en vue de la théorie des perturbations.

Considérons une planete occupant dans son orbite E la position uel-
conque P, ct soit E'Porbite d’une autre planéte dont on veut étudier T'ac-

po I

Sp—

S

tion perturbatrice sur la premicre. 11 fandra ajouter aux composantes des
forces principales, des fonctions qui représentent les composantes de fa
force perturbatrice et qui dépendront, non-sculement des coordonnées du
point I, mais encore de la position variable de la seconde plancte. Mais i
les moyens mouvements des deux astres n'ont pas de comnnme mesure,
kv méme position P, apres 1, 2, 3, cte, révolutions, correspondra succes-
sivement & des lieux de la plancte troublante P/, P, P, ete., qui. au bout

+ , . . . 1) . ~/ ..
d'un temps suflisamment long, finiront par-couvrir I'ellipse E° tout enticre.

4.
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28 ATTRACTION EXERCEE PAR UNE PLANETE.

Les actions qui répondent a ces lieux différents s'ajoutant d’ailleurs en
N . 7 . 4 b b . .
quelque sorte pour produire des inégalités i tres-longues périodes, qui ne

2%
I'idée de les remplacer par une espece de moyenne, en répartissant la masse

dépendent plus des positions particulieres P/, P, P,,. .., M. Gauss a eu
de la planéte troublante sur chaque élément de I'orbite proportionnellement
au temps employé a le parcourir, et considérant ensuite I’anneau fixe ainsi
défini au lieu de la planéte mobile.

C’est ainsi qu’il a été conduit a s’occuper d'une question qui d’ailleurs est
intéressante par elle-méme, indépendamment des applications auxquelles elle
pourra peut-étre donner lieu.

ST

Pour calculer I'attraction d’un anneau elliptique sur un point quelconque,

je prends pour axes coordonnés les axes principaux de Tellipse et une
perpendiculaire & son plan; si E est 'anomalie excentrique, on a

2%

nt::E—-—esinE, n— -,—r—7

d’ou, en prenant T pour unité,

di — dElmecnsF,_

207 ?

telle est J]a masse de I'élément qui répond & Pangle . D'un autre coté, les
coordonnces du point M sont @ cos It et bsin I; done, en désignant pav
A, B, G celles du point attiré, le carré de'la distance de ces deux points est

p*= (A — acos E)* -+ (B — bsin E)* + G
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ATTRACTION EXERCEE. PAR UNE PLANETE.

et 'on a, pour les trois composantes de Pattraction,

(A—acosE) {1 —ecosE) AT,

dX = =
26p*
dY — (B—2sinF) ([—;—er'osE)(]F,,
260
d7, — C(l——-('cni]’,)(lE.
2Tp

~
4

Y

lin prenant pour inconnue tang 1 II, on aurait a intégrer ‘des fonctions

d'un radical carré recouvrant un polynéme du quatricme degré. Ces qua-

dratures se calculent facilement par les fonctions elliptiques en suivant les

yrocédds ordinaires ; mais la méthode de reduction de M. Gauss est remar-
[ 5

(quable & cause de son ¢legance et de Pinterprétation géométrique dont elle

est susceptible. Elle a d’ailleurs une grande analogie avec la simplification

de I'équation générale du deuxieme degré a trois variables.
Faisons done avec lui la substitution suivante :

a4a'cosT 4+ 2"sin'T
ey 3 bi
y + 7 cos'l' " sin'l’

COSE:

G5+f5"cosT4-L"sinT
v+ 7' cos T+ 7" sin'l’

sin E =

Les neuf coeflicients «, 3, v ne sont pas complétement arbitraires :

doivent étre tels que 'on ait cos* Il -+ sin*E =1, quel que soit T.

Pour cela, j'éerirai

cos’ Ii +sin* £ —1 =k (cos® T + sin* T — 1),
k étant arbitraire. On obtient ainsi les six équations de condition :
. — «Cz—ﬁz—f—'}/ﬁ——:]f,
n nl2 ra R

—a =y = k,
- “//2 . ﬁl/g _|__ 7//2 [ ]‘_7

!/ 00/ r__
wa' 4+ Bp — vy = o,

/a /

war’ + 5" — " =0,
ol

\Cf.,a”—l—ﬁ,p —'}’")’”-_—“0-

On peut en déduire un grand nombre d’autres relations. Et d'abord je
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30 ATTRACTION EXERCEE PAR UNE PLANETE.

reprends la premiére, la quatrieme et la cinquieme, que j'écris ainsi :

(—a)a+(—B)B+ (v)v =k,
()a+ (E)B+(—2)rv=0,
(«")a+(5") B+ (—2")y == o.

Elles peuvent étre considérées comme trois équations du premier degrc.
entre les inconnues «, 5, y.

On reconnait facilement .que le déterminant des neuf coefficients, que je
enré . : : elul des e . AN
représente par e, estlle méme que celui des quantités «, 5, y, «', &, 5"
z", 8", v"; par suite,

, r r,n 'l ¢ ' /
(1) e=uf y —ay a5 — fay - ey e s A

On en déduit «, 3, y. On aurait des valeurs analogues pour «’, 5', 3",

V4 ” 14 4 M . . N
a«, @ y Y s le dénominateur commun étant toujours ¢. De li un groupe de

neuf équatiouns :

L =k (y' BT =8y,
5‘3 — (1/7//_ 7/7//),
oy =k (7/{;//___ ﬁ/a”),
e = k(5" — 8y"),
() & =k (af — "),
E’)/’ — 2 (1"9// —.ﬁ-’l”’v
e =k (py' — ¥5')
i ==k (ya — ay),
Loy =k (Cd — uf)

Le coellicient A peut recevoir une valeur quelconque, car il ¢at évident
que rien n'empéche de multiplier les neuf indéterminées par unoneme
nombre. 1l est seulement essentiel de prouver que & ne peut étre nul.

Or le systeme (1) donne

o ol e e Mo
(y'y R )
1y 1o 1o
v == — A
"o /2 ”
B =g
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Retranchons de la premiere le produit des deux dernicres, il vient
(71‘6// o (5")’//>2 — / (119 4+ S /1)
~On aurait de meéme
By ) = k(o — &+ h.

Done la nullité de 4 entrainerait

It "ol rm ! ol .
Yo Ty B =0, 5V — Y =0,
ou
fe Lt [y
o7
o — i?
7 7 7

ce qui donnerait
sin I& = constante.
On peut conclure de L que = n’est jamais nul; en effet, je vais prouver que
(IV) g8 = k.
Multiplions I'équation (IT) par ¢

14

a(ﬁ/'}’”_')’/ﬁ”> -‘J(')/ o —’/./'}/”)—f—f"/ (.’Z/ﬁ _‘6/0‘//).

Remplacons e, ¢3, ¢y par les valeurs que donne le systeme (IIT), il vient

f= k[ — ) (o a" — &y — (8 — )
=h[(—ad* =y ) (= ") = (—dd — -y ) | =

done, & n’étant pas nul, ¢ ne le sera jamais non plus.

Je donnerai enfin in dernier groupe d’équations de condition (qui com-
plétera Panalogie avec les formules qui servent i la transformation des coor-
données dans I'espace.

Pour cela formons, au moyen des equations (II1), la quantit¢

rot v
EX . — U U — U U .

On trouve ais¢ément qu'elle est égale & — ke; d'ol, en supprimant ¢ fac-
feur comiuun,
@ — o't — a"r = — /.
On verrait de méme que la quantité
’ 7 7"

e ! PR
EZ.Y —ET .Y —E5 .Y,
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32 ATTRACTION EXERCEE PAR UNE PLANETE.

et les analogues se réduisent a zéro. De la le cinquiéme systeme

o —a'?— d"?=—k,
ﬁ2 _— ﬁ/ﬂ_ ﬁ”2= . A',
(V) v =yt =" =k,

Y v
fy—fv—Fr=o
71 7 n_n
Qy —a Yy —ay — 0,
t !t Wt
43 —a'f —a fT=o0.

§ II.

En résume, on a entre les neuf coefficients indéterminés six équations
distinctes, ce qui permet d’en établir trois nouvelles choisies de manie¢re a
simplifier les différentielles le plus possible.

Pour cela, nous nous imposerons la condition de fajre évanouir dans le
numérateur de 'expression

(1) p’= (A —acosE)*+ (B — bsinE)*+ C*
les termes en sin'T, cost' et cosT sinT, de maniére que 'on ait seulement :

2 G4+ G eos* T 4G sin®T

p= (77 cosT + o sin T)E

Avant d'aller plus loin, remarquons que, & étant arbitraire et soumis scu-
lement & la condition d’étre positif pour que ¢ soit réel, on peut prendre
k= -+ 1, ce qui donne ¢ = == 1.

Cela posé, désignons y + 3" cosT + 3" sin'T par ¢ et multiplions I'¢équa-
tion (1) par 3, il vient
t2p° = (A*++B*4-C*)t* +a’t*cos* B+ b’ t%sin* E— 2 Aat.t cosE— 2 Bt tsin I,
ou, en posant ¢ =z, tcosE =z, ¢tsinE =y,

(2) Pp=(A"+ B +C)z>+a*a*+ b’y — 2Aaxz — 2Bb)z.
Il faut maintenant substituer & x, y, z'les valeurs
r=au+au +a"u”,
(3) '.y:ﬁu~|—'{3'u'+ﬁ”u”,
2 =yu—+ 7y oy

(Y 4 /4 . . .
ou u, i, u” tiennent respectivement la place de 1, cosT, sinT, et profiter
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. ) . . . . . . ‘s
des indéterminédes pour faire évanouir les trois rectangles dans le deuxieme
membre de I'équation (2), de maniére a le ramener i la forme

(a) Gu*+Gu'*+G"u">.

I est plus élégant de tiver des ¢équations (3) les valeurs de «, o', " en
z, ¥, 5, de les substituer dans Pexpression («), et d’identificr le résultat avec
le second membre de (2).

La résolution des équations (3) se fait aisément au moyen des relations (1) ;
il vient

W =vyz —ar — LYy,

/ I3 4 !
w=uouux +py—rvyaz,
14 I/ 14
7 :a’.‘l'—kﬁ Yy — 'y”z.

En substituant et égalant les termes semblables, on obtient six nouvelles
dquations qui, jointes au groupe (I), déterminent les neuf coefficients indé-
terminés et les trois (uantités G, G/, G".

[.e nouveau systeme est

Gu* +-G'a’"* +G"a"? = a?,
G + G+ G"p" =0,
Gy + Gy + G"y" = A+ B 4- C,

.\f] \ 1 ”
(V1) Goy + G'e'y' + G"«"y" = Aa,

Gy + G By + Gy = Bb,

i 1

Gaﬁ - G/’/.,ﬁ/ + G"d"4" = o.

i

§ 1II.

Pour résoudre les douze équations (I) et (VI), je prends dans ces der-

nieres la premicre, la quatricme et la sixicme qui renferment
Goa.a, Ga.3, Gu.y.

Je les ajoute apres les avoir multiplides respectivement par — «, -— 5,
+ ¥, de maniere & avoir le produit de Gu par —a®— 5%+ " ou 1,
puisque j'ai pris A =1. En méme temps G’ et G’ se trouvent éliminés. Je

)
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34 ATTRACTION ‘EXERCEE -PAR UNE PLANETE.
tire-de la: néme maniére G 3 et G, et | obtiens
Ga = yAa — ad’,
Gﬁ =yBb — (07,
Gy =7 (A*+B*+C*) —aAa — gBb.
On tire des deux premiéres :

; . _Aa . Bh
@ “=VFre P Ve

En portant ces valeurs dans la troisieme, 7y disparait, et I'on obtient une
équation qui ne contient pas d’autre inconnie que G,

A+ B4 C*—

A?(i! B?bi _G
&+G  P+GT
ce que I'on peut écrire

R AT B Ce
(%) arctrrcto ="

Si 'on isole de méme G’ et G”, on arrive a des équations qui ne differem
de I'équation (5) que par la” substitution de — G’ ou de — G” & la place
de G. Comme cette équation est du troisicme degré, il suit de la que ses
trois racines sont G, — G', — G”.

Ces trois raciues sont :toujours réelles. Pour le prouver, et en méme
temps effectuer leur séparation, je reprends I'équation (5), et, aprés avoir
transposé 1 dans le premier membre, je fais les substitutions suivantes :

1°. —aoc, signe -

2°. —a'—1i, signe —, car le premier terme est négatif et I’emporte
sur les autres.

3°. —a*+ i, signe +, changement de signe en passant par U'infini.

4°. — b*—1, signe —, premiére racine entre. — a® et — b,

5°. — b* 4+, signe +.

6°. 0 —1u, signe —, deuxieme racine entre — b* et o.

7°. 0+, signe +.

8°. +~w, signe —, troisi¢me racine positive.

L’équation (5) a ainsi trois racines réelles : I'une d'elles est positive ;
les deux autres sont négatives et ont leurs valeurs absolues comprises, la

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



ATTRACTION EXERCEE PaAR UNE PLANETE. 35
pfemiére entre o et b?, la deuxieme entre «® et b*. Si donc on prend la
positive pour G, les deux négatives pour — G' et —G"; G, G et G” se
ront trois quantitcs posit'ive,s', condition qui, comme nous le verrons p]us
tard, est iudispen‘sali]e.

G, G’ et G” peuvent dis lors ¢ure considérés comme connus. On peut
remarquer qu'il résulte de la forme de I'équation (5) et des limites des ra-
cines que G, G’ «t G” sont les paramétres des trois surfaces homofocales
du deuxiéme ordre qui passent par ‘le point attiré et dont I'ellipse donnée
‘est‘]za focale elliptique.

Une fois G connu, les ¢quations (4) jointes a

__a'z___-ﬁ2+72___],

- A 32 52 )
(a*+ (;) T (TF Gy

Les signes de « et 5 sont déterminés par celuide y, (4).

donnent

(6) =

On peut avoir encore deux expressions remarquables de y : la suivante
prouve que G doit ¢tre positif. En effet, on a

A? S o ’
a+(x+/)—f—(:+(1_ ’
A? (a +(} (l» +G) (;2(\{_1
(a + G)® ( + G)* G T
_Aj a® B2k B* C
(@G (246 (a® +(: T FTor +(7]’
et enfin
» 1
(7) 7 - e TS T YT o L LITTIm eI T

VG : s —:?;.
“Viercp T m+op T

Des calculs analogues donneraient

P Aa L — 4/ Bé
. fEYETor P T Y e
(8) 3’, L 1 R - "f— L
( — \/ A® ”e . ];27[):"7 T i \/— Al N B* '”’"‘:‘Cs
(o =Gy V@ =GP T =Gy TG

et de méme «”, 5” y”.
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36 ATTRACTION EXERCEE PAR UNE PLANETE.
Enfin, on peut obtenir une troisiéme valeur de .
Pour cela, multiplions I'équation. (5) par ¢* 5* — G, il vient

A?a! bI_ASG’ B!a!B!_BQG! C’Il,bz
ZrG T wxrc T ¢

—-C’G ﬁbzl—Gzz
ou

G(_ A"—- B:— Gz)+ A2gs (b='+ G) Bt (a +-G) C?ad?

-G B (& + G 2 p3 (2
a4+ G 0+ G + G =a'b G*.

Mais on a; en vertu des relations connues entre les coefficients et les
racines d’une équation algébrique,

G—G' —G"=A"+B* 4+ C*—a*— b,

GG'G" = a* b*C?,
d’ou
C! Sbi
G

—=G'G”
et
G = A B ) = OB+ 6" — G — a— 1),
Je substitue ces valeurs dans I'équation précédente qui devient alors

Aéa’ 24+ G) B (2?4 G ’ "
LG B G) | (64 G) (G -+ ) — (G4-0?) (Gt b7) =

d’ol1, en divisant par (a® + G) (3" + G),

o he B (GG (GG
'(.az—i-G).’ (52+G)2— ’y_z—(G+ag) (G +b2)o

On aurait de méme o' et %", ce qui donne les trois formules suivantes
7—V( G) (2*+G) “—¢w4wwuw}
G+TY(G+Cy YTV (G+06) =6
7”_ \/( /) ( G”)
(G+G")(G'—G)
Je discuterai toutes ces formules quand j'en aurai fait voir la signification

geometrique. Pour le moment, je me borne & achever la transformation en
-caleulant dE en fonction de.dT.

(9)
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Je rappelle les formules (3),
tcos E=a -+« cosT + «"sinT,
tsin E = B+ p' cos T+ g"sinT,
t =79+ cosT +5"sin T.
J'écris I'identité

t’dl =tcosEd.tsinE —tsin Ed.tcos E

= (a +« cosT 4+ &"sinT) (8" cosT — f'sinT)d T
— (4 f'cosT + p"sinT) («" cosT — «'sinT) d'T.

Développant et réduisant, il vient
£ dB = [(ap”" — Bo") cosT + (' — «f') sinT + (' " — " )] dT.

Enfin, si 'on remplace les bindmes par leurs valeurs tirées des for-
mules (III), le deuxicme membre devient etdT, et 'on a, en supprimant
t facteur commun,

(10) tdE = ¢dT.

Au moyen de ces diverses formules, M. Gauss donne I'expression des dif-
férentielles dX, dY, dZ en fonction de T'; il raméne leur intégration au
calcul des deux quadratures

"2w sin*T dT /‘“ - cos!T AT
‘/0 (M?*sin®*T + N?cos*T)? A (M?sin* 1"+ N* cos? 1)

Ces intégrales dépendent d’ailleurs des fonctions elliptiques de premiére
et de deuxiéme espece; donc le probleme peut étre considéré comme re-
solu. Mais on peut simplifier considérablement I'expression et le calcul des
composantes au moyen de Ja méthode géomdétrique que je vais maintenant
exposer. Elle me permettra non-seulement d'indicuer la marche a suivre,
mais encore d’effectuer complétement les opérations et de discuter les
résultats obtenus.
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§ 1V.

Considérons le cone qui a pour base I'ellipse donnée et pour sommet fe

I3

point attiré. Si nous le rapportons a son sommet et & ses axes principanx.
son équation est de la forme

11 — — =3
(r1) —
Elle permet de poser
x'=mz'cos'I', y'=nz'sinT,

ce qui donne pour la distance de I'origine & un point quelconque de la

surface,
pPP=a 4y +z2=2" (1 4+ m*cos’ T + n'sin*T).

Mais si A, u, v désignent les angles que la perpendiculaire au plan de Uel-
lipse fait avec les trois axes coordonnés, et G la distance de ce plan a lort-

gine, on a pour son équation
(12) x' cosA + y' cosu + 3 cosy = — C.

Je mets — G, afin de conserver a la lettre  la méme signification que dans
? D

les calculs précédents.
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~ / g . N - .
En remplacant " ety par leurs valeurs en fonction de T, | ¢quation du
plan devient

2 (cosy + mcosacosT + neosusinl)y = — C,
d'ou
- C* {1+ m* cos* T+ n¥sin®T)
= (cosv + mcoshcos’l 4+ ncosp sin'l')*

Cette valeur de p* a immédiatement la forme simple que cherchait
M. Gauss. Done

L’angle'U de M. Gauss n'est autre chose que Uanomalie excentrique de
Uéllipse principale du cdne.

Si I'on se reporte a I'ancienne valeur de p*, on voit que Fon «

cosy 4+ meosacos T 4+ ncospsinl =+t =5 —+- 3 cos'I" 4+ 3" sin I

7

et la quantité que nous avons appelée £, qui ¢tait égale a 9 — 5" —— 7%
est 1t

(13) cos’y — m? cos* A — n*cos’ .
Jé ferai vour dans un instant que cette quantité est tonjours positive. cr
peut alors la représenter par M*, et en posant

cosv ; 1 cosh p ncosu

Y =0 Y= Y = TR

on retrouve
2 /e 3 [
Y=t —7t=1 k=1,

et I'on peut appliquer immédiatement toutes les formules trouvees dans les
paragraphes préeédents.
On a alors, d’apres la comparaison des valeurs de p?,

. C? ’ m? C? - n*C®
G = 3p’ G= 5 T
__cosy+4+mcosheos’' 4+ ncospsinT
T M ’
et par suite,
C mCcosT nCsinl'
r_ - S o mLros ol o besin b
(14) 12'=— 5o tr A Ly A

G,G', ", ¥, %, 7" ¢tant maintenant connus, les cocflicients 2 et 3 sont
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donnés par les équations’(4) et (8), et I'on obtient immédiatement les expres-
sions

cosv m ('95?.‘_ cos T -+ n cos E G T
Mt cosE=Aa e S + pme s e
M: M T OME
(A) cosy__m cos A cos T o TEOSB_ oy
. . = —_— 3
M¢sinE =Bb p G pe M C
M2 M M

M¢ = cosy + mcosArcosT 4 ncoswsin'l’,

qui permettent de calculer les composantes.

Les formules ordinaires de transformation des coordonndes vont me
donner tout 4 '’heure d’autres expressions de ¢, tcosE, ¢sin 5. Mais avant
d’aller plus loin, je vais prouver, ainsi qué je ai annoncé, que la quan-
tité (13) est toujours positive.

Pour cela, j'élimine z’ entre les équations (11) et (12), afin d’avoir I'équa-
tion de la projection horizontale de la section du cone (11) par le plan (12);

i1l vient

costy 2 I 7 f
——— cos*u ) yF — 207y cosA cosu

cos?y 9 re ’ '
—+ 5= — COS"A | &'" + 2X COSA—+2Y cosu =1,

HLo
et la condition 'ellipticité est préeisément

(0s*2 cos® cos®y

LR <,

n- nt neen”

ce qui démontre la proposition.

On peut remarquer aussi que les formules (9) qui ne contiennent, outre
aet b, que A, u, v et G, donnent fa solution de ce probleme de géométrie:

Etant donnés un cone du deuxiéme degré et un plan, trouver en grandeur
les axes principanr de la section du cone par te plan.

Soient maintenant A, x5 v, les angles du grand axe de Pellipse avee O
Oy’, Oz'; Ay #s, v, ceux du petit axe. Ces angles joints i A, «, v, déter-
minent les directions des anciens axes C.r, Gy, Cz par rapportaux ouveaux
Ox’, 0y, Oz". Les coordonnées d’un point de Iellipse sont, par rapport
aux premiers, acosk, bsinkl, o; pour les deuxiemes, 2/, ¥/, z’; on a done

acosk =" cosa, + y cosu, + 2 cosy, - A .

b sin £ = x"cosh, ~+ ' cosu, + =’ cosy, + B.
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D’ou, en multipliant par ¢ et remplacant ¢, ¢, 1y, 12 par lenrs valeurs,

Mt cosll = :i: (Acosh — Geosa)cosT
—+ :—f (Acosu —.Ceosu,)sinlT 4 (l[ (A cosy — ( cosy, ),

(B)  { Mesin =" (Beosa — G cosh,) cosT
-+ % (Beosp — G eosp,) sinl + % (B cosy — C cosy,j,

M¢: = mcosacos'l' +— ncosu sin'l” —— cosy.

En se rappelant (que

tdlE = ¢d'T,

on a tout ce (il faut pour caleuler les composantes de lattraction suiyant
les axes O.x’, Oy’, Oz, Les intégrales devront étre prises depuis T == o
Jusqu'a T == sz

§ V.
Les trois différentielles des composantes sont, parallelement an nouveau

systeme d’axes,
(t—ccosE) AT 2’

((I//,I,: 3 9
26 p
dY ' — (1 —(*r'nsE) (V. ”
2w’
g (1—e cosE) T 2
AL = 20"
Muoltipliant haut et bas par ¢*, il vient.
IN : m(C (t— el cos I'".) cosl 'l
a . — e e e e

(G G eos™ T 4+ G7ain'F)
‘En remplacant ¢ et ¢ cos IS par leurs valeurs tirées des formales (AY o (B)
et intégrant, on aurait pour X’ une expression de la forme .
N [T Qi R

(G5 Gleos™ )+ G7sin*’l'):

v Q
Cette mntégrale est une somme d'intégrales définies dont les deun der-
0
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niéres sont évidemment nulles comme composées d’éléments égaux deux a
deux et de signe contraire. Y’ et Z' se simplifient de la méme maniére, et
'on a pour les trois composantes,-en faisant usage des formules (B),

, 2C 2w b3 l'I\
X:%i% (A———)cosA—CcosA] . cos’T' ¢
“ (G + G’ cos*T + G"sin*T)?
. gC 126y R 2s Al r
Y = —‘E—EI;W (A——> cosu — Geosu, ] / sin* 1 d T : "
20 a | J (G+G'(‘osg"+G”sin""l')’
rAT ’
ZI:EEEZ—I%' (A——)cosv—bcosv]j at

(G+ G cos* T+ G” sin”l'):

Sil’on mene par le pomtO troisaxes, Ox”, Oy”, Oz" parallelesa Cx, G,
Cz et que I'on porte A — g sur Oz” et — G sur Oz”, on pourra poser, en

désignant par-p, ¢, r les angles de la résultante de ces deux droites avec

0x', Oy', 07/,
(A

(s

(A——.—>cosv — Ccosy, = u cosr.

|
® R

) cosix — CcosA, = wcosp,

[CRIS]

) cosu — (cosu, = u cosgq,

En ajoutant ces trois équations apres les avoir élevées au carré, il vient

(A_-)+c

c'est-a-dire que u est la distance du point O & la directrice de I'ellipse.
D’un autre c6té, posons

U= . dT
- \/G—iv— G’ cos’T—’:—G”sm'" 3 V(G +G)— (G"—G")sin*'l

‘/I

G G sin*T
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EREN
e

ou, comme 'on a

G —G" m*— n? "
= —— - — S
G+ G 1 et ¢

si ¢ est I'angle que fait la focale du cone avec Oz’,

/;F(sm”)
VGG

Cela posé, il est facile de voir ue les trois intégrales qui entrent dans les
expressions de X', Y', 7 sont respectivement égales aux doubles des déri-
vées de U prises par rapport a G, G, G”. Donc ona en définitive

- lU o dU
X'= me —5 cosp G’ 5 =K cosp G {](—I,J,,
, —c e ! V]
Y=— ;‘L'(—‘ oS (g G”(;g,, = K cosg G”%,J,,,
r_—E eu dU . dU
7 =7 iC cosr G TG——K cosr G Pl

Pour calculer les trois dérivées de U au moyen des fonctions elliptiques.
je remarque d’abord qu’elles satisfont i la relation

/lU_ﬂ'U dU
dC a6 T aan

qui donne déji, sans fonctions transcendantes, I'équation d’un plan qui con-

tient I'attraction
XI 1'/ ZI

ne cosp n*cosqy cos r

Il reste encore a caleuler les deux intégralés définies

o
P T cos* T dT 1 dU
= . . —_ : i
] (G + G eos” T+ G sin*T)2 2 dls
ing
0__ :; sint Tl . E f[U.
) (G -+ G s T 4 G sin® T3 2 dG”

On a d’abord

. , P F (sing)
(G + GNP+ (G 6" Q=2
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D’un autre c6té, considérons I'intégrale

Q — 3 sin?T AT R x  sintTdT
VG + G"cos*T + G”sin*T \/G_;_ A Vi—sin*gsin® T

Intégrons par parties.en considérant sinT dT comme la différentielle de

— cosT, et supprimons la partie intégrée qui s'annule aux deux limites, il
vient

STAT - 2
R = (G +G).D.
(1 —sin*gsin I')’
Mais on a évidemment
sin*T 'l I (sing) — F (sing)

Q \/G+ G’ _f Vi—sintgsin® T osin®T - sin®y

dU 9 E (sing) — I" sing)

L = 1/,
dG' sin*o (G + G’)?

Donc .

ct de méme

dU E(sing) — cos*o 1" (sing)
o= _ o
’ sin*o cos’o (4 G')?

Le probleme général se trouve ainsi complétement résolu; mais il me
reste encore a discuter des cas particuliers remarquables.

§ VI

Si I'on se reporte aux valeurs de 7, 3', 7" données par les formules (1),
il semble que les deux derniéres deviennent infinies si 'on a G' = G”. 1."im-
possibilité n’est qu’appérente, car il résulte des substitutions qui ont con-
duit & la séparation des racines que I'une des quantités G’ et G” est toujours
plus petite que 6%, I'autre étant comprise entre @® et 6. 1l suit de Ia quelles
ne peuvent devenir égales qu’en convergeant toutes deux vers %, alors 5" et
v” deviennent %

Pour que I"équation (5) admette une racine égale it — 07, il faut d'abord
que B = o, car sans cela la substitution de — 4* a la place de G rendrait
- ’ ; P

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



M §

-

ATTRACTION EXERCEE PAR UNE PLANETE. 1
son premier membre infini; et pour que I'équation simplifide

A2 (:‘2

@i x a
admette encore une racine égale @ — 6°, il faul une deuxieme condition

A

.
at—h? bH?

Ges deux relations indiquent que le point attiré est alors sur 'hvperbole
- . yp
focale de Iellipse. Alors le cone devient de révolution, et la transformation
qui avait pour- but de le rapporter a ses axes principaux est naturellement
indéterminée.
‘Dans ce cas, on prendra o7 arbitrairement; 4 sera toujours donné par
) : |
Jes formules ordinaires, et P'on tirera 9" de I'équation
a 2 rx
V== =1
On sait d'ailleurs que p est une fonction rationnelle, les intégrations s'ef-
fue p ) ¢
fectuent sans difficulté.
Pour appliquer la méthode  géométrique, on prendra le plan z" 2" per.
pendiculaire a celui de Fellipse, ce qui donne
u = o, y = 9o’ — A.
f.es ¢quations du § 1V deviennent
| .
2y =m 2,
=mz"cos'T. ' '= mz"sin'T;
p==z"\14 n’,

M? = sin®x — m” cos® A,

[ — meosk cos'l - sind fp — CVi 4 m*
I M ’ P=—""n
acos B = z" cosn — v’ sinx 4 A;
M¢coslE = ’5 (Acosr—-Csina) cos'l + ;11 (Asina — Ceosri.

Cela revient i prendre 5" = o. Si I'on substitue dans les différentielles. on
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46 ATTRACTION EXERCEE PAR UNE PLANETE.
trouve enintégrant ue Y' = o. X' et Z' conservent la méme forme que dans
le cas général; seulement, les fonctions elliptiques se transforment en fouctions

ordinaires. Z' dépend de fm dT = 2@, et X' de fm cos’TdT = @.

0

§ VI

Supposons C = o, -c’est-a-dire le point attiré dans le plan de I'ellipse.
L’équation (5) a une racine nulle, car si on I'écrit sous la forme ordinaire,
le terme indépendant de I'inconnue est — C*a*b*; les deux autres racines

P 5
sont données par |'équation

A? 13
(15) a’—i—.’c+b"’+x= !

Je reprends les substitutions qui meénent a la séparation des racines :

1°. —w, signe —

2°. —a*—1, signe —;

3. —at+1i, signe +;

4°. —b*— i, signe —, racine négative,

5°. — b*+1, signe +;

6°. o, signe ==, suivant que le point est extérieur ou intéricur
7. + o, signe —.

Ainsi, 1°. Sile point est extérieur & Uellipse, U équation (15) @ wne racine
positive et une négative: G'= o.

2°. St le point est intérieur, les deux racines sont négatives : G = o.

Une fois ces remarques faites, la méthode de M. Gauss sapplique sans
rien présenter d’intéressant; on trouve comme & I'ordinaire les neuf coeffi-
cients «, 3, v, et le caleul s’achéve sans difficulté.

Quant a la méthode géométrique, les formules générales auxquelles elle
conduit ne sont plus immédiatement applicables; le cone disparait, et les
axes coordonnés eux-mémes paraissent n’avoir plus aucun sens. Pourtant,
comme les axes prineipaux du cone sont les normales aux trois surfaces ho-
mofocales (ui passent au point attiré et dont l’ellipée donnée est Ja focale
elliptique, on est conduit tout naturellement a prendre pour axes coordonnés
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ATTRACTION EXERCEE PAR UNE PLANETE. (i
sur le plan les normales aux deux courbes homofocales qui se croisent au
point attiré.

Cherchons d’abord la relation ui doit exister entre les coefficients de
I'équation générale du deuxiéme degré

Ay*+ Bxy + Cx*+ Dy + Ex + I' = o,

pour que la courbe que représénte cette ¢quation soit rapportée aux axes que
jai définis. Pour cela jexprimerai que laxe des , qui sera par exemple la
normale 4 Iellipse homofocale i la proposée, partage en deux parties égales
Pangle des deux tangentes réelles ou imagmaires qui partent de origine.
Posons
x=pcosh, y=psind,

il vient, pour I'équation de la courbe,
(Asin®§ +- B sinf cosf + G cos*8) p* + (D sinf + K cosf)p + F = o

et il faut que, si 'on tire p de cette ¢quation, le radical s'annule pour deux
valeurs de 8 ¢gales et de signe contraire, ces valeurs pouvant étre d'ailleurs
réelles ou imaginaires. On trouve donc la condition cherchée en annulant
sous le radical le terme en sinf cosf, ce qui donne

(16) DE = 2 BF.

Cela posé, je distingue les deux cas du point extérieur et du point intérieur,

§ VIIL

Supposons d’abord le point extérieur. Alors G’ = o.

s __ G+ G"sin*T
p= (7 4+ 7" cos T + y"sin'T)

- G>o, G">o0.

Je dis que les ¢quations

ARTT
, g ; g”sm'T
1 xr = — C = R T .
( 7) 7+ 7 cos T+ 9" sin r’ N v+ 7" cos’ T+ 7" sin’l ’
dans lesquelles je suppose
2 2 2 __
Y-y —%Y =1
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48 ATTRACTION EXERCEE PAR UNE PLANETE.

et qui contiennent am51 quatre parametres, representent toujours une ellipse
satisfaisant a la condition (16).

En effet,séliminons T entre les équations (17), il vient

. N 2 1:' r 2\ -
=0 (B) o Fots ) ()
W : .
—zfy”i;r,—z'yg——f—'x:o;

on a bien DE = » BF; et quant a la quantité¢ B* — 4 AC qui détermine e
genre, elle est égale a

‘Donc la courbe est toujours une ellipse.
Les équations (17) donnent |

Q e r.oan
2 ol re g g sin?l )
p=r +ry = (‘/—I—"/"Cos T+ 9" st 'L)*?

d’'ou
g'_\ — G, g_//;» — G”.

On peut remarquer, comme une premiere analogie avec le cas généval,

que le maximum de o "ou la tangente de I'angle 10R est égale i — Si lon

1‘eprcsente ce I‘dppOl‘t par n, on aura

G” = Il2 G
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Avant d'aller plus loin, je rappelle la propriété saivante des sections
coniques :

Une ellipse étant rapportée a unpoint guelconque et aur bissectrices des
angles formés par les rayons wvecteurs qui joignent Uorigine awr foyers,
Uaze des v, la polaire de Uorigine ct le dicmétre conjugué de Uaae des y se
croisent en wie meme point.

En effet, I'équation de la polaire de I'origine est

E n 7N
YoV m=1
8

Celle du diametre conjugué a 'axe des y est

2 7 14 E _ "
V=1 a+¥w =7,
S bl
et ces deun ¢qguations sont hien vérifices par
n=0 F=2=x. I est le pole de oy
,/ )

Remarquons encore que la tangente de Vangle de la polaire avee Taxe

ool . . . y P . .
des v est — £7—; si done on Iui mene de Povigine une perpendiculaire OP,
g

la tangente de 'inclinaison de cette nouvelle droite sera

Ao om o S5
tang & = —,
O

et on aura pour la longuenr o

o

s) p = cos@:?—,,sin@.

On a maintenant tout ce qu'il faut pour achever le caleal; les formules
de transformation sont, en appelant A l'angle de ox” avee G,
aeos = 2"cos A — 1y sin A+ A,
Hsin K= 1 sin A 43 cos A + B.

D'on;, ¢ ayant la méme signification que prée¢demment,

"

\ e N . A \ nos
teoslh = cosa — Zsinasin T 4~ (y + 5" cos'l' 45" sin Ty,
¢ {7 {

e o e B , s
Csin k== T sin A - 7 cosasinl —i—Z’ (y + 5 cosT + y"sin'l),

{ =5 49" cos’l' + »"sin'T;
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50 ATTRACTION EXERCEE PAR UNE PLANETE.

ce qlli donne pour les composantes

15 I
-X’:;Eafig[<f—A>7—gcosA] ' 5
e | (G +G"sinT)?

Y =L g [(.‘} — A) "+ g sin 7\] SR
2T a e (G + G"sin®* T)

Mais on tire des équations (18)

g v 8"
= = COS -— — Sin @.
Y = cos, y =" sing

Substituons ces valeurs et posons encore

2w dT
VG + G”sin' T
il vient
; e e a 4dU
X' = — E@ [(E— A) COS@—-—PLOS;\]Gd—G’
. E € a L . " (lU
= @ [(E — A) SN @ 4 p sin 7\] G To
On peut encore poser

(‘i—A> cos @ — p cos A = u cos 6,

e

(g —A) sin @ + psinA = usin f§,
d’ou

“22(5— A)2+P’— 217(‘-:—~ A)cos(¢+A);-

et il vient en définitive
. dU
X' =Kcos8G ek

dU

Y, = K Sill 9 G'” m‘

Si I'on projette en Q le point O sur la directrice de I'ellipse, il est évident
que « n’est autre chose que la ligne PQ.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



ATTRACTION T‘]XERC]L,'E PAR UNE l‘l.ANiiTli.
§ 1X.

Supposons maintenant le point intérienr; G =o:

s Gleos T+ G"sin®T
P= (747 cos T4/ sin T)*

Je passerai rapidement sur les calculs qui ne different pas essenticllement
de ceux du paragraphe précédent.
Je pose
P g cos'l o g"sinT
= :/ 7/2551‘ 1;—-_}7797'f’ J /+ 7 Teos T+ 4"sin'T ,

d’ou
" ! e Y xl e l /
<1+w’->(-1—ﬂ) +(I+7”')<;,,—/> —2y'y” e ,,+97”i,,+2v ——1=o0.
o

Tous les théorémes relatifs au cas précédent s’appliquent; seulement les
expressions de tang ¢ et de p doivent ¢tre remplacées par les suivantes -
"8
7/ gll
S ol

P = f;, coscp:‘—?/—,,sinqo.

tang @ =

On arrive ainsi, en posant
U 2 AT
- »jo VG cos T+ G"sin* T’
a des formules de la forme

X'= K cosHG’ (b,,

Y4 (] IJ

Y _KSDQG (,”’

u est toujours la distance de la projection de Porigine sur la directrice « sic
projection sur sa polaire.

Dans ce cas du point intérieur, Pattraction peut étre nulle, et pour cela
il faut et il suffit que I'on ait « = o, c’est-a-dire que la directrice soit I po-
laire du point attiré. Done,

L'anneaw elliptique considéré n'exerce aucune action sur le Soled.

Ce résultat est d’ailleurs évident i priori; en effet, un ¢lément queleondgue
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exerce sur le foyer une action proportionnelle 4 I'aire-Lr? df et en raison
inverse de r?; donc I'action est en définitive proportionnelle a 4, et par
suite elle est-égale i celle de I'élémtent opposé.

Note sur le§'V.

La recherche du‘ potentiel ou des surfaces de niveau n’offre pas un bien
grand intérét, mais on peut faire la remarque suivante : Si Ja-masse ¢tait uni-
formément répartie sur Pellipse, le potentiel V serait proportionnel a U et
I'on aurait pour les composantes de l'attraction suivant les normales aux
trois surfaces homofocales :

av
2

N NTY A Y
bpmzp:l F/,.——ll (T—LF—’ F-—-—),l (——

(e)’ ()
p, ¢, v sont les coordonnées elliptiques ordinaires données par les formules
ad+G6G=p, -G =u, o—G"=;

P, P’, P" sont les perpendiculaires abaissées -du centre sur les trois plans

tangents.

Si I'on passe de la au cas qui nous occupe, on trouve facilement

N=F,(1=2),  YV=F(1—2F), Z=F(1—25)

- 42 ol

b ¢

Done : L'attraction est la résultante de F et d une autre Jorce dirigée sui-
vant la perpendiculaire aw plan conjugué a la premicre, dans Uellipsoide
qui aurait ses axes dirigés suwant les normales aux trois surfaces homaofo-

cales, et égaux respectivement aux axres majeurs de ces surfaces.

Vu et approuvé.
Le 20 aout 1855.
.1 Doven pe 14 Facurté pes Scieaces.
MILNE EDWARDS.
ermis ' imprimer,
Le 20 aoit 1855,
Le Vice-Recteur pE L'AcapéMie pe Paris.
CAYX.

FARLS, —— DMPRINERIE BE MaRLLe~sactuuniis, roe da Jardinet, 1o
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