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CAPILLARITE

CHAPITRE PREMIER

THEORIE DE LAPLACE

1. Bases de cette théorie. — Laplace admet que deux
molécules d'un liquide exercent enire elles une attraction
dirigde suivant la droite qui les joint, proportionnelle & leurs
masses et dépendant, suivant une loi inconnue, de la dis-
tance qui les sépare.

Cette attraction a donc pour expression
mm' [ (1),

m et m’ étant les masses dus moléeules, » leur distance, et
[ (r1 une fonction inconnue de celte distance,

Muis ces hypotheses ne sonl pas sullisantes. Clairaut, en
effet, les avail ¢noncées une cinquantaine d'anndes avant
Laplace et n’uvait pu en déduire 'explication des phéno-
menes capillaires. Aussi Laplace admet-il, en outre, que la
foree attractive décroit rapidement quand la distance des mo-

lécules augmente, et qu'elle devient insensible dés que cetle
CAPILLARITE. 1
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2 THEORIE DE LAPLACE

distance dépasse une valeur trés petite que l'on appelle
rayon dactivité moléeulaire, En d’antres lermes, Laplace

suppose que la fonction
¢(r) =7 () r

est sensiblement nulle quand » est plus grand que le rayon
d’activité moléculaire.
Par suite des premiéres hypothéses, les forces moléculaires

admettent un potentiel

V = 2 m gir)
p !

AV 2V 0V .
=1 7+ 37— représentent les com-
dz dy Az

dont les dérivées partielles
posanies suivant trois axes de la force allractive s’exercant
sur une masse 1 située au point @, ¥, v el due & 'action dex
molécules de masse m.

Si I'ensemble de ces molécules forme un volume, I'ex-

pression du potentiel devient

V= [f e

dt désignant un élément de volume, o la densité de cet élé-
ment et I'intégration étant étendue au volume considéré.
Une nouvelle hypothése de Laplace permet de simplifier
cette expression. Laplace admet, en effet, que la densité est
constante. Celte hypothese n'est pas légitime, car il est pro-
bable que la densité en un point situé¢ & une distance de Ia
surface du liquide moindre que le ravon d'activité molé-

culaire, n'a pas la méme valeur qu'en un autre point dont la
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POTENTIEL D UNE COUCHE SPHI:]RIQUE 3

distance 4 la surface est plus grande que ce rayon, Quoi

qu'il en soit de son exactitude, elle conduit a I’expression

V= Ffff?(") dr;

et, si nous prenons pour unité la densité du liquide considéré,

\ :fffu.;(r)dr.

2. Potentiel d’une couche sphérique infiniment

nous avons

mince. — Soicnt p et o 4 p les rayons des deux sphoires
qui limitent la couche, ¢t soit a la distance du centre com-

mun O (fg. 1) de ces sphéres au point P, pour lequel nous

voulons la valeur du potentiel. Prenons pour plan de la
figure un plan queleonque contenant PO et menons dans ce
plan deux rayons faisant avee OP des angles 0 et 0 -+ d0.
L'élément M ainsi déterminé a pour surlace s d6 ds, ot le
volume qu’il engendre en tournant autour de PO a pour
valeur

2 sinb ¢ 0 dp.

Tous les éléments de ce volume étant A la méme distancer
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4 THIORIE DE LAPLACE

du point P, le potentiel en ce point dit a ce volume est
dV = 2=g® sint dg db o (r).

Par conséquent, le potenticl de la couche sphérique a pour

valeur

V == 2=p2 (/p‘/"ag ( sinh d.
0

Mais le triangle POM fournil la relation

2 [

r¥ = 2?4 a? — Zaz cosh,
d’ou

rdr = az sing d9.

Nous pouvons done éerire
I

ro désignant la distance PA, »| la distance PB.

Posons

la fonction 4 ainsi définie aura une valewr sensiblement nulle
pour toute valeur de » supéricure au rayon, d'activilé mo-
léculaire, puisque, pour ces valeurs, la lonction «(r) st
presque nulle par hypothese.

Introduisons cette fonction & dans 'expression de V. Nous
avons

Wy A Ay
/ ro(r)ydr=|rqir)dr —{—] ) dr = (rg) — b
(

7
i vora <

Mais, si p est fini, la distance »r,; est nécessairement plus
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POTENTIEL D'UNE SPHERE PLEINE 3

grande que le rayon d'activité molieulaire. Par conséquent,

v {ry) est négligeable, et nous avons simplement

de bl )

-
!
e
A
QO

celte quantité devenant elle-mcéme négligeable quand
devient fini.

La figure a éLé tracée dans Phypothése que le point I est
extéricur i la couche sphiérique. Mais le raisonnement s’ap-
plique ¢galement au cas od le point P est intéricur. La seule
différence est que ry, dont la valeur est @ — p dans le pre-

mier cas, devient ¢ — @ duns le second.

3. Potentiel d’une sphére pleine. — Considérons
d’abord le cas oitle poinl P est extérieur a la sphere.

Sile point est i distance finie de L surface, les forees
attractives excrcées sur la masse placdée en ce point par
toutes les moléeules de la sphere sont négligeables; par
conséquent, le potentiel est sensiblement nul,

Supposons le point P & une distance tres petite ¢ de la
surface. Décomposons la sphere en couches sphériques con-
centriques d'épaisseur dz; chacune Celles a pour potentiel
en P

v . [ , N
dY =2z =z b {a — ¢).
P ,

Par conscéquent, le potentiel de la sphere entiére est
R

/] — ‘?_-—E J —
v / - e b (@ —p)

[Z4aT)

R étant le rayon de la sphere.
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6 THEORIE DE LAPLACE

Si nous posons

z A At

. 1
Ve={[a: % = aql(z)d‘ :__/Qmp(z)d: —2/27::-1'/(3)(:1;.
v g -

t

Mais o ¢tant fini et la fonction 4 (z) sensiblement nulle

pour toute valeur finie de la variable, on a approximative-

T o
/27:4;(:) dz = o,f?nr; Liz)ds = v,
t o

et par suite

ment

«

fgwl( )([~——f‘)-;u Yz + d:—‘/.nv Ydz=0(z),
3

a
f27rzv]4(z)d::f 3l(z)ds ¢f>:~'vr (1"_‘/_4“'4 5 yls =0, (c).
1 4

Nous avons donc pour le potentiel en P’
V=20()— L] (e

Nous ignorons la forme de ces fonclions 0 et 6, puisque ¢
et 4 sont inconnues. Nous voyons, toutefois, que 0 el 4, sont
sensiblement nulles pour toute valeur finie de ¢, puisque ¥
jouit de cette propriété. Nous pouvonsajouler que 9, est beau-
coup plus petit que 0, car pour les petites valeurs de z, les
seules qui soient & considérer d'apres ce qui précéde, 1'éle-
ment différentiel 2zz4 (2) dz est plus pelit que 2x ¢ () dz.

Cette derniére propriété permet de modifier I'expression
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POTENTIEL D UNE SPHERLE PLEINKE 7

de V. En effet, quand ¢ esl tres petit, a est tres peu diffé-
rent de R. Puisque o, est alors irés petil par rapport a #
nous ne changerons pas sensiblement Ja valeur de V en
P 1 .
remplacant le cocfficient o de 8, par le facteul‘—ﬁ- [I vient
(4

donce

V=0 — 30 (e @)
4. Passons au cas ot le poinl P est intéricur & la sphere.
Lorsque la distance du point & la surface de Ta sphire est

finie, aclion qu'exerce sur P une molécule extérieure a la

sphere est négligeable, puisque la distance de celte molécule
au point P est alors supérienre au rayon d'activité molécu-
laire. Nous pouvons done, sans rien changer a la valeur du
pulentiel en PP, remplacer la sphere parune autre spheére de

méme maliére, ayanl un rayon infini ¢l son centre en P.

Décomposons celle sphére en couches sphérviques concen-

triques de rayon r ¢l d’¢paisseur dr. Le potentiel en P d'une

de ces couches esl
dV = Amridrglr).

Par suite, le potentiel de lu sphere enticre est

w0
V= f-’m)""dr;(r).
Ly

Cetle intégrale esl une constante A. Le polentiel d’une
sphére pleine en un point intérieur, situé aunc distance finie
de sa surface, est donc une constante.

Supposous maintenantl le point & une distance excessive-
ment petite ¢ de la surface. En décomposant la sphére en

couches concentriques infiniment minees, le point P esl exteé-
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8 THEORIE DE LAPLACE

rieur aux unes et intérieur aux autres. Le potentiel de cha-
cune d'elles est représenté par la formule (1), ot », doil éire
remplacé par @ — p ou p — a, suivant que P est extéricur ou
intérieur & la couche considérée. .e potentiel de la sphére
entiére est donc

R_ € ~R

Ve [oxfdoyla—p) [ 2n L dob(o —a).

0 R—E

Considérons la premiére intégrale. En posant z = a — o,

elle devient

% q;(:)d:::jﬂny(z)d..—% Oz (3] dz.
Q

0

a

Puisque @ est fini et que la fonction ¢ est sensiblement
nulle pour toute valeur finie e la variable, on peul remplacer
les limites supérieures a des intégrales du second membre
par linfini ; par suite, ces intégrales sonl des constanles et
il en est de méme de la premiére intégrale de l'expression
de V.

La seconde intégrale de celle expression devient, en posant
p— a=2z

E

21: + Y dz = | 2n¢ (2) dz 4 P/'..l. dz.

o,

Les deux intégrales du second membre sont celles que
nous avons eu a considérer dans le cas ou P est exicérieur a
la sphére. Par conséquent, toutes deux sont des fonclions
de e. Si nous faisons entrer dans l'une de ces fonctions la

constante qui représente la valeur de la premiére intégrale
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POTENTIEL D'UN VOLUME DE REVOLUTION 9

de V, nous pouvons donc éerire pour Pexpression de ce

polentiel

V =10/ -——:;6, (€).

I est ¢vident (ue ces foncetions ne sont pas identiques a
celles ¢ui entrent dans Pexpression (2). Si nous comparons
Pexpression précddente de ¥V oavee Ia valeur V.= A du poten-
tiel pour un point intérieur a distance finie de la surface,
nous voyons que 0, (] doit lendre vers A el 0, (¢ vers zéro
quand ¢ devient fini.

Cette dernicre propriété dela fonction 9, (¢) permet de rem-
placer ;lpur le facteur ;i; qui en differe peu quand e est petit.
On retombe dounc sur T'expression du potentiel obtenue pour
un point extéricur, mais 9 et 6, ne désignent pas les mémes
fonctions dans les deux cas.

En résume :

12 Si le point est extérieur et a une distance finie,
V=o

20 Si le point esl & une distance trés petile de la surface,

les fonctions § et 0, n’¢tant pas les mémes quand le point est
intérieur et quand il est extérieur;

3° Sile point est inlérieur et a une distance finie,
V=A

5. Potentiel d'un volume de révolution. — Montrons

d’abord que le potentiel en un point P, situé sur 'axe 4 une
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10 THEORIE DE LAPLACE
distance trés pelite de la surface limitant le volume, aug-
mente ou diminue en méme lemps que le rayon de courbure
du sommet voisin,

Soit- ABC (fig. 2) la section méridienne du volnme consi-
déré. Déformons celie courbe de mauniére & ce que le rayon

- -
de courbure en A augmente, el svit ADBE la nouvelle forme.

I, 2.

Le potentiel du volume engendré par la surface ADBE esl
¢gal au potenticl du volume engendré par ABC augmenté
de celui du volume engendrc par ABD et diminué de celui
du volume engendré par BCE. Le point P ¢lant supposé a
une Lrés petite distance de A, il esl 4 une dislance finie des
molécules de ce dernier volume el, par suile, le potentiel
correspondant est négligeable. Le polentiel du volume
engendré par BDA est posilif, si loutefois on suppose que la
force entre deux molécules est attractive ; par conséquent le
volume engendré par la surface ADBE donne en P un poten-
tiel plus grand que le volume primitif.

Cela posé, lragons deux sphéres langentes en A an volume
considéré el dont les rayvons sonl R et IV, Soient V' el V7 les
potenticls de ces sphéres au point P, V celui du volume con-
sidéré au méme poinl qui peut étre a inléricur ou a lexte-
rieur de ce volume. Sile rayon de courbure en A de la sur-

face engendrdée par ABC est compris entre R el R”, on a,
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POTENTIEL D'UN VOLUME DE REVOLUTION 11
d’aprés ce qui précede

VooV ooV

ou

0 (e) — Rwﬂq<v<em éﬂgq

En faisant tendre R" el R” vers le rayon de courbure R, on

aura a la limite

Y:o@~neh) (3)

Le potentiel ne dépend done que de la distance du point
la surface du volume considér¢ et du rayon de courbure au
sommet.

Nous avons admis (ue les forces s'exercant entre deux
molécules sont tonjours atlractives. A la vérité, cette restric-
tion ne s'impose pas, et I'on arrive 4 Ia méme expression
du potenticl en supposant que ces forces peuvent étre attrac-
tives ou répulsives suivant les cas. En effet, si la force est
répulsive, g doit éire changé de signe ; par suite, I'expression

la plus générale de ¢ est

(I‘_- (~
2 ) =g (r —

-e

217

o, (r) et @,17) ¢tant deux fonctions toujours positives. Le

potentiel en un point est alors

v :fff° (r) ds :lf:/f% (r) d= ——J:f/% ) dr.

Mais les raisonnements qui précédent sont encore appli-
cables aux intégrales du dernier membre, puisque 3, et g,

sont toujours positifs. Done, chacune d’elles peut se mettre
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12 THEORIE DE LAPLACE

| A
sous la forme 8 (¢) — Q 6, {e'. 1l en sera encore de méme de
leur différence, c'est-a-dire de V.

Prenons un fuscau limit¢ par deux plans passantpar I'axe
du volume de révolution et faisant entre cux un certain
angle. Un aulre fuseau de méme angle aura le méme poten-
tiel en P, car, en laisant tourner ce dernier fuscau d'unangle
convenable, on peut le faive coincider avee le premier. 1
résulte de la que le potlentiel d'un fuseau est proportionuel a
I'angle diedre formé par les plans qui le limitent. Par consdé-

quent, le potentiel d'un fuseaun d'angle « a pour expression

V=g (v — &0 «g)>- ()

6. Potentiel d’un volume quelcongue., - Clerchons
le potentiel d'un volume limité par une surface quelconque
¥ en un point P, intéricur ou extérieur, mais trés voisin de
celte surlace.

Prenons pour axe des s la normale 4 la surface passant
parP: pouraxe des x et y, les axes del'indicalrice du pied .\
de la normale. L’'¢quation de la surlace par rapport a ce sys-

téme d’axes est
g =ax® + by* + ...

et le rayon de courbure en A, de I'intersection par un plan
normal IT [aisant un angle v avee axe des w, est donné par
la relation

1
1

= 2 (a cos®y -+ 4 sin?g).

—

Considérons le fuseau IY d'angle 5 limité par le plan I ¢t
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POTENTIEL D'UN VOLUME QUELCONQUE 13
un plan inliniment voisin, Ce fuseau différe infiniment peu
du fuseau de méme angle de la surface de révolution engen-
drée par la rotation de I'intersection de la surface = par le
plaun II. Les potentiels de ces [useaux peuvent done étre con-

fondus. Par conséquent, d'apres la formule (4), le potentiel de

[o (€ — (E)J-

Le potentiel du volume limité par la surface X est done

I est

=
Q

|

d\V =

£
1

g
A

{ . i .
é‘l_; I:(J (\s) — E 0, (e‘:ls

18

-~
I
—_—

1
ou en remplacant = par sa valeur

R

¢l en elfectuant les inlégrations

N o= 0(ed — al, — b,

Mais. si dans Vexpression de 5 nous faisons o = o, puis

1
—_— —) nous obtenons pour les courbures principales
i 1
— — Ju -— = 2/
» 1 =
i, R,

Par conséquent, nous pouvons éerire

. 0, ¢ i {
_— R R e A Y =Y
Vo= (e 9 <H, - T ) (O
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14 THEORIE DE LAPLACE

formule qui montre que le potentiel en un point ne dépend
que de la distance de ce point & la surface et de la courbure

moyenne au péle.

7. Equations d’équilibre d’un fluide. — Pour trouver
les lois de la capillarité, il ne reste plus qu’a appliquer les
principes généraux de I'hydrostatique.

Rappelons que, si on appelle p la pression cn un point
x, ¥, 5; X, Y, Zles composantes des furces extérieures
s'exercant sur I'unit¢ de masse placée en ce point, on obtient
les équations fondamentales

@ _ v _ v p

do = dy — I]S:/"

en écrivant qu'un élément de volume est en ¢quilibre sous
l'influence des forces qui agissent sur lui.

Dans le cas parliculier qui nous occupe, les forces extc-
ricures sont de deux sortes: les forces capillaires et les
forces s’exercant a distance sensible. Nous venons de voir
que les premiéres admettent un potentiel V; les secondes,
en géneéral, en admettenl également un, que nous ddsigne-
rons par W.

I.es équations précédentes deviennent alors

dp __dV dW
(_/—7_ T dx da ’

dp _ 4V | dW
ay = dy Ty

dp _ N | dW.
dz ~ dz dz

Nous en déduisons

p="V + W 4 const.,
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ASCENSION ET DEPRESSION CAPILLAIRES 15

ou en remplacant V par la valeur /3)
0, (g .
p=10"7 — i'%l <“L+ ]{L> + W 4 const.  {6)
= 1 2

8. Equation de la surface libre d’un liquide. — Cette
équation se déduit immdédiatement de la précédente.

Pour un point de la surlace on a : = o; par suite, la pres-
sion p, en ce point est

,(0) / 1 1
'éo’ <R_, + E) -+ W —+ const.

By = U{0) —
Mais 0 {0) est une constante; p, a aussi la méme valeur en
tout point de la surface libre, donc on a simplement

Do) /1 | 4N .
2 R, + 1’12> = W 4~ const. 1)

Lorsqueles forces agissant a dislance sensible se réduisent
a la pesanteur, onaY = X = o0, 72 =g, si 'on prend l'axe
des z vertical et dirigé¢ vers le bas et pour plan des wy un
o] .
lan horizontal. Par suite, on a dans ce cas
P )
W =y=z

¢t I'équation de la surface libre est

b, 10)

1 1
5 <R—' - E:> = gz -+ const. 8)

9. Ascension et dépression capillaires. — QQuand un
tube capillaire est plongé¢ verticalement dans ['eau, le liquide
s'éléve dans le lube au-dessus de son niveau dans le vase;

quand il est plongé dans le mercure, la surface libre dans le
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16 THEORIE DE LAPLACE

tube est au-dessous de la surface libre dans le vase. L'équa-
tion précédente permet de trouver la forme du ménisque dans
P'un et I'autre cas. '

Prenons pour plan des wy le plan horizontal qui forme la
surface libre du liquide hors du tube. Pour un point de ce
planona R, = R, — = et # = 0. Donc, la constante de

I'équation (8) est égale a4 0 et on a simplement

9, (o) (4 1 > o

2 <1{, +x) =9

Si nous supposons le tube capillaire cylindrique, la surface
libre dans le tube est de révolution et au sommet de celte

surface on a R, = R,; on a donc¢ pour ce point

0, {0)
R,

= g=z.

Quand il y a ascension du liguide, le z du sommet est néga-
tif; par suite, R, doil étre négalil, puisque 7, est positif
quand les forces sont allractives. Le centre de courbure est
alors du ¢0té des = négalifs, el le ménisque est concave,

Quand il y a dépression, le & du sommet est positif. Le
rayon de courbure en ce sommet doil étre positil, ct le
ménisque est alors convexe.

Nous voyons comment la théorie de Laplace permet de
prévoir la forme du ménisque, quand on sait s'il y a ascen-
sion ou dépression, ou inversement de prévoir s'il y a ascen-
sion ou dépression, quand on connait la lorme du ménisque.
Toutefois, le probleme n'est qu'a moilié résolu, car nous
ignorons encore pourdquol certains liquides s'¢lévent dans un

tube capillaire, tandis que pour d'aulresil y a dépression. A
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ANGLE DE RACCORDEMENT. SA VARIATION 17

deux reprises, Laplace a tenté d'en donner une explication ;
dans un premier Mémoire (), il parvient 4 une explication
plausible, mais en sappuyant sur une hypothése ; dans un
autre Mémoire (?), les conclusions auxquelles il arrive ne
sont rigoureuses que dans le cas oi le tube est cylindrique,
el encore Ta méthode est-elle tres compliquée. Résumons

néanmoins ces deux Mémoires.

10. Angle de raccordement. Sa variation. — Consi-
dérons la surface libre d'un liquide dans le voisinage d'une
paroi. Par un des points de la courbe de countact de la sur-
face et de la paroi menons un plan normal & la courbe; il
coupe la surface ¢t la paroi suivanl deux lignes dont les tan-
genles au point de rencontre font entre elles un certain
angle o. Clest angle de raceordement an poinl consideré.

Dans son premier mémoire, Laplace admel sans démons-
tration que cet angle est constant, qu'il a la méme valeur en
(oul point de la courbe de contact de la paroi et de la surface
du liquide. Pour expliquer la vaviation de cet angle avee la
nature du liquide et celle de la pavoi, Laplace suppose que
les molécules solides exercent une altraction sur les molé-
cules liquides el que cette altraction ne differe de celle qui
s'exeree entre deux moléeules linuides que par un lacteur
constant,

Appliquons cette hypothose a Ja recherche de la condition
J'équilibre d'une molécule liquide P (fg. 3),.siluée sur la
courbe de contact d'une paroi verticale AB et de la surface
libre PPQ.

U ueres complétes de Luplace ATV, Supplémentau livee X da Teaits
de mécanique céleste, p. 394,

B

2 iueres complétes de Laplace, 20 supplément au livre X. p. 414,

VAPILLARITE 2
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18 THEORIE DE LAPLACE

Pour que cette molécule soit en équilibre, il faut que la
résultante des forces qui agissent sur elle soit normale & la
surface libre, car,dans le cas contraire, la molécule glisserait
sous I'action de la composante tangentielle.

Or, ces forces sont : 1° I'attraction FF due aux molécules de
la paroi,attraction qui, par raison de symétrie, est perpendicu-
laire 4 ADB et dirigée vers l'intéricur
dela paroi; 2° latiraction ' due aux
molécules liquides situées dans le
diedre BPC, attraction qui est évi-
demment dirigée suivant la bissec-
trice de I'angle BPC ; 3° I'attraction
F| des molécules comprises entre
le plan PC etla surface libre, attrac-

tion qui doit étre ajoutée a I si

Y'angle de raccordement est aigu et
Fie. 3. retranchée si 'angle est obtus; 4° la
pesanteur dont la valeur est g,

puisque la masse de la molécule attirée est prise pour unité.
En exprimant que la somme des projections de ces forces sur

la tangente PC est nulle, on obtient la relation

—Fsing + F cos%-{—Q—i—gcos:y = o,

Q désignant la projection de la force F{, projection qui doit
étre prise avec le signe |- dans le cas de la figure et avec le
signe — quand I'angle g est obtus.

Calculons F’ et F. Pour cela, décomposons le diedre BPC
en diédres d'angles infiniment petits d¥, ¢ étant I'angle de

I'une des faces de ce petit diedre avec le plan bissecteur du
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ANGLE DE RACCORDEMENT. SA VARIATION 14
diedrg BPC. Les attractions qu'exercent deux diedres de
méme angle sur la molécule P sont égales, car, en faisant
tourner 'un d'ecux d'un angle convenable autour de son arvéte,
on ohtient'autre. Par suite, lattraction de chacun des di¢dres
élémentaires est proportionnelle & ) ; désignons-la, avee
Laplace, par 2'db. La projection de cette atiraction sur la
bisscetrice de BPC est ¢'db cos &4, et on a l'attraction du

diedre BPC en intégrant entre les limites de b, c'est-a-dire

o o
;é et ) + év
done
D
a - E
2 o
V= bLod, — 9.7 I.
[ o= ¢ /cos b dy = 2" sin I

Pour avoir I¥ il sullitde faire 3 = 2= dans cette expression
et d'y remplacer ¢" par la valeur ¢ de celle quantité relative

a l'action du solide sur le liquide. Par conséquent

lx
4 -

o

Si nous remplacons I ¢l IF par ces valeurs dans la rela-

tion d'¢quilibre, il vient

=)
=}
fi

S

4 Q4 gycose =o,

ou

oot

o

— 2ising - Q 4 g coss = o. 9

@

Quand l'angle de raccordement est aigu, siny, coss
et () sont positils; par conséquent, l'égalité précédente ne
o
peut élre satislaite que st

’ Q. -

— 2 J o ou 2 >

O
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20 THEORIE DE LAPLACE

Si I'angle de raccordement est obtus, Q doit étre pris
négativement, comme nous l'avons fait remarquer. Comme
cos < est alors négatif, tandis que sin ¢ est positif, la condi-

tion (9) conduit a

p'—2 >o0 ou 2 < 2

0

Enfin, si 'angle de raccordement esl droil, on a
sing =1, Q=o0, Cosy =0

et par suite

La valeur de T'angle de raceordement el, par suite, la dé-
pression et I'élévation des liquides dans les tubes capillaives
dépendent donc des intensités o ot o' des altraclions exer-
cées sur une moléecule liquide par un diedre du solide
formant les pavois et par un diedre égal du liquide lui-

maeme.

11. Laplace considére égulement deux cas particuliers :
celui ot ; = ¢" el celui olt g = 0.

Supposer (que ¢ el o' sont ¢gaux revient 4 admelire que le
tube est formé du liguide méme qu'il contient, les molécules
¢tant soumises a des forces de cohdsion ne modiliant pas les
forces capillaires. Montrons que, dans cesconditions, 'angle
de raccordement est nul ¢t gque dans un tube eylindrique la
surface de séparation est une demi-sphitre, si loutefois on
néglige la pesanteur du liquide.

lmaginons que le liquide non pesant remplit tout T'espace
extérieur & une sphere de centre O 'fy. 4). Le liquide est

alors en c¢quilibre, car, par raison de symétrie, les forces
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ANGLE DE RACCORDEMENT. SA VARIATION 21
aftractives s'exercant sur une molécule passent par le
centre O et sont, par suite, normales 4 la surface de la
sphére.

Menons un cylindre tangent & la sphére el solidifions le
liquide extérieur & ce cylindre, c'est-i-dire introduisons entre
les molécules de ce liquide des forces de cohésion ne modi-
fiant pas les forces attractives capillaires. L'équilibre n'est
pas troublé, .

[l ne I'est pas non plus si nous enlevons le liquide oceu-
pant I'espace DACBE, car l'action
de ce liquide sur celui qui occupe D .

I'espace GANBH est négligeable.

En effet, les seules molécules du C
premier volume pouvant réagir sur KA,
les molécules du second sont celles
A o B

qui sont siluées a une distance du
cercle AB moindre que le rayon MR\X
d’activité moléculaire. Ces molé-

cules sont situées dans le volume

engendré par la rotation du triangle
curviligne KAL autour de l'axe du Fig. 4.
eylindre. Or, ce volume est un in-

finiment petit du (roisicme ordre, puisque AK est un infini-
ment petit. On peut donc négliger 'action de ce volume.

Il ne reste plus alors que le liquide GANBH, qui est en
équilibre et dont la surface libre est un hémisphére. Mais,
d’apres la remarque faite précédemment, celiquide estdans
les mémes conditions que s’il se trouvait dans un tube
formé d'une maticre telle que ¢ = p’. L'angle de raccorde-

ment est done bien nul dans ce cas.
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99 THIEORIE DE LAILAGE

Le cas ott p = o, qui ne correspond d'ailleurs & aucune
réalité physique, conduit a une valeur = pour 'angle de rac-
cordement.

Considérons, en elfet, unc sphére de liquide non pesant ;
elle est en équilibre. Menons un cylindre tangent a celle
sphire et remplissons l'espace silué en dehors du eylindre
ainsi que l'espace DACBE de lamati¢re pour laquelle p = o.
L'équilibre subsiste, puisque la maticre ajoutéen’a pas d’ac-
tion sur les molécules du liquide. Si nous remplissons l'es-
pace GANBII du liquide, nous ne détruisons pas 'équilibre,
car les molécules du licuide ajouté qui agissent sur les mo-
lécules de la sphére sont uniquement celles qui sont situdes
dans le petit volume engendvé par la rolation du triangle
curviligne MAN, et, puisque ce volume est un infiniment
petit du troisiéme ordre, son action peut ¢tre négligde.

Nous voyons donc que, lorsquiun liquide est en équilibre
dans un tube cylindrique formé d’une maticre n'ayant pas
d’action sur ses molécules, la surface ibre a la forme d'un
hémispheére convexe ACB. Par conséquent, I'angle de raccor-
dement est égal a = '

En résumé, Laplace parvient a expliquer les diverses
formes de la surface du ménisque par une attraction plus ou
moins grande des moléeules solides el liquides, mais il
admet la constance de l'angle de raccordement. Dans son
second Mémoire, 1l revient sur cette explication, mais adopte
encore cetle derniére hypothése dont Uexactitude n'a ¢été
démontrée que par Gauss. Néanmoins. analysons ce Mémoire

qui contient de nouveaux résultats.

12. Expression du volume liquide soulevé dans un
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tube cylindrique de section quelconque. — Counsidé-

rons un tube cylindrique, dont la section droite esl quel-

conque, plonge dans un liquide.

Prenons pour plan des »y le plan horizontal de la surlace

libre du liquide en dehors du tube, et pour axe des z une

normale & ce plan dirigde vers
le has.

f.e volume U du liquide
ABCD (fig. 3), qui se trouve
dans le tube au-dessus du plan

des :wy, a pour expression

U= —I[:d.vd_z/,

2 ¢tant Tordonnée d'un point

de la surface libre el I'intégra-

FiG. 5.

tion étant ¢tendue A la section droite du tube.

Or, nous avons trouvé (9) pour l'équation de la surface

libre dans ce systéme d’axes

6, (o)

1 1y
97 =5 <1T+F>’
{ 2

par conséquent, il vient

) 1 1
gU:—j/#(E-{—R—)dxdy.

Appelons {,m, n les cosinus directeurs dela normale en un

point de la surface libre. Les rayons de courbure principaux
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24 THEORIE DE LAPLACE

passant par ce point satisfont aux équations

d/ ol |
T + dy dy = — ﬁ de,
dm dm

dz @t g =R R

da, dy étant proportionnels aux cosinus direcleurs de la

+ tangente a la ligne de courbure. On peut les éerire

a1 dl
((‘{; — R) dx -}— '(7‘2; (]]/ = 0,

am din 71
s 1'+<’(7;—ﬁ>d.l/—0y

on en déduit
dl 1 dm 1 dl dm
(,m-'ﬁ) (T, +q) -G =

0% 1 /dl cin dl din dl din
) trlm+a) tag o=

ou

Par conséquent, nous avons

dl din’
ntm=—(Gta)

et l'expression de gU devient

dl dm
gU = /f a’z/ dady,

ou en remplacant I'intégrale double du second membre par

une intégrale curviligne ¢lendue a la section droite du tube

U= L—c‘;—@‘/‘(ldy — mdx).
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Les cosinus directeurs de la tangente en un point de In

section droite du tube étant

de  dy 5
ds’ (ls !

ds désignant un élément de 'arc de cette section droite,

ceux de la normale sont

dy L
s —as .

Par conséquent, I'angle formé par la normale a la surface
libre du liquide en un point de la courbe de séparation et la
normale & la surface du tube, angle qui w'est autre que

Pangle de raccordement g, a pour cosinus
Cose = [ = — in— —+n > 0.
* s

Il en résulte pour la valeur de gU

0, (o)
U = %@fﬁ’s cos o, 10)

relation que Laplace écrit

0, (0 .
gU:‘—Q(—’scos:g, AL
puisqu'il admel que ¢ ala méme valeur en tout point de la

courbe de raccordement.

13. Attraction d’une matiére entourant une cavité
cylindrique sur un liguide contenu dans la cavité, —
Considérons un volume T (Ag. 6) limil: par une surface

eylindrique dont la seetion droite a une forme quelconque el
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26 THREORIE DE LAPLACE
a pour aire &, et considérons en méme lemps une matiére
occupant le volume T'T” dont la surface cylindrique est une
surface limite. Nous allons chercher la composanle suivant
la direclion des généra-
\ r/ trices de celle surface,
direction cque nous sup-

. 1
/T‘\ posons verlicale, de lat-
. "

T T traction exercée par l
volume T'T” sur le vo

lume T.

/ \_ Examinons d'abord I

\—IJ)/ cas ol la parlic supc-
Fus. . rieure du volume T'T”

dépasse celle du volume
T, tandis que la partie inférieure de ce dernicr volume dé-
passe celle du volume T'T” {fig. 6).

Décomposons le volume T en ceylindres élémentaives CD
de section dw, et coupons ces eylindres par des plans hori-
zonlaux Lrés voisins. Nous oblenuns ainsi une infinité d'éleé-
ments de volame ayant pour volume do dz el dont la masse
est représentée par le méme produit, si nous prenons pour
unité la densité de la matiere considérée.

Soit V le potentiel du volume T"T” en un point extérieur. La
force qui en résulte sur l'unité de masse a pour composante
verticale %\j’ et, par suite, la composante verticale de I'action

du volume T'T” sur le volume T a pour expression

Ay dV
/] d—:dwdz:f[dm [(/—:_ dz :/fdm(V,—Vo),

V, ¢étant le potentiel en D, et Vyle potentiel en C.
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ATTRACTION SUR UN CYLINDRE LIQUIDE 27

Or, les points qui, comame D, appartiennent & la surface
inféricure du volume T sont & une distance finie des molé-
cules da volume T'T”. Par suite, le potentiel de ce dernier
volume en ces points est sensiblement nul el nous pouvous
cerire Vo = o0. Les points, tels yne C, qui appartiennent & la
surface supcéricure limitant le volume T, ne sont pas tous a
distance finie des moléenles du volame T7T”; V) n'est done
pas toujours nul. Par conscéquent, la composante verticale

chierchée a pour expression

_.fjivodm.

Mais nous avons trouvé pour le potentiel en un point

voisin de la surface limitant un volume quelconque

, 0, (s /1 1
Vo= ()

La quantité 0, (¢' ¢lant tonjpurs Lres petile, nous pouvons
négliger le terme qui conticnt cette quantité en facteur ef
prendree Vo == % e, Dans ces conditions, nous avons pour lu

composante verticale de Taltraction

—./ff) (e do. (:1'2)

Quand le volume T dépasse le volume T'T” par la partic
supérieure, le potentiel Vst nul, maisV, a pour valeur e},
Par conscéquenl, la composante verticale de Tattraction esl
donnde par U'intégrale précédente prise avee le signe 4.

Dans le cas on le volume T dépasse le volume T'T” en

laul ot en bas, les divers points tels que C et D sont & des
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28 THEORIE DE LAPLACE

distances finies du volume T'T". Alors V, et V, sont nuls et
la composante verlicale de I'action de T'T” sur T est nulle.

Si le volume T'T” dépasseles surfaces limitessupérieure el
inférieure du volume T, les potentiels de T aux divers points
de ces surfaces ne sont pas nuls. Mais en deux points CetD,

appartenant a un méme cy-
C

lindre ¢lémentaire, les poten-
tiels V, et V, sont ¢gaux. Par
T T conséquent, la composante ver-
ticale de T'aclion de T'T” sur
T est encore nulle.

Passons au cas ou les deux
___/ \\_4—-
volumes T et T'T” sont limités

i, 7.

supéricurement par un méme

plan horizontal (fAg. 7}, la partie inférieure du volume T'T”
dépassant celle du volume T.

Décomposant encore le volume T en cylindre CD de

section w, nous avons pour la composanle verticale de

I'attraction de T'T" sur T

| S [ = V) do

Pour les points de la surface limitant inférieurement T le

potentiel de I'action du volume T"T” est
Y, = 0 &)

Pour trouver V, prenons un volume T{TY{, symétrique du
volume T"T” par rapport au plan horizontal. Par suite de cette
symétrie, le potentiel en C du volume T| T/ est égal au poten-

tiel du volume T'T”. Ce dernier étant désigné par Vg le
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potentiel duvolume T'T” - T T4 est 2V,. Or, le potentiel de

["F” 4 T{T{ est approximativement 0 (¢). Par consé¢quent
2V, = 0 (g;

ella composante verticale de Pattraction de T T sur T devienl

(o(e) )
j e dw. (1,3)

1

Ainsi, dans les différents cas qui peuvent se preésenter,
celte composante est nulle, ou bien ¢gale i Vintégrale (12
ou encore i Vintegrale (13), qui est la moitic¢ de la préce-

dente.

14. Calculons done I'intégrale 12,

Soit C Ay. 81 la scetion deoite du eylindre qui sépare les
deux volumes. En deux points infiniment voisins A ¢t B de
cetle courbe menons les normales et tracons deux courbes
et C7 paralléles & €, Ia premicre a une distance ¢, la
sceonde a une distance ¢ - dz. Nous formons ainsi un
¢lément de surface ABAB” dont
le eOlé A'A” a pour longueur ds C
¢t dont le eaté A'D a sensible-

ment pour longucur 1'¢lément de

cowrbe AB = ds, puisque C et C
sont deux courbes pavalléles trés
voisines. Prenons cet ¢lément comme section do du eylindre
élémentaive CD considéré precédemment. Nous avons alors

your Uintegrale cherchée
le]

./:/,U(E dw :‘/:/‘0 (e) deds = .yj'f) e) de,

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



30 THEORIE DE LAPLACE

L'une des limites de & est 0; l'autre cst supéricure au
ravon d’activité moléculaire, puisque celui-ci est excessi-
vement pelit. Comme pour les distances plus grandes que
ce rayon, 0 (e} est sensiblement nul, nous pouvons prendee
0 et o comme limiles de la dernicre intégrale.

Nous avons donc pour cette intégrale

“ . r AT s
f’)r\s;(‘[a: [e6(e)] — fsf)' () de.

" L2}

Mais les fonctions 0 (e) et 0, () sonl définies par (3

8

L

bl
016 = [ 9=y (s) ds, 0,05 =/

€ -3

A

-
=
&

) dz.

Par conséquent

et par suite

w “©
faO'(e) de = —fﬂnav{a ‘c) de = — 9, (0).
0 0

l.a quantité [e 0 ()] est nulle, puisque pour L limite 0
le premier facteur est nul et que pour Pautre limite c'est le

second facteur qui s’annule. Il vient donc

‘/10 (s) ds == 0‘ (0),

0
et

/’fo (e) do = s 9, (o). (1%

15. Nouvelle expression du volume soulevé dans
un tube capillaire.

Servons-nous de ces quantités pour
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trouver une nouvelle expression du volume soulevé dans un
tube capillaire.

Outre ce volume U/ fig. v, considérons le volume U’ limité
par le plan CD, la surface LEI" et le prolongement de la
surface eylindrique du tube et éerivons que le volume total

U + U est en équi-

libre sous l'action des |
L& B
forces qui agissent sur
. U
Tui. AL ; —_
o ¢D ¢ D,
Ces forces sont :
1° Son poids v U
g (U4 U, , - .
g U+ || T T, T,
la densité du liquide . ¥ E i,
élant prise pour unité; T T,
2 La pression al- Fia. 9.

mosphérique 7,Q qui
s'exerce sur la surface A du ménisque:
3° La pression hydrostatique H surla surface EI7;
42 L'attraction du liquide T qui entowre le prolongement,

attraction qui a pour composante verticale

Jjo e do = s 9, (0);

5° L’attraction du tube de verre. Comme celui-ci dépasse
le volume liquide U -+ U par la partie supérieure, la com-
posanic verticale de <on altraction est donnée par l'expres-
sion préeédente changdée de signe. Mais, pour distinguer
Faction d'un liguide s un liquide de celle d'un solide sur

un liquide nous désignerons pary (¢) la fonction de e corres-
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pundant & 9 (e}, el nous aurons pour la composunte verticale

de I'attraction du verre

— s, {0}

r

6° Enfin, attraction du volume T” situce au-dessous de U
et dont la composante verticale sera désignée par H'.

Puisque le liquide esl supposé en équilibre, la somme
algébrique des composantes verticales de ces forces doit étre

nulle ; par suite
q (U + U/) + Pold — 154 —1— 1 —57, (0 —'— .\'0| (’\O" — .

Pour ¢liminer les quantités pyQ, H et IV, c¢erivons que e
volume U, de liquide, ¢gal a U, mais situé & une distance
suflisante du tube pour que C,D; soit horizontal, est ¢n
équilibre sous Paction des forces qui le sollicitent.

Ces forees seront : le poids yU, la pression almosphérique
pold, T pression hydrostatique I, Pattraction 11 du volume
T,”, enfin, Pattraction du liquide T,", laguelle a pour compo-
sante verticale, d'apres (13)et 1141

S s, (o).

1
On a done

S

gU 4 p2 — H 4 "+ 56, (o) = 0

el la relation précédemment derite devient

D, io) ,
,r/U—S[-r“'o — . (s

Suppusons que

16. Loi de Jurin. Loi de Laplace.
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le tube forme intérieurement un cylindre de révolution de
trés petit diameétre d. Le volume U soulevé est trés sensi-
blement celui d'un cylindre de méme diamétre et ayant pour
hauteur la distance z du point le plus bas du ménisque au
plan horizontal formant la surface libre du liquide au-dela
du tube; par suite

U:ﬂzz.

Or, d’aprés la relation (13), gU est égal au périmétre

f

s = nd du tube, mulliplié par une constanie & = 4, — 3‘-

Par conséquent
gm % z = =ndk,
d'od

(16)

=&
=

La théorie de Laplace conduit donc a cette conclusion que,
dans un tube de trés petit diamétre, la hauteur du liquide
soulevé varie en raison inverse du diamétre du tube. Cest
la loi énoncée pourla premicre fois par Borelli en 1670, puis
par Newton en 1704, et enfin en 1708 par Jurin, physicien
anglais dont elle porte le nom.

Supposons que la seclion droite du tube est un rectangle
ayant pour ¢ités @ et 4, I'un d'eux, a, étant trés petit. Nous

aurons

s=:2 (a4 b),
el sensiblement

[J' = ab: .
CAPILLANITE, 4
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La relation (13) donne donc

gabz = 2k (a 4 &),

a—+b
ab

<l

Si le coté b devient infini, ce qui a lieu pratiquement quand
on considére l'ascension d'un liquide entre deux lames

paralléles irés rapprochées, il vient

I

o
< |2
Q-

En comparant cette expression a 'expression (16), on voit
que la hauteur soulevée dans un tube cylindrique de révo-
lution est double de celle qui est soulevée entre deux lames
paralleles dont I'écartement est égal au diamétre du tube.
C’est la loi connue aujourd’hui sous le nom deloi de Laplace
et dont la démonstration expérimentale est due & Newton.

Ainsi la théorie de Laplace explique les deux lois les plus

anciennement connues des phénomeénes capillaires.

17. Sur l'angle de raccordement. — [.a comparaison
des expressions (10) et (13) trouvées pour gU nous fournit
I'égalité

9, (o) .
P19 fas cos g = s (0) — 9, (o)

Si nous posons

fds COS @ = § COS g,
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g, est I'angle de raccordement moyen, et il vient

Uy — 9
COS gy == —%

7, et 8, ¢tant des constanies pour un méme liquide et un
méme solide. On voit que 'angle de raccordement moyen est
une constante. C'est tout ce qu'on peut déduire logiquement
de la théorie de Laplace. Elle ne permet done pas, comme le
fait Laplace, de supposer que 'angle de raccordement lui-
méme est constant. Il est vrai que, dans les cas particuliers
d’un tube cylindrique de révolution et de deux lames paral-
leles trés rapprochées, cette constance est évidente par
raison de symétrie.

Quoi qu’il en soit, admeltons avee Laplace que I'angle 3 a
la méme valeur en tout point de la courbe de raccordement.

Nous avons alors

9, ¢t n, ¢tant des quantités positives cet angle sera

aigu si 2, > 0y,
obtus si Doy < 8y,
droit si 29, = 9,
nul si q, = 9,.

Si =, étail plus grand «ue 0,, la formule précédente
conduirait & une valeur du cosinus plus grande que 1 et
deviendrait illusoire. Laplace admet (ue, dans ce cas, le
Ligquide mouille le solide et que celui-ci se recouvre d'une
gaine liquide, de telle sorle que tout se passe comme si 4, et

7, ¢taient égaux.
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Comparons ces résultals a ceux que Laplace a obtenus
dans son premier Mémoire. Des conclusions trouvées (10) el

(11) il résulte que Pangle est

algu si 2 > ¢,
obtus si 20 < ¢,
. ol O, — '
droit si 2 =5,
M ’

nul si e =7z

Ces résultats ne different done de ceux du second Mémoire
que par la substitution de g v 7, et de ¢” a4, s sont iden-
tiques si p el ¢’ sont respectivement proportionnels &+, et 4,.
Or, c¢’est ce qui a lieu si, comme 'admel Laplace, les lois
d’attraction des molécules solides sur les molécules Liquides
sont les mémes que celles de Tallraclion des moléeules
liguides entre elles, les intensités des forces allraclives ne

différant que par un factenr constant.

18. Nouvelle maniére d’obtenir l’équation de la
surface libre. — Nous avons va commenl Laplace obtient
I'équation de la surface libre d'un liquide dans le voisinage

d'un paroi solide

1 1" .
=2 ) )

Disons maintenanl qnelques mots d'une aulre méthode
employdée par Laplace pour arviver a celle dqualion.

Dans I'¢tat d¢quilibre, les forees  s'exercanl sur une
molécule de Ta surface du lignide ont une résultante normale
a celle surface. Par suite, le travail vivtuel résultant d'un
déplacement  dune moléeule superficielle dans le plan

tangen! i la surface libre doit élre nnl. Le travadl virtuel de
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MANIERE D'OBTENIR L EQUAT. DE LA SURFACE LIBRE 37

la pesanteur est y3z; si nous désignons par 3J celui des
forces capillaires, nous anrons
g5s + 2 =o,

et pour avoir 3J il suffira de considérer la composante tan-
gentielle des forces capillaives, le lravail de la composante
normale ¢tant nul dans le déplacement virtuel considéré.

Prenons un systéme d'axes de coordonunées ayanl pour
origine un point O de la surface libre, Os élant la normale &
la surface, Oz el Oy les tangenles anx indicalrices du

poinl O. L’équalion de la surface rapportée & ces axes est

5 = ax? 4 by? + cad 4 Beaty + 3fwy? -y 4+ .

el celle du paraboluide osculateur

v = qx? 4 by

Y

L'attraction exercée parle liquide
limité par ce paraboloide sur la mo- C
lécule situcde en O esl évidemment,
par raison de symdétrie, dirigée nor- o %
malement & la surface. Pour avoir
la composante tangenticlle des forees 0 <. 7
capillaives s'exercant en O, il suffil
done de considérer e liquide com- g
pris entre la surface libre et le pa-
raboloide osculalenr,

Dans le plun des @y prenons un o
clément de surface ABCD (Ay. 10, Fre. 1.

limite, d'une parcl, par deux aves (e

y

cercle AB et CD ayant pour rayons o et ¢ 4 dp, ef, dautre
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38 THEORIE DE LAPLACE
part, par deux droites passant par l'origine et faisant des
angles 8 et 8 4 d¢ avec Ow.

Menons par le contour de cet élément des paralleles i la
normale en O. Nous oblenons un cylindre découpant sur la
surface libre S du liquide un élément G et sur la surface S
du paraboloide osculateur un élément G'. La portion du
cylindre comprise entre G el G’ est un ¢lément du volume
dont nous avons & chercher la composanle tangentielle de
I'attraction sur O. En désignanl par z el par z' les dislances
des éléments G et G"an plan des @y, on a pour le volume de
cel élément

du = (z — ") ¢ dOdp,
z — z ayant pour valeur

7 — 2z’ = ca® + 3eay + 3fwy? + hy? +

Pour que ce volume du exerce une action appréciable sur
0, il faul que sa distance a ce point soil inféricure au rayon
d’activité moléculaire. Si ce rayon est considéré comme un
infiniment petit du premier ordre, @ et y doivent étre éga-
lement du premier ordre, el alors z et 2 sont du second. On
peut donc considérer tous les points du petil cylindre FG’
comme étant & la méme distance du point O, c’est-a-dire
admettre (ue tous les points de 1'¢lément du sont Aune méme
distance ¢ de O. Pour les mémes raisons, on peul regarder
toutes les droites joignant le point O aux divers points de
du comme formant le méme angle 0 avecl'axe des . Par
suite, la composante suivant cel axe de Patiraclion exercée

par du sur le point O a pour expression

du [ {p) cos 9,
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el celle du volume compris entre la surface libre et le para-
boloide est

fdu, [(p) cost = ['(,, — 2 e f () cost di ds,

f variant de 0 & 2z et 2 de 0 4 la valeur du rayon dactivite
moléculaire, ou, ce qui revient an méme, de 0 & =

Or, % ne dépend que de 9, car
i

— cos b,

o | &

M

= sin ’),

el par suite

-~ ~

3

-

=c cos0 4 3esin b cos? 0 4+ 3/'sin* 6 cos b 4 A sin® 6.
Liintéorale précéd e
intégrale précédente peut done s'éerire

T

2
~

/L;——az cosf (ZO‘/‘\:,“/' o) dp.
0

U]

Si nous appelons B la valeur de l'intégrale définie par

rapport i p et si nous effectuons I'intégration par rapport a
5,1l vient

T W I A27
cfcos‘ 6d8 -+ 3e / cos®0 sind 4 - 3/“/ ¢0os¥0sin20 o4
0 0 0
o 3=
+ lzfcos@sm"‘l)df} = —
o +

et pour la double intégration

3 3r
e = et

T e 7).
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40 THEORIE DE LAPLACE

De la méme fagon, nous trouverions pour la composante

suivant Oy de l'attraction cherchée

et, par conséquent, nous avons pour le travail virtuel des

forces capillaires
3B= ‘
Bl =" le /) 3+ (e 7) 2y,

I1 reste encore a introduire les rayons de courbure. Or,

on a
i i dl din
Rt=— (et
et
dz 0z
da dy

= dz\? dz\1 P dz\? da\*
V@ +@G) -+ V@) G

Mais « et y étant des infiniment petits du premicr ordre, les

dérivées
dz .
o = 2ax - 3ca® + Bewy + 3717,
dz . a7,,.2
dy = 2by - Bex® A Bfay + Shy?,

sont aussi du premier ordre. Par suite, leurs carrés sont

négligeables vis-a-vis del'unité, et'on a approximativement
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11 en résulte

% == 2a + 6ra 4 Bey,
3 ’—r[[—i =6 (chw - edy),

‘(%Z — 90 6 4 Bhy,
3 ”%)/Z = b (/S J 13y),

ell din ]
5|5 — ) =0 (e by ( A
(C?-.U + (/.z/> 6 [le + /1) 3z + (e 4 1) 3y,

et par conséquent

[l
T
I

Bz /1 1
v Rtr)

On a done enlin pour I'équation de la surface libre

Br /1 1

dont la forme ne différe pas de celle de 1'équation (8).
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GHAPITRE 11

TIEORIES DJi GAUSS ET DE POISSON

19. Bases de la théorie de Gauss. — Comme Laplace,
Gauss considére les corps comme formds de molécules s'al-
tirant les unes les autres, suivant les droites qui les joignent
deux & deux, avec une inlensité proporiionnelle 2 leurs
masses et dépendant de la dislance.

D’apris le principe des vitesses virtuelles, la somme des
travaux virtuels esl nulle quand on donne au systéme en équi-
libre un déplacement virtuel compatible avec les liaisons.
Cherchons ces travaux pour un liquide pesant en contacl
avec des parois solides.

Si U est le volume du liquide, dont nous continuerons a
prendre la densité pour unité, le travail virtuel de la pesan-
teur est

gU3z,

I'axe des = étant vertical et dirigé vers le bas.

En représentant par

mm'f (r),
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BASES DI LA THEORIE DE GAUSS 43

Patlraction de deux molécules liquides, le travail corres-

pondant a un aceroissement 3r de la distance esl
— malf (1) 8 = wm’ S g (1),

la fonetion ¢ ¢tant deéfinie comme dans le § 1.
Cclui quirdsulte dan déplacement d’une molécule solide

par rapport i une molceule solide est
— mpfy (r) 8r = mpdq, ().
Par conséquent, application du principe des vitesses vir-

tuclles fournit I'équation

gUsz + E mm' 5o (1) E mu e, (1) = o.
Sil'on pose

E mm'e (r) = W,

2 g, (1) = W,,
et si l'on suppose le fluide incompressible, ce qui permet
d’éerire
gUsz = 5 (gUz),
cette équation devient
3 (gUz 4 W 4 W) =o. {1)
Telle est la relalion dont Gauss déduil I'équation de la

surface libre el la valeur de I'angle de raccordement.
o

Remarquons que la fonetion
—igUz =W 4+ W)

n'est aulre que I'énergie potentielle du systéme. Il sera done
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14 THEORIES DE GAUSS ET DE POISSON

facile, en général, de reconnaitre si I'é¢quilibre est stable,
car on sail qu'il'y a stabilit¢ de I'équilibre quand I'énergie
potentielle passe par un minimum. Clesl la un des avan-

tages de la méthode de Gauss sur celle de Laplace.

20. Calcul des travaux des forces moléculaires. —

Considérons un volume liquide; on a alors

W= E min o (ry = //11, () dzds

l'intégrale sextuple étant prise de telle sorte que denx ¢lé
meuts dr ct " ne soienl considérdés qu'une seule fois. Sion
ne s'astreinl pas a cetle reslriction et qu'on calcule Iintd-

grale en prenant toules les permulations de deax éléments,

L p
W= E)./f(‘g Iy dzdr,

Regardons dr comme fixe; la portion de T'intégrale cor-

ftly ()) d~.

Or, cette intégrale est le polenticl Vo du volume entier au

il vient

respondante est

centre de gravité de I'élément dx; par suile

W = éf\"/l-c.

Mais nous avons trouve (6) pour le potenticl en un point

extérieur tres voisin de la surlace limitant le volume attirant

T R Ol(i 1 1\
V= (g — 2l (E"*‘R‘)'

9/
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Duans le cas qui nous oceupe, olt le point considere est

mtérienr, nous anrons

. 0, {—e) /1 |
Vo= 0{—¢) — = (— =
— 5 \R, TR,
et, comme 0, esl tres pelit par rapport & 0, nous pourrons ue
conserver que le premier terme (ce qu'on ne pouvait faire
dans la théorie de Laplace, car le terme 0 (&) disparaissait
des cquations). Par suite

Y =10 (—¢.

Hest, dailleurs, facile d'exprimer 0 (— &) en fonction de(z).
Fu elfel, <oit Moun point voisin de la surface de séparation
S iy 1 de deax volimes T et T d'un méme ligquide. e
potenticlen ce point diva T est 6 (— )5 celui quiest dual”

est ey par conséquent, le po-

T’
tentiel do an volume T 4+ T est M
O () 4+ 0(—¢) Or. ce point M
' o S T
est & wne distinice finie des sur- Fri 11

faces limitamt 1" 4= U7 par suite,
L résultante des forees moléenlaires qui sexercent sur lai
est nulle, et le potentiel de T 4 T en ce poinl est une cons-

Lante AL On a done

O(—s):z\——(i(s),
et il vient

i

} A — \51\ s = {\—[—J — l—j1’) () - (2

) Y v 1954

W=

180 —

Le travail des forees s’exer¢ant entre moléeules solides el
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46 THEORIES DE GAUSS ET DE POISSON

molécules liquides peut, d'une fagon analogue, s’exprimer a

l'aide de la fonction 4 (¢). Nous avons

W, :ff:p, () drdz,

et, comme dr et dr; se rapporlent a deux maticres diff¢-
renles, nous ne pouvons pas intervertir les deux ¢léments
comme dans I'expression W,

Si nous regardons comme fixe I'élémenl dr, la portion de

l'intégrale correspondante est

f@c (7> dry,

intégrale qui représente le potentiel V, du solide en un
point de dv. Cet élément étant extérieur au solide V, a pour

valeur approximative 7 (). ¢t on a
W, = |4 (<) dr. 3

On voit que W et W, sont donndes par des intégrales de
méme forme. Transformons-les.

Soit AB (fig. 12) un élément de
la surface du fluide. Menons par
tous les points de son contour des

normales & la surface et coupons le

Fra. 1%, tube ainsi obtenu par deux surfaces
paralléles it S, situées I'une a la dis-

tance e, I'aulre a la distance ¢ 4 de. Nous avons un élément
de volume A’B’A“B” dont la base A'B’ differe infiniment peu

de AB, puisque e esl trés petit. En désignant par dw l'aire
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de I'élément AB. le volume de cet ¢élément est

dr = de o :

Jote) as = [[s (e) e do,

Iintégration par rapport & o élanteffectuée pour toutel'éten-

et 1] vient

due de la surface S qui limite le fluide et celle par rapport
e depuis 0 jusqu’a la valeur du rayon d'activité molécu-
laire, ou, ce qui revient an méme, depuis 0 jusqu’a l'infini.

Cette intégrale peut done s'éerire

o
/(./(uﬁ e de.
S

Mais on a vu /14 que

par suite

‘/;l(..jo \.s,) e — SOI 1:5‘,
el aprés (2)
W= S0,

En transformant de la méme maniere Pexpression (3), il
vient
Wy =5, (o).

Dans ces deux cgalités S désigne la surface tout entiére
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qui limite le fluide; S,, la surface de contact du fluide ef du
solide.

Nous avons donc pour les travaux virtuels des forces molé-

culaires

o
W :“_'GT'&Q% 3W, =4,35,.

21. Transformation de I’dquation d’'équilibre, —

Transportons les valeurs précédentes de W et W, dans la

relation (1) en négligeant, d'ailleurs, le terme AU

5 qui dispa-

rait quand on prend les variations; il vient
o~ OI
3 (gUz— EY S+ 7,S,)=o.

Si nous désignons par £ la portion de la surface S qui

n’est pas en contact avec le solide, nous avons
S = Sl + Ea

et I'équation précédente devient

3 [gUz — %‘ s+ <‘q| —_ %‘) S.:I = 0. (4)

Calculons Ia variation de chacun des termes de la quan-

tité entre crochets.

Al ar '|B, Soit AB une des surfaces limitant le
A e By .
A B fluide dans sa position d’équilibre (fg. 13)

MN . . . .
et soit A,B, sa position aprés le déplace-
ment. Ces deux surfaces comprennent
entre elles un petit volume que nous dé-
Fia. 3.

composerons en élémenls de volume en

menant par le contour de chaque ¢lément de de la surface
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AB des normales MM, NN a celte surface. En deésignant
par 7 la longueur de MM le volume de l'¢lément a pour
sXpression

dr = ids.

Le terine gUs est le moment du poids du liquide pay rap-
port au plan wy. Sa variation est done le moment du volume
compris entre la surface d'équilibre du fluide et sa surface

apres le déplacement § par couséquent

3 (gU3) :\/j{/:)\dc.

Pour aveir la varialion do second terme comparons les
aires 2 et I, des surlaces AB et AB, comprises entre les
lignes de raccordements [ et L, de ces surfuces et des
parois solides; nous avons
z

W

o2

—\
— =y

Si nous menons par les points de L les normales A\,
BB’ a la surface AB, ces normales coupent la surfuce A,B,
suivant une ligne \’'B" limilant une aire ¥ de cette surface.
Iin appelunt X7 laire comprise entre A'B" et A1, nous pou-

vons écrire la variation de 3
.l
=243 3= —{—jdc' —f:'[c

Comparons les surfaces do et do’ des éléments MN et M'N’.
Pour cela, suppusons que les eotés de 'élémenl MN appar-
tiennent aux deux lignes de courbure de la surface A pas-
sanl par le point M. Les lignes de courbure se coupant a
angle droit. nous aurons

ds = MN > MP,

CAPILLARILE. 1
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MN et NP étant (fig. 14) les deux cotés de l'élément. Les
normales menées par les points de MN et de MP coupent la
surface ¥, suivant deux lignes M'N’
et M'P’ sensiblement rectangulaires ;

par suite

de = M'N < M'P.

C Les points M et N appartenant & une
A
LY . .
- méme ligne de courbure, les normales
e en ces points se coupent en un point
2 C. En désignant par R, le rayon de
¢

Fro. 13 courbure MC, on a

MN =aR, MN =a(R, 4+,

« étant l'angle des normales en M et en Nj car M'N' est sen-

siblement perpendiculaire aux deux normales.

On en tire
De méme on aurait
MP 3

NN = I+ —R—2

et par conséquent

ds’ N A
T=(0+5) (1 + ;)

ou, en développant et en négligeant le terme en 22 qui est
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infiniment petit du second ordre, puisque % est du premier

ordre

On en déduit

ds — ds = s (é—‘ -+ I—{i—>a

ﬁlo" ——fdr: :v/\}\ <RL4 —+ 1%)([0’.

Evaluons l'aire annulaire X", Soient A ¢t C deux points
infiniment voisins de la courbe de raccordement L (fig. 15).
Menons par ces points des plans nor-
maux a cette courbe. Ils découpent
dans laire ¥ un elément A'C'A[C,,

dont la surface est trés sensiblement

do = ds > A (A, 116, 10,

ds désignant I'éclément AC de la courbe L. Sig est Pangle
de raccordement dans I'état d'équilibre, Yangle de raccorde-
ment AN A apres le déplacement peut ¢lre confondu avec o
et comme Pangle en A’ est sensiblement droit, puisque AA

est normal & la surfuce X, on a

) . . COSw
;\‘1\ =AA COLg‘G = AN "
- sin g
Par suite
. COSy
dw ==, — ds
sin g
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o f cosq
sin g
La variation du sccond terme est donc

_, _ 5 cos o
_2 - [f +R dd_l'/vsmos
L

La variation du troisitme s'obtient plus facilement. En

effet, puisque S, est la surface de contact du liquide et du

el

solide, &S, est I'aire comprise entre les lignes de raccorde-
ment L et L,. Un élément de cette aireest AA,C,A (fig. 15) ;
par conséquent L

53, :'/ds < AA,.

Mais dans le triangle rectangle AA,A" on a

-
~ sin ?’

O

La condition (4) devient dés lors

0 1 |- cosz h ).
Afgz)dc——-—é/)i( ) do— qfsinmds—k(-r”—?)‘)'fs—m—?ds:o

ou :

6,/ 1 1 0, 0 A s
[ [gz — §‘<E+R—2)] LR f(-q '_§‘_§‘ cos:p)Eds:o. (3)
- L

done
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22. Equation de la surface libre. Angle de raccor-
dement. — Cette équation doit étre satisfaite quelles que
soient les valeurs données & 3, pourvu que celles-ci soient
compatibles avec les liaisons. Or, le liquide a ¢té supposé
incompressible. Par conséquent, la somme algébrique des
variations de volume résultant du déplacement virtuel des
surfaces limiles doit ¢tre nulle. Nous avons vu dans le numéro
précédent que le volume d'un élément compris entre la sur-
face d’équilibre et cette surface déformée est dv = Xde. Par

suite, I'incompressibilité du fluide conduit 4 1a condition

)

ads = o. (6)

Si nous tenons compte de celle dgalité, la relation (5) sera
satisfaile pour une valeur quelconque de i compatible avec les

liaisons si

e (L L>_ 7

y*‘2<11'+RL—K’ 0
fi f

-r“——ij—;cos?:o, (8)

K étant une constante.

Ces conditions sont, en effet, suffisantes, car, 51 elles sont
remplics, le second terme de (3) est nul, et le premier se
réduit au produit d'une constante par l'intégrale de de,
laquelle est nulle d’aprés 6).

Montrons qu’elles sont néeessaires, ¢'est-a-dire que, sielles
ne sont pas remplics, on peut s'arranger de telle sorte que
la relation (6) soit satisfaite et que la relation (3) ne le soit

pas.
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En premier lieu, admettons que

T S &
95— 5 <R‘ +1{2>

n'est pas une constante. C'est alors une fonction des coordon-
nées qui présente au moins un maximum et un minimum,
puisqu'elle s’applique dune surface limitée. Sidonc on prend
pour K une valeur comprise entre ce maximum et ce mini-
mum, la fonction

o, /1, 1 . |
-~ = e (
9= —3 (g +r) =K ()

est tanldl positive, tantdt négative. Donnons & X une valeur
nulle tout le long de la courbe de raccordement et des
valeurs du méme signe que la différence précédente en tout
autre point de la surface. Ces valeurs peuvent toujours éire

choisies de manitre que la condition (6] soit satislaile. S’ilen

‘/i\'),dc =0

est ainsi, on aura

et par suite

LN Ry Y2
[g::—;)‘(E—{—IT)J/\JG:/[(/:——&;(l{‘—}ﬁ:)—l\]/.(/c

Mais, par hypothése. X est loujours du méme signe que s
différence (9. Par conséquent, I'élément de celte derniére
intégrale esl positif, el celle inlégrale ne peul sannuler. Au
contraire, la seconde intégrale de (5) ¢st nulle, puisque la

raleur de ) est zéro le long du contoar d'intégration. La rela-

tion (3} ne peut done étre satisfaite, dans les conditions ou
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nous nous sommes placés, pour toutes les valeurs de X com-
patibles avee les liaisons. La condition (7) est donc néces-
saire.

Supposons qu’elle est remplie, mais que {8) ne l'est pas. On
peut toujours prendre pour ) des valeurs satisfaisant a (6)
el telles que le long de la ligne de raccordement 1. le signe

de ces valeurs soit en chaque point le méme que celui de la

quantite
b, _ 4
g Ty Cosy.

Alors la premicre intégrale de (3) est nulle, tandis que la
seconde, dont I'¢lément est posilif, a une valeur positive;
par suite, la relation (3) n'est pas satisfaite.

Les conditions (7) et (8), joiules & la condition (6), sont
done nécessaires et suffisantes. La condition (7) n'est autre
que I'équation de la surface libre du liquide; elle est iden-
tique & celle qu'avait trouvée Laplace.

De la condition (8) on déduit

2T|| — 6,

cos g = ——rt
? 9,

ce qui montre que langle de raccordement est conslant,

résultal que la méthode de caleul de Laplace ne permettait

pas d'obtenir.

23. Potentiel di & un liquide de densité variable.
En 1834, I'année qui suivit la publicalion du mdémoire de
Gauss, Poisson faisait paraitre sa Nowvelle Théorie de laction

capillaire, dans laquelle il reproche & Laplace de supposer
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constante la densité du liquide. T.e mdéme reproche s’ap-
plique a la théorie de Gauss.

Par des calculs pénibles, Poisson esl parvenu & démontrer
qu'il était impossible d'imaginer un svsteme de moléeules
liquides en cquilibre sous T'action de leurs atlractions
mutuelles sans que la densilé variat, et que, si Pon tient
compte de celle variation de densité, on retombe néanmoins
sur I'équation de Laplace pour la surface libre avee celte
seule différence que les deux constantes qui v entrent onl
une signification plus complexe.

Fort heureusement il n'est pas nécessaire de reprendre
I'analyse de Poisson pour arriver a ce résultat. Nous y par-
viendrons plus simplement.

Cherchons le potentiel d'un liquide de densité variable en

un point M trés voisin de sa sur-

s /_/—1]:‘{\ face libre S| (fy. 16). De ce point,
SL//—E\ abaissons la normale MDD, sur la
Ss/—?i*\ surface. Si T'on se déplace sur
5./—%’\ cette normale vers lintérieur du

Fio. 16. liquide, la densit¢ varie d'unc

maniere continue dans le voisi-
nage de la surface libre, puis prend une valeur constante.
Par divers points P,, P4, P, de cette normale menons les
surfaces d'¢gale densité Sy, Sy, S,. Nous supposerons pour
I'instant que la densité varie d'une fagon discontinue, quand
on traverse ces surfaces. et conserve unc valeur constante
dans V'espace compris entre deux d'entre clles.
Soient g,, py, gy les valeurs de la densit¢ entre S, et S,,
entre S, et S, et entre S; et 5, ; au-dela de S, nous admet-

trons que la densité p; est constante. Nous pouvons supposer
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la couche de densiteé o, limitée par Sy, d'ime part.mais s"éten-
dant jusqu’a linfini, d’autre part, a la condition d'ajouter
une couche de densité uniforme ¢, — 5, depuis S, jusqu’a
Uinfini, wne autre de densité g3 — o, depuis Sy jusquia
I'infini et enfin une couche de densilé gy — gy depuis S, jus-
qu'it Vinfini. La rechierche de polentiel en M se trouve dés
lors ramence & celle du potentiel da a divers volumes de
densité constante.

Or, nous savons que le potenticl d'un liquide de densité

conslante et ¢gale a1 est
. | 1
V=t =0 (g + R—)

Comme 0, est (rés petit par rapport a 6, nous pouvons
négliger le second terme, et nous avons pour le polentiel

d'un liquide de densité ¢

: V=0, £y

Posons
MP, =, PPy =g, PPy = ¢, PP, =1,;
nous obtenons pour le potentiel en M
V=rp,0(e)F-{e2 —s4)0e-HL0)Aleg—p2) % e-0o H{o5—4)9(e4-2))

ou en posant

ou encore

V o= E(F"_F"_‘) ] (E + Ct_.‘).
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Par conséquent, si nous supposons maintenant que la den-

sit¢ varie d'une maniére continue
V:fde(s-l—C). (10)

Remarquons que la position du pied P, de la normale
abaissée du point M peul dtre déterminde sur la surface S,
a l'aide de deux coordonnées « el £. La posilion d'un poinl
tel que P, dépend, en oulre, de la valeur de la densité. Par
conséquent, la quantité g, qui fixe la position de ce point,

est unc fonction de «, 8 et de la densité ¢ du liquide.

24. Surface libre et angle de raccordement dans le
cas d'une densité variable. — [ ’hydrostalique nous
apprend que, dans un fluide en équilibre, les surfaces d’égale
densité coincident avec les surfaces d’égale pression. Or,
nous avons trouvé (7), sans faire aucune hypothése sur la
densité, que la pression en un point d'un fluide pesant est

donnée par 1'égalite
p =V 4 gz 4 const.

Les surfaces d'égale pression et, par suite, les surfaces
d’égale densité dans un tluide en 'équilibre ont done pour
équations

V J- gz = const. (11

Mais on peul négliger gz par rapport a V. Pour le faire

voir, revenons au cas ou la densité est constante; on aalors

V=0t =0 (g + )
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SURFACHE LIBRE ET ANGLE DIS BACCORDEMENT 59

el I'équation de la surface libre est

Done gz est. pour la surface libre, de l'ordre de 6, (o), tan-
dis que Voest de Pordre de 6. Quand on passe au cas d'une
densite variable, Pordre de grandeur de V ne peut changer
sensiblement. De méme pour les gz de la surface libre.
Comme, d'ailleurs, la densité n'est variable que dans le voi-
sinage de la surface libre, les gz des surfaces d'égale densite
seront également du mcéme ordre de grandeur. Par consé-

guent, on peul derire les Gquations (11
Y = const.

Montroms qu'il esl possible de satislaire & cetle condition
en supposant les surfaces d'égale densité¢ S, S, Sy, S, paral-
leles entre elles.

Iin effet, quand les surfaces sont paralléles, §,, ¢,, ..., ontIa
ménte valeur en tout point de ces surlaces of, par conscéquent,
ne dépendent pas des coordonnées z et §. ils ne dépendent
quede s, Sidone le point Mappartient i Fane de ces surfaces,
2 sera constant et 0 (= + ) ne dépendra que de ¢. Par suite,
en effectuamt Pinlé gration de (10) entre la valeur g, dela den-
silé an point considéred el sa valeur constante § i une dis-
tance sensible de ce point, on obtiendra une constante. lLe
polenticl est done constant le Tong des surfaces d'¢gale den-
silé et la cundition d'équilibre est satisfaite.

Ne connaissant pas la forme de la fonction 0, il nous est
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impossible de démontrer qu'il n'y a pas dautre solution an
probléme. Nous I'admettrons sans démonstration.

Mais, si le potentiel V estune constante quand e est cons-
tant, ce potenliel est, en géndral, une fonction de e seulement.
Elle devient nulle quand ¢ est fini, car dans ce cas e 4 L est
également fini et I'élément d'intégrale 6 (= - €) d¢ est nul.
Quand le point est intérieur au liquide et & une distance sen-
sible de sa surface, e est négatif et fini, e, comme ¢ est tou-
jours tres petit, e 4 £ a une valeur finie négative. Or, nous
avons démontré (que 0 (— ) = \ —- § (g); par conséquent,
0 (s -+ €) se réduit a une constante, et il en est de méme de
I'intégrale V. Enun mot, le potentiel V est une fonclion de ¢
jouissant des mémes propriétds que la fonction 6 () qui repré-
sentait le potentiel dans la théorie de Laplace et celle de
Gauss. Comme, dans cetle dernicre théorie, il n’est fait usage
que des propriétés de cette fonction, il est évident que nous
arriverons aux mémes conclusions que celles que nous avons
trouvées, en remplacant partout la fonction 6 (<) par la fonc-
tion V = 0" {¢). La surface libre et 'angle de raccordement
sont don¢ dounés par les mémes équations.

Nous reviendrons plus tard sur d’autres théories de la
capillarité tout a fait indépendantes de 'hypothese des forces
centrales. Nous allons maintenant appliquer les résultats
trouvés précédemment.

Nous observerons seulement pour le moment quela théo-
rie, dite de la tension superficielle, conduit identliquement au
méme résultat que celle de Gauss el, par conséquent, que
celle de Laplace.

Ft, en effet, dans un déplacement virtuel cuelconque, le

travail de cette tension sera proportionnel 4 35, c'est-a-dire
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qu'il aura précisément la méme expression que le travail
des attractions moléculaires dans les hypotheses de Laplace
el de Gauss.

[expérience ne peat done déeider entre la théorie de 'at-
traction et celle, plus récemment en faveur, de la tension.
Tous les fails prévas par L'une seront, en elfet, également

prévus par Pautre.
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CHAPITRE 111
LAMES MINCES

25. La surface d’équilibre est minima. — Si nous
plongeons un cadre formé de fils Hexibles et de fils rigides
dans un liquide, nous obtenons, en retirant le cadre du
liquide, un systéme de lames minces limitées aux fils. Cher-
chons la surface d’équilibre de ces lanes.

La condition générale de I'équilibre stable est que

0
gUz _'5—)‘ bY + <”u - T)i> Sy

soit un maximum. [.e dernier terme de celie somme peut étre
ndégligé dans le cas qui nous occupe, car la surface de con-
tact S, du liquide et des solides est proportionnelle a I'épais-
seur de la lame qui est loujours excessivemenl pelile. Le
volume U est également proportionnel & celle épaissenr;
par suite, il est ¢galement trés petil cl le premier terme
peut étre néglig¢ par rapport au second, pourvn loutefols

h . . R . L.
que—zj’qm représente ce qu'on appelle Ia tension superficielle

du liquide, ne soit pas trés petit.
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9,

2

La condition d'¢quilibre se réduit done a celle-ci: — 29

doit étre maximum; ou encore: ¥ doit élre minimum. Or,
dans le cas d'une scule lame, la surface libre ¥ se compose
des deux laces de la lame dont les surfaces sont trés sensi-
blement égales, sil'épaisscurest trés petile. Par conséquent,

-
pour qu'il ¥y ait ¢quilibre stable, il suffit que la surface 7‘; de

I'une de ces faces soil minima.

Cette conclusion pent étre facilement vérifice expérimen=-
talement par expirience suivanle due & Van der Mens-
brugghe. On plonge dans le liquide, le liquide glycérique
de Plateau, par exemple, un cerceau métallique ABC (fy. 17)
soutenu par frois fils. On retire
le cerceaun el s la lame plane
obtenue on place avee précaulion
i anneau de fil de colon fin préa-
lablement mouillé avec le méme
liquide. Ce fil prend une forme

aquelconque : mais, si l'on vient &

crever Ia lame an milicu de an-

neau quil forme, le fil se tend
brusquement et devient  civen-
laire. Or, de toules les courbes de méme périmetre, la eir-
conférence est celle qui limite la plus grande surface. Laire
comprise enlre In circonférence D et le conlour de I'anncau
métallique est done minima lorsque Ie liquide esl en équi-

libre.

26. La courbure moyenne de la surface doit étre
nulle dans 1'état d’équilibre. — Soit AMB (#g. 18 l'une
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des faces de la lame liquide. Menons une surface A, M'B,
trés voisine et paralleéle. Si AMD esl une surface minima, les
aires AMB et A\M'B, doivent élre égales aux infiniment
petits du second ordre pres. Menons par
le contour de AB des normales a cetle

AT - ”/HF}‘ surface ; ces normales dévoupent dans la

Ll . N . .
(\H 1 | surface A\M'A, une aire X el, si I'on deé-
Fie. 18, signe par X¥ l'aire anunulaire comprise

enlre la ligne A'D’ el la ligne A\ B,, la

condition précédente s'exprime par

NN

Or, nous avons trouvé précedemment (24

v v (L
SR >\<R4+R)dm

i étant ln Jongueur de la normale, do Vaive d'un clément MN
de la surface AB, dx la longueur d'un ¢lément de la courbe
de raccordement de AB, et ¢ Tangle de raceordement. Par

conséquent, on doil avoir

1 { .
[ = — ) da Joeole s ds == o,
/)<I’n.+Rg>( + Jreoty i

et, puisque cetle condition doit étre satisfaite, quel quesoit ),
il faut que:
1 1
i3, + R,

colgs = o.

= u,
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Les deux rayons de courbuee principaux de la surface
doivent done éire égaux el de signes contraires. Les surfaces
jouissant de cetle propriété ont recu la dénomination géné-
rale de surfaces minima.

[égalité cotg o = o exprime que l'angle de raccordement
doit ¢tre droit. Mais, comme la direction du plan tangent a
un {il est queleonque, cette condition revient a dire que la
surlace passe par le fil.

En résumé, le probléme proposé consiste a déterminer la

surface minima passant par un contour donné.

27. L’hélicoide est une surface d’équilibre. — Soit
OM {/ig. 19) une droite perpendiculaire & O7 assujettie & se
mouvoir en s’appuvant constamment sur O7 et sur une hélice
ADB tracée sur un eylindre de révolu-
tion ayant OZ pour axe. La surface \:\O B
engendrée par OM est un hélicotde. = M

Pour montrer que c'est une surface

minima, il suffit de faire voir qu'il existe

en chague point deux lignes asympto-
tiques perpendiculaires entre elles. Or, —
Fane des lignes asymyplotiques en M est

évidemment la droite OM elle-méme, toule géndratrice rec-
tiligne d'une surface étant toujonrs une ligne asymplotique.
Lantre est hélice AB, ear on pent définir les lignes asymp-
totiques en disant que Tear plan osenlateur se confond avee
le plan tangent & la surlace. Or, le plan osculateur a une
Lélice est toujones normal au evlindre sur lequel cette hélice
est racce. [ passe done par la droite OM, ety comme il passe

aussi par la tangente a hélice, 1 se confond avee Ie plan

CAPTLE AT, B
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tangent & I'hélicoide. Comme ces deux lignes sonl perpen-
diculaires, puisque le cylindre est de révolution, la surface
est bien une surface minima.

M. Schwarz a pu réaliser expérimentalement celte surface

d'équilibre. Pour cela, il tend un fil sui-

D

vant l'axe AB {/iy. 20) d'un cylindre de
verre au moyen de deux fils métalliques
CD el EF s'appuyant sur les bases du cy-
lindre. Ces deux fils ¢tant paralleles; il
forme une lame plane sappuyant sur les
trois fils AB, CD, EF. En tournant CD,

la lame sc déforme et engendre une sur-

o face ECDF passant par AB et coupant
2 normalement la surface du  eylindre.
Cette surface est un hélicoide.

Avee quelques précautions on peut obienir ainsi une sur-
face a plusieurs spires. Si on supprime le fil vertical AB,
I'hélicoide n’en reste pas moins une surlace d'équilibre, mais
alors I'équilibre n'est plus stable el il est impossible d'ob-
tenir expérimenialement une surlace o plusicurs spires.
M. Schwarz a méme constaté que si, aprés avoir formd une
telle surface a Iaide du fil central, on coupe ce fil, la lame
hélicoidale disparail et sc transforme en deux lames planes

fermant les bases du cylindre de verre.

28. Le caténoide est une surface d’équilibre. —
Cherchons la forme de la surface d’¢quilibre d'une lame
liquide s’appuyant sur deux circonférences .\ et A" (fig. 21)
dont les plans sont perpendiculaires a la droite OO" qui joint

leurs centres.
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Cette surface doit étre de révolution antour de OO'. L'un

des rayons de courbure principaux au point M est alors le

rayon MN de la circonférence d'in- C

tersection de la surface par un plan / /4G A’

perpendiculaire a I'axe O0”; autre \7M4/ #-1«'

est le rayon de courbure MC de la A T

courbe méridienne AMN" de la sur- J/ .
Fra. 21,

face. La forme de cetle courbe doit
done étre telle que 'on ait MN = MC, ¢t en exprimant cette
condition on aura I'équation de cette courbe.

Mais il est plus simple d'éerire que la surface engendrée
par cette courbe doit ¢lre minimum.

Iin elfet, soient ¢ la longueur de la courbe et GP la dis-
tance de son centre de gravité G oa l'axe OO D’apres le
théorcme de Guldiu, la surfuce engendrée par celle courbe
est 22/.GP. I faut comparer la méridienne AMA’ de la sur-
face d’équilibre & d'autres courbes passant par les points A
et A’ et pour lesquelles e produil .GP doit étre plus grand
que pour la courbe AMA’. Mais nous pouvons nons horner
a faire la comparaison avee celles de ces courbes qui onl
méme longueur 7 que la courbe AMA Le minimum de notre
produit a licu en méme temps que celui de GP pour des
courbes de méme longueur 4, Par conséquent, la courbe
chierchée est celle pour laquelle le centre de gravilé est le
plus rapprochié de 00, ¢’est-i-dire le plus bas possible si
I'on suppose la conrbe AMA” dans un plan vertical, Or, ¢'est
ce (qui arrive ponr une ligne pesanle soumise a laction de la
pesanteur, et laforme de cette ligne est une chainetie. En
tournant autour de OO, celte chainelte engendre une surlace

que l'on appelle caténoide.
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Le caténoide est done une surface d'équilibre d'unce lame

mince.

29. Sur la stabilité de I'équilibre. — Pour que équi-
libre soit stable, il faul que l'énergie potentielle passe par
un minimum relatif. Par conséquent, la condition de la sta-
bilité de I'équilibre est que la surface ¥ soit un minimom
relatif. Or, en exprimant que la courbure moyenne d'une
surface est nulle, nous cerivons sculement que la variation
du premier ordre ¢st nulle. Pour quiil y ait minimum relatif,
il faut, enoutre, que la variation seconde soit ¢galement nulle.
[1 ¥y a une discussion assez délicate qui a été faite de la facon
la plus élégante par M. Schwarz.

La considéralion des lignes géodésiques va nous scrvir
d’exemple simple pour nous aider & comprendre l'esprit de

la méthode.
"'\\3' Soit AMB /g 220 une
B ligne géodesique d'une snr-

face. S'il est possible de

mener une ligne géodésique
trés voisine A’M'B’ ne coupant pas la premicre;, AMB est un
minimum relatif.

En cffet, considérons une ligne quelconque AM'B tracée
sur la surface et aboulissant anx points A el B, Cette ligne
rencontre la ligne géodésique AMDB voisine de AB en un
point M. Menons par M"une trajectoive orthogonale coupant
AB au point M et par un poinl N inliviment voisin de M
menons une seconde frajectoive orthogonale. Celle-ci ren-
contre la ligne géoddsique AM B en N et les denx segnients

by

MN et M'N sont égaunx. Le segment correspondant SN de
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la courbe AMB est plus grand que M'N', puisque le petit
triangle M'N'N, est rectangle en N, Par conséquent, a
chaque ¢lément de la ligne géodésique ANMDB correspond un
élément de plus grande longueur de la ligne AM'B et celle-
ci est plus grande que la premicre. La ligne géodésique est
done bien un minimmm relalif,

Les surfaces minima présenlent une propricété analogue.
Avant de Uétabliv, montrons que, sion trace wn tube coupant
orthogonalement une série de surfaces
minima, les aires des sections de ces sur-
faces par le tube sont égales entre elles.

fn elfet, st T el X7 sont deux surfaces

minima voisines coupdées par le méme

[F1ee, 238,

tube T fAg. 23, L diltérence des aires ¥
el X des sections esl, dapres an raisonnement geénéral déja
fait

3

i i >
Y- X =% ———{—— 7ocolegdds.,
/’ (I{, n) ds + [ cotgrzls

L%

Or, la premicre intégrale est nulle, puisque lasurfave Test
une surface minhwa el que, par suile, son ravon de courbure
moyen est constant. La sceonde est égalenient nulle, car g
désigne Fangle de la tangente i la surlace X avee la tan-
gente & Ja swreface du tube. Comme ces deux surfaces se
coupent orthogonalement, cel angle est droit et colg ¢
devienl nul. Par suite, les aives X ot X7 sont dgales.

Montrons maintenant que, sioune surface minima AMB
(flg. 22, se trouve dans une région on les surfaces minima

voisines ne se coupent pas, laire de celle surface est plus
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petite que celle de toute autre surface AM'B limitée au méme
contour que AB.

Pour cela, menons par un ¢lément MN de la surface AB
un tube coupant orthogonalement culle surface. 11 découpe
dans la surface AM'B un ¢lément M'N, et dans une surface
minima A'M'B" voisine de AMB un élément M'N” dont laire
esl égale a celle de MN d'apres ce qui précede. Le volume
M'N'N, peut étre considéed comme un eylindre i bases paral-
leles dont M'N’ est la seclion droite. Par suite, Taive de M'N,
esl plus grande que celle de M'N” ou de I'élément égal MN.
Comme les surfaces minima voisines de AMB ne se coupent
pas, par hypothése, & tous les ¢léments de AMB corres-
pondent des éléments de AM'B, dont l'aire est plus grande.
Par conséquent, I'aire dela surlace AMB est plus petile que
celle de toute autre surlace limitée au méme contour.

Nous arrivons donc & celte conclusion qu'ane surface a
courbure moyenne nulle est une surface d’équilibre stable
quand on peut constraire des surfaces de courbure moyenne
nulle infiniment voisines de celle surface et qui ne la coupent

pas.

30. Equilibre instable. -- Lorsque, au conlraire, les
surlaces de courburec moyenne nulle voisines de la surface
d’équilibre coupent celle-ci, 'aire n'est pas un minimum et
I'équilibre n'est pas stable.

Pour démontrer cetie propriété commencons, conmne pré-
cédemmenl, par la considération des lignes géodésiques.

Soit AMB {fig. 24) une ligne géodésique coupée en A et
B par une aulre ligne géodésique AM'B. Ces deux lignes

ont des longueurs différentes el Ia diff¢érence de ces longucurs
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est infiniment petite du troisiéme ordre, si I'on considére
comme intiniment petite du premier ordre la distance de
deux points M et M des deax lignes.

En effet, nous pouvons caractériser une ligne géodésique
passant par A en prenant pour parametre I'angle que fait la
ligne avee wne droite queleonque

mencée par A, La longueur de la P ——

. , A M B
ligne est alors une cerlaine fone- |

’ 1. 2%,
tion du paramétre. En appelant = et
% -} du les valeurs du parametre correspondant anx deux
lignes AMB et AM'B, nous avons pour les longueurs res-

pectives de ces lignes

[ (=) et /(x4 du.
La différence de ces longuenrs est done

a3

N s 74 AY Z‘ .-’ Wi .
[latda)— 7l =p () ds+ i) T5 4+ 14 {55+ -

Mais, puisque les courbes considérées sont des ligunes

géoddsiques, on a
[ =o0 J (2 4dei =0

et dv ces deux égalités on déduit

r [/.\ = Q.

7

Par conséquent, la dilférence de longueur des lignes géo-

désiques aboutissant en A et en B se réduit a

3

[ du) — = () S

elle est bien du troisicme ordre.
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Montrons que, lorsqu'une ligne géodésique AMB (fy. 25)
et les courbes géodésiques voisines se
coupent, la ligne AMB n’est pas le
plus court chemin pour aller de A en B.

En effet, si CM'D estune courbe géo-

désique coupant AMB, les longueurs
CMD et CM’'D ne different que par une

quantité infiniment petile du troisitme ordre. En négligeant

Fra. 25,

celte quantité on a
CMD = CM'D
et
ACMDB = ACM'DB.

Joignons un point quelconque E du premier chemin a un
point quelconque I du second par une ligne géodésique; sa
longueur est plus courte que le chemin ECF ¢t en differe
d’une quantité infiniment petite du second-vrdre. Par consé-
quent

ACM'DB > AEFM'DB,

ou, d’aprés I'égalité précédente,
ACMDB > AEFM'DB,

ce qui démontre la proposition énoncée.

Passons maintenant aux surfaces. On démontrerait par
un raisonnement analogue a celul employé pour les lignes
géodésiques que, sideux surfaces minimainfiniment voisines
sont limitées par un méme contour, les aires de ces surfaces
ne different que par une quantilé infiniment petite du troi-
sitme ordre.

Admettons ce résullat et considérons une surface minima
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S limitée par une courbe L et coupée suivant L par une
autre surfuce minima voisine 5’ (L’ sera un contour fermé
intérieur au contour L), D'aprés ce qui précede, les aires
limitées par L' et appartenant I'unc & S, l'autre 4 57, peuvent
étre considérées comme ¢gales si l'on néglige les infiniment
petits du troisicrue ordre. Par suite, Paire S de la surface
minima S limitée par L esl ¢gale a Paire S” comprise entre
L et L'; augmentée de Taire S" limitée par L et appartenant
a 5. Tracons sur la surface § un contour L, intérieur a L,
mais extéricur a L', et sur la surface S un contour L| inté-
ricur & [, Par les deux courbes L, et L fuisons passer une
surface minima X, dont je désigne aussi l'aire par X ¢t qui
sera annulaire et limitée par les deux contours L, et L{.

Pappelle alors S, T'aire de la portion de S comprise entre
et L, 5, I'nivede la portion de S comprise entre L, et L
S, l'aire de la portion intérieure a L.

I'appelle S| Taire de la portion de S’ comprise entre L
et L./, el 8] I'aire de la portion de S’ intérieure & L.

On aura alors aux infiniment petits prés du troisieme

vrdre
D’autre part
Done

S+ S, 4+8,>85, +2+8;

Ainsi S, 4 8, + S, ¢'esl-b-dirve Taire totale de S, sera
plus grande que l'aire S, 4+ X 4 5, limitée comme elle par
le contour L. L'airede celte surface n'est donc pas minima et

I'équilibre n'est pas stable.
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Par conséquent, unc surface d'équilibre correspondraaun
équilibre instable si cetle surface minima peut ¢lre coupée

par une surface minima voisine.

31. Au caténoide peut correspondre un équilibre
stable ou un équilibre instable. — Cherchions s'il existe
une surface minima infiniment voisine du calénoide el cou-
pant celui-ci; comme surface minima, nous ponvons prendre
un caténoide ayanl méme axe, ct le probleme revient & cher-
cher siune chainetle pent élre coupée
en deux points par une chainetle infi-
niment voisine,

Si nous pouvons mener un arc de
chainctte A'M'B’ infiniment voisin de
AMDB et ne coupant pas AMB, la ré-

volution de ces deux arcs de chainetle

engendrera deux caténoides, c'est-a-

dire deux surfaces minima infiniment

vuisines el ne se coupant pas ; I'équi-

Frs. 26.

libre sera stable.

Si, d’autre part, nous pouvons mener un arc de chainetie
A'M'B’ infiniment voisin de AMB et coupant AMB en deux
points C et D (/ig. 26 o le lecteur est prié d'ajouter la tan-
gente PD qui a été omise), les deux caténoides se conperont
suivant deux circonférences qui seront les paralleles de C
et de D. L'ensemble des deux paralléles formera un contour
fermé L' intérieur au conlour L qui limite le caténoide AMB
et qui se compose des paralleles de A el de B. L'équilibre
sera instable.

Soit AMB un arc¢ de chainette. Comme chainette infini-
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ment voisine prenons une chainette homothétique ayant an
point P de T'axe pour pdle et pour rapport d’homothétie
1 —e. Si dupoint I on peul mener deux'tangentes PC et PD
ala chainette AMB, ces droiles seront ¢galement tangentes
a la chainelle homothétique A’M'BY, et ces courbes, qui sont
infiniment voisines, se couperont aux point de contact Cet .
Inversement, si les deux chainettes se coupent, le point de
rencontre sera tres voisin des deux points de contact d'une
tangente PG commune aux deux courbes. La stabilité de
Péquilibre d'un caténoide dépend done de la possibilité de
trouver sur I'axe un point d'ott Ton puisse ou d'ou 'on ne
puisse pas niener deux langentes a la chainefte généra-
lrice.

5'il existe un poinl P d'ott Ton puisse mener deux tan-
genles a are AMB, I'équilibre scra instable; s'il existe un
point P d'oit Fon ne puisse mener aucune tangente a Iare
AMB, cel arc ne renconirera pas ses lLomothéliques par

rapport au point P. el I'équilibre sera stable.

f&
Q //// //A
AN /7 "/
N P,/
AN 'M M
RN .
N Ql ~
S .
P! AN Y~
! N ~p
16, 27, s, 28,

Les deux cas peuvent se présenter. Siles tangentes aux
extrémilés A el B e la chainette se coupent en un point C
(fiy. 27} silué entre axe et la chainette, il ne sera pas pos-

sible de mener de tangente a la courbe d'un point pris entre
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P et Q. Parconséquent, il existera des chainettes infiniment
voisines ne coupant pas AMB, et I'équilibre sera stable.

Mais, si les tangentes en A el B se coupent au-dela de
I'axe (fg. 28), par tous les points de 'axe compris entre P
et Q il sera possible de mener deux tangentes & AMB, el
I'équilibre sera instable.

Le passage dc I'état d’équilibre stable a I'état d’équilibre
instable a lieu quand les tangentes aux extrémités de la
chainette se coupent sur laxe.

M. Schwarz, en opérant avee un liquide glyceérique, a pu
vérifier expérimentalement ces conclusions, Quand I'équilibre
cesse d'¢lre stable, le calénoide correspondant disparait, et le
liquide forme deux Tames planes circulaires passant par les

contours de deux circonlérences rigides.

32. Les surfaces de Riemann. — Dauns un Mémoire
important, le géometre Riemann a déterminé les surfaces
minima passant par un contour donné. La plus grande partie
de son meémoire est consacrée au cas ot lasurface estlimitée
par un polygone gauche dont tousles cotés sont rectilignes.
Dans ses Lecons swr la théorie géndrale des surfaces, M. Dar-
boux expose la méthode de Riemann el les résultals qu'il a
obtenus dans le cas que nous venons d’'indiquer ().

Mais il est un cas étudi¢ par Riemann el que M. Darboux
ne fait que signaler (2). Clest celut ou le contour est forme
de deux cercles dont les plans sont paralléles et non perpen-

diculaires a la droite qui joint leurs cenlres. Les consé-

(') Livre 111, chapilre x: le Probléme de Plalecu.
%) Nole de la page 426.
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quences de I'étude de Riemanu paraissant snsceptiblesd’une
vérification expérimentale, nous allons les exposer.

Prenons pour plan des yz un plan parallele aux plans des
deux cereles el pour plan des 2y un plan contenant la droite
qui joinl leurs centres. L'équation de la surface. qui est évi-
demmnent symétrique par rapport au plan des ay. sera de la
furme

F=y4+u*+s24+p=0

Pour exprimer que celle surface est minima cherchons
I'équation des inverses des rayons de courbure.

oo un point M (2, #, ) de la surface menons une nor-
male MP. Les cosinus divecteurs de cette droite sonl pro-

portionnels aux dérivies

les coordonndes du point P seront
a~ X, v Y, 5 o vl

Fn un point M infiniment voisin de M menons une nor-

male MY Les coordonnées du poinl P seront

wduNA=dlne+oX), ybaY dlyduY), sd-ul-d{s .

St Fon suppase que les points M et M se trouvent sur une
méme livne de conebare de la surface, et gue P oot P soient

les centres de courbures correspondantsa M et M. les coor-
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données de P et de P’ ne differeront que par des quantités du
troisicme ordre. In les négligeant il vient

diow 4+ uX) =dly +aY) = d(z + v/l =0
w désignant alors le rayon de courbure en M au facteur
pres X2 4 Y2 72

En développant la premicre de ces équalions, nous avons

de + 1w dX 4 X du = o,

ou
. {
%Idav—]—dX—{—X%:u.
Posons
. d-F . d?F . J21°
Ne = do? Ny = duwdy’ Ns= dads’ !

HOUS aurons
AN = X, dw 4+ X, dy + X, dz,
et par conséquent 'équation précédente deviendra
(Ll—‘ + X, ) dr + X, dy -+ X, dz + X (f—:( =o0.

On aura de la méme manicre pour les deux autres équations

Y, da + ([1-( Y, ) dy A+ Yods £ Y ‘% =0,
. , 1 . R i
Voo die A Ty dy <T/ + /:> dz 1" =,

A ces trois équations ajoutons la suivanle

Xde+Ydy +7ds =0
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qui exprime que les deux points M et M” sont sur la surface
F=o.

Pour que ces ¢qualions puissent étre satisfaites pour des
valeurs de dv, dy, dz, di différentes de zéro, il faut que

leur déterminant soit nul, ¢'est-a-dire que l'on ait

} =+ X, X, X. X
, 1 . .
' \‘ Zt+ \” \: \ = 0
1 7, 7, 7'{ 4+, v
| X Y 7 o

y . . . | .
Cette éguation du second degré en - détermine les rayons
u
de courbure en M. Pour que la surface soil minima il faut
que la somme des racines de cetle équation soit nulle, ce qui

donne la condition

X. X, X; . Xo Xo X0y, Y. N
Ve N, Y\4lveo vty 2 7=
X Y o' X 7 o Y7 o

Duns te cas qui nuus occupe, nous avons par suite de la

forme de 'équation de la surlface

N=2(y+«+86 Y=2429), 7=2s,
Ne =2 {y F o)+ 24245, X,=22 NX.==o.

Yo=2, Y,=2, Y.=o, Z,=0o, L,=0, L.=2

Sinouws tenons compte de ces relations 'équation préce-

dente se rédult i

aNYX, — N2Y, — ¥Y2X, — 73X, — X27,.— 7°Y, — Y*Z, = o,
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on
AX(2Y — X) — Y2 - 231N, 4 9) = o,
ou encore i
N (Y — Xj — & [(y + @i 4 2] (X, + 2) = o.

X esl du premier degré en y ; le cocfficient 2 Y — X ne
contient pas celte variable ; par suite, le premier terme de
celte équation est du premier degré en y. X, 4 2 est du
premier degré en y; lIe coefficient (y 4+ o) 4 52 est du
degré zéro, car, dapres I'équation de la surface IF = o, ce
coefficient est égal a — §. Par conséquent, U'égnation préce-

dente est de la forme
Ay+B=o

A el B étant des fonctions de @ seulement.
Pour qu’elle soit satisfaite, quelque soit le point considéré,

il faut que 'on ait séparément
A = o, B = o.

équations différentielles qui permettent de trouver « et p.

I1 existe donc bien une surface minima passant par les
deux cercles, et, d’aprés son équation, toule section par un
plan parallele & ceux de ces cercles est une circonlérence ;
c'est la une conséquence facilement accessible it I'expérience.

Riemann a fait le caleul des fonctions « el f; il exige

lemploi des intégrales clliptiques.

33. Remaroves. — Pour démontrer que T surface libre
d'une lame mince en équilibre est une surface i courbure

moyenne nulle, nous avons exprimd que, d'apres la théorie
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de Gauss,
0, « 00\ o
yUz — ?)‘)-"i‘ <"h _‘Z_‘)l> Sy

doit étre maximum. Nous aurionus pu trouver toul aussi sim-
1
plement celle condition d'équilibre en partant de 'équation
de la surface lihre obtenue par Laplace.
O, /14 1
- | | - .
gs — - = ) == const.
g 2<ujTu)
Cousidérons, en effet, deux points M el M, (Ag. 29. ayant

le méme z des deux faces d'une lame mince. D'apres 'é-

quation précedente % + %) doit avoir la mcéme valeur en
ces points. ' i

Mais, d'autre part, M el M, étant trés voisins, puisque la
lame est minee, les rayons de courbures principaux en ces
poinls doivent avoir sensiblement o méme va-
lewr absolue. Comme ils sont de signes diffé-
rents, puisque 'un des points est sur la face 4
concave, lautre sur la face convexe, il en résulte M/ //}g
que, quand on passe de M en M, kasomme des /
verses des rayons de courbure doit changer (
de signe, saus que savaleur absolue varie sen- Pu.. 2
siblement.

Cette conclusion n'est compatible avee celle qui précede
que si la somme des inverses des rayons de courbure est
nulle ou trés pelite,

Examinons cette analyvse de plus prés. Nous avons du

cOteé gonvexe

o /4 LN
1) W_Ean+m>—“

PATLLARITE, h
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C étant une constante, et du coté concave

, 0 i 1 .
2) gz_z;<m+m>:u

Si nous comparons les valeurs des diverses quantités aux
points M et M,, nous voyons que z = z', R{ = — Ry,
+=— R,, et de plus que C = (', puisque la pression doit
étre la méme des deux cotés, de sorte que I'équation (2)
devient
4

(3) o453 (+w)=C

Iin retranchant (1) de (3) il reste

(4) 0, (%‘ + é—) = o,

C’est la condition a laquelle nous sommes arrivis précé
demment; mais elle n’esl qu’'une comnbinaison de (1) et de (3).
Si nous voulions satisfaire a la fois a (1) et 4 (3), cela serait,
en genéral, impossible ; on pourrait y arriver approximati-
vement si 0, étail trés grand, parce que les lermes gz et C
deviendraient négligeables. Ceci nous montrerail qu'une
forte tension superficiclle est une bonne condilion pour la
conscrvation des lames minces.

34. Mais ce n'est pas la la véritable explication. Suppo-
sons, par exemple, un cadre plan et vertical; la forme
d’équilibre d’'une lamne mince sera limitée par deux plans
verticanx el paralleles. Si on imprinie a la lame un déplace-
menl tres petit de tlelle fagcon que les deux surfaces limiles
restent deux surfaces paralleles, le travail de la pesanteur

gera négligeable ainsi que celui des forces capillairves; c'est
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ce (ue nous avons montré plus haul, mais nous pouvons
envisager d'autres déplacements virtuels infiniment petits.

Imaginons, par exemple, quaprés ce déplacement le
liquide soit Limité par deux plans faisant avec la verticale
des ungles tres petits, mais en sens coutrairve, de telle fagcon
que la lame soit plus mince en hant qu'en bas. Le travail
virtue!l de la pesantewr sera alors positif.

Il semble done gue I'équilibre ne puisse se maintenir. Mais,
pour (ue la lame pit ainsi s'amineir dans la partie supé-
rieure el 'épaissir dans la partie inféricure, il faudrait que
les diverses conches liquides glissassent les unes sur les
aulres. L'expérience prouve qu'avee cerlains liquides ce glis-
sement ne se produil quavee une extréme lenteur. Le liquide
semble ¢prouver nne résistance considérable analogne a la
viscosité; ce n'esl pas toalelois Ta viscosilé ordinaire; elle
est plus grande et suil d'antres lois; on pourrait Fappeler Ia
viscosité supeificielle,

Cette viscosilé superlicielle, signalée par Plateau, est encore
mal étudiée. Nous en verrons d'aulres cffets an chapitre v.

Cette résistance entre en jen loules les fois que des glis-
sements se produisent  dans la partic superlicielle d'un
liquide. Elle s’oppose a ces glissements 1 clle soppose done
ace que les deux surfaces qui lmitent une lame minee, sup-
posées primitivement paralleles, cessent e Fétre; ou. plus
généralement, clle s'oppose aux variations de l'angle tres
petit que font entre cux les plans tangents en denx points
correspondants de ces deux surlaces,

Lexistence de cette foree ne change pas, dailleurs, ana-
yse qui précede. Pour que Péquilibre subsiste losgtemps, il

sullit que le travail virtuel soit nal powr tous les déplaceiends
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qui n'entrainent pas de résistance oisqueuse; cetie résistance,
lorsqu'elle est tres grande, agit done a la facon d'une laison
et tout se passe comme si la lame ¢tail assujetiie & rester
limitée par deux surfaces paralléles, et, pour avoir les condi-
tions de I'équilibre stable, il suflit d'exprimer que I'énergic
polenticlle est minimun en tenaut comple de celie linison.
C’est ce (ue nous avons fait dans ce chapitre.

Certains liquides, comme 'eau de savon et le liquide gly-
cérique de Plateau, ont une grande viscosité superficielle.
Clest ce qui explique la persistance des lames formées par

ces liquides.

35. Avant d’abandonner I'étude des lames minces, expli-
quons pourquoi une lante ne se créve pas sponluiément el
pourquoi elle disparait compléetement quand on la créve.

Pour que la Jame ABCD {fiy. 30; s¢ crevit sponlanément,
un trou tres petit EFGIH devrait com-
nmencer par se former, et la surface
libre A deviendrait AEKFCBGIID.

Celte surface étant plus grande que

la surface primitive ABCD et I'é-
nergie polentielle étant proportion-
nelle & la surface, cela ne pourraitl se faire sans dépense de
travail; le trou ne pourra se former de lui-méme.

Mais, une fois Ie trou produil par une cause artificiclle, il
tend a s’agrandir, car la surface libre

AE'F'C 4+ BGIID

correspondant au grand trou (E'T"G'IY'; est plus petite que
la surface libre AKFC 4 BGIID correspondant au pelit trou
(EFGH).
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LES EXPERIENCES DE PLATEAU

36. Condition d’équilibre d’une goutte d’huile. —
Dans ses célébres expériences, Platean s'est servile plus sou-
vent d'une masse d'huile placée dans de T'eau alcoolisée de
méme densité et maintenue par deux disques circulaires, ou
deux anneaux mctalliques de méme rayon.

Pour trouver Ia condition d'équilibre de la masse d'huile,
il nous suffit, d'aprés (Gauss, d’éerire que I'énergie poten-
tielle du svstéme. formé par 'huile et I'alcool, est minimum
ou maximum,

Or, les forces qui agissent sur ce systéme sont la pesan-
teur et les actions capillaires. I.e centre de gravité du sys-
teme ne se déplace pas. quelle que soit la déformation de
I'huile, puisque le liquide qui l'entoure a méme densité
qu’elle. Par suite, le Lravail de la pesanteur est nul, et iln'y
a pas lieu de tenir ecompte de cette force dansla variation de
I'énergie potentielle.

l.es actions capillaires sont de plusieurs sortes. Ce sont

les attractions:
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1° Des disques ou des anneanx sur 'huile;

2° De I'huile sur elle-méme ;

3° De l'eau alcoolisée sur elle-méme ;

4° De cette eau sur I'huile;

3° De cette eau sur le cadre;
en négligeant les actions de la matiére du vase sur les li-
quides qu'il renferme, ces actions n'intervenant pas dans la
variation de I'énergie potentielle résultant d'une déformation
de la goutle, pourvu que celle-ci soil a une distance sen-
sible des parais.

Si nous désignons par:

%, lasurface de contlact de I'huile et de T'alcool;

S, la surface de contact del'huile et des supports solides ;

5, la surface totale des supports solides;

6,, la fonclion relative aux attractions mutuelles des molé-
cules d’huile ;

. la fonctionrelative aux attractions des moléeules d'huile
et des molécules solides des supports;

9, et 4y, les fonctions correspondantes pour I'aleool ;

13, celle qui est relative a I'action de I'huile surI'alcool ;

Nous avons pour 'énergie potenticlle, résullant des actions

capillaires énumérées précédemment,

1’ — ”IISU

Q0 04 N \

2 bgs, 43,

" f NN
3 S (S—8 +x,
’ — N3,

3° —i (S —5),

en négligeant d’ailleurs les constantes.
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Par conséquent,I'énergie potentielle totale est, 4 une cons-

tante prés,

) i 0 /H
<j‘*m>5+< ;’ ‘%)‘E—(m—‘n{—g‘-l—@i)s

Mais, puisque le cadre est solide, la surface S demeure

[39] I..

constante. Il suffit done, pour avoir la condition d’équilibre,
d’écrire que la variation des deux derniers termes est nulle,

¢'est-a-dire

9 . , il 6\ .
<2‘+_“‘ 2)°E_<"u“'*l| —'2L+§‘> 35, = o.

Si nous comparons cette condition a la condition (4) que
nous avons obtenue pour I'équilibre d'un liquide en contact
avec I'air et des parois solides (§21),nous voyons qu'elles sont
de la méme forme ; elles ne différent que par la valeur des
coefficients de ¥ et de 3S,, et par la disparition du terme
relatif & la pesanteur. Or, en transformantl'égalité (4), nous

sommes arrivés aux conditions suivantes
6, /1 1 >
s == l5 = const.,
9 =3\R, T R)T -
g = const.

Il est donc évident que la condition que nous venons d'éta-

blir peut étre remplacée par

I—{—, -+ }—{; = const.,

¢ = const.

En d’autres termes, la surface de séparation de 'huile et
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de I'ean alcoolisée doit élre & courbure moyenne constante

¢t doit couper le support solide sous un angle constant.

37. Les méridiennes des surfaces d’équilibre de ré-
volution sont données par le roulement d’une conique.
Dans Ies expériences de Plateau, les plans des deux disques
ou anneanx mainfenant la masse d’huile sont perpendicu-
laires a la droile joignant leurs centres. Par suite, cette
droite estun axe de symétrie dela masse d'huile, et la surface

de séparation de huile et de 'eau

F

alcoolisée est une surface de ré-
1 volution autour de cet axe. Dans
N Y - . ,
ve cas, si ¥ est un point de la mé-
ridienne et XY Vaxe (/£g. 31), 'un

c )
Pri. H des rayons de courbure prinei-

paux est la longueur FI de la
normale comprise entre I' el I'axe, et I'autre est le rayon de
courbure IFC de la meridienne. Par conséquent, pour qu'il y

ail équilibre, la méridienne doit étre telle que 'on ait

FI—I -+ ﬁ = const.

Montrons que celte condition est remplic par la courbe
engendrée par le loyer d'une conique, quand celle-ci roule
sans glissement sur une droite.

Considérons une ellipse C dont I' et F, sont les foyers,
el faisons-la rouler sur une droite XY (fig. 32). Le point de

contact I est le centre instantané de rotation, et I'on a

vitesse de ' TE
vitesse de I, — IF,
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Prenons le symétrique G du foyer I¢, par rapport & XY;
ce point aura nécessairementla méme vitesse que I,. D'autre
part, d'aprés les propriétés de I'ellipse, G se trouve sur le

prolongement du rayon vecteur Fl et 'on a
I, =IG.
Par conséquent, I'égalité précédente peut s'éerire

vitesse de I' I
vitesse de G~ IG

Par un point F' infiniment voisin de I' sur la trajectoire de
ce point, menons une
normale 4 cette courbe;
elle rencontre FIG en C,
et ce point est le centre

de courbure de la lrajec-

toire, puisque, par suite
des propriétés du cenire
instantan¢ de rotation,
FIG est aussi normale &

la trajectoire.

La longueur I'G est

dgale 4 la somme des
rayons vecteurs FI14-F,I;
¢’est done une constante
et la trajectoire de G est
paralléle & celle de IF. Par suite, les deux triangles infini-
ment petits, FCF', GCG', sont semblables et I'on a

e Cr,
GG T CG
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Or, le premier rapport de celte égalité est égal aurapport

des vitesses de F et G; par conséquent

vitesse de ' CF
vitesse de G~ CG

Rapprochant cette valeur du rapport des vitesses de F et
G de celle que nous avons déja obtenue, nous avons
IF  CF
1G 7 CG
Les quatre points F, I, G et C sont donc conjugués harmo-
niques. Or, on sait que I'on peut exprimer que cecs points
sont conjugués harmoniques en écrivant

i 1 9
Fil T FC— G

Le second membre de cette égalilé ¢lant constant, la con-
dition que doit remplir la scetion meéridienne d'une surface
de révolution d’équilibre se trouvera done remplie par la tra-
jectoire du foyer I7.

On démontrerait de la méme manic¢re que la trajectoire du
foyer d'une hyperbole roulant sur une droite jouit de la méme
propriéteé.

Dans le cas de la parabole, la trajectoire du foyer est telle
que l'on ait

| 1

1 g =
puisque G est infini, la parabole pouvant étre conservée
comme une ellipse, dont I'un des foyers est rejeté a l'infini.

La surface de révolution engendrée par la trajectoire est

donc dans ce cas une surface a courbure moyenne nulle,
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Nous la connaissons déja; ¢'esl le calénoide.

38. Onduloide. — Plateau a donné le nom d'onduloide &
la surface de révolution engendrée par la rotation de la tra-
jectoire d'un foyer d'une ellipse.

Pour trouver sa forme, supposons lellipse génératrice
d’abord tangente i la droile de roulement & Uextrémité A

(f2g. 33} de son grand axe. Il est évident que, quel que soit le

!

B Al
-
M
F
\\
x A B’ y
116, 43,

sens dans lequcl on fasse tourner cettecllipse, la courbe décrite
par I a des ordonndées égales pour des abscisses égales. La
courbe est done symélrique par rapport A A3 ; nous ne consi-
dérerons que la portion situde a droite de cet axe.

Si nous menions une tangente a Pellipse et que nous fai-
sions mouvoir sun point de contact de A en B la distance du
foyer I' a celte tangente irait loujours en croissant. Par
conscquent, quand la conique roule sur XY, les ordonnées de
la trajectoire de I vont constammenl en croissaut jusqu'a ce
que I'extrémité B du grand axe vienne en contact en B avec
la droife de roulement.

i.es abscisses vonl également en augmentant, car clles ne

peuvent cesser de croitre que si la tangente a la courbe
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décrite par F devient perpendiculaire & ay et, par suite, la
normale paralléle i cette droite. Or, dans ce cas, le centre
instantané de rotation se trouverait rejeté a l'infini, ce qui
n'a pas lieu. La trajectoire du point I est done une courbe
de la forme FMI".

Sil'on continue & [aire rouler I'ellipse, la courbe décrite
par son foyer est évidemment symétrique par rapport a
A'B" de la portion déja décrite. 11 suftit donc de connaitre la
forme de la courbe FF comprise entre les axes de symétrie
AB et A'B’ pour pouvoir tracer tout entiére la méridienne
d"une onduloide.

Dans le cas particulier ou l'ellipse devient une circonfé-
rence, les deux foyers de I'ellipse se confondent avec le centre
de la circonférence. Dans l¢ roulement de celle courhe sur
@y, son centre déerit une droite paralléle 4 ay. L’onduloide
se réduit done, dans ce cas, & un cylindre de révolution
autour de wy.

Silellipse s’aplatit indéfiniment les foyers se rapprochent
de plus en plus des sommets, i la méridienne de 1'onduloide
a des points trés rapprochés de l'axe de rotation. A la limite
I'ellipse se réduit & unc droite ayant pour foyers ses deux
extrémités, et la trajectoire d'un des foyers est formée d'une
série de demi-circonlérences ayant leurs cenires sur la
droite xy. Par conséquent, l'onduloide se réduit alors a une

série de spheres tangentes entre elles.

39. Nodoide. — C'est le nom donné¢ par Platecau a la
surface ayant pour méridienne la trajectoire du foyer d'une
hyperbole.

Considérons Thyperbole dans la position pour laquelle
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¢'est son sommel A {fy. 34) qui esl en contacl avee la droite
ay. L'axe AB de la conique dans celte pusilion esl un axe de
symeétrique de la trajectoire du foyer If.

Ifaisons rouler 'hyperbole jusqu’a ce que asymplote CD
se conlonde avee la droite azy ; Tordonnée de la (rajectoire de
F ira lonjours en croissant, car la distance du foyer d'une
hiyperbole & une langente dont le point de contact se déplace

de A en C va toujours en augmeniant,

x \ ha

1/

D \

ITE

Quand Pasymplole CD coincide avee @y, nous devons faire
rouler l'autre branche de I'hyperbole, le point de contact se
déplaganl d'abord sue la branche DB. La distance du foyer

[ ala tangente a cette branche allant constamment en crois-
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sanl lorsque le point de contact de cette tangente se déplace
de D en B, il en sera de méme de 'ordonnée dela trajectoire
de I' pendant le roulement.

Par conséquent, l'ordonnée croit d’'une maniére continue
depuis I jusqu’au point F' correspondant a la position de
I'hyperbole pour laquelle le contact avee ay se fait en I,

second sommet de la conique.

Fri. 35.

Mais, pendant le mouvement, I'abscisse commence par
décroitre. Quand l'asymptote CD se confond avee zy le
centre instantané de rotation se trouve rejeté a l'infini ; par
suite, la normale & la trajectoire de I est a ce moment paral-
lele & @y, et la langente est perpendiculaire 4 cetle ligne.
[’absecisse cesse done de déeroitre, et elle va en croissant
jusqu'en I, On a, par conséquent, entre I' et I une courbe
ayant la forme indiquée I'MI",

La droite A'B’ ¢tant évidemment un axe de symétric
comme AB, la méridienne de la nodoide doit avoir la forme

qu'indique la figure 35.

40. Réalisation expérimentale de ces surfaces. —
Plateau est parvenu & rdaliser expérimenlalement ces
diverses surfaces, comme nous 'avons dit.

Quand on emploie comme supports rigides deux disques

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



’

SQUILIBRE DU CYLINDRE DE REVOLUTION 95

plans on peut arriver, en ajoulant ou retirant de I'huile avec
une pipette, a obtenir un eylindre de révolution dont les
génératrices s'appuient sur les hords des disques.

En rapprochant peu & peun ces disques on obtient une
portion convexe d'onduloide, puis une portion de spheére,
puis, enfin, une portion convexe de nodoide.

Au contraire, en ¢eartant les deux disques, on voit se for-
mer une porlion concave d'onduloide qui s’amincit de plus
en plus par le milicu et se sépare enfin en deux. La ruplure
doit correspondre au momeunt on, I'ellipse étant infiniment
aplatie, l'ondnloide donnerait naissance a4 deux sphéres, s'il
n'y avait pas de supports solides.

Si I'on emploie comme supports rigides deux anneaux de
méme diamétre, on voit les mémes surfaces se reproduire
de la méme manicre entre les anneaux. Mais, en méme temps,
les surfaces qui limitent Ia masse d’hnile au-dela des anneaux
se déforment et, conformément a la théorie, la courbure
moyenne de ces surfaces est égale a celle de la surface com-
prisc entre les anneaux.

Ainsi, quand cette derniére est un cylindre de révolution,
les deux autres sont des caloltes sphérigques dont le rayon
est ¢gal an double de celui des anneaux. Or, pour le eyvlindre
de révolution I'un des rayons de conrbure est infini, l'autre
est ¢gal au rayon commun R des anncaux; sa courbure

) I , L 1
moyenne est done 5+ Celle d'une calotte sphérique est -

R 2R

-+ 1 ou L. cest-a-dire égale & la précédente’
2R TR °

41, Sur la stabilité de l’équilibre du cylindre de

révolution. — Par U'étude expérimentale Plateau a reconnu
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que le cylindre de révolution est une surlace d'équilibre
stable, quand la hauteur du cylindre est plus petile que la
circonférence de base, tandis qu'il y a ¢équilibre instable dans
le cas contraire.

Pour chercher théoriquement les conditions de stabilité
du cylindre de révolution, il faut comparer cetle surface aux
surfaces d'équilibre tres voisines et voir dans quels cas la
surface du cylindre est un minimum relatif.

Plateau a appliqué cetle méthode; mais, av lieu de compa-
rer la surface du eylindre & la surlace de 'onduloide, qui est
la surface d'équilibre résultant d'une pelite déformation du
cylindre, il T'a comparée & la surface de révolution engen-
drée par la rotation d'une sinusoide.

Le procédé n'est pas tout a fait correct. Cependant, comme
Ia méridienne d'une onduloide différe peu d'une sinusoide el
que ce procédé conduit 4 la conclusion trouvie par expe-
rience, nous allons l'exposer.

Prenons des axes de coordonnées rectangulaires, 'axe des
a ¢lant la droite qui joint les centres des deux disques ou
anneaux, ¢'est-a-dire I'axe de révolution des surfaces d'équi-
libre.

Les équations des plans de basc du cylindre sont
@& = ;l]o, x = ()_‘“

et l'ane des génératrices de ce cylindre situées dans le plan

des wy a pour équation
y = a,

@ étant le rayon des disques ou des anncaux.

Nous pouvons prendre, pour équation de la sinusoide
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engendrant la surface a laquelle nous devons comparer le
cylindre,
¥ =a—u - B sin @, 1)

En effet, nous exprimerons que cette sinusoide s'appuie

sur les bords des disques ou des anncaux en éerivant
= sina,, = §sinez,.

Pour que ces deux équations solent satislaites, il suffit
que @, — wy soil ¢gal & un multiple entier de 2x. Or, si nous

posons

cela revient & prendre une unité de longueur telle que la
hauteur du cylindre soit représentée par 2m; ce qui est tou-
jours possible.

w et B étant liés par une des égalités précédentes, il suffit,
pour achever de déterminer I'équation de la sinusoide, de
trouver une nouvelle relation entre p, p et a. Pour cela,
exprimons que la masse d'huile reste la méme, c'est-a-dire
que le volume engendré par la rotation de la sinusoide est
égal au volume du cylindre.

[.e volume engendré par la sinusoide est

L] T _ I . HYE
jwg/zfjx:nf(a?—Qag—{—gﬁ)ckc—}—%f(a—H)lﬁsuw—}—n f2sin’z,

x Iy Ty Zy
ou, puisque la seconde inlégrale du second membre cst nulle,
us [947: ((l'z —_— ﬁ.)ay. + 1}.2) + {ﬁzﬂ:].
Le volume du cylindre étant

na? < 2x,

CAPLILEARITE,
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il faut donc que l'on ait

— dap 4~ 2u® - 2 =o.

Or, p et B sont des quantités infiniment petites, puisque la
sinusoide doit trés peu différer d'une droite. Par conséquent,

la condition précédente sera satisfaite si
day. = B*, (2)

car alors y est un infiniment petit du second ordre, § étant
du premier ordre, et le terme 2% est négligeable.

Comparons maintenant la surface engendrée par la sinu-
soide avec la surface latérale du cylindre.

Un éllément ds de la sinusoide peut s'écrire
ds = \/m = dx V,m = dw \/m’.
En tournant, cet élément engendrera une surface

2nyds = 2n(a — v - Psinaz) \/mdx

et la surface engendrée par la sinusoide sera Vintégrale de
cette expression prise entre x, ela,. Mais, % étant du second
ordre, nous pouvons écrire
- 2 2
] cos?x
Vi 4 g2costa =1 _{_{5_0__,
et

—_— 13
a-— sina) V1482 cos?e =a — 8 sinw ﬁcos”w,
P \ BT )

en négligeant les quantités infiniment petites d’ordre supé.
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rieur au second. Par suite, la surface cherchée est

|

T ) I arJﬁ )

an(a — p)de 4 ?.nf{s sinw do 4= 2z | === cos®z dx

e vy 2
Ty

ou

2%

(2 —u)2n + ?J’

La surface du cylindre étant
2na + 2=,
elle sera plus petite ou plus grande que celle qui est engen-

drée par la sinusoide, suivant que

— 9 _}_3{5_2

2

sera plus négatif ou positif. Si I'on tient compte de 1'éga-

lité (2), cette condition revient a

2 2
— 8 + af > 0,

ou

)
)
)
l
1o
B
A
(]

I1 y aura donc équilibre stable si 27 2 < 2z, et équilibre
instable dans le cas contraire. Puisque 2ra est la circonfé-
rence de base du cylindre, et 2z sa hauteur, 4 cause de
['unité de longueur adoptée, on arrive bien a la conclusion
déduite de I'expérience.

Cela suffit pour établir que 'équilibre est instable lorsque
la hauteur est plus grande que la circonférence de base,

mais non pour démontrer la réciproque, puisqu'on n'a com-
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paré le cylindre qu'a une des surfaces infiniment voisines

possibles,

42. Dans sa Théorie de la capillarité, M. Mathieu a
repris I'analyse de Plateau. En comparant (*) la surface d'un
cylindre dont la hauteur est moindre que la civconférence de
ses bases a la surface infiniment voisine engendrée par une
sinusoide dont le pas est égal & la circonférence des bases,
il trouve que la surface du cylindre est alors moindre que
I'autre surface, résultat conforme a celui de Plateau.

Mais, en comparant la surface du cylindre a celle qui est
engendrée par une autre sinusoide différant toujours infini-
ment peu d’'une droite, il trouve que la seconde peut étre
plus petite que la premigére pour des valeurs de la hauteur
notablement inférieures 4 la longueur de la circonférence
des bases.

La surface du cylindre n'est donc pas une surface d'aire
minimum relatif, c’est-a-dire par rapport a toute espéce de
petite déformation, et l'inslabilité de ce cylindre doit com-
mencer pour des valeurs de la hauteur bien plus petites que
celle trouvée par Plateau.

Mais, puisque c’est 'expérience quia d’abord fourni a Pla-
teau le résultat qu'il a ensuite essay¢ de retrouver par la
théorie, comment expliquer le désaccord de ce résullat avec
celui du calcul de M. Mathieu? C'est ce que celui-ci tente de
faire de la facon suivanle :

« Les déplacements trés petits ue 1'on communique ordi-
nairement a la colonne liquide, par exemple en donnant un

mouvement vibratoire au vase, ne sont pas absolument quel-

{) Voir p. 13 et suiv. de I'ouvrage cité.
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conques. On congoit done que, en se déformant, la colonne
liquide ait une lendance a passer par des figures d’équilibre.
Clest, en effet, ce qui a ¢té reconnu par Plateau. Alors le
méridien de la surface devient une sinusoide dont le pas est
égal & 2na, et la surface de forme est plus grande que celle
du cylindre, si la hauteur de la figure est inférieure 4 2ra. »

Cette explication est évidemment insuffisante. La véri-
table cause du désaccord entre les résultats de Plateau et
ceux de M. Mathieu est que celui-ci suppose que le rayon de
la circonférence d'intersection de la surface de révolution et
d’un des plateaux peut subir une variation-infiniment petite,
tandis que le premier suppose ce rayon constant. Cette
cause n'a pas complétement échappé a M. Mathieu, car il
fait remarquer « que le liquide peut étre un peu maintenu
par les disques, par suite de 'adhérence et du frottement »,
mais il ne la considére que comme secondaire.

La solution du débat revient done & savoir si les circonfé-
rences des bases varient ou ne varient pas dans une défor-
mation.

Dans les expériences failes avec des anneaux en fil de fer
fin, la réponse est immdédiate. La
surface de révolution devant passer / 7
par ces anneaux, les rayons des A B
circonférences de bases conservent
la méme valcur : le rayon commun Fic. 36.
des anneaux.

Dans le cas ot les plaleaux sont employés, la constance
du rayon n'est pas aussi ¢vidente, car, si le eylindre coupait
les plateaux en des points tels que A et B (fig. 36), situés

A une certaine distance des bords, les circonférences
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de bases pourraient varier dans une petile déformation;
mais, si nous remarquons que le long de la courbe d'inter-
section I'angle de raccordement de la surface liquide et de
la surface du plateau doit avoir une valeur constante, en
général différente d'un droit, nous en déduisons que le rac-
cordement ne peut se faire que suivantle bord du disque o1,
I'aréte étant toujours plus ou moins émoussée, I'angle de
raccordement peut prendre la valeur qui lui convient. Dans
ces conditions, le rayon des circonférences des bases con-

serve encore une valeur constante.

43. Dans cette hypothese, nons allons démountrer, en
toute rigueur, que la surface du ecylindre de révolution est
un minimum relatif dans les conditions indiquées par Pla-
teau.

Montrons d’abord qu'il suffit de comparer ce cylindre &
une surface de révolution de méme axe.

Soit = un solide quelconque ayant méme volume que le
cylindre et une surface plus petite. Je dis qu'il existe un
solide de révolution £ de méme volume et de surface plus
petite que le solide X.

Coupons T par une série de plans paralléles aux bases. Si
Q est la surface d'une de ces sections, Q dx sera le volume
compris entre deux scctions infiniment voisines. Nous pou-
vons imaginer un solide de révolution £ dont les sections
circulaires aient une surface égale aux scctions correspon-
dantes de 2. Le volume limité par deux sections infiniment
voisines de X' est alors Q dw, c'est-a-dire que les volumes
éléementaires des solides © et & sont égaux deux a deux.

Par conséquent, £ et ¥’ onl le méme volume.
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Considérons les surfaces. Soient C et (U (Ag. 37) les sec-
tions de  par deux plans paralleles distants de dw. Proje-
tons la courbe C sur le plan de (', nous oblenons une
courbe C”, et l'aire annulaire comprise entre C' et C” est

égale 4 d(). En deux points voisins A et B de la courbe C

Fiu. 37,

menons des plans normaux & cette courbe. lls coupent C' en
A et B, C” en A” et B”, et nons pouvons considérer le solide
AA'A’BB'B” comme un prisme triangulaire droit.

En appelant ds I'élément AB de la courbe C, les surfaces

des faces de ce prisme sont

do = ds AN {pour AA'BB)
dw, = ds AN” {pour AA"BB")
dw, = ds A"A {pour A'A"B'B")

et, puisque le triangle AA’A”, reclangle en A”, donne
1 p o k] o] 3

e 2 —_—

AA” = AN - NA7,
on a

dw?® = dw} + doj.

Mais dw est un élément de la surface du solide X; par

suite, la surface de ce solide est

J'dw :f\/dm? ¥ dot.
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Or,ona

SNETF@E =\ (fao) o+ (fao,)"

car, si nous regardons pour un instant do, et dw, comme les

variations des coordonnées d’un point d’'une courbe plane, le
premier membre de l'inégalité représente la longueur d'un
arc fini de cette courbe, tandis que le second est la racine
carrée de la somme du carré de la différence des ordonnées
et du carré de la différence des abscisses des points extrémes
de la courbe, c'est-a-dire la longueur de la droite joignant
ces points. La ligne droite ¢tant la plus courte distance de
deux points, I'inégalité est bien exacte.

On a donc

3

fous )+ )

11 y a exception si le solide est de révolution; dans ce cas,
en effet, les aires élémentaires do, dw,, dw, sont dans un
rapport constant ; il en résulle que I'inégalité doit étre rem-

placée par une égalité et que :

faem/{fa) + (o)

Maisfdw2 est 'aire comprise entre les courbes C’ et C*,

c’est-a-dire dQ.
D’autre part, puisque AA” est la distance de deux sections

paralléles aux bases et infiniment voisines, on a

dw, = ds AA” = ds dz,
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el

/ dw, = s dw,

s étant la longueur de la courbe €. Done la surface S de la
portion du solide ¥ comprise entre nos deux plans infiniment

voisins paralléles au plan des yz sera
S :/,d(’) > Vs da? + dQ2.

Si la courbe C était un cercle de surface Q, son périmétre
s serait égal 4 V4x Q. Le cercle étant de loutes les figures
de méme surface celle qui a le plus petit périmetre, on doit

avoir pour la section solide ¥ qui n'est pas de révolution

s >y in(),
el par conséquent
S > vir() da® + a2

Pour le solide de réveolution &' les inégalilés précédentes
tal

devront étre remplacies par des égalités el nous aurons

8 = 4#(\),

et par conséquent
S = VizQ dat 4 dQ2.

La surface du solide de révolution X' est donc plus petite
que celle du solide X. Par suite, si nous parvenons & démon-
trer que la surface du cylindre droit est plus petite que celle
du solide de révolution de méme volume et de mémes bases,

nous aurons par cela méme démontré qu'elle est aussi plus
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petite que celle d'un solide quelconque de méme volume et
de méme base, et la surface du cylindre sera bien un mini-

mum relatif, Pour arriver a ce but démontrons deux lemmes.
44, Levye [ — Sideux ares de méridiens d’onduloides
de méme axe infiniment voisins AMB, AM'B’ (Ag. 38), ayanl

une extrémité A commune et leurs extrémités B et B” sur

p B

Fra. 38.

une normale BB 4 AM'B’, se coupent en un point C tel que
les volumes engendrés par AMCM'A et CB'B soient égaux,
les surfaces engendrées par la rotation de ces ares sont
égales.

Soit S la surface engendrée par AMB, S 4 35 la surface
engendrée par AM'B’; soit V le volume engendré par
A,AMBB,, et V 4-3V le volume engendré par A,AM’CB'BRB,.

Par hypothése ces deux volumes sont déquivalents et 8V
est nul; je me propose de démontrer que 3S est nul.

Soit, en effet, ds un délément de la surface AMB ; menons
une normale & cet élément et prolongeons-la jusqu'a sa ren-
contre avec la surface AM'B’; soit & la longueur de cette
normale.

Soit dS un élément de la circonférence engendrée par le
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point B, et soit 3 'angle de raccordement, ¢'est-a-dire'angle
que fait la surface AMDB avec BB'.
Une formule que nous avons appliquée bien des fois nous

donne

3V = [ ds,
> — ) L _1. Y o)
35 ——fA (H‘ + 1{2> ds —{—f) cotgo ds.

) . vso s sal éoala = i
Comme par hypothése 'angle 9 est égala 5 la seconde in-
tégrale est nulle ; mais la courbure moyenne de 'onduloide

étant conslante, je puis faire sortir % +- % du signefet la
i 2

premiére intégrale se réduit a

11 [ e
<-R—.+l-{—2>f)\da__<m+ﬂ—2>o\_o. .

On a donc

3S = o. -

Les deux surfaces AMB, A'M'B" sontdonc égales en négli-

geant les infiniment petits du second ordre.

45. Levue 11, — Si AMC (fig. 397 est un are du méridien

M
C
B
0 A C, B, b <
Fra, 39,

d'un solide de révolution résultant de la déformation d'un

eylindre de révolulion dont la hauteur est plus petite que la
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circonférence des bases, il existe un arc d'onduloide APC,
terminé aux mémes extrémités, engendrant un volume égal
a celui du solide engendré par AMC etil n'y en a qu'un.

11 est clair qu’on peut toujours trouver au moins un ondu-
loide de volume donné, admettant comme bases deux cercles
donnés.

En effet, on peut considérer une goutte d’huile dont le
volume soit le volume donnéet qui s’appuie surdeux disques
solides ayant la forme des deux cercles donnés. Celte goutte
aura au moins une position d’¢quilibre. Ou, en d'autres
termes, si on considére plusieurs solides de révolution ayant
méme volume et mémes bases, la surface latérale de ces
solides ne pourra décroitre au-dela de toute limite; ily aura
donc un de ces solides pour lequel cette surfoce sera plus
petite que pour tous les autres et qui devra étre un ondu-
loide.

Toul cela est presque évident. Mais ce que je me propose
de démontrer ¢'est que, siles deux bases (quisont les cercles
de rayons AA, et CC,) ont des rayons lrés peu diflérents,
parmi les onduloides satisfaisant 4 la question, il y en aura
en général un et un seul qui différera trés peu d'un cylindre.

Soit

y=1r(=),

I’équation de la courbe AMC. Si @, et &, sont les abscisses

des points A et G, on a, en appelant a le rayon AA,
[#)=a [z =a+e

ou ¢ doit étre trés petit, parce que A’'MCB est le méridien du

solide obtenu par une déformation infiniment petite du
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eylindre. Le volume engendré par le trapéze A,AMCC, est
donné par l'intégrale

Iy
| /2 {(x) du.
Ty
Et, comme f 1) differe trés peu de a, cetle intégrale est
égale a

7 (a2 (12, — &) 4 €],

e’ étant une quantité trés petite.

Considérons les onduloides d’axe Owx. Leurs méridiens
dépendent des dimensions de Uellipse génératrice, ainsi que
de la position du point de la droite qui se trouve en contact
avec un point délerminé de la conique, un sommet, par
exemple, pendant le roulement de cette conique. Or, ellipse
est déterminée par la connaissance de ces deux axes, et la
position du point de contact d'un de ses sommels avec la
droite O parl'abscisse de ce point. L'équation des méridiens
des onduloides d’axe Ox contient donc trois paramétres arbi-
traires. En exprimant que ces méridiens passent par le
point A on peut ¢liminer un de ces paramctres el I'équation
géndrale des mdridiens donduloides d'axe Oz et passant

par A est

avec la condition

5 ')

a:w(:l_:o, %y, ).

1

Supposons les paramétres choisis de telle sorte que l'on-

duloide se réduise au exlindre pour « = 8 == 0. Pour ces
valeurs des paramétres on a

a = g (xy, 0, 0).
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[Varc APC du méridien d’un onduloide differe peu de
I'arc AMC et, comme celui-ci différe peu de la droile AB,
l'arc APC differe peu de cette droile. Par suite, les valeurs

des pavamétres correspondant & cet arc sont excessivement

petites, et I'on peutl écrire pour cet arc
do d
¢ (@ @, B) = 9 {2y, 0, 0) + “E;'l‘ﬁa—g
. do dyp
=a + x g; + |B dp

Pourexprimer quel’arc d’onduloide passe par 'extrémité C
de I'are AMC, il nous suflit d'¢erire
(@) = ¢ (@3, o, B)

ce qui nous donne la condition

de | g9 _
* +8 dag = )
Posons
7 “;:2(03, a, B) de = nd(a, B).

Puisque pour = = p = o l'arc d'onduloide se réduita la
droile AB, l'intégrale précédente, qui représente le volume

de I'onduloide devient alors
w (0, 0) = ma? (, — ),

et nous pouvons écrire, « et B étant trés petits pour I'are APC,
. d: !
wblo, §) == | ety — 20 + o G+ 5 5 |

Comme nous voulons que ce volume soit égal & celui du
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solide engendré par I'arc AMC, nous devons avoir

PR N (@)

oz "o

Il est toujours possible de satislfaire aux conditions (1) et
(2) par des valeurs déterminées de « el de B, si le détermi-

nant

dy dy _ dy dy @
dv dff  dx df

est différent de zéro, et il est alors démontré qu'il existe bien
un arc d’onduloide satisfaisant aux conditions de I'énoncé.
Voyons la signification de cette condition.

Si le déterminant précédent était nul on pourrait satisfaire
aux équations

do do
tl.dm—f—pz(;—o

dy dy
% =+ rr—
dx. dp

par des valeurs de « etde § différentes de zéro, ce qui revient
a dire qu'il y aurait un are d’onduloide ayant ses extrémités
suar la droite AB et engendrant un volume égal a celui du
cylindre engendré parle segment de droite, compris cntre les
extrémités de I'are d'onduloide.

Or il est impossible u'il en soit ainsi pour une longueur
de ce segment moindre que ADB, si cette longueur est elle-
méme plus petite que 2=¢, comme le suppose I'énoncé.

Nous avons vu, eneffet, que le méridien d’onduloide estla
trajectoire du foyer d'une ellipse roulant sur une droite.

Quand l'ellipse se réduit & un cercle de rayon a, l'ondu-
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loide se réduil & un cylindre de rayon «, ayant pour méridien
une droite AB.

Considérons les intersections de celle droite AB avec un
méridien d’onduloide tres peu différent, ¢’est-a-dire engen-
dré par une ellipse peu différente d'un cercle de ravon a.

Une droite telle que AB paralléle a la droite sur laquelle
roule l'ellipse génératrice d'un méridien d'onduloide coupe

ce méridien en une série de points D, E, I (£g. 40).

D F
[} A‘ D, x
Fra. 40.

L'extrémité G de I'ave d'onduloide APC considéré ne peut
sc confondre avec le point d'intersection D, caril est évident
que le volume de l'ondulvide limilé¢ par des plans perpendi-
culaires & O et passant par A et D est plus grand que le
volume du cylindre engendré par le rectangle A/ ADP,. Par
suite, le point C doit étre I'un des points d'intersection sui-
vants, E, F,... Or les points A et I du méridien de I'ondu-
loide correspondent & des positions de L'ellipse telles que
dans ces deux positions c¢'est le méme poinl de L'ellipse qui
est en conlact avec Ox; par conséquent, la différence des
abscisses de ces points est égale ala longueur de l'ellipse.
Mais cette longueur differe peu de 2xa, car, pour obtenir la
droite AB elle-méme, 'ellipse doit se réduire & un cerele de
rayon , et par hypothése I'onduloide ADEF différe peu de
la droite.

Il vésulte done de la qu'il n'est possible d'avoir un ondu-
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luide limité par des cercles ¢gaux et ayant méme volume que
le eylindre de mémes bases que si la hauteur de I'onduloide
est au moins ¢gale ala circonférence de ces bases. Le deter-
minant ne peul done s’annuler que si cette hauteur n'est pas
plus pelite que celle cireconférence. 1Je pourrais méme ajou-
ier, si elle estun multiple de cette circonlérence.)

Or, dans I'énoneé du lemme j’ai supposé que la distance
des denx plans AA,, BB, et a fortiori celle des deux plans
AA,, CC, &tail plus petite que celle circonférence.

Notre déterminant ne peut done s'annuler, et le lemme est
démontré.

Voici I'usage que nous en ferons.

46. Considérons le solide AMCBBA, (/Ag. 39) et un plan
mobile CC, parallele aux deux bases; construisons ensuite
l'onduloide APC défini plus haul.

Quand le plan CC, se déplacera d'une maniére conlinue,
cet onduloide se déformera d'une maniére conlinue.

Quand C est trés voisinde A, cet onduloide dilfere trés peu
du cylindre; en différe-1-il encore trés peu quand le point C
vient en B?

Pour nous en rendre compte, voici comment il faut rai-
sonner:

Mettons I'é¢quation dela courbe AMB sous la forme

y =23/ (@)

¢ élant infiniment petit, et f, fini.

N

Les fonclions 3 et & définies plus haut dépendant aussi de

as]

et de 'abscisse a2, du point C, les équations qui définissent
« et § pourront se metlre sous la forme

¥ (7'! i’$1 Ev x:!) =20

(% 6,5 @) =0
CAPILLARITE, 8
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Eliminons B entre ces deux équations, nous aurons

0 (o, &, »,) = o.

Si nous regardons un instant «, § et @, comme les coor-
données rectangulaires d’un point dans l'espace, cette équa-

tion représente une surface. Cette surface passe par la

v v

Fic. 4%.

droite « = 0, & = o qui esl la droite RST de la figure 41.

Pour « =& = 0, @4 = 2ra, le déterminant

dydb dsdy
do df df dx

s'annule, ce qui veut dirc qu’au point S qui a pour coordon-
nées o, o et 2ra, le plan = o est tangent & la surface. Ce
plan coupe donc lasurface suivant une courbe présentant un
point double en S et qui se décomposera, par conséquent, cn
la droite RS'T et une courbe USV passant par S.

Si nous coupons maintenant la surface par un plan § =&,
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(%, ¢lant (rés petit}, nousobliendrons deux branches de courbe
RSV, UT marquées en pointillé sur la figure.

Quand le point C se déplacera d'une maniére continue, le
point {«, §, @,) décrira la hranche R'S'V" d'un mouvement
continu; on voit que, tant que x, est plus petit que 2=a, ce
point décrivant R'S’ reste irés voisin de la droite RST et
Ponduloide correspondant trés voisin du eylindre. Quand «,
devient plus grand que 2xza, notre point déerit ST et s'é-
loigne de la droite RST, <'est-a-dire que l'onduloide corres-
pondant ne reste pas tees peu différent du eylindre.

Sidonc AB est plus petit que 2za, l'onduloide, dans sa
déformation continue, se réduira au cylindre (dont il ne se
sera jamais beaucoup éluigné), quandle point G viendraen B.

Mais il n'en sera plus de méme si AB est plus grand que

2ra.

47. TuktoriMe., — Si la hauteur d'un cylindre circulaire

droit est plus petite que la circonlérence des bases, la sur-

face latérale de ee eylindre est plus pelite que celle de tout

solide de révolution de méme volume et de mémes hases.
Soient AB (fAy. 43 la géndratrice du evlindre, AMB le

méridien de la surface de révolution. Prenons un point G

quelconque sur ce méridien. Nous pouvons, d'apros le lemme
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précédent, tracer un arc d'onduloide APC tel que le volume
engendré par A,PCC, soit égal au volume engendré par
A,AMCC,. Supposons qu'on ait démontré que la surface de
cet onduloide est plus petile que celle de ce dernier volume
et démontrons que, si I'on considére un point €' de AMC'B
infiniment voisin de C, I'onduloide s’appuyant sur les cereles
de rayons AA, et C'C{, et qui a méme volume que le solide
engendré par AAMC'C{, a aussi une surface moindre que
ce dernier solide.

En effet, soit AQC T'are du second onduloide. Si nous me-
nons en C la normale CC” & cet are, nous avons deux arcs
d’onduloides APC et AQC” ayant une extrémilé commune A
et limités, d'autre part, par une normale a I'un d’eux. De
plus, les volumes limités par les surfaces qu'engendrent ces

arcs sont égaux, car on a
volume A,AMC'C;] = volume A,AQC'C/,

et, puisque la surface du triangle CC'C” est infiniment petite
du second ordre, il vient, en négligeant les volumes infini-
ment petits de cet ordre

volume A|AMCC, = volume AAQC"C",
vl encore

volume A APCC, = volume A AQC"CY,

les volumes des solides engendrés par A AMCC, et A APCC,
élant égaux par hypotheses.

Les deux ares d'onduloides APC el AQC” remplissent
done les conditions de 1'énoncé du lemme 1. Par suite, les

surfaces qu'ils engendrent sont égales aux infiniment petits
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prés du second ordre (CC’ étant du premier)
surf. APC = surf. AQC”.
Si, comme nous l'avons admis, on a

surf. APC < surf. AMC,
il vient

surf. AQC” < surf. AMC.

Aux deux membres de cetle inégalité ajoutons ceux de la
suivante

surl. C“C* << surf. CC

résultant de ce «que, la droite CC” étant normale en C"a
Farc AQC’, I'édlément d'arc C'C” est plus pelit que l'élément

CC’; on obtient

surf. AQC’ < surf. AMC".

Ainsi, s'il est vrai que 'are d'onduloide joignant A a un
point quelconque C de la courbe AMCB engendre une sur-
face plus petite que cet arc, les volumes limités respective-
ment par ces surfaces étant égaux, cette propriété est encore
exacte quand on passe de C en un point voisin C".

Le théoréme est évidemment vrai pour un onduloide de
hauteur infiniment petite. En déplagant peu a peu le point
C on arrive en B. Or, l'ondulvide qui passe par A et B, et
qui a méme volume que le solide engendré par la courbe
AMCB, se réduit au cylindre de révolution. Par conséquent,
14 surface de ce cylindre est plus petite que celle d'un vo-
Tume quelconque de révolution ayant mémes bases et méme

volume.
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Je viens de dire que, quand le point C vient en B, 'ondu-
loide se réduit au cylindre.

Cela est vrai, en vertu du lemme II, si AMB s'¢loigne peu
de la droite AB et si la hautecur AB du cylindre est plus
petite que 2na, c'est-i-dire que la circonférence de basc.

Ainsi le cylindre de révolution, dont la hawuteui est plus pe-
tite que celte circonférence est une figure d'équilibre stadle.

Si la hauleur du cylindre devient plus grande, les condi-
tions de 'énoncé du second lemme ne sont plus satisfaites;
lanalyse de Plateau nous apprend alors que I'équilibre du

cylindre est instable.

48. Gouttes d’huile en rotation. — Lorsqu'une goutie
d’huile est suspendue dans un liquide de méme densité sans
étre en contact avec des supports solides, la condition d’équi-
libre de cette goutte s'obtient en faisant S = S, — o dans

I'équation d’équilibre trouvée au ¢ 36 ; on a donc

ce qui exprime que la surface de contact de I'huile et de I'al-
cool doit étre aussi petite que possible.

Parmi les solides de méme volume, la sphere satisfait a
cette condition, et l'expérience montire, en effet, qu'une
goutte d'huile, en équilibre au sein d'un liquide de méme
densité, affecte la forme sphérique.

Si T'on [ait tourner la goulte autour d'un axe passant par
son centre, la sphére se déforme et se transforme en solides

de révolution plus ou moins aplatis, auxquels on donne le
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nom de sphéroides. Nous allons chercher la forme des nou-

velles surfaces d’équilibre.
Soit S (fig. 43) une de ces

surfaces, et soit 5" celle qui ré-

sulte d'une déformation infini-

ment petite de S. En passant &

de Y'une a l'autre de ces sur-
faces, le travail des forces agis-
sant sur la goutte doit étre Fig. 43.

nul, puisque S est une surface

d’équilibre. Or, le travail des forces capillaires est égal,

d'aprés ce qu'on avu au § 36, a
6 ’
—(3+5—m)s.

D’autre part, la rotation de la goutte développe une force

centrifuge dont le travail est

31

1o, €,

w étantla vitesse angulaire de rotation, et I le moment d'iner-
tie de la goutte par rapport a I'axe de rotation.

Par conséquent, la condition d’équilibre de la goutte est

(1)2 N 0 0/ ~
—2— 6[—<§+ f—’q._,) 3S = o,
ou
8S = wdl,

« désignant une quantité proportionnelle au carré de la
vitesse de rotation et devenant constantec en méme temps

que cetle vitesse.
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Par suite de la délormation de S, & un élément ad = do de
cette surfacecorrespond un élément a'd’ = deq, de la surface
S’ obtenue en menant par le contour de abd les normales a S.

La variation de la surface S peut donc s’écrire

S :‘/‘dc’ —‘/'do'.

Mais nous avons vu au § 21 que, si l'on désigne par » la

longueur de la normale aa’, on a

: — ERRERY
de’ — de = A ds (R‘ +R2>

Par conséquent

i 1
= [ Ado (o 4+ o )
3S f . (B‘ + R2>
La variation 31 du moment d’inertie est égale & la somme
des moments d'inertie des éléments de volume, tels que

aba'd’. En appelant » la distance du centre de gravité de cet

élément 4 'axe de rotation ox, on obtient

31 :f'/"" ) dae.

On a donc pour la condition d’équilibre

1 1 a) —
[rae(+m, — o) =0

a laquelle il faut joindre la condition

f)\do':o

qui exprime que le volume de la goulte ne change pas.
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Pour que ces deux condilions soient satisfaites simultané-

ment, il faut que

1 1 ;

I’T, -+ R—2—17‘~’ =B,
§ étant une constante.

La surface délinie par cette équation étant de révo-
ution, I'un des rayons de courbure en M est le rayon de
courbure MC de la courbe méridienne; I'autre, MN, est limité
par axe de rotation. En désignant par ¢ I'angle de la nor-
male en M avec la perpendiculaire MI> 4 I'axe de rotation et
par ds un ¢lément d’'are compté positivemnent dans le sens

des o croissant, c'est-a-dire dans le sens MA on a:

ds r

R, =MC =+, R, = MN =
: dy cos o

)

et I'équation de la surface devient

de  cosg 4

ds + oo + B
ce qui donne

GO et

ds Y

pour I'équation de son méridien silu¢ dans le plan des xy.

Comme on a

dy = — dssin g,
celte équation peut s'écrire

— sin o do

COs ? . P
ay + =ay? + B,

Y
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deosg |, cose
aw T, =@ th

Pour l'intégrer, remarquons que, si le second membre est

nul, la solution est

COS(P-_—‘

<O

C étant une constante. Appliquons maintenant la méthode

de variation des constantes. Il vient

b U |
¥ dy'—' Y +ﬁv
d’ol
C=3y'+ 5t ()
4 2

et par conséquent

S G e B Y.

LOS‘P'—y——liy +23/+y

Mais on a

dx = dy cotg .

En éliminant ¢ entre ces deux relations on obtiendra
*équation de 1 ridi donné
Péquation de la courbe meéridienne en coordonnées rectan-

gulaires. De la premiére on déduit

et par suite
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done on a pour I'équation cherchée

_/ Cdy ',, @)
\7/' -

C étant la fonction de y définie par U'égalité (1).

G

l.a courbe représentée par celie équalion peut élre, sui-
ant les valeurs des constantes qui y entrent, ou bien une
courbe fermée aplatie dans le voisinage de I'axe de rotation,

ou bien formée de deux courbes fermées symétriques par

Fro. 44. s, 45,

rapport & 'axe de rotation. Le premier cas (fig. 4%) corres-
pond & une faible vitesse de rolation, et le volume engendré
est un sphéroide; le second (Ag. 43). 4 une vitesse de rota-
tion considérable, et la masse d'huile forme un annecau.

La courbe admet évidemment 'axe des & comme axe de
symélrie; mais elle admet ¢galement un autre axe de symé-
tric perpendiculaire au premier et qu'on peut prendre pour
axe des y.

Les points ot la courbe coupe Vaxe des y sont les racines
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de I'équation
3 y:—C=o.

Cette remarque suffit pour permettre la discussion du
probléme; Plateau a observé que, quand on fait croitre la
vitesse de rotation, la masse, d'abord unique, se décompose
en une masse centrale et une masse annulaire. La scission
s'opére au moment ol I'équation (3) a deux racines égales.

Quand la courbe est unique et coupée par 'axe, la déter-
mination des constantes d'intégration de 'égalité (2) est
toujours possible. 11 n’en est pas de méme quand laxe de
rotation ne rencontre pas la courbe.

49. Plateau est parvenu a établir expérimentalement la
forme sphéroidale et la forme en anncau. 11 a constaté que
cette derniére est une forme d'équilibre stable. La démons-
tration théorique de la stabilité de I'équilibre des anneaux
offrirait de sérieuses difficultés mathématiques, I'intégrale
de Téquation (2) étant hyperelliptique.

Remarquons, d'ailleurs, que, dans le cas d’un corps animé
d’'un mouvement de rotation, il n’est pas néccssaire que
I'énergie potentielle du systéme passe par un minimum
pour que l'équilibre soit stable. Le théoréme de Dirichlet
suppose, en effet, que les axes auxquels sont rapportés les
points du corps sont en repos.

Quand ces axes tournent, il faut, dans les équations
d’équilibre, introduire la force composéc définie par lc théo-
réme de Coriolis, et la condition d’¢quilibre de Dirichlet, tou-
jours suffisante, n'est plus nécessaire pourla stabilité.

Faisons également observer que les figures d’équilibre

d’une goutte d'huile en rotation ne sont nullement compa-
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rables & celles des planctes, bien que celte opinion soit trés
répandue. Pour u'il en soit ainsi, il faudrait que l'attraction
newtonienne obéisse aux mémes lois que la force capillaire,
ce qui n'est pas. Il parail méme probable que les figures an-
nulaires, stables pour les phénomeénes capillaires d’apres les
expériences de Platean, sont instables dans le cas de I'atlrac-

tion newtontennc.

50. Systémes laminaires fermés. — lin plongeant
dans un liquide un cadre de fils métalliues, on peut, dans
certains cas, obtenir un systéme de lames minces limitant
de toutes paris une certaine masse d'air. Les surfaces d’équi-
libre de ces lames, que Plateau a étudides expérimenlalement,
ne diffirent pas, comme nous allons le montrer, des surfaces
d'équilibre d'une goutle d'huile placée dans de T'eau alcoo-
lisée de méme densité.

Considérons, en effet, le systeme lormé par les lames et la
masse d’air qu'elles enferment, et donnons-lui une déforma-
tion virtuelle infiniment petite & partir d'une position d’équi-
libre.

Le travail de la pesanteur gUss peut étre négligd, car,
d'une parl, la masse du liquide formant les lames est tres
petite, ces lames élant trés minces, el d'aulre part, la masse
de l'air enfermé est également pelite, l'air ayant une tres
faible densité; par suite, U esl trés pelil.

En appelant 2 Taire totale des faces des lames en contact
avee l'air extéricar, U'aire des faces en conlacl avec l'air inté-
rieur esl tres sensiblement X, les deux (aces d'une méme
lanme étanl tres voisines el pouvant élre regardées comme

paralleles. Le travail des forces capillaires résullant d'une
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variation d¥ de celie aire est donc

2 (——- %‘ (lE)3
0, étant la fonction relative a I'action des molécules liquides
sur elles-mémes.

Si, en méme lemps, la surface de contact du liquide et du
cadre variait, nous aurions & tenir compte du travail des
forces capillaires résultant de cette variation. Mais, celie sur-
face étant proportionnelle a I'épaisseur des lames, elle est
trés petite, et sa variation peut étre négligée.

Il ne reste donc que le travail — 0, d3. A ce travail il faw
ajouter celui des pressions. Si nous appelons p, la pression
de Tair extérieur, p celle de D'air intérieur, le (ravail des
pressions intérieures est pdV’, et celui des pressions
extérieures — p, dV,dV’ étant la variation du volume limité
par les faces intérieures des lames, ¢V la variation du volume
limité par les faces exlérieures. Ces faces étant parallcles
et trés voisines, 4V el V' dilferent infiniment peu, et 'on a

pour le travail total des pressions

(b — b} dV.

La condition d’équilibre du systeme est done
— 0, ds 4 (p — p,) dV = 0.

Mais nous avons trouvé (21)

5 1
S=fi{= — 1} py o ds
d —/‘, R, + R,) ds —{—f/ colg 7 ds,

et, d’autre part, pour la variation du volume limité par les
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faces extérieures

dV ::fda.

11 vient donc

> l y .
A [p —py— <E- +1T12>J de — 04/‘7\ cotgoy ds = o,

et, comme cetle relation doit élre satisfaite, quelle que soit

la déformation, il faut que l'on ait séparément

1 1
D— P, =10 (E:’f"ﬁ_a)’

cotge = o, @ =

I

oA

Les pressions inlérieures et extérieures étant uniformes,
la pesanteur de l'air ¢lant négligée, la premiére de ces con-
ditions exprime que la courbure moyenne des surfaces des
lames doit élre constante. C'est 1'une des conditions trou-
vées au n° 36 pour l'équilibre d’'une goutte d’huile de méme

densiteé.
P T w . . “ye
La condition ¢ — 5 parait plus restrictive que la condition

¢ = const. trouvée dans ce dernier cas. Mais, enréalité, elles
deviennent identiques, sil'on remarque qu’elles se réduisent
en définitive & exprimer que les surfaces de la goutte d'huile
ou des lames doivent passer par les fils métalliques de la
carcassc ou par les bords des disques.

Les surfaces d'équilibre des lames formant un systéme
fermé de toutes parts sont donc bien celles d'une goutte
(’huile placée dans un liquide de méme densité.

En particulier, si I'on forme une bulle de savon passant
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par les contours de deux anneaux parallcles el de méme
rayon, en fil métallique, on doit oblenir comme figures
d'équilibre, suivant les cas, l'onduloide, le eylindre droit, le
nodoide et le cathénoide. Clest ce qui a ¢été observé par

Plateau.

51. Bulles de savon. — Parmi les surfuces a4 courbure
moyenne constante, la plus simple est celle de la sphere.
I’expérience montre que ¢'est vette forme que prend une
lame fermée ne touchant aucune paroi solide.

Peut-étre y a-t-il d'autres surfaces d’équilibre répondant i

ce cas, car la condition d'équilibre
— 0, A3 4 (p—p)dV =o

-n'indique pas que, comme dans le cas de la goutte d'huile
librement suspendue dans un liquide de méme densité, l'aire
de la surface doive étre minimum. On a tenlé de prouver
qu'il n’y en a pas d'autre, mais les démonstrations proposées
laissent & désirer.

Quoi qu'il en soit, dans le cas d'une sphére de rayon R,
nous devrons avoir pour la différence des pressions de lair
intériéur et de l'air extérieur

. 204
P—=Do=7

Cette différence st positive, et elle est d'autant plus grande
que la bulle est plus petite. C’est ce qui a été vérifié en me-
surant cette différence de pression avec un manomdéire trés
sensible.

Considérons deux bulles accolées. Elles se coupent sui-
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vant une circonférence par laquelle passe la lame liquide
qui sépare les deux bulles. Admettons que cette lame soit
sphérique et cherchons quelle relation exisle entre les rayons
R, R’, R” des trois surfaces sphériques lorsqu'il y a équi-
libre.

En appelant p et g’ les pressions de l'air situé a l'intérieur

de la premitre bulle et a Pintérieur de la seconde, nous

avons
20,
n— ])0 —_ R 3
, 2,
p —_ po == l—{,)
P,
p 1 - HI/’ //,A
d’ont 'on déduit .
1 1 1 L

R R

On pourrait croire que cette condilion d'équilibre n’est

pas suffisante et qu'il y ait lieu d’exprimer, en outre, que

les lensions superficiclles s'exergant en un point de la ligne
d'intlerseetion des Lrois sphéres se font équilibre. Montrons

que cetle nouvelle condition revient a la précédente.

CAPLLLARITE, 9

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



130 LES EXPERIENCES DE PLATEAU

En effet, les trois sphérves ¢tant formées du méme liquide,
les tensions superficiclles sont égales et, par suite, les
sphéres doivent se couper sous des angles de 120° pour que
ces fensions se fassent ¢quilibre. Soient C, €', C” (fiy. 46)
les centres respectifs de ces sphéres, qui sonl en ligne droite
puisqu’elles passent toutes par une méme circonférence.
Abaissons d'un point M de l'intersection une perpendiculaire
sur la droite des centres et appelons «, ', «” les angles de
cetlte perpendiculaire avec les rayons MC, MC’, MC”; nous
avons, en désignant par 2 la longueur de la perpendicu-
laire MP

i 1
E = ]‘[‘ CcUS 7,
1 i ,
]—{, —= Z CoS 4,
! 1 "
l-{_” = Z COsS %
On en déduit
1 i i i, , ,
—l—{— E,— R—, :,—I(UOS:L — Uus % — Co8u ).
Oron a

w 4 2 = 180° — 120° = 0", % - o = 120v,
par conséquent

cosx— 052 — e0se’ = 08z — 08, 60°—a)—cos (120 — 2 =,
et il vient

1 1 1

"1 T e — U

R R R

On retrouve done bien la méme condition que par la con-

sidération des pressions.
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[.e cas d'un plus grand nombre de hulles accolées les unes
aux aulres se¢ ramene immédiatement au précédent. En effet,
Plateau a constaté qu'il n'y avait jamais plus de trois sur-
faces liquides se coupant suivant une méme ligne. Les trois
surfaces ¢tant sphériques, leurs rayons doivent satisfaire a

la condition précédente,

52. Lames se coupant suivant une méme aréte. —
Cette propriété des bulles de se couper toujours de telle
sorte qu'il n’y ait jamais plus de trois surfaces passant par ‘
une méme ardte s'ohserve également lorsque les lames sont
planes.

En plongeant dans le liquide glycérique un cadre tétraé-
dricque abed (fig. 47, Plateau a oblenu un systéme laminaire
formé de dix lames planes, quatre
d’entre elles constiluant les faces
du tétraédre, les six aulres s’ap-
puyant sur les aréles de ce té-
traédre et se coupanl de telle

sorte que chacune des droites oa,

ol ve, o apparticnne a trois lammes. Les angles dicdres

formés par les Lunes, se coupant suivant 'une de ces arétes,
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sont nécessairement égaux entre eux el a 4120° pour que les
tensions superficiclles s’équilibrent.

Avec un cadre dont les fils forment les ardétes d'un cube,
on obtient les lames liquides représentées par la ligure 48,
qui se coupent {rois par trois, suivant les ardles liquides
abed el suivant les arétes du cube.

Ce systeme laminaire est beancoup plus compliqué que
celui qui serait formé des quatre faces du cube et de ses
plans diagonaux, et qui semble devoir se former par suite de
la symétrie du cube. Mais il est facile de voir quun tel sys-
teme ne peut exister dans 1'élal d'équilibre stable.

Prenons des charpentes plus simples que celle de Plateau,
formées de deux planchettes de bois paralléles, reliées par

des lils de fer normaux & ces planchettes. Nous obtliendrons,

-1

Fra. 49. ['1a. G0,

en plongeant ces charpentes dans un liquide, un svstéme de
lanmes planes s’appuyant sur les fils de fer el normales anx
planchettes. S'II n'y a que trois fils @, &, e (fg.49), nous an-
rons six lames, trois formant les laces d'un prisme triangu-
laive, les trois autres reprisentées par oa. ob. oc, se coupant
suivant une méme aréte o, en faisant entre clles des diedres

de 120°.
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Si nous prenons une charpente ayant quatre fils formant
les ardtes d'un prisme droil & base carrée, nous ne pourrons
jamais obtenir le systtme laminaire représenté par la fi-
gure 30 et qui comprend les plans diagonaux du prisme.

Cetle impossibilité provient de ce qu'un tel systéme n'est
pas en équilibre stable. Montrons-le.

Les lames étant planes, les rayons de courbure sont infi-
nis, et L dilférence des pressions des deux eolés d'une lame
est nulle. Par conséquent, dans un déplacement infiniment
petit, les travaux se réduisent & ceux des forees capillaires,
— 0, aX; pour qu'il v ait ¢quilibre, il faul que celte expres-
sion soit nulle, ct, pour que cet équilibre soit stable, il faut
fue §,X passe par un maxinuon, ¢est-a-dire que X soit un
minimun.

Or, si Fon suppose que le systeme préecdent se déforme
de telle sorte que les deux lames ao et do viennent en ao’ (1)
el do’, et quune nouvelle lame se forme de 0 en o) la somme
des surfaces de ces trois lames est plus petile gue la suimme
des surfaces des deux lames primitives. En effel, si nous

abaissons de o' la perpendiculaire o sur oo, nous avons

Jio = uu’ cos fon

ou
/}) 71
puisiue l'angle 700" est voisin de 45°. D'autre part, l'angle
Jao’ étant infiniment petil, on a sensiblement
. g
aj = ao

(Losne Lo feare I fellie o a ¢Lé dnise, par errenr. pog o
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et par suite
. ~. 14 00,
af + fo > ao’ + 4

ou

;00
ao>ao+2

On trouverait de méme

00’

do > do’ + 5!

et I'on ohtient

ao 4 do > ao’ -+ do’ + o0

Il en résulte que, dans le systéme laminaire conlenant les

plans diagonaux du prisme, la somme des surlaces des lames

n’est pas minimum. Ce sysltéme ne peul donc correspondre

4 un état d'équilibre stable.
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CHAPITRE V

PROBLEMES OU LA PESANTEUR INTERVIENT

Dans les deux chapitres qui précédent, le travail de la
pesanteur disparaissait des équations d'équilibre, soit parce
qu’il était négligeable vis-a-vis des travaux des forces capil-
laires, soit parce qu'il était nul. Nous allons maintenant
passer & I'étude de quelques problémes ot l'action de la
pesanteur intervient dans les équations d’équilibre. Les plus
importants sont les problemes relatifs a I'équilibre des
liquides superposés, a la figure d’équilibre d’une gouite
placée sur un plan horizontal et a I'attraclion ou la répulsion

de deux parois verticales plongces dans un liquide.

53. Equilibre d’une goutte liquide reposant sur un
liguide plus dense. — Soit ABCD la goutte (sig. 51). Dé-
signons par S sa surface libre ABC: par S, sa surface de
conlact ADC avec le liquide plus dense sur lequel elle repose;

par S” la surfuce libre de ce dernier liquide; et par

Hy . .
3 5 5’—1 les tensions superficielles sur ces surfaces. Le

"
= - =
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travail des forces capillaires résultant d'une déformation

virtuelle de la goutte a pour expression

Jusqu'ici nous ne considérions quun seul fluide ¢t nous
prenions la densité de ce fluide pour unité. Dans le cas qui

nous occupe, appelons p la densité du liquide inféricur, et p,

B
D
i, 51,

celle du liquide qui forme la goutte. Si nous désignons par
U et U, les volumes respectifs de ces liquides, et par Z et 7,
les distances de leurs centres de gravité au plan des xy,
nous aurons, pour le travail de la pesanteur, l'axe des z ¢élant

supposé dirigé vers le bas,
goUsZ + gp,U3Z,.

Par consc¢quent la condition d'équilibre est

I 0//
G USL + g5 U3z, — 55 — S as — Las” =0, (1]

a laquelle il faut joindre les deux équations de liaison
sU=o 38U, = o (2)

qui expriment que les volumes des liquides ne changent pas,
Pour transformer ces équations, considérons les nouvelles
positions =, £', £” des surfaces S, 5, 8" (Ag. 52). 5i par

chacun des points des surfaces primitives nous menons des
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normales a ces surlaces, les longneurs 7 de ces normales
comprises enire ces surfaces et celles qui résultent de lear
déformation détermineront ces dernicres. n appelant ds
laire d'un élément de S, nous avons pour la variation de

cette surface (n° 21)
85 = "7 (1 )« " ds cotg
85 = | 2 l{+l,{,>(’+‘//‘uw°?’

ds étantun ¢lément de la courbe de raccordement, et o 'angle

de la droite CI, joignant deux positions d'un point de cetle

116, 52,

courbe, avec la langente en I ala surface déformde. Dautre
part, le triangle CHI7, ot CII est la normale & S, est sensi-

blement rectangle en 11, et nous avons la relation

Gl = CIF sin HFC.
ou
)= p sing.
w désignant la longueur CF. Par conséquent, nous pouvons

écrire

‘ RVZR! .
5S :/,; (\1—{4' H—|> do "i/ v ds cos o,
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Nous trouverions de méme pour les autres variations
38" = [ ) <i + LY e + [ ds cosg
R R{ . '

3S” :/ ) <Ri + %) do’ —{—‘/“u. ds coso”.

Pour calculer 3U,, remarquons que, si la surface S se dé-

formait seule, nous aurions pour la variation de volume

.
J % ds.

Mais, puisque la surface S’ se déforme en méme temps,

ona
BV, = [ ds —- f X da.
De méme, on obtient
8U :f)\ s’ +‘fl ds”.
Les volumes étant invariables, on peut éerire
U,3Z, = 8U,7Z, :f)\: ds ——f)\z da’,
UsZ =3U% = [ do’ —]—f)\z ds’,
les derniers membres de ces égalités exprimant que la varia-
tion du moment du poids du liquide par rapport au plan des

wy est égal a la somme des moments, par rapport au méme

plan, des poids de leurs éléments.
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L’équation d'équilibre devient done

o, (1 1\ o o) /1 1
/LH@”_§G+EQPJ“*gﬂ’ﬁﬁ—éhvﬂﬂ]
* YR ! & 0 f o B
4])!1«”[{/9:—%(1—;,—,-{« I%,)]—/y.ds(i—; EE %Lcos;?' b E‘ cos?");o (3)
1 = 2

el les conditions de liaison

fldo’—‘/‘)\dc':o '
J‘)\ o’ +f7 ds” = o s

54, L’équation (3, doit aveir licu quel que soit %, pourvu

Rl

que ). satisfasse a (4); clle aura donc lieu en particulier, si

l'on a

Jrds=0. [ras=u,

¢e qui exige que 'on ait

b, /1 1
92,7 :ﬁ(ﬁ%—[—) + 8

b
2\ 3,
g ) U(('l |> Lo
e E =gl TR ) TR
2\ R

0, /1 1 ”
e =3 (jp 1)+

]
BN | 4 oang ” —-
5 (()S?—*— 5 U0s Y + 5 Cose = o

B, B, 87 étant des conslantes.
Mais, pour quil y ait ¢quilibre, I'équation (3: doit ¢élre

satisfaite, quel que soit le déplacement, pourva qu'il soit
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compatible avec les liaisons; elle doit dune étre satislaite
quand méme les conditions (8) ue le seraient pas, pourvu
que les égalités '4) le solent.

Mais, si nous tenons compte desconditions (6), I'équation (3)

se réduira a

8 [0 ds + ¢ [ + ,e"fz de” = 0
ou, en lenant compte des équalions de liaison (4),
B —8) [rds=o

Pour qu'elle soit satislaite pour des valeurs de l'intégrale

différentes de zéro, il faut et il sufiit que

Telle est la nouvelle condition qu’il faut joindre aux condi-
tions (6) pour qu'il y ait équilibre.

Les trois premicres des ¢quations (6) sont respeclivement
les ¢yuations des surfaces S, S, 87, La qualrieme exprime
que les projections des tensions au point ¢ sur la droite
CF est nulle, puisque ¢, ¢’,5” sont les angles de cette droite
avec les tangenles menées par IF dans le plan normal en ce
point & la courbe d'intersection. Conune la direction de CIF
est arbitrairve, cette équation exprime que les trois lensions
en C doivent se faire équilibre.

Cette condition permet de trouver les angles de raccorde-
ment des trois surfaces, quand on connait les valeurs des
tensions. I suffit pour cela de construire un triangle dont les

A

eotés sont ¢gaux aux tensions. Un des angles de ce triangle
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et los suppléments des deux antres sonl les angles de rac-
cordement.

Il peul se faire que les valeurs des tensions solent telles
que la construction du triangle devienne impossible. Dans
ce eas, il n'y a pas équilibre, I'nne des conditions de I'équi-
lihre n'¢tant pas satisfuite, et Ie liquide surnageant s'élend
indéfiniment sur la surface du liquide le plus dense.

(esl ce gui arrive pour une goulte d'huile d'olive placée
sur la surface libre de T'eau. La tension superficielle de
I'huile en contacl avec I'air étant égale & 37 dynes, celle de
['huile en contact avee 'ean a 24 dynes, et enfin celle de I'eau
avee lair ayanl pour valeur 81, I'un des edlés du triangle

est plus grand que Ja somme des deux aulres, car
81 = 37 4 2f,

et I'équilibre ne peut se produire.
Cependant, si la goulte d'huile est de faible volume et la

surlace de Uean suffisamment grande, on conslate que la

ar
goutte d'huile cesse de s'élaler avanl d'alteindre les parois
du vase. [Ty a done un état d'¢quilibre. Mais ce fait n'infivme
pas la théorie, car celle-ci suppose que la distance des sur-
faces Set ', qui limitent huile. est supérieure au rayon
dactivite moléenlaire, ce gqui cesse d'avoir lien quand la

coutte d'huile est sultisammient dtalée.

55. Liquides superposés contenus dans un tube
capillaire. — Soient, comme pricédemment, S (Ag. 53!

livsurface libre du liquide le moias dense; 8, sa surfuce de

1

contact avee le liquide inférieur s 87 Ia surface libre de ce der-
. oo

I

nier liquide; -+ 5 les lensions superficielles sur ees sur-

1<
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faces. Introduisons, en outre, les surfaces de contact 5, et S
du tube avec le liquide supérieur et le liquide inférieur, ainsi

que les coefficients que j'ai appelés

W —3? iy 7 9?
dans les chapitres 1 et 11, mais que jappellerai =, et =
désormais, afin d'abréger 1'écriture, changeant ainsi le sens

des notations employées jusqu’a présent.

G

s

1", 33,

Pour un déplacement virtuel du liquide intérieur au tube,

le travail des forces capillaires est

85" - 0,35, 4 3S;.

V2 .
(= 4 o W ds e
) <R—{-l{‘>dc—+—‘//mwtg?

35':/

% et ¢’ étant les angles de raccordement des liquides et du

1 | , * ,
% <l_{_’ + H—{) da —{—‘/ i ds cotgg

tube,
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Si la surface S se déformait seule, la variation de S,

serait, d’aprés une formule précédemment trouvée

's
{ nds
sing’

‘
[3

mais, comme 5 se déforme en méme temps, on a

»
e nofds 7ods
ob| — -— — -
SN © 8N @
'y " [
et

- hods

S| = | —~

sing

3

Porlons ces valeurs de 85, 357, 35,, 35/ dans l'expression

du travail des forces capillaires. Hl vient

3
. ! !
N Ny Oy N i iy 0 ' /
W= — = cotgw ) ds M leotog Vds'.
+/\<sm¢, 9 -eT + sing’  sing’ 2 ©°F
€ € 1 i

Le travail de la pesanteur est

PV U RO BT S
n 3y (l’{+ R,) s (/ ny (l{,—I—R—;) ds

ar o Lo M i .
geUZ - g U324, = ye iz ds” ‘(]P{v//\g(’{o- — gp, [ redd,
comme il est facile de le voir, daprés ce qui a été dit au n® 53.

En éerivant que Ia somme de ces travaux est nulle nous

obtenons la condition d'¢quilibre

' 0 /1 L\
/)‘\-(’?'3“3‘<F\ ”1{,)

| HERS
g = lre—|n (ommp, g— A —
l 2 b= () Jo

3 »

. 4 R ;o ]
N YAl P ) . 1\ - g! \
e ul ———Zeoteg Vds R == i X , S -
/ (Sn]ap 2 oY KSIII';,' B cotge )ds =0 (7)
. [ ¥ ;

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



144 PROBLEMES OU LA PESANTEUR INTERVIENT

a laquelle nous devons joindre l'équation de liaison

8U, :f). do‘—f)\ ds' = o,

qui exprime que le volume du liquide compris entre les sur-
faces S et S’ demeure constant.

L’équation (7) étant de la méme forme que l'équation (3),
elle conduit a des équations analogues a celles déja trouvées,
c'est-a-dire a

, , (8)
0y /RY Ry , \
gle—e—\gT+73)=¢81
ou § et §" sont des constanles, et &
iy by
; — 35 cotgy =0, )
sing = ’
) I\9>
T TR TR ’
sing’  sing’ 2 cotyy’ = o.

Les équations (8) sont les équations des surfaces S et S'.
Les constantes p et ' ne sont pas indépendantes, car, si les
équations (8) et (9} sont satisfaites, I'équation (7) ne l'est

que sil'on a
BFE=o (10;
Les équations (9} peuvent s’éerire

Uc
= ; (‘()S?,
(/
! o= cos o
G — M = C0sg,
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d'ou l'on déduit
0 H
i = g €0Sg -|—-2i cosg'.

Si le liquide le plus dense était seul dans le tube on aurait
une relation analogue 4 la précédente, mais dont le second
membre ne contiendrait qu'un seul terme. En appelant ¢”

l'angle de raccordement de la surface du tube et de la sur-

s

face du liquide le plus dense supposé seul dans le tube, et%4

la tension superﬁciellelde la surface du contact de ce liquide

et de l'air, on a donc

OI/
n = ?' cos¢”,
¢t, par conséquent,
0,’ 4 0 e/ ’
E’cos:p :—écosao + 5 cos g/, (11)

Telle est la relation d’équilibre entre les trois tensions et

les trois angles de raccordement.

56. Proposons-nous de calculer le poids du liquide situd
dans le tube au-dessus du plan horizontal passant parla sur-
face libre du liquide le plus dense a une grande distance des
parois solides, plan que nous pouvons prendre pour plan
des y.

Le volume du liquide inférieur est
U= —/'g da dy.
5

et celul qui est compris entre le plan des awy et la surface
CAPILLARITE, 10
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libre S est
U-}-Ul:—fzda:dy.

Si nous tenons compte des équations (8) qui donnent les

valeurs de z pour les denx surfaces S et §', il vient

/ l
= —/ j (\H' > + ¥ | dx dy,

]

s (U+Un:—/[2

tos

s
TN

Orona

g —e)U4g: (U4 U) =g:U+4g5U

Le second membre de cette égalilé est précisément le poids
des liquides contenus dans le tube capillaire au-dessus du

plan des @y. Nous avons donc pour ce poids

p:_./ 1[%(§+Ri‘>+rﬁ]ﬂwy—f % (g )+ |y

mais, au n° 12, nous avons démontré que
1 4 1 ((11 a’m>
R 'R, dx ' dy
{ et m étant les cosinus de la normale a la surface libre avec

les axes des @ et des y, et qu'on avait

(1[ dm do v — § COs -
d@ @ wdy = s cose

g étant la longueur de la courbe d'interscetion de la surface
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intérieure du tube avec un plan de section droite. Par con-

séquent

P ——(—}—s cose 4 BQ 4 %‘s cosy -+ FQ

€ étant de la section droile du tube, Par suite de la relation

(10) entre 8 et B, cetle expression se réduit a

=

e |
2

P=Zscose 4 —scosg/,

que l'on peut encore écrire, a cause de la relation (11),

1

f==g

P =

3 Cus ’.L”

19|

Or cette dernicre expression est celle du poids du liguide
soulev¢ dans un tube capillaire vertical plongeant dans le
liquide le plus dense, la surface de ce liquide dans le tube
étant en contact avec 1'air. Nous arrivons donc a cette con-
clusion que le poids du liquide soulevé dans un tube capil-
laire contenant deux liquides superposés ne dépend que du

liquide inférieur.

57. Surface d’'un liguide dans le voisinage d’une
lame plane verticale. — Si cclte lame I, (fg.31) est sulfi-
samment large nous pouvons regarder les surfaces ABC,
A'BC du ligquide, de part et d'antree de la lame, comme étant

evlindriques, L'équalion générale de la surface ABC

e=3 (R+Hm)+e

se réduil alors &
0, 4

Canth

(2]

=
-0

I'un des rayons de courbure devenant infini.
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Prenons pour plan des =y le plan horizontal passant par

la surface libre du liquide & une distance considérable de la

Fia. 54.

lame. On doit avoir z = o pour R =9 ; par suile, § est nul.

Si nous posons, pour simplifier,

U] .
5 = P g (12)
il vient pour I'équation de la surface ABC
r X u.
0 T =1 (13
l’l \ J
o
V7 A1 Considérons un puint M de celte
/ L ‘surface (ffg. 55) et menons la paral-
lele PM a I'axe de z qui passe par e
J . .
AN point, ainsi que la normale MC.
Z
Pro. 55, [’angle de ces deux direclions élant

désigné par z, nous avons pour la

valeur du rayon de courbure MC,

=T
I
2%

les arcs s étant comptés positivement dans le sens de la
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fleche. Nous avuns, en outre,
dz = ds sina.

Par conséquent I'équation (13) peut s'écrire

sin . da
S =@ —
! dz
otl
zdz
deosy —= — —
!J.
On en déduit
21
CoS g — — — .
5, T

Si nous supposons l'origine o des axes de coordonnées

suffisamment éloiguce de la lame, nous avons en ce point
o= 0, cosa =1, z = 0;

par suite la constante d’intégration v doit avoir pour va-

leur 1, et l'on a

z? 2
— =1 —cosu = 2sin’*=;
2 2
d'on
i 'l
PO g .
3= 2 \'y sin 3 (14)
Pour avoir &, remarquons que
dae = — ds cosx = — dz cotgx;

par conséquent @ est donné par Tintégrale elliptique
¥

= — /({z colg .
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Mais, pour la discussion de la courbe, il n'est pas besoin
de considérer cetle intégrale ; I'équation (14) suftit.

A titre d’exemple proposons-nous de calculer 'ordonnée
d’un point de la ligne de raccordement. En appelani ¢ 'angle

de raccordement, nous avons

g = 90° 4 =

par suite I'ordonnée cherchée est

Sy == : T
! O ek U 1 —sing
\'p. sin T T Ave EEe—

ou, en remplacant u. par sa valeur déduite de (12),

f .
5 = \/—’ (1 — sing),
ge

le radical devant étre pris avec le signe 4, si I'angle de

raccordement est aigu, comme dans le cas du mercure et du
verre, et avec le signe —, si I'angle de raccordement est

obtus.

58. Gouttes de grandes dimensions reposant sur un
liguide plus dense. — Au n° 34 nous avons vu que les
angles que forment enire eux les plans tangents aux sur-
faces S, 5’, S” menés par un point de la ligne de raccorde-
ment peuvent étre déterminés par la construction d'un
triangle ayant ses cotés proportionnels aux trois tensions
superficielles. Lorsque la goutte est de grandes dimensions,
il est facile de fixer, en outre, la position de ces plans dans
I'espace.

Les équations des surfaces 5,5',5”, sont les trois premiéres

du groupe (6); quand la goutle est trés grande, on peut con-
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fondre ces surfaces avec des surfuces cylindriques et, par
suite, regarder comme excessivement grand I'un des rayons

de courbure. Ces équations deviennent Jonc

y‘o'z:%il;l—}-,ﬁ,

O

gl =) =g g T
1

gz = > P\—”_i_ B

Remarquons qu’en un point de la surface S suffisamment
¢loigné de la courbe de raccordement le rayon de courbure
est infini, la surface se confondant avec un plan horizontal.

Par conséquent, si z, est la distance de ce plan au plan des

xy, B est égal a gg, #,. Si nous posons

=4

= vg¢-

o]

la premicre des équations précédentes devient

et par une transformation analogue & celle que, dans le pa-
ragraphe précédent, nous avons fait subir a I'équation (13]
nous ohtenons

— I

s — 9o sin &
—m—-)'\’.“s“lg

13}

Nous avons de méme pour les deux autres surfaces

’

;T . &
= 2 yu’ sin 57

=~

~ ot
& ~-- T

0

"

= . %
— 2} = 2\/u' sin 5"

[{

ty
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Mais nous avons vu que les constantes B, B, 8” des équa-

tions des surfaces sont liées par la relation

p+ g —p =o.

On a done ici

9030 -+ glp — py) 25 — gozg = 0.

Or, si nous multiplions respectivement z — z,, z — z},

z— z§ pargp, g(e— py)y» — gp nous obtenons en addi-
tionnant

gei{z — 39) +glp —p) (7 — 25) — gp (5 — 2§)
= —gp1%a — g0 —py) 7g + gp2l.

Cette somme de produits est donc nulle d’aprés la rela-
tion précédente.

Par conséquent nous devons avoir

- . & - . G.I = a.”
ger Vi sin g5 =g (p — py) Vi sin g — gp V" sin 5 = o.

A cette relation entre «,«’ et «” on en ajoute deux autres en
exprimant que les plans tangents font enire eux des angles
¢, ¢/, ¢ déterminés, comme nous l'avons rappelé, par le
triangle des tensions. On a alors trois relations qui déter-
minent les angles «,a’, «” des normales a ces plans tangents
avec 'axe des z, Les positions de ces plans dans l'espace
sont dés lors fixées, du moins approximativement, puisque

le raisonnement suppose la goutte infinimentlarge.

59. Gouttes reposant sur un plan horizontal. — La
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surface libre de cette goufte est toujours donnée par 'équa-
tion

ooz =3 (§ ) + 8

Cherchons son volume U. Le plan sur lequel repose la

goutte étant pris pour plan des xy, ce volume est donné

par
U :ffz da dy.

Par suite

LT I A
gsU = 2([[‘<R+R,> dw dy—{-pffdxcly.

Sila goutte est de révolution, et si r est le rayon de la cir-
conférence de raccorde-

ment AB (fig. 56), ona

J:fdrc dy = =2, ° ! '

D’autre part, nous *

. . Fia. §6.
avons vu {§ 12) que I'on a o

/:/(é + ﬁ%) — 5 COS .

s étant le périmetre dela courbe de raccordement, et« I'angle
du plan tangent a la surface en un point de cetie courbe

avec la verticale. En appelant  'angle de raccordement, on

a cos « = sin . Par consdéquent, il vient

f .
g:U = 3} 2zr sinz 4 Brrl,
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La constante § peul se déduire de la hauteur & de la
goulte, quand cetle goutte est large.

En effet, la goutle élant de révolution, les deux rayons de
courbure sont égaux au point le plus ¢élevé pour lequel

7. = I. Par conséquent, on a
b, 2
—ygeh =35 g+ &

relation qui détermine § en fonction de R et de A. Dans le
cas ou la goutte est large on a sensiblement R = oo, et il
vient

p=— geh.

[Faisons observer que nous avons admis que la goutle est
de révolution. Cette hypothése est légitime, car, si la goutte
n'est pas de révolution, nous pouvons toujours trouver une
goutte de révolution dont les sections par des plans hori-
zontaux aient des aires égales aux sections de la goutte
considérée par les mémes plans. Les volumes des deux
gouttes sont alors égaux, et nous pouvons regarder l'une
comme résultant de la déformation de ['autre, la surface
de contact avec le plan restant la méme. Or, il serait facile
de démontrer, comme nous l'avons fait, & propos des expé-
riences de Plateau (§ 43), que la surface de la goutle de
révolution est plus petite que celle de la goutle qui n'est
pas de révolution. Par conséquent, quand on passe de celle-
ci al'autre, le travail des forces capillaires, qui se réduit a
— 0, 85, puisque la surface de contact avec le plan ne
change pas, est positif. Le travail de la pesanteur a pour

expression
BfgpQ dz
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Q étanl la section de la gouite par un point horizontal ;
comme £ a la méme valeur pour les deux gouttes cette va-
riation est nulle.

Lasomme de ces travaux, quand on passe de la forme non
de révolution a la forme de révolution est donce positive. Par
conséquent, I'énergie d'une goutte non de révolution n'est
pas un minimum absolu. Une telle goutte ne peut donc étre
en équilibre stable, et il n’y a lieu de considérer que les
gouttes de révolution.

Cependant l'expérience montre que l'on peut obtenir,
sur une surface plane, des gouttes qui ne sont pas de révo-
lution. Dans ce cas, I'¢quilibre ne peut s’expliquer que par
la viscosité du liquide. Encore faut-il entendre par ce mot
une viscosité superficielle beaucoup plus grande que la vis-

cosité ordinaire, ou résistance aux mouvements intérieurs.

60. Suspension d’'un index de liquide dans un tube
capillaire. — Considérons un tube conique de révolution,
et solent AB et A'B’ (fig. 57) les
surfaces libres de l'index dans sa
position d'équilibre. Prenons pour /
axe des x une horizonlale passant

A\
D
par le sommet O du cone, et pour /;( Ij‘.\
\

axe des z l'axe du tube que nous /

supposerons vertical. T ~up'
Af——/—D.

Si Z est I'ordonnée du centre de /

gravité de lindex, le moment de
la pesanteur par rapport au plan
des xy est gcUYZ. Ce moment est aussi égal au moment du

volume, O'A'MB’ diminué¢ du moment du volume OAMDB. Si
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nous négligeons les moments des volumes AMBD, A'M'B]),
et si nous appelons z et 2" les distances du sommet O au plan
AB, A'B’ passant par les courbes de raccordement, nous
avons

moment de OAB = az*,

a étant une constante qui est égale au produit de = par le
carré de la tangente de l'angle que forment les génératrices
avec l'axe. Le moment de OA'B’ étant donné par une expres-

sion analogue, nous obtenons
gsUZ = az't — az'.

Par conséquent, le terme de I'énergie potentielle del'index

provenant de I'action de la pesanteur est
— geUZ = az* — az'".

Si nous négligeons les variations des surfaces AMB ef
A'M'B',le terme provenant des actions capillaires est — 45,.
S, étant la surface de contacl du liquide et du tube, cette

surface est lasurface latérale d’un tronc de cone de hauteur

'

& — z; elleest égale a

& étant une constante. Nous pouvons done écrire pour I'éner-

gie potentielle due aux actions capillaires
— S, = b (% — z™).
Pour qu’il y ait équilibre I'énergie potentielle totale

alzt — 2% 4- 0 (22 — 2%)
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doil étre minimum. Par suite, on doit avoir
(222 -} bz) dz — (2as™ -~ bs') dz’ = 0.

Mais le volume de la goutte restant constant, on a

’

2’8 — 2% —=const.
et par suile

2z dz — 2z dz’ = o

En éliminant dz et dz’ entre les deux équations contenant

ces différentielles, il vient

2az* 6 2037+ b

4 z

1)

N b
Il faut donc que la fonction 2at 4 ; prenne deux valeurs

égales pour denx valeurs différentes et de méme signe de lu
variable ¢. Or, celle condition peut étre remplie, car le pre-
mier membre de (1) admet un minimum pour une certaine
valeur de z, el 'on sexplique ainsi la possibilité de 'équi-
libre d'un index dans un tube conique.

Nous ne pourrions raisonner de la ménie manicre pour un
tube cylindrique, et il est dailleurs facile de se rendre compte
que dans un tel tube il ne doit pas y avoir équilibre. En effet,
si on donne a Tindex un déplacement vers le bas, le travail
des forces capillaires esl nul, puisque 'index ne se déforme
pas, landis que le travail de la pesauteur diminue. L'énergie
potentielle de I'index dans sa pesition primitive n’était done
pas minimum et, par suile, I'index n’était pas en ¢quilibre.

Cependant I'expérience montre quiil y a équilibre dans un
tube cylindrique. On dit souvent que ce fait provient de ee

que, pratiquement, un tube eylindrique est lonjours un tube
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conique plus ou moins accentu¢, Mais cette raison ne suffit
pas, et'équilibre observé ne peut s’expliquer que par 'exis-

tence d'une viscosité superficielle.

61. Attraction ou répulsion entre deux lames ver-
ticales. — Soient L et I, les deux lames (/Ag. 58), et soit X
la force normale qu'il faut appliquer 2 la lame L pour la

maintenir en équilibre. Donnons a cette lame un déplace-

L L L,
Mp . H D
D" D
Cy !
L5 !
C-Zf.i_,; 1 Cl
7 N L N m
A %A: p:3
[ t
-
o L
E F E¥

ment virtuel 'amenant en [ dans une position parallele, et
écrivons que la somme des travaux, accomplis pendant le
déplacement, de toutes les forces du systéme est égale i zéro.
L'équation ainsi obtenue détermine X.

En général, la forme des surfaces libres du liquide est
modifiée par le déplacement. Mais, comme la somme des tra-
vaux des forces doit étre nulle pour un déplacement virtuel
quelcongque, nous pouvons prendre pour déplacement virtuel
celui qui correspond a des surfaces libres idenliques avant et
aprés ce déplacement.

Dans cette hypothese le travail des forces capillaires est
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nul. En effet, ce travail a pour expression

s 0w s

. :—-;?—: 35 4 4,55,.
S étant l'aive de la surface libre, S, celle de la surface de
contact du liquide ¢t des lames. Fn appelant /la longueur

de la lame perpendiculairement au plan de la figure, on a
85 = > CC — DD,

et en désignant par ¢ le déplacement AA’ delalame, et parg

l'angle de raccordement

CC =

~ sin o

55:[(“ ——.E\):U.
sing sing
D’autre part,

38, = ( C'C” — D'D"),
ou

§8S, = /(e cotgp — ¢ cotg o) = o.

Le travail des forces capillaires est done bien nul.

Fvaluons le travail de la pesanteur : il est égal a la varia-
tion de la somme des moments des forces dues a la pesan-
teur par rapportaun plan horizontal, par exemple le plan HH
qui passe par la surface libre du liquide loin des lames.
Puisque la Tame est déplacée parallelement i elle-mémie, les
portivns plongdes ABEF, A'BET restent les mémes, et le
centre de gravité de tout ce qui est situé au-dessous du

plan HIT reste dans un méme plan horizontal. Le moment

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



160 PROBLEMES OU LA PESANTEUR INTERVIENT

de la pesanteur pour toute cette portion du systéme ne varie
donc pas. Pour la portion située au-dessus de ce plan la
somme des moments des forces ducs & la pesanteur se réduit
a la différence des moments des volumes de sections ACA'C,
BDBDY, car, par hypothése, le déplacement est tel que la
forme des surfaces libres ne change pas. Or ces sections
peuvent étre confondues respectivement avec les rectangles
ACA’C”,BDB'D”, puisque les triangles CC’C", DD'D” ont des
aires infiniment petites du second ordre. Donc on a pour le

travail de la pesanteur

T, = moment du vol. ACA’C” — moment du vol. ADA'D”,
ou

T, = — gel e CA. S got < DB. 2,
(ﬁ*_ﬁ;‘l)
= —gzle — )

Le travail de la force X ayant pour valeur — X, la force
étant comptée positivement de droite a4 gauche, I'équation

d'équilibre est

Yy 2
—sX—gple(‘A ;—DB =o,
d'ou 'on tire
X = — gsl AT — DB

Pour que X soit positif ou, ce qui revient au méme, pour
qu'il y ait aitraction de la lame considérée par l'autre, il faut

que l'on ait

DB? > CA®
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Cette condition peut étre satisfaite aussi bien dans le cas
ou le liquide s'éleve dans le voisinage de la lame (lame de
verre dans 'eauj que dans celui ou le liquide s’abaisse (lame
de verre dans le mercure). Il faut dans le premier cas que
le liquide s’éléve plus le long de la face BD que le long de
la face AC; dans le second, que le liquide s’abaisse plus le
loung de BD que le long de AC.

82. Cette condition peut s’exprimer autrement.
Nous avons vu précédemment (37; (ue, dans le voisinage
d'une lame plane, la surface d'un liquide satisfait a I'équa-

tion

Cos ©» —= —GE-*— Yy

y ¢tant une constante, x I'angle de la normale intéricure a
la surface avec la direction positive de P'axe des z, et u étant

défini par la relation

Si nous considérons la portion de surface 11O située en
dehors des lames, nous devons avoir pour un point suftisam-

ment éloigné des lames
2 =0 et =0,
par suite y = 1 pour cette portion de surface.
Pour la surface comprise entre les denx lames, ¢ peut avoir
une valeur quelconque qui dépend de 'écartement des lames;
soit C cette valeur.

Au point C, nous avons

z = CA cosa = sing;
CAPILLARITE, 11
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donc
sing = — (;2“:2 +1
Pour le point D,
z = DB; c0s ¢ == sin g,
et par suite
sing — — EBQ + C.
. %

On a done
DB? — CA® = 2u (C — 1),

et par conséquent

X = gplp (C — )= 2 1{C—1)

Le signe de X dépend de la valeur de C. On voit qu'il y a
attraction si C est plus grand que 4, répulsion dans le cas
contraire. D'ailleurs, il est presque ¢vident que, si 'on cherche
la force X qu'il faut appliquer ala secondelame pour la main-
tenir ¢n équilibre, on doit trouver la méme ecxpression. On
peut donc dire que X représente l'attraction ou la répulsion

mutuelle des deux lames.

63. Cherchons quel est le signe de X dans les divers cas
qui peuvent se présenter; nous ne supposons pas que les
deux lames soient formées d'une méme subslance.

Supposons d'abord que les angles de raccordement des
surfaces des lames et des surfaces liquides soient tons aigus.
Au point D, I'angle « est négatif; au point D,, il est positif.

[l existe douc un point de la surface DD, pour lequel « est
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nul; pour ce point on a

f =C— —

2
z ol . ‘e .
et comme ;~ est une quantité essentiellement positive, il
pAA

faut que l'on ait
C>1.
[l y aura donc attraction entre les lames.

Si nous supposons les angles de raccordement obtus, « est
positif au point D, négatif au point D,. Par conséquent, il
existe un point pour lequel
x est nul, et 'on arrive en-
core 4 la conclusion précé-
dente.

Quand les angles de rac-
cordement avec l'une des
lames sont aigus ct que les
angles de raccordement
avee l'autre sont obtus, la Fii. 59.
surface DD, coupe, en gi-
néral, le plan des .y (fy. 59, Par suite, 5 change de signe

quand on passe de ) en D, el comme on a

Il
=¥

T

le ravon de courbure change également de signe. Ce chan-
gement de o signe ne peut se produire que si R devient
infini. La courbe DD, posséde done un point d'inflexion. Or,

sioon constrait les courbes représentées par I'équation

o

<

cosa = G —

19

23

ly
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en donnant successivement a C des valeurs inféricures, égales
et supérieures a l'unité, on trouve que les courbes corres-
pondant 4 des valeurs plus petites que 1 sont les seules qui
puissent avoir des points d'inflexion a distance finie. [l
faut donc que, dans le cas considéré, on ait €2 1, etilya
alors répulsion.

Mais les angles de raccordement peuvent étre aigus pour
l'une des lames et obtus pour 'autre, sans que la surface
liquide comprise entre les laines coupe le plan des @y. Alors
la courbe d'intersection de cetlte surface par le plan dela
figure ne présente pas de point d'inflexion, et C doit élre
égal ou supérienr a l'unité. Dans ce dernier cas, il ya
nécessairement attraction des lames ; quand C =1, ily a
équilibre. Voyous quelles sont les formes des surfaces

liquides qui correspondent & cet équilibre.

"1, 60,
Puisque C =1 la section de la surface libre du liquide
appartient a la courbe
2
cosr =141 — —-

FATS
!

Si T'on construit cette courbe en donnant & o toutes les
valeurs comprises enire — = et - =, on oblient la figure 60.

Mais, en opérant avec des lames verticales, on ue peat obtenir
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toutes les portions de cette courbe, car, puisque ¢ est toujours

compris entre o et retquel'ona « = 90° — ¢, w ne peut varier
. n = .
quentre — 5 et - o Les portions de la courbe correspon-

dant i ces valeurs de « s'étendent depuis l'infini jusqu’aux
points ol la tangente a la courbe est verticale; ce sont done
les arcs ab, a’d’,a,b,, a{b]. De plus, puisque la surface libre
du liquide devient planc & une distance suffisamment grande
des lames, la scction de la surface liquide située a gauche
de la lame L. est nécessairementi une portion de ab ou de
a't’; pour la méme raison, la section de la surface liquide
située & droite de la lame L, est une portion de 4,4, ou de
ia4.

Supposons que I'angle de raccordement avec L est aigu,

16, 61,

et 'angle de raccordement avee L, obtus. Les seules portions
de courbe qui peuvent alors convenir en dehors des lames
sont ab pour la gauche, et a4, pour la droite. Entre les
deux lames on peut avoir unc courbe symétrique, soit de la
portion utilisée de ab, soit de la portion utilisée de @,b,, car
il est évident que, dans les deux cas, les angles de raccorde-

ment de la surface libre intérieure aux lames avec ces
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lames seront respeclivement égaux aux angles de raccorde-
ment extérieurs. Les figures 61 et 62 représentent les sec-
tions des trois surfaces libres dans ces deux cas. On voit
facilement que, dans le premicr, la somme 9 4 ¢, des angles
du raccordement est plus petite que deux droits, tandis qu'au
contraire celle somme est plus grande que deux droits dans
le second.

Il reste & voir si I'é¢tal d’équilibre qui correspond a ces

formes de surfaces libres est stable ou instable. Si nous

rapprochons les lames, la longueur des arcs DD, diminue,
mais I'angle DOD, formé par Ies tangentes en D et D, reste
constant, puisque les angles de raccordement ne varient pas.

Par conséquent, la valeur absolue du rayon de courbure en
. .. . 1L
un point de ces arcs diminue et, puisque 3 = ] la valeur

absolue de z augmente. Il en résulte que I'équation

22
osa = C — >
¢ %
satisfaite primitivement pour C = 1, ne peut plus l'étre

maintenant que pour des valeurs de C supdricures & Punité.
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Il y aura donc attraction entre les lames, dés qu'on les aura
déplacées, en les rapprochant de leur position d’équilibre.

Par un raisonnement analogue on verrait que, si on écarte
les lames, une force répulsive se produit. L’¢quilibre est
donc instable.

En résamé, quand les angles de raccordement avec les
lames sont tous aigus ou tous obtus, il y a toujours attraction;
quand les angles de raccordement avec 'une des lames sont
aigus, et les angles de raccordement avec I'autre lame obtus,
il y a, en général, répulsion ; mais, dans ce cas, il peut y avoir
attraction, ou encore les lames peuvent se trouver dans un

état d’équilibre instable.

64. Poussée éprouvée par un corps de révolution
en partie immergé. — Soit CAD (fy. 63), le corps de
révolution autour d'un axe
CD que nous supposerons
vertical. Calculons la pous-
sée X qu'éprouve ce corps
quand, en partie immergé
dans un liquide de densité
p, 1l est en équilibre.

Pour cela donnons au
corps un déplacement ver-
tical ¢ tel que la forme de la

surface libre MA ne soit pas

changée, cette surface se

prolongeant seulement jus- Fis. 6.
qu'au contact du corps dans

sa nouvelle position C'B'D’, et écrivons que la somme des
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travaux accomplis pendant ce déplacement par toutes les
forces du systéme est nulle.

Le travail des forces capillaires a pour valeur
T S
e = NS, — 9 38

35, étant la variation de la surface de contact du solide et
du liquide, et 35S celle de la surface libre. En désignant par
r le rayon du paralléle passant par la courbe de raccorde-
ment A, ona

3S, = 2xrAB,

38 = 2xrAB/,

. il . .
et puisque les constantes n, et §' sont liées par la relation

<>

Ny = 5‘ €0 g,

¢ étant 'angle de raccordement MAE, il vient

=

s

T, =< 2= (AB cosg — AB').

Mais, I'angle BAB' étant opposé par le sommet a I'angle
, il est égal a ce dernier, et la quantité entre parentheéses
représente la projection du contour B'AB sur la direction
AB’; cette quantité est donc égale a la projéction de la ver-
ticale BB’ qui ferme le contour. Or, BB’ est égal @ CC’et. par
suite, & ¢; quant a l'angle de B'B et de AB’, c'est 'angle
formé par le plan tangent a la surface libre au point A
avec la verticale ; en appelant « cet angle, il vient

T, =

2xre €OS x.

e | &

[%
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Iivaluons maintenant le travail de la pesanteur.

Puisque le corps est en équilibre, son poids est égal et
directement opposé 4 la poussée qu'il recoit de la part du
liquide. Celle-ci ayant ¢té désignée par X, le travail de la
pesanteur s'exerc¢ant sur le corps est, dans le déplacement
considére,

Ne.

Le travail des forces dues & la pesanteur et s'exercant sur
le liquide est égal a la variation du moment de ces forces
par rapport a un plan horizontal, par exemple le plan qui
passe par la surface libre du liquide loin du corps. Ayant
suppost que, dans le déplacement virtuel donndé au systeme,
la surface libre n’a fait que s’élendre jusqu’an confact du

corps, cette vaviation se réduit a

T, =—mom. de GDD’ -+ mom. de ELG +4 mom. de AB'EL,

ou

T,=—mom.de LHGD -+ mom. de EHGD 4 mom. de AB'EL.
Or, on peut ¢erire

mom. de LIIGD" = mom. de E'I'GD’ + mom. de LE'HH',

[EE’ étant unc verticale mende par le point de rencontre E du
plan des «y avec le meéridien du corps. Le volume LEIHI
differe peu de celui d'un eylindre droit de hauteur HH = ¢;
il est done infiniment petit du premicer ordre, et son moment
par rapport au plan des wy est du second ordre. On peut,

ar suile, négliger ce moment, et il vient
p H DD k)

Tp=— (mom.de EH'GD'—mom.de EHGD)~+-mom.de AB'EL.
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Mais E'II'GD’ n'est autre que le volumme EHGD déplaceé ;
par suite, la différence de leurs moments est égale au produit
du déplacement vertical ¢ par le poids de I'un de ces vo-

lumes; on a done
T, = — <gp vol. EIGD 4 mom. de AB'EL.

Il nous reste & évaluer le moment du volume liquide
ABEL. La surface du triangle AA'B’ étant infiniment petite
du second ordre, le volume engendré par la rotation de ce
triangle peut étre négligé par rapport au volume engendré

par AA'EL, de sorte que 'on a approximativement
mom. de AB'EL = mom. de AA’'EL,
ou encore
mom. de AB’EL = mom. de AEF — mom. de A'LF

I étant le pbint de rencontre de la verticale AA’ avec le plan
des xy. Si nous prolongeons cette verticale d’une longueur
FF’ égale & ¢, nous obtenons un triangle A'E'T’" engendrant
un volume dont le moment ne différe du moment du volume
A'LF que d'une quantité infiniment petite du second ordre;

par suite,
mom. de AB'EL —= mom. de AEF — mom. de A'E'F".

Les volumes engendrés par AEL et A'E'TY étant égaux, la
différence de leurs moments, par rapport au méme plan hori-
zontal, est ¢gale au produit du poids de ce volume par la
quantité ¢ dont on abaisse le centre de gravité, On a donc
enfin

mom. de AB'EL = egs vol. AKI
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et, par suite,
T, = — ege vol. EHGD 4 ¢gp vol. annulaire AEF.

Si nous écrivons mainlenant que la somme de ces divers

travaux est nulle, nous obtenons

T--Xe - T, =2 2nre cos 2+ Xz — g9z (vol. EHGD — vol. AET) =o
d’uu
{;
X = — <t 2w cosa 4 gs (vol. EHGD — vol. AEF).

Telle est I'expression de la poussée subie par le corps
flottant.

Si la surface libre du liquide était plane, la poussie aurait
pour valeur

ge >< vol. EHGD.

On voit done que, si « est aigu, comme dans le cas de la
figure 63, les phénoménes capillaires ont pour effet de dimi-
nuer la poussée. Mais, si langle de raccordement ¢ ¢st obtus,
I'angle = est, en géndral, également obtus; de plus, il est

: : 8 y G :
facile de s’assurer que le terme gz vol. AR doit étre pris
avee le signe - quand le point A est au-dessous du plan des
ay. Par conséquent, les phénomenes capillaires peuvent
avoir quelquefois pour effet d'augmenter la poussée et, par
suite, de permettre I'équilibre d'un corps placé sur la sur-

face d'un liquide moins dense.

oénéralrices verti-

65. Montrons-le pour un cylindre 4 g

cales ABCD {fg. 64). Donnons a ce cylindre un déplacement

vertical virtuel ne changeant pas la surface libre du liquide.
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Le travail des forces capillaires se réduit a

7, ¢,

e étant le déplacement, et ! le périmétre de la section droite
du cylindre. Le travail du poids P du cylindre est Pe.

Celuide la pesanteur sur le

g, 11;).' liquide résulte de la suppres-
sion du cylindre ABA'B’; il

\ / est done

Al B
Al . ‘g

Fig. 64. Q désignant l'aire de la sec-

gofdez

tion droite du cylindre, et
z l'ordonnée d'un point de la base AB. La condition d'équi-

libre est done

Pe — geLez 4 y,el = o,
dou

P = geQz — L

Mais n, est ici une quantité negative, car on a n; = ;)‘

b . , .. .
cos ¢, Ol §' est la tension superficielle du liquide qui est une

quantité essentiellement positive, et ¢ 'angle de raccorde-
ment, lequel, par hypothése, est obtus. En appelant a la

valeur absolue de v, il vient

P = gpQz + al,
ou

90,Qh = gpQz + al,
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g, étant la densité du eylindre, et 7 sa hauteur, on en déduit

c a |/
h=+s+4 — =
o 90 9
Pour que le cylindre flotte, il faut que 4 soit plus grand

que z. Cette condition n'est pas incompatible avec la précé-

dente, méme si ¢, > ¢, pourvu que le sccond terme
ey

soit suffisamment grand. Un corps peut donc flotter a la
surface d'un liquide moins dense. si I'angle de raccordement

est obtus.
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GHAPITRE VI

APPLICATIONS DE LA THERMODYNAMIQUE
AUX PHENOMENES CAPILLAIRES

66. Le potentiel thermodynamique. — Dans tout ce
qui précéde, nous avons obtenu les conditions d'équilibre
des fluides en écrivant que la somme de tous les travaux
virtuels accomplis dans une déformation, a partir de I'étlal
d'équilibre, est nulle; en d’autres termes, nous avons admis,
avec Gauss, que le principe des vitesses virtuelles est appli-
cable aux phénomeénes capillaires.

La légitimité de cette application a été contestée par divers
auteurs, et récemment encore par M. Duhem ('). Le principe
des vitesses virtuelles est en défaut dans les phénomenes vu
se produisent des changements d’état des corps considirés ;
par exemple, dans les phénomenes de fusion et de vapori-
sation. Or, lorsqu'on déforme un liquide en équilibre en
contact avec d’autres liquides ou des parois solides, cer-

taines parties du liquide, primitivement au voisinage in-

() Applications de la thermodynamique aux phénoménes capillaires.
« Annales de I'Ecole normale supérieure, » 3" série, t. II, p. 207: 1885.
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médiat des parois ou des autres liquides, se trouvent en-
suite & une distance sensible des surfaces de contact. Leur
densité¢ a donc varic; le liquide a subi, dans certaines de
ses parties, un changement d’état. Il n'y a donc, a priord,
aucune raison de supposer que le principe des vitesses vir-
tuelles qui, en général, ne s’applique pas aux syst¢cmes sus-
ceplibles d’¢prouver des changements d'état, devient d'une
application légitime dans les cas particuliers qu'é¢tudie la
théorie des phénoménes capillaires.

L’application des principes de la thermodynamique aux
phénomenes capillaires, dont Lord Kelvin /sic W. Thom-
son), M. Moutier, M. Van der Mensbrugghe ont déja déduit
des conséquences intéressantes, peut se metlre sous une
forme ¢légante par l'inteoduction de la fonction que M. Du-
hem appelle potentiel thermodynamique, et dont je vais
rappeler la définition,

Soient U Il'énergie interne d'un systéme, S son entropie,
V son volume, T sa température, et P sa pression supposée
uniforme, W la fonction des {orces extéricures, et F 1'équi-

valent mécanique de la calorie. La fonetion
D =10 —T§,4 PV W (1)

est ce que M. Duhem appelle le potentiel thermodynamique
du corps systeme.
Dans une transformation infiniment petite & température

coustante, la variation de cette function est
b =L dU — ET d5 -+ P dV -+ dW.
Mais le principe de I'équivalence nous fournit la relation

E i) = EdU - P dV + @\,
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dQ ¢étant la chaleur fournie au corps, pendant la Lransfor-

mation ; par suite
db = E(dQ — T dS).

D’autre part, le théoréme de Clausius nous apprend que,

dans toute transformation irréversible, on a
dQ < T dS

et que, dans toute transformation réversible,
dQ = T ds.

I résulte de la que toute transformation a tempdérature
constante est accompagnée d'une variation négative du po-
tentiel thermodynamique, cctie variation devenant nulle
dans le cas particulier ou la transformation est réversible,
Si donc, dans un certain état du systéme, le potentiel thermo-
dynamique est minimum, aucune transformation a tempéra-
ture constante ne pourra se produire & partir de cet état,
puisque la variation de & serait alors positive. Par suite,
I'état considéré est vn état d'c¢quilibre, et nous obticndrons
les conditions de 'équilibre en écrivant que le potentiel ther-

modynamique est minimum,

67. Cherchons I'expression de ce potentiel pour un sys-
téme de solides et de liquides en contact.

Supposons d'abord que les corps sont homogeénes. Soient
M,, M,,... leurs masses ; o,, a,,... leurs volumes spécitiques
respectifs ; u,, u,,... I'énergie interne rapportée a I'unité de
volume ; s,, $5,... l'entropie rapportée a I'unité de volume.

Nous avons alors pour le volume V du systéme

V= EMG,
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pour l'énergie interne

U= EMH,

et pour I'entropie

S = EMS.

Par conséquent, le potentiel thermodynamique du sys-

téme a pour expression

o =F <2Mu — TEMs) Py Mo - V.

Mais, par suite de la variation de la densité des liquides

dans le voisinage immédiat des

surfaces de contact, les systemes &

que l'on considére en capillarité P (P Q
ne sont pas formés de corps ho- 4

mogénes, et l'expression précé- Fre. 65,
dente n'est qu'approchée. Mon-

trons que, pour {enir compte de la vaviation de densité, il
suffit d'ajouter des termes ne dépendant que des surfaces de
contact.

Soit AMB (£y. 63) la surface de contact de deux corps
APB et-AQB. Si nous transportons I'un de ces corps & 'in-
fini, les forces capillaires accomplissent un travail; par suite,
I'énergie interne V du systtme formé par les deux corps
varie suivant le déplacement. Mais les forces capillaires,
quelles que soient les hypothéses que l'on fasse sur leur
nature, ne s'exercent qu'a des distances excessivement pe-

tites. Par conséquent, la variation del’énergie interne résultant
CAPILLARITE. 12
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du transport a I'infinide I'un des deux corps AP'B, AQ'B, qui
ont méme surface de contact que les précédents, sera égale a
celle deI'énergie du systeme des corps APB, AQB. End'antres
termes, cette varialion ne dépend pas des volumes des corps
cousidérés, pourvu que les surfaces des contacts soient les
mémes et que les autres surfaces limitant ces corps soient a
des distances finies de celles-ci.

Supposons done que les deux surfaces APB et AQB de-
viennent des surfaces AP B, AQ B (fg. G6) paralleles a AMDB
et distantes de celle-ci d’une longueur égale an rayon d'ac-
tivité moléenlaire. Dans ces conditions l'aive de la section du
systéme par une surface PgMQ, normale & la surface AMID est
infiniment petite, et le travail résultant de la séparation du
svstéme en deux parties AP MQ,, BPMQ, est infiniment

petit. Eu transportant la portion
A AQM de I'un des corps a l'infini,
les forces capillaires accompliront

: b un certain (ravail T,; en trans-

9 QO Qo
QW

portantla portion BQ,M du méme
corps a l'infini, le travail corres-
B pondant sera T';. Si, aprés celte

B opération, nous remeltons au con-

Fi. 66. tact, d'une part, AP M, et BP M,

et. d'autre part, AQ M et BQ M,

le travail des forces capillaires est infiniment petit. Mais
cette série d’opéralions revienl, en définitive, & (ransporier
les corps AP B, AQ,B al'infini. Parconséquent, sion appelle

T le travail correspondant on a, & des infiniment petits pres,

T=T,- T
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Ce ftravail relatif & une surface de contact AMB est done
égal & la somme des travaux relatifs aux surfaces partielles
suivant lesquelles on peul la décomposer; par suite, il est
proportionnel i cette surface.

II résulle immédiatement de la que I'énergie interne d'un
systemeformd de deux corps encontact contient un terme pro-
portionnel a cetle surface de contact. Un raisonnement ana-
logue montrerait que 'enlropie conlient également un terme
du méme genre. Par conséquent, le potentiel thermody-
namique d'un systeme de corps en contact a pour expression
géndrale

PR <)_‘J)1~ — TE_\Ix> + N a0 4P Y 4\

4 désignant l'aire d'une quelconque des surfaces de con-
tact, et A un coeflicicnt dépendant de T, « et méme d'autres
variables, telles que celles qui définissent I'état ¢lectrique du

systeme.

68. Les conditions d’équilibre, — Comme nous 'avons
dit, il suftit, pour les trouver, d'exprimer que ¢ est mini-
murn.

On doit done avoir

db =o

pour toule déformation virtuelle. Supposons celte déforma-
tion telle que s reste constant. Mais T et o ne variant pas,
les fonctions w el s qui ne dépendent. que de ces quantités
resteront elles-mémes invariables. D'autre part, la masse 3

de chacun des corps ne change pas. Par suite. I'équation
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d’équilibre seréduit a
db = YAdy 4 dW = o.

Nous retrouvons ainsi I'équation & laquelle nous avaient

conduit les hypothiéses de Laplace et de Gauss. Le coeffi-
cient A, représenté par 7 dans les théories mécaniques, doit

encore étre la tension superficielle de la surface de contact.

Ayant retrouvé l'équation fondamentale des phénoménes
capillaires, il est évidenl que toutes les conséquences que
nous avons déduaites des théories moléculaires de Laplace
et de Gauss subsistent dans la théorie thermodynamique de
M. Duhem. A titre d'exercice, cherchons la différence des
pressions des deux c¢dtés de la surface de contact de deux
fluides en équilibre.

Soient m, et n, ces pressions et affectons des indices p et
g les quantités déja introduites qui correspondent respecti-
vement aux deux fluides. Déformons la surface de contact
de fagon que le volume de l'un des corps augmente de dv, et
que le volume de I'autre diminue de la méme quantité ; nous
avons alors

dv =M, do, = — M, ds,. (3)

Les volumes spécifiques variant, il en est de méme de
I'énergie interne et de l'entropic de chacun des corps. Si
nous posons

p = E(u, —Ts,) + P ds,

-G

1oUs avons
dop, = E (du, — T dsp).

Mais, d’aprés le principe de I'équivalence, on a, en appelant
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dg la quantité¢ de chaleur fournie 4 TI'unité de masse du
corps p,

Edy == E du,, — =, dop,
en négligeant le travail de la pesanteur; par suite,

dy, = Iidy — T dsyi + P dsy, — =, dop.

Or, nous pouvons supposer que la déformation virtuelle

du systéme est réversible. Dans ce cas,

dy = T dsp,
ct il vient

— P ~
do, = Pds, — =, ds,

ou, en remplacant s, par sa valeur tirée de Ia premicre des

dgalilés (3),

P—=x
do, = — —=—2 dv,

79 — M/I
et, par suite,
M, dsp + M, dy, = (=, — =,) do.
Mais, d’apres I'expression générale (2) du potentiel ther-
modynamique, el d’apres les expressions qui définissent o,
¢t o, on a pour le polentiel thermodynamique du systéme

formé par les corps p el ¢,
= Mpy, -+ Mgy + Y| A0,

en négligeant la pesanteur. Par conséquent, la condition
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d'équilibre dd = o donne

(m) — =) du + YA do =o,

si toutefois on admet que A est conslant, ce qui n'est pas
tout a fait rigoureux, car ce coefficient dépend de ¢ et, par
hypothése, cette derniére quantité varie. En supposant, en
outre, que la surface de contact 0,, des deux corps p et ¢

varie seule, il vient
{my — 7r,,) dv + A Ay = 0.

Or, nous avons vu que la variation de la surface de contacl

de deux corps a pour valeur

1 1 1 1
dy = (R —|— I?) Ado = <ﬁ; +l—{:> d’U,

par suite

1 .1
Ty — ‘:r,_\:—A<ﬁ| —km)

C'est bien l'expression a laquelle nous étions arrivé par

les théories moléculaires.

69. Influence de la courbure d'une surface ligquide
sur la valeur de la tension maximum de sa vapeur. —
Considérons un vase clos V (fig. 67), contenant un liquide,
et un autre vase large renfermant le méme liquide. Faisons
le vide dans V, el supposons que la température du systéme
soit uniforme. Les tensions maxima des deux masses
liquides sont alors égales. Si les deux niveaux AB et CD ne
sont pas sur un méme plan lorizontal, la pression qui

s'exerce sur ces surfaces n’a pas la méme valeur; sielle est
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égale a la tension maximum pourla température du systeme
sur la surface CD, elle est plus petite que cette tension sur la
surface AB. Par conséquent, celie derniére surface émetlra
des vapeurs qui iront se condenser a la surface du liquide
extéricur. Le nivean CD s'élevera done en méme temps que

le niveau AB s'abaissera, el il 0’y aura dquilibre dusysteme

SEEEE——
v ) v

[P1, 67, Fra. 68.

que lorsipue ces deux niveanx se trouveront sur un méme
plan horizontal.

La conclusion scrait la méme si nous avions supposé le
niveau AB primilivement plus bas que le niveau CD.

Dans le cas on le vase intéricur est un tube capillaire
(fiy. 68), il y aura néeessairement encore un élal d'équilibre,
mais dans cel élal les deux surlaces libres ne seront plus i
la méme hauteur. Lord Kelvin admet comme évident que ces
deux surfaces seronl les mémes que si le vase capillaire
communiquait avec I'autre. L, en effet, 8l n'en dtait pas
ainsi, quand on d¢lablirait la communication, I'équilibre
atteinl serait rompu, ¢t il ne pourrait jomais élee rétabliy il
se produirait une circulation continne du liquide qui s'éva-
porerail & 'une des surfaces, irait se condenser a l'autre et
reviendrait a la premicre, & travers lorilice de communica-

tion. Ce serait le mouvement perpétuel. Par conséquent,
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dans le cas ou I'angle de raccordement du liquide et de la
paroi du tube est aigu, la surface AB doit se trouver, dans
I’état d’équilibre, plus élevée que la surface CD. Mais, lors-
qu’il y a équilibre, la surface AB n'émet plus de vapeur; la
pression qui s’exerce sur elle est donc égale & la tension
maximum du liquide. De méme pour la surface CD. Or, la
pression sur cette derniére surface est plus grande que sur
AB; par suite, la tension maximum & la surface AB est plus
petite que la tension maximum sur la surface CD pour la

méme température. La différence de ces valeurs est propor-

tionuelle & la courbure 1 -+ 1 du ménisque, puisque la
R, " R

différence des pressions en AB et CD est proportionnelle a
la distance verticale qui sépare ces surfaces.

Si nous avions supposé I'angle de raccordement obtus, le
ménisque AB aurait été, dans I'état d'équilibre, plus bas que
la surface CD. Nous aurions donc trouvé qu'a la surface
d’un ménisque concave la tension maximum de la vapeur est
plus grande que la tension maximum sur une surface plane,
et que la différence de ces tensions est proporlionnelle & la

courbure,

70. Retard & I’ébullition. — Si l'on chauffe avec pré-
caution un liquide privé de gaz, on peut le porter 4 une tem-
pérature supérieure a celle de son ¢hullition normale. Des
considérations précédentes lord Kelvin a déduit une expli-
cation trés simple de cette surchaulle.

Considérons une bulle de vapeur au moment de sa forma-
tion. Elle est alors trés petite, et sa courbure est trés grande;

par suite, la tension maximum de la vapeur & la surface de

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



RETARD A L'EBULLITION 185

la bulle differe notablement de la tension sur une surface
plane, c'est-a-dire de la tension maximum normale. La bulle
étant convexe du coté du liquide, la premiére de ces tensions
est plus petite que la seconde. Par conséquent, a la tempé-
rature d'¢bullition normale, la tension de la vapeur dans la
bulle sera plus petite (ue la pression qu’exerce le liquide
environnant, et la bulle ne peut se développer. Il n’y a done
pas ¢bullition.

Mais, si on introduit une bulle gazeuse a l'intérieur du
liquide, la courbure de ceite bulle est finie; par suite, la
tension maximum de la vapeur a la surface de cette bulle
différe peu de la tension normale. Quand celle-ci deviendra
égale a la pression de I'atmosphére gazeuse, en contact avee
la surface libre du liquide, la tension de la vapeur dans la
bulle sera encore un peu inférieure & la pression qu'exerce
le liquide ambiant. Mais, pour une tres légére augmentation
de température, la différence de ces quantités changera de
signe, la bulle de vapeur se développera et s'élévera dans le
liquide. Il n'y aura donec, dans ce cas, qu'un retard inap-
préciable dans le phénoméne de I'¢hullition.

Ces conclusions de lord Kelvin se retrouvent sous une
forme analytique par la considération du polentiel thermo-
dynamique. En cffet, quand une bulle de vapeur se déve-
loppe au sein d'un liquide, la surface de contact avec le
liquide augmente. [our une méme variation ¢» du volume,
la variation d% de la surface est d'autant plus grande que le
volume v est plus petit. Par conséquent, quand la bulle est
encore excessivement pelite, une augmentation de son
volume produil une variation du terme TA0, trés grande en

comparaison des variations qu'éprouvent les autres termes
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de I'expression du potentiel thermodynamique, et c'est cetts
variation qui donne le signe de d®. Puisque 6 augmente,
dd est positif. Or, glaﬁs toute transformation possible, on
doit avoir d® < o; par suite, l’augmentation du volume de la
bulle ne peut se produire; et il doit y avoir retard a l'ébul-
lition. -

Cette application du potentiel thermodynamique a I'étude
de la vaporisation est I'objet de longs développements dans
le Mémoire de M. Duhem, que nous avons cité. Nous y ren-
verrons le lecteur, ainsi que pour les applications aux phe-

noménes de surfusion.
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