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PREMIÈRE THESE.

SUR

L’ÉQUATION DIFFERENTIELLE LINÉAIRE

QUI ADIIE'I‘ POUR INTEGRALE

LA SÉRIE HYPERGÉOMÉTRIQUE.

 

INTRODUCTION.

1. La série hypergéométrique F(oc, 5, 7, cv), considérée comme fonc-

tion de son quatrième élément ce, n’est définie que pour les valeurs de

la variable d’un module inférieur à l’unité. Pour la définir pour des

valeurs quelconques de x, on doit la considérer comme une intégrale

particulière d’une équation difl‘érentielle linéaire du second ordre; la

question revient a trouver ce que devient cette intégrale quand le

chemin suivi par la variable aboutit à un point situé en dehors du

cercle de rayon 1 décrit de l’origine comme centre. Par une généra—

lisation qui s’offre d’elle-méme, on est alors conduit a se poser le

même problème pour une intégrale quelconque de cette équation, le

chemin suivi par la variable étant simplement assujetti à ne passer

par aucun des points critiques qu’elle présente. '

Cette équation célèbre, étudiée par Gauss (') et Kummer (2), admet,

 

(î) OEuvrcs comp/êtes, t. III, p. 207.

(“Z) .]01H‘Hfll ([Ë Üi‘€llfl, t. XV, p. 39.
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comme l’a montré ce dernier, vingt-quatre intégrales de la forme

xl’i\l _" .Z‘)‘l Fil,, @, ’/a Z,.»

! !, Æ Œ-*l

Où z est l’une des variables a:, I —— a:, —-. »—'»—, #

a; l-— 96 x '—I .T

qu’aucun des nombres 7, 7 ——- a. —— [$, {5—a. ne soit un nombre entier.

  , pourvu

Dans le même travail, Kummer a donné les relations linéaires à coeffi-

cients constants qui existent entre trois quelconques de res intégrales;

mais, cet éminent géomètre s’étant placé uniquement au point de vue

des valeurs réelles de la variable, les formules qu’il a obtenues pré—

sentent quelques difficultés quand on veut passer aux applications,

d’autant plus qu’il n’a pas toujours précisé sulf1samment le sens de ses

intégrales. _

Supposons, en effet, qu’on veuille passer d’une valeur de ac réelle, -

positive et inférieuræ à l’unité, a une valeur de 90 réelle, positive et supé-

rieure à l’unité; cela ne pourra se faire en attribuant à la variable une

suite de valeurs toutesréelles, puisqu’on ne peut passer parle pointæ= I ,

qui est un point critique pour l’équation différentielle. Il faudra donc

attribuer a 00 une suite de valeurs imaginaires, ce que l’on pourra faire

d’une infinité de manières, et, la valeur finale de la fonction dépendant

essentiellement dela loi de succession des valeurs de la variable, on

voit qu’il est nécessaire, pour l’objet que l’on se propose, d’introduire

la considération des valeurs imaginaires dans l’équation différentielle.

La théorie générale de cette équation, quand on n’apporte ainsi au-

cune restriction aux valeurs de la variable, n’a pas été faite jusqu’ici

d’une manière complète, du moins a ma connaissance. le dois rappeler

cependant que M. Tannery (‘) a montré qu’en appliquant les principes

posés par M. Fuchs (2) pour la théorie des équations différentielles

linéaires on retrouvait les intég ales de Kummer; dans un autre

Mémoire (3), il a déterminé les relations linéaires entre les intégrales

' pour un exemple numérique, déjà étudié par M. Fuchs ("). Les résul-

tats obtenus concordcnt avec ceux que l’on déduit du cas général.

 

( ) Ammlrs.s'Ci6/llifi'111æs‘clel’Ecole Normale .s'llp6/‘ÏPIH‘Ü, 2°“Sél‘l6, t. IV , p. 113.

t ) Journal de Crellc, t. LXVI, p. 121.

("‘) Annales scientifiques de l’École Normale .mpe’riczuw, a“_série, t. \ŒI_I , p. 1ng.

t‘) Jour1m/dr ('re/lr, t. l.XXI, |). (il.

1

2



st:n L’EQUATION DIFFÉREN'FIEÏ.LE Ï.INÉ.—\II‘.E, ETC. 5

2. Dans la première Partie de ce travail, je développe d’abord une

méthode due a Jacobi (') pour retrouver les vingt—quatre intégrales de

l’équation différentielle quand aucun des nombres 7, 7— oc—— (5, j8 —- et

n’est un nombre entier; puis, par l’application du théorème de Cauchy

aux intégrales définies qui représentent les séries hypcrgéométriques,

j’obtiens les relations elles-mêmes entre ces intégrales. Si, parmi les

nombres 7, 7—— o:——,9, fi— a., il se trouve un ou plusieurs nombres en-

tiers, il y a un changement de forme analytique pour certaines inté-

grales; on obtient les intégrales nouvelles par un procédé d’un usage

fréquent en l\Iathématiques, surtout dans l’étude des équations diffé-

rentielles. Je termine en recherchant les conditions que doivent remplir

les éléments oz, @, 7 pour que l’intégrale générale soit algébrique. Je

suis conduit a une représentation géométrique identiqueä celle que

M. Schwarz (2) avait déjà trouvée, en partant de principes tout dif-

férents.

La seconde Partie est consacrée à la recherche des transformations

que l’on peut faire subir à la série hypergéométrique lorsque, des trois

éléments ac, {3, 7, deux seulement, ou même un seul, restent arbitraires.

Je parviens à déterminer toutes les transformations d’une forme très

générale, qui comprend toutes les transformations indiquées par Kum-

mer ("), et un certain nombre "d’autres, que je crois nouvelles. Je

donne ensuite quelques-unes des nombreuses formules que l’on peut

en déduire.

Je suppose connus les principes relatifs a la théorie des équations

différentielles linéaires, me contentant de renvoyer au Mémoire déjà

cité de M. Tannery ('.)

 

1( ) Journal de Oral/e, [. LVI, p. 149.

(2) fil., t. LXXV, p. 292.

(3) Ici,, t. XV, p. 6.î et 127.

(°) rhum/cs .scieutl u1ucs de l’École Normale supérieure, 2° série, t. IV, p. 1 I3.
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PREMIÈRE PARTIE.

3. On sait, depuis Euler, que l’intégrale définie

qi

"_ V(lu,

V : uI3—l (I — u)‘f*3*" (I —— xu)“°‘,

si elle a un sens, vérifie l’équation différentielle

 

,.“.

Îî.Î”Z

l"lji‘î
d2.l” / d...» … x<»—x>,_,.+ty——ta+@+—rixId—Ç—a@y=o.

Pourle démontrer, il suffit simplement de remplacer dans le premier

membre de notre équation y. y’, y” par leurs valeurs. Le résultat est

du.
?

l

évidemment

2v

" Ir—-loc——i—ô+dÆl%-«W
l

IÎ._ÏÏ ; __
… [; jx(I x"(lx2 ,

Or il est facile de s’assurer que la fonction sous le signe d’intégration

 

n’est autre que

‘ »«x—(Âjuû—U’VJ.

du _ I ——xu

— _ l

îiL__u—l V] , résultat
, 0

Le résultat dela substitution sera donc -— ocL

1

identiquement nul, puisque nous supposons que l’intégrale] Vdu a

0

le, considérons l’intégrale définie

!:

y:f Vdu,

g

un sens.

D’une manière généra
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où get 71 sont des quantités constantes. Si nous portons cette valeur

de y dans le premier membre de l’équation (|), nous trouvons comme

résultat

u ”I -— u " … /"
__ @ ll.…L_ _) y] .

I — .Z'lé _ €,"

Pour que ce résultat soit nul, il suffit de prendre pour g et li l’une quel—

conque des valeurs 0, l, i 79 , pourvu, bien entendu, que l’intégrale

correspondante ait un sens. Il résulte de la que chacune des trois inté-

grales définies

.1
r.‘J

a+1

J'=-r} Vdu, ”?“—“j Vdu; 7’ î'—‘j Vd”’
U —œ 1

si elle a un sens, satisfait a l’équation différentielle proposée.

Considérons maintenant avec Jacobi l’intégrale définie

.?

y…:j Vdu,‘

où g et s sont des constantes, et remplacons, connue tout a l’heure, y,

y’, y” par leurs valeurs dans le premier membre de l’équation (1). Après

quelquesréductions faciles, le résultat peut s’écrire

—— (y —— 5 — I)éi3(I —— e)“*°‘x"Y(æ —— s)Y—I5—l —,— agi5(I f—« g)“!“i5(I —— xg)‘°“".

Si l’on prend pour e la valeur a = I et pour g l’une des valeurs 0,

I, +œ , le résultat sera nul, pourvu que I ——o: ait sa partie réelle

positive et que le produit uP(I ——u)Y‘P(I——uæu)"°‘—‘ soit nul pour la II—
1

mite u=g. c’est-à—dire pourvu que l’intégrale y = ] Vdu ait un sens.

On a donc en tout six fonctions représentées par des intégrales (lé-

finies qui vérifient l’équation (I). On trouvera ci—après le Tableau de

ces six intégrales, avec les conditions que doivent remplir les quantités

«, @, _7 pour que ces intégrales aient un sens (l’inégalité A >o in—

dique simplement que la partie réelle de A est positive).



8 ' I:. couns.t‘r.

(1) y: Vdu ....... |8>o y—{ä>o

()

(2) y: Vo’u.... .. >/o a+1—y>o

0

+1 °

(3) y:f Vdu ....... 7——»(3>»0 oc—l—I«——}/>O

] .

_1

(4) y=j ‘va….…. c>o I——a>O

"0

l

(5) : V'(lu... y—Ç>o Iq—a>0

1

+13

(6) y: thu ....... oc+If-y;‘>o l—#OC>O

lt. Avant d’aller plus loin, il importe, pour la suite, de bien préciser

quelle est celle des valeurs de la fonction V que l’on prend dans l’in-

tégration et aussi d’étudier de plus près les propriétés des fonctions

représentées par ces intégrales définies.

1

5. L’inté vrale : w®*‘ I ——u\Y'lä*‘ I —œu "“du a un sens, ourvu
% y . )

0

que les parties réelles de $ et de /—{3 soient positives, et en outre

pourvu que x n’ait pas une valeur réelle supérieure à l’unité. On pren-

Fig. 1.

l @

\

Î7‘

dra cette intégrale suivant le chemin rectiligne O-I (fig. 1); pour argu-

ments de u et I » Il on prendra O, et pour argument de I —» .ru celui

qui est nul pour H:: O.
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La fonction y ainsi définie est une fonction uniforme de .:c dans

toute l’étendue du pla n, a condition que le chemin suivi par la variable

ne coupe pas la ligne

 

+œ. Faisons décrire au point ne une

courbe fermée ne coupant pas cette ligne; le point cru, correspondant.

à une valeur de u comprise entre 0 et I, décrira une courbe fermée

homothétique a la précédente et laissant le point I a l’extérieur. L’argu-
ment de i—âîll reprendra donc sa valeur initiale; il en se 'a de même

de l’élément de l’intégrale qui correspond a cette valeur de u, et par
suite de l’intégrale elle-même.

Il résulte de ce qui précède que la fonction y pourra, à l’intérieur

d’un cercle de rayon égal à l’unité décrit de l’origine connue centre,
être développée en série convergente ordonnée suivant les puissances
croissantes de la variable.

Le coefficient de .:c’” dans ce développement sera

 

dm}Î\

.

dx… () , . . oc(oz-—l—1).…(œ+nt——1) ’1 ® , \ __»—— @ est—a-dire _——\r—mf—Ë, m +"”' (! — a) (“P—' du,1.2...m
1.2...m

0

OU

a(a+1)...(a+m—-t) l’:jjfi—t—nz)Iï\y——Çfi

i.2...flt T(y—t—m)

 

 
7

OU encore

oc(oc+1).…(a+m—N3ÏB ' I‘...(,3—l—Ht—I‘ ($)F(y—Ç)

 

 

1.2...IÏl.')/(7—l—l).,.\“/—j—]n———I) ri”/l

 

Pour toute valeur de cv de module inférieur à l’unité, en aura donc

 

»1
. .

' : I“'°ïI‘(‘—z°} ,.
/ ‘tdu=w\CQ/— & l‘(oc,,3,7,x).

0 P?”

L’intégrale précédente est susceptible de trois autres formes sem-
blables, que l’on obtient au moyen des changements de variable sui-
vants, indiqués par Jacobi :

ZlLLLI —— V,

 

(!

u: ———- »“,

l—æ—i—VJ)

l-—U

u=— .

I-—Væ



| 0
r.. GOL‘RSA'I‘.

.1

Par la premiére substitution, { Vdu se change en

v o

»1
,f 27 -—a

.‘ , … (__ - : _
.

=\1—xl‘£ tu"é ',l -— (hifi ‘ 1—— ——-———v (lt/.

” U
t 1

x __ 1

Cette derniére intégrale est prise suivant le même chemin que la

 

première. Si l’on fait sur les arguments de v, 1 -—v, 1— x__} (» les

mêmes conventions que tout a l’heure, il faudra, pour que les deux

intégrales soient identiques, prendre pour argument de 1 ——ac celui

qui est nul pour ac: 0. On aura alors

.1

] ul5 "(i—- lt)Y—$41f1— xu)“°‘du

0

1
x _1

:ll“’ x‘—Œ{’ VY#t8_4(I —— u}l5—‘ K1-— /Ïf——— v) dv.

.7c—1

V0

Faisons la seconde transformation :

,‘1

, \ , x —(Y“C‘)

vi"“‘ t1—vfl“iæ| (! —— }; r—I— Ü de.

L’intégrale devient (i —.r”/H*j

: o

Cette dernière intégrale est prise le long d’un arc de cercle 0Mi; mais

il est facile de s’assurer que l’aire comprise entre cet arc de cercle et

.
.

. (JC—l .
. . .

la ligne O-l ne contient pas le peint ————; qui est un peint critique

95

pour la nouvelle fonction sous le signe d’intégration. En effet, a la

x —- |

. .

valeur v= …æ_# correspond pour u la valeur u: + oo ; le pomt A qui

; .Œ _]
-

o \ - ;
. .

figure ——Æ;æ— d01t donc appartenir a la cmconference dont fait partie

l’arc 0311. On pourra, par conséquent, prendre la seconde intégrale

suivant le chemin rectiligne O-l et, en faisant sur les arguments les

mêmes conventions que tout a l’heure, ou pour “a écrire

‘1
.1

,

.
. ' x ‘ (“("“)

\’(/u ::\1-—— xl"l£ / vi5“‘ \l —— u}ï"'l5 ‘ (1—— w-v—«—— v) ((V.

’
a: ——1

un
Un

\
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. I_— " ' A

La transformation a: ;—;; donnerait de meme

1 1

[ Vdu : (i — x)Y*°“*B[ (»Y"l3*" [ — ())34' {il — ex)—(Y*ïl dt).

» 0 ‘ 0

Chacune des nouvelles intégrales peut à son tour être développée en

série pour des valeurs de la variable comprises entre certaines limites.

Ainsi, pour des valeurs de ne de module inférieur ‘a l’unité, ou a

1

(t — x)Y *l3f m…3--. fl — u)?“‘ (i — ex)—(Y"ï)(lv

0

—u

_ £LÊLË%1ÊJÙ _ x)r—oc—fiF{y — oc, y — $, 7, a:).

De même, pour des valeurs de w telles que mod. <}%.> < [,

\

, . , x —

31 - »xr°'—[ uY—l3—l {| —— vl5"' (! —— …… p) ([<)

' \ ’ a; — |
'“0

__Îl5l1’l7—“5lw __ , r. “
) Tl“/l __t1—æ, “quc,/——p,/,— ’

1

/ x '<Y*°‘>

{| — x)*l3 v3*‘(1—— <l}‘:'“i“‘ ( î -— U du

0 ‘ \ x —- 1 -

_rlôl1’l7—5l \«8 — 0 — —'î
_“ wi <—-—fx "? / ”’V’/’x—Î

\

 

 

 

 

Pour abréger le langage, nous appellerons C0 et C. les cercles décrits

des points 0 et 1 comme centres avec l’unité pour rayon. De même,

nous appellerons E0 et E, les portions du plan limitées par la corde

commune aux deux cercles précédents et qui contiennent, l’une le

point a: :o, l’autre le point .:r = r.

Des considérations précédentes il résulte que l’équation différentielle

proposée admet une intégrale uniforme dans tout le plan, pourvu que

le chemin suivi par la variable soit assujetti à ne pas couper la ligne

indéfinie l + w . Nous désignerons par ga, cette intégrale parti-

culière; pour ce qui va suivre, nous supposerons que le chemin suivi

par la variable ne coupe pas non plus la ligne -— :D 0, quoique cette

' convention ne soit pas nécessaire.
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Dans le cercle C… on a

 

<9n—Fta,i5,r,x>=tr—xh“““tFär—a»r—ô,r,xl-\

Dans l’espace E… on a de même

ç,=f1—æ)——ïF<a,y—fä,y, —fi—>=(i——xl»—l3F(7—Q,ÀB,W T \)

x—1} \_ —1/

 

l’argument de ([ ——uc) étant supposé compris entre —71 et + n. A la

vérité, les résultats qui précèdent ne sont établis qu’en supposant posi—

tives les parties réelles de @ et de 7 —— (3; mais il est clair que ces résul-

tats subsistent tant que 7 n’est pas un nombre entier négatif ou nul.

Imaginons qu’on veuille vérifier directement que l’une des quatre

fonctions précédentes satisfait à l’équation (I): le signe des quantités

,8, 7—3 n’interviendra en rien dans le calcul, et, par conséquent, la

vérification devra se faire dans tous les cas. Il en serait de même si l’on

voulait vérifier que deux de ces fonctions sont égales pour les valeurs

de ac, qui rendent convergentes les deux séries. ’

Je fais cette remarque une fois pour toutes, pour n’avoir pas ‘a y re-

venir dans les cas analogues.

Si les parties réelles de {à et de 7 —,8 sont positives, ou a

 

;

6. L’intégraley= [ 1,t3“‘(1——u}‘f*3“"ti — æu)*‘”* du a un sens,

L‘O

\

pourvu que les parties réelles de {$ et de «+! ——y soient positives

et que 06 n’ait pas une valeur réelle et négative. On démontrerait

sans difficulté que la fonction y est uniforme dans tout le plan, pourvu

que le chemin suivi par la variable ne coupe pas la ligne indéfinie

0; il en sera encore de même si le chemin suivi parla variable 
_ 00

est en outre assujetti ‘a ne pas couper la ligne i——+eo .

Pour achever de préciser le sens de cette intégrale, il reste a choisir

_ les arguments de u, de l--—- u et de 1 —— æu; pour argument de 1 — u on

prend ‘a 0, pour argument de l —— .ru celui qui est nul pour u=o; mais

on pourra prendre pour argument deu, i7r. Supposons d’abord qu’on
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prenne arg. (u) : +7c, et faisons le changement de variable :

 

u——*————i—Il

 
 (il? :î t—_I

(» variant de oa ], u varie de 0 a — œ :

Î——lé:———a

I-—t’

‘/ \

l———(’1_t——ŒV

I—-æl(:——\————v

l—(’

Si nous prenons 0 pour argument de v et de [-—V, nous devons

prendre 7r pour argument de {—1), et l’argument de [ —v{t —æ) sera

nul pour c=0. Par ce changement de variable, l’intégrale devient

01

Cm{ji / …'ä«| _, _ (,/—2,_.,. H _ ç»_'1—— mil—“(it).t

» 0

Dans cette dernière intégrale, les arguments de V, I— V, 1 —— v(1 ——a;}

ont le même sens que dans l’intégrale déjà étudiée. On peut donc lui

appliquer les transformations précédentes, et l’on conclut que, tant que

«+ ,5’ —t— |_ 7 n’est pas un nombre entier négatifou nul, l’équation (i)

admet une nouvelle intégrale ça,, holmnorphe dans tout le plan, sous

les conditions indiquées plus haut.

Dans le cercle C,, on a

-/ /«
\

ç;=Fka,p,x—fÀS—t—i—y, i——J:}

=.z-‘*YFfz+1—y,,fi+r——y, o:—t—Ç+i——}/, r——.1"1.

Dans l’espace E,, ou a de même

/

v ——I\ç2:Æ——1F(ï,a—t—i—7,1—l—5—l——1
“/,——)

\

 

\
\

 

/

{ "
.l—*l:xél*(£3,3+i—7,a+,3+1——7,

)»

l’argument de 95 étant com )ris entre —— a et + 7r.D
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Lorsque @ et oc—t—I ——7 auront leurs parties réelles positives, cette

fonction 39, pourra être représentée par une intégrale définie,

\
.

—*'.—. 0-3,

‘, _—JO __.“1-

l\.a+f) /l

 “* , , l"°’iI‘lï—t—ï——*‘

u3‘ ‘ . 1 — u.‘1‘:‘“1®*‘ l‘ —— xW‘°‘du=e“fi‘ … '— /'

) +1

0 n

en supposant que l’on prenne +7. pour argument de u dans l’inté-

grale.

Si l’on prenait_—- a pour cet argument, en aurait

l’[Î3l1‘ia—t—t—y,——y:

zt3“‘ ({ —ltl‘s’“3"{1».7cu‘r°‘du:
e'7fl3i î—- ' \ 02.

1la —l— Ç‘5 —t— 1 — y1 *
 

|./ ()

7. L’intégrale y== [ uf“‘ (1 —— u)Y*f’“‘(1 — .ru)“°‘ du a un sens,

" 1

pourvu que les parties réelles de 7 —— {i et de 0. +1 — 7 soient positives

et que a: n’ait pas une valeur réelle comprise entre zéro et l’unité. Il est

facile de voir que si l’on fait décrire à la variable un chemin fermé en-

tourant la ligne 0-1, la fonction y revient a sa valeur initiale, multipliée

par cim”; on la rendra uniforme, en convenant que le chemin suivi

par la variable ne coupera pas la ligne o—————t—œ .

Cette nouvelle intégrale présente donc une différence essentielle avec

les deux intégrales précédentes, quant au chemin suivi par la variable;

cela tient a ce que nous ne pouvons passer de la partie supérieure du

plan a la partie inférieure, ou inversement, en traversant la ligne droite

o-1 . L’intégrale considérée cessant d’avoir un sens pour un point de cette

droite, rien n’indique que la continuation analytique de la fonction soit

représentée après ce passage par le même symbole et nous verrons, en

effet, qu’il n’en est pas ainsi.
'

Pour achever de préciser le sens de cette intégrale, on prendra @ pour

argument de u, pour argument de I——-.TLL celui qui est nul pour u = o

et qui varie d’une manière continue quand on fait décrire a la variable

la partie positive de l’axe des cv. Quant‘a 1—— u, on pourra prendre irc;

supposons qu’on prenne —- T:, et posons

1 — du

u. : —a du : * f__)f ,

v 1'—

I—('
/ \

i_—-rl/
"

l—Z(:.-—l
, I——xtl:

l——-— -

U

 

()
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Si nous prenons 0 pour argument de v et de 1 —v, et pour argument

(’ . .

de 1 —— ; celui qt11 est nul pour v=o, nous devrons prendre (—n)

pour argument de (— 1), et pour argument de (—œ) celui qui est

compris entre — Tt et + T:.

+ î/_‘

L’intégrale Vdu devient

1

1

\ _ , . , u ”-

e<‘+l$*Y/m{—— x)"°‘f uï‘“Yti + 0)Y"lJ“‘ <1—— ——> dv.

x
0

Cette nouvelle intégrale est de la même forme que la première inté—

grale étudiée, et, en lui appliquant les mêmes transformations, on

arrive aux résultats suivants.

Tant que o:—l— 1 ——,3 n’est pas un entier négatif ou nul, l’équation

différentielle (1) admet une intégrale ça,, uniforme dans toute l’étendue

du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne coupe pas la

ligne o——+oo , qui peut se développer en série comme il suit.

A l’extérieur du cercle C,,, on a

. . ,' , !
<p;;:th—x)""ïl‘<a,a +1—— y, oc—t—l— ;3, )

 
. , _ , 1

: (_ x)é*Yr1—- x‘)î’*“’*fil* <1— (3, y Ç3, a + 1 —- p, ;)-

A l’extérieur du cercle C,, on a

 

/ , !

?8=l'_—7“'l"°‘1“\9517 {$,a+I—— @, I—-——ï—>

/ . 1

:t—x)‘-YÜ —le“ï—‘Fka —t—1—— y,1— @, oc+1—— (3, Î—’x>’

On suppose l’argument de (— ac) compris entre (— n) et (+7r), ains

que celui de 1—œ. '

Si les parties réelles dev—{: et de «+ 1 + 7 sont positives, on aura

z+œ
11 ‘ î/ \

\ . . , _. tz+1—“llt ——8:

/ ui‘*’ \l — le D” l5“'l 1\1 —— xu/e “ du : e('+é' Ylul +»-v+1—;v—v—f+/fl —+—Y——’— (pg ,

'“1 \y + 1 —— @)

en supposant qu’on prenne t— n) pou‘ argument de 1 —- u.
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Si l’on prenait +71 pour cet argument, on aurait

E’ a+t——/‘!Ît /—+fîo—

F\a+1——{j) "”

  

+:a

f ali—' (1 —— u)‘f*l5’"1 — xu}“°‘ a’u__— et“!8‘…”———

1

1

8. On étudie de la même manière les trois autres intégralesdétinies

1

Vdu,fVdu, f+œ Vclu. Cette étude ne présentant pas de diffi—

0 1

culté, je me contenterai d’ indiquer sommairement les résultats.

- ', ” rg_ .__r_ '

L’intégrale y = { w ‘(1 —- u)t @ '(1—— cru) “du. a un sens, pourvu

u0

que ‘8 et 1 —a aient leurs parties réelles positives et que a; n’ait pas

une valeur réelle comprise entre zéro et l’unité. Si l’on assujettit le

chemin suivi par la 1ariable a ne pas couper la ligne indéfinie 0—— +30 ,

la fonction y sera uniforme dans toute l’étendue du plan.

\ ‘ ! \ '\ l . ()

On ramenera cette integrale a la premiere terme en posant u= —,
.Z'

on trouve

1

«l‘

[ ul5"1 (1 — u)Y—l5—t (1-— mal““ du

1 t'

. . (» Y*5—t
— givrtîz(_ æ)*fi [ v3*‘t (1_—— (;)—“ <1 —— —) ’ dv.

Dans la première intégrale, on prend pour arguments de 1 —— u et de

1 —æu ceux qui sont nuls pour u=o. Quant a l’argument de u, en

désignant par en l’argument de <—a:), compris entre —7': et +7z, on

aura pour coefficient de la seconde intégrale eflfi, suivant que l’on

prendra pour cet argument (— on in).—

Il en résulte pour l’équation différentielle une nouvelle intégrale cp,,,

qui peut, comme les précédentes, être développée en série.

A l’extérieur du cercle C.,, on a

. 1‘
ç,,=(—x}*él‘ <,3+1—7,”,f3+1—1,;)

=(—— x)°‘_Y(I— Œ)YWŒ_l$F<I "“ “; 7 _ OC; 6 + 1—95) l’>'
x
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De même, a l’extérieur du cercle C,.

 

1—3?
o.=<x—x>—rr(sy—aae+r—m ' )

 

._ 1

_"—-Æ\à'“‘."l—-x”f—i3'F<Ô—'—-Ï——7,Ï——DÇ,Ô+T—d,
)» .

, . . 1_J.

les arguments de (—-—.r) et de (1 ——x) étant compris entre (——7r) et

(+ TZ).

Pour des valeurs convenables de 3 et de 1 — ou, on aura

1

, .Ï’1’ I‘M—acl

[ lié“ (1— ulY—fä*"v1——xulvï (lit : €“’—“Wl“ ÎLÊÇ"—’_

0

+7)

(…. ‘, .* _ ….

105 ‘(1——1t,Y 3 ‘f1——xuŸ; 0‘afu a un sens,!' '

9. L 1ntegrale_y :

.., 1

pourvu que les parties réelles de 1—0: et @+ 1 — y soient positives et

que x n’ait pas une valeur réelle supérieure à l’unité; de plus, la fonc-

tiony sera holomorphe si le chemin suivi par la variable ne coupe au-

09 I———-——l—œ
. 

cune des lignes inclétinies +œ

‘ . , . .. .
1

On ramenecette1ntegrale a la premiere terme en posant u= };» et

l’on trouve

+œ

[ 155'"l1 —— ul‘.’“fi“‘ l_1—xu‘,*“du

1

141

: eÎfli(Yffi—l>ifiïfxt *‘f tvï“‘1' (1 —— u)'*ï ï\1 — exit—fi“ (lu.

lt')

Les arguments deu et de 1——u sontf1xés par la continuité en supposant

qu’on parte de l’origine avec l’argument 0 et qu’on décrive le rayon

. . . I \

1nfin10L passant par le peint ;:- Quant a 1 —æu, on peut prendre pour

argument in. Dans la formule précédente, on prendra le signe + ou

. _) .Ï_p_._.ï . ‘

le s1gne , devant m(/ p 1) sunant que le pomtqu1 figure la

valeur de ou sera dans la partie supér1eure ou dans la partie inférieure

du plan, et le signe + ou — devant nazi suivant que l’on prend, pour

argument de 1 -—æu, +nou —71.

G.
3
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Tant que 2 —7 ne sera pas un nombre entier négatif ou nul, l’équa-

tion (1) admettra une intégrale ça,, uniforme sous la condition énoncée

plus haut.

Dans le cercle C.,, on aura

 çp;,:æ'—YF(5+1—y,a+i—7,n

à:.xl—Y(1-——xÜYËŒ“B]?(i—— a,I——-3,a———7,1Û.

De même, dans l’espace E.,, ‘

/ \

_.
x .

<?zs—x‘"Y(I — xl”"““—’ Fi“ +1— % r —— €». 2 — % __).Z’—l

 

.Z‘

:..…. ——æ>rr—'F(e+r—w, …. 2—7. ).
« æ—1

les arguments de ce et de 1 —— 90 étant compris entre —7r et +11.

Pour des valeurs convenables de a, @, 7, on aura

+œ /

f 115“ (1 — u)Y“3*' (1—xu)*°‘ du=eifiitY—i3“ÜÎMÏ T——————"d+’ .— y+—————’F(I—__a_) (P.;,

1
rl2 __?)

1

10. L’intégraley: [’ ala—"(1 -—u)Y“f‘“‘ (1 —— œu)“°‘du, qui a un sens

Ji

pourvu que les parties réelles de 1 —- a et de 7 —— @ soient positives, et

que au n’ait pas une valeur réelle négative, est holomorphe aux mêmes

conditions que la précédente. On la ramène à la première forme en

pOSâHË

1——Æ

(t:: 0—+1;

x

 

on en tire

_1

[ ui>’—' (1'— u}Y—B—t (1 —— xu)—°‘ du_

1

1 G«1
. , x —- 1

=eith—é—‘ixlË—Y(1 — x)Y‘°‘“3f uY“i3—' (] — ())—°c <1 — u>’ du.

0

 

$

Les arguments de u et de 1 ——xu sont définis par la continuité; on
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, . . . .. , , . .
part de l origine avec 0 pour valeur initiale, et lon décrit le chemin

rectiligne 0—1; puis on part du point a:: i, et l’on décrit le chemin

. . . . . . . I .

rect1l1gne.qu1 J01nt ce peint au peint ; avec des valeurs parfaitement

déterminées pour ces arguments. Mais il y a ambiguïté pour l’argu-

ment de 1——- u.

Dans la formule précédente, on devra prendre le signe + ou le

signe — devant m'(7 —— 79 —1), suivant que l’on prend

arg.(1— u) : arg.(1— æ)—— arg.xirz.

Tant que 7 + 1 —oc———,8 ne sera pas un nombre entier négatif ou nul,

en aura une nouvelle intégrale go,, de l’équation différentielle, uniforme

aux mêmes conditions que la précédente.

Dans le cercle C,,

Ÿc=(I—Œ)Y“ï"iiF(*/—a,7—(Ô,y+1——ou—(fi,i—æ)

: x““Y(1-— x)‘f“°‘*fiF(i — a,1—@,7 +1 — «+ (3, 1 —- Je).

Dans l’espace E,, on aura de même

 

QG=xŒfY(1——x)Y—a—SF<7——a, 1—05, '/ +1—0c—(3, x;1)

 

JU

=xl3—"Y(i——x)Y_°‘—f‘ F<Ÿ—tô, l—’Ë,7+l—Ofi_ 137 x—I>5

!

ies arguments de x et de 1—æ étant compris entre ———TC et +7r.

Pour des valeurs convenables des éléments a:, ,8, 7, on aura

%
l
»
—
=

]
\

,
”. \

—— (l— a

] ul3 ' (1 ——— uyY—lfi—l (1 + xa)““du : et…/418” I‘7”’—’] ’3’I’ p)) 996“
1

\

11. En résumant tout ce qui précède, on voit que, tant qu’ aucun

des nombres 7, 7—a—8, fi——a n ’est un nombre entier, l’équation

différentielle proposée admet six intégrales particuliè1es, dont chacune

peut s’exprimer de quatre manières différentes au moyen de séries

hypergéométriques dans certaines parties du plan: ce sont les vingt-

quatre intégrales de Kummer
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Nous rendons ces intégrales uniformes en imposant certaines condi-

tions au chemin suivi par la variable; ainsi, pour les intégrales go,, ç…

go,, go… ce chemin ne doit couperaucune
deslignes +30 +0

,1++œ;

pour les intégrales go, et cp,,, ce chemin ne doit pas couper la ligue

indéfinie 0++œ
.

Ces six intégrales se partagent en trois groupes, chaque groupe com-

prenant les intégrales qui se comportent d’une manière simple dans le

voisinage d’un point critique. Le premier groupe comprend les inté-

grales cp, et go,; le second se compose de ça., et de %; tps et ça,, foru‘1ent

le troisième.
’

Chacune de ces intégrales est susceptible d’être représentée par une

intégrale définie, pourvu que les éléments et, @, 7 satisfassent a cer-

taines conditions.

Tableau des intégrales.

to-rmath\ \

12)(1—am”æwa-—w
r
 

{‘n’/Æ}.

. , _ . ‘ x

file—le(mr—â
wx_ài

  

. (
.’/Ü

d} v—waF(oy—ay,_ }—

i‘} li‘(u,Çä,u+3+1
—7,1—xj,/

t

(a) x“H“(u+1+*7,(3+1+7,u+©+1+
7, 1 + a:),

 

.
‘

{_
x __

u.xe1@Æ+q
—%a+p+p—w

—Îä-

, _1
,,l

(1) (+95, F d,d+l—‘/,Ot+l
_g,æî

.
1

, .'—w \—+J ‘ a .. & .c _

l"“l)" ’\l_x){ ” ‘$l’<l 1J’/ i),“ l l'“'tJ’ x>’

/

[ \

(æ n_x;w(my—ea+
i—@l_xy
 

I

(1"} (+u-‘t—i’(i+x)ï”
ï"‘F<a+1+7, 1+@,u+1+5,1;;

>—
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]

tU r—xfrF<ô+l—flaâfi-FP““’E>
I’\

' ». ," \\ ..r \\,[,7_. Ï_Ij ‘\ _ _ _ f' __ __

}ft. \——x;îï(I—x,. *ilt<l a,/ a,,3+41 2’x)’

 

 

l-—-[L

(t)—‘il / I

((S) <1—x}{fil—“te—z—a,r+x—a,;_,)»

’
1

(4) (—xll—Ytt——le*l5—‘FK3+
1—7,1—a,{3+1—a,-

).

(a) .7c'“({1—a‘}Y‘*°'—‘“5F(I—œ, I-— 5,2—7,x},

pq par@+»—%e+r—wz—th

 

/ JC

%<fi)www—xW*”W“H—rr—éï-%x_d’

 

_
3:

(4l x'—'Yll ——xiY"'lä*' F<5+ ‘ “””/’ ’_ “’ 2—7’ x—— I).

/'

"/.——— . \

"’(1/l (1-—xli al5F(y—a,y—S,/+I—a—}B,1—x;,

/\ )_, \_,# ' F " _ \

}\2. a' f(1—xfl“BFti—a,I—Q,}/—FI—a——Ça,l x),

 

x——1

06 <3‘} xï—Y(I—x)Y“ï‘lîF<y—a,ï—a,y+1—Ofi—ôy x )?

 
 

(4) xl5—Y(1 —— x}Y—ï"lîF (7 — $, 1—— @, y +! —— a ——{3, x;1)_

12. Entre trois de ces intégrales il existe une relation linéaire à coef-

ficients constants dans toute partie du plan où ces intégrales sont holo-

morphes. Si l’on considère trois des intégrales désignées par ça, , 592, ça,),

ça,, la relation se ‘a unique dans toute l’étendue du plan; mais il n’en est

plus de même si l’on prend l’une des fonctions :;3 ou go,, avec deux des

fonctions précédentes; prenons, par exemple, @… go,, go,. Soient M et M’

deux points situésl’un dans la partie supérieure du plan, l’autre dans la

partie inférieure. Il n’existe aucun chemin joignant les deux points M

et M' qui ne coupe au moins l’une des deux lignes —œ o, o——+œ ;

l’une au moins des trois fonctions représentées dans le voisinage du

point M par ça,, c,, ça,, ne se ‘a plus représentée après un pareil chemin

par le même symbole dans le voisinage du point M’.

La remarque précédente me paraît essentielle, et je ne crois pas inu-

tile dela développer. Soient E, E’( lg. 2) deux aires a contours simples

T, T’, dont aucune ne renferme, dans son intérieur, de point critique,
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pour une équation différentielle linéaire du second ordre; ces deux aires

laissent entre elles un point critique A de l’équation différentielle et

ont en outre deux parties communes séparées C, C’, c’est-à—dire telles

Fig. 2.

 

qu’on ne peut passer d’un point de l’aire C a un point de l’aire C’ sans

franchir au moins l’un des deux contours T, T’. Soient P, P’ deux inté-

grales particulières linéairement distinctes, uniformes a l’intérieur de

l’aire E; soient de même Q, Q’ deux intégrales distinctes et uniformes

dans l’aire E’.

Dans la partie commune C, on a les relations

go:xr+ae,

“’ (Q=rr+an.

De même, dans l’aire C’, on aura d’autres relations

, ’ =À P'—l— . P’,

…} 5 Q ,' ‘”Î- ,Q=Ln+%e.

Il s’agit de démontrer que les relations (I) et (ll) doivent être diffé-

rentes, c’est-à—dire qu’on ne peut avoir a la fois

/

74 :: )., [J.] : [J., 7’l : ;\', p}; : J, .

Supposons en effet qu’il en soit ainsi; partons d’un pointm situé dans

l’aire C avec l’intégrale particulière Q, et décrivons un chemin situé

a l’intérieur de l’aire E et aboutissant à un point m’ de l’aire C’. rl‘ont

le long de ce chemin, notre intégrale sera donnée par ).P+p.P’, et

dans l’hypothèse où l’on se place, au point m’ elle coincidera avec

l’intégrale particulière Q.

Si maintenant nous revenons au point m par un chemin situé à l’inté—

rieur de l’aire E’, nous arrivons évidemment en ce point avec l’inté-
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grale Q. Nous avons ainsi décrit un contour fermé entourant le point A

et ramenant l’intégrale a sa valeur primitive. Il en sera de même pour

l’intégrale Q’; le point A ne serait donc pas un point critique pour

l’équation différentielle considérée. Il est visible que, dans le cas

dont il s’agit, les aires C, C’ coïncident avec les deux parties du plan,

les contours T, T’ avec les lignes ——oo ——0, 1——+œ , o——+œ .

Il est donc établi qu’entre les intégrales go,, go,, go,, telles qu’elles ont

été définies, il devra exister deux relations différentes, suivant que le

point qui figure la valeur de 00 sera situé dans la partie supérieure ou

dans la partie inférieure du plan.

13. Supposons le point a: dans la partie supérieure du plan, et sup-

posons en outre que les parties réelles de @, “/— fi, a+ | — y soient

positives.

 

Si autour des points 00 = o, w = I, avec deux rayons très petits r, r’,

on décrit deux demi-circonférences ama’, bnb’, et si du point 0 on dé-

crit en outre une demi—circonférence LML’ d’un très grand rayon B, la

fonction V : uB—’ (I —— a)Y—l5““ ([ — æu)*°‘ sera holomorphe a l’intérieur

de l’aire limitée par les trois demi-circonférences précédentes et parles

portion—s de ligne droite L’a/, ab, Z)’L.

D’après le théorème de Cauchy, l’intégralerdu, prise le long du

contour entier, devra être nulle, ce qu’on peut écrire

_” 1—F’ +R

[ Vrla +f Vda—t—f Vdu=—[ Vda—/ Vda—f Vda.

e — R +!“ » l+l" ,_ LMI.’ L (l’)}1a . bnb'

Si maintenant le rayon R augmente indéfiniment, et si les rayons r et
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r’ tendent en même temps vers zéro, il est visible que chacune des trois

intégrales contenues dans le second membre tend vers zéro. Prenons,

par exemple, l’intégrale

Vrla : ul3"' }'t -— alY—lî'““ ;Ïr — xa‘r“ (IH.

' d.]!l.’ ' l.l\ll.’

Pour des. valeurs de a d’un très grand module, cetteintégrale pourra

s’écrire

{»— xlfi*“f- a‘i‘“”% i—l—5Î du,

' ' un;

5 étant une quantité infiniment petite.

Posons u : Re’”; [. Vda devient

‘ LMI!

;g__l-t a; l{rfï—fle(‘r '1"'>’3!'€'1 + s‘}d9.

' ()

Soit 7 ——_a— i : [J,—ir vi:

/ V. {lu : i( __ a)" **1 [ eLLllir+Üf]({J.—l—\)Ï)(r _+_ e) (]6

" Ll‘ll.’ ' 0 _

" ..

f_ Iv{ __ ,Z’ \]…1 [ €P""“’ *‘l’i €Ï-[ydfi+leul] ([ _+_ €) (]9.

p. étant par hypothèse un nombre réel négatif, on pourra prendre R

assez grand pour que le module maximum de la fonction sous le signé

d’intégration soit moindre qu’un nombre donné à l’avance v,; le mo—

dule de l’intégrale sera inférieur a fin {mod. (— œ)“”'}_}, c’est-à-dire

aussi petit qu’on le voudra. On démontrerait d’une manière tout a fait

.

analogue que chacune des deux intégrales / Vdu, / Vda a zéro

"' anm’ '” lmh'

pour limite.

Nous avons, par conséquent, l’égalité

0 ,i 1—}—x

[ Vdu + { Vdu + / Va'u : 0.

—w " n U 1

_Si l’on rend 0 mur arwment deu et de 1 —- u le lon du chemin
l a
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ab, il est clair qu’on devra prendre + 71 pour argument de u le long du

chemin L’a’, et —— 7: pour argument de 1 —— u le long du chemin b’L. En

se reportant alors aux expressions des fonctions go,, go,, 93 par des

intégrales définies, on voit que l’égalité précédente donne entre ces

fonctions la relation suivante:

T I‘ I—— 11/ r _. I‘ _n [‘t _

(l) ent—n fôl__i°‘ifïâçg=_tfäl ,(Y_@ çg+e(t+fir—}/)WLËËÈË)_ËQ3_

1% +©+I—r W)

La formule (I) a été établie en supposant que les parties réelles des

quantités @, 7 —— @, a + 1 —y sont positives.

Pour démontrer qu’elle est générale, il suffit d’employer le procédé

bien connu qui consiste a prouver que, si la formule a lieu pour des va-

leurs de @, 7 — @, a + 1 — 7 comprises entre certaines limites, elle est

encore vraie quand on diminue l’une de ces valeurs de l’unité.

Démontrons d’abord que la formule a lieu quel que soit a; si la for—

mule est démontrée pour certaines valeurs de a, @, 7, elle aura lieu

aussi pour les valeurs a + 1, @, 7; on pourra donc écrire, en rempla-

cant go,, go2, go,, par les séries correspondantes,

,r(e)rra+1_y} \
71% ,,_,_,Ju JF#’,, , . B+1— ,1—e: Î(a+ô+l——7) \o' fior+l ;! x,

_ r… Pt ,t5,r, )

 

.I‘ — 1‘ —— '
_+ et@+a—y)m _(ŒËIËÊYÈÎ(Ë)_Ê) (_ x)—Œ F (a, a +1—— y, oc +1- @, à),

11 irlfilr(a+2Îyd « 1 a 2__ I—egiI‘(a+ô+a—y)rlæ+ ,f), +@+ }l, x)

__ Ï(3lT(7—Ôl ,
_ _?Ï’ÎY‘l—id Fra+t,@,y,æ)

Ïl“+2,—YŒ(‘/jôl
1(+——)1,,ÿ ’… ___—. _— ’_ I
+el54Y7t I‘(a+2—Ç5) ( x)“‘F(a+1,a+a y,a+2—Ç,—æ—>-

Multiplions la première de ces relations par (a—fi)x+y— za, la

seconde par a(1 —æ),Îet ajoutons. Leäcoefficient de EŒ.i{ÊÇ)LË sera

[(a— ô)x +y—— 20c] F(a, 5,y,x) +a(1—x) F(a+t, @,y,x),

G. 4



26 E. cotasxr.

c’est-à—dire

l'y—dl Fta—l,{3,ÿ,x),

d’après les relations données par Gauss (') entre trois séries hypergéo-

métriques dont les trois premiers éléments ont des différences entières.

On aura, en outre, dans le second membre,

_ iF(a+1— lI‘( — ) _ ‘
1"

dé“ Y>“Ê%:äi(—x
l “ [(a—@)x+y—2a]lä< a, a+:—7,a+1—@;)

oc(a+l—“/H

’ :',— _ _/°\ -
\.A—ll t))‘æ

l—.7c‘s-, n ]"l

!* a+1, a+2—y,a+2—p,;%-

D’après les mêmes relations, la quantité entre accolades n’est autre

que

i"

}oc—B)xF<a——t,a—ÿ,a—— (3, z))

/ I"

,—

et le coefficient de F (a—— I , a —'y, a '— @ x) devient

F(d+l—r)TW—ô), _ ._ _(……

Î(cl_+I——{$) la SM xl ”

1’lŒ—rlÎl7—ffil

Pla—($)

__ et{$+t—y)m‘

=e(”+lu”‘”m
(7 —oc)(——x)—£Œ—lh

Quant au premier membre, on trouve de même qu’il est égal à

.rfe'}çr(»-_ } ., J ,

efifilm(y—Œ)
l’(ÿ-I,p,Œ+{j*ÿ,l

—in,

d’où la relation

rw‘

\ [" “’,. __

ÈÂWF(Œ_I;S7Œ+Ê_Y’l—x)

"" -<a+tfi—7i}

__1’t5l1’iï—Ôlw
_.————————rwg I*(oc 1,Ç‘>,y,x)

, _ _.1‘(a—yll‘{y—tä) ._, __ :}

+e‘lä+’ Y)"l———»—fi-a—:Î_‘(—_«ÎU)
(C‘ ”F a—l,Œ—7,d—Ô, Æ)?

 

 

(‘) 0Eaures complètes, t. III, p. 133.
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qui n’est autre que la formule (I), où l’on a changé a en a —I. Cette

formule est donc exacte, que] que soit a.

Tout pareillement, on démontrera que, si la formule (I) a lieu pour

deux valeurs de 7 différant d’une unité, elle a encore lieu pour une

valeur de 7 inférieure d’une unité à la plus petite. Par conséquent, elle

est vraie pour toute valeur de a et de 7. Il reste à démontrer que fi peut

aussi être quelconque, ce qui se fera par un procédé absolument sem-

blable.

M. La formule (I) est donc tout a fait générale; on en déduit faci-

lement les autres formules que l’on trouvera ci—dessous :

 
 

 

art———EÎŒÊîJ:ZÇä—P gray—ea—————2,
wii—5% %: ri”)€(;)_ d’ (?| +e<x+i—y)ni1ËÎ‘Îè_Êg%—Ë (P,,

”H”… ig“-5ïÊiî‘jîÊf <;«.= 1‘({5)11“(7 _ fi’—ei +e<l——BmirËl___‘_@ +“Il—(È) %

e(BH—pm‘ i%îb—+/lî‘/,_,__ : _‘ô—j—IIÈÏI/(I_ @ @, + e<.®+i—yimï(îlîillîâ)) @}

La formule (Il) se déduit de la formule (I ) en permutant a etfi.

On obtient la formule (III) en changeant, dans la formule (I ), a en

7—a, 78 en 7—5 et en multipliant par (] —œ)Y°°". Enfin, on obtient

la formule (IV) en changeant, dans (I), a en a+1— 7, (% en {3’+1—7,

7 en 2 —7 et multipliant par x'—Y; remarquons qué, si l’on prend,

comme nous l’avons supposé, l’argument de w compris entre —7ï et

+77: ainsi que celui de (—æ), on aura

.T :: (_ .l‘ ‘ 675”.
‘\ /

Les relations (I), (II), (III), (IV) sont distinctes, et l’on peut en

déduire toutes les relations linéaires qui existent entre trois des six

intégrales. Ces relations sont au nombre de vingt; il y a lieu de remar-

quer plus particulièrement celles dans lesquelles figurent deux fonc-

tions d’un même groupe, qui permettent de passer du domaine d’un

point critique a un autre, et qui sont utiles pour l’intégration de l'équa-
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tion différentielle. Il existe douze relations de cette espèce; dans les

huit autres entrent trois fonctions appartenant à trois groupes diffé-

rents.

Partie supérieure du plan._

 
riô)r(a+l

îüo 1:_1) (Y'— )(?.+e(g+i_
Y…irioÿ+l—Y

lri7:©_l (?:—i)

 

 
 

"’ efi’” ÎŒÎ—Ë +1— 7) " : 'Î(Î”
1‘ÎÎ+ 1 _ p}

(@ aefÿîgîïîg
ç=Jï@ä%—ñ@

……m…wmäëa%
îgggî@%,

(3) e(Yflfi)rri%È
i%=1‘P(Ê()IÊ(Ë/)

îflfii @, +e(1—(ä)m‘ IÎ"’(I(È—+Oi)î(Ë)
’ (P”

(4) e….,_…,£(î ï‘ê:£_LÏ/—( ., : _tê+l};Ê(L:@ ,, +,(ç+.…y…«.1i%g
{_Êgi %

 

re—aro—e reflïr:fi,….aeae%g:Êflïdoa

 
 

 

(y—aim' ___,__
_J ., : ____,_n

“” uww—a—a% rn) a+»—@}

.rta+I_—y}rte} ÎÏ’a+I+ylÎ(t——a) ' ,,,.r(e\r(i—a)

(a+i—y). ,__F_/Î_
}_,= _t:-,ÿ,,,u L 2_ _, …… ,(oc+i \,).Lz, , L,, _222 ,

(6) e Ï”1‘(a+e+l—y}°}" l‘(2——7‘; 904“ r(e+i—a)f"’

.I‘(i—@)Î(}l—œl
P(I——@lY(B_+I——7>

__, .. '7—aiÏ(fi+l——7)

(l )z,,f/,i
:___,1__1___

__ .. ,(i 5)…_\ " , __ ,

‘7’ 6 371I‘(7+I—a——Çä)”°6
I‘(2——7)_ CP"+P ’ Î(Ô—l—I-—â) ”

—F(I—ail“fr—@) T(I—a>T(a+I—ri
:Ttr—ôil‘ta+lwri

(l- ) l ’ ‘____ ,,: ___.,…4_L_ï
…____…_r

., )(l— )1L ,_.,.___ _,_4/__
_14_2.__,_

@ ’ ”tww—a—at‘ N2—W ’“* ” rw+a—@> “’

,Ytril“(/—a—fii
F*/)Î(g+,fi- ,

9’““Wy—@Td—@W“’"'NM
T@ ?“

F(?—/)1\7—0—5)
1‘(2—NÎw+fi—ri

—— ___—___
ÿ/r'q

___
,,

…”%“ n—eru—e-r rw+a—are+v—p%

…) …=1‘(a+3+:tfitï—ri
1Ïi”i©î‘î“/WW:ÆlO

" F“a+I—riT(tä+I—r
Pia) (@i

(12) cfÜ_ Fil—d)l‘i'i——(Ï>l C?’+ Ît_y—Œ)Ï’(Y-—Ôl
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<r+F‘3—Æ “ )T_(L—_l

(’3”'_Ptr—a)l‘tê)” ro— >P(a>"“

T2— —a % P’2 Fâ—@ !
(Ii) .a= r(1(_a)}i‘)’Ë’Î—I—)}/ €“ )m‘03 +Î‘(I‘îÇ)7Îl(ÿ)+I_/_)ett7)7: co.,,

l‘——il" —f I”TI—I‘+—8 .

(‘5l (93: r.‘i—%l‘l%”îlîîi 9’* ‘1i()2‘_7 1zl_r’a,ôii‘tal lee—u…?!“

_T(I—7)Flfi+r—a) F(r)F'I—r)l‘tfi+I—a) …… _

“”‘ “‘”P(r—îtîê++—ÿ>‘°’* r(z—y fly—a) (@) "’

… Qwar—art.—ww—rar—etr“@++“( I_ lil & ___" ' r_

(‘8WG— r(1—a)I‘(r—a) °P3+ r(.—e>r(y—a) "

_fl7+I—Œ—Ô)Î(Œ+Ô—7)Ï‘lä+I—Ô) …— _Î(Œ+.Ô—7)Î(a+l—fï) …_(3),-}

(‘9‘ %“ T(1—ô)F(7—S)Fta+fi+I—r) " "2 ……..……r… "

…(7+1—a—c)(a+e—y)r(c+x—a) m…,,_ Fta+fi— 7)1‘ (fifi—_) (,…—a).—

"“" "": r(r—a>f(y—aif(a+tä+r—y) " “’” _1“”(e“+”x—î)r(ei

Partie inférieure du plan.

. 1’( )T(Œ+I—/) T(5H’l7—ô) “_ …g_T(“+l—Y)WY—fil

…« e+ët—— ...: e++6” « »… … \
T(o:—l—5+l——/W T(y) I+a+t—B)

, T(a)1‘(fi+l—r) T(Œ)T(Y—Œ) __ 1_(5+Iç/W (/-Œ)
(?) e—7‘EŒL __ ._..__ \r2= / @1+€(Y | Ü.)TCL ___—(94,

Ï(Œ+Ë5+I—/J‘ T)?) ‘ (@+I—Œ) ‘

. _. _-Ï(7—Ô)T(l—Œ), _Ï(5)Î’/—fi) @. ,.,—1‘('—Œ)Ïit3)

(" "’” ””Î(y+I—a—c)f“— r(y) “" +6‘ ” mt

(4)’ e(.,_1_e)m£l(Ô+ÏQ__——eridlo2=r__l+Iî(ïY’ Fi):ëlo;;+e(Y+l-—l3)fiirî_(_y'_———lï<1_â\’og,

. a+p t—W‘ \2—7 ‘ ‘a I—

,… r(7_a)rn_e) I‘(a)Î(y—a) T(oc)r( I_(a)
(g)' .9—(1ne )___‘ , c..: «+,0.+6<“"“” ———®a;

T(7+1—0<— (3) Ft?) ‘ Ï’(Ofl+l—Ô)‘

(6)' e(r—t—x)mï)_a+l;7l_rliêlœ_=r(d+1Ï—Œgl_algÿ +e<++a)azÎ\_/Ê)_Ï\ï)ah
a+p+#—yf‘ :fi—y» +!—a‘

(H)’ e($*i)filr(l_3‘F)/—OC)J
I‘ll—fil]? l.B+X—/_l?5 e(B_llfiir</+_

OC…B—l—l—7)

” (y+1—a—Ç) — Î(2—7) T((3—l—I—OC) "”

(8), eta—i)7tirl’_al_l_ll/—‘8’Â or,:———————‘I—a’rlz—’ÏÏËY’Ozi+e(ï‘llfii£‘Y—ç——’1‘Œ+l>—Y’Œs,
Î(y+t——a——B)‘ F(Œ+I—ô) ‘
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5= T(2—7)Ï(@— OC) e(y«t)7‘ci<P3+  

{ \ [_ _ \

r)2—y}r(“é @) €(Y_4)fliCP4,

-
8

  

  

 

 

  

 

 

 

 

P<r——a) P<@+1—y> r<1—ô)f<a+r—y>

w=ïËîîÿâ)l—)îîîîîîv— —.‘%‘7«…“f’

=)‘)>)@

+““àê:z:ää£îêr°”em‘w+“‘“1äîîï:äîïîîîô)erf«w

‘t«fi“N

)s=“)äî:ëfi«î)î‘ëŒtïèËîiüï")W))—“‘“äî1ï‘î‘täfie%<)—)fi)a«

«)«=f)).r:.‘:;çfijî)î1ï:f(ïfiëï;æ«««…—f)«;g;«gŒ—«)......

15. On déduit les formules (5) et (6) des formules (3) et (4) en

permutant 01 et @.Si dans la formule (4) on change ce en 7—01, 6 en

7 —— @, et que l’on multiplie par (1 ——œ)Y—°“3, on obtient la formule (7);

enfin de cette dernière on tire la Formule (8), en permutant oc, (8.

On obtient les formules (9) et (10) en éliminant cp, entre (2) et (3)

et entre (6) et (7); résolvant (9) et (10) par rapport %) go.2 et a 506, on

obtient (11) et (12). Des formules (1) et (2) on déduit les formules (13)

et (17) en résolvant par rapport à 90. et à 592. Si dans (13) on change a

en «+ 1 ——y, 6 en 6 + 1 —‘y, 7 en 24 7 et si l’on multiplie par æ‘—Y,

on obtient (14);1 es deux dernières en tire alors () et (16).

On tire de meme ( ) de ( 7) en ol1a110'ea11t /en 7——a, @ en 7—5 et

en multipliant par (1 ——œ)Y—°‘)7)®; puis de (17) et (18) on tire sans peine

(19) et (20).

Ainsi que nous l’avons déjà fait remarquer, les formules (9), (10),

(11), (12) devront avoir lieu pour tout point du plan. Il en est «le

même de la formule (13), car, la fonction go, étant uniforme dans le

voisinage du point 0, on peut supposer que le chemin suivi par la va-

riable coupe la ligne ——:û —0. Mais les autres formules, pour un point

pris dans la partie inférieure du plan, seront différentes; la relation
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entre go,, 992, %, par exemple, sera

/ —1 \_ v(«' __ \

( e_fi_{j_.l(ñl(oc+1 y_)_J__

Î(oc+@—l—1—y)
./ ;

/
—
\

1
—
1

\
/

 

 

) 1‘(3)T(y—e) 1‘(a+1 y)l“<'y—fi)__ _ 1 . +(($+1« ))m /

l‘(y) 99' € Î(oc—l—I——@) 995

Elle difÏère de la formule (1) en ce que 71 y est remplacé par (—71);

— toutes les autres formules, qui se déduisent de celle-là par des permu—

tations de lettres, se déduiront de la même manière des formules cor—

respondantes déjà établies pour un point pris dans la partie supérieure

du plan.

16. Considérons un chemin de forme arbitraire joignant deux points

quelconques M etM’ du plan, et ne passant par aucun des points 0 et 1.

Si l’on part du point M avec une solution particulière de l’équation

différentielle, cette solution se trouve définie tout le long du chemin

suivi par la variable, et l’on arrive au point M’ avec une intégrale déter-

minée. Les relations précédentes permettent de trouver effectivement

cette intégrale quand on se donne le chemin qui joint les deux points M

et M’ et la solution particulière avec laquelle on part du point M.

Supposons d’abord qu’on parte d’un point A figurant une valeur réelle

comprise entre ac=o et w: 1 et qu’on aille en un point M’ du plan par

un chemin direct, ne coupant aucune des lignes -— so “+0, + 1—f —-+—1— œ .

Dans le voisinage du point A, l’intégrale pourra être représentée par

Cp,—1—C’gü,, les constantes C, C’ ayant des valeurs convenables. Si le

point M’ est dans l’espace E,, en remplacera 902 par sa valeur en

fonction de cp, et de (05, et l’on emploiera pour le calcul effectifde la

fonction le développement le plus convenable de chacune de ces fonc-

tions. De__même, si le point M' est dans l’espace E,, ou remplacera 90,

par sa valeur en fonction de 592 et de (96.

Si le point M' est en dehors de l’espace commun aux deux cercles C,,

(I,, on pourra exprimer go,, cp, au moyen de go, et de go,, mais en ayant

bien soin d’employer des formules différentes suivant que le point M’

est dans la partie supérieure ou dans la partie inférieure du plan.

Supposons maintenant que, partant du même point A, on suive un

chemin quelconque aboutissant au point M’ et ne passant par aucun
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des points 0 et 1. Un pareil chemin se ramène, comme on sait, à une

suite de lacets décrits autour des points ac : o, x=1 dans un sens ou

dans l’autre, suivi du chemin direct allant de A en M’ (fig. 4).

Fig. 4.

_£ïÎË «
'\,/’Ï_— ]

 

Parlons du 1oint A avec une intégrale 1articuli‘ere Co,—1—C’co,, et

b
.

| [

decr1vons un lacet dans le sens direct autour du pomt cr1t1que a:: o.

Pour voir comment se comporte cette intégrale, il n’y a qu’à remplacer

p, par

'F <e.+. @ +): '/ Œil: r-). . + !‘ < a +.ê-+L:LŒŒ — )) ,.

l‘<a+n—y)l‘<@+r—vir ‘ ? a1l“<ô1

 

/
\

Quand la variable décrit le lacet, cp, ne change pas, mais cp, se

change en e…‘““’go,, de sorte que l’on revient au point de départ avec

l’intégrale

Elf/f; iÊÎL1L…‘: 7) ,,

Fw+)—MFŒ+v—w”

T(Œ+Ô+I—Y)Ï('— Y) ]
« …,. +<,91 ,Va.<—)‘ .,__. … .

+Le“Y’i”“ T(Œ+I—r)l‘tfi+l—r)

CÇ1—l—C,

que l’on peut écrire C, 19, + C', cp, :

__ 'r(_“Î_ËÎË_—.7)Ï_)
ÂLÛ __ 2 ( — )t(

C1#C+CF(CX+
Î—7)r(fi+l—Y

)Çl e'fllY”

C'_ : C’ ean(1—y)i_

Si le lacet était décrit dans le sens rétrograde, C @, + C’çp2 se change-

rait en C, o, —1— C',cp,, les constantes C.,, C', ayant les valeurs suivantes:

/Î_(a —1— ©_î{ÿ“ÿY)£L‘ïfl (, _ e—2n(1—y)i)

T(a+1—y)l‘((ä
+r—y)

C’, = C’ e“27t("“Y)ï.
‘

 

De même, par un lacet décrit autour du point ne: 1, Cp, + C’gp, se

change en C, 30, + C', (02 :

C1: Cei2wi(y—a—(ä)_

C’, : C' __(_ C T_(/)_F_(}i:— a:#_@) (1_ et2fli(Y“ï‘5)).

îo—wro—m
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On prendra le signe i devant 271i(7— a—,8) suivant que le lacet

est décrit dans le sens direct ou dans le sens rétrograde.

Si la variable décrit plusieurs lacets successivement, il y aura lieu

d’appliquer les formules plusieurs fois de suite, et l’on retombera fina-

lement dans le cas précédent.

Prenons enfin le cas général ou l’on suit un chemin joignant deux

points quelconques du plan. On peut remplacer ce chemin par le ché-

min direct allant de M en A, suivi d’un chemin déterminé allant de A

en M’. Pour être ramené au cas précédent, il suffira de déterminer avec

quelle intégrale on arrive au point A quand on suit le chemin direct

allant de M en A, ce qui se fait sans difficulté, d’après les explications

données pour le premier cas.

Considérons par exemple l’équation différentielle

)

d ny _+_<%_ ZÎÎÜ> ({Y ——%]‘=0,
 

x(1—x, (‘læ—’ .) (12:

qui admet comme integrale laser1e hypergeometr1quc

1«‘(+,(,.1,,æ).

Supposons qu’on parte du point A avec cette solution et qu’ on dé—

crive le contour fermé ABCDA (fg.Î ,environnant les deux pointso

Fig.

 

et 1. Ce contour se ramène a deux lacets décrits dans le sens rétrograde

autour des points ac: 1, x=o; après un premier lacet, décrit autour

du point w: 1, on reviendra au point de départ avec l’intégrale

 . l‘)“ )I") a: -— ”) .e—2m(y—a-—3) F(1, _)__ _)__x\+ \ L.,—'à (, _e_._m‘(—54 (à)) [,,_,,) -),1 ,__æ.
‘ ' Î()/—01)1()/—$. ‘

après le second lacet, on aura une intégrale qui pourra être représentée

G. - 5
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dans les environs du point A par

CF(I,%,%,Œ)+C|F(I,%
,LGL,

I—‘x)7

C, C, ayant les valeurs suivantes:

C ==e—2rar—a—B)a—’“3(7'_“7)7’5’”)7'—EÔ’7’()-— e-2w«1—a—t>)(1-—.e—2wu1—1>t

smyrcs1u(7 OC—())Tt

T(r)T(7—d+ô) -
C : î__-————————

e—211(1—7)1

’ 1(7+06)F(7—@)

Faisons a:: 1, fi=%, =%, on trouve

 

(1—— e4m'cr—a—Bn.

 5.:'—_i 517 )…

C 63+2<I——63)=2-63

( 5fli)

__ a 3
C,_—g 1——e _.

17. Lorsque 7, ou bien 7—oc—fi, ou a.-— @, est un nombre entier, on

n’a plus qu’une intégrale dans l’un des groupes; pour en trouver une

nouvelle, ou emploiera le procédé suivant, d’un usage assez fréquent

en Mathématiques. Soient y =F (a:, r), _y, = F, (as, r) deux intégrales

distinctes d’une équation différentielle qui viennent se confondre pour

une valeur particulière r, de la constante r; on obtiendra une autre

intégrale en cherchant la limite pour r :: r, de l’expression

))
 

flad:fltæa),

ï'-—Ï'1

qui est aussi une intégrale de la même équation différentielle, quelle

que soit la. valeur de r.
'

Supposons par exemple que 7 soit un nombre entier; on peut ad—

mettre qu’il est positif, car, s’il était négatif, on ferait la transformation

y =Œ“W«-

Il y aura encore deux cas à distinguer suivant que 7 est égal ou su-

périeur a l’unité.

Premier cas : 7: 1. — Les deux intégrales

F(“)5,7,Œ) et $”“YFid—l—l—7,
@+1—7,2—7,x)

deviennent identiques pour 7: 1. D’après ce qui vient d’être dit, on
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cherchera la limite pour 7 = 1 de l’expression

xl—YF(a+I—7,(3+1—w2—7,æ)—F(a,6,7,x)_

1—7

 

Cette limite n’est autre chose que

()CP4 ___ 0991 ___ ÔCP1

q), logx+ Î)Îc 05 2 —Ôî’ 

dans laquelle on fait 7: 1.

La fonction <p, étant susceptible de quatre formes différentes, il en

résulte également quatre formes pour la nouvelle intégrale.

Soit

(19) ZF)“: fä’7’Œ)'

)o, )o dm

Désignons—a,, + ÔÎ +2 à)?'par 1,b,(æ); soit A… le coefficient de .:c’”

dans le développementde F(oc, B, 7,50 ). On trouve sans peine

lil=+œ

+.(x)_= î A…B…xfll.

m=1

  )  

[ I

+ —+—++—+—+-

1
Bm=_ +…+… .._(_

a: ac—l—1 a+m—1 @ 6—l—1 +m——1

I

—2(1+%+%+.…+ —)-
m

Si l’on prend 9, =(1 —— a:))““°’“B F(7 — oc, 7— ,6, 7, aa), et si l’on appelle,

comme tout ‘a l’heure, A…le coefficient du terme général dans la série

F(7— 01,7—,8, 7, an), on aura pour <), (00) une nouvelle forme

[H:—+90

   

KP1(QÎ)
= 2 An},an(L

‘nl'(I—x
)l—Ofi+@,

m=+1

[
1

I
l

'

E’”: + ”"”" " + ‘ ' ' + + —-++ + . . . +-

1-——oc 2—0: m—a 1—6 m——@

1

—2(1+%+%+….+—)-

“ m

Chacune des deux autres expressions de go, donnera une expression
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différente de du (x). C’est ainsi qu’on trouvera

”«“: ?:

 

 

. .Z‘ \ .Z‘ 171

‘P«<x)=—lostf—x)<r—x>“°‘F(d»1—5.r. )+<._x>-—ŒEAIÏLB"Z<M) ’x—1 x——1

m=1

oc(oc+1)...(oc+m——1)(1—Ô)la—Ô).
…(m—Ç)

Am: —* _——'—'—'v - — - ...\.’…\_…-.,…....___
…7

(1.2...m)—’

1 1 1 1 1 I
B…: — + __…— +...+. . . . … - ..…___1_.,…___. +...+ -….…-

cx oc—l—1 a+m—1— 1—18 2——@ nr.—@

]

De même

Ill=:c

LlJ4(.Z‘)=— lOgtl—Œ)(l—Æ)MlÈF(Ô, I—0£, I, L) +(I—æ')““fiîAm Bm <xîl
Æ—I

 

”L

?

711=1

A _@il3+l)'°'lr8+Ïn_l)(Î—f7j‘(2—Œl...(IH—Ofl)

m— (1.2...m)

 

— I I I

B -— ... _+_ __ -.… ., + ___—f…v_ f— + ———— +..c—l— …,_-

m @ 1 B—l—m——1 1—0: 1——@ m—-.B

. I

—2<1+%+4+ +—)- . …

Quelle que soit l’expression que l’on adopte pour q),(æ), je désigne

par Q la nouvelle intégrale:

Q=<P« 10stx) + Lla ($)-

Cette nouvelle intégrale sera, comme les précédentes, uniforme dans

toute l’étendue du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne

coupe aucune des lignes ——oo ———-— o, 1——— + oo .

Le même procédé, qui permet de trouver une nouvelle intégrale,

permet aussi de trouver les relations linéaires entre cette intégrale

particulière et les intégrales déjà connues. Supposons, pour fixer les

idées, que la somme a+fi ne soit pas nulle ni égale à un nombre en—

tier négatif; donnons a y une valeur un peu différente de l’unité. On

connait les trois intégrales

Fia?l3’Ï’xl’ xl—YF(cx+l—y,fi+I—y,g——'y,x),

F(a,@,cx+fi+1—y,1—x),
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entre lesquelles existe la relation

._T<Œ+ô+v—rlî‘(I—r) +1‘ta+fi+r—r>l“fïr—I)ou

”_T(a+l—7)Ftê+l—y)" l‘<a>l“(ô)

Remplaçons dans cette relation go,, par qo,+(1—y)Q, et faisons

tendre 7 vers l’unité; go, et 902 se réduisent à F(a,{3, 1, x) et

F(oc,fi, a+ $, 1 —x), tandis que Q, devient égal à Q. Il s’agit de voir

ce que deviennent les coefficients de cp, et de Q, dans la même hypo—

thèse:

(...: . r_l“+f3+‘—7Ï’ [l‘H—y“T£'a"l‘(fi)+I‘(y—-1)F(a+1—y)l‘(ê+t—y)]œ.
" Pla)Îl5)fla+1—7)rl5+1—7) ’ ’ \) ’ '

I‘(a+@+1—y) \\

* wc.—“HQ"

Faisons tendre «; vers l’unité; le coefficient de Q se réduit à

—%%%a quant au coefficient de ça,, le premier facteur a pour li-

fJ\ ' ' . _

mitefifi Le second facteur peut s’écr1re
- /

f(317 ) P lflÊ<Ël—…TLY) ? l “ “î:î…îf/)£LËË-ZJ) .

1—7

On aura sa limite en prenant la dérivée du numérateur pour y: 1,

et changeant le signe. Cette limite sera

2r'(1)r(œ)r(c)— T(alT’lfi) — T(@)Ï"(Œ)-

On aura donc

F(a,@,cx+{3, 1—90)

l‘“)— _r(“_flfl[gr'(l) Fifi) r%]F(a,ô,l,æ)————ria+mû.*1‘(a)r(c) “ îÿ:a”> “"r r<a>f<@> ‘

 

Deuxième cas. — Supposons “) supérieur à l’unité, 7 = a + m, m étant

un entier qui peut être nul. Voyons d’abord ce que devient la série

F(oc+ 1 -— 7, @ + 1 —- y, 2 —y, en) lorsque 7, supposé d’abord un peu

différent de 2 + m, tend vers cette valeur. Écrivons les premiers termes
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de cette série

(a+1—r)(B+I—r) (1+1—7î£a+2—N(ô+l-yllô+a—v)x,+
 , . x+ \

1.t2-—7) 1.2...t2—7)(3—7)

 

+(a+1——W(a+z——y)…la+m+1—7)
{5+1——7)….{3+m+1—y)xm+|+.…

.

1.2...{m +1)(a—7) (3—7)...(m +1—7)(m+2— 7)

Lorsque 7 tend vers la valeur m +2, les termes en at:, w’, ..., .:v’”

conservent des valeurs finies. Mais le terme en æ"”‘ devient infiniment

grand, a moins que l’un des facteurs du numérateur ne devienne nul;

pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que l’un des nombres oc ou @

ait l’une des valeurs 1, 2, 3, ..., m + 1. Si cette circonstance se présente,

tous les autres termes conserveront également des valeurs finies pour

7: 2+m, et nous aurons encore une intégrale. Cette intégrale est uni-

forme dans le voisinage de l’origine qu’elle admet comme pôle, ce qui

preuve qu’elle est différente de l’intégrale F(oc, (à, 7, &)

L’ensemble des termes à partir du terme en cd” pourra s
,

écrire

C F(ac, @, m + a, x)x"”“‘.

Quant à l’ensemble des termes précédents, on peut de même les rem-

placer par

W 1
I \ ’

L,1*<a, oc + 1 —— 7, a + 1 —-- $, %) x”£’*‘*‘“,

de sorte qu’en multipliant par æ“("+”’) l’intégrale deviendra

‘ ‘
[ \ ‘\/

(..x"°‘l* <a,a+I—i/,d+I-—Ç,;Û> +L1‘l“) 5,7,æ).

Prenons, par exemple, l’équation différentielle

.(Z‘-’" (l‘

x(1——x) ”, " } +z_y‘=o,_— 2 __

(læ- T dx

que l’on obtient en faisant dans l’équation générale

a : I, ?; :; — ?., '}l = 2.

N
' !

î
Œ2 '

Elle admet comme 1ntegralesy= ; et y = 1 —— w+ —3—, de sorte que
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l’intégrale générale sera

0

C < x”

r==—+(h I—x+—
” x ' 3

,
\
\
_
/

Il eSt à remarquer que, lorsque la circonstance qui vient d’être signalée
, , . . , . . . ,. , , ,

se presente, l or1g1ne n est pas un pomt cr1t1que pour l 1ntegrale gene-

rale, ma1s peut être un pôle.

Ce cas exceptionnel écarté, on voit que la série

F(a+1—y,ô+1—y,2—y,x)

présente des termes qui grandissent indéfiniment quand on fait tendre

7 vers la valeur 2 +m.

Nous prendrons la fonction

x‘“YF(a+I—7,5+I—7,2—7,x)(m+2——7),

qui est aussi une intégrale de l’équation différentielle, quelle que soit

la valeur de 7.

Cherchons la limite de cette intégrale lorsqu’on fait tendre 7 vers la

valeur m + 2 :

(m+2—7)F{oc+l—7,@+1—y,2—7,æ)

/ , _. _

:….._..[..w……«fiêfl…æ>..q.
Ita — 7)

Le premier terme de la série entre parenthèses qui devient infini est

<a+r—y><x+2“y>.…<a+m+r—y>{.B+r—v>…-<5—1—m+1—y>
1.2...(m+1)(2—7)(3—7)...(m+1—7)(1n+2—7)[.

 mI)Z+I .

Faisons tendre 7 vers la valeur m+ 2; les termes en a:, a:’, ..., ac”?

deviennent nuls, mais les termes suivants conservent des valeurs finies.

Le terme en œ’”"“, par exemple, devient

(a——m—1){a——m) (oc—m—l—1)….(a—1){fi—m——1)….(fi—1) xm+1_
 

1.2. ..m.(m + 1)t—— m)(— m+ 1) (— m+2). . .t——-— 1)

La série tend donc vers

xm+1(a—1)(2—2)….(oc——m—1)(3——1)(5——2)….(Ç3—m——-1)

t——1)….1.2….m.1.2… .(m+1)
F{a, @, 7, x).
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Si donc nous considérons l’intégrale

(—1)'”.1.2...m.1.2...
(1n+1)(m+2—7)

_

(a—1)(a—2)...Çoc—m—1)(
,8—1)1Ù3——2)….t@——m—1)

) Y" ”’ 7’ ’ ”

cette intégrale viendra se confondre avec l’intégrale F(oc, @, 7, ar)

lorsque 7 prendra la valeur 2+m. On obtiendra une nouvelle inté-

grale en cherchant la valeur limite pour 7 = 2 +m de l’expression

F'—F<d,tä-wt

2 +51 —— 7

On trouve, comme plus haut, pour cette intégrale,

()F à}? ' ()F
(, 7‘ *\ \ ' __ __lobxl (06,181/!x/‘+ 01 + ();3 + 2077

dans laquelle on donne a 7 la valeur 2+m.

On pourra ensuite exprimer cette nouvelle intégrale_au moyen des

intégrales déjà connues go, et <p, par le procédé employé plus haut.

011 opércra absolument de la même man1‘ere si 7—oc—78 ou oc——fi

est un nombre entier.

18. Je terminerai par l’application de la théorie générale à l’exemple

suivant

p.. l‘

(1)’ x(1———x)äÉ+(1—2x)îlî—+%—y=o,

que l’on obtient en prenant «: fi=% et 7=1. Cette équation se pré-

sente dans la théorie des fonctions elliptiques, quand on veut définir

la fonction complète de première espèce

comme fonction du module I:, pour les valeurs imaginaires de ce mo-

dule. Elle a été étudiée à ce point de vue par M. Fuchs ('), puis direc-

tement par M. Tannery. Les résultats qu’ils ont obtenus se déduisent

 

(1) Jour/ml de Barr/earth, t. 71, p. 91.
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sans difficulté du cas général. J’emploicrai, pour cet exemple, les ne-

tations de M. Tannery.

L’équation (1)’ admet une intégrale uniforme dans toute l’étendue

du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne coupe pas la

+oo . Nous la désignerons par P. A l’intérieur
 ligne indéfinie 1

du cercle C… on a

m=+œ

 

.5.../2m—1)I2
1 \ / xm_P=F(i % 1 x)=1+ 2 1—23} _ f_…_.

' 2’2’ ’ _ 2 4.6...2m

Soit

 

7 étant égal à 1, on aura une nouvelle intégrale contenant un loga-

rithme; nous la désignerons par Q. Cette intégrale sera uniforme dans

toute l’étendue du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne

coupe aucune des lignes — 73 ——0, +1 + oo . A l’intérieur du

cercle C… on a, en posant

 

771=w

 

 

1( \ "1.3.5...(2m»—1) 2R m

U x,: ——————.———* —' 'mx’

‘— ' 2.4.6...2m ’

m=1

1 1 I 1 1 ’

B,,,=1+î+g+.…++ —=,—;— ..——.
21n——_1 2m

Q=4 1);(æ) +Ç(x)logx;

de même, dans l’espace E.,,

: ——‘—{ ç(—f—) Hoax — lost1— x>1+ 4 + <—‘Î—) ; 

Œ—l .ÿÙ—I

L’équation (1) ne changeant pas de forme par le changement de $

en 1 —-— x, elle admettra deux autres intégrales P’ et Q", uniformes dans

tout le plan a la même condition que les précédentes.

Dans le cercle C… on aura

P, = ç’ (’ _ JC“),

Q’_ fj[1——æ) logt1—x) —t—»4 Ll)(1—æi;

G. 6
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dans l’espace E,, en aura de même

I x——1

P/=Î_ CP< )?

. v’:v x

o=‘ e(x;’)tl0ett—æ)—logxl+4e(x;Ï)i-

 

 
 

 

Ç/î

Ces quatre intégrales suffisent pour exprimer une intégrale quel—

conque dans toute l’étendue du plan.Pour avoir les relations linéaires

qui existent entre ces intégrales faisons, dans la formule (21), a: %,

ÿ=%, 7=1; on trouve

"
'
1

|
…
]
—

ou bien

 

et de même

 

On peut résoudre soit par rapport a P et Q, soit par rapport à P’ et 2

Q'. On en tire

 

 

 

/ .P’= 4l0g2 P—-—£Q,

“ 7.T

,_1610g‘12 —7“‘—’ P __ 4lîg2Q’

(22)
l ’ I

P __4 0132 Pr _I_QI’

71

0 : 1610g2_2 —712P,_ 4log2 Q'.

" it 71:

Ce sont les relations trouvées directement par M. Tannery (‘).

Ces formules suffisent pour intégrer l’équation (1)’, ainsi qu’on l’a

vu plus haut pour le cas général. Je prendrai, comme application,

l’exemple traité dans le Mémoire déjà cité.

Je suppose qu’on parte d’un point 01 (fig. 6) très voisin du point x=2

et dans la partie supérieure du plan, et qu’on décrive le contour d’une

 

 

(1) Annales de l’École Normale supérieure, 2° série, t. VIII, p. 175.
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aire fermée, comprenant les—deux points 0 et 1. Ce chemin peut se ra-

mener au chemin aMA, A étant un point de la droite o-1 , par exemple

le point œ=%, suivi de deux lacets décrits successivement dans le

sens direct autour des points a: = o et 22 :| et du chemin AMa.

Fig. 6.

 

 

Partons du point ce avec l’intégrale P’; nous arrivons au point A avec

la même intégrale. Pour suivre sa variation lorsqu’on décrit le lacet e,

il n’y a qu’à remplacer P’ par sa valeur en fonction de P et de Q :

P,___4log2
 P—ÈQ

T.‘ IL

Aprés avoir décrit le lacet e, P reprend sa valeur initiale, mais Q se

change en Q + 211iP, de sorte que P’ devient

P’-—-2iP.

De même, pour voir comment cette intégrale se comporte quand on

décrit le lacet 1, remplaçons P par

/ 1 ..
.} Og ). I

. P’—— — Q’;
17 ’n'

 

P' ne change pas, mais Q’ se change en Q’+ 2711‘P’, de sorte que

P’—— 2iP se change en

—— 3P’—— 2iP.

On reviendra donc au point a avec l’intégrale

32: 81'l0°2 2i ,
_J…ï__LÆup_Q_

TI 77:

Si l’on part du point a. avec l’intégrale Q’, on arrivera au point A avec

l’intégrale

16l0g92—— 7r‘—’ 4l0g2

r—
— »—-
71 A‘

Q. 
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Après le lacet o, l’intégrale sera représentée par

   

16l0°‘22—72 l0°°2 .

+ ” '——P—4 "’ Q—81log2P
—— 7,—

lu

ou, ce qui revient au même, par

Q’—— 8i10g2 P,

OU €HCOl"B par

Q' 77 + 8112g_2 _ 321_log22 P’.

;—- ] ,

J‘.

 

Après le lacet 1, on aura

 

1“.+8110g2 2ifi(fi+8il0g2)—32ilog22p,

,Q’ +,/___
TC

c’est-à-dire

en”1413… pl + z:äŒse Qf_
'F_ Ti

On reviendra au point oc avec cette intégrale.

La même équation (1)’ admet aussi deux autres intégrales particu-

lières, qui sont susceptibles de développements en série, analogues aux

précédents. ’

On a d’abord l’intégrale

| < 1 > . 1 < 1 _ >

…,…“: Q —‘ : —î:::…—-. Ü :

l ’ _

v——æ x (/1—æ" 1 x

qui est uniforme dans toute l’étendue du plan, pourvu qUe le chemin

suivi par la variable ne coupe pas la ligne 0 +00 . Je la désignerai

par P”.

Pour trouver' une autre intégrale, supposons d’abord 7 = 1, a = %, et

{5 un peu différent de % L’équation différentielle admettra les deux
.)‘

 

 

intégrales

 
 

s
1
—
r

1 . . ’ I
. .: r 1 ‘+’ ‘ '

—-l‘('—iïiv‘fi"‘P7 )’ \—x) él‘<@,,5,@+i»5)

y” —— x

L’expression
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sera aussi une intégrale. La limite de cette expression quand @:

nous donnera une nouvelle intégrale Q” :

”___ "___ \ . l_î_ __,E … ‘ 4 1l _] .

Q—— 1081 xle(Œ)«_ “rv,:—%v(x)

On a de même

”__,.,!..,_‘_..’_3_ . __ .
Q_V/Ïl‘}l_ "’)1—x>’°°" x”+4 <1—x>]

\

 

 

Q” est uniforme dans toute l’étendue du plan, a la même condition que

l’intégrale précédente P”.

Pour toute valeur de a: figurée par un point situé dans la partie su—

périeure du plan, on a les relations

% P : Î“îg2 Pl/_ _ÈQN’

(23) 1.1.

TE T:

(1)/___ Î4ilog2Pu+_lQll.

De même, pour toute valeur de a: figurée par un point situé dans

la partie inférieure du plan,

SP =4J’VOÎg_Œ PI/_ _1_()II’

\,

A.

(24)

 

(P’: 71 +!1110g2p”_ iQ”.

Les formules précédentes ont été établies, comme la formule (21),

en partant des relations (13) et (17), qui ont lieu dans le cas général.

Remarque. — Les formules (23) et (24) paraissent en désaccord

avec les formules données par M. Tannery (loc. cit., p. 188). Cela tient

a ce que les fonctions P" et Q” ne sont pas tout a fait les mêmes que

celles qu ’il désigne de la même maniere. Au lieu du systeme d’ inté—

grales P” et Q”, considérons le système suivant,

tx ”'

1 ’ 1 1 F
[!=—_ __ _ U‘ / __ ,

" val ”<x>’o‘?x+”iæ>l

où l’on suppose l’argument de a: compris entre —71 et +71.
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On trouve aisément que l’on a, dans la partie supérieure du plan,

”_ ' :; /__ - :! rr

P __lP,, Q”…lQ,—nP,,

et, en portant ces valeurs de P” et de Q” dans la seconde des for—-

mules (23), on arrive a la relation

),__ (I

1 _ _.._ P, _

qui est identique avec la relation obtenue par M. Tannery.

19. Les formules de passage établies plus haut suffisent pour re-

connaître si l’équati0n différentielle admet une intégrale algébrique

ou si l’intégrale générale est algébrique. La question a déjà été traitée

par M. Schwarz (Journal de Orelle, t. 73, p. 292), qui , en se servant de

l’équation différentielle du_troisième ordre à laquelle satisfait le rap-'

port de deux intégrales particulières de l’équation (1) et des surfaces

de Riemann, a été ramené a un problème de Géométrie sphérique où

se présentent les polyèdres réguliers. Depuis lors, M. Klein a consi-

déré le cas plus général d’une équation linéaire du second ordre à

coefficients rationnels. J’arrive aux mêmes résultats que M. Schwarz

par des considérations tout a fait élémentaires.

Si l’équation (1) possède une seule intégrale algébrique, cette inté-

grale devra se reproduire, à un facteur constant près, quand on tourne

autour d’un point critique. Dans le domaine du point c, elle sera re—

présentée par l’une des intégrales go,, go,; de même, dans le domaine

du point x :|, elle coincidera, a un facteur près, avec l’une des inté—

grales go,, go,. Reportons—nous aux relations qui ont lieu entre ces quatre

intégrales : on voit que cela ne pourra avoir lieu que si l’un des

nombres ac, 78, 7 -— ac, 7 —- 78 est un nombre entier. Dans chacun de ces

cas, l’une des séries hypergéométriques qui expriment l’intégrale

générale n’aura plus qu’un nombre limité de termes. Soit, par exemple,

7 — =——m; l’équation (1) admet comme intégrale

(1 — x)Y*°‘“i5 P,

P étant une fonction entière de se; pour que cette intégrale soit algé—

brique il faut, en outre, que @ soit un nombre réel et rationnel.
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Si l’équation (1) admet plus d’une intégrale algébrique, l’intégrale

générale sera elle-méme algébrique. Nous allons nous proposer de

trouver tous les cas où il en est ainsi. Nous pouvons exclure de notre

recherche les cas où l’un des nombres 7, 7 — oc — @ serait un nombre

entier. On a vu, en effet, que dans ces cas il existait un logarithme

dans l’intégrale complète dans le domaine de l’un des points critiques:

comme cas exceptionnel, ce logarithme peut disparaître, mais alors le

point considéré n’est plus un point de ramification pour l’intégrale

générale, et il suffit d’examiner comment se comporte une intégrale

dans le voisinage de l’autre point critique pour être fixé sur sa nature.

On voit, de plus, que les trois nombres oc, @, 7 doivent être réels et

rationnels; sans quoi il °existe, dans le domaine de l’un des points cri—

tiques, une intégrale qui prend une infinité de valeurs.

Cela posé, soienty| ety2 deux intégrales particulières linéairement

distinctes, uniformes dans toute l’étendue du plan, pourvu que le che—

min suivi par la variable ne coupe aucune des lignes —œ

+ oo . '

On part d’un point 'quelconque A du plan avec une intégrale

cy,+c'y,, et l’on décrit un chemin fermé quelconque, assujetti seule—

ment a ne passer par aucun des points 0 et 1. On revient au point de

départ avec une intégrale Cy,+C’y,. Si cette intégrale est une fonc—

tion algébrique de ac, les coefficients C, C’ n’admettront qu’un nombre

limité de valeurs, quel que soit le chemin suivi. En particulier, le rap—

 
0:

 
]

port % n’admettra qu’un nombre limité de valeurs. J’ajoute que, si cela

_ a lieu, quels que soient les coefficients primitifs c, c’, l’intégrale géné-

rale est algébrique.

Considérons, en effet, la dérivée logarithmique de l’intégrale précé-

dente; on peut la représenter par

!

fi+îfi
Cy’, + C'yÏ2

Q'.—. + cç.Ç —
 

‘/

[VI + "iC— )"2

/

 

C , , . . , ' _ .

Le rapport n admettant qu un nombre 11m1te de valeurs, ll en est de

C

même de cette dérivée logarithmique; comme d’ailleurs elle ne pré-
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sente d’autres points singuliers que des points critiques et des pôles,

il suit de là qu’elle sera une fonction algébrique de x.

Cela étant vrai pour une intégrale quelconque, soient z, et z2 deux

intégrales de l’équation (1). On a entre elles la relation

52 Z,, — z, zÎ_,= I“{(ZÏ_Y(Ï __ æ)‘{—2£—(ä—l)

qui peut aussi s’écrire

z', zi, ", _ a

5122 —————-—' =Hx—i(1—x)f—ï—i
—t,

\.:-1 52 '

H. x‘i’( 1 —— x )Y'“°‘“'3“'

ziz-3: —»—+ .
Za

  

â'1 _
z. z._.

Le produit de deux intégrales quelconques z, , z, est donc une fonction

algébrique de a:. Si z, et z2 sont deux intégrales, z, et z..+z2 seront

aussi deux intégrales. Le produit zî+z,z,, et par suite z,, sera une

fonction algébrique de la variable.

Tout chemin fermé partant d’un point A et revenant à ce point pou-

vant se ramener à une suite de lacets décrits autour des points a: = o,

m =1, nous sommes donc amenés à étudier comment le rapport précé-

dent se comporte quand on décrit un de ces lacets. Nous prendrons,

pour y, et y,, les intégrales go, et ça,; nous partons d’un point A avec

l’intégrale Cgo,+C’ça,, et nous décrivons un lacet autourdu point 0,

dans le sens direct; nous avons vu plus haut (n° 16) qu’on revenait au

point A avec l’intégrale C,çO.+ C', (02 :

 

.1‘(a+5+1——7)1‘(1—1),
1’(0£+1—7;l‘(@+1—7)‘

C', : C’e‘37‘("'YJ'Ÿ.

1 __ €271(1—7)1‘)’

C|=C+l

.‘

. . . . (.

Sment p la valeur 1111t1ale du rapport (+, p’ la valeur finale; en aura

e21‘c(1…—7)i

l‘fO! + 5 + I _ “)’11’(1 ——-—y) ([ __ e‘2flî(l—Y)i>

Posons

=—a,

8—271(1+7)iî__ K_
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La formule précédente s’écrira

(A) P'_“a=K(P—a)-

Si le lacet était décrit dans le sens inverse, on aurait, au contraire,

Â /
’ ___ ’ ( \.(_) _ lo…—a—.K(p—a).

Faisons maintenant décrire a la variable un lacet dans le sens direct

autour du point critique æ=1; l’intégrale Cgo,+C’qo, se change en

C1?1+C)€92 :

C1 : C e2m‘(y—-u—(ä)

\
_
/

C1___ C’—l— CL_Ï:Ë;7r)_(YÎ—LI‘.“___—WÊ—i’ __ eam'(y—ofl—fâ))_

En désignant, comme toujours, par p et p’ la valeur initiale et la valeur

finale du même rapport, en aura

V

1 . I’(
_I_ : _ e——2m(7——a——(ä) +

10 P _ r(

Posons

  

V)]: (7 ”“ 05 _ @) l—— e2fii(Y—u—(â)

? a) (r — @)< e2ri<Y—a—s> ‘

 E(7)l(r—Î)a—é [,,

1’(}'——e)1’ (7—6):—

rame—+13) : 11'.

La relation entre p et p’ pourra s’écrire

!

(B) (—,—t)=E'(l_b).
. - a

Si le lacet était décrit dans le sens inverse, on trouverait de même

(B’ (ê…t):l,(£…i).
’ P, h e

Le problème qu’il s’agit de résoudre pourra se formuler ainsi :

Étant donnée une suite de quantités telles que chacune se déduit de la

précédente par l’une des formules (A), (A)’, (B), (B)’, dans quels cas

arrwera-t-on à un nombre limite de quantités dfierentes, [’ordre dans

G.
7
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lequel on applique ces form'ules successivement restant absolument arbi—

traire?

La méthode géométrique m’a paru la plus propre a conduire simple-

ment au résultat.

20. Soient tracés dans un plan (fig. 7) deux axes de coordonnées

rectangulaires 055, 07). Je figure, comme à l’ordinaire, la quantité

 

p = € + ni par le point dont les coordonnées sontë et Y); soient A et B

les points qui figurent les quantités a, 17 (ces points sont situés sur

l’axe 0%).

Soient M le-point qui figure la valeur initiale de p, M’ le point qui

figure la valeur de p’, obtenue en faisant décrire a la variable un lacet

dans le sens direct autour du point critique x = o :

p’—a=K(p—a).

La quantité p — a sera figurée par l’extrémité d’un segment mené

par l’origine, égal et parallèle au segment AM; si l’on fait tourner ce

segment d’un angle œ autour du point A, œ étant égal à 2n(y—1),

on obtient le segment AM’, dont l’extrémité M’ figure précisément la

quantité p’. Si le lacet était décrit dans le sens inverse, on tomberait

sur le point M), obtenu en faisant tourner le segment AM autour du

point A, mais en sens inverse. La variable décrivant une suite_de lacets

autour du point 0, les diverses valeurs de p seront figurées par les som-

mets d’un polygone régulier inscrit dans la circonférence de rayon AM,

l’un des sommets étant précisément le point M.



SUR L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE LINÉAIRE, ETC. 51

Supposons maintenant (fig. 8) que la variable décrive un lacet au-

tour du point critique a: —.1. Soit M le point qui figure la valeur ini-

Fig. 8.

 

 

tiale de p; % sera figuré par le point M,, % —- b par l’extrémité d’un

segment mené par l’origine, égal et parallèle à BM… et K’ (% —-b> par

l’extrémité d’un segment égal et parallèle au segment BM), qui n’est

autre que le segment _ BM… que l’on a fait tourner d’un angle

œ’=27r(a+,B ——7) autour du point B. Par suite, le point M', figure la

quantité ;} et le point M’ la quantité p’.

Faisons décrire a la variable plusieurs lacets successifs autour du

. . . I . .. .

p01nt æ= [; le p01nt ; v1endra commder avec les sommets d’un poly—.

gone régulier inscrit dans une circonférence de centre B; le point p

lui—même restera sur une circonférence transformée par rayons vecteurs

réciproques dé la précédente, avec l’origine pour pôle de transformation

et l’unité pour module. Si l’on applique cette transformation a toutes

les circonférences ayant pour centre le point B, on obtient évidemment

un faisceau de circonférences passant par deux points fixes imagi-

naires. Il est aisé d’avoir les points—cercles de ce faisceau: on a d’abord

l’origine, qui correspond au cercle de rayon infini ayant pour centre

le pointB, et le point C: [l, provenant du cercle de rayon nul.
)

Toutes les circonférences du faisceau seront conjuguées par rapport

a ces deux points, qui sont deux points doubles de la transformation

homographique

‘_,_i=K'(l _1)).
P P
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Avant d’aller plus loin, je démontrerai le théorème suivant de Géo—

métrie, qui sera utile pour transformer l’énoncé du problème:

Etant donnée une circonférence et n points sur cette circonférence A, B,

C, . . ., L tellement disposés que, sil’onfait une inversion enprenantpour

pôle un point 0 du plan, les points correspondants A', B’, C’, . . . , L' soient

les sommets d’un polygone régulier, soit O’ le point conjugué du point 0

par rapport à la circonférence, tous les points de la circonférence décrite

sur 00’ comme diamètre dans un plan perpendiculaire au plan de la

figurejouissent de la même propriété que le point (.).

Fig. 9.

 

Soit S un point de cette circonférence. D’après une propriété élé-

mentaire de l’inversion,

 

, ,_ AB

A B _OA.OB P’

AB

A'Bf— ÊAÎBP“

Donc

A,B, _ g,( OA _oe

A’B’ _ r,><s—Axsn'

Cl (] ‘ rts ÊA— S—B— est constant d c il en et l ‘1acun es rappo . 'OA’ OB . , on s ce meme

A181- ///, I‘ *’,' .'

de W- Si le polygone A’B C D E’F a ses cotes egaux, il en sera de

même du polygoneA,B,C,D,EÆ,. c. Q. F. D.

Revenons à la question proposée et considérons la circonférence dé-

crite sur OC (fig. 10) comme diamètre dans un plan perpendiculaire à
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celui de la figure; soient S et S' les points de rencontre de cette circonfé—

rence avcc la perpendiculaire élevée par le pointA au plan de la figure.

Concevons la sphère décrite sur SS" comme diamètre, et faisons un e

projection sur cetle_Spliere, en prenant le point S pour point de vue.

 

Toutes les circonférences ayant leur centre en A se projettent sui-

vant des circonférences ayant pour pôles les deux points S, S’; quant

aux circonférences cOnjuguées par rapport aux deux points () etC, elles

ont pour projections des circonférences ayant PP’ pour axe. Il résulte

de ce qui précède qu’étant donné sur la surface de la sphère un point m

figurant une valeur de p, on trouvera le point m’ figurant une nouvelle

valeur de p en faisant tourner le point m d’un angle œ autour de SS’

ou d’un angle œ’ autour de PP’. Cela est évident pour l’axe SS’; quant

à l’axe PP’, il suffit déromarquer que, étant donnés dans le plan deux

points M, M’ figurant deux valeurs de p, dont l’une se déduitde l’autre

par l’une des formules (B), (B)’, si l’on fait une inversion avec le point

0 pour pôle, l’angle M,BM'1 est égal à œ’, et, d’après le théorème

précédent, l’angle mpm’ doit avoir la même valeur, p désignant le pied

de la perpendiculaire abaissée de m sur l’axe PP’.

On peut donc remplacer l’énoncé du problème par le suivant:

Étant donnés deuoc diamètres SS’, PP’ dans une splze‘re et une suite de

points sur la surface, se succédant d’aprés une loi telle qu’on passe de

l’un quelconque au suivant en lefaisant tourner d’un angle ou autour

de SS’ ou d’un angle 0)’ autour de PP’, dans quels cas aboutira-ton a un

nombre limité de points, l’ordre dans lequel on applique ces construc-

tions restant absolument arbitraire?

Tout dépend évidemment de l’ordre de symétrie des axes PP’, SS’ et

de l’angle V de ces deux axes.
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Soient
!

«:_—£, '\——_— =Â.

/ q / a @ q.

Les fractions £— et % étant supposées irréductibles, SS’ sera axe de

» symétrie d’ordre q et PP' d’ordre q'.

Quant a l’angle V, la figure précédente donne

/\

V = 2 A05,

/”\ OA OA ÜK

OS vo——A>< Ou ou ’

COSV=20A —'1=2ab——I. 

OC

Bemplaçons a et b par leurs valeurs, il vient

Ua+ô+1—rfih—ræ<Nr—a—éWWJ_Ï

Ufi+l-WÎW+fl—7) Nr—MFW—ô)

 
cosV : 2

cosV#a sin(y—_a)nsin(y— 5)7r _ 1.

smyrcsm(y — a— @)7:

 

Remarque. — Lorsqu’on diminue ou qu’on augmente la valeur de l’un

des nombres et, B ,7 d’un nombre quelconque d’unités, q et q’ ne changent

pas, ni cosV. On pourra donc supposer 1 —'y et 7—a—fi compris

entre 0 et 1; on pourra ensuite ramener a—fi a être compris entre

—— 1 et + 1; mais, comme il y a symétrie entre les éléments a et (“S, on

pourra supposer aussi a—@ compris entre 0 et 1. C’est ce que nous

ferons pour la suite.

21. La représentation géométrique sur la sphère n’est possible que

si le point A est compris entre les points 0 et C, ou, ce qui revient au

sin(y —— a)7‘r sin (y — ô)7r

sinyn sin(y — oc — (3)1r

et 1. Dans le cas contraire, on peut démontrer directement que le rap—

portp peut prendre une infinité de valeurs en chaque point du plan. le

m’appuierai, pour cela, sur les remarques suivantes :

I. Il existe un cercle ayant son centre en A et conjugué par rapport

au segment OC. Si le point M, qui figure la valeur initiale de p, est sur ce

 même, si le produit ab= est compris entre 0
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cercle, tous les autres points que l’on en déduit sont situés sur le même

cercle. Si le point M est extérieur ou intérieur à ce cercle, ceux que

l’on en déduit seront eux-mêmes tous extérieurs ou tous intérieurs.

Il. Supposons que nous ayons pris pour origine le point A; appelons

 

 

z et z’ les quantités qui sont figurées.par les points M et M’ dans le nou-

veau système. Pour la première transformation, ou a

z’= /i‘Z;

our la seconde, z’ est liée à z ar une relation
P

az—l—b_

cz+d'

,

a=oc+ @i, C=a'+ Ç’i,

b=y+ôi, d=y’+ô’i.

Cherchons le lieu des points z tels que mod. 5’ : mod. z,

mod.(az + b)
__),

mod. z’= ,

mod. (cz —(—

az+b=(ax—@y+y)+i(ôx+ay+o“),

 

mod.(az + b) : \/(053 + (32) (a°2+72)+ mx +n_7- +P,

 

m0d- (05 + d) = (/(OC"‘+ @"l(x”+ÿ“2)+ ""“ + ”'J'+P'- ’

Le lieu cherché aura pour équation

\a2+©2)(x2+r2)+mx+nr+r=(d’2+(5’2)(æ2+r2)2+("i’x+x’r+p’)(x2+r2).

C’est une courbe du quatrième ordre, ayant pour points doubles les
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points circulaires à l’infini. Mais la circonférence de centre A (fig. I I),

conjuguée au segment OC, fait évidemment partie du lieu; comme les

points O et C lui appartiennent également, cette courbe du quatrième

ordre se compose de deux circonférences, la circonférence (A) et une

autre circonférence passant par les deux points 0 et C.

Si le point M qui figure la valeur de z est extérieur ou intérieur

aux deux circonférences, on aura

mod.z’<mod.z;

mais, si ce point est extérieur à l’une, intérieur à l’autre, on aura

mod.z’> mod.z.

Cela posé, soit M le point qui figure la valeur initiale de p, que je

suppose extérieur aux deux circonférences (A), (A)’. Appliquons au

Fig. 12.

 

pointM la seconde transformation autant de fois qu’elle nous donne

des points différents; nous aurons un certain nombre de points sur une

circonférence conjuguée au segment OC. Soit M, celui de ces points qui

est le plus rapproché du point A; le point M, est forcément dans le

cercle A_’, et l’on a AM1 <AM. Appliquons maintenant au point M, la

première transformation, de façon a obtenir un point M2 extérieur au

cercle A’; on aura AM,=AM,. Au point M2 appliquons la première

transformation; nous en déduirons, comme tout ‘a l’heure, un point M3

plus rapproché de A que le point M,, et ainsi de suite. On a ainsi une

série de points M, M,, M,, M,, se succédant d’après une loi telle
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101 telle qu’on ne retombe jamais sur un point déjà trouvé et qu’on

puisse continuer indéfiniment. Le rapport p peut donc prendre une

infinité de valeurs.

22. La question de Géométrie sphérique a laquelle nous sommes

conduits et qui est identique, comme on le verra tout a l’heure, avec la

question a laquelle M. Schwarz a été ramené, a été résolue par Stei—

ner(‘). On peut aussi déduire la solution d’un Mémoire de M. Jor-

dan (2) sur les polyédres eulériens.

Il y a deux cas particuliers Où la solution s’aperçoitimmédiatement:

1° Si l’on a deux axes de symétrie binaire, ces deux axes devront

faire entre eux un angle commensurable avec au.

2° Si l’on a un axe de symétrie binaire et un axe de symétrie d’ordre

K perpendiculaire au premier, on aboutira toujours a un nombre limité

de points.

Écartons ces deux cas particuliers et supposons que nous ayons deux

axes de symétrie PP’, SS’, dont l’un PP’ est d’ordre K(Kî3). Les répé-

titions par symétrie de l’axe PP’ seront axes de symétrie d’ordre K de

la figure formée par les répétitions symétriques d’un point M de la

sphère; ces répétitions symétriques devront être en nombre limité: ce

qui revient à étudier la figure formée en prenant pour point de départ

le point P lui—même. On démontre sans beaucoup de difficulté que,

si l’on est conduit a un nombre limité de points, ces points sont les som—

'mets d’un poly‘edre régulier.

Les axes PP’, SS’ devront donc être disposés com me les axes de symé—

trie d’un polyèdre régulier ayantl’un de ses sommets en P. Il est évident

que le plan des deux axes sera pourcepoly‘edre un plan de symétrie. Cette

condition nécessaire est suffisante. Imaginons, en effet, ce polyédre ré-

gulier et considérons les polygones sphériques réguliers découpés sur la

sphère par les pyramides ayant leur somm_etau centre de la sphère et

pour bases les faces de ce polyèdre. Les répétitions par symétrie de l’un

de ces polygones conduiront. toujours a un polygone analogue; comme,

d’ailleurs, un de ces polygones ne peut coïncider avec lui—même que

(1) Journal de Cry/{(>} t. XVIII, p_ 295_

(2) Ibid., (. LXVI, 1). on.

C.

8
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d’un nombre limité de manières, il s’ensuit que les répétitions symé-

triques d’un point seront en nombre limité.

Appliquons cela a quelques exemples.

Exemple 1 :

}/:: ’,, 05—(—@7::0_

On a deux axes de symétrie binaire

 
       cosV: 2 cosm cosnfi — i-_. *

Il suffit que a soit commensurable. On peut le vérifier directement.

L’équation différentielle est ici

2æ(| Ëx)dj:‘ (_lj— _{— “_:Ï)<%)Ï,_ gasy.%::0_

On en tire

dy adsc

—: :— —:…9

de‘—’ —— y‘2 \/.Z‘(I —— x)

. 7” . —
arcsm : : aaresxm/x +/1.

Si a est commensurable, on en déduit une relation algébrique entrey

et ac.

Exemple 1]. —— Prenons encore l’exemple traité par M. Schwarz:

_c . 2 …… l ___ 1

_ “Îî’ ““‘—’ÎÎH ô“fiÀ’

_ fl____3 . __ _:

/…,__,D /- —-— 7—a—.@=î-

On a un axe de symétrie binaire et un axe de symétrie ternaire. Leur

angle est donné par la formule

BTE 51»-

‘lSlfl “4— sin H“

12

cosV: ___—,—— — (: ___.

. ’7T

SlÜ—3— ‘/3

C’est précisément l’angle que fait la hauteur dans un tétraèdrexegulier
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avec la droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées. L’inté-

grale générale est donc algébrique.

23. Les résultats précédents peuvent être mis sous une forme un peu

différente, qui met mieux en évidence leur identité avec les résultats

obtenus par M. Schwarz. Supposons que l’on ait d’abord ramené,

comme on l’a expliqué plus haut, les trois nombres 1 — 7, 7 »——a-—— (3,

a—,8 a être compris entre 0 et |, et désignons par A, p., ii les trois

nombres positifs et moindres que l’unité ainsi obtenus :

).EI +}l,

p.E}/+d——ÇS,

v Eœ—-@.

Nous allons établir quels sont les systèmes de valeurs de ces trois

nombres tels que l’intégrale soit algébrique.

Soient toujours SS’ et PP’ (fig 13) les deux axes de symétrie.

Fig. 13.

 

Construisons un triangle SPQ ayant pour base SP et pour angles

PSQ =(1 —- “/)TC, SPQ : (7 -'— oc -— (È)n. Évaluons l’angle en O :

cosQ : sin P sinS cos(SP) + cos P 0058,

 cosQ :sinynsin(y + a — p)fi[asm(y— Œ’T’S’nl’l __ ô”’ —— [:|

siny1r sin(«, — a — (ä)n

+ cosya cos(y — a — B…,

ou, en réduisant,

cosQ : COS(0C — B),—;.

L'angle Q est compris entre 0 et n; d’ailleurs, on suppose a. —-5 com—
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pris entre 0 et 1. On aura, par conséquent.

Q :: (x + Ça);

Les trois angles du triangle SPQ sont done

S :' 7.7‘.,

l’ : _U.î,

Q : v7:.

Quelles sont les conditions auxquelles doit satisfaire ce triangle?

Dans le cas particulier où 7: l,, a+ @ = o, les angles S et P sont

droits; le point Q est. un des pôles du grand cercle SPS’P'. Si l’on con-

struit une double pyramide ayant pour sommets les pôles Q, Q’ et pour

base le polygone régulier dont S et P sont deux sommets, les trois plans

du triédre SPQ seront trois plans de symétrie pour cette double pyra—

mide. Si l’axe SS’ est un axe binaire et si l’arc SP est égal à un qua-

drant, les trois plans du triédre seront encore trois plans de symétrie

pour une double py amide dont les sommets seront les points P et P’

et dont la base sera dans le plan SQS’Q’.

Ces cas singuliers examinés, voyons ce qui se passe dans le cas géné-

'al, en supposant qu’il existe un poly’edre régulier admettant les axes

de symétrie SS’ et PP’ et ayant un sommet en P. Les trois plans OSP,

OPQ, OQS seront trois plans de symétrie pour ce polyédre; il est

d’abord évident que OPS est un plan de_symétrie, comme on l’a déjà

fait remarquer. Le point P”, sytiiétriqtm de P par apport au plan OSQ,

est un des sommets de ce polyédre; connue ou peut partir du point P”

au lieu du point P pour trouver les sommets de ce polyédre, il est clair

que la figure admet OSQ pour plan de symétrie. Elle admet aussi OQP;

en effet, le point S” sera l’extrémité d’un axe de symétrie de même

ordre que SS’; si nous remplaçons l’axe OS par l’axe OS”, nous for—_

mons évidemment la même figure. Donc OQP est un plan de symé-

tr1e.

Ainsi, les trois faces du triangle PQS devront être trois plans de

symétrie d’un polyédrc régulier. La réciproque est aisée a démontrer;

en effet, tout corps admettant ces trois plans de symétrie OPS, OSQ,

OQP admettra aussi OSP” comme plan de symétrie. Si l’on prend le
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corps symétrique du premier par rapport au plan OSO, puis le symé—

trique de ce nouveau corps par ra pportau plan OSP”, il coincidera encore

avec lui—même.; mais ces deux opérations reviennent a faire tourner le

corps d’un angle PSP”--- 2(t —— q)7r autour de OS. Donc OS est un axe

de symétrie pour ce corps.

En résumé, pour que l’intégrale générale soit algébrique, il faut et

il suffit que les trois plans du tri’edre OSPQ soient les trois plans de

symétrie d’une double pyramide ou d’un polyédre régulier.

ll faud‘a d’abord que les trois angles ).rr. p.71, en soient les angles

d’un triangle sphéritpte, ce qui exige que l’on ait

?.+—_U.+v>i,

/. —l— l > (J. —-(-- v,

,4,_….j. 1 >> V + l.,

u + I > /. + p..

Ces conditions équivalent a la condition trouvée précédemment que

'__ \ .- ( __r\.
SII] " Of ”TSlll 7Î . - A - .

——-.—’—’———.—-—"—+‘—L —î’---’-— (lOit etre compris entre 0 et ].

sum: s… (y + a + p}.7ï

Il revient évidemment au même de considérer le triangle PQS ou

l’un des trianwlcs POS’, )P’S’, _ SP’; les auqles de ces trianO'les ont les .
a » e @

valeurs smvantes :

PQS. .. ...... 7.n p.rr v7:

PQS’..… .. 7.: (l—-y.)7: (i + V)TT

P’QS..… . . . (l- -7.‘…': p.,”: (I+iJ)7:

P’QS’..…. , .. (i…—i‘fîî (l-——)J.’TÏ vt

On choisira celui de ces triangles pour lequel la somme des angles est.

la plus petite. Soie1‘1ti’n,pfa, 1/7: les angles de ce triangle et soient ).”,

p.”, v" les nombres ’/.’, p.’, v’ rangés par ordre de g andeu r décroissante.

Le Tableau suivant donne les systèmes de valeurs de ).”, p.”, v” tels que

l’intégrale générale soit algébrique :
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AU’

1 ....... .‘_, } » Pyramides doubles.

Il… .*- i .*, ‘ , ,
ÇÎ 1’ , ( ’letraedre.

…. —. (

1v. *. .*- f- \

,‘ " ' i Cube et octaedre.
V .-*. 1 1 (
" 3 -’t ’t

1 'l 1

VL- ? a “5“

2 l lvu.. , , ,

21 | 1v…. ....... , _ _.

l 2 1

tx… , ,

X _ t __t_ .i,

: Ïî ’) ‘ Dorlécaèdre et icosaèdre.

Xl--- ?

' 2 1 l

XH- “; Îî :;

7' _! 4 1

x… ...... _

l 2 1

XIV. ...... 5 3 -__,-

3 ‘.). lxv....... ., ,,

24. On a écarté le cas intermédiaire où le cercle décrit sur OC

comme diamètre est tangent a la perpendiculaire SS’, c’est-à—dire le

cas où les deux transformations homographiques

(A) P’ —'—a>î=1î(P“—ali

1 /’1

(B —,+b:.:K’—+)
) , (p _

ont un point double commun. Les points doubles de la première sont

le point & tu et le pointê=œ , ceux de la seconde sont % =O, %: %

Si l’on se reporte aux valeurs de a et de b, qui peuvent être nulles,

mais non infinies, on voit qu’il peut arriver de trois manièn‘es diffé—

rentes que les deux transformations homographiques aient un point

double commun :

i° a:o; il en sera ainsi lorsque l’un des nombres «+1 +7,

5 + 1 + 7 sera un entier négatif ou nul.

2° b: 0; c’est ce qui arrivera si 7 + a ou “/+ (à est nul ou égal à un

entier négatif.
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3° ab : I; cette condition donne

sin(y + a)nsin(y + f))fi: sinyrr sin(y + @… |3)Tr

ou bien

cos(oc + ô)r::cos(æ:+ (;).—;,

d’où
,

(a…- f3lÎ—(ar‘v‘ P)” = 2m;

l’un des nombres 0: ou 5 devra être un nombre entier.

Pour voir ce qui se passe dans chacun de ces cas, supposons le point

double commun rejeté ‘a l’infini; les transformations homographiques

seront définies par les formules

5’ + Ze : K (2 + zo),

Z’+Z.::K’(Z +z1),

les points z,, z, étant les deux autres points doubles. Elles donnent

lieu a une construction géométrique fort simple : étant donné dans le

plan un point M qui figure une valeur de z, on trouvera le point M’

figurant la valeur de z’en faisant tourner le rayon z,,M d’un angle oi

autour de z,, ou le rayon z,M d’un angle œ’ autour de z,. Partant d’un

point quelconque du plan, il est clair qu’on peut appliquer ces con--

structions successivement dans un ordre tel qu’on ne retombe jamais

sur un point déjà trouvé; par exemple, on s’arrangera de façon que la

distance z,M n’aille jamais en décroissant. Il y a exception pour le

point double commun, qui coïncide toujours avec lui—même.

Il y aura donc une intégrale particulière dont la dérivée logarith-

mique n’admet qu’une seule valeur en chaque point du plan; cette

dérivée logarithmique est une fraction rationnelle. Dans l’hypothèse

adoptée où les nombres et. @, y sont réels et rationnels, l’intégrale par-

ticulière correspondante sera une fonction algébrique. On voit, de plus,

qu’il n’en existera pas d’autre.

Il faut pourtant remarquer que cela cesserait d’étre vrai si les deux

autres points doubles étaient les mêmes; dans ce cas, toutes les inté-

grales seraient algébriques. C’est ce qui arriverait si l’on avait à la fois

::O,b::O.
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Soit, par exemple, l’équation différentielle

 

. ,
. .,

, . l . ,. ,

Elle admet une 1nlewale sart1cuhere algebruue +:—:a ma1s linte—

:; t \,r

grale generale
_

C , C’arcsin y,,

/

V ; v’.’lî

est une fonction transcendante.

Prenons au contraire l’équation différentielle

(l 3 r 2 se d?" .

( f _ — ) _____‘_ __l__ l _,__ __,___ _-_ }: ll . ,. __

am a ; . . , + , … o

‘ ’ clx— )" s’ > (les " " ’

:; . . '. _ __ 1

“"“-”“a, H"':ii /*“:i°

On a a la fois a=o, b== O; l’équation admet les deux intégrales

particulières

")
‘

.) — -
.

—ç- ba“ , =,- ()(i + 7c)

.%"<I—’—5“>7
(I+—-.’IZ‘) LI_'_\“Î‘_

?

de sorte que l’intégrale générale est algébrique.

25. On a supposé, dans ce qui précède, que les deux intégrales” cp, et

q, étaient distinctes, c’est-à-dire qu’aucun des deux nombres a, @

n’était nul ni égal a un entier négatif. Si cette circonstance se présente,

ou remplacera p, par une autre intégrale, (p,, par exemple, et, en opé-

rant comme plus haut, on sera conduit a considérer deux transforma—-

tions homographiques. Ces deux transformations homographiques au—

ront un point double commun, puisque l’équation (i) admet comme

intégrale une fonction entière, dont la dérivée logarithmique est une

fraction rationnelle. Si les deux autres points doubles sont différents

(ce qui aura lieu, en général), il n’existera pas d’autre intégrale algé-

brique. Mais, si les deux autres points doubles coïncident, l’intégrale

générale sera algébrique. Pour qu’il en soit ainsi, il faudra que, l’un

des éléments a., @ étant nul ou égal a un entier négatif, l’autre élément

soit égal a un nombre entier positif.
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Ainsi l’équation différentielle

\(3r ,(l>

”t(l+'C +_+.,—,—'— —l—?) =(),

(ia‘- "((t "

Ûtl

Ç,_ \_4l

y+‘_’, (J+lv /——-_v_g

admet deux intégrales particulières algébriques. et, par suite, l’inté—

grale générale est algébrique:

, /’ , 8:1‘3’ , .',

y— : (, ( | + q .t‘ + ++) + L’a“ (| + (I‘)

i
»
.
.
.

' )

\

SECONDE PAHTfE.

1. Les Mémoires de Gauss et de Kummer sur la série hypergéomé—

trique contiennent un grand nombre de formules qui ne rentrent pas

dans les formules données plus haut et qui n’ont lieu que lorsque les

éléments et, ,8, 7 satisfont a certaines conditions. Le type général de

ces formules est le suivant:

—— >= .8 ,, : e'<> t>"' rex / z>

t étant une fonction algébrique de .r.

La fonction :rP(i + Œ)7l"”(t + t)!” F(a’, (y", y’, t) est alors une inté-

grale de l’équation différentielle
(,

_ (l2y' ,. dy”
. . . Q ‘ “ .. O

+ :. ———fl::rr. ;)+l;.l‘.—T—"—ÇLJ/':O'

' ti’.%‘— ‘ ' ’ “ (l.r ’ ) ’

 

/
\

—
.

\
_
,
/

[
_

—
…

de sorte que l’on est ramené a rechercher dans quels cas l’équa—

tion (1) admet des intégrales dela forme précédente. Telle est, ou a

peu près, la voie suivie par l‘îunnner; mais il n’indique aucun moyen

de trouver tous les cas oh il existe de pareilles iutég"ales. C’est ce que

je me suis prepcsé de faire nans la seconde Partie de ce travail.

G- {>
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2. Je me place‘ai pour cela a un point de vue un peu différent. Dési-

gnons, avec Riemann, par P(œ) une fonction non uniforme de la va-

riable œ, jouissant des propriétés suivantes:

1° Elle n’admet dans toute l’étendue du plan ou de la sphère que

trois points critiques, les points 0, 1, oo ; elle est holomorphe dans

toute région du plan a contour simple, ne renfermant aucun des pointso

et I.

2° Entre trois branches quelconques de cette fonction P’, P”, P’” il

existe une relation linéaire et homogène à coefficients constants :

C’ P’ —-; tj”P” + C’”P’” :: o.

3° Chacune des branches de la fonction reste finie pour w: o,

ac : 1, et aussi pour ac: oo , quand on la multiplie par une puissance

convenable de a: ou de 1 + ac.

Riemann a démontré, dans un de ses Mémoires, que certaines

branches de la fonction P pouvaient s’exprimer par des produits tels

que {!?—”(I +œ)“qF(oc, {$, 7, nc). On peut aujourd’hui le démontrer plus

simplement. Il résulte en effet d’un théorème donné par M. Tannery (')

que les diverses branches de la fonction P sont des intégrales d’une

équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients uniformes,

n’admettant d’autre point critique que les points 0, 1,œ , toutes ces

intégrales étant d’ailleurs régulières dans le voisinage d’un point eri-

tique. Ainsi que l’a montré M. Fuchs, cette équation sera de la forme

(PP dP

dx“! +[1— (H—IH)JC]x(1—x) 2L—æ — tAæ2+ Bac + C)P : o. 

On passe de l’équation (i) à l’équation (a) en posant

y:: xl'(1 + x)'lP;

A, B, C, l, m sont donnés par les formules

‘l:_:z[)--->—-y, m:2q—t-a——t—ÇS—t—1——y, AL:(/)—+—-q -t--a)(p—t—q—+—ô),

'3

”( C:p(p——r+y), A+B+C:q(q+a+fi——y).

 

(1) Annaba xciwztiflquc.v de l’Eee! ' Normale .s’!![1Ù/‘ÂCIU‘(?, 2“ série, t… IV, p. 130.
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inversement, on passera de l’équation (2) à l’équation (i) en posant

P=x'P(i —æ)'qy; a, {$, 7, p, q seront déterminés en fonction de A,

B, C, l, m par les formules (3). Le théorème de Riemann est démontre

par la même.

[Pour achever de définir la fonction P, ilfaut ajouter la condition sui—

vante : si P’, P” sont deux branches linéairement distinctes, le déler«

mmant

r' r"

1): dP’ dP”

Î£ il?

devra être dfiérent de zéro pour tout point du plan autre que les points 0

et I. Si en ejfet ce déterminant était nul pour a:=a, le point a: :: a

serait pour l’équation dÿ”eŸ*entielle un point A APPARENCE SINGULIÈRE.

Considérons, par exemple, les intégrales de l’équation (t); il est clair

qu’elles satisfont aux conditions qui servent à définir la fonction P. Si

l’on multiplie toutes ces intégrales par le binôme (ac— 2), il en est de

même, au premier abord, des nouvelles fonctions ainsi obtenues. Cepen—

dant, elles satisfont à l’équation diflérentielle linéaire

…d25

x(1—x)(x+2)—ÆUË

+ % lr——ta+@+IEÆltm——z)——zxtt:x…x_ ,)aj

—t—{2x(t+x)—t—’[(a—l—ô—î—t)x——y](æ + 2)+a|3

qui n’est pas comprise dans la forme ( 2). Mais le déterminant D est évi—

 
demment nul pour le point w = 2

Remarquons qu’étant donné un système de valeurs pour A, B, C, l,

m, il en résulte quatre systèmes de valeurs pourp, q, a, @, y; l’équa-

tion (2), et par suite l’équation (1), admet donc quatre intégrales de la

forme æ“P(I +æ)'qF(a, {$, 7, ce) : résultat bien connu.

Soit maintenant t une nouvelle variable liée a a; par la relation

.se: ç;(t); si, relativement à t, la fonction P satisfait aux mêmes con-

ditions que relativement à x, quand on fera dans l’équation (2) le

changement de variable se : e(t), on devra trouver une équation dif—
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férentielle (4), analogue a l’équation (2

(l2 P r … _ _ , dP ‘

/’ )!2 l—t"‘2 ++ —‘ l/’+l/’—' m”ît [ l-——l)——— :.:—'A'tî+'î’t—i— ” P=o.

(”il ( l [[t2 ’ÿt \ Î , i t ) (lé \ )

Il est clair que le problème traité par Kummcr rentre dans celui-ci;

si, en effet, l’équation (1) admet une intégrale

/ ; \

a‘£”(i + x)Ht‘"(t — !)‘1/l*’(a', |5’,y , t ,

l’équation (2) admettr: l’intégrale

tP'(1-— t)(]’F(a’, )3’,y’,t).

Si donc dans l’équation (2) on fait le changement de ariable x_=:' e(t)

on devra obtenir une équation différentielle telle que l’équation (fg).

La question qui se pose est donc la suivante :

Reconnaître pour quelles valeurs des constantes A, B, C, l, m il cariste

des changements de variable ce: e(t) par lesquels l’équation (2) ne

change pas de forme, A, B, C, l, m étant remplacés simplement par des

"I

constantes nouvelles A’, B’, 2 , l’, m’.

Quand on aura trouvé les conditions auxquelles doivent satisfaire les

coefficients A, B, C, l, m, les relations (3) donneront les conditions

que doivent remplir les éléments a, fi, ? eux-mêmes.

3. Dans l’équation (2), faisons le changement de variable æ=çæ(t);

- on a, en désignant par a“ et ne” les dérivées de ne par rapport a t,

 

 

(il)

de _f 7/{

as '—

«'l'3 l’ ,, il?

1/2 l’ ? ËÎ ‘x’ ill

:zæî Î£Î “ î ’

de sorte que la nouvelle équation différentielle ser:

 : aux + a“). -+— —++ + + (ft a'9+ Ba“ —t— ’. :

x’ \ a"3 J dt ‘ ()P {"

g;‘ï(i+x)3 dat) ' [[… (l+m)x , .r”re‘—”t+ a)'— '(ll’
… …p __

Sun )osons a“, .se-’, se” remulaéés par leurs valeurs en fonction de ,_

i l 1
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Pour que la nouvelle équation ait la forme voulue, il faudra que l’on

ait

 

,r‘—’ft—a"13 /3 l+/,Ï—’

(5) It) " .) ‘\ :: I —) )/ ‘/7

a: = (A JC“ —t—— lia; —l— Â.) À L’— + i) l :l—

…\ l+(l+m)x , se” ÿ_ l'—(l’+1n')t

(()) —————ïr+y—…:— —+——' 

x(r——7e) ' a:t(1—»——t)

Cette dernière équation peut être intégrée une fois, car elle n’est autre

que

(i / (l' // /

(il (_… \ / J…… (ZZ L(x’)::; (_,tÏlLfflll—ÜN’f

On pourra donc remplacer le système des équations (5) et (6) par un

système formé de deux équations différentielles du premier ordre:

t/Ax'—’—t—Bx—t—tl t_/—\’t'—’+ B’t—t—C’

—\ ' : ++(a, x)f_æ) dx …_ {) dt,

de ___ EÊL
(f” . xl(1+;r)"l— ll’(l———Î)”L/’

Les constantes A’, B’, C’, l’,m', K sont arbitraires; il s’agit de voir

dans quels cas on peut les déterminer de façon que les équations (5) et

(7) aient une intégrale commune.

It. On aperçoit sans peine cinq transformations qui réussissent dans

tous les cas, quelles que soient les valeurs de A, B, C, l, 772; ce sont les

suivantes:

[ I t t t——-1

.L‘::I——r â“): — :$: …2__ ». :: — $: » °

’ [’ I——t’ ’L l—l7 [

  

Ce résultat est. d’ailleurs évident si l’on se reporte a la définition de la

fonction P. Si une fonction multiforme vérifie les conditions exigées

quand on prend a: pour variable, il est clair qu’elle les vérifiera aussi

1 .'£'

 

. ' 1
quand on prendra l’une quelconque des var1ables 1 +æ, :, + , +++

.il) I—— Z’ .25' —I

.it? —--I
.

+:+> car les valeurs de l’une d’elles, pour les valeurs 0, |, cn attri-
.Z‘

buées a .se. sont aussi 0, 1, oo dans un certain ordre. Il résulte de là

une méthode trés simple pour retrouver les vingt-quatre intégrales de
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Kummer, lorsque les elements a, )3, 7 sont quelconques. Je ne tu y

arréterai pas.

J’ajoute qu’il ne peut exister de transformation du premier degré

par rapport aux deux variables, différente de celles-là. Considérons

. at ‘ b . .

la transformation œ : ——Ï+- 81 les valeurs de t, qu1 correspondent
ct+d

aux valeurs 0, 1,00 attribuées à ac sont aussi 0, 1, an dans un certain

ordre, la transformation sera l’une des précédentes. Supposons, au

contraire, que pour x=’o, par exemple, t prenne une valeur finie t,,

différente de o et; de I (fig.14). Faisons décrire a la variable a- un

Fig. 1.4.

. _.t_<_l

petit lacet entourant l’origine : le point t décrira un petit lacet entou—

rant le point t,. Après un pareil chemin, une intégrale quelconque de

l’équation (b,) reviendra à sa valeur initiale : le point a: = 0 ne serait

donc pas lui—même un point critique pOur l’équation (2), ce qui est

contre l’hypothèse.

On voit de plus que, si pour des valeurs convenables de A, B, C, l,

m on peut faire la transformation ac : go(t), on pourra, pour les mêmes

valeurs des constantes, faire les cinq autres transformations

—- ( t) x—o<I ser-o ’ ’ oc— ” — ”_I

x“"” ’ '”'* t ’ - “ 1—1>’ " i+1 ’ x'“"D"Î’
\

 
 

De la forme des équations (5) et (7) on peut encore déduire d’autres

conséquences. Si pour des valeurs de A, B, C, l, m on peut faire deux

transformations différentes æ==fp(t), x :: qb(t), pour des valeurs con-

venables des mêmes constantes on pourra faire la transformation

qo(æ)'— «t(t). Ainsi, d’une transformation œ=q(t) on pourra déduire

. . I

toutes celles que l’on obt1ent seit en remplaçant x par 1—æ, —,
.z‘

I t

”__—"9

1 x x——1

)

1——t t+1

‘
’!

I_æa ;:77 î:» sait en remplaçant t par l——Z, Î’  
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en tout trente-six transformations, pouvant d’ailleurs n’être pas toutes

différentes. Nous déterminerons en même temps toutes ces transfor—

mations, ainsi que les transformations inverses.

I . . , . . ,’ . .

, s01t en fa1sant les deux opérations s1multanement, ce qui fait
 

5. Si les équations (5) et (7) admettent une intégrale commune, cette

intégrale vérifiera aussi l’équation obtenue en divisant ces deux équa—

tions membre a membre :

«A :c2 + nx + ex1—q‘t -- x)m—| : K t/fiî—Î|ŸÏ+ÊzZ/vqi _ t)nfl+| .

.

Prenons la dérivée logarithmique; il vient

 

 

 

clac “ 2Aa: +i—— B ! l+— | m + 1’

_2(Ax*t—Bx—t»C) C’— se x+|

“lt _ 2 A't +.— B’ % l’+—- | m’+ 1 *

: (_ + +'— __ -

_2(A’t'—’ t—B’t—t-C’) t ’ [+1

Bemplaçons da: et dt par des quantités proportionnelles tirées de

l’équation (5) et élevons au carré; il vient finalement

r'

ll2A$ + B)x(æ + I) + 2(Ax2 + Bac + C)L(

(Ane2 + Bas —-|— C)3

)(2A’t B’)t(t _|) + 2(A’t2 + au: + e) ((r… qu …1)—|_(m':|)qu

l : (A’t2-+-B'i+e’)s '

')

l—1)(x+ 1)—|—(m + 1).7;](-

 

/
\
'
—
\

(8)

 

Si cette relation n’est pas une identité, en voit que x sera lié a tpar

une équation algébrique qui sera au plus du sixième degré par rapport

à chacune des variables.

La relation (8) sera une identité si les deux membres sont nuls ou

s’ils se réduisent ‘a des quantités constantes et égales.

1° Pour que les deux membres de l’équation (8) soient identique-

ment nuls, il faut et il suffit que

t/Ax2 + Bas -—|— () xl—t(i + x)…" et (/—'i“—’ + Et + C’ tl’-—|(| t)’””“

se réduisent à des constantes; A.;v‘2 + Bas +}— C : () ne devra admettre

d’autre racine que o et 1, et, de même, A’t2 + B't --.“— C’= 0. Toutes les
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combinaisorm possibles sont résumées dans le Tableau ci—dessous :

1” cas. “ cts 3° cas. /4° cas. :“)” cas. 6° cas.

A +B:o, A=o, ;\ ::o, \: C, A =(), B :: o,

C_o, (. _ (>, il —t— (. _ e, B + 2;\ :: 0, B :o, C : 0,

l:m:.‘:, l:%, m:t, l:|, l?l:%, l:|, m:o, l:m:1, l:o, m=|.

7t:_1{, 7=…-…—.}, {J.:Îâ—, p.:Î|, y::j:t, ).:ii,

p=î}, u::fi:.},, a:;tl, ::iîu, ?.:fi:p., p.:iv.

On a inscrit au-de‘ssous les conditions correspondantes que doivent.

remplir les éléments a, {$, 7; )., p., v désignent respectivement les quan-

tités |-—y, 7+a+)9, l9——a:

”>.=|+“/, f}.::“/+5£+_Ô, u::)3 +0t.

On aura pour A’, B’, C', l’, m’ des conditions identiques. Dans cha—

cun de ces cas, les équations (5) et (7) se réduisent à une seule et l’on

peut faire une infinité de changements de variable qui n’altèrent pas

la forme de l’équation (2). Par exemple, si l’on a A+ B := o, C: o,

l: m:%, il suffira de prendre pour ce une intégrale de l’une des

équations différentielles suivantes, où K est arbitraire :

 
 

 
 

 

 

dx _ K (lt else K dt rl.r lt’ dt

”__:ÎZÎÎÎÎ : ' 9 *î: ,. 'f; : _ _ 7 2,,,, , ,, ,, : *—" **" ,

(t‘a-(i+ar) vla—1) \/.r(|+x) (i+l)\l‘l |/.ft'(|+x) l\/I——l

dx it (lt (lx li dt (la: K (l !

——;—::: ÎÂ ? “È“: : —*——— 7 2_ , , ÎS - —. '

(/x(|+r| [ (>.æ\|—— ;| |+t (/‘.13(|+x) {l‘—l]

Il est aisé de s’assurer que, dans tous ces cas, l’intégrale générale de

l’équation (Z.), et par suite de l’équation (2), s’exprime au moyen de

fonctions élémentaires. Je remarque d’abord qu’on peut ramener le

deux10me et le troisieme cas au prenner en changeant as en + ou
.Z‘——l

en +”; de meme, le cmqu1eme et le s…eme cas se ramenent au qua—

. -\
l

, .

meme |ar le changement de .r et} ++— ou en [+70 ll reste a (‘OHSË—

" l- .Z'
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dérer les deux équations

 

23 )

x(|—æ)ÎËÆË-+(â+x)%—t—AP:0,

2 )

x2ü+xîl+’+AP=o.

dx’ (lx

L’intégrale générale de la première équation est, comme on l’a déjà

vu,

. P + . +
arcs… Î : (/A arcs… (/æ + C2.

>|

Quant a la seconde, l’intégrale générale est

P : C.. x"+ C2 $”",

r désignant (/+A. Comme cas particulier, si A était nul, l’intégrale

! /

generale serait

P=C|+C2 L(JÜ).

2° Il peut arriver que les deux membres de l’équation (8) se ré-

duisent a des constantes; il faudra pour cela que Ax’+ Bac + C ad—

mette comme facteur double ou ou as + 1 on se réduise a une constante.

On a inscrit ci-dessous toutes les combinaisons possibles :

1“ cas. 2° cas. 3° cas.

B=O, A=C, A=O,

C=o, B——2A=o, B::o,

l=o, m:o, l+m::2,

On trouve pour a, ,8, y les mêmes conditions que dans les trois

derniers cas examinés.

Supposons, par exemple, A: C, B + 2A:: 0, m=o; on pourra

faire l’une quelconque des transformations

! Il

x:K,l”, x=K.(1—t)”, x=K,(——> :

t—I

/

où K1 et n sont arbitraires. On voit sans peine que l’intégrale genérale

de l’équation (2) est encore de la forme

P : C| J_€‘r+ C2ær’.

G. ' 10
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fin résumé, lorsque l’équation (8) se réduit à une identité, on peut

effectuer sur l’équation (2) une infinité de changements de variable qui

n’altèrent pas la forme de cette équation, et l’on pourrait en déduire

une infinité de relations rentrant dans le type des formules de Kummer.

Mais il est a remarquer que toutes ces relations auraient lieu entre des

fonctions qui s’expriment au moyen des fonctions élémentaires, expo-

nentielles, circulaires ou logarithmiques.

G. J’écarte donc ces cas particuliers et je suppose que l’équation (8)

ne se réduit pas a une identité; s’il existe une intégrale commune aux

deux équations (5) et (7), x sera une fonction algébrique de t au plus

du sixième degré par rapport a x et at. Ce n’est donc que parmi les

fonctions algébriques que nous avons a chercher des fonctions qui

puissent servir a la transformation de l’équation (2). Nous détermine-

rons d’abord les transformations rationnelles; on démontrera plus loin

que toutes les autres se ramènent a colles-lè.

. B . .

Smt 23: € une transformation rationnelle; B et S sont deux poly-

nômes d’un degré au plus égal au sixième, et l’un au moins d’un degré

supérieur au premier. Parmi les valeurs det qui correspondent aux

valeurs 0, 1, va attribuées a a:, il y en aura au moins une qui sera dif—

férente de o, 1 , œ . Supposons, par exemple, que pour œ=o on ait

t=o, pour 33:01: , t=1. Alors B se 'a égal a Kt’”, S a K’(| + t)s. Les

valeurs de t qui correspondent a œ=1 sont les racines de l’équation

Kt"—- K’(1+t)s=o. L’un au moins des nombres r, s étant supérieur à

l’unité, le premier membre de cette équation ne se réduit pas à une con-

stante; d’ailleurs elle n’admet comme racine ni 0 ni1.ll y a, par consé-

quent, des valeurs finies de tcorreswndant a œ==1 qui ne sontni () ni 1.

Je suppose donc que pour w=o, par exemple, t prenne une valeur

finie t,, qui n’est ni zéro ni l’unité. Le point x: 0 sera un point cri—

tique pour la valeurde t, qui devient égaleà t,. En effet, faisons décrire

a la variable as un petit lacet autour de l’origine (fig. 14); si t était

une fonction holomorphe de a: dans le voisinage du point ce: 0, cette

variable reviendrait ‘a sa valeur initiale après avoir décrit un petit lacet

autour du point t,. On en conclurait comme plus haut que l’origine

n’est pas un point critique pour l’équation différentielle (2).
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Il faudra par conséquent que plusieurs valeurs de t deviennent égales

à t, pourx :o; soit n leur nombre. On aura

x :(t—-t.)lêf(t),

f(t) étant une fonction rationnelle de et qui n’est ni nulle ni infinie

pour t=t,. On aura de même

d+”=tt—-n|r|f«|tt
dt

f, (t) jouissant des mêmes propriétés quef(t) relativement au point t,.

D’ailleurs, d’après l’équation_(5 ,

dx _ x(1 + x)_tlA’t“—t— B’ÎÊÎÏ_

dt “ t(1—t) vxzî“+“s;îe
 

' w ' I I .

Le quohent iii—:?“) est different de zero pour t:: t,. SI aucun des

deux trinômes A.’t2 + B’t—t— C’, Ax’+Bx+C n’est nul pour x:=o,

t: t, , on aura

dx
__ : __I )72,, u … tut

tp(t) étant une fonction uniforme de t dans le voisinage du point t, et

différente de zéro pour t=t… ce qui est évidemment absurde. Si

A’t2 +B’t+ C’ était nul pour t:: t, sans que C fût nul, on aurait

.1_

(t: n>”“ié> ou ‘,’,+Ï:u+ nr+| un.

|,Ù(l) ayant la même signification que plus haut, ce qui est encore im-

possible.

D’où l’on conclut que:

Si, pour @ :: o, t prend une valeur finie t, dfiérente de zéro et de

l’unité, il faudra que le coefficient C soit nul.

7. Reste à trouver les valeurs que peut prendre le nombre entier n.

Plusieurs suppositions sont à examiner :
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Première hypothèse :

A'IÏ’ + B’t, + C'Ëo, Bîo.

On aura

Il

dx + —

ÎÎÎ=(/xtb(t)=(t—ülâfftlll'

D’ailleurs

dx

d+t=(t— t,)fH f,(t).

Il faudra donc que

Deuxième hypothèse :

A'tï + B’t, + C'îo, B = 0.

On aurait

dx , . __

_(i’lÎ—”)(l” dou ’la—J.

Donc cette hypothèse est a rejeter.

Troisie‘me hypothèse :

A't’f + B't, + C': 0, 2A’t, + B'; 0, B; 0.

On aura

dx ”++—1 . n+1
—ÛÜ:(t+t.)’2 kj)(l), d’ou +++—:ii—1, n:3.

Quatrième hypothèse :

A’lÎ+B’lt—l—C’:O) 2A’Ïl+B’;O’ B=O’

On aura

dx
_1)

. ‘
.

îfi=(t—t’)—L’)(l)’

d0u il :_-â_

La t°ansformation étant supposée °ationnelle, cette hypothèse est à

rejeter.
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Cinquième hypothèse :

A’t‘f + au. + c' = 0, 2A’t, + B’ = o, B;o.

On aura

dx £+1

;, :<t——ar ita,

d’où l’on tire

Ê+I=n+l, "=4-

Sixième hypothèse :

A’tî + B's1 + C’: o, 2A’i1 + E’: 0, B = 0.

On aura

Les seules valeurs admissibles pour le nombre entier n sont, par con-

séquent, 2, 3, 4.

On obtiendra les valeurs correspondantes del en remarquant que le

dx

(lt . . . .
ra) ort + d01t rester fin1 our x=o, t = t, ce … ex1 Je ne l’onlP _,,…z » q &

8. On prouverait de même que, sit prend une valeur différente de o,

1, 00 pour x: 1 ou pour x: 00 , on devra avoir A + B + C = 0 dans

le premier cas et A: 0 dans le second. Il suffit, pour le voir, de chan—

I , - - ‘ . \

ger x en | + x ou en 55’ En ecartant le cas s1nguher ou l’on aura1ta la

fois A=o, B: o, C::o, on voit que, si l’on attribue à ne les valeurs 0,

1, oo , il y aura au moins une de ces valeurs pour laquelle aucune des

valeurs de t ne sera différente de o, 1 , œ . Nous supposerons que c’est

pour la valeur 06:00 ; nous supposerons en outre que, pour x :o, t

prend une valeur finie t,, différente de 0 et de 1; on aura toujours

C = o. Il y aura deux cas à distinguer, suivant que parmi les valeurs de t

correspondant a se: | il y en a, ou non, qui ne soient pas o, 1, oo .
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La transformation aura l’une des formes suivantes:

 

(a) x=R"t"(i+ t)—Ÿ,

(b) x : RIZ [r,

(C) ŒLÏR”(I-——l)fi

((l) x = B",

En {r

le) - “ : (“;î‘;)i

R”(| + L‘)?

<f> x= +,»+ »
En

la) —7°

En

(Il) 4” : (“1““_—_”q)p

|z“> .. -— +”” —t’“(| _ t)5

R désigne une fonction entière, au plus du troisième degré, qui n’ad-

met aucun facteur double, et qui n’est nulle ni pour t =(), ni pour

t:: 1 ; n est un des nombres 2, 3, /4; r ets sont des nombres entiers

positifs. ‘

On peut réduire ces transformations a un moindre nombre. Ainsi

l’on peut supprimer les formes (0), (f), (h), qui se ramènent aux formes

(b), (e), (g) par le changement de t en 1 +t. Prenons encore la trans-

formation (g); soit r’ le degré du numérateur.

. , 1 R” R”

Si r îr, par le changement de t en Î7 ? se change en ))+,_‘+) ou en

R’) t""” et l’on est ramené à la forme (1)) ou ‘a la forme (d). Si r’> r, en

Il ”.
t +1 R

changera t en _'_i’_’+_— se change en Îr’—_))I_'li)” etl’ on est 1amené a la

forme (ii.) Prenons de même la forme (ee); soit s’ le degré du numéra-

l Plltl

teur. Si s’<s, changeons t en rrrrr ', ++++ se change en
t + 1’ (1 + t)5 °

Il —

LL: P”l”(l __ ;)s—s'

(1_ [)s’—s * / :

et l’on retombe sur la forme (a) ou la forme (b). Si s’ >s, on changera

1 Put; ’)Z _

+ se change enî + —- +, et la transformation est ra-

t ’ Î— !) “*If + tr

menée à la forme (i).

ZOD—
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On peut donc se borner a considérer les quatre formes suivantes .

((t) x:B"t"(1—— t)s,

@) x:WW,

(@ x=ag

. m
) > + +__—.

(ll .T——— l”(l—-— t)s

9. Nous allons maintenant calculer effectivement les coefficients

inconnus qui entrent dans ces transformations. Supposons d’abord que

pour x: | aucune valeur de t ne soit différente de o, 1, oo . Si la trans—

formation a la forme (a), les valeurs de t pour x: 1 sont données par

l’équation

B”»t"(1 + t)>°——— 1 : o.

Il est clair que cette équation n’admet pour racine ni t: 0, ni t _= | ,

et que le premier membre ne se réduit pas a une_constante. Prenons de

mémela forme (b); l’équation R"t”—1 : 0 ne devra admettre d’autre

racine que t: 1. Donc on aura

Wn:r+up_na

Or le premier membre admet des facteurs multiples, tandis que le

second n’en admet pas; l’égalité est impossible. .

Si l’on a“ la forme (d), l’équation R”+ 1=o ne devra admettre

d’autre racine que o et 1, ce qui exige que n soit égal et 2 et que R

soit du premier degré. On trouve sans peine qu’il faut prendre

R= 2t— :, d’où résulte la transformation

x::(2l—1)2.

Pour que la forme (i) conviennc, il faudra de même que R"+ t’(1+t)‘

se réduise a une constante H. L’équation R”+ H = 0 ne devra admettre

comme racines que t: o et t: 1. On retombe ainsi dans le cas précé-

dent, ee qui fournit la transformation

Pour que ces transformations puissent être effectuées, il faut que

l’on ait C…:— o, l: ’. On trouvera ci-après le Tableau des transfor-
')

mations que l’on en déduit par le procédé indiqué plus haut, ainsi
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que des transfo1mations inverses. On a mis a coté les conditions que

doivent remplir les constantes A, B, C, l, m et les éléments a, fi,y

eux-mêmes; a, p., v ont la même signification que plus haut,

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

C:o) gl.... x:(2t—I)2,

l:‘_,

_’
H

_f2t+1)2

’=i’-“ “’—nosfr

A+B+C_o, ( HI x=4;(1_ ,)

m={,,
.

…

1

”:ii bv ’“:Mb+n’

A: ,
__ ,

OslV
x_ŒÎIŒ

l+"’=2'>(
\

_
4i(i+i)

u:…:â.
(V1

xl(2l+i)2

I+di
Œ:_2

,

" +B+o, VII..
__ _

l—fl?,

JC: I+\/ÏÏ;Ë9

_“
\ ‘). I—t

)\:Î

_ ,

p VH| x——bËjnÜ—el

’ _ 4t/t—(t+i)

2

x:
/î’

_)—

B+C—o,jix…
‘ V

l+2m=2,
jm: 2f:/:+Ï+,

_
I+ I+t

=—_|—._

”’ ’ X x— [l’/’l’2Î—Ï’l

” _(t/l+t/l+i)‘

/
Æ:i/_Î_I_’

t+

A—C=0,
XI..

" ’ t

2l+m2—2—2,
x=I—‘/_IÏÎ__.,

—
\ I+(/1+t

À=iv.

XII..

 

  

 

   

 
 

 

 

x.….f%::}l’ , lt;îîl’

”ttr+t>’ ” 4t ’

x_4,t_t—1|) ..—= +4{_
t-’ (|—t)2

x+ ” ..+t:'r
“4<z+>’ * —4t ’

r=r’l ) l‘”’)’
l‘ :: ***" -" )

2+l 1—|—l)

224f1— l’|‘ 4ï

'”“4î )u , f,u
“ t4 ) \“'— )

1+ (/1_:—l _ 1 + \/l

_: +++" +: +——+7—7

2 ‘).Vl‘

__\/t+1+(/l t/i+(/t+i

:2::+ > …: ++ -2+ +)

2(/t+1 2\/t

U+Ë:Ù x_ËîflÏ

4tlÎ:t lit/ï

. .. ?
JC: —?-f_i x::_ {”/"“:7

I+\/I——l I+(/t

2t/Î: 2\/i
x:—::+—_a x “7_** "…::17

vt+|+\/t vt—t—t/t—1

q(/—t+£ __4_\Æ

(1+\/1+t) (I+(/i)2

+ + + ‘i
: “’/‘:I‘LŸ_t_—î x: I"__\/—_‘.,

(/i+t+1 1+(/t

di+t/t+i \/l-—I-—\/l
+ —++—+—9 + ———,—————7

v’t+dt—1 \/t+1+(lt
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Les transformations VII, IX, XI sont les inverses des transformations

rationnelles. Quant aux transformations VIII, X, XII, on les obtient en

combinant, comme on l’a déjà expliqué, les transformations I et II. On

peut aussi les obtenir en combinant III et IV ou V et VI.

Le Tableau précédent renferme toutes les transformations signalées

par Kummer, dans le cas où deux des trois éléments a, @, 7 sont arbi—

traires.

10. Supposons maintenant que, pourx=|, plusieurs des valeurs

de t soient différentes de o, 1, cm ; on aura à la fois

C:O, A+B:O.

Examinons quelles sont les formes de la transformation qui peuvent

convenir.

Soit

x : R” ”(I + t)>Ÿ.

Les valeurs de t pour x=1 sont données par l’équation

un… + z)s_t=o.

Cette équation n’admettant comme racine ni 0 ni 1, il faudra que l’on

ait -

linir(i + t)‘: 1 + SH’.

S est une fonction entière de même nature que R; n et n’ sont un des

nombres 2, 3, 4; ret s sont des entiers positifs. Remarquons, en outre,

que chacun des membres de cette égalité doit être d’un degré infé—

rieur ou, au plus, égal au sixième, et que l’on ne peut supposer

n=n’=2, car on devrait avoir en même temps != m ::.‘î et l’on re—»

tomberait sur un cas particulier examiné.

Ces distinctions bien établies, nous allons démontrer que l’égalité

précédente est impossible. On voit d’abord que S ne pourra être du

premier degré, car alors le second membre n’admettrait pas de facteur

multiple, le premier en admettant. Supposons

S : at2 |— bt + e, n’:: 2;

n sera égal a 3 ou a A, et le premier membre sera d’un degré supérieur

G. 11
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au quatrième. Soit

Sîat2 ”l“ bt “i* C, n’i:3;

les deux membres seront du sixième degré; le second membre admet

au plus un facteur multiple d’un ordre de multiplicité égal ‘a 2. Il ne

peut en être de même du premier membre, car, si R est du premier de—

gré, n égal à a, l’un au moins des nombres entiers r, 3 sera supérieur

à l’unité. ’

Supposons enfin

8: at3 + bt2-4r— Ci + (L’, n':: 2;

n sera égal. à 3 ou a 4, et le premier membre admettra soit un facteur

quadruple, soit un facteur triple et un facteur double. Le second

membre ne peut admettre de facteur quadruple; il ne peut pas non

plus admettre un facteur double et un facteur triple. Le facteur double

devrait être 5 ou t —i; supposons que ce soit z:il faudra que l’on ait

0 := o, d =1, mais alors l’équation

(M3 + bt‘—’ a : 0

n’admet pas de racine triple. .

Examinons de même la forme (d). Pour que cette forme convienne il

faudra que l’on ait

Rn__ [ : Sn’tr(l __ t)s_

C’est une égalité identique a la précédente, sauf qu’ici r et s peuvent

être nuls. On verra d’abordque B ne peut être du premier degré. Si

R est du second degré et n égal à 2, On devra prendre, pour n’, 3 ou 4,_

et le second membre admettra un facteur triple ou quadruple, alors

que le premier n’en admet pas. Le reste de la discussion s’achève

comme tout a l’heure, et l’on démontre que l’égalité précédente est

impossible.

Pour que la forme (1)) convienne, il faudra que l’on ait

uw… | :; sn'|1-— t)3,

s pouvant être nul. Si s est nul, on retombe dans le cas précédent.

Supposons donc r et 3 différents de zéro. Les fonctions R et S seront au

plus du second degré; comme l’un des nombres n, n’ doit être supé-
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rieur a 2, il faudra que l’une au moins soit du premier degré. Soit

R=at—I—b;

je dis que B”l’—— I ne peut présenter qu’un facteur multiple, qui est un

facteur double. En effet, tout facteur multiple devra diviser la dérivée,

c’est-à-dire

là”—" t"'“‘ [nat + r(at + b)J.

La seule racine de la dérivée qui convienne est évidemment donnée

" - , ° :

par l équation du premier degre

nat + r(at + b) .: o.

D’ailleurs, cette racine n’annule pas la dérivée seconde

‘)

n(n—-t)a‘-’fl+ 2nral(at + I)) + r’(r— 1)(at —|— b) : 0.

De la première on tire .

a! (t! + [)
—+ : —————-———-,

l" —— Il

et, en portant dans la seconde équation, le résultat est

+ nr( r + n),

toujours différent de zéro, puisque r et n sont des entiers positifs.

S”'(i —— z)°‘ ne pourra donc admettre qu’un facteur double; or, si n’=2,

n est supérieur a 2, le premier membre est au moins du quatrième de-

gré. Donc S devra être du second degré ou 3 supérieur à l’unité; dans

les deux cas, le second membre admet plus d’un facteur multiple.

La seule forme qui puisse convenir est donc la forme (i),

Ru

x=-———— -

t'“(1——t)5

 

Les valeurs de : pOur æ=i ne pourront être ni 0 ni 1; elles devront

toutes être racines multiples de l’équation

R” -— l"(1 ——-— t)S:= 0.

au même degré de multiplicité.
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On est alors amené à résoudre le problème'suivant :

Trouwer deuxfonctions entières R et S et deux nombres entiers n, n'

de telle sorte que l’équation

R” — S’” = ()

n’admetle que les deuœ racines z=o, !: I, R, S, n, n’ étant soumis

aux restrictions déjà indiquées.

On ne peut supposern::n’: ., pour la raison qu’on a vue plus

haut. On ne peut pas non plus supposer 72: n’: 4, car l’équation

R" — S“: ()

admet toujours plus de deux racines distinctes. Les seules hypothèses

admissibles sont les suivantes, en supposant nîn’

n=3 , 72=2,

n’

3

, n': 4

il. Soit

il

L’équation R3 «— S3 :: () équivaut aux trois équations

a=, s=js, s=*2s.

Le premier membre de l’une d’elles devra se réduire à une con—

stante, et les deux autres devront admettre chacune une racine distincte,

ce qui exige qu’elles soient du premier degré

Soient

Ii=i—|—u, S=t+v.

Il faudra que l’on ait

__ ..”2 _ , _ _' ':
LL……J V, I + (A _.'/ +j.V

!

d’où l’on lire

(! :_j2, u :=_ .

On a en effet l’identité
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et l’on en déduit la transformation

U+_D

=3JlJ—u7tvmü

On trouvera ci-dessous les transformations qui se ramènent a celle-là:

] désigne une quelconque des racines cubiques imaginaires de l’unité :

  

 

 

/A—l—Ë=O, C… 0,‘ .

xm ........... l ï=m=e lx=a.” E’

J} L‘_ lî\ dJ(J——1)Z(I—i)

\ _':î':,_::;, ‘ =1‘_‘5 ,

i A::o, C…o, " .

xnr ....... …,, l=mw:ä x:l’+JV

' ’ € — (t+Jfi3

}\—-_l;—.Ë_—, v::3 ‘

\A_ O, Ë—I—CZO,

Xi . ...... … 1=m=.3 ,:ui_:ru,<r—t>,_ t+J)5

f*=ié‘v Vïj:%

Transformations inverses.

JA:C::——B, æ__2/t—[Vl—I _ t’/l_—_l——Î/ï £_iîÿï——J

.
3—

.:iî ., — t ——t— __ —wt

( _J_r x=_ :î/ I_‘/_‘___J_ ,… __;_£____

\=;y. J’Î/l—J" 1— 1—t J—J1—If—J

12. Soient

n = 2, n’ = 4.

Il s’agit de déterminer deux polynômes B et S tels que

' a…s=nfln…ng

la constante Hétant introduite pour faciliter les calculs. Cette identité

peut s’écrire

(Pt—— S2) (lit + S?) : Ht"(1—— l“)5.

On en déduira

u—sæ=uw-,tr+æ=firn…zp

En effet, les deux équations R-— S’—o, R+S =o ne peuvent avoir
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d’autre racine que o et 1; d’ailleurs, ces équations ne doivent pas ad—

mettre de racines communes, car une racine commune annulerait R et

S. L’une des équations n’admettra donc que la racine t:: o et l’autre

la racine t=1, a moins que le premier membre de l’une d’elles ne se

réduise a une constante, circonstance que l’on examinera plus loin.

S, est forcément du premier degré, mais R peut être du premier, du

deuxième ou du troisième degré. Supposons R du premier degré,

R :: at + 15, S : mt + n,

R_—— SQ=— m2 t2 + (a — 2mn)l+ [) — n‘—’,

R+ SQ: m2t2+(a+2mn)t+ [) +n2.

Comme on peut toujours supposer n: 1, on devrait avoir ‘a la fois

l) :: 1, a : 2m, mir—+— a+ 2m + 2 : o, 21712 + a + 2m :: 0,

ce qui est impossible.

Prenons R du second degré :

R : a:2 + br + c.

Si aucun des trinômes R +S’, R+S2 ne se réduit au premier degré, on

devra avoir

c::1, b=2m, a+m‘—’+4m +2:0, 2a+2m‘—’+ 4m::o;

on en tire

"Il : —— I:

S serait égal à 1 —— [.

Supposons que R——S2 se réduise au premier degré; il faudra que l’on ait

c=1, a: m?, 2m'2+ 2m+2 +b::(), 4m2+b+2m:o;

on en tire successivement

m=1, Z):—6, a=1,

d’où l’identité

(t2+—6t+1)2—(t+1)4: +16t(1— t)‘3.

Si R était du troisième degré, il faudrait que l’on ait

R—— (mt+ n)2= t3, R + (mt+ n)2: (1 — t)3;

d’où l’on tire

[(1 « t)3-—— t3)] …—:.2(mt + n)2,
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égalité impossible, car les deux racines de l’équation (1—— z)3 —- L3 :o

sont distinctes.

Si l’une des fonctionsR—S’, R+ S2 se réduit à une constante, R

sera forcément du second degré. Soit

R::mfli2+2mt+ c, S=mt +1,

R+S2=2m2t2+4mt +c+1.

Il faudra que l’on ait

d’où l’identité

|4z2:4t—ri2—<at—x)4=xôt<r:ti,

que l’on pourrait déduire de l’identité précédente en changeant z en

!

Î—Î'

On trouvera ci-dessous le Tableau des transformations correspon-

dantes:

  

lx—ïîzÎ—Tr’ r=—_.—6t2Îzr ”I: .…(::a ’

|
|

 

   

    

 

5

il

{ A::O, CIO; ( 2 (‘ 2 /t / / / 2

:; _'+ 2 __ 2 _l,_ __ 12‘

XIX. . <j)\Llîä;ï-ÏJ j.z:_— L(Î:ftï_)‘ll’ m<_LÎÈ__I-t/i’) ’ x: (’ (2’tfîj1iji i

; A=O, C=O, ‘ j ( t (

__ _:i 4 9_ fi ;, __ !;

XX…lÀ=:}.iÏu——:ît : (,,—<%) “= <z24—_47î“’—F ”= +1:_,j,;—_2,.,.»

A_o, B+C=o,

XXI. =fi3 m=%: _’6t(1_—_ ÉÏ x= ’6t2il —4 t), x: ::fit{\I—_ ”_’  

<m—îî
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gA:0, B+CÎO,j

_ .-L: _ ’ __ \2' __ 2 _ __

XXH..« [L…—4”, ”, x:.—: ————.,16l}”,a %: "“..6t/(‘I il? $=T—’ŒL7t—ir'
j . ,_ … \ (t—-—6t+1)— (t—++t——4)n \1+4t-—4t-;2

!! **“_:Î, ,:1; 2./

Transformations inverses.

/ A —;QB:2A, \(1.2_6x+1\}2 __ (1+x)l -—t (x2—6x4—1)2_

l::%,m=â—. %:“;b—‘sr.…x|r’ {ex|1—x)2_’ _|”ÎÇÎ)F “’
XXIII ' — /

j {, j (1—— ce)‘ 16x(1—x)2 —16x(1—x)‘—’

7\1_:—:iv (î:+bx+1l——’Ë’ _“(“1_4 .. _’ ——2__ .::”
2 \ r.%) (a: bx+1)

C: A, B:——4t, (x2+4x_4j2 (2_Æji (x2+4x_4)2

——l ——3 ”“““ . - 9 * _l, [,

T l—.., m——Jn —1t)a—’|1—a‘j 1bx2(1—æ) (2—x)"

XXIV — ,

7\ + ‘ Æ__ 16x2(1—x)_.t —16x2(1——x)#t

€\ E=_ju—_Lv (x2+4x_4)2_ ’ |9—x‘jt '— ’ (x2+4Œ—4)2_ ,

/A=4C‘ B:-—4C, (I—l—4Œ—4ægj2 (2x_1)’{ (1+4lï_4x2)2

_ j 12%, m:fi, 1ba‘(1—.æ) =t' —1ba(1—x):t’ (2x—1)’* :t’

XXV. ’ —— .

j .:..” (2x——1)*I —'t —16x(1-—-x)_ 16x(1—æ) ———t

i=rs=»-g' |.+4a—4x—r“ ’ ……… _.” (i+4x—4rîir’

Il faut déterminer R et S de telle sorte que l’on ait

R2——S3=Htr(l — z)s.

R peut être du premier, du deuxième ou du troisième degré; S peut

être du premier ou du deuxième degré, ce qui fait en tout six cas ‘a

examiner.

Premier cas. —— Supposons R et S du premier degré,

R : at + I), S: mt + n,

le polynôme R’——S3 sera du troisième degré; il admettra un facteur

double et un facteur simple. Soit : le facteur double; il faudra que

l’on ait

b2::n3, 2ab=3mn‘—’, (a+b)2=(m+n)3.
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On peut toujours prendre 5 = 1, n: 1. On aura alors

3m

a: ——a

2

et par suite

Ê-‘m ‘ 2

<—)— +1) =(m+1)3

On en tire

d’où l’identité

(9t — 8)2— (4 — 3!)3::— 27t2(t + ti

Deuxième cas. — Supposons R du deuxième degré, S du premier

degré :

R=aF+’ot+0, S:nzt+n.

Le polynôme R'“’-— 83 sera du quatrième degré; il ne peut admettre

deux facteurs doubles. Si l’on avait

un 83=Ht2(1 + ne,

en en conclurait

S3:î l‘l2— HP(I — t)2.

Or l’équation R‘-’— Ht2(1 :— W: 0 se dédouble en deux équations au

plus du deuxième degré,

'Ii=iv’Ht(l —t),

et par conséquent ne peut admettre de racine triple; S2 —— R3 aura donc

.un facteur triple et un facteur simple.

Soit t le facteur triple, on aura les conditions

02=n3, 2bc=3mn‘—’, b2+2ac:3mîn, (a+b+c)2=(in+n)3.

Prenons n= 1, c: 1; on en tire

 

3 m 3 m2 nt" m3
b:—-——9 (tri ——-) 9Î4—+98 =IÏÆ3,

par conséquent

m :: — ;, b =-——— :, (t:—f,,

G.
12
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d’où résulte l’identité

(8:2 — 35t + 27)‘—’+ {9 —— 8t)3::+ Gta (1 +1).

Troisième cas. — Soient R du troisième degré et S du premier degré :

: at3 + bt2 + et + d, S :: mt + n.

PË—-— S3 admettra un facteur quadruple et un facteur double, ou deux

facteurs tri les, ou un facteur ('uintufle et un facteur sim le.
| t .

On ne peut av01r R2 —— S3 ==t"(1-— t)2, car on en t1rermt

83 :: 2—— ["’ (I —— Z)2.

Pour que l’équation R2 + t’“ (| -—»— t)2 :: 0 admette seulement une racine

triple, il faudra que l’on ait

a:: z2(1+ t)+ H;

mais alors l’équation R+ t2(i + t) :: 0 devient 2t’“’(1—-—t)+H :: 0 et

n’admet jamais une racine triple.

On ne peut pas avoir non plus Ii2——S3::Ht3(1wt)3, car on en tirerait

R2:_— 83 +Ht3(1—- t)3,

et le second membre n’admet dans aucun cas trois facteurs doubles.

Il reste à examiner si l’on peut avoir

r.2 sa: Ht-‘S(1——t).

Prenons n:= 1, at:: 1; il faudra que l’on ait

2(: : Sm, 20‘2 + 41) : 6m‘—’, 2bc + 2a: m3, b2+ 2ae :: e,

(a + b + 0 + 1)2=(m + IP;

en en tire successivement

3m ‘3m‘— [11.3

(; :: +: » l) : a : -— ——+a

2 8’ 1h

 

et, en portant dans la quatrième relatién, on arrive a la condition

m“ 3m—‘ . .

9———+::0, dou m=o.

Cette hypothèse est donc à rejeter.
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Quatrième cas. —: Supposons R du premier degré et S du deuxième

degré,

R :«; + b, S=mt2+n +p.

IP:— S3 ne pourra admettre deux facteurs triples. Si l’on avait

R2— S3:-:[3(1_ tj3’

on en.déduirait

R2:S3—|—t3(1-_1)3;

or le second membre admet évidemment plus d’un facteur distinct.

Si l’on avait

ss=na—e(1_z)2,

chacune des deux équations R :: d: t2 (1 —— il) devrait admettre une racine

triple. On aurait

R :— t‘3(1—— t):(ut+ u)3,

R+ tî(1—t)=(-u,z+u,)3.

Donc

2R: (ut + v)3+ (… t+ v,)3;

R étant du premier degré, l’égalité est impossible.

Si l’on avait

82—33:Hi5(1 .— t),

on trouve comme condition

n.: 0, al; : o.

L’hypothèse ne donne encore rien.

Cinquième cas. —— R et S sont du deuxième degré.

On démontre, comme pour les cas précédents, que cette hypothèse

est à rejeter. '

Sixième cas. —- R est du troisième degré et S du deuxième degré:

R :: at3 + bt‘—’ + et + d, S : ml? + nt + p.

R2 —— S3 pourra être d’un degré inférieur au sixième. On ramène par

des transformations faciles le second membre de l’identité

R2»— 8311: ”l’«! — !)"
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‘a avoir l’une des fermes suivantes :

His, Ht2, Ht, Hr2(1+t)2, Ht2(1+t), Hz(1+z‘|.

Si l’on avait, par exemple,

B2+saz=uzfn(l + :|,

en changeant t en _1£ et en multipliant par t6, en en déduit

R? + S3 ::»— Hl(1+t).

Si l’on avait

R2—— 53::Ht3,

on en conclurait que l’équation SS+IIz3 a trois racines doubles, ce

qui est impossible.

Supposons que l’on ait

R2 'H 83 :: Lil’—’;

on en déduira

R2 Ht2:s3.

Il faudrait donc que l’on eût

R+ \/ t=(ut+v)3,

R+ \/Hl=(it,t+ v,)3.

Donc

2\/ËZ:(1zt+v)3——(u.t+v,)?

ce qui est inadmissible.

Si l’on a

R‘—’+ S3=Ht‘—’(1 + t)‘—’,

on devra avoir de même

R—|—JËt(1—t):{ut +vj3,

B +\/ËL‘(I—— ljf:<lt,l—l— (MP,

et par suite

(ut—+ v)3+ (… t + «n)-“:2v’ñtû + t}.

Nous avons vu plus haut qu’il fallait prendre pour cela

'-7

ut+v: t +“], u, t + m=t+_1-;
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on en tire

d’où l’identité

(2t3--— 3t2+ 3t +2)2+4(t2 + t+1)3=+27t2 (: + t)2.

Si l’on voulait avoir

R2—sa=Hrz(i + z),

en aurait, en supposant d=::p=: 1, les conditions suivantes:

m3=a2, 3m‘—’n:2ab, 3m‘-’+3mn2:b2--|—2ae, 3n:20,

lm+n+ï)3=(a+b+c+i)fi;

on en tire successivement

a:mfiñ, b=î_ä_\/2mn, (* 3n.  

et, en portant dans la troisième, en a

m<2JÆ —— 2)2:0.

. ’ /—'

Si l’on prend n: 2v…', on aura

a::mr/Îii, b::.3m, o_3t/iÏz, 

et l’on est conduite l’identité

(mt2 + 2 \/Æt+ 1)3 ——<m \/Ïrit3 + 3.02!2 + 3 \/Ëi[+ 1)2 :*——, 0.

Cette hypothèse ne fournit donc aucune transformation.

Supposons que l’on ait

R2+ S$: Ht(1 + t),

les conditions sont alors

7713: na, 3m2n : 2ab, 3m‘—’ + 3mn‘—’= b‘—’ + 2ac, 617217. + n3 = 211 + 260,

3771 + 3122 + 3n= 02 +2l)+ 20;
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on en tire successivement

+ 3nt/Ë 6mn+n3—2m\/iri

a=me, b: «, C:——+_———_ .

2 * 3ng/m

 
 

Portons ces valeurs dans la troisième équation; elle devient

n3+ 1277… + 16m \/E= 0,

ou, en posant n : udm,

u3 +12u+ 16:: (u +4)(u + 2)2=0.

On aura donc soit 77. = 2 \/7Ë, soit n =— 4 i/fi. Si l’on prend re…—:: 2 t/nÎ,

on aboutira à la même identité que tout a l’heure.

Prenons n = + 4 \Æ; on en déduit

,_ _

a=me, b::+ 6m, c=i._,—5—t/m,

et, en portant ces valeurs dans la dernière équation, on aboutit à la

relation JE: 4, d’où l’on tire

m::16, n:——I6, (1:64, [):—96, 0:30,

ce qui conduit à l’identité

(64z3 + 96t2+ 30! + 1)2+ (1612+ 16t + 1)3= + 108t(1 + t).

Si l’on voulait avoir R2+S3= Ht, les conditions seraient

a2= m3, ?>an : 2ab, 3/712 + 3mn2= 172 + 2ae,

617117; + n3: 2a+ 2be, 02+ 2b=3m + 3n2.

Des premières en tire, comme plus haut,

n:—4\/Ïri, a:m\/Îi, b:—6m, c=I5Â/ma 

et, en portant dans la dernière, on trouve m : 0.

On trouvera ci—après le Tableau des transformations que l’on déduit

des identités précédentes :



son L’ÉQUATLON DIFFERENTIELLE LINÉAIItE, nrc.

 

 

  

 

  

A—i—B
::0,

C=0,
[:

/
, 1—8

2

XXVI....
z _27tl1-—

t)

(x+tfiŒ<I_—_d
,

. _
27t

, jx=ŒL—Ë
LÏŒ

XXVII.
,
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t)

jæ…
64t _ ’

XXV111
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+3…_ ,,p
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XXIX...
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!=?
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14. On a encore a examiner.l’hypothèse de n =3, n'= 4— On de—

:nontre sans peine que, sous les restrictions énoncées, il est 1mposmble‘

d’avoir une identité telle que

R3 — S" = H t’“(l — t)£;

il n’existe donc pas d’autres transformations rationnelles que celles qu1

viennent d’être déterminées.

15. En combinant entre elles les transformations rationnelles que

l’on peut effectuer pour les mêmes valeurs de A, B, C, l, m, on obtient

de nouvelles transformations algébriques, mais non rationnelles; il

reste à démontrer qu’on les obtient toutes de cette manière.

A cet effet, je reprends les deux équations différentielles (5) et (7),

que doit vérifier la fonction ce de z, .

 

,\ ”AÆIBx c AW+£Œ+U.

’ x(r—x) t(t—l,

\ f /‘ _}?(È'xfiî _ [i(}ÎÏ)ÎÎ' ’

et la relation que l’on en déduit,

tafx>P _ ta«<t)l?
 

(
_

‘8) (sz+Bx+C)3 (A’fl+B’t—:—UP’

où l’on a

<p(x)=x(x—r)(2Aæ+B)+2(AÆQ+Bx—t—C)[(l—l)(æ—i)+(m—12x),

Ç4(Z):‘l(i—I)(2A'l+8/)+2(A'l2—l—Blt—l—Cl)[(Ï—I)(l‘—l)+(m'—r)!)

Dérivons les deux membres de l’équation (8); en tenant compte de

l’équation (5), on obtient une nouvelle relation

( x—1)[aç'(a:)(Ax2+Bx+C)—3ç(æ)(2Aæ+B)]

) (AxL+Bx+CP

(9) ; __l(t+l){2ço',(t)(A'fi+Bï—t—C’)—3ç.(t)(2A't+B')]_

{ ““ (A'F+ B’t+tl')3

Toute intégrale commune aux deux équations (5) et (7) vérifie les

relations (8) et (9) Inversement, toute fonction algébrique qui vérifie
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a la fois les relations (8) et (9) est une intégrale commune aux deux

équations (5) et (7). En effet, toute fonction qui satisfait ‘a l’équation (8)

satisfait aussi à l’équation

'2<p'(a‘)(Ax‘—’+Bx+C)—3<p(x)(2A_æ +B

(Aa‘2 + Bac + C)3

”%UHNË+EhHfi—BwUWMV+W)+++—+++.
,; t

(A,/2+B;l+bl)’
Vr\llz+Blt+bldt’

" \/A.7c2 + Bxœ—Ï—C d.t‘
   

 

ou, en tenant compte de la relation (9), à l’équation (5). En ayant égard
à cette dernière, la relation (8) peut s’écrire

d.L {Î(/Aa‘2+ Bx_+ C.xl“'(I——x)"l'—l) : d.L NA’t2+B’t + C’.t” *" (i —— t)fll’“") .

On aura donc

\/A.7fl+ Ba: + C.x1"‘ (1 — ac)’”“1 : K \/A/t2+ B’t + C’.t£'"'(t—— t)”‘""',

9

et par suite, toujours en tenant compte de l’équation (5) -

dx _ Kdt

El(1— x)îi * tl'(1 __ t)…"

Tout revient donc à trouver les conditions pour que les équations (8)
et (9) aientuné ou plusieurs racines communes.

16. A cet égard, nous allons démontrer le théorème suivant:

Toutes lesfois que les équations ( 8) et (9) admettent un facteur com-
mun d’un degré supérieur au second par rapport à l’une des variables,
elles sont identiques.

Supposons, par exemple, qu’elles aient un facteur commun de
degré n par rapport a x (nî3); soient w et x, deux valeurs répondant
à la même valeur de t. Il y aura entre ac et ac, une relation symétrique
de degré n, au moins, qui devra être contenue dans chacune des deux
suivantes:

…) mer : tc.o'tx«>r ,
(Asr‘l+Bx—t—C)3 (Axï+Bx,+C)3

._75(æ—— !) [z<p'(x) (Ax‘-’+ Ba“ + C) —— 3cp(x) (2Aa‘ + B))
_\ i

(Ax2—t—Bx+C)3

(’ I) ) __ x, (x, — |) {2cp’(a‘, ) (Adi + Ban + C) + 3<p(x. ) (2Aa‘, + B))
\__

(Aæf—t—Bx.+Cfi
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Multiplions les deux membres de la pre111ière par 5 et ajoutons; on

obtient la nouvelle relation

(

( 601'1‘)l1’l«—1"“x—1‘=+(m——1‘:.æ"|+2.1“.1‘—1ÏQ .rÏ

(.

 

(Ax'—’+ Ba‘ +c;a

(>ola,"ç{(l+ 1‘1(æ,— 1 +(m— I)x1)—t—9ælifÆ1—ïlülf-Tft)
\
_
_
/

'l').
\

:… _ + + W
—,

(Axf +BJL"; + C)2

et l’on peut remplacer le système des équations (10) et (1 1) par le sys—

tème des équations (10) et (12). ‘

Nous poserons, pour abréger,

{ :_‘.( \'__‘);.f_ ._ _ ,.._,./._\1….-)

U(.x)_be\x)[(l 1% 1) . (HI, 1}a) , 2a(a 1/«o\a,.
‘

1

Si nest égal à 5 ou a (5, la relation (12), qui est au plus du quatrième

degré, devra se réduire à une identité et, par suite, les équations (10)

et (1 1) reviendront l’une à l’autre.

Voyons ce qui arrive quand n est égal à 4; si la relation (12) ne se

réduit pas a une identité, elle devra être du quatrième degré, ce qui

exige que l’on ait

AÈo, A +B +C><o, CËO.

Toutes les racines de l’équation ( 1 2) devront appartenir à l’équation (1 0);

il faut. pour cela que Aac2 +Bx + C soit un carré parfait. En effet, soit

.:v= a une racine simple de l’équation Aæ’ + Ba: + C = o; considérons

les deux équations (10) et (12).

Pour au, : a, deux valeurs de .v deviennent égales à a. dans l’équa-

tion (12), et, d’après la forme de cette équation, on a pour ces valeurs

.
x —

1 2

11m (__
… ) : 1.

.x1* * a}.

“ suffit, …… le prouver. de po…

x=“+z
’ “271114

— 31;

’

alors l’équation (12) peut s écrire

1—%3 1+…

  

n-> 2
c'“ Z,

5 désignant des quantités infiniment petites en 111én‘1e temps que :
act
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et z,; d’où l’on tire évidemment

'r\ ‘.

lili] ( 1-) :: 1.

\5

De même, dans l’équation (10), pour or,: a, trois valeurs de x de-

viennent égales a a et l’on a, pour ces valeurs,

. 'æ+d “

l1m — : 1.

.7Ît—‘V.

Les deux valeurs de x qui satisfont a la première condition ne

peuvent évidemment satisfaire ‘a la seconde. Il faut donc que l’on ait

 

Ax2+ BZ“ + C : A(.'L“ —— Q:)2;

on aura alors

ç(x)=2A(æ—a))x(æ—1)+(æ—a))(l—1)(a‘——1)
+(m—1)x]).

La relation (10) se réduit au quatrième degré :

..

|
!
)

 

 

'4A)x(a‘—1)+(x—a)[(l—1)(x—1)+(m—
1)x]

)

(IO! } 4A%Æ1(æl—Ï)+(xq— .

  

)

La relation (12) pourra de même 5 écrire

4Ax2<x—1>2+ <x— a).f1tr)=4Axttr—1)2+t1«4— a‘>f« tx« ) _

A”(x—a)" A2(x,——a)"
 

 

(12)

Les relations (10) et (12) doivent revenir l’une à l’autre. Retran-

chons—les membre a membre, on obtient une nouvelle relation

(13) f—’(xl : ./Ëi'l"ll

A2(a:——a)3 AHa‘.—ay1“’

 

qui devra se réduire ‘a une identité, car elle est au'plus du troisième

degré.

Supposons n= 3; si la relation (12) n’est pas une identité, elle devra

être au moins du troisième degré; deux des trois quantités A, A+B+C,

C ne pourront être nulles en même temps. Soit

AÎ0, A +“ + CËo.
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Plusieurs cas sont à examiner:

Premier cas. —- Aw’+ Bac + C = 0 admet deux racines simples

a*=a, æ=fi, différentes de zéro; go(a) v(fi)î0-

On ne pourra avoir a la fois y(a ): 0, q;(fi)= 0, carla relation (12)

serait d’ un degre 1nfer1eurau troisième. Supposons q;(«'t)J) (8)><0; pour

ac, : a, deux valeurs de ac deviennent égalesa a et deux a 15, d’ ap1ès

l’équation (12); admettons que les deux valeurs de x qui deviennent

égales a et appartiennent à l’équation (10). D’après l’équation (12), on

aurait

x.—— 0!(,

, ’x—a 2

11m(——— =1,

et d’après l’équation (10),

$ — J.

lÎÛï<——»::—>3 :: I,

au _ OC

conditions incompatibles.

On raisonnerait de la même façon si l’on avaitqb((ä) : 0. Cette hypo-

thèse est donca rejeter.

Deuxième cas. —— Aæ2+Bæ+C=o admet la racine simple a:: 11

et une racine æ=a différente de l’unité. Les équations (10) et (12)

deviennent

 

 

…) teatx)2 _ 1wx.12,
d‘(a‘——a)3 au(x)—a)?

(… ttx) : (...; ,
" r(x—a) x,(aq—a’—”

1P(æ) est du troisième degré, et l’on devrait avoir d1(a)<0,œg(a).<o.

En raisonnant comme tout a l’heure, on verra que cette hypothèse

est encore à rejeter.

Trocsze‘me cas + Aar- +Bæ + C:A(a: — a)”. On remplacera le sys—

tème des équations (10) et (12) par le systèmedes équations (12) et

(13). Cette dernière équation devra être une identité, sans quoi elle

serait du troisième degré, et l’on en tirerait

_ 37—05 3

11m =1,

x.-OC
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tandis que l’equatwn (12) donne

. 'a‘ —— a "

Inn — — .: 1.

\.îÙ| — 1

En résumé, lorsque n est égal ou supérieur à 3, l’une des deux équa-

tions (12) ou (13) doit se réduire à une identité, ce qui exige que

l’une des fractions rationnelles

ae nm
"“‘ ___—"‘)' .

(sz+ Bx+ C)27 A’—’a\x —— a)3

 

'se réduise a zéro ou à une quantité constante.

Il est aisé de s’assurer directement que les numérateurs t{1(æ), f,(æ)

ne peuvent être nuls tant que la relation (8) n’est pas une identité.

L’une des deux expressions devra donc avoir une valeur constante dif—

férente de zéro. '

 17. Il suit dela que, s1 (Ax‘—’+Bx+CF se reduit a une constante,

on pourra faire toutes les transformations

[rt-fil? … tedf)l2
 

(Ax2 + Ba: + en ”“ (A’t3+ en: + c')3’

W£L…
(A’t2 + B’t + C’)2

soit égal à la même quantité constante. Or, parmi ces transformations,

on peut en trouver une qui est du premier degré par rapport a t; il

suflit de prendre

où A’, B’, C’, l’, m’ ont des valeurs telles que le quotient

t,_. ”___ '/__._l «’…-2.

JÂI+B——O7 (J"—O, [”“—£? ’“ "Î7

 

 

alors

A’ . ,

J|{l);Ît2(Z——I),

, , A’Ï"{l—-—ÂH

twæ——3—w

%… !

(A’t2 + E'! + C’)2 … 3A’

Si l’on prend pour A’ une valeur convenable, on pourra faire la

G. . |:î
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transformation

:) L))“. l

r** "…à—”,”ñ—çç : " ' ,, ***“ 9
(;.r —Ba:—;—L)- 9Â(Z—1)_

1
_
.

qui est du premier degré par rapport a t.

il est clair que toute transformation que l’on peut faire dansle même

cas pourra se °an‘1ener a la précédente, suivie d’une nouvelle transfor—

mation, également du premier degré par rapport a t.

* ' \

/-_>(æ)

Si le rapport v—Vp—xfÎVÈ—g a une valeur constante, on prendra de même 

\' +li’=: U, (i';_; 0, l' :: ._’., HL' :; _‘_,;,

A' ‘] \ ),
Ait .

". a.tl.=— tôt—2“-2

2 ’

 

©]{Z’ 3[‘2

{A't2—t—B’t—t—C’)‘-‘ 4..1/(z….)'

2A’

veuable, on pourra effectuer la transformation

La différence est égale a ; si l’on prend pour A’ une valeur 0011—

{cad—’ _ t

(Ax2+ By:—HJ)3 4A’(t + 1}

 

?

d'où la même conclusion que tout ‘a l’heure.

Pour obtenir les nouvelles transformations, il suffira donc de com—

l)iner les transformations rationnelles que l’on peut efectuer pour les

deux systèmes de valeurs des constantes A, B, C, l, m,

(C=0, A+B=0, l=â, m:ë), (CIO, À+B=o, l=%, m:gÏ}).

18. Il reste à examiner le cas où il existe une transformation du

deuxième degré par rapport aux deux variables.

Soient ce,, une valeur de x, t(, et tt, les valeurs de t correspondantes; à

la valeur t,, correspondent pour se les valeurs a:, et se, ; a la valeur t. cor-

respondent pour ac les valeurs x0 et x._..

Si m, 2302, la relation F(at,,, .:c, ) = 0 entre deux valeurs de se qui ré—
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pondent a la même valeur de t sera du troisième degré, et l’on retombe

sur l’hypothèse précédente.

Si se, =æ,, la relation F(sc…œ,) :o s’abaisse au deuxième degré;

elle se dédouble en deux relations du premier degré,

.:Z‘ a}, (IÆ'0+ [)

aa :
" : ___|

’ ’” ’ eau, + (!

D’après ce que l’on a vu plus haut, cette dernière relation devra être

l’une des suivantes:

I .Z‘()

.%'1 = l “" .:Ï;0 , .Z‘| : _) (7/11 -—Î '—

xo —7Ûo — !

 

Soit, par exemple, æ,=1—.r… La relation entre ce et t sera alors

(235 —1)2:f2(t),

f.,(t) étant une fonction rationnelle de t du deuxième degré. Les deux

équations différentielles

…Ë…__Mdr…
x(1-—x) r,(1——sc.)

dx KdJÜ4

xl(1—x)"l _ xl‘ I__æ,)lll

/
\

devront admettre comme intégrale cc=1—æ,; il faut pour cela que

l’on ait l: m, A+B:o, mais alors on pourra faire la transforma—

tion

(2x -—1)‘—’:: u,

et la transfornmtion proposée est une combinaison des deux suivantes :

(2x — 1_‘1‘-‘:u, u :f_.ft).
\

C’est une des transformations indiquées plus haut (VIII, X, XII).

19. Pour abréger, je désignerai respectivement par U, V, W l’une
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quelconque des expressions contenues dans les trois Tableaux sui—

vants :

 

2—t>2 <I+t)2 (2t—1)‘-’ (ta—t)2 (1+t)2

7 (,

1
/

't __ ‘2 _.

”'“ ("’ ”’ < ! 1—-t 4t(t— 4(1——t)’ 4t ’

  

 

 
 

 

 

v... (ttf6t:+')2, ttË+4t—4)ï f£ÎÂ’—/tïî)’,
-——916t(1—t)3 +16t2(1—t) 16l(l—-l)

( (at—8? , (l—9t)2 ,(9 “Si)“, t38t)ztl—t), (t‘—9… ,

——îP;F(I——t) —27t(1—t)2 27(1—t) 27t ——2y(1—t)2

(l+8)2(1——t) (8t2—36t+27)2 (8t‘—’+20t——1)2 (8—36t+27t2)2

w +27z= ’ ——64t3(1—t)’ —s4tp_z)s’ 64-(1—t) ’

…)(27t2—18t—1)2 (t2+18t——27)2 (ti—2ot—8)2 (2t3—3t2—3t+2)2

6-4! ’ 64z3 ’ 64(1—t)3 ’ —27t‘3(1—t)2 ’

(64tÿ 54796 t2 + 30t +_1__)_‘%

”rÿ' 4” ?

(t3+ 30t2+961+61)2

.) +108t(1—t) ” f

_ (”13—3312—331+1)2

108t*(1——t) ’ 108t(1-— t‘)“

 

Moyennant ces conventions, toutes les nouvelles transformations

seront contenues dans le Tableau ci—après :

(A+B=O, C:(1,

=m=t. ((LX VI_ .....

.
\
«

7.=iZ::it. )

 1.xvn……- =‘”m=” i*<l+xi2=v
) — ( 1-—xl ’

LXV111. .. . l=°  

 

 

Lx1x ..... «' l=’Î=f‘î’ (2x—1)‘-’ :W.

{ 71:2L“.pt:i) )

( A=O, C=0, ,

LXX ...... ( l=m=ä, )(1+:{)2 ____\V’

1+a'



LXXI .....

LXXII… . . .

\ B=0, C———O, , '

LXXIII..… [:=-ta m==%—. 1,2 —_ 1

) _ _q”“ ( 41—95)

A=…'_5, ::+y

"’A‘ZC, B+2C=n,'

LXX]V . ’ l=t, m=t—. { ; 1’1+x‘12

' ' ' 1 .: t +
ü'J.ÎÎZÏŸ, }-_=iy_

A=C, B=2A,

) U _167V-([_æ)1

7=_+:,_+y
»

LXXVI. . ..

LXXVII . . . '

LXXVIII . .

sur. L’ÉQUATION DIFFERENTIELLE I.ÏNÉAIRE, ETC.

(A=o, B+C=o,,

._ ___ -:1_ 2 + x 2, t._…-., , (……)

__t _;

‘ l_ 2’ "l’—’ ’ , (.x2+4_'zt ___4)2

‘ ) _ ——16a“‘—’(1—æ)

, —’:_ÎJ.=it/. )

2 ‘ ’

A=4C, B=+4C,

\ l:fl:Ï-',Ï-,

  

>
!

( ”ib‘Éc(1 — x)

(

’A=0, 4Ii+3C=o,

v

=:Ëu:i——

‘ 2

z—2-’- l“‘—” \.
——:;a " “_ m (gx—$))) _

1 + .t.V | l

’

,(1+4x—4m2)2_

=(1,  
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LXXI\Â .

LXXX . . . . .

LXXXI.. .. .

LXXXII. . .

LXXXIII . .

LXXXIV .

LXXXV. . .

LXXXVI . . .

.
\
,

 

[C:/{_A, B+3Â=0,

‘ [:â, m=î,

}
, {J:Î_‘g, _:Î‘J.

.
2 '

A=ÊC, B+5C:O,

\ l=ië, m+-‘+

v

’MÎ—Î—jia 7: _‘_—'
" ?.

> A:(), QB+8C=Ov

1 _— Ë'
[: 5, m —— à,

&
l='ÏL1

m=Ï‘Z
’

U.

,y'
ÏÏÏ

3Ï’

}_—
'îî

.

! GOURSAT.

\

{ >\ÿI_—- gx>—_ÿ _ —

" +—27x{r—x)3 _U’

(9‘8x)2x _;U

?7(î*$> ’

\

( …ÂÎ_‘"_9P_”L _ U

‘ "?:(r—ŒF
’

) (x+8)2(‘_ ;Ê"'Ë ——-—U
‘ » —.>.7x— _ {,

_>_… f__———) _U 

 

@x?-— %x + >>? U
"

 _/ _.

s -… 61Î=>£ x)

( (8x?+2ox—>>i?
‘/ îî5_/,_E(Î—Ûv)3 ’

î13Ëî”î /” : U, 

(}4{\1—56}

 (};/9“); +. w.
_ 27x\\1——x)—

‘Î_9—8”>2Î=W,
27(1——x)

(”€—Q)?” . w

_97(;_æ>2“ ’

{:c—E—8)’—’(r—xï
_VV,

L+ËÆ:Æ .… w,
27.2?

(8x3—36x+97)2--w
64x3(1—æ) _ ’

…s+m :>?--w,
_b4x(x—x)-‘

8—Mîw
64(l—£>
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5 C:o,B=8A,

 

 

 

Z;Ï*’,m=â—, 2 __ _._.

LXXXVII… " _ " °Z“,, “” ,Î“>l ;U,

/),+ +} EÏ:+y ‘ |< î—x

\ _— ’ 3 — /

_\__94.,B+ïC=o

/=;—,1_n=%, ) __

LXXXVIII ‘ ‘ { 7” .ËÊ” “ill.—_U
, ‘ 61x ’

/…= »+g—<\

,C=9A,B+10A;o,

l=‘,, m=+—, _ __ ._

LXXXIX../ ‘ __ ‘ , —”+è”Î”g,) ;U,
) _____ 7_ ___ ‘ |..Z'

,_ «“——a g=—V

‘ A=C, B+C=o,

xe. . . 5 l=m=ä, '. ‘\ÆL13£Ï”LË”Ÿ J:‘ …U
""" , -— & +27x2(1—x)3 _ ’

=:Ëp.=iu. Î

(A+-BIO, A=l6C,

‘ÇCI / Z=m_=-g, (64x3—96x—+30x+11'—) —U
.z ....... } ...,. y % _108x<1_x' _ ,

À=i1.=;—

. " 4

‘B+C=U, C:! 6A, _

XCII “ l=%, lïl=%; ,(x3_+30x2_.96æ+64)2
_ U

‘ """ \ >, _ 108x'(1—æ) _ ’

, —=iU:ÎV ‘

\ 4

/ A=C, B::I4C,

=5+, m=+, 3__ 2___')') \2

XCIII ..... ”_ “* , 33?” °"”+1> =U,
108x(1—x)*°

ETC. | l l

_)\_-)

k_8__+__i_).(_).>_îÏ—.Z"

6gî

 

—x>3

(2çx‘—’—— [SL —1)‘-’_

6/|.L

(64x“—96x2+ 30x+1ï‘—‘
 

— 108æ(1—x)

!.L3 + '50x2—96x + I)2

108584 (1— x)

 

(x” …. 33x2— 3333 + 1.‘-’

108x{1—— .L}’*

 

:w,

_-w,

:w,

.=W’

: w.
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Les transl'omnations ainsi obtenues ne sont pas toutes irréductibles.

Ainsi, il est clair que la relation

"9.L‘———8V _ "gt—+8,3.

—Î7ÎÎÎ_ÎÎÏ) _ +3Ïîfl(t —1 z”;

’ équivaut a deux relations distinctes, dont l’une est x=t, l’autre étant

du deuxième degré par rapport a chacune des variables. De même la

transf0rmation

… æ'alïf——3t2+3t+zîï

—-— …: +++—++—+ 27 t->\t—— t)—

se dédouble en deux transformations rationnelles déjà trouvées direc-

tement :

, 9.t3——312——31+2

?. .î,‘ — I L;…: : ——______-—P—+—_——.

31J3t(1—— t)

Je n’insisterai pas davantage sur ces simplifications, qu’il est facile

d’apercevoir dans chaque cas particulier.

20. Supposons que pour des valeurs convenables de A, B, C, l, m

on puisse effectuer latransformation : go(t) et passer ainsi de l’équa-

tion (2) a l’équation (4). Si pour œ=o plusieurs valeurs de t de—

viennent égales à un nombre t., différent…de zéro et de l’unité, ces

valeurs, comme on l’a vu plus haut, seront au nombre de deux, de

trois ou de quatre. Admettons d’abord qu’il y en ait detm, que nous

désignerons par t' et l.”; admettons en outre que l’on a

modt. “<l.

. , , . : .
‘ = , ,’ .

,. ,

L equation (4) et, par su1te, ] equat10n (a) admèttront l integrale

t’P’)1-—t’)(I'F(a’,@’,y',l’)+t”1"(1——t”)ÿ’F(oc’,fi’,y’,l”îÿ.

Cette fonction est évidemment holomorphe dans le voisinage du

point cc : 0, car, si l’on fait décrire a la variable .:r un lacet autour de

ce point, les racines z' et t” ne font que s’échanger. L’équation (2)

devra donc admettre une intégrale uniforme dans le voisinage de l’ori—

gine; cette intégrale sera de la forme

’l—“ '”—’)—H(] F(QC, @) ?) (L))
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, , .

et l on aura, en dcs1gnant par A une constante convenable,

Ail —‘73)Îinia’ €”! 7,5”): tip/(Î— il)”, Fi“’)rO/’ 7ritl)+ ”pli/‘— [").q/ F)“I7 $”?” lui“

_ ' L’équation (2) admet de même l’intégrale

t’P'(1——t')Q'F(a',Q',y’,l')——Z”N(1 _ l”)fl/F(a’, {3/,«/, z”),

qui se reproduit, au signe près, quand la variableæ décrit un lacet

autour de l’origine. Cette intégrale sera de la forme

‘.

x”(1—x)“qu(a.,13…*/.,Æ;,

et l’on aura, en désignant par B une nouvelle constante,

n
.
.
(
.
.

Bx' (1—x)'ti(al,fii,yi,x)

: t’P’(I—— tl)q’ F(0£’, Ç/’_//’ tl) __ [fil)/(I __ L’”)IÏ/ F(OC’, _Bl’ 7,4, If”).

Si les valeurs de : qui deviennent égales à t, pour æy=o sont en

nombre supérieur à 2, il est aussi facile de former des intégrales de

l’équation (a), qui se reproduisent, multipliées par une constante,

quand on fait décrire ‘a la variable a: un lacet autour du point œ=o.

Supposons, par exemple, que trois valeurs de ! deviennent égales à t..

pouræ=o, et soient t’, z”, t’” ces trois racines, rangées dans l’ordre

dans lequel on les rencontre quand la variable décrit plusieurs lacets

successifs dans le sens direct autour de l’origine. L’intégrale

…,_ t'iq'Ftæ'. me t')
+ t”Pl(l __ tl/)q’ F(OC’, $,: y,,t”>+t”,1)l(l'—tlfl)ql F(OC’, 5/, Y!, ll”)

est évidemment uñil'orme dans le voisinage de l’origine, tandis que

l’intégrale

”'t! + t’)” Flo/, fi’, 7’. t’)

_,__]’2 tl/p’(1 __ t”)‘ll F(OCI, (8’, 7/, t”) +_jth/(I_ l///)ql F(OCI, ôl’ YI’ lil/>

se reproduit, multipliée par j, quand a: décrit un lacet dans le sens

direct autour de l’origine. On en déduit des relations analogues aux

précédentes. ,

Une ou plusieurs valeurs de ! peuvent être nulles en même temps

G. 15
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que L‘. Si la valeur de :: qui est nulle pour 90 = 0 est unique, l’intégrale

t”'(1-— r)‘l' F(a’, {3’, y’, !) se reproduit, à un facteur constant près, quand

.L décrit un chemin fermé entourant l’origine; elle doit donc être égale

à une intégrale de la forme

C‘.L."1Î)i\l ._.. x)“q 17 ba, la, 7) $C}-

.t.e cas où plusieurs valeurs de 1? sont nulles en même temps que .L‘

de1nande‘un peu plus d’explications. Je suppose d’abord que l’on ait

J):CPtt},

@ désignant une fraction rationnelle. L’éuation ’2\ admet une inté-
1 É) i /

grale de la forme

x*Pt1— 7c}(1 Fiac, Ç'3, y, JL} ;

il en est de même de l’équation (4). Si l’on considère :: comme la v: -

riable indépendante, quand on fait décrire a cette variable un lacet

autour du point t: 0, :L‘ revient à sa valeur initiale après avoir décrit

plusieurs lacets autour du point œ :o et l’intégrale précédente se re-

produit, multipliée par un facteur constant. On a donc

x“P<I —' x)“‘1F(a,@, y’xl :: C’t’p'U _" !]qu Fiœ,’ '13,’ ’Il/’ t’l’

t’désignantl’une des racines de l’équation a::gotzfi) qui sont nulles

pouræ=o. Toute transformation se ramenant a une combinaison de

transformations rationnelles, la conclusion précédente subsiste dans le

cas où w n’est plus une fonction rationnelle de r.

Le calcul des constantes qui entrent dans nos formules s’effectue

sans difficulté, lorsque pour 50:13 on a en même temps t=o; il suffit

. . z’ ’ _
de chercher la limite du rapport E£Îr pour ac : o. Prenons le cas ou,

pour x=o, z prend une valeur finie t,, différente de zéro et de l’unité;

dans les formules écrites ci-dessus, faisons œ:_: o, t:: t,; ou en déduit

A =2tç'p _ :, 1q’ rar, e, yf, :,

. l’P/l/I—Î'lq,Ffdl B,." t'i-Çt”!”H—t""/’F’y' 3' .; l"l

B=l1m ‘ “ " /’ ' ‘ ‘ " ’/’ pour x=o, t=l,,

N
,
-
—

.it”

lt’ d . , / =
13:1‘(’ > dîlt’P’tr— t'>ff’F<a,ôw/’,t’itt=t-

{ .l‘:0

J.
—)

d.x“
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Les exemples suivants montreut_hien la méthode a suivre dans

chaque cas.

21. Considérons l’équation différentielle

_ dy
( ___ ___ _ ' | ( (" _»! _ - ___4 . 4...

x11 x _—+ .,— .+3 1lx —— ac …o.

‘ ’ dx" l' a ‘ ’ " (la: 5"

Par le changement de variable .Lf:::(2£… 133, elle devient

,d24y‘ ‘ l, C 'l”

t 1-——— t. + a: —-+ 1 —<— __t +" (9.54 <>. ‘- I.t" —" …. 1'oc ’ _—,-;—, (>.
. (][—_) . i 1 .. ». S . .l (ll l @f

Pour .L = o, les deux valeurs de ! sont égales a +, On aura donc

  

, 1+ /a_r‘ I—— E‘

aFra,©,{;,x}=F(aaæ,afi,x—t—S+â, ; )—t-—F(2oc,zz$,z+ñ-:—â,—— \/_>,

 

‘).

bV/æFla
‘â‘,ô“Ï*%,â,æ)

..1_ V.
’

I_ _

:F(2a,fiïd+@+ä’ 2_Î>—F<2a,cgztä,a+fi_;__1p__9_{}_‘>_

Pour x: I, une des valeurs de test égale a 0; donc

1 — /È

F(a,{3,a+fi+â,1—xÎ=F<aoc,aê, a+@—t—{;, ———ï—)l—>.

Cette dernière formule va nous permettre de calculer a et 3). On a, en

effet,

a:: 2F{2oc, 25, a + 8 +.” "
|

ou, d’après la formule précédente,

 

adÎ:l‘(a+8+fi
__ { ,. 11 l- —___‘____:..L.

a—2Fia’5’”+3fï"“"it‘fa+àlPt5+âi

On a de même

0! \

l—: 3851 ,F(m+1,a5+1,a+ô+;fi,âp
y__ ___,

Dans la valeur de a changeons 0: en a —i—%, [à en {à + —â-; (‘1151t1‘ouve

b__ 4045 «Er{a+e+ä.i_4t/Erra+e+gi

‘—a+e+gria+qrie+lj“ Fly me;
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22. Considérons encore l'équation différentielle

 …/ _- *
.Îl\l .r)

dL'—ï

+

(ZH-‘ ( 5x> dy _, \ _

. . ft2— Gt +1‘;2
Faisons le changement de variable ce: “‘——6… +f.—_, et posons en

—1 — . 1—

méme tempsy=t°‘(1—tl“zz on obtient la nouvelle équation différen-

tielle

 

(2 " .. dz
.’ " ‘ 1 3 (. -> _. __ 1' » _ l\ ——["’—”)Üi‘ÎTiza+l—\Gx+Îltlfll 405,21 +—_…z_o.

Pour m: 0, deux valeurs de t deviennent égales ‘a 3 -— 2 V2. Soient

z’ et Z”ces deux valeurs; dans le voisinage du point œ=o, elles sont déve—

loppables en séries convergen tes ordonnées suivant les puissances crois—

1_ .

santes de mi. Somnt

_4.

t’=3-— ?. v'5+ «:<3\/;_4>x- +. …,

l.

t”: 3 — ?. VE —_— \/:<3 \/; —4lx2 —l—. . . .

L’intégrale

l,1{l——Z’)2°‘F(4Œ, 295 + l,, 2a +Î, tl+t”‘1(t——t”)MF(41, 21+ l,—, 254 —+— ff, t”}

est uniforme dans le voisinage de l’origine. On a donc, A étant une

constante,

_;\ F(a, +, — ac, +, xl

:t’“(i—J'}”F(4a, 22+ Ë,-, 21+Î—.Ï, t’)+l”H1———t”qÏ“F(4a,2x—l— ;l—,2o:+—Ï, t”).

On aura de même, en désignant par B une nouvelle constante,

214 .

Bac2 F(a + Ï,Î —— oc,-Ë_Ï-, x) =t'°‘(1——Z’)“ F(4oc, 20: + {»,2oc+ f.}, t')

n! l\— / . :

——l “tl—t’ilïFt/1ama—Pm+.â,l”}.

Faisons ac: 0; il vient

A : 213 + ?. V'2)"f2 \/2 — 2lgïFf.îa, 204 + .}… 201 + ÂË,3 — 2 dE),

-+— ({ _ . ' ..

B::2\/—lt\3vîL—4>-{7Ï[Ëlll—ÎiùïFf[|d,2d—l—i,21—l—%, t)] pour lîé——Qt/tt.
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Remarquons maintenant que, pour a: : œ , une des valeurs de 2

devient nulle. L’équation différentielle proposée admet les deux inté—

grales

t°‘(l —— !)“ F(ç{t0ç, 204 +1, “20: + 2, il,

l—o( ‘ | ‘3 I

56 I‘ ac,a+-:_,—,tzœ+—‘,—,; &

qui appartiennent au même exposant dans le domaine du point av…—= œ .

Elles doivent donc être identiques ‘a une constante près; on en déduit

la relation

—16t(1—t)Ë}

B(4a,2a. ,,2a+Î,ïl=ll° 5l+lir‘—’°‘F[cx,a+ }-,2Œ+Ïïr(2 _6t+Î)2

que l’on peut aussi écrire

161(1 — tl—’J

F(4oc, 2oc+ %, 201 +-Ï—, !) = (l + t)“… F[oc, c>:+ -,l,,âoc +:ÎÏ+, ([+ t‘)‘"

Dans cette dernière formule faisons ;: 3— 2\/2; on en tire

F<4a,2oæ+%,2a+fË,B—2d2)= (/——2\/2>"‘F((oc, œ+-},2a+—Î,IIl.

Donc

A_[(Ë‘_2Vîlftt/°—ÿ2l]ïr2t/fî-Ïlm_'
+)

“‘ aœ+-+> <a++>(—2f)‘

On aura de même

 
 

:… _ t)2a F(4a, 2oc +%,2ac+ à}, !)

=[£(I__—_t)ÎÏIŒ F
[cc, ot + +, za + %,M]

(++… (++z)-«

_ [Ill—ll2“; _+ÎÏ_l_F[Œ Œ_ng _5_ if …6t_+1l2

E.—+lF<M+%> t2_'6[Î‘F[Œ+}E,Œ+%,fÏ, itÏ.ÎËÎÎËÏ %.

(“l—tl”

  

 

 

Prenons la dérivée du_fsecond membre en négligeant tous les termes

qui sont nuls pour t = 3 —— 2\/2; nous trouvons

B=,V:pi—_Æz><…_a] < «£»4><_p/ä_>_<__—_-_)_1:<2.++1   

(t—N2l
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ou, en réduisant,

..

f.}
‘1

)4
h
“l

_l_

++)1
_
j
.
1
.
\

 R—.,îÎ<L()’P1

23. Les formules que l’on trouvera ci—après ont été obtenues d’une

11i7

manière analogue :

 

 

./ _ 1 ’—

cddaeetewa—wreF(2ar—a&a+w«—&———lïlï>

<%) “ _
1 1 _ \/Œ—l——\/Œ>

} — 1 —_—_——.

 

_ ï@l£îi‘L@

_PW++fih—ôf

 

..4

 

 

(27)
_

_“F<2a—l>2@_Ï,Û——lîô—
lîî1—2i/J),

rifif‘<«.5.tæ)=<+—x>—«r 22—1,a—2@,æ+1_3…

,. 8. 2\/æ—1
+12)

 

 

——- f1—xl“°‘ F<2a—1,2—25,a+1— @,,__1/—1——\/x>

x——1

b 4VENa+@—er , îVËNæ+ha@
Da—MFŒ—+î “rÎ—aru—er

@ . 1 ‘ _ \/:x>
_‘_—_‘_ 3

?.

(29i Frz,1, +2—l—,,Q”:F<)O'.Œ@,O'—Ë—;—t*g,
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' Mac, ;, a+ë++ x)

’303> 1+ 1-—x _“ , ‘«"T:ÉrÎ-—+x\

‘ { .:<_‘/___ F 21,1—13+È,a—1—13——1—%,‘—:;. )

 

 

'),

1 F(ou, @,o:+13+3,x}

 

 

 

 
 

 

31114
“"’

2 ÏgÊ \._ 1 1 : (\/I-—x+\/_.x) —1F ‘la,y+13,21_1_213
,

, \/_……_)7

v“x—x+V—æ/

SF(O"Ç’O‘+ê—äx}

ï32) 1 /r_î
( =(1—x}‘F<2a—x,2fi—

—l,g+p_â.,__\Q__>
,

1F(a,fg,a+fi-—%,æ)

'33 ___!î I+ /l_æ 1—21 '
_I:__ \

( )} =‘Çî—x) “( V F(za—1,oc——Çj+â,a
+@_â,Y_Ç

?

Œ
\

\/I———x+1

'F<œ, @, a‘+ s— r>

 

l
v
l
‘

 =(1—x)-' (\/I—æ+V/v——È>H2IF aa——1,a+@—1,za+zfi—z,—+——2l \/:—Ï__ »

. \/|——x+x/—x

 

_ _ \ /'ÎÎ— _” _ ÿ_Ï‘_f

(35) F(cx,a+â,y,x)=(ïj—z> F<2a,2a+1—y,y,I—W—Ë>a

\ -4 l+dl——JJ

 

\/1——x—1

(36) F<a,a+ey,x)=<x—x>—+F(m,zy—m—r,y, )
\ 2\/1—æ

 

 

’ "‘.

…) F(d>d+%»7»$)=(I+s/Îc)_“F(w,y—â,2y—x,-—2V“;>,

\

138) 2 2
\

4x(1—x}],
 

1F<a, @,“_fi,x) =F[”Ë’ Ê, fiÎ_+_L, 4x(l_x)]

'
«+! @+! oc+@+x

2 ’ 2 ’ 2 ,

=(1—…)F[

\ " a+ +|’ \ _y \ & Ü.+l Œ+S+I _/xx'“—I\Ï

\39} F<Œ,Ôa——Ê————,æ):1l—zx1—d
F[ç7. , . 3_l— ( ,]7

2 2 12r—1/‘:2
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/,/ a+ +1

1M%@——Ê—>Œ>

 

 

 
 

, __ _) A___p _— _ 1

=yfi—x+V—M‘”{ŒjLKZ+ÔQÊÊÈËïÎZÊL

F(oc,l—a,7,x)=1l—xj‘f_‘ F[/—_—y—a /—:—a—_—[«7 y, 42(1——x)J

2 2

}/+oc y—l—l—oc
" ?““—;{1—x)Y“11—2x)F[ 2 >%Mü—M}

F(a,l——a,)/,æ} / , "

(42) ‘ =(1—x)Y—4(1—2x)Œ—YF[7_aa7+ 1—54 ? +x1x—I)Ja
 

\.)

2 2 ’ ’ (227—11—

F(oc,1— oc,y,x)

 

 

: {1—x)Y—4 (\/1—.7c+g/———_aü)2_2°"2Y F[7+a—1,y—%, 2y—1, ___—_4W‘i}
(«I—x+«—x>2

+
—Î oc oc I , x2

BWÆflexkâv—mQFËW@—;5+EU
ŒÊ:Ü]

u+1 ..
_ _

_ 2: :”T 1—0: I+oc 1 xl _

—<I—;>(I—Œ)
FLÔ—l— 2 7 2 aô+2741x_]1J7

. _

2

@__£>“F[ï,îjg,go_i,< x > 1

2 2 2 _2 2—27 …

__ g_a _ x oc—2BF @ _ac 1-—a +l x 2

——(l———JÙ)I <l——> : '—5713+WÀ‘7@
27 ,

4 'Û-W—MÎ, _

   

 

 

 

5’—4W—x
 

\46) F<ac,@,2ê,x)=(1—x)—5Fl:a,2fi—a,fi+

1F(oc, @, 2@, 2)

/ _ —-2a _ ——_— «_)—

H7)? =<——————I+‘/Ix> Flîa,a—Ô+—I—a@—rla<————IW £) }:

2 2 2 ,_1_‘/1_x

a: a+1—25 ——4x

(Æ)FWÆm—fi+h@=fi—@“FËf—îî—”““5+“u…wJ’

 

 

fmmea—n+nfi

(49): =11+x)(1_x)——a—|F[Œ_ï,î \ 1——@,0z— @+], __—*4_x2;|3

2 2 (I—x)‘
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\ ‘ J , a @+! a 427 '

(50; P<a,@,a——p+uw>=w=—”>“i
i

. ”“'“P“Ç:Ti

F(oc,fi,oc—S+r, x) .
.

_ _
/ *

(51) =(1—x)1_25
(1.+1‘)28îX—i F[CX+I îÊ., L.__îÊ_Ïi

—4îva+1_ê
’_‘_x_—

9, 2 +““)

<F(d,5,d—@+I,æ)

5.

/ “'

(?)?:(1+Væ)”
P oc,oc-—Ç+2—,2c<——2p+

r, \/x -

_
(_I—r—\/Œ>î

 

Formules données parles transformations rationnelles du quatrième degré..

AF(“& îi— 0£,%,Æ)

!.

=A(1——x)" F({,— a, ca +_«Ï1r,_i_,, a:)

:: t'“(ï— t'i2°°Fi'—/la, 2oc +:i, 204 +%, l') + t”°‘(‘“ …” Fi4d, 205 “**—ti, 2ï + %’ l…,

%— fÎ* . .,

=Bx‘(t —:c)“ F(l — 2, cc +{;Ï, —5—, ri

‘i

(szF(a+â,Z—+a,ä,x)

?
=t'°‘(i—t’)‘—’°‘F(4a,2a+},2az+%,t’)—t”7

-(1———)'—t”—’4°‘F( a,22+%.22—+—ÎÊ,1Ï”Î:

’, t” désignent les deux racines de l’équation

(t2-—6t+l)°++16t(1——t)”— r<0

qui sont égales ii 3—2 v2 pour or.—:o:

l
c
.
)
—

t' : 3 — 2 v‘2+ v/Î—_1l<3\/Ë — @)x +..

.“ .

1”î3——2\/2 —— \Ï—_—I_<3\Æ—4ix +

  

A=f+‘w— 3——%
B=\/—.1'6\1É__Ù_

_L
\ v/ 11œ+Èi

(d+—ÊE
’ ' F‘\ÛC)P(

Œ+—îi

1A F(oc,%-—n,ê_:,x+

3—2, a+ _—‘—,, ._.—‘,2“Ï

:(..t'1—u \ l<14_oc, 2,m+fg,r, \

G.
16

? :A(1—xfiF1

Il
\Ïi_Î”‘ l’,)ïiIÎ—l[”\7'Fi iÛ', i,‘25€+Îy£ >;
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/ ,
‘ ’—i / - — »,

\Bx— F,oc+ $—, ;:}——a,%_î,x;

{56 < 1 vf* , .l, ::Bx)(I—x)‘Fl\l—a,oc+%,%,æl

=Tl* l'l°‘ll — t')“ F(4oc,=}, % + ?, t’) —(——t”)°‘(l — [” )°C F4oc,'_… 9.9: +=} t"),

t', t” sont les deux racines de l’équation

[+ ’;.t—1tfi‘—’——16tli—tl.æ=û,

' r ] \ I \/2 _.

(1111 SON! €“gâ 88 a +)———— p…” .T=O.

 

/— 4
r— 2 ,—/5 +

t,ÏÎ* V —V— I-—-‘—‘ JC2+...,

2 4

Ï—' 2 /';_v 5!

f”',.——\/ +\/—I—/—-.Z‘—l——....

4

f ‘ “. l 1 .\(. l‘1\x, .,r.—z,__,,a [,

5"l :: ï] \l, :, ‘ ‘ -.

/,, :…: dll—xl; F\.‘,—a,y+Ï,ï,æ/ç

.,/ \. \ …; \. 1
:::t'—’H\r—t';°‘F(4a,nsz+l—,41+£.l',+t”“t_l——t”/*lfl(4a,21+2,1x—l—-_l—,t”),

.]. ‘

’ 2 ’ : .
( Dm Fia+._l,}—a,Ë,—,x_;

78‘( ’

\ ' =Dxu——xl‘I—ocd+‘,',,æ

: t"—‘ïî 1—t’pflF(4a, 20: +â—,4a.+._,, t'}— t”’°‘(r— t”)°‘F(4a, 9.a.+_l;

z', !” sont les deux racines de l’équation

(t3+ 4t—4j2+16t2(1+t)x: 0_,

qui sont égalesà 2\/5——2 pour æ=o.

,_ ,__. ,_ , ,;
t’:f>.V2—2+ V—r(_3v2—4)x“’+.…,

l”::f>,\5— 2 —— \//—l l..) \/2-— }).Z‘ ——1—.. . ,

_ 9\/—I‘ 2a+ . ——4\ÆÏ‘{21+3),: __ -—{'% ): __ —_____+.( 1‘/0[ fl1i(y+—’ [ ‘/ [Iw1/a\r(‘a+vz\

…";oc—l—
),

[Il‘ ;
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\EFgœ,a+-â,â,x}

,5q‘; ,

' ” [ =(l+t’)”F(4a,2az—J—%,21+f{,t’)+(1+l”,”F{4a,zx—&—_î,2a—+—äf,l”,,

‘ J..,, ‘ _ .) .

Â60} ; Gx‘l‘(_oc+â,z+%,â,x)

:…+t’)”È(4a,az—i—%,21+7Ë%,['}—\1+t”)"°‘Fg41,2œ—ï—;Â-,2œ+%,l”);

t’, L” sont les deux racines de l’équation

\t'——6t+1}2— il+l}"æ:0,

qui sont égales à 3—— 2V3 pourd:=o.

z';:5—2J£+(3\/"5—4)x-—+-....

..f _ \ ‘

t”=5—2\/2—(3\/2—4)æ”5—….,

. ; - ,‘ 4JÏrI‘(2a+-Ë)
_2——————— ’ (J': ___—_.

 

E F(_ac, 0: +%, 3,1)

=(1 —— 2t’)"‘°‘ F(4oc, :$, 20: + %, t’) + (1—2t”)"°‘ F(4oc,â, 205 +%, t”).

/

(@ SGÆÎF(œ—i—g,æ+ä,rl,x)
/

, . -. \y '

( =(1—ai’)*°‘F(4x,â,m +-:â, t’) — ät— al”)"”* F(4a,%, 2a+fâ,t”);

t’, t” sont les deux racines de l’équation

-'\l +4t -—4t2)‘-’—— (2t-— l)"‘æ:.:0,

. , , ‘ 1— «2

(1… sont egales & — pour æ=o. 

2

1—— 5 5

£“: \r —!/—'x +

? +

!“ “ 4
l— 3 2 T)'

[”; -—— Vi4 +y,—.L— ”l‘“
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l E F… a+%,%,x)

<63J ‘ 2—1, '… J/ 1 l /‘ l2_l” .… ‘ . | 1 ”\

( '= ,) Fl+d,2a+],4ï+g,ll+ _Î 1‘(4a,21fi—_3,4a+45,[},
41

 

l_ .;Î
_ ..

\bx' F(oc+â,a—l—%,âx)

 

 

:—t’ "‘1,

wc = < > F(4ufla+bîx+äl'l

' '2_t” ‘… l 1 M

\ —< 2 F(4a,2x+%,4œ+g,tiy;

t’, :” sont les deux racines de l’équation

(l2+4t——4)2— {2— t)‘x=o,

qui sont-egales a 2 \/2— 2 pour x==o.

_ , … g),

l’=2 V'2 — 2—|—\\3V/2—1)x'+.…,

_ , __ 1

l‘”:2\/2—2——(3v/2—4)x2+...

HF(O£,%-OÇ,%,Œ)

.L

{65l =H(I—x)2F(%——x,x+â,Î—,xl

‘ ’ =z%—z'>aF<4a,eza+aw+t’-'d<r—t">«F(4a-s
—l—Émï(l _trll)uF(4ï, Ê_’ 206—l— ::, l’”)+t”“(l-— l")°‘F(40£, Ti» 2

|

T

Kac F( &

l 1 5 ',

+Î7 _“,îzax,‘2

1

?: 3 s‘ …
(I—Œ') F(I_OC,Œ+Ï,Î,Œ}

I
.
.

!

KÔÔ) ' ' ‘ \ î/ ‘ \

=t’“(1—l’l“F(4a,%,2a—l— %, t’) — \/—1 t”°‘(l——l”)”-l‘ l41,%,2a+ %, t”)

..
.

—t”'1(1— t”)°flF(4æ,l,m+â, t”’,+\/—1 t…‘(1—-t”)°‘F(4a,%,2a+ä—,t”);

z’, z”, t”’, :" sont les quatre racines de l’équation

(zt— 1)4+16t(1———t,x=0,

rangées dans l’ordre dans lequel on les rencontre quand on fait décrire



sun .UEQUA'1‘ION DIFFERENTIELLL‘ LINÉAIRE, nrc. [25

a la variable JJ plusieurs lacets successifs dans le sens direct autour

de l’origine :

 

 

\ 1

1 r 77“

t’=',+—=(cos—'+i/——isîn—')x'—r
,

_ J2 \ 4 4

f/ | ‘ 377
375 %

t—’+ÎÎ cos—4—+ -—1s1n—4— x + ,

2 \

m \ I- ( 5Î' "— FTÏ> l.

l:;_,——l——: COS—" —l— ——ISlll—r .21' +… ,

v2 +

1 ’ "7: + . "fi —l

tlv=g+:KcosL—+J—is1n’— x‘+ .

v”; 4 l

H :(;)a 41’('+lî‘(2x+îl ,

” m«+arw+a

w rr 161‘(*—l1‘(90z+%)

1{=’LOC (: ‘_ /_ sn— …‘_/ _ _J_.

\wl(°54+W_‘ ‘4) mauxa+g>

'4'i+'/it+4t2-

 

F(4oc,2, 2a+%, t’)

4//4£__ zll‘2
. \

xif<‘ 4 ); F(4%%Ja+ng

  

(67) /‘
] ++/t”,4/_ [Ill/[02

‘

+Q+ F4%L2a—àfll

ï+45‘î— 45“’ . 3 …
{ +( m(F4a,î,2a+%—,t ,»,_

' -3f . y + t’—— !” 2°‘ ‘ .

Lxra+aa+aaa= Ç—Éî—Æj)FM%ëZW+ÈÜ

_ _/ ”_ t”2 205

_… \/_1 <LÏiî4__4_—> F(4oc, …2a+%,t”)

wæz / till till-)
. ‘

(“tha—4)
Fl@%ä2a+âJm

__ t1v_Ath2 21

—+r—‘ÇJÏLîfé“—l Feai2a+êJ"r

z’, t”, t’”, L“ sont les quatre racines de l’équation

wear—xn+n—wvr=a
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Ainsi

l

l .

zfl=g+ € a

\/2

’ |

Z”: 1 + ‘—/:I .1:”— ,

2

[il/:$… ;_ xi
\/2

/Î_ÇÎ «

t1v:=È__—\' __ .Z'” “l'...,

2

161‘(îi1‘(…+a

L=h%>“——“———+-
I’{a)lÏ(z+.—l}

’ «‘… .. A

‘6 ) ‘F(a,a+%,aa+%,x):{1—æ)* F(a+%,a+ %,zoc+%—,x)

( 9 ’ t’2+4[’.…/

’ _ —l

( (__—4

t’ étant une des deux racines de l’équation

21

> I4‘(405,21+%—,406+%, t,);

16t2(1—t)+x(12+41—4)320,

qui sont nulles pour x = o.

i

' + : \ . É . : :
, F(Œ,Œ+%,20!+%,Œ/:=(l——x) F(Œ+à,oc+%,2x+%,æ/

— ……4 F” , |_ / _: w.
_ .) \+Oî,2/.-—i—_1,=.l.Œ—ï 2,t ;,

l’ est une des deux racines de l’équation

161%1— t; +æ(2— I‘ll-"= o,

 
qui sont nulles pour a: _ o.

l

…; Fla,fl+%»2a+â—,wlill—x)"Flï'+:l—,a+iî,m+%s
\

7
4
‘
«
'
\

a:

——52——r6t—z—1ffiFt4a,m+am+æz,t>;

£ désigne la racine de l’équation

IGt(l— l)‘-’ +xatï——(jt + 1/;3:_:0,

qui est nulle pour au: 0.
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.)

F(o:,a+â,2a + %, x)=(1—x)' F(oc+%,x+%, 2a+%,x)

_ (1—.—/r—/t°)°aF( y,,,2r+,,t

! désigne la racine de l’équation

r6t{r—f)——tr+4t—4fi)2 x=o,

qui est nulle pour m…:— 0.

,

,'

73) ’Fifi—ï+%.tm+iÏ-,x)=ll‘"x)’F(ï+%»îf—ï—ËÊ,ŒŒ+ÈÎ,Œ)

) :(1+I“°‘F(4a,?o . %

—)

*:»22—t'5',1);

, . . ,, .
ldes1gne la racine de ] equation

l6[('l + t)2—— .%‘(i + I‘)" :O,

qui est nulle pour x : 0.

5 l

74) )F%ŒO:+%—,îlz+%,æ):%l——x)2r(a+,,7+.,not+l,

) =.:…thF(4œ,,,za+g,u;

[ désigne la racine de l’équation

16l(I—IÎ) +x(2t——1)"=0,

qui est nulle pour æ=o.

Formules données par les transformations inverses.

/ ! : \

F)49:, 20: + %, ao: + %,x)

l

,_,—!.a

=H—x)‘ F(

a
l
e
:

—205, %,,9/+ %‘,.T)

/

—— 16951—— ‘3
. - "-—21 . _l -" …__ … ,. ___Î)x -6x+1 F)_a,a+,,az+,,)1 E'. 2)22l7

,' . 165N1—x"—

()I+x "°‘I‘ a,:c-+%,îaa+%, ,‘— __,j :

- .\r+x' __

 

,
—
\

\
1

D
!

J
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J.-

=(1—x)!“ 2ŒF(zoc +%,%,4d +È,x)

4—4x—x2 —-2oc 1 3 —16x‘-’(1——$)
(( ) F[a,cx+2,2d+wm_—4)Îzîl’

…_,‘ 2 _

)<…æ> a.n,a+),…i___lôx@ xq.
<a—-æ>4

=Ü-flfi_äFwa+ä%—2%ZW+ËŒ) ,

' … _ 16æ1—x

l<'+4””“4”2)“Fl“’“+é2“+i’.“îîÂîix—lîl
——'16x(1——æ)]

?)(1—2 x)"…F[a, oc+%,2a+%, “_ 2x)*

Formules données par les transformations rationnelles du troisième degré.

1

)78)( =AilI——JÜ)3 Fl —0€,0£+%,Ê3*”)

SA1F(ÛCa‘é“—ailvx)

—.‘,—

= t’2oc(1 __ t')ozF(3æ,3a+ .‘_,, 4oc+ â—,t')+ t”2°‘(I—t”)ŒF(BŒ, 3a+—%,4a+â,t”),

«

M
—/

B4Œ' F(d+%,%-Ofi,ë,
fi)

j

(79) :Bl(i—x)3F(l-—d,cx+ä,
fi,æ)

.: t’21(1—t')dF(3œ, 3a+ .‘_,, 4oc+%, i')—— l”2°‘(i—— t”)°‘F(3a, 305 + —.‘,—,4oc+ %, t”);

t’, t” désignent les deux racines de l’équation

{9t — 8)2+ 9.712(1 — l)x= 0),

qui sont égales à % pour a: =():

  
   

_, /l-_ 1

l'Î_%+‘/—Iüëx£+_
,

81

——8JËP
II 8__ /_ __ .!

l 5, 1 81 x ,

__ , '>V—T-Er<2d—l—Ê) (,——_ _…ï_4\/ÎT._ ox+Z_)

Al_lÎ)a |;_ Bl”'V l\_’7 l‘(a)I‘(d+i)
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l

A. F(a,Ë—oc, %,x)

I

(8°) = A4 (1 — æ-F F(—l»—— …+T;,Ë,æ)
: t’°‘(1——Z')‘-’°‘ F(3oc 354+2,2œ+â,1/)+1”1(1—!”)” F(3a, 3a—l— :}, 20€+%, t”),

B4x% F((oc—l— ,,3—a,Î,afl

1_

=B,xlÂ {I——æ)3 F(I—ac,a--ï— 3,2,Æ)

<

81)l =t’d( —2z’) F(3œ,3æ+3,m+%,t')—t”d(:-t”)fidF(3œ,M+3,za+iäJ”);

z’, z” sont les deux racines de l’équation

{1—9z)fi+27(1_;)æ=0

qui sont égales à % pour ac:—

 

8«/Ë %
t’=«g+‘/ÎI

81Æ"+. ,

,, ——8g/ä %
t:.3—J—z—gI—x +

A4F(O.,Ë, cc,},x,

% l .i
((2) =A4(1_x)-*F<g—a,a+g,g,x)

l :( t’)“F(37,%——a,2a—l—Ê,t')+(——t”)“F(3a,%——oc,2a—l—Ë,l”),

: (— [’)“F(3a,%—a, 20:—l—-Ë-, t') — (— l”)°‘ F(3a,%— oc, È!0{—l— ;}, ”);

z”, z” sont les deux racines de l’équation

(l+8t)2(I—t‘— 271x=0,

ui sont é0ales à —— % our x=0.
q 5 8 P

,._._ ä «
L”=—Â—V—I%1"

/— 1

// _1 _ V3 .)

[_ s+\ l—8 &" +

G. …



(88)

(89)

130 * É. GOIÎRSAT.

TL

(84) F{oc,‘ -«9c,.1,,æ):"r=—æ)" Fl._‘;——z,a+ '.
(: :: -L$“=(t— ll°‘F(3a, ; __a,__g, ;)

1

(85 )va+i.âr-——a,%,xÿ:'i 4.1:)'lF(1—a,oc-—l—Ê,Ë,xl

) «
“+2 9 | 5 :; \

l--——,. “()—:_8—£F(3a+2,6—19î,1/.

1 étant la racine de l’équation

a’ç) ——8t‘*t—— 9,7.'i—— t)æ= 0,

qui est nulle pour x=o.

" ( .‘ :" ;

186) lF—=(—ï)Fl—=x
l ::Ll——Îîl2ïF(32,âfimi‘è,{nt/la

l

., . _ 3 .. _

Fp!—l—.‘;,g——Qfl,â,x):;:1—æ)FlI—2,oc+ä,ê_Ï—,Æ)

(87ï\
…

(I_tlfiï+l ÎÊÎF(31+È7 “
+ il»’il)“i!!

tétanl la racine de l’équation

{t—9Pt+ 27-ÎI— t)‘-’x=o,

qui est nulle pour :r=o.

'CiF(oc,a+l,i,x)

< /_3[/ 31 { ° _3,” 31 ‘

=<Ï—4——) Fl3a,5a+Ma+al'>+(£4 ) M31,3z+3,4a+ä,t”),

\
' !

lD«w21f++
< "{ __ 31% 31 ‘ _) ..; 3;” 351

( :K_l__/…_) I‘l3a,3a+%,4a+g,t’)—<%)
F(31,3a+%,4a+î,t”);

[+

t', A” sont les deux racines de l’équation _

l9t —- 8Î2+ l3ï ‘— 4)3Œ= 0,

qui sont égales a % pour w: 0.
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, 8JË %
[::ä-l— 81 x‘—l—.

8\/ä :‘,

//,_S_ -

z_q ———8[ x + ,

  
 

 

(go) C.F(a.a+%,â,£)

" = (1 + 3£')3°‘ Fl3ac, 3a+ :‘_n 201 + i’a‘, l') + il + 31”)”“ Fl39‘z 3“ +—Ë> 2“ +2-,1”}.

;. ..

(9[) D4ŒÀF(Œ+rÈ-,d+dagæxl

: ll—l— 3t')” Fl3a,3oc—l— à, 2oc—l— É» t’) ——(1+3t”)” Fl30‘130‘+%, 2ï+ii’ tu};

 

t’, 5” sont les deux racines de l’équation

{1—9t)‘—’—x(3[+ 1)3=0,

qui sont égales à % pour '=0.

 1 '+ 8V/ä %: ( .Z‘ +—. ,

’ 81

s F "
1":— g,__ (__—" x2

.) 81 —l

C.F(x, x+1, x)z (……m ma, m+ :; t'“:»

+ (1—4l”)” F{3a, % — a, 201 + É, l”),

|

ll).x2 ch+%, a+ä, —Î_Î,x);—;{\1fl,ît’)3“ Fl3a, % —x,2a+%, l')

: / , v‘ E' ” .

——4\1-wqt')3ïFl3a,%——a,:xoz—l—É,t ;,

z’, !” sont les deux racines de l’équation

I—i—8t”1—-—f——’1=— t‘3xr:o,
) \ ) ) }

qui sont égales a (— %) pour au : o.



1 32 1«':. eocnsa1.

 

, @ .“,
l————%—-%x"+ ,

/ä 1

l”_—v%--+ï8—x"+…

’ !; 301

(94) F<a,a+1,ax1=(r—%) F13a,1—a,1,o,

3

… ‘ .. .. !: ”"'"Fë ,. .
(93) f(oc+%,a+3,â,x)=<1-%) 938tF(3a+%,%—-œ,g,t);

t désignant la racine de l’équation

(9—8t)H+ \3 — 4t)3x:o,

qui est nulle pour x: 0.

, ’ t …

(96) Fld,d+â:%»xlîll+g> F<3a,a+—i—,1,o,

! étant la racine de l’équation

(! —- 9)‘-’l — {l —'1— 3)‘x-…: 0,

qui est nulle pouræ=o.

l

1 1 ') ' ‘2 '- ‘

hil‘(a,% =—a,ï;,æ)…: E,(1——x) F(r% ——1, a+%, %, x)

=(1—zf)uF(3a,g—cx, a, t’)

:_ t”)°fl F(3a,% — a, t")+l

+ (1 — t”’)°‘ F(3oc,% —— oc, .%, l’”),

(98) %

L -.’— —l «, ' \
G,x”F(oc+%, .‘,—oc, “%,.7c)=G.x"(1—x)‘F(1—a,a+%,

%,.r)

: l1—t')“F(31,%—a,%,l')

+j‘-’(1—t”)°‘F(3a,%— 0:, .%, t”)

+

I.<I — l//I>1F(3a, %._ OC, Île, il”);
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t', z”, t’” sont les trois racines de l’équation

(3 —4t)3—27(1 —— t)x=o,

rangées dans l’ordre dans lequel on les rencontre quand on fait décrire

a la variable ou plusieurs lacets successifs dans le sens direct autour de
a ‘ -

l o11g1ne .

 

)’\/â _' ——\/Ë

t’…)— 8 7c‘+. , /1:——%+ ——IÎ9

 

l

)

%ILF(0C, %— ac, 5’—, a:) : H,(1—— ab“)2 F(Ï;—— ac, 54 + %, —â—, x)

() =t’“F(3a,%—a,za+ä,t')

) +l”°‘F(3a,%——a, 2a+—Ê-, z”)

)
+ [WF(31, %— a, 201+Ë, t’” ,

—K1x’3F(a +%, ali—a} %, x):K1.x%(Ï—x)ËP‘(I— 35, 05+%’ ÎÊ” xl

: tlg( F(30t, %._ oc, 2x—l— ’à, il)
+ll'2tl/ŒF)31,%—

OC, 20Ç+ (17 t”)

+ J' l/l/œF(3Œ, ; —- “, 206+Ë, t,”);

(101) )

t’, t”, t’” sont les trois racines de l’équation

(1—4t)3+27tæ=0:

3: 1.
li __ ,l + xîi 1

_— ,. ——8 —1— . . . ,

3 -

3 ca %

z”=) + —5J xJ+ ,



:n=x7fizg—Ü——Jg;)?)

uouenbalepsau1oe.l910.119911005…2‘J‘,7

:‘m1‘%‘?0V#)[”ElJÏ/ltînïï‘ifi/lg_—6).l'+

.],11‘i1‘z—-i‘7ÏÎ£)J7ç/,Îæ;i”78—6)z_r”l“(SOI)

f,z‘.‘W+‘:‘”ÊlflnJæzl/Ï‘8—6):(m.“‘-‘z‘-+f“.+,1.95'w
l

7çgltl70/l/ÏWFl/n’8—(äl—l—)

…°°?)an,,78——6*+‘)Wm)

)[701r.(,18*"6‘:1x&‘Ê+”‘”Ï£["l (a

 

;n:x,(;—I)gsz—..(1+:£)

nonenba‘ïapsourac.1s10.1189111109,,,7‘,,2‘,2

il”)?‘Ë‘+7oz‘%+”Ê‘”Ê):Ïflzlufl_llfi(ml—)!+

”?-Z+p(,“—%+”€‘”Ê)flæ;lfl—l)nluz—la,l+'

,,7‘îî+flz‘"+va‘we,Jml,…ll+)=(9…)

(x(?‘g_+xÆ—I)']z(æ_l)_xl}I={æ€%‘p_î;6ï_+p)flÿælfij

v
)
"

(ul‘ä+ÊC'C‘îl:+x€‘JOC)&,Œ{III—I)70(”î—"

(,:‘äï+zc‘%+fig‘fi9)flExfil7_')(,1—}='

1xc.ï‘Î‘+”‘”“Ë')flîglx_lllflîlæ‘ëj‘70—i)‘p)fliH>

(.

.{W]‘%+chî—A+Jognog)&x(”,…/”7—I)(fl);__)+€

(ZOI)
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3/-

/ '

/ :; 3\/()‘ 3

Z——,—————— +. ,

:ä“‘., ‘ ,

// :: 33)‘ ' Î':,

l=Î+ 8 Jæ+

)Î/Ç 4

) * ) Î
 

3 Î1"H. , Eræ
Li=(_27w | \/7" k.:; {, 1‘I1=(97>0‘"—‘l—4£3)“7‘

‘ Î(,—Œ)Î(oz+,ï ()Îf—,,+æ;

‘PF(v,a+3,%,xÏ=(1+8t')‘—’°‘{1—«l’)°‘F(3a,%——x,zoc+â,t'}

(r06ï + (I + 8t”)”(1 — t’”)°‘F(30c, ‘, — x, 2a+ %, t”)

‘ +(1+81”’)”{1——l’”)°‘F{3a,—,‘,—oc,2x+-Ë,l”’),

- Q“ F(“+ ‘;— 7+îÊ,Ê 35): (I+81')2“(1—1')“F(3d, ;'; —a,aa+Ë-, t’)

(107) , +j2(r+8t”)20‘(1—t”)°‘F{3a, g—a, m+%, z”)

\+ j(1+8t”’)?°‘(1—l’”)°‘F(3a,»,‘,—oc, m+%,.t',;

 

z’, t”, t'” sont les trois racines de l’équation

(1—4t)3—(1+8t}2(1—t)x=0.

 

+ {I— 9t”)‘-’°‘F(3a, 305 + }, 2a+%, t”)

+ {1— 91”')2°‘F(3a, 3oc+ ;, 205 +%—, t’”),

‘PF(a, a+â, %, x}:(1—9t’)“F(3a, 3a+.‘_,, 205+Ë, t’)

(108)?
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1

Qx"F<a + :‘v a+%: lin xl : (l _ 91,l21Fl3“’ 305+%) 2“‘+ 27 ill

(1093 +j%i——9Z”)”F(3d,30:+—.},2a+%, t”)

+ j(I——9t”’)QŒ
F(SOC, 305 —l—_‘Î, 20C+%,1”’>;

z’, z”, t'” sont les trois racines de'l’équation

(3t+1)3—(1—9t)2x=0:

3—

2\/2 ‘

l’——‘;+—3— x"+.

9Î/5 ‘—_, , ,

t”=—%+—3— ;x +. ,

3— ,

2 .—

t”’…—%+——‘âfx"+

. J.

F(oc,a+â,2cx+%,æl=(I—æ)“ F(oc+%,a+%,2a+%,x)

(no) gl." 2oc

=(1_ -__> F(3œ, 3a+%,4a+â,t');

t’ est une des deux racines de l’équation

27t2{1— ZÎ; + (9t—8)%c=0,

qui sont nulles pour æ=o.

, , .

F(a,a+%,za+—Ê,x)=(1—x)3 F(a+ÿ,,a+-Ë—,za+%,x)

l‘“) ‘- [’ 2oc \

( =<‘+“sl l‘“”>“F<3a,a+a,4a+e—rz,w;

z' est une des deux racines de l’équation

27t2+-(t+8)2(1—1)x:0,

qui sont nulles pour x = 0.
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(112) ’ l‘(a,œ+%, 2“'Ÿ—'ll"xl=(1_xl& F(“+ ;‘;,0£+—ä,20:-+8,£')

(1—9l)‘”F(3a,3x+â, 21+È,ll,

ll

[étant la racine de l’équation

271(1—— t}3+(1—9l)2x:0,

qui est nulle pour æ=o.

Î‘
.,

. ,

(…3) F(d,oc + E, tm + il» a:”) =(i—æ)°‘ F(oc + -,‘,_, a+ g—;—, 2a+ë,æj

=n+enmp_naFœæg—afla+azn

; étant la racine de l’éc nation
]

27t—— (] + 8t)'—’(1 — t)x=a,

qui est nulle pour x=o.

(“l)
32“ sa

: <1— ——_) F(3a,3a + %,4oc +%, l',:

4

l

ÇF(oc, oc +-,‘,,2a +-Ê-,.7c)= (] —-x)"’ F(a+ ._',, a+»;Ê»,aoc +g, JJ)
(

t' est une des deux racines de l’équation

27t2(i— t)——(4—3£)Mc=o,

qui sont nulles pour x: 0.

;
l

4m%a+-Ja+3xfi=n_xrma+ga+agæ+am

l’ 31
,

., ,
(

=(1—z) F(3Œ,X+(i,îa+Î,£/l;

z’ est une des deux racines de l’équation

27 t2——— (4 — l)3x : 0,

qui sont nulles pour .1'=0.

G.
18
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l

l116‘1 l Flï:ï+3l‘,21+gÿ,x)
:r\i—x)üF1Çæ+â,a+â.

za+%,xl

" =(1+3t)“F(31,3a+3,21+Ë,t);\

5 étant la racine de l’équation

t>.71{| ———— l)3— ,3[ + i)3x:; 0,

qui est nulle pour æ=*o.

l

(,,_\ll“(æ,x—l——‘y’ï+oax/—-"“1lFl“+i’ï+â’2x+ë’xl

\ u
—l =(1—4t)“F(3a,,‘,-—oc,2a+ä,Î);

t étant la racine de l’équation

27t+- (: — 41)=‘æ=0,

qui est nulle pour œ=o.

Formules fournies parles transformations inverses.

F(3a,3a+ %,4æ+%,æ)

l_,,_

=a—x)“ “*F<a+ea+z—f;,4a+är,x>

8 ’ x‘ ‘“ —27x21-—xl”[Il 4<|—9—,) l[a,oc+',,2oc+â,—————————,9Æl8)2
],

_{ (, 3x\ "‘31F + +5_27x‘_î(1__æ)

\ |_?) “,a ‘;,2d (,, (3x_4l3 «

F(3x, 3cx+%,)a+,ÿ,æ/

=1—xlÎ—‘ŒF(Î‘,—-a, —a,2a (,x)

/ u _2 x __

l”9l' 4(I—— 9xl‘21F[a,cz+à,za—l—%r - -—7—‘1—.2£LJ,

("—9“)

:! - alt—x

li+3æ:“”F[9æ/ l,,‘2 +b,_l‘\—ç‘—_li
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Fl31’a+‘d’4d+%’xl

1

: (I——xl' F(a+-ä—, 3a.+ 5,495—1—ë}, @

(120)

{
O

_21 __

<1+ > (1—x)—ïF[a,a+â—,2a+-Ïg,; ,
((I—%>“3

OlFlîoc,-oc+,-,2oc—l—Ë,
(—_î——7Î;:I

îî%î%îîl
l 11

1
1 |

304,3— oc,Mz+{ÿ-,x)

, _’ w :* .
1——.):) l*(,;—oe,3x+%,za+%,x}(

(12!) ((1 + 8x)“”(1—-x)‘°‘ Flîcx, & + %, 20c +—Ë, ___—_27‘7î__—l,
< ." 1

__ . 2 x
(1— 4x) 3“ F[a, ac +—‘,—, acc —1—-g—, ———7—+—,—3] :

(4æ_ll

ll

/

\

_
|

+

l
-
l
—
\

O
J
,
&

\
_
/

I 3

@

l
_
_
'
7

“
& & +

3

0
0

&

î
5

&

l
_
J

 

=(1—a:)" MF(% 3«,g a,;,x)

(123) (I__æ)—2aF @ « aj_ (Œ—9)2x

: ” ”—2M1—xV
x -3°< (x—9)%:__ 1 4

l('+a) FlM+w (x+3)3l

27( )

856 4.7: —3x—-I_; , . (9 )2

‘_Bdl“‘îl ÜŸ+r“+ràîïîïîd\

i —

<l-— 8_x> (I_ x)*°‘_2 F!“ +;% _ a, 3 W:],
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F(_Ëa+ 1. y. —i— ', _Î, x)

 

:(l—Jïfflg F‘41_31:ll'—aÿii9xi

\-) '

…, r _ . x— ;—x‘

(12)}! —{—)'I——.Æ‘21*'lÏ[Œ+Ë,Ê_ŒaË,—(ŸIO/x…}?

/ _!- _ )..-

«g)—314Î‘
(JC q\-)x

‘ :; : _— /_<,_ Î',+Î>( P[_a+%.d+aë»7fiÿ,:æïl'

Formules fournies par les transformations inverses

des autres Iransformalions rationnelles.

F(4x,-oz . 1,60! a“

‘:-27.

=(1—x)“ L(2a+{,—,ax+â,ôa+ £,x)

(126)/
’<9.7— 36x—3—8x'3 ““—’ïF‘ +1 +—'Î— _—64æ3(1—x)

l 27 > d’O! "” ”€ " 48—1'L—36x +27)- ’

=(
9x “31 … 04373 1—3?

<1——(—> F[a,a+vf,,2a+â,)—l—(—,l]a

. \9——8xi'

,—os< , ,. .. '

::{1—x)" l‘_‘_.—2u.—;ÿ-—aoç,za—ë—QÇ,Œ)

« \) , —G’.æ1—xl3
“9'7/ 1—90x—81‘34’HF o:,oz+.‘, 22+3,————4—(—_—— ,

_’ (i ») )

(1——20x——8x—)—

( - 64x(1——x‘3
, 1431 1_ , 35_ l__ .

{(In—817} FlÏŒ,Œ+:i—Œj+w (I 8x)3 ])

1

"l* t4:f_, '>.:i —J— ,‘,, 651 + .‘… 5431

l

::q——.cr"’F 4a+,,na+l_;,6Œ+,,$l

. _.. 2*—1bx—— {("-"“ 6 x*4<4___, F4.,.+_,,..+…_4__,4.
“>“ (x”+18x—27°_

I

(

/ —30L (;/ 3
., / \__

E‘ la:-

(41—-> 41——x; “F[u,a+%,na+,ë,,———.——îla
1 __ 31 __ ‘

,x 9 .‘ a)



sun 1.’F:QU.\TïON DÏFFÉRENTÏELLE LINÉAIRE, ETC. 141

'F(4y, â——Qx,?ac+…æï

::(1— F(.(a+%,ËÊ—2a,21+%,x)

/ ,
\‘29l(1—1—18x—-27ï-)

“F{oc,a+%,za+%,—————G4x
’__ " (1+18x—27x2)2

(((1—9fi)‘“‘:(1—x)ïÏï(oc, a+_—',, 2a+'Ï __ 61x___ '

‘ (gx—r>3(r—x1 ’

7

_ ..Œ—oxfif1 : .—\"
MF[Œ,'(Î Di, 3, 61(1 _ .Z') "

a a+:î % ___—(8—gxfix :

’ “"”(8—36æ+27x2)2 '

 

F

\
À
'
\

<I8_——36.7c+27____8—Jc_2 ) '“

 

F(4“: 205 +.Ëlî’ %)”)

,:F(4..,{.—w,%,æ)

4

_ ”°°—5 _9_”î 1 1_ 4. (_8__9x)3x
(132) Ç(I x) (I 8 >F[ÛC+3J2 91,39 64(1—x) ]?

\ 8—36 ,. 9 _ . __ _ 3

«__—g…) (.…æ).(_....... .. ....
\

’ F‘(.4oc+_‘,,2a+fi,%,x)

_ . . .—x+8>“x()l—Æ—:mc 1<;+—>F[Œ+%,Ë—Ofl,g,—6fi]v

 
  

(133)

=(8—20x—9fl)

F(6a, 2a+,‘,,4:c+%,x)

 

(8—36x+27x2 )2__ ’

 

=(!fi) “F(m++,ä-…,4.+â,æ)

_3 _3 - —2cc ' _ __ 2 __ 2(134) ((2 ”T ‘” +2x3) F[a,a+—Ï_.,za+ë, , 3 2äx2(l 3x)=( . (za: — x — x+2)

2 __ 2

'(…l—Œ+Z)—ËÏFIÏŒ,OC+;,?ÛC+Ù, Â%Ëfi%]fi

2]’
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F(67,%— 2.2, ‘).a—l— }Ê-,.7cl

—':—27. … ..
=(1—aclh F(4a+â,ä——4a,2a+gÿ,xl

—108x(1—xl

" ’ s ' —) ’

(b4æ3—g)bxl+ äox + 1}—

‘ 108x(1—x} :]

7

1 5
ÛC,Ûï+:ü?‘a‘+—E’

(1—161‘+W
’ l

l l

((.+ 30x—9l5x2+64æ3)"“ F[d. d+-Ê» “+ 3"

l

( (I—16.17—+—16Æ2l_'31 F

 

\

”F(6d,4œ+è,2a+-ä,xë

Hô);

ÏÀ—. … …
: (1 + x)" “F(—ä —4a,â — 20€, zoc+%,x}

{ \

 

108x(1-—x)"

(se3 — 33502 — 33.7: +1)2:|’

— 10850(1— ae)" _

(x2+14x+1)3l’

((1—33x— 3%x2+x3)—2“Flîoc,a + l_,—,2oc + %,

?(I+I4æ+x‘2)—3“F[a,a+f,,2a—l—Ë,

 
 

 

F(6a,4a+%,8d+%,xl

1_«>

=(1—x)6 "“F(2a+%,4a+â-,Sd+%,xl

(137) ' 64—96x+30x2+x3 ”“ ._ _5 108.æ*“(1+x) ]_ 64 F “’“+2’2a+6’(64—96x+30x2+x3l2 ’
—— .._.6...2 . —108x4<1—xl"<——1—6——) Fl:dîa+Îÿ aa+Ïi_’ Ü6—_116æ+x2)3—l.

Les transformations que l’on peut effectuer lorsque deux des trois

éléments «, @, 7 sont arbitraires ont été données complètement par

Kummer. Dans le cas où un seul élément est arbitraire, il a indiqué

quelques cas particuliers de la transformation rationnelle du quatrième

degré et un certain nombre de transformations iriationnelles.

Les autres transformations rationnelles et la plupart des transforma-

tions irrationnelles me paraissent absolument nouvelles.

Vu et approuvé :

Paris, le 8 avril 1881.

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES,

MILNE EDVVARDS.

Permis d’imprimer : ‘

Paris, le 9 avril 1881.

LE VICE—RECTEUR DE L’ACADÉMlE DE l’aa1s.

GRÉARD.



 

SECONDE THESE.

———ä®be *

PBOPOSHÏONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ.

Formule de Lagrange pour développer suivant les puissances de «

l’une des racines de l’équation .: : ac + af(z).

Propriétés des polynômes de Legendre et applications de la formule.

Vu et approuvé :

Paris, le 8 avril 1881.

La DOYEN DE LA. FACULTÉ DES SCIENCES,

MILNE EDWAHDS.

Permis d’imprimer :

Paris, le 9 avril 1881.

LE Vi(gE—RECTEUR DE L’ACADÉMIE DE PARIS.

‘ GRÉARD.
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