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PREMIERE THRESE.

SUR

I’EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE,

QUI ADMET POUR INTEGRALE

LA SERIE HYPERGEOMETRIQUE.

INTRODUCTION.

1. La série hypergéométrique F(«, 8, v, «), considérée comme fonc-
tion de son quatrieme élément x, n’est définie que pour les valeurs de
la variable d'un module inférieur & I'unité. Pour la définir pour des
valeurs quelconques de 2, on doit la considérer comme une intégrale
particuliere d’une équation différentielle linéaire du second ordre; la
question revient a trouver ce que devient cette intégrale quand le
chemin suivi par la variable aboutit & un point situé en dehors du
cercle de rayon 1 décrit de l'origine comme centre. Par une généra-
lisation qui s’offre d’elle-méme, on est alors conduit i se poser le
méme probleme pour une intégrale quelconque de cette équation, le
chemin suivi par la variable étant simplement assujetti 2 ne passer
par aucun des points critiques qu’elle présente. |

Cette équation célebre, étudiée par Gauss (') et Kummer (?), admet,

(1) CGEuores complétes, t. 111, p. 207.
(2) Journal de Crelle, t. XV, p. 3g.



4 I:. GOURSAT.
comme I’a montré ce dernier, vingt-quatre intégrales de la forme
xPp (\I | F .Z‘)‘/ F(“,, @’, Y'a z,

I I x X ——:1

ol z est 'une des variables @, 1 — @, - ——» —-
X 1 — X Xo— 1 x

qu’aucun des nombres 7, 7 — % — G, f — o ne soit un nombre entier.

» pourvu

Dans le méme travail, Kummer a donné les relations linéaires a coeffi-

cients conslants qui existent entre trois quelconques de ces intégrales;
mais, cel éminent géometre s"étant placé uniquement au point de vue
des valeurs réelles de la variable, les formules qu’il a obtenues pré-
sentent quelques difficultés quand on veut passer aux applications,
d’autant plus qu'il n’a pas toujours précise suffisamment le sens de ses
intégrales. _

Supposons, en effet, qu’on veuillé passer d'une valeur de x réelle, -
positive etinférieure d I'unité, a une valeur de x réelle, posilive et supe-
rieure a unité; cela ne pourra se faire en attribuant a la variable une
suite de valeurs toutesréelles, puisqu’on ne peut passer parlepointr=1,
qui esl un point eritique pour I'équation différentielle. Il faudra donc
attribuer d « une suite de valeurs imaginaires, ce que 1'on pourra faire
d’une infinité de manieres, et, la valeur tinale de la fonction dépendant
essentiellement de la loi de succession des valeurs de la variable, on
voit qu’il est nécessaire, pour I'objet que 'on se propose, d’introduire
la considération des valeurs imaginaires dans I'équation différentielle.

La théorie générale de cette équation, quand on n’apporte ainsl au-
cune restriction aux valeurs de la variable, n’a pas été faite jusqu’ici
d’une maniere complete, du moins & ma connaissance. Je dois rappeler
cependant que M. Tannery (') 2 montré qu’en appliquant les principes
posés par M. Fuchs (*) pour la théorie des équations différentielles
linéaires on retrouvait les intégrales de Kummer; dans un autlre
Mémoire (*), 1l a déterminé les relations linéaires entre les intégrales

“pour un exemple numérique, déja étudié par M. Fuchs (*). Les résul-

tats obtenus concordent avec ceux que I'on déduit du cas général.

(1) Annales scientifiques de P’Ecole Normale superieure, »¢-série, t. 1V, p. 113.
(2) Journal de Crelle, t. LXVL, p. 12.1.

(3) Annales scientifiques de U Ecole Normale supériewre, of série, L. \EL[ , p- 169.
(+) Journal de Crelle, 1. 1LXXI, p. g1.

1
2



SUR L’EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETC. 5

2. Dans la premiere Partie de ce travail, je développe d’abord une
méthode due a Jacobi (') pour retrouver les vingt-quatre intégrales de
I’équation différentielle quand aucun des nombres 7, 7 —a— 3, f—u
n’est un nombre entier; puis, par application du théoreme de Cauchy
aux intégrales définies qui représentent les séries hypergéométriques,
jobtiens les relations elles-mémes entre ces intégrales. Si, parmi les
nombres 7y, y—a—f3, f— «, il se trouve un ou plusieurs nombres en-
tiers, il y a un changement de forme analytique pour certaines inté-
grales; on obtient les intégrales nouvelles par un procédé d’un usage
fréquent en Mathématiques, surtout dans I'étude des équations diffé-
rentielles. Je termine en recherchant les conditions que doivent remplir
les éléments o, [3, 7 pour que 'intégrale générale soit algébrique. Je
suis condult a une représentation géométrique identique a celle que
M. Schwarz (*) avait déja trouvée, en partant de principes tout dil-
férents.

La seconde Partie est consacrée a la recherche des transformations
que ’on peut faire subir & la série hypergéométrique lorsque, des trois
éléments «, 3, 7, deux seulement, ou méme un seul, restent arbitraires.
Je parviens a déterminer toutes les transformations d’une forme tres
générale, qui comprend toutes les transformations indiquées par Kum-
mer (*), et un certain nombre @autres, que je crois nouvelles. Je
donne ensuite quelques-unes des nombreuses formules que I'on peut
en déduire.

Je suppose connus les principes relatifs a la théorie des équations
différentielles linéaires, me contentant de renvoyer au Mémoire déja
cité de M. Tannery (*).

1

(1) Journal de Crelle, t. LVI, p. 149.

(2) d., 1. LXXYV, p.-992,

(3) Id., t. XV, p. 64 et 127.

(*) Annales scientifiques de I’ Ecole Normale supérieure, 2° série, t. IV, p. 113.




. GOURSAT.

PREMIERE PARTIE.

3. On sait, depnis Euler, que 'intégrale définie

al

T Vdu,

V=ub—t (1 — w)v=3—1 (1 — xru),

si elle a un sens, vérifie ’équation différentielle

dy

x(1—2z) =3
Pourle démontrer, il suffit simplement de remplacer dans le premier

membre de notre équation v, y/, y” par leurs valeurs. Le résultat est

/ d
+[V~—w+ﬁ+—r>$]d—’; —afy=o.

(1)

du.

?

)

évidemment
2y
R PR S P L A

1

Or il est facile de s’assurer que la fonction sous le signe d’intégration

n’est autre que
. »«x—i[u(lhu)VJ.
du| 1—zxu

- - 1
glr— ] V] , résultat
10

Le résultat de.la substitution sera donc — oc[
1
identiquement nul, puisque nous supposons que l’intégralef Vdu a
0

le, considérons l’intégrale définie

h
¥ :f Vdu,
g

un sens.
D’une maniére généra
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ol get & sont des quantités constantes. Si nous portons cette valeur
de v dans le premier membre de 'équation (1), nous trouvons comme

résultat
ult—uw)
. I:_L- — %) \/] .
I—xu dg

Pour que ce résultat soit nul, il suffit de prendre pour g et 4 'une quel-
conque des valeurs o, 1, ==, pourvu, bien entendu, que Uintégrale
correspondante ait un sens. Il résulte de la que chacune des trois inté-
grales définies

s 1 3l SR
Y :—:] Vdu, y ;/ Vdu, y -7:] Vdu,
0 — 1

sielle a un sens, satisfait & I'équation différentielle proposée.
Considérons maintenant avee Jacobi Pintégrale définie

A
;/'mzj Vdu,

ou g et e sont des constantes, et remplacons, comme tout & U'heuve, y,
Y's ¥” par leurs valeurs dans le premier membre de I'équation (1). Aprés
quelques réductions faciles, le résultat peut s’écrire

—(y—B—1)ef(1—e)t—r ¥ {2 — )1 B-1 agh(t—g)vB(1 —zg)-21,

St 'on prend pour ¢ la valeur ¢ =1 et pour g l'une des valeurs o,
1, +~o, le résultat sera nul, pourvu que 1 — « ait sa partie réelle
positive el que le produit «’(1 — u)*=P(1—au)** soit nul pour la li-

1

mite u=g, c’est-a-dire pourvu que 'intégrale y = / Vdu ait un sens.

On a donc en tout six fonctions représentées par des intégrales dé-
finies qui vérifient I’équation (1). On trouvera ci-aprés le Tableau de
ces six intégrales, avec les conditions que doivent remplir les quantités
«, 3, 7 pour que ces intégrales aient un sens ('inégalité A >o in-
dique simplement que la partie réelle de A est positive ).



(1) P= Vdu.
0

(2) 9= Vdu
0
—+ =»

(3) y:f Vdu.
1
-

(4) = / Vdu

&0

4

(5 — | Vdu
1
+»

(6) p== Vdu

%. Avant d’aller plus loin, il importe, pour la suite, de bien préciser
quelle est celle des valeurs de la fonction V que I’on prend dans 'in-
tégration et aussi d’étudier de plus pres les propriétés des fonctions

L.

GOURSAT.

B>o
>0
y—B>o
B>o
y—B>o0

o--1—yY_>>o0

représenlées par ces intégrales définies.

5. L’intégrale y =

0
que les parties réelles de 5 et de y— 5 soient positives, et en outre

pourvu que « n’zit pas une valeur réelle supérieure & I'unité. On pren-

dra cette intégrale suivant le chemin rectiligne o-1 ( fig. 1); pour argu-
« on prendra o, et pour argument de 1 - xuw celui

ments de u et 1
qui est nul pouru=o.

1

Wb (1 — WY ¥ (1 —xu) *duaun sens, pourvu

([

Fig. 1.

L

N

s

7
/

i

o

y—[B >p
g1 —Jy =0

a—+1—y >0

I—a >0
1— o >0
1— o >0

—
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La fonction y ainsi définie est une fonction uniforme de dans
toute 'étendue du plan, & eendition que le chemin suivi par la variable
ne coupe pas la ligne

. Faisons décrire au point 2 unec
courbe fermée ne coupant pas cette ligne; le point au, correspondant
a une valeur de « comprise entre o et 1, décrira une courbe fermée
homothétique & faprécédente et laissant le point a 'extérienr. L'argu-
ment de 1 — xu réprendra donc sa valeur initiale; il en sera de méme
de 'élément de Pintégrale qui correspond & cette valeur de «, et par
suite de I'intégrale elle-méme.

Il résulte de ce qui précede que la fonction y pourra, 3 Pintérieur
d’un cercle de rayon ¢gal & 'unité décrit de Uorigine comme centre,
etre développée en série convergente ordonnée suivant les puissances
croissantes de la variable.

Le coefticient de 2™ dans ce développement sera

dm'),T\ ‘
ax™ |y 1 ala—+1)e. a+m—1) ! 3 , o
———"~ c’est-a-dire / — : wubtm=t (g — ) Y=B-1 du,
 J5 P 1.2...m
0
ou

ale+1)...(a+m—r1) FB+mT'y—3

A\

1.2...m I'ly+m)

?

ou encore

afa+1)...(a+m—1)3(B 4 .-e(B--m—1) T(B)T(y —B)

L2co.m.y(y—+1)e..(y4+m—1) T(y)

Pour toute valeur de x de module inférieur 4 I'unité, on aura done

Al \ \
. L(B)T{y—28) ..,
/ Yidy = M» 2 B{od Byigy ).
0 F\W
L’intégrale précédente est susceptible de trois autres formes sem-
blables, que I'on obtient au moyen des changements de variable sui-
vants, indiqués par Jacobi :

U=—I1—y,

v
Uh—=—
L— @ <= oy
I — ¢
0= .
1 — ox
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21
Par la premiere substitution, / Vdu se change en
Vo

a1 / x —0L
/ 7 s @1 R y
?\l—d})" ovB-1 (g — e 11— dv.
g \ / = 1

Cette derniere intégrale est prise suivant le méme chemin que la

premiere. Si 1'on fail sur les arguments de ¢, 1 —¢, 1 — 777 les

mémes conventions que tout a I’heure, il faudra, pour que les deux
intégrales soient identiques, prendre pour argument de 1 —« celui
qui est nul pour & =o0. On aura alors

a1

j ub (1 — w) P-4 (1 — zu)"*du
0

1 . _1
—=(1— &)™ {‘ o1—B—1{1 — 0)5—‘ KI—— — v) dv.
=1

v 0

Faisons la seconde transformation :

a1

, - x —(y—%)
o=t (1 — )Y B! <1 = j dy.

L’intégrale devient (1 —x’lrﬁj

. 0
Cette dernivre intégrale est prise le long d’un arc de cercle oM1; mais
] est facile de s’assurer que I'aire comprise entre cet arc de cercle et

. . . X —1 . . v I
la ligne o-1 ne contient pas le point ——-» qui est un point critique
x

pour la nouvelle fonction sous le signe d’intégration. En effet, a la
X — U . .

valeur ¢ = — — correspond pour u la valeur u =+ 3 le point A qui

» .Z‘ —1 . . “ . ’ . .

figure =—— doit donc appartenir & la circonférence dont fait partie

Parec oMi. On pourra, par conséquent, prendre la seconde intégrale
suivant le chemin rectiligne o -1 et, ¢n faisant sur les arguments les
mémes conventions que tout a 'heure, on pourra écrire

Wi

ait ,
. \ ' x ~ (Y-
Vdu={1— x )P / =t (1 — vj‘(“ﬁ [ (1 e V> dv.
' x — 1

<0 L] \
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. I - " . A
La transformation v = — donnerait de méme

1 1
[ Vdu = (1— x}Y*“‘"B [\ Y Bt (1 — 0)B=! (1 — o)== dv.
L) v 0

Chacune des nouvelles intégrales peut & son tour étre développée en
série pour des valeurs de la variable comprises entre certaines limites.
Ainsi, pour des valeurs de & de module inférieur a l'unité, on a

1
(1 — x)Y—“—ﬁf oY=B—1 {1 — ¢)B~1 (1 — o)== dv
0

= T(B)jl[::\;/\—~ 8) (1 — x)l’—“—BF{y — o,y — 3,7, 2

De méme, pour des valeurs de « telles que mod. (;%) <1,

1
: . : x ~
(1- -2) % [ oY—B—1 (1 — ¢)B—! (1 S s v> de
; \ : X — |

)

_TBIT( —=8) - e B s
= T(y) L 1 =) “FAoc,/_p,/,~ ),

1
/ @ —(y—2)
h—a)y B [ o=t — oyt (1 — v dv
. ‘ \ xr—1 :

_I(B)Tr(y—8) -BF | 3, y, ——
St U e L B VAt A

\

Pour abréger le langage, nous appellerons C, et C, les cercles décrits
des points o et 1 comme centres avec l'unité pour rayon. De méme,
nous appellerons E, et E, les portions du plan limitées par la corde
commune aux deux cercles précédents et qui contiennent, i'une le
point « = o, 'autre le point x = .

Des considérations précédentes il résulte que I'équation différentielle
proposée admet une intégrale uniforme dans tout le plan, pourvu que
le chemin suivi par la variable soit assujetti a ne pas couper la ligne
indéfinie 1 + . Nous désignerons par ¢, celte intégrale parti-
culiere; pour ce qui va suivre, nous supposerons que ie chemin suivi
par la variable ne coupe pas non plus laligne — » o, quoique cette
- convention ne soit pas nécessaire.
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Dans le cercle C,, on a

w=Flo, By, @) =(1—2W*BF(y —a,y—=57,2)

\

Dans I’espace E,, on a de méme

f‘g,:—:(l——x}—-iF<a,y~—{5, Y, —ﬁ—>:(l——x;—5F(7——a, Bs' 9 p \a

X —1, \ — 1

I'argument de (1 — &) étant supposé compris enire —m et +m. A la
vérité, les résultats qui précedent ne sont établis qu’en supposant posi-
tives les parties réelles de 2 et de y— [3; mais 1l est clair que ces résul-
tats subsistent tant que 7 n’est pas un nombre entier négatif ou nul.
Imaginons qu'on veuille vérifier directement que I'une des quatre
fonctions précédentes satisfait & 1'équation (1): le signe des quantités
£, 7— [ n’interviendra en rien dans le calcul, et, par conséquent, la
vérification devra se faire dans tous les cas. Il en serait de méme si ’on
voulait vérifier que deux de ces fonctions sont égales pour les valeurs
de x, quirendent convergentes les deux séries. |

Je fais cette remarque une fois pour toutes, pour n’avoir pas a y re-
venir dans les cas analogues.

Si les parties réelles de 3 et de -y — 5 sont positives, on a

/

6. L’intégrale y = [ uP= (1 — )Y P (1 — au)"* du a un sens,
[

\

pourva que les parties réelles de 5 et de «+4- 1 — solent positives
et que x n’ait pas une valeur réelle et négative. On démontrerait
sans difficulté que la fonetion y est uniforme dans tout le plan, pourvu
que le chemin suivi par la variable ne coupe pas la ligne indéfinie
— o; il en sera encore de mémesile chemin suivi par la variable
est en outre assujet(l A ne pas couper laligne 1 ———+ oo .

Pour achever de préciser le sens de cette intégrale, il reste & choisir

- les arguments de u, de 1 -— uw et de 1— au; pour argument de 1—u on
prendra o, pour argument de 1 — au celui qui est nul pour u=o0; mais
on pourra prendre pour argument dew, ==x. Supposons d’abord qu’on
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prenne arg. (u) = +x, et faisons le changement de variable :

U— ——— —{(— 1)

(/72:2{——[: :

¢ variantde o & 1, u varie de 0 & — o

T — U — ———
I == ¢
! \
T — T == %)
lT—rt—_=— .,
I = g

SI nous prenons o pour argument de ¢ ¢t de 1 — ¢, nous devons
prendre @ pour argument de (—1), et Pargument de r —¢(1 — ) sera
nul pour ¢ =o. Par ce changement de variable, intégrale devient

al

e™Bi / B — Y — o - H=>dv.

L)

Dans cette derniere intégrale, les argaments de ¢, 1 — ¢, 1 — o(1—a)
ont le méme sens que dans Fintégrale déja étudiée. On peut donc lui
app‘liquer' les transformations précédentes, et 'on coneclut que, tant que
o=+ 5+ 1—n’est pas un nombre entier négatif ou nul, Péquation (1)
admet une nouvelle intégrale o,, holomorphe dans tout le plan, sous
les conditions indiquées plus haut.

Dans le cercle C,, on a

® 7 \
cp-_:F\oc,p,x+§—l—1—y, 1 — x)

:.z-"’."Ffo:+1—*/,r’3+l——y, e+ S4+1—y, 1 —a.

Dans I'espace E,, on a de méme

\
\

7/ zr__l\
9;2:‘2:*‘11?(9{,1—}—]'*—?,z‘i—;;)—{“’] “/,*ﬁ)
\

o X — 1
= (51‘(‘3,3-{—1——”/,2%- Sl S )7

o

Pargument de « étant compris entre — et - 7.
()
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Lorsque B et e+ 1 —7 auront leurs parties réelles positives, cette
fonetion o, pourra étre représentée par une intégrale définie,

\ /
—— U2,

o R YR U
Flo+23 /|

7 , ; T\ T{az+1—7)
a1 {5 — w81 {1 — au)~*du = e™d L aakpow
/ —= 1T

v o
en supposant que l'on preane -=m pour argument de u dans I'inté-
grale.

Sil'on prenait_—— 7 pour cet argument, on aurait
()T (e+1—7)

— 2
ub—! (v — w)y—8-1 (1 — ) *du = e—TRi T L ©s.
T(a+B+1—7)

e/ ()

7. L’intégrale y = [ w1 (1 — w) P —xu)” du a un sens,
1

pourvu que les parties réelles de 7 — G et de o 41 — 7 soient positives
et que & n’alt pas une valeur réelle comprise entre zéro et I'unité. Il est
facile de voir que si I'on fait décrire a la variable un chemin fermé en-
tourant la ligne o-1, la fonction y revient a sa valeur initiale, multipliee
par €25 on la rendra uniforme, en convenant que le chemin suivi
par la variable ne coupera pas laligne 0 ——+<= .

Cette nouvelle intégrale présente done une différence essentielle avec
les deux intégrales précédentes, quant au chemin suivi par la variable ;
cela tient & ce que nous ne pouvons passer de la partie supérieure du
plan & la partie inférieure, ou inversement, en traversant la ligne droite
o-1.L’intégrale considérée cessant d’avoir un sens pour un point de cette
droite, rien n’indique que la continuation analytique de la fonction soit
représentée apres ce passage par le méme symbole et nous verrons, €h
effet, qu’il n’en est pas ainsi. .

Pour achever de préciser le sens de cette intégrale, on prendra o pour
argument de w, pour argument de 1— au celui qui est nul pour u=o0
et qui varie d'une maniere continue quand on fait décrire 2 la variable
la partie positive de axe des x. Quanth 1— u, on pourra prendre ==
supposons (u’on prenne — 7, et POSONS

| ——
Uu——y dau————>
% o2

T — ¢

! \ L—_‘-r)/ %
I — U —{—1 9 [ — XU — L— & %
1%

()
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Si nous prenons o pour argument de ¢ et de 1 —¢, et pour argument
(¢ . .
de {1 —— celui qui est nul pour v =o, nous devrons prendre (—m)

pour argument de (—1), et pour argument de (— ) celul qui est

compris entre — et + 7.
+ (-~
L’intégrale Vdu devient
1

1
o : , . v\ *
e(t+p—yimi(— x)‘"“f 0EY (1 — ¢ )Y~ <1 — ——> dy.
&
0

Cette nouvelle intégrale est de la méme forme que la premitre inté-
grale étudiée, et, en lui appliquant les mémes transformations, on
arrive aux résultats sulvants.

Tant que «- 1 — 5 n'est pas un entier négatif ou nul, 'équation
différentielle (1) admet une intégrale o,, uniforme dans toute I’étendue
du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne coupe pas la
ligne o——-+oo , qui peut se développer en série comme 1l suit.

A Dextérieur du cercle C,, on a

; el .1
@3 =(—x)*F (a,a +1—y,a+1—0, >

/ ) . P
= (— 2)b-7(1 — x)y—2BF (1 — B,y —Byxt+1—5, ;)

A lextérieur du cercle C,, on a

[ , I
93::\1——.7;)“&}«\9:,7 By o +1-—05, I—-——T->

/ . 1
=(— )1 —xj‘x’“a—‘l*\oc +1—9 11— B, a4+1—0, r—‘x>.

On suppose 'argument de (— ) compris entre (— ) et (), ains
que celui de 1 — . |
Si les parties réelles de y—f et de «—+ 1+ 7 sont positives, on aura

» i ® -_F \ T/ \
\ , ; o o T(a+1—9)T(y—B)
/ ub=' (1 — w)r B (1 —zu ) *du= e(1+3-YIm *—»—vffw—fﬁ——/w a0 Sl 93,
J, (oo +1—f)

en supposant qu'on prenne (— ) pour argument de 1 —u.
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Si l'on prenait +x pour cet argument, on aurait

Pfa+1—9 8y —B)
'Nea+1—0)

—+ =
f ub—t (1 — W)Y P11 — zu)*du = Y=
1

1

8. On étudie de la méme maniere les trois autres intégrales définies
1
Vdu,f Vdu, f Vdu. Cette ¢tude ne présentant pas de diffi-
0 1

culté, je me LOD(CH[GF&I d’indiquer sommairement les résultats.

. 5 aa g -
L’intégrale y = { WP (1 — w)V P (1 — xu) * du a un sens, pourvu
(V)
que (3 et 1 — & aient leurs parties réelles positives et que « n’ait pas
une valeur réelle comprise entre zéro et 'unité. Si Ion assujettit le
chemin suivi par la variable & ne pas couper laligne indéfinie o— 4+,
la founction y sera uniforme dans toute I'étendue du plan.

* 2 14 A L) 2 e ()
On ramenera celte intégrale 4 la premiere forme en posant u= —;

x

on trouve
1

xz
f ub=1{1— w81 {1 — 2u % du

1 (A
. ‘ o\ Yy—p—1
= e*mpi(— x)B [ pbt (1 — ) <1 — ~—> Y do.

Dans la premicre intégrale, on prend pour arguments de 1 — u et de
[ —au ceux qui sont nuls pour u=o. Quant & Pargument de u, en
désignant par » l'argument de (—a), compris entre —n et +m, on
aura pour coefficient de la seconde intégrale e=™P, suivant que l'on
prendra pour cet argument (— o =£mx).

Il en résulte pour I'équation différentielle une nouvelle intégrale ¢,
qui peut, comme les précédentes, élre développée en série.

A l'extérieur du cercle C,, on a

. I
¢y =(— ) BF (5—1—(—'/,'”,5—%—1——%,;)

:(— x)“—‘{(l— .Z‘)Y'”“_ﬁF<1 —y—a,B+1—a, ‘I">'
x
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De méme, a 'extérieur du cercle C,,

1— X

o= (1= P E(5, 7 — o b 1= 2 )

; 1
—’——.:U\;"“.’fr—x\‘:"ﬁ'F(@—'-I—~7,I~a¢,6+r—a, )9 -
, « . L

les arguments de (— ) et de (1-—a) étant compris entre (—m) et

(+m).
Pour des valeurs convenables de [ et de 1 —a, on aura

1

, TR (1 — &)
f uB—1 (1 — 1B {1 — zu)* du = e*f TLEG)'—\'—‘“

0

—+
[ N B o
Wt — )Y B=1/r — 2u)*du a un sens,

° /4
9. Lintégrale y =
e/ 1
pourvu que les parties réelles de r—a et o+1—7 soient positives et
que & n’ait pas une valeur réelle supérieure a ['unité; de plus, la fonc-
tion y sera holomorphe si le chemin suivi par la variable ne coupe au-
cune des lignes indéfinies — » 0, I —+ oo .

. . - . . . I
On ramene celte intégrale d la premiere forme en posant u= —=. el

I’on trouve

—+
f w1 (1 — w8 (1 — 2u) A du

A

/"1
— eET(Y-B—1)FEmA ot =Y Y (1 — 0} % (1 — g Y-8t do.

L}

Les arguments de« et de 1 —u sont fixés par Ja continuité en supposant
quon parte de Porigine avec 'argument o et qu’on décrive le rayon

. . . 1 |
infini oL passant par le point —- Quant a 1—au, on peut prendre pour

argument ==7. Dans la formule précédente, on prendra le signe + ou
: . e : ‘
le signe — devant wi(y — % — 1) suivant que le point qui figure la
valeur de @ sera dans la partie supérieure ou dans la partie inférieure
du plan, et le signe + ou — devanl ma¢ suivant que 'on prend, pour
argument de 1 — xu, +m ou — 7.
G. 3
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Tant que 2 — 7 ne sera pas un nombre entier négatif ou nul, I’équa-
tion (1) admettra une intégrale ¢, uniforme sous la condition énoncée
plus haut.

Dans le cercle C,, on aura

05— x'*YF(S—{—l_—y,a%—r——y,’z

= Y1 — 2 PBF(1—o, 1 —B,2—7y,2).

De méme, dans I'espace E,,

/ \
= X :
Gl S e A B )
X — I

55
= et =B E (B =y — e — 7 2 )
« x — 1

les arguments de @ et de 1 — 2 étant compris entre — 7 et + 7.
Pour des valeurs convenables de «, 3, 7, on aura

4+ /
f ub=1 (1 — w) V=B (1 — 2u)~* dup = gETiy—P—1 ) Emud Ll It —e) @5
1 F(Z _“7)

1

10. L’intégrale y = f ub~" (1 —u)¥*="(1 — 2u)"*du, qui a un sens
Y

pourvu que les parties réelles de 1 — o et de 7 — 3 solent positives, et
que @ n’ait pas une valeur réelle négative, est holomorphe aux mémes
conditions que la précédente. On la ramene a la premiere forme en

pOS&Ht
1— 2
u— V-1,
P/

on en tire
1
f Wbt (f— w1 (1 — zu) % du
1

1 B—1
e by | &1
—etmi(y—P-1) 2B-Y (1 — x)Y'i“Bf Y B=1 (1 — o) <1 . u>L dv.
0

x

Les arguments de u et de r —au sont définis par la continuité; on
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— o : o :
part de 'origine avec o pour valeur initiale, et 'on décrit le chemin
rectiligne o-1; puis on part du point x= 1, et 'on décrit le chemin
oy e e . . I .

rectiligne.qui joint ce point au point — avee des valeurs parfaitement
déterminées pour ces arguments. Mais il y a ambiguité pour I’argu-
ment de 1 — u.

Dans la formule précédente, on devra prendre le signe + ou le
signe — devant wi(y — 8 — 1), suivant que I’on prend

arg.(1—u)=arg.(1— &) — arg.x == 7.

Tant que 7+ 1 —« — 3 ne sera pas un nombre entier négatif ou nul,
on aura une nouvelle intégrale ¢, de I’équation différentielle, uniforme
aux memes conditions que la précédente.

Dans le cercle C,,

Go=(1—2 )V *BF(y—a,y—B,y+1—a—0, 1 —x)

=V 1—xV *BF1—o,1—f,y+1—a—fB,1—2).

Dans I'espace E,, on aura de méme

Qo= 2%V (1 — x)¥—oP F(y——oc, V=, Yol — & —13, x;l>

= 2B~V (1 — x)y—%p F<«/—'{3, 1—B,y+1—a— B, x;I>s

;

tes arguments de x et de 1 — 2 étant compris entre —m et —+ 7.
Pour des valeurs convenables des éléments «, 3, 7, on aura

&=

3 . ) . = ]'_ 4
J ub M — w8 (1 — 2w )T du = eEmi—B-1) L) LIRNG) e ) P6e
j \/““—“—r))

~

t1. En résumant tout ce qui précede, on voit que, tant qu’aucun
des nombres 7, v—a—f, ﬁ——a n’est un nombre entier, I"équation
différentielle proposée admet six intégrales particulieres, dont chacune
peut s’exprimer de quatre manieres différentes au moyen de séries
hypergéométriques dans certaines part1es du plan : ce sont les vingt-
quatre intégrales de Kummer
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Nous rendons ces intégrales uniformes en imposant certaines condi-
tions au chemin suivi par la variable; ainsi, pour les intégrales ¢,, @,
@5, 0y CC Cheminne doit couperaucune deslignes —x ——0, [——+% 3
pour les intégrales o, el g, ce chemin ne doit pas couper la ligne
indéfinie o—— 4o -

Ces six intégrales se partagent en trois groupes, chaque groupe coi-
prenant les intégrales qui se comportent d'une maniere simple dans le
voisinage d'un point critique. Le premier groupe comprend les inté-
grales ¢, et o;; le second se compose de o, et de @45 ¢s €L 94 forment
le troisieme. |

Chacune de ces intégrales est susceplible d’étre représentée par une
intégrale définie, pourvu queé les éléments «, 3, 7 satisfassent a cer-
taines conditions.

Tableau des intégrales.

(1) FlaBy: ),

\ |

B, 7> %)

¢ T A x
B)J—xEW(m%—@%x_J’

(2) (1—apy*BF(y—a7

- x
4) (=2 (Br—=p )-

r) ]1‘{0(,5,0:—%—3—&—1—*/,1—.%’),

{
\
(2) xl_YF(\d*}—l-—"/,(j-—}—l——}/,o&-'r-@—{—l-— 9, 1 — &),

7 = - xr —
M.xﬁr@ﬁ+q—%a+p+»—%—;$-

, . -
) (—z)*Fla,ar1—7,a+1=2 2 p

) I
, AB—y | Wl W . “ r X
— x)P Ti—ax )T ‘jlj<l 2 7 Py +1— 2 .%‘),
/ [ \

(3) @—xfﬂ«my—@a+l—@l_x%

I

(4) (\—x‘,'-\"\l——x)\”i“'F<a+1——y, 1 —B,a+1—0, 1_—_—:5).
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I
(1) '\—x}‘f517<k3—+—1—‘/,{3,f)—1—1—- o, ;)7

Il\
/ \ 7 \ Ay Vv -5 ,_Ij hl _ = 12 . -
(2] [—wpF¥ai—az) 1xl<<1 e, Y a,p'i—ll 2’3:)’

1— X

Cf)“ /\ / I
( (3) (1—ax) 5]7K§,7—a,@+~1——a, ;_‘1,>s

/ I
(4) (—x}“Y{r-—x)Y*@"FK;S-{—I—*/, r—a, B+1—a,- >

(2) 2" YVa1—aW*BF(1—o,1—05,2—7,%)

g (1) 2 YF(a+r1—y,B+1—7,2—7, %),

£ x
g5 (3) @ V(r—zpet Flati—y,0—5 02—, x—1>’

' x
(4) a'=v(1 —x VK <f5 +1—y,1—a,2—7, >

X — I

/

A — A — - \

() —apr*BF(y—oy—fy+1—a—f1—2x)
P 1 —9 Naro oy { (2 - — )
2] & r(l——xﬂ“fiF(l-a,I—p,y—kI——a——p,l = A

x —1
®s { (3) xlﬂ’(l—x)‘{“l‘ﬁl’<y—oc,I—oc,}/—f—l—a—ﬁy pe >’

(4) «B~Y(1— &)y~ BF (7 —B,i— By +1—a—0, x; 1)-

12. Entre trois de ces intégrales il existe une relation linéaire a coef-
ficients constants dans toute partie du plan ou ces intégrales sont holo-
morphes. Si I’on considere trois des intégrales désignées par ¢,, 05, 05,
04, la relation sera unique dans toute I’étendue du plan; maisil n’en est
plus de méme si I'on prend 'une des fonctions ¢, ou g, avee deux des
fonctions précédentes; prenons, par exemple, 0,, ¢4, 9. Soient M et M’
deux pointssitués'un dans la partiesupérieure du plan, 'autre dans la
partie inférieure. 11 n’existe aucun chemin joignant les deux points M
et M’ qui ne coupe au moins 'une des deux lignes — <o 0, 0——+% ;
'une au moins des trois fonctions représentées dans le voisinage du
point M par 9,, ¢,, o, ne sera plus représentée apres un pareil chemin
par le méme symbole dans le voisinage du point M.

La remarque précédente me parait essentielle, et je ne crois pas inu-
tile de la développer. Soient E, E'( fig. 2) deux aires & contours simples
T, T’, dont aucune ne renferme, dans son intérieur, de point critique,
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pourune équation différentielle linéaire du second ordre; ces deux aires
laissent entre elles un point critique A de I’équation différenticlle et
ont en outre deux parties communes séparées C, C, ¢’est-a-dire telles

Fig. 2.

qu'on ne peut passer d’un point de Ilaire Ca un point de I'aire ¢ sans
franchir au moins 'un des deux contours T, T’. Soient P, P’ deux inté-
grales particulieres linéairement distinctes, uniformes 4 Uintérieur de
I'aire E; sotent de méme Q, Q deux intégrales distinctes et uniformes
dans 'aire E'.

Dans la partie commune C, on a les relations

(Q=1P+puPl,
b [ Q'=nD + P,
De méme, dans 'aire ¢/, on aura d’autres relations
, ( =P+, P,
(11) Rty
- Q=P P
[Is’agit de démontrer que les relations (1) et (1) doivent étre diffé-
rentes, c¢’est-a-dire qu’on ne peutavoir a la fois

/

A= 2, By == Y, 7’1 == 3F, vh=p'.

Supposons en effet qu’il en soit ainsi; partons d’un point e situé dans
Iaire G avee I'intégrale particuliere Q, et déerivons un chemin situé
a Uintérieur de I'aire B et aboutissant & un point 7’ de I'aire (. Tout
le long de ce chemin, notre intégrale sera donnée par AP+ puP’, et
dans I’hypothese ou 'on se place, au point m’ elle coincidera avec
I'intégrale particulicre Q.

Si maintenant nous revenons au point 7z par un chemin situé a Pinté-
rieur de Paire I/, nous arrivons évidemment en ce point avee 'inté-
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grale Q. Nous avons ainsi décrit un contour fermé entourant le point A
et ramenant I'intégrale 4 sa valeur primitive. Il en sera de méme pour
I'intégrale Q’; le point A ne serait donc pas un peint critique pour
I'équation différentielle considérée. Il est visible que, dans le cas
dont il s’agit, les aires C, €’ coincident avec les deux parties du plan,
les contours T, T' avec les lignes — oo 0, 1 4+, 0O— 40 .

il est donc établi qu’entre les intégrales ¢,, 04, 9, telles qu’elles ont
été définies, il devra exister deux relations différentes, suivant que le
point qui figure la valeur de 2 scra situé dans la partie supérieure ou
dans la partie inférieure du plan.

13. Supposons le point 2 dans la partie supérieure du plan, et sup-
posons en outre que les parties réelles de 3, vy — 3, a4+ 1 — 7 soient
positives.

Si autour des points x = o, x =1, avee deux rayons tres petits r, r’,
on décrit deux demi-circonférences ama’, bnb’, etsi du point o on dé-
crit en outre une demi-circonférence LML’ d’un tres grand rayon R, la
fonction V=P~ (1 — w)¥P~ (1 — 2u)* sera holomorphe a I'intérieur
de I'aire limitée par les trois demi-circonférences précédentes et parles
portions de ligne droite L'a’, ab, 0'L.

D’apres le théoreme de Cauchy, l’intégralerdu, prise le long du

contour entier, devra étre nulle, ce qu’on peut écrire

- 1—=7 +R
[ Vdu ’*‘f Vdu + f Y —-— [ Vdu — / Vdu—f V du.
Y — R +r g ey LML oF st S fnl

Si maintenant le rayon R augmente indéfiniment, et si les rayons r et
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r’ tendent en méme temps vers zéro, il est visible que chacune des trois
intégrales contenues dans le second membre tend vers zéro. Prenons,

par exemple, I'intégrale

Vdu— Wb {1 — u)vB=1 1 — zu)*du.

" LML * LML/

Pour des valeurs de « d’un tres grand module, cetteintégrale pourra
s’écrire

(= )2 w2 1+e) du,
' CLML

¢ élant une quantité infiniment petite.

Posons u = Re"; /. V du devient

< LML/

i — )™ " Ry-2-te(y- 2101y 4 ¢)db.
10,

Soit g —o— 1 =p+ vi:

/ V— (]u f— l'( — a/\\‘ =l f e[_L(Rr%-@f]({J,—}-\)i)(r - e> [16
= LML * 0 .

A ™

_ = I-( _x \lu’j‘ / ev\J,],t“) 7«,@ (/)f['\J«Q“’VL,R]’] (l _!,_ 5) (‘]9.

p. élant par hypothese un nombre réel négatif, on pourra prendre R
assez grand pour que le module maximum de la fonction sous le signe
d’intégration soit moindre qu'un nombre donné a I'avance =; le mo-
dule de I'intégrale sera inférieur a wg [mod. (— @)™, ¢’est-a-dire
aussi petit qu’on le voudra. On démontrerait d’une maniere tout a fait

d

analogue que chacune des deux intégrales / Vdu, / Vdu a zéro

“ama’ Y bnb'

pour limite.
Nous avons, par conséquent, égalité

0 2 B a2
f Vdu + [ Vdu + / Vdu = o.
—® 0 2

1

Silon prend o pour argument de z et de 1 — u le long du chemin
| a
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ab, il est clair qu'on devra prendre -+ = pour argument de z le long du
chemin L'a’, et — = pour argument de 1 — u le long du chemin &'L. En
se reportant alors aux expressions des fonctions o,, 9., ¢, par des
intégrales définies, on voit que I'égalité précédente donne entre ces
fonctions la relation suivante :

T(B)T I— TBT(y—! T — 9 (y—
(1) emdi (.5)_(“:*}’392:‘\5) (7 —B) 01+ elt+B-Y)m (d;}{;%—/l)_\}é) @)?3.

L(x+p-+1—y L)

La formule (I) a été établie en supposant que les parties réelles des
quantités 8, y — 5, « + 1 — sont positives.

Pour démontrer qu’elle est générale, il suffit d’employer le procédé
bien connu qui consiste & prouver que, si la formule a lieu pour des va-
leurs de 3, v — 8, & + 1 — 7y comprises entre certaines limites, elle est
encore vraie quand on diminue I'une de ces valeurs de I'unité.

Démontrons d’abord que la formule a lieu quel que soit e; si la for-
mule est démontrée pour certaines valeurs de «, 3, 7, elle aura lieu
aussi pour les valeurs & + 1, 3, 7; on pourra done écrire, en rempla-
¢ant ¢, 0,, v, par les séries correspondantes,

T(B)T(a+1—79) 1,
B ST L 7 | ( -] — — \
e T(«t B MF\a,ﬁ,a—l—fﬁ—\Ll Yy 1 — )

Ty LwbnEl
T(a+1—y)T(y — '
.+e(3+1~y)m _(ar(; +y1>——(é) ﬁ) (“‘x)'"“F<oc,oc—i—I——}’,oc+I—ﬁ, i>,

T LF(B)I(C{_FZ:_Y_) ; I a 2 Y. T —
eﬁ—r(a+6+2_y)F(a+ s By + B+ % z)

_ I(EIrly—8) g
= ST Fla+1,8,y, z)
F(oe+2—y)I(y—p)

1 (B+1—y)mi — \~ ke G — = \_ 1
—+ e(B+1-7)™ T2+ 2—8) ( x)“‘F(a—I—I,a—i—a y,o:—l—a—@,—x-)-

Multiplions la premiere de ces relations par (a— )+ 77— 2«, la

seconde par «(1r—ax),%et ajoutons. Lefcoefficient de -1—1—(—@—11:((;);@ sera

[(a—B)x+y—2a]|F(e,B,7,2) +a(t—2)F(a+1,8,y,2),
g. 4
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¢’est-a-dire
(g o) Bt s 2 ﬁ,y,x),

d’apres les relations données par Gauss (') entre trois séries hypergéo-
métriques dont les trois premiers éléments ont des différences entieres.
On aura, en outre, dans le second membre,

v Lo~ Dy =10 _ g L
e(p+ri-7m l‘(ac—{—yl——}:’j) £ (— &) [(a—@)x—%y——za]lﬂ( o, oc—!—l—‘/,o:—l—l—@,;)

alo—+1—7)|
‘ [ a1 — RB\ax
= X 2%

T—2) - - T\
Fla-1, oc—i—z—y,a—%—z—-ig,;)y

D’aprés les mémes relations, la quantité entre accolades n’est autre
que
P
(a—B)x F(a——l,a—}/,a—— By Z)a

/ I‘\
s —

et le coefficient de F (a—— L,a—y,0—f3 x} devient

Cla+1—YIT(y—B) _ _ gy £~z
F(CI—}—I-——@) (& @}( .Z‘) “
Fe—y)T(y—B)
T(z—b)

— e(pr1—y)ni

= e(pr1-™ (y — a)(— ).

Quant au premier membre, on trouve de méme qu’il est égal a

T(B)T(x—y)

(g —a) Fla—1, Bra+B— 71— ),

Fla +8—7)

d’ot la relation

s

N RaN B
LB =V g, g avp—y,1—2)

A PECEY
_IBIry—B8p..
== T(y) Fle—1,53,7, %)
e o XT{a—7y)T(y—B) o 1\
+ elpr1-T)m —— Tla—B) (— )" (=1DF 0(—--1,0!——‘/,0(—-—@,.;‘)9

(1) OEwres complétes, t. 111, p. 133,
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qui n’est autre que la formule (I), ol 'on a changé « en « — 1. Celte
formule est donc exacte, quel que soit .

Tout pareillement, on démontrera que, sila formule (I) a lieu pour
deux valeurs de 7 différant d’une unité, elle a encore lieu pour une
valeur de 7y inférieure d’une unité a la plus petite. Par conséquent, elle
est vraie pour toute valeur de « et de y. Il reste & démontrer que 8 peut

aussi étre quelconque, ce qui se fera par un procédé absolument sem-
blable.

14. La formule (1) est donc tout & fait générale; on en déduit faci-
lement les autres formules que l'on trouvera ci-dessous :

I‘<ﬁ)113/(K \_,:@@, _|_e([3-+—1—y)frcir(“_+l_}/> 1‘(7‘\'5) 03,
\7) ‘ ‘

I'\e+1—(3)

¢

I

-

D)

s LB T+ 1—7)
Floe+pB+1—7)

L) T(B+1—7y) I(a)T(y —ea) iy Ty —a)

T e(A+1—y)mi r‘fg

T 5 — ‘ )
N NP prr— T(y) T(5+1—a) 7
Ly—BIT{1—e) rg)riy—_p) T(r1—a)T(B)
-pm B T(1—a) _ T(; o1 + o1 -prri
My —a—p) ¥ Ty o TEri—a) T
TB+1—7) '(a) rg+r1—y) rir—g) ()L (1—p)
(B+1—y)mi __\ / O T il ] Il P (B+1—y)mi \ -
“ I‘{o:—i—;@—i—l—“/)“?‘ I'o—y) s el Lo +1--3) fa

La formule (II) se déduit de la formule (I) en permutant « et £.
On obtient la formule (1II) en changeant, dans la formule (I), « en
7—, B en y—f eten multipliant par (1 —2)* %8, Enfin, on obtient
la formule (IV) en changeant, dans (1), z en . +1—7, fen f+1—7,
7 en 2 —y et multipliant par #'-Y; remarquons que, si l'on prend,
comme nous l'avons supposé, I'argument de o compris entre —x et
—+m ainsi que celui de (—«), on aura

xr=[— x)em,
A J

Les relations (1), (II), (IIT), (IV) sont distinctes, et 'on peut en
déduire toutes les relations linéaires qui existent entre trois des six
intégrales. Ces relations sont au nombre de vingt; il y a lieu de remar-
quer plus particulierement celles dans lesquelles figurent deux fone-
tions d’'un méme groupe, qui permettent de passer du domaine d’un
point critique & un autre, et qui sont utiles pour l'intégration de I'équa-
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tion différentielle. 11 existe douze relations de cette espece; dans les
huit autres entrent trois fonctions appartenant a trois groupes diffé-

rents.
Partie supérieure du plan. .

(v) emBi %%%g_—}}% Pa= 1:"11:(%:—) 01+ e<3+1—mi r k”l:%;‘ill)%(?é‘{_@
(2) grai L %Z)—E(g :::JX - 1:(_@1?((;’)‘_‘@_ 01 4 el =D I;(_@lj‘(_é_ %)__1:_(};)5_@
(.3) e(Y—B)mi %g% o= r_(_ﬁf)lljg)Iw)_ 0y 4 (=B I%(,‘g}_“[i)g%) o1,
(4) e((3+1—y)n;I‘E§:I@:£AE_{% o _(?’+l: ;/lpl;g‘,:@ 05 -+ e(Br1 N Tl%c%_:_gj
(5)  ety—wmi %%%ngg = MII:(J(//)?_@ o) 4 (=T %@E(g; o
(6) etart—1)m I%zj—;‘lﬁ:-/;ga o F/a:_i—ll‘%;}f—i/(;— %) o 4 elart -y F((%)ET(EEZ))
(7) e ﬁmi%ﬁ@}g{% = &:ﬁ%gfj—)l—ﬂ 95 -+ e\ BT ’y;(%i(x@j;)_ 7)
) dhnﬁrh—aﬂﬂr—m@“:TU—Fg¥?%5:ﬂQr+dhwmyjfégig;j“ﬂ

_ Ty Ty —=—B) Liy)P(2+B—7)
ORTE vy d ot R NG O B
T(e—y)T(y—a—08) F2—y)T(2+B—7)
(x0) ¢s=—Fn o Ti—8): Tlari—7) T B+i—7)"

T(la+p+1—y)T(—y),  Tlat Bt ey By =1)

(1) =y e ri—y) T T T(&]T(B) ‘

 Ty+1—a—p)T(1—y) EQiL:E:@BLT”
(12) o= == Ta—p) ' Ty—«)T(r =B

Bl

C?‘J’

CPr’u

i

3



(r9)

(20}
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o,,:”"/)'”- —a) L(y)T(e—p)
T Ty —a)(B) Ly —@)T(a) ™"
—_— I‘(Z_}/)r<ﬁ_a) (—N)'nl I‘LZMY>F(OC—@> (1—Y)m
BT —a)T(B+1—7) < BT =BT (e +1—7)° it
_Th—y)Pa+1—p) Ty Te—y)T(a+1—08) o
P T B ari—y) P~ T(a— 7Ty =B T(a) & 9
\ ( // / }/ =/ \
_T=y)T(B+r1—a)  T)Ta—y)C@+r1—a) o huy
PETh—a)T(Br1—y)"' T(2—7)T(y —«)T(B) ’

_Te+B+1—y)T(B—a) . To+B+1—7y)(a—pB) -
BTy r(e) ¢ T Taki—y)T(a) Y
Fly+1—a=0IT{B—g) ‘ Plyrr—a—0iTla—8) o .y
Qg = : e (VB o5+ , — : TN gy,
e F(t—a)T(y — <) a Fi—B)(y—B) 5
w3___£_(y+l—oc—@)r(a+@—}/)I‘(oc—{—l—@) emi%_r(a—{—‘ﬁ——yﬂ‘(a—!—l—ﬁ) e -BY oy,
‘ F(i—B)T(y—B)T(a+L+1—7) o1 —y) Lz
o= Tl =Bt B DBty Dl By TB1=a) o,
a Llr— &} Iy — &) Tl o~ i~ T F(B+1—y)T(B) ‘
Partie inférieure du plan.
g T(B) T (a+1—7) Lg)riy—58) y—gym Lle+1—y)T(y—F)
—mf %, == (Y g)ul
N et 61—y ¥ T(y) e T(ari1—p)
i Y@ TR +1—y)  T(a)T(y—«) (y—t—oymi LB+1—7) L (y —a)
S iy LSk | ) B S (P p
Ty—pfT—a) _ T(B)T(y—p) L0 —a)T(8)
(B—y)mi - T et ! _ ((3 1)L 5
oy Fi—e— B T T TR
P(B+1—y)T() _ T(+ri—7T(1—H T T — B)
(=t =Pims _ gy = J =\ L. (Y1) ©.
¢ " Tae+p+1—7y)° I'(2—17y) e mI‘(oc—i—[——‘B} ¥a
Ty—«T(t—p) _ T(a)T(y—a) T(a)T(1— )
P i T e Sl T Qg == , (%=1) il Sl SN
O Ny i—a—p) T e T pa i)
Fia+1—7)T(p) We s~y T =4 rg)ria—«)
(Y—1—o)mi - o— : q (Y—t—e)m AL =L g,
eYilﬁra—l—J—!—l—y)@ I"z——/‘; ps et OLml/B—l—l—of)‘J”
e({%ﬂ)mr( Bl T (y—a) ——I‘(I—ﬁ/ 3—1—1—/} Ie(s_i)m.l‘fy ) T(B4+1—y)
Ty +1—a—p)"" [2—7) F'B+1—a«) ik
T(r—o) I'(y—235) T1—a)T{a+1—7) Tiy—pg)Tla+1—7)
(2%—1) \ ( )T i oy
e mrl/—l—l——oc—~6W L2 —7y) Ps el Fla+1—3) 73
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5

93:

Qo
i

T T TU—BTy—BT(a+p+1—7) ‘ Tixri—7)T(a)
_Ty+r—a—BIT(a+B—yTB+1—a) 4  Tla+B—-yTB+1—a
T Tl — T a+pri—y) & T(3+1—y|T (B
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_ Ff2—y)T(f—a) er=1)m gy |-

/ \ " R
rkz-_—y}r(“{ 5} e(‘Y_l)ﬂiCPA,

MNr—oa)T(B+1—17) F'i—B)M(a+1—7)

F(I_Vj (“‘*“—n@}g *(l ( - JF(U+I,—-5)€('_7"7‘i@:s,

Fli—pB L a+1—7)" (2 —7)T(y —£)T{a) |
#I‘(I——‘/>I‘<“5+l~—a}0mr() (r—y)T(B +I_“ e(1=Y)mi ¢
T PEri—y l‘(?’-/)l(}’ o) T'(f) ’
_Bletf-ra—piTif—a) Pig @bty lle—B) s,
=T T =T C O T Tlada—y)Ta)

T(y+1—a—B)T(B—a) . g:  Ply+ti—a—pIT(a—p)
Thi—alTy—a ¢ 9T T Th—3Ty—8)

Fy+1—a—pBT(a+B—y)T{at+1—f) T(a+B—y)T{a+1—p)

e T gy —

15. On déduit les formules (5) et (6) des formules (3) et (4) en
permutant « et (3.Si dans la formule (4) on change « en y—«, 8 en
v— (3, et que 'on multiplie par (1 —a)Y=*=P, on obtient la formule (~);
enfin de cette derniere on tire la formule (8), en permutant «, 3.

On obtient les formules (9) et (10) en éliminant ¢, entre (2) et (3)
et entre (6) et (7); résolvant (g) et (10) par rapport & ¢, et h ¢4, on
obtient (t1) et (12). Des formules (1) et (2) on déduit les formules (13)
et (17) en résolvant par rapport a ¢, et a »,. Si dans (13) on change «
enc—+1—7, 3 en B+1—7, 7en 2—+ etsil’on multip!ie par 'Y,
on obtient (14); des deux dernieres on tire alors (15) et (16).

On tire de méme (18) de (17) en changeant y en y—a, 3 en y—f et
en multipliant par (1 — a )Y @, puis de (r7) et (18) on tire sans peine
(19) et (20).

Ainsi que nous I'avons déja fait remarquer, les formules (g), (10),
(r1), (r2) devront avoir lieu pour tout point du plan. Il en est de
méme de la formule (13), car, la fonction ¢, étant uniforme dans le
voisinage du point o, on peut supposer que le chemin suivi par la va-
riable coupe la ligne —s» ——o. Mais les autres formules, pour un point
pris dans la partie inférieure du plan, seront différentes; la relation

eT(y—a)i Qs

eﬂ(B-Y)l CPS’

eT(o—y)i ©g.
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entre ¢,, ¢,, ¢, par exemple, sera

[ewlipitanion
(1) ! Plo+5+1—y) 7"
I'(E)T(y —p) X (@ 41— 9Ty —B)
=, 4 e (BH1-Y)T 4 Dy .
' I(y)  *'7° Tlat+1—p)

Elle differe de la formule (1) en ce que 7 y est remplacé par (—m);
“toutes les autres formules, qui se déduisent de celle-la par des permu-
tations de lettres, se déduiront de la méme manitre des formules cor-
respondantes déja établies pour un point pris dans la partie supérieure
du plan.

16. Considérons un chemin de forme arbitraire joignant deux points
quelconques M et M’ du plan, et ne passant par aucun des points o et 1.
Si I'on part du point M avec une solution particuliere de I"équation
différentielle, cette solution se trouve définie tout le long du chemin
suivi par la variable, et I'on arrive au point M’ avec une intégrale déter-
minée. Les relations précédentes permettent de trouver effectivement
celte intégrale quand on se donne le chemin qui joint les deux points M
et M" et la solution particuliere avec laquelle on part du point M.

Supposons d’abord qu’on parte d’un point A figurant une valeur réelle
comprise entre £ =o0 et =1 et qu’on aille en un point M’ du plan par
un chemin direct, ne coupant aucune des lignes — = o0, 41— 4w |
Dans le voisinage du point A, 'intégrale pourra éire représentée par
Co,+Co,, les constantes C, €’ ayant des valeurs convenables. Si le
point M’ est dans I'espace E,, on remplacera o, par sa valeur en
fonction de ¢, et de ¢;, et I'on emploiera pour le caleul effectif de la
fonction le développement le plus convenable de chacune de ces fonc-
tions. De méme, si le point M’ est dans I’espace E,, on remplacera o,
par sa valeur en fonction de ¢, et de Oy

St le point M’ est en dehors de I’espace commun aux deux cercles Co,
Gy, on pourra exprimer ¢,, ¢, au moyen de ¢, et de o,, mais en ayant
bien soin d’employer des formules différentes suivant que le point M’
est dans la partie supérieure ou dans la partie inférieure du plan.

Supposons maintenant que, partant du méme point A, on suive un
chemin quelconque aboutissant au point M’ et ne passant par aucun
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des points o et 1. Un pareil chemin se ramene, comme on sait, a une
suite de lacets décrits autour des points x =0, 2=1 dans un sens ou
dans autre, suivi du chemin direct allant de A en M’ (fig. 4)-

Yig. 4.

(

/3 -
Partons du point A avec une intégrale yarticuliere Co, + Co,, et
b - i ]
décrivons un lacet dans le sens direct autour du point criique £ =0.
Pour voir comment se comporte cette intégrale, il n’y a qu'a remplacer

v, par
L(a+p+r—y)Ti—y),  Tlexpri—plly=v,
Y(a+1—7)T(E+r—7)" T{o)T(B)

P

Quand la variable décrit le lacet, o, ne change pas, mais ¢; se

change en >~V oy, de sorte que I’on revient au point de départ avec

I'intégrale

Tia+B+1—y)T(t=7)

Flas =) T(e+1=7) ¥

T(e+p-+r1—y)L1—7) ]
e gy |5

Vo1 —Y)i | g — - - ,
+Lemw[@‘ Tle+1—7)T(p+1—7

CC{M—{—C,

que I'on peut écrire C, 0, + C,0,:

_ rr(?‘jr_@j.‘_—ﬂf_(_’:,?_) _ eam(1—7)i)
Cq——C+Cr(a+I_7)r(ﬁ+l_y)(1 e2n(1—Y)t),

C’1 = (Of g2m(1 1),
Qi le lacet était décrit dans le sens rétrograde, Co, 4+ C'p, se change-
rait en C, o0, + C, 92, les constantes C,, C, ayant les valeurs suivantes :

, T =+ ‘8_4;1’7—77[12(,‘:ﬂ (1 — e 2m(1-V))

T(oc—\—l——y)l‘(@—}—r-—y)
C, =0 e—2m(1—Y)L, .

De méme, par un lacet décrit autour du point x =1, Co, + C'g, se
change en C, 0, + C 92+
Cy= Ce:*:zﬁi(y~a—{3)’

C/l — ' = C r_(M_Ui:_ a:ﬂp) (1_ eiﬁm’(Y““"x@)\).

T(y—a)T(y —B)
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On prendra le signe == devant 27i(y — a— f3) suivant que le lacet
est décrit dans le sens direct ou dans le sens rétrograde.

Si la variable décrit plusieurs lacets successivement, il y aura lieu
d’appliquer les formules plusieurs fois de suite, et 'on retombera fina-
lement dans le cas précédent.

Prenons enfin le cas général ot I'on suit un chemin joignant deux
points quelconques du plan On peut remplacer ce chemin par le che-
min direct allant de M en A, suivi d’'un chemin déterminé allant de A
en M’. Pour étre ramené au cas précédent, il suffira de déterminer avec
quelle intégrale on arrive au point A quand on suit le chemin direct
allant de M en A, ce qui se fait sans difficulté, d’apres les explications
données pour le premier cas.

Considérons par exemple 1’équation différentielle

)

d yv +<})~ :x> ({Y —-—-%J/‘:O,

#(1 = %) dx? 3 ) dx

qui admet comme intégrale la série hypergéométrique

Flr, 4,4, 2).
Supposons qu’on parte du point A avec cette solution et qu'on dé-
crive le contour fermé ABCDA ( fig. 5), environnant les deux points o
Fig. 5.

et 1. Ce contour se ramene i deux lacets décrits dans le sens rétrograde
autour des pointsx =1, r=o0; apres un premier lacet, décrit autour
du point =1, on reviendra au point de départ avec I'intégrale

. I'(y)T(3 o -—3) \
e—2mity—a-B) Flr, L 4 2) 4 T\ Lv—-,-(‘ (1— e 2mity—a-B)) F(1, 1,20 1 — z)
: = Fi\y—a),l\\y—,j, ‘

apres le second lacet, on aura une intégrale qui pourra étre représentée
G. . 5



34 £. GOURSAT.

dans les environs du point A par
CF("%)%;‘”)+C1F(17%’L6L; I_'x)7

C, C, ayanl les valeurs suivantes :

C — e—2mi(y—oa—B) 4 Sir.l(y T “)7'“ sin(y —B)= 7~ e—2mi(y—0—B)) (1 — e—2m(1—Y)),
sinywsin(y —a— 3)%

_T(T = e =) amioy
C= Tyt —8

Faisons a =1, 3 =14, y=1, on trouve

(1— e—2mi(y—a—p)),

Bl sri o
C 63+2<I—~63):2~63
( 5ﬂi)
3 3
Ci=—3\1—e? ).

17. Lorsque 7y, ou bien y —a—f3, ou z— 3, est un nombre entier, on
n’a plus qu’une intégrale dans 'un des groupes; pour en trouver une
nouvelle, on emploiera le procédé suivant, d’un usage assez fréquent
en Mathématiques. Soient y =F (@, 7), y, =F, (2, r) deux intégrales
distinctes d’une équation différentielle qui viennent se confondre pour
une valeur particuliere r, de la constante r; on obtiendra une autre
intégrale en cherchant la limite pour r=r, de I’expression

|

F(x, r)—F(z,r)

r— rj

9

qui est aussi une intégrale de la méme équation différentielle, quelle
que soit la valeur de r. |

Supposons par exemple que y soit un nombre entier; on peut ad-
mettre qu’il est positif, car, s’il était négatif, on ferait la transformation
y=x"y.

1l y aura encore deux cas a distinguer suivant que 7 est égal ou su-
périeur a 'unité.

Premier cas : y=1. — Les deux intégrales

F(a B,7,2) et 2 YFla+1—9,+1—7,2—7,%)

deviennent identiques pour y=1. D’apres ce qui vient d’étre dit, on
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cherchera la limite pour y =1 de I'expression

x‘-YF(a+1—y,@+I—y,z—y,x)—F(a,ﬁ,y,x)'
L=}

Cette limite n’est autre chose que

()C)Oq ()Qq 0@1
+55 2

@, loge +

)

dans laquelle on fait y=1.
La fonction ¢, étant susceptible de quatre formes différentes, 11 en
résulte également quatre formes pour la nouvelle intégrale.
Soit
o1 =F(e, 3,7, ).
de 00, 00

Désignons —— —+ 28 2 d ~par ¢, (x); soit A, le coefficient de 2™

dans le développement de F(«, B 7-»2). On trouve sans peine

M=+

yi(#)= Y AuBnam,

m=1

1

I I
- — = o e

I
Bm:_ S s e o
¢ a1 a+m—1 B B4 +m—1

I
-—2<1+§+%+...—;— —>-
m

Sil’on prend ¢, =(r — &) *PF(y—a,7—fB, 7, @), et si 'on appelle,
comme tout & I’heure, A, le coefficient du terme général dans la série
F(y—e,y—fB,v,2), on aura pour ¢, (x) une nouvelle forme

L=+ o

LP1 (x> — 2 A/)LBnZ.’L”Il'(I — x)l—o:~§’
m=-1
I 1 I . :
Bn= ~1= S L | ey ¢ s SN T
T— o 2 — o m—«x 1— 3 m— (3

I
—2(1—}—%—!—%4—...—4——)-
* m

Chacune des deux autres expressions de ¢, donnera une expression
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différente de ¢, (x). C’est ainsi qu’on trouvera

nm—_=-=

. xz x m
%(x):—log(l—x)([—x)—ab<a,1-—@, 1, )—’“(I—x)—'“EA;rszzz(*‘*) 5
xr—1 Z—1
m=1
afe+1)..(a+m—1)(1—)(2—8)...(m—p)
Am: — _— - L ’
(T2 wattl )2
t I I I I I
Bm: - =4 ———— e e e e e
& el a+m—1- 1—f3 2—0 m—3

I

De méme

==

q“(x):_ lOg(I—x‘)(l—~’¥"}“ﬁF<ﬁ, I—o, 1, L.) -{—(I—x‘}‘“ﬁZAm B (xf_l

xr—1

m
?

=4

A _p(@"“‘)---(@-f-l?l—l)(l—faj'(z—oc)...(m—oc)
" 52, ettt

[ | S AR - PR SR
"B 1 B+m-—-1  1—a 1—0 m— 3
. I
_2<x+%~+-§—i— +—>
z e

Quelle que soit I'expression que 'on adopte pour ¢,(x), je désigne
par Q la nouvelle intégrale :

Q=9 log{z)+ ¢ (x).

Cette nouvelle intégrale sera, comme les précédentes, uniforme dans
toute I’étendue du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne
coupe aucune des lignes —oc ——0, 1 — + = .

Le méme procédé, qui permet de trouver une nouvelle intégrale,
permet aussi de trouver les relaiions linéaires entre cette intégrale
particuliere et les intégrales déja connues. Supposons, pour tixer les
idées, que la somme o + 3 ne soit pas nulle ni égale & un nombre en-
tier négatif; donnons a y une valeur un peu différente de 'unité. On
connait les trois intégrales

F(“?ﬁ’?’x)’ xi_YF(“+I_y’f3+I—}'»9‘_%x)’
Fla,Ba+B+1—79, 1 —x),
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entre lesquelles existe la relation

y=Ta+Brr—y)lr—y)  Tle+rB+1—yTy—1)
P e+ — )T pri—y) " NSNE

Remplagons dans celte relation ¢, par ¢,+ (1 —7)Q, et faisons
tendre y vers l'unité; ¢, et ¢, se réduisent & F(a, 5, 1, ) et
F(e, 3, 2+ (3, 1 — ), tandis que Q, devient égal & Q. Il s’agit de voir
ce que deviennent les coefficients de ¢, et de Q, dans la méme hypo-
these :

o —— I‘Ka-‘—@—*—l_‘/) i AT 4\ (g s \TY _ AT .
?-’-—'Iw(a lw<5>l'(a+!—7)r(5+1_7)[1\l )ﬁI\OC)F(ﬁ)“FI\Y I/}F\OC"*—I //J.hg—*’-[ }/)]C‘D'

(o)
FNe+B+1—7y) "
T T Tr(E Qs

Faisons tendre 7 vers I'unité; le coefficient de Q se réduit &

—%%%)—); quant au coefficient de ¢,, le premier facteur a pour li-
() : ' . 2
mite %ﬁ Le second facteur peut s’écrire
: )
T(2 — 7)0{«) T(B) =T (y)T{a+1—y)T(B+1—7)

L==%

On aura sa limite en prenant la dérivée du numérateur pour y=r,
et changeant le signe. Cette limite sera

2T(1)T () T () — T () I'(B) — T(B) T'( ).
On aura done
F(o, Byt + 3, 1—2)

1) _TleB) [y T8 _T(a)]p 4 . . T(a+p)
*na)r(m[“”) T(6) r(a;]r("*’” )= Moyt &

Deuxiéme cas. — Supposons y supérieur a 'unité, y = 2+ m, m étant
un entier qui peut étre nul. Voyons d’abord ce que devient la série
Fla4+-1—79,f+1—7,2—7,2) lorsque 7, supposé d’abord un peu
différent de 2+ m, tend vers cette valeur. Ecrivons les premiers termes
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de cette série

(e+1—y)B+r—7)
1.(2—7) 1.2...(2—7)(3—7)
+(O&—{—l———}/}(a—l—‘z——“/\,..(oc—l—ln—FI——~')/)(5—1—!-—”...(5—{-—}71—}—1—“/} el e,

1o m—41){2—y) (3 —7p).(m+1—y)(m—+2— v

(x+1—y)(a+2—y)(B+1—Y)(B+2—7) o

Lorsque < tend vers la valeur m + 2, les termes en x, 2°%, ..., "
conservent des valeurs finies. Mais le terme en ™' devient infiniment
grand, 2 moins que 'un des facteurs du numérateur ne devienne nul;
pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que I'un des nombres « ou 3
ait I'une des valeurs 1, 2, 3, ..., m —+ 1. Si celte circonstance se présente,
tous les autres termes conserveront également des valeurs finies pour
=24 m, et nous aurons encore une intégrale. Cette intégrale est uni-
forme dans le voisinage de Porigine qu’elle admet comme pole, ce qui
prouve qu’elle est différente de intégrale F(«, {3, y, ).

I’ensemble des termes a partir du terme en ™ pourra s

Y

écrire
CF(a,B,m—+ 2, 2z)xmH!,
Quant i ensemble des termes précédents, on peut de méme les rem-
placer par

N iy I \ »
Gy E <oc, o 41—, 0+ 1— [, 5) grli=e,
de sorte qu’en multipliant par 2=+ I'intégrale deviendra
R A 1 S il
CiaxF (a,a—!—l~*/,o¢—l—l-—f), fx> +CF(a, B, v, ).

Prenons, par exemple, I'équation différenticlle

L d2y dy
x(1— ) 't -0 & —“+ a2y =o,

e P —

dz?  ~ dx

que I'on obtient en faisant dans I’équation générale
gti== L, r?) =2, Y =2

e .3 * i .’/7.'2 1
Elle admet comme intégralesy = —et y =1 —&+ 5 de sorte (que
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I'intégrale générale sera

.

C < 22
y=—-+GClr—x+ —
“ x T3

1 S

Il est A remarquer que, lorsque lacirconstance qui vient d’étre signalée
, Wl aal! ) . ) e
se présente, l'origine n’est pas un point critique pour I'intégrale géné-
rale, mais peut étre un pole.
Ce cas exceptionnel écarté, on voit que la série

Flae +-1—9,8+1—y,2—7,x)

présente des termes qui grandissent indéfiniment quand on fait tendre
v vers la valeur 2 +m.
Nous prendrons la fonction

2! TFla+1—y,B+1—9,2—9y,2)(m+2—y),

qui est aussi une intégrale de I’équation différentielle, quelle que soit
la valeur de 7.

Cherchons la limite de cette intégrale lorsqu’on fait tendre 7 vers la
valeur m + 2:

m—+a2—y)Flat+1—y,p+1—7y,2—7y, )

Ak s L L)
L T Bt e i

1{2—7)
Le premier terme de la série entre parentheses qui devient infini est

1= )zt 2 — )zt mt 1= ) (B1—7)... (B m o 1— )
2. . m+1)(2—y)(3—7y) .. (m+1—9)(m+2—7)

/

ml)l‘f‘ 1 i

Faisons tendre y vers la valeur m + 2; les termes en «, a2, ..., 2™
deviennent nuls, mais les termes suivants conservent des valeurs finies.
Le terme en ™', par exemple, devient

(o—m —)(a—m){a—m—+1)...(a—1)[B—m—1)...(p—1) e

1.2...m.(m+ 1) (—m)(—m—+1)(—m—+2)...(—1)
La série tend donc vers

o (x—1)(a—2)..cla—m—1)(B—1)(p—2)... —m—1)

[ IVPR L T By TR T B < o LR

Fle, B3, y, ).



4o E. GOURSAT.

Si done nous considérons l’intégrale

. 1.0, ..m.1.2...im—+1)(m 42— . _
(=1) _— 1 —»Z)——~ffx"Yl‘(a—{—1——)/,;3—&—1——}/,2—7,3:):&,

(a—1) (e —2)eee(e —m—1)(B—1)(f—2)(p—m—1)

cetle intégrale viendra se confondre avec I'intégrale F(e, f3, v, @)
lorsque ; prendra la valeur 2 +m. On obtiendra une nouvelle inté-
grale en cherchant la valeur limite pour y =2 -+m de 'expression

Fy\—TF (a7, %),

24+ m—7
On trouve, comme plus haut, pour cette intégrale,

oF oF  OF
o 3 - \ === Y23 3
logz F(a, B, 7, )+ 5 =+ 08 2 2()7’

dans laquelle on donne & 7 la valeur 2+ .

On pourra ensuite exprimer cette nouvelle intégrale au moyen des
intégrales déja connues ¢, et ¢, par le procédé employé plus haut.

On opérera absolument de la méme maniere si y—a—f ou a—f
est un nombre entier.

18. Je terminerai par Uapplication de la théorie générale a I'exemple

suivant
A2y dy
(1) x(l——~x)(7;5+(r—9x)(fl;—f-}~]':(),

que I’on obtient en prenant «= f=1 et y=r. Cette équation se pré-
sente dans la théorie des fonctions elliptiques, quand on veut définir

la fonction complete de premiére espece

comme fonetion du module %, pour les valeurs imaginaires de ce mo-
dule. Elle a été étudiée i ce point de vue par M. Fuchs ('), puis direc-
tement par M. Tannery. Les résultats qu’ils ont obtenus se déduisent

(1) Journal de Borcharde, t. 71, p. 91.
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sans difficulté du cas général. Femploierai, pour cet exemple, les no-
tations de M. Tannery.

L’équation (1) admet une intégrale uniforme dans toute 1'étendue
du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne coupe pas la
—+o . Nous la désignerons par P. A l'intéricur

ligne indéfinie 1
du cercle C,, on a

m=-ow

Boodoam—1)7]2
i \ / am,

P=VF4 L 0,%)=1=F 2 i_j} M i
' L a6 am

Soit

Dans 'espace E,, on aura de méme
0

T X
P= e D v
\/1 — xr — 1
v étant égal a 1, on aura une nouvelle intégrale contenant un loga-

rithme; nous la désignerons par Q. Cette intégrale sera uniforme dans

toute I’étendue du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne
+ oo . A I'intérieur du

coupe aucune des lignes — o ——o0, +1
cercle C,, on a, en posant

m—_=uw

() 1.3.5.. . (2m—1) 2}3 2
Uix) — = : ) Y X
A 2.4.6...2m ’
m=1
1 1 I 1 1 I
Boe—itgtgteet — T T T e e
2Mm — 1 2m

Q=4 Y(x)+o(x)logx;

de méme, dans 'espace E,,

= (55 ) oge —tog(1 — &) + 4 4 (2]

X —1 X — 1

L’équation (1) ne changeant pas de forme par le changement de «
en 1— a, elle admettra deux autres intégrales P’ et Q’, uniformes dans
tout le plan & la méme condition que les précédentes.

Dans le cercle C,, on aura

P = % (I - x>’
Q=oli—x)logli—a2)-+4 (1 —x);
G. 6
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dans I'espace E,, on aura de méme

T X =T
P/:f—_ CP( >9
. Vo &

o= @(x;I\)[log(r—x)—10gx]+4¢<x;3>%-

NE

Ces quatre intégrales suffisent pour exprimer une intégrale quel-
conque dans toute I’étendue du plan. Pour avoir les relations linéaires
qui existent entre ces intégrales faisons, dans la formule (2r), a =3,

B=3,y=1; on trouve

)
1=

ou bien

et de méme

On peut résoudre soit par rapport a P et Q, soit par rapport a P" et a

Q’. On en tire

4
P’:+]0g2P—iQ,
1

26 _ ~—2
16log22 — 7 ]_),_410ng,'

s ﬂ'

Q=

Ce sont les relations trouvées directement par M. Tannery ().

Ces formules suffisent pour intégrer 1'équation (1), ainsi qu'on 'a
vu plus haut pour le cas général. Je prendrai, comme application,
I’exemple traité dans le Mémoire déja cité.

Je suppose qu’on parte d’un point « (fig.6) tres voisin du pointxr=2
et dans la partie supérieure du plan, et quon décrive le contour d’une

(1) Annales de PEcole Normale supérieure, 2° série, t. VIII, p. 175.



SUR L’EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETC. - " 43

aire fermée, comprenant les-deux points o et 1. Ce chemin peut se ra-
mener au chemin e MA, A étant un point de la droite o-1, par exemple
le point x:%, suivi de deux lacets décrits successivement dans le
sens direct autour des points x = o0 et ¥ =1 et du chemin AMa.

Fig. 6.

Partons du point « avee I'intégrale P’; nous arrivons au point A avec
la méme intégrale. Pour suivre sa variation lorsqu’on décrit le lacet o,
il n’y a qu’a remplacer P’ par sa valeur en fonction de P et de Q :

P,___ﬁ,loga

P— —Q.

' 0

Apres avoir décrit le lacet o, P reprend sa valeur initiale, mais Q se
change en Q + 2mZP, de sorte que P’ devient

P— P,

De méme, pour voir comment cette intégrale se comporte quand on
décrit le lacet 1, remplacons P par
L g
41082 I
=P o 05

T s

P’ ne change pas, mais Q' se change en Q'+ 2miP’, de sorte que
P'— 2:P se change en

— 3P — 27P.
On reviendra donc au point « avec 'intégrale

3w + 8ilog2 %7 .
_E i pia Py

™ /i3

Si ’on part du point « avec I'intégrale Q', on arrivera au point A avec
'intégrale

16 log?2 — 72 P 4 log2

o~ ~r
1 i

Q.
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Apres le lacet o, 'intégrale sera représentée par

16log29 — 72 log2 .
2 : P—4 °7Q — 8ilogaP
ie

T —

ou, ce qui revient au méme, par

Q' — 8ilog=b,
ou encore par
o7 -+ 8iloga  32ilog®2 P

— g

i

Apres le lacet 1, on aura

=+ 8iloga 2iﬁ(7:+8i10g2}—32i10g22p,
b

Q +
- T
¢’ est-a-dire
2i(m+4iloga)?y, m+8ilog2,,
T T

On reviendra au point « avec cette inlégrale.

La méme équation (1)’ admet aussi deux aulres intégrales particu-
likres, qui sont susceptibles de développements en série, analogues aux
précédents. ‘

On a d’abord 'intégrale

| A I 1
e C‘J = NiEE === CP 9
yv—ax \¥ 1 —x M &

qui est uniforme dans toute I’étendue du plan, pourvu que le chemin
suivi par la variable ne coupe pas la ligne o +o . Je la désignerai
par P”.

Pour trouver une autre intégrale, supposons d’abord y =1, o= ; et
{ un peu différent de 3. L’équation différentielle admettra les deux

o e

intégrales

8=

I . : : I
n 3 = { Il 3
--l‘(%’:z"ﬁ'”—?’ )’ \— ) P (@’&5’@—1—;’;‘)

V—x

L’expression
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sera aussi une intégrale. La limite de cette expression quand B
nous donnera une nouvelle intégrale Q" :

/ / l
"— —log(—x) o <l>~-£ e ,4 d <_>
Q gl—x)9 =g e e

On a de méme
[ — = ,,!7"ﬁ -._ I¢i (l___]kﬁ o= I,,,A_ .
Q __v/_I__A_I 9 b >log\1 X —l—4 <I

Q" est uniforme dans toute I'étendue du plan, a la méme condition que
I'intégrale précédente P”.

Pour toute valeur de x figurée par un point situé dans la partie su-
pérreure du plan, on a les relations

s P — él?—gz p7— ',ILQ”’
(23) v T

Y ™

( P/ R 4l logz P// _ Qll.

De méme, pour toute valeur de a figurée par un point situé dans
la partie inférieure du plan,

‘P _4;1_9g2 P// I ()//,

<

aw

(24)

(P’ s —1—+zlogzp,/__ iQ”.

Les formules précédentes ont été établies, comme la formule (21),
cn partant des relations (13) et (17), qui ont lieu dans le cas général.

Remarque. — Les formules (23) et (24) paraissent en desaccord
avec les formules données par M. Tannery (loc. cit., p. 188). Cela tient
a ce que les fonctions P” et Q" ne sent pas tout & fait les mémes que
celles qu’il désigne de la méme maniere. Au lieu du svsteme d’inté-
grales P” et Q”, considérons le systeme suivant,

AN
. 1| 1 1\
=zl-e (@) eem+ae(3)]

ol I'on suppose I'argument de x compris entre — = et + .
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On trouve aisément que ’on a, dans la partie supérieure du plan,

v__ D! e\ ”
P'=iP,, Q"=iQ|— =P,

et, en portant ces valeurs de P” et de Q" dans la seconde des for-
mules (23), on arrive a la relation

)/____ n
pr=t82p

qui est identique avec la relation obtenue par M. Tannery.

19. Les formules de passage établies plus haut suffisent pour re-
connaitre si I'équation différentielle admet une intégrale algébrique
ou si I'intégrale générale est algébrique. La question a déja éte traitée
par M. Schwarz (Journal de Crelle, t. 73, p. 292), qui, en se servant de
I’équation différentielle du troisieme ordre & laquelle satisfait le rap-
port de deux intégrales particulieres de I'équation (1) et des surfaces
de Riemann, a été ramené a4 un probleme de Géométrie sphérique ou
se présentent les polyedres réguliers. Depuis lors, M. Klein a consi-
déré le cas plus général d’une équation linéaire du second ordre 2
coefficients rationnels. J’arrive aux mémes résultats que M. Schwarz
par des considérations tout & fait élémentaires.

Si I'équation (1) possede une seule intégrale algébrique, cette inté-
grale devra se reproduire, & un facteur constant pres, quand on tourne
autour d’un point critique. Dans le domaine du point o, elle sera re-
présentée par l'une des intégrales ¢,, ¢5; de méme, dans le domaine
du point & =1, elle coincidera, & un facteur pres, avec I'une des inté-
grales 0,, 0,. Reportons-nous aux relations qui ont lieu entre ces quatre
intégrales : on voit que cela ne pourra avoir lien que si I'un des
nombres «, 8, 7 — «, Y — [3 est un nombre entier. Dans chacun de ces
cas, l'une des séries hypergéométriques qui expriment lintégrale
générale n’aura plus qu'un nombre limité de termes. Soit, par exemple,
v —a=—m; I'équation (1) admet comme intégrale

(1 — 2z )v—2BP,

P étant une fonction entiere de x; pour que cette intégrale soit algé-
brique il faut, en outre, que (3 soit un nombre réel et rationnel.
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Si I’équation (1) admet plus d’une intégrale algébrique, Uintégrale
générale sera elle-méme algébrique. Nous allons nous proposer de
trouver tous les cas ol il en est ainsi. Nous pouvons exclure de notre
recherche les cas ot 'un des nombres 7, 7 — « — 3 serait un nombre
entier. On a vu, en effet, que dans ces cas il existait un logarithme
dans I'intégrale complete dans le domaine de I'un des points critiquess
comme cas exceptionnel, ce logarithme peut disparaitre, mais alors le
point considéré n’est plus un point de ramification pour l'intégrale
générale, et il suffit d’examiner comment se comporte une intégrale
dans le voisinage de I'autre point critique pour étre fixé sur sa nature.
On voit, de plus, que les trois nombres «, 8, y doivent étre réels et
rationnels; sans quoi il ‘existe, dans le domaine de I'un des points cri-
tiques, une intégrale qui prend une infinité de valeurs.

Cela posé, soient y, et y, deux intégrales particulieres linéairement
distinctes, uniformes dans toute I’étendue du plan, pourvu que le che-
min suivi par la variable ne coupe aucune des lignes —c
- o0, )

On part d’un point ‘quelconque A du plan avec une intégrale
cy,—+ €y, et on décrit un chemin fermé quelconque, assujetti seule-
ment & ne passer par aucun des points o et 1. On revient au point de
départ avec une intégrale Cy, -+ Cly,. Si cette intégrale est une fonc-
tion algébrique de @, les coefficients C, €’ n’admettront qu’un nombre
limité de valeurs, quel que soit le chemin suivi. En particulier, le rap-

o,

I

port % n’admettra qu’un nombre limité de valeurs. J'ajoute que, si cela

“alieu, quels que soient les coefficients primitifs ¢, ¢, I'intégrale géné-
rale est algébrique.

Considérons, en effet, la dérivée logarithmique de I'intégrale précé-
dente; on peut la représenter par

!
ﬁ*Eﬂ

Cy', + C'y,

Crit Cya

b

Ve Il Ve

/

G, . 5 e 7 s
Le rapport — n’admettant qu'un nombre limité de valeurs, il en est de

C
méme de cette dérivée logarithmique; comme d’ailleurs elle ne pré-
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sente d’autres points singuliers que des points eritiques et des poles,
il suit de la qu’elle sera une fonction algébrique de .

Cela étant vrai pour une intégrale quelconque, soient z, et z, deux
intégrales de I'équation (1). On a entre elles la relation

Za Z', — 32 z'._, = I{x—Y(r — x\l‘{—x—(ﬂ—l’
qui peut aussi s’écrire
A . o
aygsl =) o B e W v @ 1084,
\ <1 Za | '
Hx (1 — z)y o8-
By 1y = ———=— et —

55
2 -

Le produit de deux intégrales quelconques 5,, 5, est donc une fonction
algébrique de x. S1 z, et z, sont deux intégrales, z, et z,~+ 2, seront
aussi deux intégrales. Le produit =7+ z,z,, et par suite z,, sera une
fonction algébrique de la variable.

Tout chemin fermé partant d’un point A et revenant a ce point pou-
vant se ramener i une suite de lacets décrits autour des points z = o,
@ =1, nous sommes donc amenés a étudier comment le rapport préce-
dent se comporte quand on décrit un de ces lacets. Nous prendrons,
pour y, et y,, les intégrales ¢, et ¢,5 nous partons d’un point A avec
Pintégrale Co,~~C'%,, et nous décrivons un lacet autour du point o,
dans le sens direct; nous avons vu plus haut (n° 16) qu'on revenait au
point A avec I'intégrale C, ¢, C, 9, :
Tla+B+1—y)l(1—7),

Clo+1—y Vip+1—7)

C, = (' e2mi—),

[ — 627‘('*“&')"),

C| pumm— C ~I= :
; . c o,
Soient p la valeur initiale du rapport » ¢’ la valeur finale; on aura

/ \

Mo+ pB+1—7y ) Ix —v) C — e‘zﬂU—Y)i)

e2m(1—Y)

Posons

= — a,

g—zﬁ(1~~;f)i7; K.
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La formule précédente s’écrira
(A) p'—a=Klp—a).

Si le lacet était décrit dans le sens inverse, on aurait, au contraire,

I 5
(A) _ g — a::K(p—a).
Faisons maintenant décrire & la variable un lacet dans le sens direct
autour du point critique x=r; lintégrale Co,+ C'p, se change en
Cl‘Pi"‘ C;Csz :

Cy = Ce2mi(y—2—p),

o DT y—a—p),
C=0+C (1 — e2mi(Y—a—P)),
! Ty —a) Ty = 6) )

En désignant, comme toujours, par p et o’ la valeur initiale et la valeur
finale du méme rapport, on aura

L e DDy —a— ) (1— emirad
PI = pe 27i(y—o—f —i—r(}’_a) I‘(y~p) o7y

Posons

P7)P(y—a—=53) _ b,
By —=yE(y—§

e=2mi(r=2-) = K/,
La relation entre p et p’ pourra s’écrire
1 e ‘
(B) (—,—b):k’(——b).
. e o

St le lacet était décrit dans le sens inverse, on trouverait de méme

(B) (i,——['))::%(i-_b).
) P K \p

Le probleme qu’il s’agit de résoudre pourra se formuler ainsi :

Etant donnée une suite de quantités telles que chacune se déduit de la
précédente par 'une des Jormules (A), (AY, (B), (B), dans quels cas

arrivera-t-on @ un nombre limité de quantités différentes, Uordre dans
G. 7
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lequel on applique ces formules successivement restant absolument arbi-
lraire?

La méthode géométrique m’a paru la plus propre & conduire simple-
ment au résultat.

20. Soient tracés dans un plan ( fig. 7) deux axes de coordonnées
rectangulaires OZ, Ox. Je figure, comme a l'ordinaire, la quantité

p =E& -+t par le point dont les coordonnées sont & et v ; solent A et B
les points qui figurent les quantités @, b (ces points sont situés sur
I’axe O&).

Soient M le point qui figure la valeur initiale de p, M le point qui
figure la valeur de p’, obtenue en faisant décrire a la variable un lacet
dans le sens direct autour du point critique z = o :

P —a=K(p—a).

La quantité p — a sera figurée par U'extrémité d’un segment meneé
par Porigine, égal et parallele au segment AM; si 'on fait tourner ce
segment d’un angle » autour du point A, o étant égal & an(y—1),
on obtient le segment AM’, dont 'extrémité M’ figure précisement la
quantité p’. Sile lacet était décrit dans le sens inverse, on tomberait
sur le point M), obtenu en faisant tourner le segment AM autour du
point A, mais en sens inverse. La variable décrivant une suite de lacets
autour du point O, les diverses valeurs de p seront figurées par les som-
mets d’un polygone régulier inscrit dans la circonférence de rayon AM,
[’'un des sommets étant précisément le point M.
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Supposons maintenant ( fig. 8) que la variable décrive un lacet au-
tour du point critique @ —r. Soit M le point qui figure la valeur ini-

Fig. 8.

M, M)

tiale de p; lp sera figuré par le point M,, é — b par lextrémité d’un

segment mené par 'origine, égal et parallele & BM,, et K’ (é —-b> par

Pextrémité d’un segment égal et parallele au segment BM,, qui n’est
autre que le segment BM,, que l'on a fait tourner d’un angle
w'=2n(a+ (3 —7) autour du point B. Par suite, le point M, figure la

quantité {—;7 et le point M' la quantité p'.

Faisons décrire a la variable plusieurs lacets successifs autour du
. . . 1 . o .
point x =r; le point S viendra coincider avec les sommets d’un poly-

gone régulier inscrit dans une circonférence de centre B; le point p
lui-méme restera sur une circonférence transformée par rayons vecteurs
réciproques de la précédente, avec I'origine pour pole de transformation
et "unité pour module. Si I’on applique cette transformation & toutes
les circonférences ayant pour centre le point B, on obtient évidemment
un faisceau de circonférences passant par deux points fixes imagi-
naires. Il est aisé¢ d’avoir les points-cercles de ce faisceau : on a d’abord
I'origine, qui correspond au cercle de rayon infini ayant pour centre

le point B, et le point C= [i, provenant du cercle de rayon nul.
)

Toutes les circonférences du faisceau seront conjuguées par rapport
a ces deux points, qui sont deux points doubles de la transformation

homographique
‘_,_b:K'(l _ l)>.
° P
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Avant d’aller plus loin, je démontrerai le théoreme suivant de Géo-
métrie, qui sera utile pour transformer 1'énoncé du probleme:

Etant donnée une circonference et n points sur cette circonférence A, B,
C, ..., L tellement disposés que, sil’on fait une inpersion en prenant pour
pole un point O du plan, les points correspondants A', B', U, ..., L’ soient
les sommets d’un polygone régulier, soit O' le point conjugué du point O
par rapport & la circonference, tous les points de la circonférence décrie
sur 00’ comme diamétre dans un plan perpendiculaire au plan de la
figure jouissent de la méme proprieté que le point O.

Fig. 9.

Soit S un point de cette circonférence. D'apres une propriété élé-
mentaire de I'inversion,

R
el ~ OA.OB P,
AB
MBr=gss P
Done
S S e D) e
AB —\P ) SKSB’
Cl des r rts 2N, 5B oot constant; done il en est d :
1acun des rapports 5o G ant; don st de méme
A1B| . YTy I T . Ag Kl A s
de <757+ Si le polygone A’B'C'D'E'F" a ses cotés égaux, il en sera de
méme du polygone A, B, C,D,E,F,. C. Q. F. D.

Revenons & la question proposée et considérons la circonférence dé-
crite sur OC (fig. 10) comme diametre dans un plan perpendiculaire &
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celui de la figure ; soient S et S'les points de rencontre de cette circonfé-
rence avec la perpendiculaire élevée par le point A au plan de la figure.
Concevons la sphere décrite sur S§" comme diametre, et faisonsun e
projection sur cette sphere, en prenant le point S pour point de vue.

Fig. 10,

Toutes les circonférences ayant leur centre en A se projettent sui-
vant des circonférences ayant pour poles les deux points S, §'; quant
aux circonférences conjuguées par rapport aux deux points O et C, elles
ont pour projections des circonférences ayant PP’ pour axe. Il résulte
de ce qui précede qu’étant donné sur la surface de la sphere un point m
figurant une valeur de p, on trouvera le point 7’ figurant une nouvelle
valeur de p en faisant tourner le point 72 d’un angle » autour de SS’
ou d’'un angle o’ autour de PP’. Cela est évident pour 'axe S§'; quant
a I'axe PP/, il suffit de remarquer que, étant donnés dans le plan deux
points M, M’ figurant deux valeurs de p, dont I'une se déduit de I'autre-
par 'une des formules (B), (B)’, sil’on fait une inversion avec le point
O pour pole, I'angle M,BM est égal & o', et, d’apres le théoreme
précédent, I'angle mpm’ doit avoir la méme valeur, p désignant le pied
de la perpendiculaire abaissée de 72 sur I'axe PP".

On peut donc remplacer I’énoncé du probleme par le suivant :

Etant donnés deux-diamétres SS', PP’ dans une spheére et une suite de
points sur la surface, se succédant d’aprés une lot telle gu’on passe de
I'un quelconque au suivant en le faisant tourner d’un angle » autour
de SS' ou d’un angle »" autour de PP', dans quels cas aboutira-t-on a un
nombre limité de points, {’ordre dans lequel on applique ces construc-
tions restant absolument arbitraire?

Tout dépend évidemment de I'ordre de symétrie des axes PP/, S5’ el
de 'angle V de ces deux axes.
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Soilent

!

-\:£, Y — o — :ﬁ-
e B g

Les fractions £ et % étant supposées irréductibles, SS’ sera axe de

- symétrie d’ordre g et PP’ d’ordre ¢'.
Quant a 'angle V, la figure précédente donne

Y
V =2 A0S,
N OA OA OA
cosAOS = —_—n = i
0S — /OA < OC oc’
COSV:zOA—'Izzab——I.

0C

Remplacons a et b par leurs valeurs, il vient

Pla+Brr—yllr—y) Tly—a—B)Iy)

FR+1—yla+r—y)" Iy —a)l(y —p)

tosY =2

oSV — 2 Sil.](y—'oc)ﬂ‘ sin(y—B)m .
sinyrsin(y —a— B«

Remarque. — Lorsqu’on diminue ouqu’onaugmente la valeur de I'un
desnombres o, 3,7d’un nombre quelconque d’unités, g et ¢’ ne changent
pas, ni cosV. On pourra donc supposer 1 —7y et y—o— 3 compris
entre o et 1; on pourra ensuite ramener o« — 3 & étre compris entre
— 1 et -+ 1; mais, comme il y a symétrie entre les éléments « et 8, on
pourra supposer aussi « — 3 compris entre o et 1. C'est ce que nous
ferons pour la suite.

21. La représentation géométrique sur la sphere n’est possible que
si le point A est compris entre les points O et C, ou, ce qui revient au
sin(y —a)wsin(y — 3)xn

sinyrsin(y —a— B)w
et 1. Dans le cas contraire, on peut démontrer directement que le rap-
port p peut prendre une infinité de valeurs en chaque point du plan. Je
m’appuierai, pour cela, sur les remarques suivantes :

I. 1l existe un cercle ayant son centre en A et conjugué par rapport
au segment OC. Si le point M, qui figure la valeur initiale de p, est sur ce

méme, sile produit ab—= est compris entre o
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cercle, tous les autres points que I’on en déduit sont situés sur le méme
cercle. Sile point M est extérieur ou intérieur a ce cercle, ceux que
I’on en déduit seront eux-mémes tous extérieurs ou tous intérieurs.

II. Supposons que nous ayons pris pour origine le point A; appelons

z et 7’ les quantités qui sont figurées.par les points M et M’ dans le nou-
veau systeme. Pour la premiere transformation, on a

2=z
our la seconde, 3’ est liée 2 z par une relation
P

az—+ b
ez - d’

4

a=a+pi, c=a + B,
b=y +9di, d=y' +d.
Cherchons le lieu des points z tels que mod. 2" = mod. z,

mod.(az + b)

mod. z' =
mod.{¢cz +d)’

az+b=(ax—By—+y)+i(fx+ay—+9),

mod.(az + b) = \/(052 + B2) (224 92+ mx +ny + p,

mod. (¢cz +d)= (a2 + B (2 + 2+ mz+nTy +p.
Le lieu cherché aura pour équation
2B () many e p = (a5 ok ey (w2 ),

(’est une courbe du quatrieme ordre, ayant pour points doubles les
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points circulaires 4 'infini. Mais la circonférence de centre A ( fig. 11),
conjuguée au segment OC, fait évidemment partie du lieu; comme les
points O et C lui appartiennent également, cette courbe du quatrieme
ordre se compose de deux circonférences, la circonférence (A) et une
autre circonférence passant par les deux points O et C.

Si le point M qui figure la valeur de z est extérieur ou intérieur
aux deux circonférences, on aura

mod. z’ < mod. z;
mais, si ce point est extérieur & I'une, intérieur a 'autre, on aura
mod. z' > mod. z.

Cela posé, soit M le point qui figure la valeur initiale de p, que je
suppose extérieur aux deux circonférences (A), (A)’. Appliquons au

Fig. 12.

point M la seconde transformation autant de fois qu’elle nous donne
des points différents; nous aurons un certain nombre de points surune
circonférence conjuguée au segment OC. Soit M, celui de ces points qui
est le plus rapproché du point A; le point M, est forcément dans le
cercle A’, et 'on a AM, <CAM. Appliquons maintenant au point M, la
premiere transformation, de facon a obtenir un point M, extérieur au
cercle A’; on aura AM,=— AM,. Au point M, appliquons la premiére
transformation; nous en déduirons, comme tout a ’heure, un point M,
plus rapproché de A que le point M,, et ainsi de suite. On a ainsi une
série de points M, M,, M,, M;, ... se succédant d’apres une loi telle
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loi telle qu’on ne retombe jamais sur un point déja trouvé et qu’on

puisse continuer indéfiniment. Le rapport p peut done pren(lre une
infinité de valeurs.

22. La question de Géométrie sphérique i laquelle nous sommes
conduits et qui est identique, comme on le verra tout & [’heure, avec la
question a laquelle M. Schwarz a été ramené, a été résolue par Stei-
ner ('). On peut aussi déduire la solution d’un Mémoire de M. Jor-
dan (*) sur les polyedres eulériens.

Il y a deux cas particuliers ou la solution s’apercoit immédiatement:

1° Sil’on a deux axes de symétrie binaire, ces deux axes devront
faire entre eux un angle commensurable avee 2.

2° Sil'on a un axe de symétrie binaire et un axe de symétrie d’ordre
K perpendiculaire an premier, on aboutira toujours & un nombre limité
de points.

Ecartons ces deux cas particuliers et supposons que nous ayons deux
axes de symétrie PP’, SS’, dont 'un PP’ est d’ordre K(K23). Les répé-
titions par symétrie de I’axe PP’ seront axes de symétrie d’ordre K de
la figure formée par les répétitions symétriques d’un point M de Ia
sphere; ces répétitions symétriques devront étre en nombre limité: ce
qui revient & étudier la figure formée en prenant pour point de départ
le point P lui-méme. On démontre sans beaucoup de difficulté que,
si 'on est conduit 2 unnombre limité de points, ces points sont les som-
‘mets d’un polyedre régulier.

Les axes PP, SS" devront donc étre disposés comme les axes de symé-
trie d’un polyedre régulier ayantl’un de ses sommets en P. Il est évident
que le plan des deux axes sera pource polyedre un plan de symétrie. Cette
condition nécessaire est suffisante. Imaginons, en effet, ce polyedre ré-
gulier et considérons les polygones sphériques réguliers découpés sur la
sphere par les pyramides ayant leur sommet au centre de la sphere et
pour bases les faces de ee polyedre. Les répétitions par syméirie de 'un
de ces polygones conduiront toujours & un polygone analogue; comme,
d’ailleurs, un de ces polygones ne peut coincider avec lui-méme que

(1) Journal de Crelle, t. XVIII, p. 295.
(2) 1hid., t. LXVI, p. 22,
G. 5
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d’un nombre limité de manieres, il s’ensuit que les répétitions symeé-
triques d’un point seront en nombre limité.
Appliquons cela a quelques exemples.

Exemple 1 :

}/::;, a—%—ﬁ:::o.

On a deux axes de symétrie binaire

cosV — 2 cosma cOSTR — 1= Cc0S2 am.

1l suffit que a soit commensurable. On peut le vérifier directement.
L’équation différentielle est ici

d*y dy 7\ 2 . dy
zx(l-—x)(-];i il U vx)<%> =202y 5 = o.

On en tire

| zti—a) () |=wdle—r),
__6]7” __. o dx

e - S
Vet ya(i—a)

o I o =
arcsin & = zarcsin Ve + h.

Si o est commensurable, on en déduit une relation algébrique entre y
et .

Exemple II. — Prenons encore exemple traité par M. Schwarz:

2 —_— 1 — 1
T O == == 733 @‘*'A’

N Yy — B <t [ — i & S |
y—a=% V—P0= 45 7—a—B=3

On a un axe de symétrie binaire et un axe de symétrie ternaire. Leur
angle est donné par la formule

. 3w . Aw
2. sin —=sin - i
cos V= ppu. = e
sin —3— \/3
C’est précisément Pangle que fait la hauteur dans un tétraédre régulier
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avec la droite qui joint les milieux de deux arétes opposées. L'inté-
grale générale est donc algébrique.

23. Les résultats précédents peuvent étre mis sous une forme un peu
différente, qui met mieux en évidence leur identité avec les résultats
obtenus par M. Schwarz. Supposons que l'on ait d’abord ramené,
comme on I'a expliqué plus haut, les trois nombres 1—7v, 7 —a—f5,
o — 3 & élre compris entre o et 1, et désignons par 2, p, v les trois
nombres positifs et moindres que I'unité ainsi obtenus :

Nous allons établir quels sont les systemes de valeurs de ces trois
nombres tels que I'intégrale soit algébrique.
<

Soient toujours SS” et PP’ ( fig. 13) les deux axes de symétrie.

Fig. 13.

Construisons un triangle SPQ ayant pour base SP et pour angles
PSQ = (1 — )m, SPQ = (7 -~ « — B)n. Evaluons I'angle en Q :

cosQ —=sinPsinS cos(SP) — cosP cosS,

cosQ —=sinymsin(y —a — @)ﬂ[z&.n\y—f ZIESDI =P 1]
, sinywsin(y —a — 3)7

-+ cosymcos(y —a— B)m,

ou, en réduisant,
cosQ = cos(a — 3)m.

L'angle Q est compris entre o et m; d’ailleurs, on suppose « — {3 com-
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pl'is. cnlre oel 1. On aura, par conséqum]l.
Q= (a2 —B)m.

Les trois angles du triangle SPQ sont done

B == i,
P = pr,
Q= vr.

Quelles sont les conditions auxquelles doit satisfaire ce triangle?
Dans le cas particulier ot y= 5, ¢ =+ f==0, les angles S ct P sont
droits; e point Q est un des poles du grand cercle SPSP'. Si 'on con-
struit une double pyramide ayant pour sommets les poles Q, Q" et pour
bhase le polygone régulier dont S et P sont deux sommels, les trois plans
du triedre SPQ seront trois plans de symétrie pour cette double pyra-
mide. Si Paxe SS’ est un axe binaire et si I'arc SP est ¢gal a un qua-
drant, les trois plans du triedre seront encore trois plans de symétric
pour une double pyramide dont les sommets seront les points P et P’
et dont la base sera dans le plan SQS'Q".

Ces cas singuliers examinés, voyons ce qui se passe dans le cas géné-
al, en supposant qu’il existe un polyedre régulier admettant les axes
de symétrie SS' et PP’ et ayant un sommet en P. Les trois plans OSP,
OPQ, 0QS seront trois plans de symétrie pour ce polyedre; 1l est
d’abord évident que OPS est un plan de symétrie, comme on 'a déja
fait remarquer. Le point P”, symétrique de P par rapport au plan 0SQ,
est un des sommets de ce polyedre; comme on peut partir du point P”
au lieu du point P pour trouver les sommets de ce polyedre, il est clair
que la figure admet OSQ pour plan de symétrie. Elle admet aussi 0QP;
en effet, le point S” sera I'extrémité d’un axe de symétrie de meéme
ordre que SS$'; si nous remplacons 'axe OS par Paxe 0S”, nous for-
mons ¢videmment la méme figure. Done OQP est un plan de symé-
trie.

Ainsi, les trois faces du triangle PQS devront étre trois plans de
symétrie d'un polyedre régulier. La réciproque est ais¢e a démontrer;
en cffet, tout corps admettant ces trois plans de symétrie OPs, 05Q,
OQP adnietira aussi OSP” comme plan de symétrie. St Pon prend le
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corps symétrique du premier par rapport au plan 0SQ, puis le syme-
trique de cenouveau corps par rapportau plan OSP”, il coincideraencore
avec lui-méme; mais ces deux opérations reviennent a faire tourner le
corps d'un angle PSP"= 2(1— )7 autour de OS. Donc OS est un axe
de symétrie pour ce corps.

En résumé, pour que I'intégrale générale soit algébrique, 1l faut et
il suffit que les trois plans du triedre GSPQ soient les (rois plans de
symétric d’'une double pyramide ou d’un polyedre régulier.

Il faudra d’abord que les trois angles 2z, pm, vn soient les angles
d’un triangle sphérique, ce qui exige que Uon ait

h4+p—+v _>1,

AT =BV,
oo 1 T Y A,
V=L > A e

Ces conditions ¢quivalent & la condition trouvée précédemment que
Sl e ein b R

Sin Y o, |77 SIN T 9 . *y & . .

——-.—(/ L \¥ — P doit étre compris entre o et 1.

sinyx sin(y —a —p)@

Il revient évidemment au méme de considérer le triangle PQS ou
’un des triangles PQS’, QP’S’, QSP’; les angles de ces triangles ont les -
St 5 8 8
valeurs suivantes :

POS . .. .5 s P vT
PQS’.... . ... AT (1—p)m  (r—v)=m
P'Qs.... . . . (1—M=w 7 (1—v)w
PQS . . ........ (v—2dm . [1—pi% YT

On choisira celui de ces triangles pour lequel la somme des angles est
la plus petite. Soient 2w, p'w, v'w les angles de ce triangle et soient 27,
74 v les nombres 2/, p/, v’ rangés par ordre de grandeur décroissante.
Le Tableau suivant donne les systemes de valeurs de 2", p”, v" tels que
Pintégrale générale soit algébrique :
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‘U.
... ... L& » Pyramides doubles.
II.. L4 g
f : ) e Tétraedre.
11 . 2 3 )
1Vv. A S ‘
N l Cube et octaedre.
A% 2 1y
o 3 4 &
VL. S
2 1 i
VII.. 2 4 L
2 i i
VIIL. ... ... z 11
1 2 A
IX.. i 2 4
X.. S T |
%7 ) Dodécaedre el icosaédre.
XL A
] 2 1 1
XII. T O3 5
D4 1 | oLt
XIV. ..., o2 L
XV... ... g2 4

2%. On a écarté le cas intermédiaire ou le cercle décrit sur OC
comme diametre est tangent a la perpendiculaire SS’, c¢’est-a-dire le
cas ou les deux transformations homographiques

(A) pr—a—=K{p—a),
1 /1
(B L - >
) p o
ont un point double commun. Les points doubles de la premiere sont
le point £ =act le pointE ==, ceux de la seconde sont £ =o0, E= %

Si I’on se reporte aux valeurs de @ et de b, qui peuvent étre nulles,
mais non infinies, on voit qu’il peut arriver de trois manieres diffé-
rentes que les deux transformations homographiques aient un point
double commun :

1° a=o0; il en sera ainsi lorsque 'un des nombres o+ 1—7,
g 41— sera un enlier négatif ou nul.

2° b=o0; c¢’est ce qui arriverasi y — « ou 7 — (3 est nul ou égal a un
entier négatif.
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30 b = 1; cette condition donne

sin(y - «)msin(y — B)m=sinyzsin(y —a-— )
ou bien
cos(a — B)m=cos(a -+ @),
d’ou |
(a— BlF(a+B)=2m;

’un des nombres « ou f3 devra étre un nombre entier.
Pour voir ce qui se passe dans chacun de ces cas, supposons le point

double commun rejeté a I'infini; les transformations homographiques

seront définies par les formules

3 — zo=K (2 — z0),

27—z =K'z — 2,

les points z,, z, étant les deux autres points doubles. Elles donnent
lieu & une construction géométrique fort simple : étant donné dans le
plan un point M qui figure une valeur de z, on trouvera le point M’
figarant la valeur de =" en faisant tourner le rayon z,M d’un angle o
autour de z,, ou le rayon z, M d’un angle o’ autour de z,. Partant d’un
point quelconque du plan, il est clair qu’on peut appliquer ces con-
structions successivement dans un ordre tel qu’on ne retombe jamais
sur un point déja trouvé; par exemple, on s’arrangera de facon que la
distance z,M n’aille jamais en décroissant. Il y a exception pour le
point double commun, qui coincide toujours avec lui-méme.

1l y aura donc une intégrale particuliere dont la dérivée logarith-
mique n’admet qu’une seule valeur en chaque point du plan; cette
dérivée logarithmique est une fraction rationnelle. Dans I’hypothese
adoptée ol les nombres ¢, 3, 7 sont réels et rationnels, 'intégrale par-
ticuliere correspondante sera une fonction algébrique. On voit, de plus,
qu'il n’en existera pas d’autre.

11 faut pourtant remarquer que cela cesserait d’étre vrai si les deux
autres points doubles étaient les mémes; dans ce cas, toutes les inté-
grales seraient algébriques. C’est ce qui arriverait si I'on avait a la fois

=0, b =o0.
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Soit, par exemple, I'équation différentielle

. i . o ; . 1 . . ”
Elle admet une intégrale particuliere algébrique —» mais I'inté-
S = T

grale genemle -
¢ Caresinyzx

/

v x VZ

est une fonction transcendante.
Prenons au contraire I'équation différentielle

d?y ox\ dy :
AR 0 e SR [ O O 200 —
21— =+ ‘ 4209 =0

‘ L da® <" 3 > dz TV ’

35 - e
O==—"73y 3 7 =g

On a 2 la fois a=o0, &=o0; I'équation admet les deux intégrales
particulieres
2 > D e » -
2 bx , 5 6(1 — x)
J\V,’}<l—'—5‘>7 U”'x> LI__—\—_I:)’— 9

de sorte que I'intégrale générale est algébrique.

95. On a supposé, dans ce qul précede, que les deux intégrales o, et
0, étaient distinctes, ¢’est-a-dire qu'aucun des deax nombres «, f3
n’était nul ni égal 2 un entier négatif. Si cetle circonstance se présente,
on remplacera ¢, par une autre intégrale, gy par exemple, et, en ope-
rant comme plus haut, on sera conduit a considérer deux transforma-
tions homographiques. Ces deux transformations homographiques au-
ront un point double ecommun, puisque Péquation (1) admet comme
intégrale une fonction entiere, dont la dérivée logarithmique est une
fraction rationnelle. Si les deux autres points doubles sont différents
(ce qui aura lieu, en général), il n’existera pas d’autre intégrale algé-
brique. Mais, si les deux autres points doubles coincident, I'intégrale
générale sera algébrique. Pour qu'il en soitainsi, il faudra que, I'un
des éléments o, 5 étant nul ou égal a un entier négatif, autre élement
soit égal & un nombre entier positif.
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Ainsi 'équation différentielle

. B0 F )y
[ == & —4—"—4—.) —I-'— 2 = 0,
- T ax ”
ot
[ & o |
7——), H—Iv /-—'-_7_5

admet deux intégrales particulivres algébriques, et, par suite, l'inté-
grale générale est algébrique:

./ , Sx2) -
e Y ( L qr -+ fﬁ> 4+ C'a? (1 — )

W -

il
\

SECONDE PARTIE.

1. Les Mémoires de Gauss et de Kummer sur la série hypergéomé-
trique contiennent un grand nombre de formules qui ne rentrent pas
dans les formules données plus haut et qui n’ont lieu que lorsque les
¢léments «, B, 7 satisfont & certaines conditions. Le type général de
ces formules est le snivant:

21— 7)1 Elm By s ) = 071 — )7 F (o B ),
¢ étant une fonction algébrique de x.
La fonetion a?(1—2)7¢ (1 — o) F(«, &, , t) est alors une inté-
grale de 'équation diftérentielle
(&
A2y dy

i T R \ T = 2
= =4 DA e — APy =0,
"dx ‘ : e 2 ’

—
—
~—
—
-

de sorte que Pon est vamené a rechercher dans quels cas I'équa-
tion (1) admet des intégrales de la forme précédente. Telle est, ou b
peu pres, la voie suivie par Kummer; mais il n‘indique aucun moyen
de trouver tous les cas ol il existe de pareilles intégrales. Clest ce que
je me suis propose de faire dans la seconde Partie de ce travail.

G. 9
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2. Je me placerai pour cela 4 un point de vue un peu différent. Dési-
gnons, avec Riemann, par P(2) une fonction non uniforme de la va-
riable @, jouissant des propriétés suivantes :

1° Elle n’admet dans toute I’étendue du plan ou de la sphere que
trois points critiques, les points o, 1, o ; elle est holomorphe dans
toute région du plan a contour simple, ne renfermant aucun des pointso
et 1.

2° Entre trois branches quelconques de cette fonction P, P”, P¥ il

existe une relation linéaire et homogene a coefficients constants :
P C'PY == C"P" == 0.

3° Chacune des branches de la fonction reste finie pour x=o,
a =1, el aussi pour & ==, quand on la multiplie par une puissance
convenable de « ou de 1 — 2.

Riemann a démontré, dans un de ses Mémoires, que certaines
branches de la fonction P pouvaient s’exprimer par des produits tels
que x?(1 — ) F(a, 5,7, ). On peut aujourd’hui le démontrer plus
simplement. Il résulte en effet d’un théoréme donné par M. Tannery (')
que les diverses branches de la fonction P sont des intégrales d’une
¢quation différentielle linéaire du second ordre a coefficients uniformes,
n’admettant d’autre point critique que les points o, 1, 0, toutes ces
intégrales étant d’ailleurs régulieres dans le voisinage d’un point cri-
tique. Ainsi que I'a montré M. Fuchs, celte équation sera de la forme

d>P dP

TE +[{—={l+m)x]x(1—x) y i (Ax?2+ Bz + C)P =o.

On passe de I’équation (1) & I'équation (2) en posant
=Py — z]1P;
A, B, C, /, m sont donnés par les formules

s[:.ﬁzll---%-- Y, m=2¢g+a+pB4+1—y, A=(p+gqg-+a)(p+qg+B),

(&
(3) [ C=plp—14+79), A+B+C=q(qg-t+a+p—7y).

(1) Annales scientifiques de I’ Ecole Normale supéricure, 9f série, t. IV, p. 130.
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Inversement, on passera de I’équation (2) a ’équation (1) en posant
P=a7P(1—x)%y; «, 3,7, p, ¢ seront déterminés en fonction de A,
B, C, /, m par les formules (3). Le théoreme de Riemann est démontré
par la méme.
| Pour achever de deéfirir la fonction P, il faut ajouter la condition sut-
vante : st P, P” sont deux branches linéairement distinctes, le déter-

minant
L
D= |dp dp’
dx dx

devra étre dyfferent de zero pour tout point du plan autre que les points o
et 1. St en effet ce déterminant était nul pour x =a, le point x =a
serait pour I’équation dyférentielle un point A APPARENCE SINGULIERE.
Consideérons, par exemple, les intégrales de Iéquation (1); il est clair
qu’elles satisfont aux conditions qui servent a deéfinir la fonction P. Si
l'on multiplie toutes ces intégrales par le binome (x— 2), il en est de
méme, au premier abord, des nouvelles fonctions ainsi obtenues. Cepen-
dant, elles satisfont a l'équation dyfférentielle linéaire

23
x(1—x)(x~2)—%§
+ [y —(a+ B+ )2 ) (2 — 2)— 221 — &) (2 — 2) 2=

—:—g2x(x~x>—i—.[(a—%~@»%x}x—--y](x —2)-—af

qui n’est pas comprise dans la _forme (2). Mais le déterminant D est évi-

demment nul pour le point x = 2 |

Remarquons qu’étant donné un systeme de valeurs pour A, B, C, /,
m, il en résulte quatre systemes de valeurs pour p, ¢, «, £, v; I’équa-
tion (2), et par suite I'équation (1), admet donc quatre intégrales de la
forme #7(1 —x)7F(«, 3, 7, ) : résultat bien connu.

Soit maintenant ¢ une nouvelle variable lice & « par la relation
x=09(1); s, relativement & ¢, la fonction P satisfait aux mémes con-
ditions que relativement & &, quand on fera dans I'équation (2) le
changement de variable 2 = ¢(z), on devra trouver une équation dii-
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férentielle (4), analogue & I'équation (2 ),

azp . o dp )
AY 120 — 212 S T — = nd V(- &) = - (A2 B )P =o.
(’l/ ( / ([tg 17\ \ L ) J \ J (ll \ )

Il est clair que le probleme traité par Kummer rentre dans celui-ci;
si, en effet, ’équation (1) admet une intégrale

! A

2 (1— z?}’/li’/(r — R, B9, 1),
'équation (2) admettra Uintégrale
P’ — 1) Fo, B9 2)-

Si done dans I'équation (2) on fait le changement de variable @ =2 (¢),
on devra obtenir une équation différentielle telle que I'équation (4).
La question qui se pose est done 1 sulvante :
Reconnaitre pour quelles valeurs des constantes A, B, C, [, m il existe
des changements de variable x = ¢(t) par lesquels [ équation (2) ne
change pas de forme, A, B, C, {, m ctant remplaces simplement par des

N7

consiantes nouvelles A', B', C', [, m'.

Quand on aura trouvé les conditions auxquelles doivent satisfaire les
coefficients A, B, C, [, m, les relations (3) donneront les conditions
que doivent remplir les éléments «, 5, 7 eux-mémes.

3. Dans I’équation (2), faisons le changement de variable x = o (¢);
on a, en désignant par 2’ et 27 les dérivées de o par rapport & ¢,

dP

v dr

it
d2p . dP
2P e - di
Gt T T e

de sorte que la nouvelle équation différentielle ser:

~zx(t— x)— —————— + (A22+ Bx + C)P =
&' : x'3 | dt : Ll

22(1— z)2 d2P [[__ - mle x’x2 [ 1— 2)2 ] dP
DR

Supposons a, ', 2" vemplacés par leurs valeurs en fonction de ¢.
i i 1
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Pour que la nouvelle équation ait la forme voulue, il faudra que 'on
ait

xr2(y — )2 12— pi2
(5> 19 D 7Y 7 £9 >/ 57
X2 *\A 224 Ba + L) A2+ Bt +
. l—ltmlz , & =+ m't
g = -

x(t—x) a H1—1)

Cette derniere équation peut étre intégrée une fois, car elle n’est autre
que

(i { (l, !/ ’
g L L (Zt L\x’) — (_[ZL[XZ @\1___t)mJ.

On pourra donc remplacer le systeme des équations (5)et (6) par un
systeme formé de deux équations différentielles du premier ordre :

VAz2 4+ Bz + ( yAE - B G

A Lt =

(5) 2 — %) dx TtE=n dt,
de  K@p

(7) : 21— z)m — i —

Les constantes A', B, C/, I/, m', K sont arbitraives; il s’agit de voir
dans quels cas on peut les déterminer de fagon que les équations (5) et
(7)aient une intégrale commune.

4. On apercoit sans peine cing transformations qui réussissent dans
tous les cas, quelles que soient les valeurs de A, B, C, [, m; ce sont les
sutlvantes :

; T I { {—1
& = ] == X == — xr - ——— T== = == .
’ l’ I—~[, * l—l7 /)

Ce résultat est d'ailleurs évident si I'on se reporte & la définition de la
fonction P. Si une fonction multiforme vérifie les conditions exigées
quand on prend @ pour variable, il est clair qu’elle les vérifiera aussi

1 x

: ' 1
quand on prendra I'une quelconque des variables 1 — a2, —, ——, %
xr I—x xr—1
X —1 .
—— car les valeurs de I'une d’elles, pour les valeurs o, 1, oo attri-

xX
buées d @, sont aussi o, 1, o dans un certain ordre. 1l résulte de |a

une méthode tres simple pour retrouver les vingt-quatre intégrales de
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/4

Kummer, lorsque les éléments o, 3, 7 sont quelconques. Je ne m’y
arréteral pas.
J'ajoute qu’il ne peut exister de transformation du premier degré
par rapport aux deux vari[ables, différente de celles-1a. Considérons
at + 0

la transformation & = —— Si les valeurs de ¢, qui correspondent
ct+d

aux valeurs o, 1, o attribuées & o sont aussi o, 1, % dans un certain
ordre, la transformation sera l'une des précédentes. Supposons, au
contraire, que pour x =0, par exemple, Z prenne une valeur finie ¢,,
différente de o et de 1 ( fig. 14). Faisons décrire a la variable « un

Fig. 14.

t

x <«

petit lacet entourant I'origine: le point ¢ décrira un petit lacet entou-
rant le point z,. Apres un pareil chemin, une intégrale quelconque de
Péquation (4) reviendra a sa valeur initiale : le point @ = o ne serait
donc pas lui-méme un point critique pour I'équation (2), ce qui est
contre I’hypothese.

On voit de plus que, si pour des valeurs convenables de A, B, C, /,
m on peut faire la transformation x = ¢(¢), on pourra, pour les mémes
valeurs des constantes, faire les cing autres transformations

=1 Z) x—a(l ) L X=—= ¢ — it
FERET ARG T 1—1>’ TN\ =E) Pt T )

\

De la forme des équations (5) et (7) on peut encore déduire d’autres
conséquences. Si pour des valeurs de A, B, C, /, m on peut faire deux
transformations différentes @ ==29(¢), 2 = ¢(¢), pour des valeurs con-
venables des mémes constantes on pourra faire la transformation
o(2)=1y(¢). Ainsi, d’une transformation @ ==¢(z) on pourra déduire

. . 1
toutes celles que U'on obtient soit en remplacant « par 1—x, -,
x

! T %71 soit en remplacant ¢z par 1 —z, - ! ¢
—z r—1 oz plag P 'Y T —t 11

9
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/

¢
en tout trente-six transformations, pouvant d’ailleurs n’étre pas toutes

différentes. Nous déterminerons en méme temps toutes ces transfor-
maltions, ainsi que les transformations inverses.

I . . i o a ,‘ " .
» soit en faisant les deux opérations simultanément, ce qui fait

5. Siles équations (5) et (7) admettent une intégrale commune, cette
intégrale vérifiera aussi 'équation obtenue en divisant ces deux équa-
tions membre & membre :

VAZ2+ B+ Cai'\1 —z)n ' =K yA 2+ B¢ + Ced/ 11 — ¢)m' =1,

-

Prenons la dérivée logarithmique; il vient

A r 2Ax + B ! [ — 1 m—1
2(Ax?+Bx+C)  x xr—1
/s 3 2A"t - B .| U=y m—1
j— — s - .
| 2(A'12 4 Bt + () t t—1

Remplacons dx et dt par des quantités proportionnelles tirées de
Iéquation (5) et élevons au carré; il vient finalement

-

;(2A$ +Blx(x —1) +2(Ax24 Bx + C){
(Az?+ Bx -+ C)3
ﬂzA%—%BﬁlU—~ﬁ—+z(A%24—BV»%CU[UC—1Mtw4)4_UnﬁAlﬂjP

( - (A2 B+ ()3 '

D

[—1)(x—1)+ (m-—1)2]{>

A ——

(8)

Si cette relation n’est pas une identité, on voit que x sera 1ié & ¢ par
une équation algébrique qui sera au plus du sixieme degré par rapport
a chacune des variables.

La relation (8) sera une identité si les deux membres sont nuls ou
s'ils se réduisent a des quantités constantes et égales.

1° Pour que les deux membres de I'équation (8) soient identique-
ment nuls, il faut et il suffit que

VAZ:+ B - Cxl=1 (1 —z)m=t et VAL B+ G 1/~ (1 — f)m'

se réduisent 4 des constantes; Ax?-+ Bax -— C-— o ne devra admettre
d’autre racine que o et 1, et, de méme, A'2* + B¢ 4- ('= o. Toules les
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combinaisons possibles sont résumées dans le Tableau ci-dessous :

1°° cas. ° eas je cas 4o eas J° cas. G* cas.
A4+ B=o, A=o, A== B, A=L, A =0, B=:o,

C=o, (i =u0, B4+C=o0, B—2A=o0, B=o, L =1,
l=m=1%, [=} m=1, (=1, m=3, [=1, m=o, l=m =1, (=m0, n=1
k=1 A=1, ‘U.:ié, =T 1, y==1, 2 ==+,
g, V==t y =1, = h=ku, =X

On a inserit au-dessous les conditions cm’respon(lanles que doivent.
remplir les éléments 2, 3, 75 %, 1, v désignent respectivement les quan-

litds 1—7, y—a—p3, f—ua:

h=1—7, [/.r_:“/—oc——lﬁ, =08 —a

On aura pour A, B, ¢/, £, m’ des conditions identiques. Dans cha-
cun de ces cas, les équations (5) et (7) se réduisent a une seule et I'en
peut faire une infinité de changements de variable qui n’alterent pas
la forme de Péquation (2). Par exemple, si F'on a A+B =0, C=o,
[— m="1, il suffira de prendre pour x une intégrale de I'une des
équations différentielles suivantes, ou K est arbitraire :

dx ‘ K dt dx K dt dx K dt
_— T — e - =9 = =t
ya(t—ua) Jige—r1)  yali—a) (1— 1)yt ya(1—x) L
dx K di dx K di dx Kdi
e S L e e T 5 e == — 8
\/x(l’“r\) ! Vx|l — @) lf‘f \/"1;(!__'%-‘) /(I—l}

1l est aisé de s’assurer que, dans tous ces cas, I'intégrale générale de
I"équation (4), et par snite de I'équation (2), s’exprime au moyen de

fonctions élémentaires. Je remarque d’abord qu’on peut ramener le

deuxicme et le troisieme cas au premier en changeant x en —— ou
X —1

en —; de méme, le cinquieme et le sixieme cas se ramenent au qua-

.o i . .
frieme par le changement de x en —— ou en 1— . Il rveste a cons:-
< 1- W
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dérer les deux équations

2D )
x(x—x)le;‘;--i—({;—x)%—I—AP:O,

2 )
x2i£+xfl—[—l—AP:o.

dx? dx

L’intégrale générale de la premiere équation est, comme on I'a déjh
vu,

o D
arcsin - = VAaresinya + Co.
v

Quant a la seconde, I'intégrale générale est
P=Cia"+ Cox,

r désignant \/-— A. Comme cas particulier, st A était nul, I'intégrale

’ ’

générale serait
P:C|+C2 L(.Z’).

2° Il peut arriver que les deux membres de I'équation (8) se ré-
duisent a des constantes; il faudra pour cela que Ax?+ Ba + C ad-
mette comme facteur double @ ou & — 1 ou se réduise 4 une constante.
On a inscrit ci-dessous toutes les combinaisons possibles :

1% cas, 2° cas. 3° cas.
B=—0, A=(, A =0,
C=uo0, B— A =0, B =o,
{ =0, m=0, L+ m=—=2,

On trouve pour «, (3, y les mémes conditions que dans les trois
derniers cas examinés.
Supposons, par exemple, A=C, B-— 24 =0, m=o0; on pourra
faire I'une quelconque des transformations
I n
x =K, x:K.(I——t)'l, x:K1<———> )

t—1

’

ot K, et n sont arbitraires. On voit sans peine que I'intégrale générale
de I’équation (2) est encore de la forme

P=C,2r+ Coz?.
G. ' 10
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in résumé, lorsque I'équation (8) se réduit & une identité, on peut
effectuer sur 'équation (2) une infinité de changements de variable qui
n’alterent pas la forme de cette équation, et I'on pourrait en déduire
une infinité de relations rentrant dans le type des formules de Kummer.
Mais il est & remarquer que (outes ces relations auraient lieu entre des
fonctions qui ’expriment au moyen des fonctions ¢lémentaires, expo-
nentielles, circulaires ou logarithmiques.

6. Jécarte donc ces cas particuliers et je suppose que I'équation (8)
ne se réduit pas & une identité; s'il existe une intégrale commune aux
deux équations (5) et (7),  sera une fonction algébrique de z au plus
du sixieme degré par rapport d @ et hz. Ce n’est done que parmi les
fonctions algébriques que nous avons a chercher des fonctions qui
puissent servir & la transformation de I'équation (2). Nous détermine-
vons d’abord les transformations rationnelles; on démontrera plus loin
que toules les autres se ramenent a celles-la.

. R . ;
Soit z= g une transformation rationnelle; R etS sont deux poly-

nomes d’un degré au plus égal au sixieme, etl’un au moins d’un degré
supéricur au premier. Parmi les valeurs de ¢ qui correspondent aux
valeurs o, 1, o attribuées & o, il y en aura au moins une qui sera dif-
férente de o, 1, o . Supposons, par exemple, que pour x=o on ait
t=o, pour x=o¢, ¢=1. Alers R sera égal & K¢, S a K'(1—2)". Les
valeurs de ¢ qui correspondent & @ ==1 sont les racines de I'équation
K¢ — K/(1—¢)*=o0. L’un au moins des nombres r, s étant supérieur a
I’unité, le premier membre de celte équation nese réduit pas a une con-
stante; d’ailleurs elle n’admet comme racine ni o ni 1.1l y a, par consé-
quent, des valeurs finies de ¢ correspondant A =1 qui ne sontni o nir.

Je suppose donc que pour @=o, par exemple, ¢ prenne une valeur
finic #,, qui n’est ni zéro ui 'unité. Le point = o sera un point cri-
tique pour la valeur de ¢, qui devient égale & ¢,. Tn effet, faisons décrire
a la variable 2 un petit lacet autour de V'origine (fig. 14); si ¢ 6lait
une fonction holomorphe de  dans le voisinage du point 2 = o, cetle
variable reviendrait a sa valeur initiale apres avoir déerit un petit lacet
autour du point ¢,. On en conclurait comme plus haut que l'origine
n’cst pas un point critique pour I’équation différentielle (2).
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Il faudra par conséquent que plusieurs valeurs de ¢ deviennent égales
a ¢, pour & =o0; soit » leur nombre. On aura

= d=—ly R f11],

f(t) étant une fonction rationnelle de ¢ qui n’est ni nulle ni intinie
pour £=¢,. On aura de méme

91—t (1),

dit

/i () jouissant des mémes propriétés que f(¢) relativement au point ¢,.
D’ailleurs, d’apres 'équation (5),

dx_x(t——x)!/A’t”—%—B’t—&—U“
dt — t(1—1t) JAz*+ Bx+C

s x s ’ ’ .
Le quotient ;E;_:T) est différent de zéro pour ¢==¢,. Siaucun des
deux trindmes A'#*+B'¢+C', Ax*+Ba +C n’est nul pour w=o,

t=1¢,, on aura
dx

! __I \72

)
¢(z) etant une fonction uniforme de ¢ dans le voisinage du point ¢, et
différente de zéro pour ¢=1¢,, ce qui est évidemment absurde. Si
A'e* +-B't + (' était nul pour 2 =1¢, sans que C fit nul, on aurait

o
(=0 () o G (g peeige),

$(¢) ayant la méme signification que plus haut, ce qui est encore im-
possible.
D’ou I'on conclut que :

Si, pour w ==o0, t prend une valeur finie t, dyférenie de zéro et de

lunite, il faudra que le coefficient C sout nul.

7. Reste & trouver les valeurs que peut prendre le nombre entier n.
Plusieurs suppositions sont & examiner :
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Premuiere hypothése :
A3 +B't,+CSo, BSo.

On aura

1

dz o =

m:“.z¢(t):(t—t4)g¢4(1)-

D’ailleurs
dx

d—t:(t— UL N T

I faudra donc que

Deuxieme ﬁy])ol/tése :
A2 +Bit,+CSo, B=o.

On aurait

dx g o
'a,i-——-q)(l), dou H=1.

Donc cette hypothese est a rejeter,
. Troisieme hypothese :
A2 +Bty+C=o0, 2At; +B'S0, Bso.
On aura
n—41

d i
T=(t—u)T $(1), dol "l w1, n=3,

Quatriéme hypothése :

A/t?'{'—B,t{—{—C,:O) Q‘Alt"+81§0’ B=o.

On aura
dz 1 . |
?ﬁ :(l’_ti)—q)(l), dOu n :__%.

La transformation étant supposée rationnclle, cette hypothese
rejeter.
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2
~3d

Cinquieme hypothése :
At} +B'Y +C=o0, 2A’t;+B =0, BSo.

On aura
dx = 4
=l ) (o),
d’ou Pon tire

—+1=n-—1, n—4.

Sixreme hypothese :
Aty +Bty+C =0, 2A’ +B' =0, B=o.

On aura

Les seules valeurs admissibles pour le nombre entier n sont, par con-
séquent, 2, 3, 4.
On obtiendra les valeurs correspondantes de / en remarquant que le
dx

dt . . . .
rapport —- doit rester fini pour x=o0, t=1¢,, ce qui exige que lon
pport —= ) q 3

8. On prouverait de méme que, si ¢ prend une valeur différente de o,
I, % pour =1 ou pour x= o, on devra avoir A + B + C =o0 dans
le premier cas et A=o dans le second. Il suffit, pour le voir, de chan-

I ’ . . 3 (PR
ger « en 1 — x ou en —- Kn écartant le cas singulier ot U'on aurait  la

fois A=o0, B=o, C=o0, on voit que, si ’on attribue a4 « les valeurs o,
1,9, 1l y aura au moins une de ces valeurs pour laquelle aucune des
valeurs de ¢ ne sera différente de o, 1, oo . Nous supposerons que ¢’est
pour la valeur = ; nous supposerons en outre que, pour x =o, ¢
prend une valeur finie ¢,, différente de o et de r; on aura toujours
(= o.1l y aura deux cas a distinguer, suivant que parmi les valeurs de ¢
correspondant & =1 il y en a, ou non, qui ne soient pas o, 1, o .
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La transformation aura 'une des formes suivantes :

(a) x = Rrgr(1—t)s,
(b) xr — Rzz [r’
(e) x =Rr(1—t)s,
(d) #==R",
Rngr
(e) - A Ty Tk
Re (1 — )
f) o=
g
(8) =
Rn
(A) S P
(9 et
i (E—t)

R désigne une fonction entiere, au plus du troisieme degré, qui n’ad-
met aucun facteur double, et qui n’est nulle ni pour ¢ —=o, ni pour
t=1:n est un des nombres 2, 3, 4; r etssont des nombres entiers
positifs. ‘

On peut réduire ces transformations & un moindre nombre. Ainsi
I'on peut supprimer les formes (c), (f), (£), quise ramenent aux formes
(b), (e), (g) par le changement de ¢ en 1 — . Prenons encore la trans-
formation (g); soit 7" le degré du numérateur.

2
D e 1 R» R’
Sir'=r, par le changement de ¢ en - - se change en == ou en
R%¢=" et 'on est ramené a la forme (&) ou a la forme (d). Sir'>r, on
& —1 n R”
changera ¢ en 5 5 se change en T = i et I’on est ramené a la
forme (z). Prenons de méme la forme (e); soit s’ le degré du numéra-
P i
l Iltl
teur. Si s/<s, changeons ¢ en ——; ——— se change en
[—1" (1—¢)S E
gy
fL — P~ l”(l — )58t
(I o t)S/—S i ) b
et’on retombe sur la forme (@) ou la forme (). Si s" > s, on changera

1 Prer '11 .
—— - se change en - ' — 5 et la transformation est ra-

£ i1 ~S(r—)
menée a la forme (2).

len -
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On peut donc se borner & considérer les quatre formes suivantes .

(a) x=Rrir(1— ),
(b) R

(d) © = Rn,

. R

) ' e N
(l/‘ N lr(l---— t)s

9. Nous allons maintenant calculer effectivement les coefficients
inconnus qui entrent dans ces transformations. Supposons d’abord que
pour x =1 aucune valeur de ¢ ne soit différente de o, 1, « . Si la trans-
formation a la forme (a), les valeurs de z pour = 1 sont données par
’équation

R7ir (1 —t)f—1=o0.

Il est clair que cette équation n’admel pour racineni t=o, ni =1,
et que le premier membre ne se réduit pas & une constante. Prenons de
méme la forme (b); 'équation R”¢"—1 = o ne devra admettre d’autre
racine que Z= 1. Donc on aura

Regr=—1-+ H(1— t).

Or le premier membre admet des facteurs multiples, tandis que le
second n’en admet pas; ’égalité est impossible. |

Si on a la forme (d), 'équation R*— 1 =0 ne devra admettre
d’autre racine que o et 1, ce qui exige que n soit égal & 2 et que R
soit du premier degré. On trouve sans peine qu’il faut prendre
R=12t— 1, d'ou résulte la transformation

x—=(2t—1)2,

Pour que la forme (¢) convienne, il faudra de méme que R"— ¢ (1 —¢)°
seréduise & une constante H. L’équation R*—H = o ne devra admettre
comme racines que Z==o0 et = 1. On retombe ainsi dans le cas précé-
dent, ce qui fournit la transformation

Pour que ces transformations puissent étre effectudes, il faut que
Pon ait C=o0, {=4. On trouvera ci-apres le Tableau des transfor-

5.4

mations que ’on en déduit par le procédé indiqué plus haut, ainsi
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que des transformations inverses. On a mis A coté les conditions que
doivent remplir les constantes A, B, C, /, m et les éléments «, 3, v
eux-mémes; %, @, v ont la méme signification que plus haut,

C:O) gl.... x:(2t'—[)2’
=t

_2 1I _(Qt 1)2
k=it Gy T

A+B-+C=o, g III x=4t(1—t)
m:{,_, !

o I
=g %W' TR =)
A= o, B .

03 <V =)
[-+m=3%, | (
= 4e{t—1)
vr:__}é-. eVl x:(?t———;)-’
1\
x:_2 5
A +B=o, | VIL. -
l_m, .Z':I-{_\/ﬁl;»t,

- \ oI —

A==+ u. _ ,
’ VI, e W Vi—T)
. - 4yt{t—1)
)
X = /_;,
+
B+O%Sm” I+¥
Il +~om=2, ex: 9‘%‘/:}_[)
- I+-y1—
. — v
- v (X ol 4\/Z{t~—1)
T (i)
/ .%‘:l/_f—l_,
C \/t—l—t
—C=o, .
rmea) | |amlf=E
\ I+\/I—t
__i .
A Ve \/l‘—I—l—\/t 5 i
=) —— =) 2
Vi—1—y1

(2 — )2 v {E ]2
fr—1)’ ’ fe
x~4*(7t?—1)) X = _4{_
Z.Z (l_t).l
l“z o ([_[)2
'4_(2“—-17 .Z'_*—:»/}t ?
< > (I—t)~
o= | ——— 9
23— 1 1 £
4 — l‘} 4t
(2 — l‘)“’ (l—i—t)”
T E Vi
— e DTN
k. 2 (/¢
. \/l—r+w ViV
e ) o e e eaa,
2/t —1 2.\t
(=t ()
fyr—1¢ 4yt
: o\t
“?‘r_‘; X — 2 \/-.-:,
1+ y1—1 14 \/¢
2yt —1 o1
X=X — —
Vi—1+ ¢ Ve AE—1
fi—t 4yt
(1+y1—1¢) (1+ye)?
—i Vi
== ‘\/':I‘:*—t —{ X —= Iv——\/—_‘.’
Vi— ¢+ 142
s/t—— VE—1 NI —1—\
=9 e
Vi—+ i —1 Vi—1-+\t




SUR L’EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETC. 81

Les transformations VII, IX, XI sont les inverses des transformations
rationnelles. Quant aux transformations VIII, X, XII, on les obtient en
combinant, comme on I’a déja expliqué, les transformationsIet II. On
peut aussi les obtenir en combinant Il et IV ou V et VI.

Le Tableau précédent renferme tountes les transformations signalées
par Kummer, dans le cas olt deux des trois éléments «, 8, y sont arbi-
traires.

10. Supposons maintenant que, pour « =1, plusieurs des valeurs
de t soient différentes de o, 1, oo ; on aura a la fois

C=o0, A+B—o.

Examinons quelles sont les formes de la transformation qui peuvent
convenir,
Soit
x=Rrir(1—t)s.

Les valeurs de ¢ pour =1 sont données par I'équation
R7 47 (1 — t)s — 1= o.

Cette équation n’admettant comme racine ni o ni 1, il faudra que 'on
ait -
Regr(r— )9 =1+ 87,

S est une fonction entiere de méme nature que R; n et »’ sont un des
nombres 2, 3, 4; ret s sont des entiers positifs. Remarquons, en outre,
que chacun des membres de cette égalité doit étre d’un degré infé-
rieur ou, au plus, égal au sixieme, et que I’on ne peut supposer
n=n'=2, car on devrait avoir en méme temps {=m = ; et l'on re-
tomberait sur un cas particulier examiné.

Ces distinctions bien établies, nous allons démontrer que 'égalité
précédente est impossible. On voit d’abord que S ne pourra étre du
premier degré, car alors le second membre n’admettrait pas de facteur
multiple, le premier en admettant. Supposons

S=at+4- bl + ¢, n'=—2;

n sera égal & 3 oud, et le premier membre sera d’un degré supérieur
G. 18
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au quatrieme. Soit
S=al%+ bt —1=iCs l’l"::?);

les deux membres seront du sixieme degré; le second membre admet
au plus un facteur multiple d’un ordre de multiplicité égal a 2. Il ne
peut en étre de méme du premier membre, car, si R est du premier de-
gré, n égal & 2, 'un au moins des nombres entiers r, s sera supérieur
al'unité. |
Supposons enfin
S—atd 4+ bt2+ct+d, n'=—=2;

n sera égal & 3 ou a4, et le premier membre admettra soit un facteur
quadruple, soit un facteur triple et un facteur double. Le second
membre ne peut admettre de facteur quadruple; il ne peut pas non
plus admettre un facteur double et un facteur triple. Le facteur double
devrait étre £ ou £ —1; supposons que ce soit z:11 faudra que Ion ait
¢ = o0, d =1, mais alors 'équation

at3 + b2+ 2=o0

n’admet pas de racine triple. \
Examinons de méme la forme (d). Pour que cette forme convienne il
faudra que 'on ait
Re—§— S’Z,Z’"(I o t)s.

C’est une égalité identique a la précédente, sauf qu’ici r et s peuvent
étre nuls. On verra d’abord. que R ne peut étre du premier degré. Si
R est du second degré et n égal & 2, on devra prendre, pour 2/, 3 ou 4,
et le second membre admettra un facteur triple ou quadruple, alors
que le premier n’en admet pas. Le reste de la discussion s’acheve
comme tout & I’heure, et 'on démontre que I'égalité précédente est
impossible.
Pour que la forme (&) convienne, il faudra que I'on ait

Refr— 1 =S¥/ (1 — ¢)s,

s pouvant étre nul. Si s est nul, on retombe dans le cas précédent.
Supposons donc r et s différents de zéro. Les fonctions R et S seront au
plus du second degré; comme 'un des nombres n, n’ doit étre supé-
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rieur & 2, il faudra que I'une au moins soit du premier degré. Soit

R=at -+ b;

je dis que R”#"—1 ne peut présenter qu'un facteur multiple, qui est un
facteur double. En effet, tout facteur multiple devra diviser la dérivée,
¢’est-a-dire

Rr=1¢r—1[nat + r(at + b))|.

La seule racine de la dérivée qui convienne est évidemment donnée
9 - . e ’
par 'équation du premier degré

nat + r(at 4-b) =o.

D’ailleurs, cette racine n'annule pas la dérivée seconde

2

n(n—1)a2i2+ 2nrat(at +b) + flr—1)(at + b)*=o.

De la premiere on tire .
at  at—+b

_— = ——)

r — N

et, en portant dans la seconde équation, le résultat est

— nr(r—+n),

toujours différent de zéro, puisque r et n sont des entiers positifs.
S”(1— ¢)* ne pourra donce admettre qu'un facteur double; or, si n'=»2,
n est supérieur 2, le premier membre est au moins du quatrieme de-
gré. Donc S devra étre du second degré ou s supérieur a I'unité; dans
les deux cas, le second membre admet plus d’un facteur multiple.

La seule forme qui puisse convenir est donc la forme (¢),

Rn
X = ,
r(r1—t)s

Les valeurs de ¢ pour =1 ne pourront étre ni o ni 1; elles devront
toutes étre racines multiples de ’équation

R?— {7 (1—t)s=o,

au méme degré de multiplicité.
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On est alors amené & résoudre le probleme suivant :

Trouver deux fonctions enticres Ret S et deuxr nombres entiers n, n’
de telle sorte que [ ‘équation

R2— S —=q

n’admetle que les deux racines t—=o, (=1, R, S, n, n’ étant soumis
aux restrictions déja indiquées.

On ne peut supposer z==n'= 2, pour la raison qu'on a vue plus
haut. On ne peut pas non plus supposer = n'= 4, car 'équation

R — S'=o

admet toujours plus de deux racines distinctes. Les seules hypotheses
admissibles sont les suivantes, en supposant n<n/

=0

5 n = 2,

n'

3
s n'= 4.
11. Sout

i

L’équation R® — 8° =0 équivaut aux trois équations

R=8, R=jS, R=— 8.

Le premier membre de 'une d’clles devra se réduire 3 une con-

stante, etles deux autres devront admettre chacune une racine distincte,

ce qui exige qu’elles soient du premier degré.
Soient

R=t+4u, S=tity.
Il faudra que l'on ait

—_ a2 . e 5 1
U=jJ=¢, 1+ Uu=] i

B

d’ou 'on tire

p==J2, U=y,
On a en effet I'identité
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et 'on en déduit la transformation

L]
3y —1)e{e—7)
On trouvera ci-dessous les transformations qui se ramenent a celle-1a;
J désigne une quelconque des racines cubiques imaginaires de l'unité :

| A LB=0, C=06,]
% 5 a {1+ )3
XHI........... [=m=3 Jr= L
| - AL
\ 7\_‘.:7:}—'::‘;’ f :i; /
g A=—o0, C=o0, |
5 /)3
XIV.oon e, Vol=me=g, | )
i — (¢+y2)°
)\"—:%‘7 V::j} 3
\A— 0o, B-+-C=o,
Vo) domeg |y Gl=0t=0),
( _ t+g)3
p==td, 9=t
Transformations inverses.
(A=C=—B,\ Y jyi=r Y=V jVi—j
I=m=% | Vit - Pri—jut—1 = 1—yt
XVI. — 5 : . .,
==, — /1 2 Sf e = | — =
( (l} o 57 e —_.1—3—\/—'7 :L‘:‘] ‘/I 3,__,‘,______}]7 X == _'_15'#.—“‘{":'
L= 2= v JEVi—]J foce Y e B J2\/1~—Z—J

12. Soient
nE=n,  Re=4,

1l s’agit de déterminer deux polynomes R et S tels que
RS =T(1— 1),

la constante H étant introduite pour faciliter les calculs. Cette identité

peut s’écrire
(R—8S2)(R+ 82)=He(1— ).

On en déduira
R—S2=HWe, R4S2=H'(1— ).

] ’ . D) .
En effet, les deux équations R—S*=o0, R+ S* =0 ne peuvent avoir
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d’autre racine que o et 1; d’ailleurs, ces équations ne doivent pas ad-
mettre de racines communes, car une racine commune annulerait R et
S. L’une des équations n’admettra donc que la racine == o et I'autre
la racine t=1, 4 moins que le premier membre de I'une d’elles ne se
réduise 2 une constante, circonstance que ’on examinera plus loin.

S est forcément du premier degré, mais R peut étre du premier, du
deuxiéme ou du troisieme degré. Supposons R du premier degré,

R==at+b, S=—mt-+n,
R—82=—m22+-(a —2mn)l + b — n?,
R+82= m22+(a+2mn)t-+ b+ n2.
Comme on peut toujours supposer n=1, on devrait avoir a la fois
b—=1, a—=2m, m24-a-4+2m-+2:==-0, 2m?2-+a-+2m=—o,

ce qui est impossible.
Prenons R du second degré :
B =ai*+ bt + c.
Si aucun des trindmes R —S?, R+-S? ne se réduit au premier degré, on
devra avoir
c—1, b=oam, a+m2+4m-+2=0, 2a-+2m2~+ fm=—o;

on en tire
M o==—13
S serait égal & 1— ¢.
Supposons que R—S? se réduiseau premier degré; il faudra que ’on ait

¢c=1, a=—m2, 2m?+2am-+2-+b=o0, 4m2+4b-+ 2m:=o;
on en tire successivement

m=1, b=—6, a=1,
d’ou I'identité
(2—6t+1)2— (t+1)i= —16¢{1— ).
Si R était du troisieme degré, il faudrait que l'on ait

R—(mt+n)p2=1t, R+ (mt+n)2=(1— )%
d’ou I'on tire
[(1-- ¢)3—3)] = 2(mt +n)2,
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égalité impossible, car les deux racines de I'é¢quation (1—¢)* — ¢* =o
sont distinctes.

Si 'une des fonctions R — S?, R-+S? se rédult & une constante, R
sera forcément du second degré. Soit

R—=m2t24+2mt-+c¢, S-—=mt-r1,

R-+-S2=om2i2+ fmt +c¢ ~+1.

1l faudra que ’on ait

d’ou I'identité

(G2 —ft—r)r— (3¢ — 1) =16¢(1— 1),

que 'on pourrait déduire de I'identité précédente en changeant z en
t
t—1
On trouvera ci-dessous le Tableau des transformations correspon-
dantes :

S & == , = e
’ ’ (22 —1)4

16¢(1—¢)? 16¢2(1 — ¢) —16¢(1—¢)

;

2

‘A—%—B:O, C=o, )
I— g met, |, (B—bre (ehe—gp (efe—g)e
| Y ,x“mlﬁt(lﬁm’ = weh—0 T e
\)\:i%, ;,L:ij;.
SA-{—B:o, Ci=n, 2
l:g: == .127 — <I 5 t)!‘ _.__(? — ! e (?_‘_t: ﬁl)ﬁ_
( — )x—xb't(l--—t)‘l, x_161,‘2(1,— 0)’ T —16t{1— £}
A==t p=o=d. s
g A=p; G=0o,
V=4 m=%, | . (22— 6t +1)? x~(12+/|.t—/g)2 x_-(l—'r—/gf——/gtﬂ?
e = T (r- ) T (2 — )" ¥ (28 —1)4
()\:i—_%, peeind \ / ‘ /
AN=weo, (=0, |
—m=3, o (ra) (o — £)4 e o 1)
e — (2—61+41)? (2+4t—4)2 7 -+4t—422)2
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3

XXH..S l=m=j, -(x:_.;—lﬁil—t)Q' el
| |

612
E—6t+r1)2 T [ 4t—4)

21— t) 16¢(1 - ¢)
‘ 2 x:/ / Vo
)? (1+42—422)*

.\ ‘:C,B:?A, \(72—635'—{—1\)2 (I+.Z')' — (x2—6x-{—1)2_
l =3, m=3, é”:-Ib—'a_r“(l —ap 16x(1—x)2 (1-+ ) 7
£ P [ (a) 61— o) 621 — 2)
e (1) o Lﬁc_l—xz_ —16x (1 — 2 )2
} A =LY et —bx 412 & (1 -+ ) =5 (x2-6x+1)2#t’
C=4A, B=—4A,\ (22— 4)2 (2 — a)t (224 [ — §)?
| = B =i = = [y === [,
o =3, m—71, — 1bx2 (1 — x) 1622 (1 — x) (2 —x)*
XXIV —
b, - (2 — ) - 16%'2(1_36)*1‘ —16.%2(1——37)__1[
e\ 5 == g— Iy (x21—4.$—'4\‘ ’ ()__-x)‘ - (xl+4x—4)3~ s
I/A:4C‘ B:-—4C’ (I_{_4x_4x2>2 (23;-_1)’! (I—%—4.Z’—~4¢Z‘2>2
g l=3%, m=3%, 16z (1— ) = —be(l—x):t’ (22 —1)* =15
XXV.. ¢ — .
e ] oy (22 —1)" _, TlGx(I-—-x)__t 162 (1 — z) g
}:lH:»—g (1+ 4o — fx2)2 (22 — 1) (i+dex—bx2)2 7
13. Soit

1l faut déterminer R et S de telle sorte que 1'on ait
R2— 88— Her (1 — ).

R peut étre du premier, du deuxitme ou du troisieme degré; S peut
étre du premier ou du deuxitme degré, ce qui fait en tout six cas a
examiner.

Premier cas. — Supposons R et S du premier degré,
R—=at-+b, S=mt-+n,

le polynome R* —S? sera du troisieme degré; il admettra un facteur
double et un facteur simple. Soit ¢ le facteur double; il faudra que
I'on ait

b2==n3, 2ab=3mn?, (a-+b)2=(m—+n).
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On peut toujours prendre =1, n=1. On aura alors

3m
4= ——,
2

et par suile
3m LR
<—)—— -4~ 1) =(m-1)3

On en tire

d’ob 'identité
(9f —8)2— (4 —3¢t)3=—2782(1 — ¢}

Deuwiéme cas. — Supposons R du deuxieme degré, S du premier

degré :

R=at2+ bt +¢, S=mt~+ n.

Le polynome R*-— 8% sera du quatrieme degré; il ne peut admettre
deux facteurs doubles. Si I'on avait
R:—St=He2 (1 — ¢)2,

on en conclurait
S3— R2— HZQ(I = t)”.

Or I'équation R* — He*(1 —2)*= o se dédouble en deux équations au
plus du deuxieme degré,

: R:iv/ﬁt(l —t),
et par conséquent ne peut admettre de racine triple; S — R* aura done

~un facteur triple et un facteur simple.
Soit ¢ le facteur triple, on aura les conditions

¢2=n3, 2bc=3mn?, b2+ 2ac=—23m?n, ((l—%~b+c)2:(m+n)3.

Prenons n=1, c=1: on en tire

3m 3m?2 m* m3
b= —y a— — (90—4——~,—98 =2,
par consé¢quent
m=—3, b=—4% a=E,

G. 12
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d’ol résulte Uidentité
(82— 36¢ 4 27)* — (g — 8t)3=— 06413 (1 — ).
Troisiéme cas. — Soient R du troisieme degré etS du premier degré :
— a3+ b2+ ct +-d, S=—mt-+n.
R2— S* admettra un facteur quadruple et un facteur double, ou deux
facteurs triples, ou un facteur quintuple et un facteur simple.
i I :
On ne peut avoir R* — S* =¢*(1 — ¢)*, car on en tirerait
S3—=R2— ¢4 (I — l)Q.
Pour que ’équation R — ¢* (1 — ¢)* == o admette seulement une racine
triple, il faudra que 'on ait
R 2 (1 — ¢) -+ H;
mais alors ’équation R-+¢*(1 —¢)=o devient 22°(1 —¢)-+H =0 et

n’admet jamais une racine (riple.
Onne peut pas avoir non plus R*—8*==H¢*(1 —¢)*, car on en tirerait

R2=-83 + He3(1—2)3,
et le second membre n’admet dans aucun cas trois facteurs doubles.
Il reste & examiner si I'on peut avoir
R2— 8% = H 5 (1 — 1)
Prenons n==1, d==1; il faudra que Uon ait
2¢=23m, 2¢2++4b=06m?2, 2bc--2a—m?3, b2+ 2ac=o,
(@+b+c—+1)2=(m—+1)3
on en tire successivement

3m 3> ms
Ci= —— g = G —— —=>

2 g’ 16

et, en portant dans la quatrieme relation, on arrive a la condition

mh 3 m* L
9———7—:0, dou m= o.

Cette hypothtse est donc a rejeter.
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Quatriéme cas. — Supposons R du premier degré et S du deuxieme

degré,
R=at+0b, S=mt>+n—+p.

R? —S* ne pourra admettre deux facteurs triples. Si 'on avait

R2—83-—=¢3 (1 e, t>3’
on en déduirait
R2= 85 4 631 — ¢)3;

or le second membre admet évidemment plus d’un facteur distinet.

Si Pon avait
88 = R2— #*(1 — £)2,

chacune des deux équations R = == ¢*(1— #) devrait admettre une racine

triple. On aurait
R — 2(1 —t)=(ut+v)?3,

R - 2(1—t)=(ust 4+ v,)3.

Done
oR = (ut + ¢)3 4 (uy t + 04)3;

R étant du premier degré, 1'égalité est impossible.
Si l'on avait
S2— R3=H5 (1 — 1),

on trouve comme condition
n=o0, ab=o0.
[’hypothese ne donne encore rien.

Cinguiéme cas. — R et S sont du deuxieme degré.
On démontre, comme pour les cas précédents, que cette hypothese
est a rejeter. |

Sixiéme cas. — R est du troisieme degré et S du deuxieme degré :

R—=at3+- b2+ ct+d, S=—mi>+ nt+p.

R2 — S* pourra étre d’'un degré inférieur au sixieme. On ramene par
des transformations faciles le second membre de 1'identité

]{2»—— S3 = ” ["(I — [)S
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a avolr 'une des formes suivantes :

He, Hez, He He2(r— )2, Hez(r—1), Hi(1—1).

Si l'on avait, par exemple,

Re— S3==H i (1— 1),
en changeant Z en -It— et en multipliant par ¢°, on en déduit

R} — 8 =-~Ht{1—1).
Si on avait
R2— 853-—=H¢,

on en conclurait que 'équation S*--H¢® a trois racines doubles, ce
qui est impossible.

Supposons que 'on ait
R2 == S? == IIl"";

on en déduira
Rz He—S3.
Il faudrait donc que 'on etit

R+ yHt=(ut+v)3,
R— VHt=(u,t-+ vy )3.
Donc

o Ht= (1t 4+ 0)?— (w,t-0,)3.

ce qui est inadmissible.

Silona
R2—S3=H#(1— 1),

on devra avoir de méme
R+ yHE(1— &)= (ut + )3,
R *\/ﬁt(l—~— l}f:(lt,l%« (/4)3,
et par suite

(wt + o) — (uyt + v,)-“:zv’ﬁt@ — ).

Nous avons vu plus haut qu’il fallait prendre pour cela

D)

ut -+ v==—+7, wt-+v,=1-j2
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on en tire

d’ou I'identité
(283--382—3t+2)2—f (82—t +1)3=— 2782 (1 — 1)

Si ’on voulait avoir
R2— 89 ==He2(1 - 1),

on aurait, en supposant d==p =1, les conditions suivantes :

mi=a?, 3m2:n—=2ab, 3m2-+3mn%2=">0%-+ 2ac, 3n—2c,

(m-+-n+1)3=(a-+b-+c+1)%

on en tire successivement

a:m\/;ﬁ, [).—::—3—\/2”1”; c 3n,

et, en portant dans la troisieme, on a
m(z \/a = 2)2:0.

. : i
Sil’on prend 7= 2., on aura

a=mym, b=3m, ¢=3m,
et 'on est conduit & I'identité
(mt2 == 8 \/Et—% [)3 -—<m \/77’;1/‘3 +3mit2-+ 3 \/;z—t+ 1)2 ==

Cette hypothése ne fournit donc aucune transformation.
Supposons que ’on ait

R2— 8S3=Ht(r— 1),
les conditions sont alors

m?=a? 3m2n=o2ab, 3m>-+3mn>=10%+ 2ac, 6mn - nd=a2a + 2be,

3m-1-3n2+3n—=c?24+2b+4 2c¢;
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on en tire successivement

— 3nVm 6mn--n*—2mym
a=mim, b= y €= — ‘
2 : 3n\ym

Portons ces valeurs dans la troisieme équation; elle devient
nd—1omn + 16mym = o,

ou, en posant n = w\m,

us —1ou +16=(u +4)(u —2)2=o.

On aura donc soit » = 2\m, soit n=— 4 ym. Sil'on prend n == 2 \/m,
on aboutira & la méme identité que tout a I’heure.
Prenons n = — 4/m; on en déduit

e .
a=mym, b=—6m, c=1%m,

et, en portant ces valeurs dans la derniere équation, on aboutit a la
relation \m =4, d’ott 'on tire

m=—16, n=—16, a=—=64, b= —gb6, c¢—=3o,
ce qui conduit & I'identité
(6483 — 9612+ 30t +1)2— (1612 —16¢ +1)3 = — 108¢(1 — ¢).
Si on voulait avoir R*— S?= H¢, les conditions seraient

a?=m3, 3m2n=12ab, 3m2-+ 3mn2=—=0>2+ 2ac,

6mn +nd=o2a -+ 2bc, c¢2+ 2b—=3m - 3n?2.

Des premieres on tire, comme plus haut,

n——4\Vm, a=mym, b— —6m, 0:15;/”&3

et, en portant dans la derniere, on trouve m — o.
On trouvera ci-apres le Tableau des transformations que I’on déduit
des identités précédentes :



XXVI. ...

XXVII. ..

XXVHI.. z= : . -
— 29131 — )2
KXIX. | g (BfB—gberorra) | (104-302—gbr 6]
o —108¢(1— 1) T 108841 — ¢ ’
A4+B=o, C=90, =%, m=3, A=t
/‘x_ (3t —4)? x___(3t+L)*__
\ — —anf1—¢) T oagt(i—t)?’
XXX.....( 7V 3
(x:&L:l, po 4—1)
27t 2912
_ _(8t—=9) _ (8za)
XXXI gxwt—M”“‘”y T =
& -an.(
x:(gt---—l\,"‘(l—t) _ (£--9)3(1—1)
o4t 64[:5
XXXI... z=HE—I412
o 31— )3
XXXIIL . . x:(16t2—161+1)3’ xi(lz—16t_4._16)3,
) 108¢(1— ) C — 108t (1 t)
A:::O, C:O, l:,f, }n:—;%, Ar;:if_)-,
(9t —8)° (1--9¢)
x == == = xr = -
XXXHk.g — (31— 4" (3241’
P L o ftr8R—1)
(25 a) I ik
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A+B=o0, C=o0, (=%, m=%, A — -+
/ / o :

__ (9t —8) _ (1—qt)?
5x_—nwm~¢f Sy Fa—
(x:(l—{*St)?(I—t)? x:_u:mz
: 271t —27(1—1)*

(8¢2-—36¢ -+ 27)2

(82-+ 20t —1)2

— 6483 (1 — 1) ’ X 64;(1___”:{”’
(27t2——18t~1,‘-’, x_j(l2+-18t~27)2,
64t - 64 3

(2£5— 342 — 3t 4 2)2

v

x

X ==

_(8—3674-27122)?

64 (1 — ]
(220t —8)2
o4(1— t)?

)

9

108¢(1— )

= rd— A
i

(3 —41)°
T (i)
(t+3)°

- 27 (1 — t)'l’

x

xX

xX

(8 —9t)*t
64(1—t)’
(8 + t)3¢
~ Tef(1— 1)

R LRk
T —108¢(1—t)

-

of—

(9 — 8¢t)2¢
=3
(1482 (1—1)

(=42

4

(13— 33 12— 33 ¢-41)2
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(822 -+ 208 —1)2

xr — - = b
XXXV (‘ (9g— 8¢)3 ’ ¥ (8¢ +1)3 ’ (gt —8)3¢
(x:(2712—18t»—1)'~’ xﬁ(t2+181,‘—27)2 _ (t2—20t—8)2
(t—9t)p1—1)’ GO H (8412
XXXVI (23— 342 — 3¢+ 2)2
‘ ) — f(2—1-1)8 ’
XXXVIL - (6413 —q6¢2+30%4-1)2 . (13-+3082— b6t +64)2 _ (3—3382—~33¢+1)2
(162 —16¢+1)3  ~ ~ (£2—161+16)8 v (1142228
A=op, C=0, =2, m=35, k=g, yemibd,
(e==Betr, (B4 ap  (4t—3)
S— 9t—8) T gt T (982
(x_ (¢-+3 (4—1)s _ (1= 42
e o) — ?
t (¢-+8)2(1—1¢) (1-+82)2(1— ¢)
- q—8t> (8¢—+1)3 - (gt — 8)2¢
(822 36¢ + 2 ) _(8t3—i~20t—1)27 v 8 —36¢+4 2742
XXXIX .. { ! K AT
6“"’": (1—9qt)3(1— &)  (o—¢)3(1—1) o (8+t)3¢
27[——18t~1) —(tif%ISt——27)2’ x_(ﬂ——zot—»‘ci)z’
XL . — A
""" T (23— 38231 +2)%’
(1622 —16¢ - 1)3 /t2—-;16t+163 148+ 12)3
XLI mm e pm AL IO (e
164 9 ~30¢--1) (33012 —9gb1-64) (68 —33¢2—331—+1)2
A=o0, B+C=o0, l=4%, m=g, p=cb i Y=l
— 27 82(1— 1) 27¢(1— 1) 27 (1 — ¢)
X == a - = =55 = —a—
LI g (36— 4)3 ’ (3¢—+1)3 * (5—4[)3,
| 2t 27 12 27(1— t)2
. e —
=== (4 — ) S R
(x:94t3(,|~t) :64_t(1—t)‘? -, B4(1-—1j
<l (9 —8¢)3 (8t-+1)? T (8—gt)st’
(x: 64t : - 64.¢3 x_--64(1~z)3
(9t =1 (1—1¢ (t—9)li—1) GRS
XLIV e 27u |
He— v
XLV | _ 108¢(1— ¢) _, - —10824(1— ¢) _ —1081(1— ¢)

(1682 — 161 + 1)

(8§ — 361 + 2712)2

(62— 1661637

(114t + t2)3'
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XLVI....

[

(x
XLVII. .. «

I
XLVIIL... =«
XLIX.. .. =«
L.... ....
LII...... §

A:O, 4B+3C:0, i

I

(2782 —18¢ —1)2’

— agt2(y— ¢)2

\

5

(20— 31— 37 122"

—108¢(1— ¢,
(6463 — 964230712’

= B8 e

108 ¢4
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A=o0, B+ C=o, (=g, m=—2, u==ty, v==4,
— 221 —1) _ —ati—ee g 201—1)
(9 —8)2 (1—g¢)? (9 —8¢)2¢
20 f 27 (1 — ¢)2 - — 278
(1+80)i—1¢)’ T e g) e+ 8)21—1)
— 64 #3(r — 1) — 6481 — )3 64(r—1)
< € = - % I — . — »
(822 —36¢+ 27)2 (812420t —1)2] (8 —36¢+ 27¢2)2
64 ¢ 64 t3 64 (r—1¢)3

ks e—

[t — ¢

X = - S <
(3+3082—961+64)2

(1,‘2——:2.0!~8)2’

108¢(1— ¢t)4

Tran@formalions inverses.

— 3
-— '3_, ’7[ — '6',

(9x — 8)2

;27x2(1~x) -

=
)_

1
V=—"1T13 ( Vs
) 2 (4—3x)3
5 !
A_—:O,B__?)C,
5 o (1 —oqx)2
l*‘*m ’n—‘é’ ! 9 > :
— —2qx(1— x)2
5 i e A
v= oy, _(Sx—l—l)_‘
7.:-_+_*~0 '(I—()‘z’2

=4 m

C=o0, {B+3A=o, !

— 8
— 6>

= / Q7(|——7€)
h=cE4 s ({2 — 3)3
YV { \ 9
===k \ ¢ — 8«2z
5 i
G.

ly

)

(3z—4
—27x1—x)
—27x2(1~x)_1
(3x—4)3 7
(3x +1)3
/ :t
272(1— x)2 ’
272(1— x)2
2 5 =1,
(3 +1)3
’3__/}.1’)3 -
- B
27(1— )
7B P e /;
13— fa)?

i (53_

3302—33741)2

/ \2
\—9z)

Bz 1) =

— 2021 — z)2
I A S

1—gx)z  — 4

(9 — Sz )2x o
(fa—3]5

27(1 —x)

/

(9 —8x)2p —

13
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LIV ..

LV...

LVI..

LVII..

LVIHI.

LIX..

2 o
[=3, m—3
N —tmwt
A
= = o,
2,
A=4C, B+5C=o,
- & 1
l—(;? =
- v
hE=— 2= —
>

A=o0, gB+8C =o,

1 5
[:—2', n
e
V—dh_'..’;‘,
A
éZi[J"

B

- .

/::i‘g-

C=o, QB{—SA:O,

= 3 'n:?n

:j:;‘;,

%fi‘:p
C=o0, B==8A,
=, b %,.

[=Re L

14

urii‘g-

B

0

]
i

\

|

~
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(1—4=)?

(1—!—8x)2(1—x)

(822 — 362 + 2172

— 6423 (1 —x)
(9 —8z)°

(82— 36% + 27

(8x2+ 20x — 1
— 642 (1 — x
(8B +1)3

(82 4202 —1)>

V2
)
3

()

(8 — 362 + 27 x2)
S4li—=)

(gx —8)3x

]

(b’—-S@x + 2923)

(&)

(8§ 4202 — 2?)
64 (1 — x )3
(8 4+ z)3x

B8+ a0x — 2?2

(z + 3)3 ;
on(r—a)2
2n(1—x)?
(2 + 3 )3 \
(4 — 28
5_4 'z;) =F
27 22
2.7 A+
—
(4 —=)* 7
(42—
=iy : ___t’
90
2L L,
(fx—1)
(8z —9)° ;
—64xs(1—x)
—64x3(1—x}_t
(82 —9)° ’
(8 +1)3

(8% +1)3 ’
(8—9x)3x_t
6fli—w) "
6i1—z) _,
(8—9x)ix "~
— (8 +z)3x ;
64('—.%‘)3 T
64(1— ) _
—(S—i—xj?’x—_ ’

(*—9)*%
/ « b/
(2 +3)?
Vo
”QM“iﬁ — 5,
\E — Q=&
(z+8)2(1 — ) _,
(4 —=)? ’
___27x2 :t
(Z +8)2(1—ax) ’
(1+8x)2(1—x) g
(1— 4x)3 7
27x =,

’\1+81’)2{1——x)

(822 — 36x + 27)? .

===

(9—8=z)
— 6428 (1 — x)

: —F

(822 — 362 + 27)>
(8x2+ 202 —1)2 _y
(8x +1)? 7
—64x(1 — 23 _
(8224 202 —1)2 7
(8 — 362 + 2722)? _
gz —8)x 7
6ii—x)
(8 — 36w + 27222~
(8 + 202 — x2)2 e
(8 +2 )= ’

LS - gox — 22 )F
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A=qgC(, B+10C=0 v \
|y | baeteo | peiis (st
— 64 % 7 64 x 7 (1 —9gz)3(1—ax)
LX...{ , ____,_, ) .
—gePli—a) _ 6 6la
}‘,—_—+~_ (2722 —18x —1)2~  (gz—1p(1—x) (2722 —18x —1)2 7
,__9A B—I—;()A——(),
s wriSe—agl | w—gili—a) (@i
I 64 23 7 64 23 LY (9g—a)p(1—2a)
LXI--( . _____*__1
p=E g—altli—a) _, 62> _ 6120 _,
g:—‘r_‘.v (22 +18x—27)2 " 7 (x—9pP1i—a) "’ (#24+18x —27)2
\
( A=C=—B, ) (2x3—3x2—3$+2)2_t fx2— 2 +1)3 14 (223 —322—3x+2)° .
LXII.. « l——m:%‘}, ;s _.27'1'2(1_‘%)2 ’ ')7‘”2(1—‘%')2 ’ 4(xz—x+l>3 ’
( . T flar— 2 —+1)3 _, onx?(1— z)? -y —onz?(1— 2 )? .
=== = (2a3—3x2—3x+2)2" " f(x—ax 41}~ (223—3x2—3x+2)*
i | 6423 -— gbx2 + 302 +1)2 1622 — 162 +1)3
f A + B =o, A:16C, ( - 2 ! = ¢, ( ) =,
— 108z (1— ) 108z (1 —x)
T L ==itie= py (6423 — o622+ 3oz +1)* _, (1622 — 167 410
' — (1622 — 162 +1)3 7 [64x— gbxr+ 30 +1)2
. v ,
A=k o :i‘z 1082(1 — x) Iy —108x{1—x) o
\ | (1622 — 162 +1)3 ' (64x*—gbx2—+ 3oz +1)2
f . \ (23 + 3022 — gbx + 64 )2 22— 162 +16)3
B C=0, C==16A, . 4y, | ZH10F
1 . 1082* (1 — x) —108z% (1 — )
LXIV = (0 Sowt—gfe 4642 (= 16zeabP
) - (22— 162 +16)3 > (234 30x —gbx + 64)2
7I‘:ip +y ‘ —108z%(1— x) Y 108z (1—=z) oy
(22— 162 +16)2 — 7 (&34 3ox2—gbx +64)*
(a3 — 3322-- 33 2 g 243
A0, B—14C, € @ )oac!+1) _ (1+14x+x)/it’
I 1 1082 (1 — x)* —108x(1 — & )4
. ’ — %’ ,’I, —— '3" ( 3 P 2— 4 \9 7 , 2\3
LXYV.. / B ’, 2= 33 33x +1 . . (1‘—1—141 —l—x ) —q
y (14142 + 22)3 (2% — 33x2— 332 + 1)?
K=t Soamshy, —108x(1 — )t 1082 (1 — z)*
4 —y —

(14 142 + 22)? ’ (23— 3322 — 332 +1)2
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14. On a encore & examiner.I’hypothese de n =3, n'= 4. On dé-
‘montre sans peine que, sous les restrictions énoncées, il est impossible
avoir une identité telle que

R3—Si=U1(1— ¢)s;

il n’existe donc pas d’autres transformations rationnelles que celles qui
viennent d'étre déterminées.

15. En combinant entre elles les transformations rationnelles que
Uon peut effectuer pour les mémes valeurs de A, B, C, /, m, on oblient
de nouvelles transformations algébriques, mais non rationnelles; il
reste a démontrer qu’on les obtient toutes de cette maniere.

A cet effet, je reprends les deux équations différentielles (5) et (7),
que doit vérifier la fonction x de 7, ‘

VAz:+ Bz + C T — VATLZ - B +

(5) x = : dt
L % (f — ) [{t— L) ’
s fxl'{":x)ﬁi — 227(:?)—7?’

et la relation que 'on en déduit,

(8) [olz)]? _ Lod(2)]? ,

‘ (Az2+Bx+Cp (A2 + B+ )

ot I'on a

o(x) =z(x—1)(2A2x +B)+ 2(A22+ Bz + C)[{l—1)(x—1) +(m —1 x],
ou(t)="1(t —1)(2A"t +-B') + 2 (A'£2 4 B+ C)[(I—1)(t—1)+ (m'—)¢t].

Dérivons les deux membres de I'équation (8); en tenant compte de
P’équation (5), on obtient une nouvelle relation

’

(x(x —1)[2 q)’(x)(AxQ—!—Bx—{—C}—3@(x)(2A£+B)]

) \ (Ax2+Bx + C)3

9 | =GP+ B+ €)= 3 g, (r) (oAt B
S (A'22+ Bt +- ()3

Toute intégrale commune aux deux équations (5) et (7) vérifie les
relations (8) et (9). Inversement, toute fonction algébrique qui vérifie



SUR L’EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETC. 101

a la fois les relations (8) et (9) est une intégrale commune aux deux
équations (5) et (7). En effet, toute fonction qui satisfait a 'équation (8)
satisfait aussi & 'équation

29'(z) (Az2+ Bz + () —30(x)(2Az -+ B
(Az?+ Bz + ()3

20 (1) (A2 4+ Bt + C')— 30, (1) (3AL — B)) -
o (A’/2+B’/t+c')3 VAT + B+ U d,

) VAz2 4+ Bz + C dr

0u, en tenant compte de la relation (g), équation (5). En ayant égari
acette derniere, la relation (8) peut s’écrire

d.L[VAz2+ Bx + Coxt-t(1—zjm—1] = gL [\/A’t2+B’l + 00 (1 — g1 ],

On aura done

VAz?: 4+ Bz + C.zl (1—z)» =K VA2~ B¢+ Ul =1 (— g)m' 1

9

et par suite, toujours en tenant compte de I'équation (5),

dx N K dt
2l (1 —z)m 2 e

Tout revient donc & trouver les conditions pour que les équations (8)
et (9) aient une ou plusieurs racines communes.

16. A cet égard, nous allons démontrer Je théoreme suivant :

Toutes les fois que les équations (8) et (9) admettent un Jacteur com-
mun d’un degré supérieur au second par rapport a 'une des variables,
elles sont identiques.

Supposons, par exemple, qu’elles aient un facteur commun de
degré n par rapport i a (n23); soient x et @, deux valeurs répondant
a la méme valeur de 2. 1l'y aura entre x et @, une relation symétrique

de degré n, au moins, qui devra étre contenue dans chacune des deux
suivantes :

(10) Lo ()] _ [¢(21)]?

(Az*+ Bz +Cj» ~ [Az] + Bay 1 C)s’

‘x(x ) [20(x) (Ax2+ Bz +C)—30(z)(2Ax + B)j
_\ s (Az2+ Bx )8
i ) B xi(x,—l)[z@'(x,}(Ax'f—|—Bm—i—C)—3cjo(x,)(zAx,+Bﬂ

\ (Azi + Ba, + ()3
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Maltiplions les deux membres de la premiere par 3 et ajoutons; on
obtient la nouvelle relation

!

( 6olx)\[(l—1Vx—1)+(m—1)z]|+2x(x—110 2]
!

(Az+ Bz +C)2

6olz )\ [(l—iay—1)+(m—1x ]+ 22 (z,—10 (2]

——

L1

s 9

(Azi + Bz, 4+ C)2

et I'on peut remplacer le systeme des équations (10) et (11) parle sys-
teme des équations (10) et (12 ). '
Nous poserons, pour abréger,

| SN L & TR O P P R S P P i
V{z)=6¢(x)[({—1){x—1)+(m—1)x|+2x(x—1)0 (%

i i

Si 7z est égal & 5 ou a6, la relation (12, qui est au plus du quatrieme
degré, devra se réduire & une identité et, par suite, les équations (10)
et (11) reviendront 'une a l'autre.

Voyons ce qui arrive quand 7 est égal a 4; si la relation (12) ne se
réduit pas a une identité, elle devra étre du quatrieme degre, ce qui
exige que l'on ait

AZo, A+B +CZo, CZo.

Toutes les racines de 'équation (12) devrontappartenira I’équation (10);
il faut pour cela que Ax*+Bx + C soit un carré parfait. En effet, soit
x = o une racine simple de 'équation Ax? + Bax + C= o; considérons
les deux équations (10) et (12).

Pour @, — «, deux valeurs de x deviennent égales a « dans I'équa-
tion (12), et, d’apres la forme de cette équation, on a pour ces valeurs

» xr — o 2
lim (-,A.,_ \ -
Xy Ay
I sufit, pour le prouver, de poser
X=0 1+ 23, =27 313

b

alors I'équation (12) peuts’écrire

DY = 2
32 z3

, ¢, désignant des quantilés infiniment petites en meéwe temps que s
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et z,; d’oli 'on tire évidemment

7\ 2
lim ( t) =T
\é

De méme, dans I'équation (10), pour o, = «, trois valeurs de  de-
viennent égales & « et I'on a, pour ces valeurs,

. fx—oa\?
lim S
Xy = &

Les deux valeurs de « qui satisfont & la premiere condition ne
peuvent évidemment satisfaire & la seconde. Il fautdonc que 'on ait

Azxz2+Bx +C= A(.’L‘ — g 12
on aura alors

o(z)=2A(z —a) | @(e —1)+ (. —a)[(l—1)(z — 1)+ (m—1)a]}.

La relation (10) se réduit au quatrieme degré :

El

)

'4A§x(x—1)—%—(:6—9:)[(1—l)(x—1)+ff/n—1)x]

)
(IO/ ) [|.A2x1(\x|—‘1\}+(x1— 4

>

La relation (12) pourra de méme s’écrire

fAwi (e — 12t (z— o) filz) _ 4A& (1) (ol film)
A*(x —a)t A2(zy— a)?

(12)

Les relations (10) et (12) doivent revenir I'une 4 l'autre. Retran-
chons-les membre * membre, on obtient une nouvelle relation
(13\} f-’(x) — ./1’-(‘1"1)

Az —a)? Az, — a)t

qui devra se réduire 2 une identité, car elle est au plus du troisieme
degré.

Supposons n=3; si la relation (12) n’est pasune identité, elle devra
étre au moins du troisieme degré ; deux des trois quantités A, A+B—+C,
C ne pourront étre nulles en méme temps. Soit

AZo, A+B+ Ciz 0.
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Plusieurs cas sont & examiner :

Premuer cas. — Ax*+ Bax + C = o admet deux racines simples
x=ua, x= 3, différentes de zéro; ¢(«)¢(f)Zo.

On ne pourra avoir  la fois ¢ («)=o0, & ()= o, car la relation (12
serait d'un degré inférieur au troisitme. Supposons ¢(«) ¢ (8) Z0; pour
w,=ua, deux valeurs de x deviennent égales & « et deux & (3, d’apres
I'équation (12); admettons que les deux valeurs de  qui deviennent
¢gales & « appartiennent a 'équation (10). D’apres I'équation (12), on
aurait

Xj —— & )

. [ —a\?
hm(-—‘ =1,

et d’apres I’équation (10),

X — o
lim < —> =T,
Xy — &
conditions incompatibles.
On raisonnerait de la méme facon si ’on a\alt y(@) = 0. Cette hypo-
these est donc a rejeter.

Deuzreme cas. — Ax®+ Bx 4+ C=o0 admet la racine simple x =1
et une racine x =« différente de I'unité. Les équations (10) et (12)
deviennent

o [os &) __[onlai )]t
v(x—a)® xy(x4— a)?

" Ve) el
! x(x— o) zy (2 — a)2?

§ () est du troisieme degré, et I’on devrait avoir ¢(«)2 o0, ¢,(2)2 o.
En raisonnant comme tout a I'heure, on verra que cette hypothesc
est encore a rejeter.

Troisiéme cas. — Aa* + B + C—= A(x — a)*. On remplacera le sys-
teme des équations (1o0) et (12) par le systeme des équations (12) et
(13). Cette derniere équation devra étre une identité, sans quol elle
serait du troisicme degré, et I'on en tirerait

. xr— o \3
lim =1,
Xy— &
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5 ; . - v
tandis que 'équation (12) donne

. e — o\
lim { - ~ ) =1,
\ L —

En résumé, lorsque n est égal ou supérieur a 3, l'une des deux équa-
tions (12) ou (13) doit se réduire & une identité, ce qui exige que
I’une des fractions rationnelles

y(#] fola)

SR s ey

(Ax?+ Bx + C)z’ A2z — a3

se réduise & zéro ou & une quantité constante.

Il est aisé de s’assurer directement que les numérateurs ¢ (x), fo(x)
ne peuvent étre nuls tant que la relation (8) n’est pas une identité.
L’une des deux expressions devra donc avoir une valeur constante dif-
férente de zéro. |

17. 1l suit de 1a que, si A2+ Bxr O se réduit 2 une constante,
on pourra faire toutes les transformations
[o{=)]? _ Lod))

(Az2+Bx +C)* (A2 + Bt 03
$i(2)

(A2 + Bt + ()2
soit égal a la méme quantité constante. Or, parmi ces transformations,
on peut en trouver une qui est du premier degré par rapport a ¢; il

suffit de prendre

ot A’, B, (, I/, m’ ont des valeurs telles que le quotient

(Sl ] A | USRI
;/‘\/"i“B——O, (J"—O’ [“—‘;f’ m == N

alors
A .
Jl(l)_:—?’—t'-’(l——l/i,
A A/t:‘)(l"—'lll
Gi(t)m=m =g
b (2 1
(A2 + B+ ()2 3A

Si 'on precd pour A" une valeur convenable, on pourra faire la
G : 14
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transformation
I L”" i
N o o e = T,
(Ax ‘131"";—(1)‘ QA (L —1)

10

qui est du premier degré par rapport a .

Il est clair que toute transformation que 'on peut faire dansle méme
cas pourra se ramener a la précédente, suivie d’une nouvelle transfor-
mation, également du premicr degré par rapport a ¢.

>
falx)

St le rapport 7 ==~ a une valeur constaute, on prendra de méme

A +B =y =0, il =, omic=id,

A' 53 § ks A,t -
e —1), giltj=— (31—}
2 2"

"P](t, 3[‘2

A2+ B+ 02 A (t—1)

2A/
venable, on pourra effectuer la transformation

La différence est égale a ; sl on prend pour A" une valeur con-

[o(z)]? | ¢
(Az2+Bx +C)?  4A'(t—1

)

d’olt la méme conclusion que tout & ’heure.

Pour obtenir les nouvelles transformations, i/ suffira donc de com-
biner les transformations rationnelles que U'on peut effectuer pour les
deux systémes de valeurs des constantes A, B, C, [, m,

(C=0, A+B=0, =}, m=3), (C=o0, A+B=o0, I=% m=3}).

18. 1l reste 4 examiner le cas ou il existe une transformation du
deuxieme degré par rapport aux deux variables.

Soient «, une valeur de x, ¢, et ¢, les valeurs de ¢ correspondantes; &
la valeur ¢, correspondent pour x les valeurs o, et @, ; i la valeur ¢, cor-
respondent pour x les valeurs , et x,.

Si x, Z x,, larelation F(x,, #,)= o entre deux valeurs de x qui ré-



SUR IL’EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETC. 107

pondent & la méme valeur de ¢ sera du troisieme degré, et I'on retombe
sur I’hypothéese précédente.

St x, =x,, la relation F(x,,x,)=o0 s’abaisse au deuxieme degré;
elle se dédouble en deux relations du premier degré,

" - ax,—+ b
‘Zi —:— 4 : —_—  —— %
' & ' exe+d

D’apres ce que I'on a vu plus haut, cette derniere relation devra étre
'une des suivantes :

I o
Xy=1—Xy, X I= —» X4=—= —
X Xog— 1

Soit, par exemple, x,=r— z,. La relation entre x et ¢ sera alors
(2 —1)2= f5(1),

/2(2) étant une fonction rationnelle de ¢ du deuxieme degré. Les deux
équations différentielles

\/Ax'-—*—Bx‘*‘(de: \/A“'T*‘Bx"—‘_cdxu

z(1—x) (1 — )
dx de4

xl([__x)lll — x[‘ I____.Z-')IH

—

devront admettre comme intégrale x =1—a; il faut pour cela que
'on ait /=m, A+ B =0, mais alors on pourra faire la transforma-

tion
(22 —1)2==u,

et la transformation proposée est une combinaison des deux suivantes :
(2 —1)2=u, wu=fs(t).

\

(’est une des transformations indiquées plus haut (VIII, X, XII).

19. Pour abréger, je désigneral respectivement par U, V, W l'une



108 . GOURSAT.

quelconque des expressions contenues dans les trois Tableaux sui-
vants :

_ 2—1\?2 1+ 0\2  (22—1)2 (2—1)2 (1412
U... (2t—1)2 < > <———-) ‘ )
( o t )7 \i—¢t)’ fie—1) f{i—t) 4t

(22— 62-1)2 (e —4) (144t — o)

Vi

—1Bt(z — 2T — 1B [1—3¢)’ bt —1]

[ (gt— 8)2 (1—gt)2 (9 81\’1 (1+=882(1—1¢)  (t—o9)2t
——:z';F(I——t)’ — 27 (I—t}‘ 27(1—),‘) YT ’ ——27(1—t)2’
(1+8)2(1—1¢t) (8#2—36¢+27)2 (8#2+20t—1)2 (8 —36f-+ 27122

e —age2 | —O6435(1—1¢)  —64t(i—1)3’ 64(1—1) ’
| (ogB—nBi—u]2 {#+LaiBl—mP [P—20i-8]° (2= 312—3¢-+2)2

64t T4 7 e(i—1p T —agethi—g)r

(64 --961%+ 30t +1)? : (£ 43012 —gb6¢ + 64 )2 : (’13-3312—331—;_1}2.

—108¢(1—¢) 108841 —¢) 108¢(1— ¢}’
Moyennant ces conventions, toutes les nouvelles transformations

seront contenues dans le Tableau ci-apres :

[ *\-—4—])_0 C:(),
LXVI..... (s — _—"?7 , (2& . 1>2 — V,
, -.:i‘u‘:::i:'l \
A:O, C:O,
LXVIL . | l=73, m=3, )<I*x) —v,
L— &

LXvii. ... (=

LXIX ... .. ;o t=m=g (2 —1)2 =W,
( ===l 5
\ A:(), C:O, ’
LXX...... ¢ [=m=4, \ (I+‘z;>2 W,
11—



LXXII.. . ..

‘ B=o, (=uaq, l '
LXXIIL. . .. =G Mgy \ 2 ZL
|, = \ Hr—=)
A:ié, = e
([A=C, B+ 3C=o,'
LXXIV. ‘ [=5§, m=4, ’ - ap
‘lufiii%, == 2 Y
A=0C, B=34A,
LXXV ‘ l=¢; m=+=, | (z2—6x 1)
) ) 16z (1— z)?
et
‘C::4A, B=—j4A,
l:.‘), nl:-ﬁf, / [ and 3 9
LXXVI.... g | iz —4p
; | —16x2(1 —x)
/ ;:i‘x:*iv. s

LXXVII. ..

LXXVIII ..

SUR 1. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETC.

" A=o, B+C:o, ‘

o 2 — x\2
R
= \ x

/ A:O,B:o, )
s l=m=1, ) (222 — 1)2

A=4C, B=—4C,

——— ]
l——- ” — r‘,

~' 16z (1 — )

T N —
>

v
=y = -
! 2,

‘A=o0, 4B +3C=o,

e, = b .
=3, Mm=—=xy, (Qx_—S;l

=

5

v

I

’

 —— N t—

[ (1 + 4o — 422

— T,

109




LXXIX. .
LXXX .... ¢
LXXXI. ... «
LXXXII. . .

LXXXIII. .

LXXXIV .

LXXXV. ..

LXXXVI .. ¢

e em——

F. GOURSAT.

_;\:(), B:gcy |
| i=nm=z |
v | (1—92) _y
> [ e 7
" = 2FLLT =X
[y amt ,
2 9, |
{i=o, 4B+5A—0’
| 1=t m=}, 98z _
v 27(1—z) ’
A:tj)a po==x -
= 2
GZO) B_‘__‘BA, )
—_1 — 2
l——gv Abi==A3s ( »i}__—_q)z_x__ U
. ' __{)_‘/l_x\z_‘ ’
, T s 74 /
)*i‘_in, _:i‘/
S
/C___;/!_A, B—{—w)AZO’
‘ [—2, m=g, ) (xﬁ"@l(l_ _'f"l) — U
{ —} ~— om e -
’ {J:i'r, ~ =, ‘
\ ) 2 V
A:/I—C’ B+5CZO,
s fetl gu==d, (148221 —z]
) _— [T 27 % -
LV
l poEy =T \

(A=o0, gB+8C=o,

1 — D
=gy M=%,

(822 —36x+27)2 o

)

!

s — 64z (1 — x)

s =3, m=y3, ’ (8% 4202 —1)*
P S CAE s
1.
, y—_‘;i—?;, }__-il-_%" \

8 — 36x + 2722)?

=% [ff
641 — x)

B Ut ) S
— anx(1— x)?
lo—8allz oy
27 (1 — x)
(z =0z
—oglr—=)2
(v +8)2(1—x) W,

{1+8x)2(1— -?f)___w’

27.%'

— b4z (1 —x)?
(8 — 362+ 2]

64(1— x|
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1

s’ C=9, B=8A,

Z;'i m—_— O_f ,)0‘21___.2/)>_) 8 9 . )\)
39 29 . T T \ -t ()1, x-= L
LXXXVII.. / __[J \ 67 (i — »)5 =], 64—z =W,
e o B T
\ 3 ]
A=qg(, B+100=0
LXXXVIII, ~ i S o Jowd S pte The it
’ v \ 0fx - 64 x 2
4+
=+
C=9A, B+10A=0,
s l::‘;, m:—;, . I,’ 4 18z — - ),_>-_ 224 182 — Vo
= ) 2 ; u 7 - —27)%
LXXXIX..) __7\ ; 62 ==, e —W,
[ u==%3, §:iu ‘
(| A=C(, B4+ C=o, .
XCoooon I RO L e e L ’flx3“3“‘2—3xf272:w,
( L N § — anx?(1— )2 =271 — & )®
& e ek 2
(A—{—B:o, A=—i6(,
XCI b~ B B4zi—gbar+3oz+1]2 _ (6420 —gbo+3om+1)
LA T %% o & . e ? PO ] % __IOSx [_x S b —Ion(]—x) = 9
A—=chEp-—st .
\ ' 4

! ‘f ) (232 302 —ab |2
XCII. ..... { — \ :U’ a1 0.22'1 Q.Z'+I,_:W,

108.:1:4(1—36)

SN
|

— 5 M - . ) o
S =% m=j3, (23— 3322— 332 +1)2 U (% - 3322 — 332 + 1?2 W
\ — Uy — VY.,

108x (1 — x)* 1082 (1 — x4
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Les transformations ainsi obtenues ne sont pas toutes irreductibles.
Ainsi, il est clair que la relation

gz —8)* (gt — 8%

Tonati—®)  —oaqir(1—1]

~équivant a deux relations distinctes, dont 'une est « =1, I'autre étant
du deuxieme degré par rapport a chacune des variables. De méme la
transformation

(03— 32— 3t+ 21"

(2%‘,‘___ 1\2'—‘— Pt —_—
L == 2 2
— o2 (1— )

<o dédouble en deux transformations rationnelles déja trouvées direc-

tement :
o3 —312— 31+ 2

3i\3t(1—¢)

o — 1 ==

Je n’insisterai pas davantage sur ces simplifications, -qu'il est facile
d’apercevoir dans chaque cas particulier.

20. Supposons que pour des valeurs convenables de A, B, G, /, m
on puisse effectuer la transformation &= »(2) et passer ainsi de I'équa-
tion (2) a 'équation (4). St pour x=0 plusieurs valeurs de ¢ de-
viennent égales & un nombre ¢, différent.de zéro et de l'unité, ces
valeurs, comme on ’a vu plus haut, seront au nombre de deux, de
lrois ou de quatre. Admettons d’abord qu’il y en ait deux, que nous
désignerons par ¢’ et ¢’; admettons en outre que I'on a

mod ¢, <1.
-9 ° ; \ . ° 9, : . 90 »
L’équation (4) et, par suite, I'équation (2) admettront U'intégrale
g0 (1— ) F(o, By, )+ P (1— t") F(a, B, 95 1)

Cotte fonction est évidemment holomorphe dans le voisinage du
point & = o, car, si 'on fait décrire a la variable « un lacet autour de
ce point, les racines # et 2" ne font que s’échanger. L’équation (2)
devra done admettre une intégrale uniforme dans le voisinage de I’ori-
gine; cette intégrale sera de la forme

L '1—'\}—“(] F(QC, kS’ 7 ,L)’
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’ ;e
et 'on aura, en désignant par A une constante convenable,

A(1—2)79F (o, B, y,2) =P (1— )0 Flo', B, y', ¢ )= "P (1— "0 F (o', B, 7, 1").
" L’équation (2) admet de méme I'intégrale

1P (1— 1V Fa, By, ) — P (1 — ) Fo, B, 7, ),
qul se reproduil, au signe pres, quand la variable x décrit un lacet
autour de I'origine. Cette intégrale sera de la forme

'_
(1 — )"t Flay, B, 71, 2],

et 'on aura, en désignant par B une nouvelle constante,

1S

B x- (1—-.%')_qu(0£1,5{,')/‘|,.27>
— Z,P/(I—* l’)ql F(a', @/’,//, tl) . l//P//\’I . If”)q/ F(OC,, @/’ }/l’ l”).

Si les valeurs de ¢ qui deviennent égales a #; pour x=o0 sont en
nombre supérieur a 2, il est aussi facile de former des intégrales de
’équation (2), qui se reproduisent, multipliées par une constante,
quand on fait décrire a la variable o un lacet autour du point x =o.
Supposons, par exemple, que trois valeurs de z deviennent égales a ¢,
pour x =o, et solent ¢, ¢, £” ces trois racines, rangées dans Uordre
dans lequel on les rencontre quand la variable décrit plusieurs lacets
successifs dans le sens direct autour de 'origine. L’intégrale

(P (1= )0 Fla, B )
e tl/[)/(l - l”)‘/ F(OC,, @/, }//’ t//} —+ t”’f’/‘(l _ l///>([' F(OC/, @/, :/r, l/”)

est évidemment uniforme dans le voisinage de l'origine, tandis que
I'intégrale
vr(— ) Flad, 8 4 1)
_i-j:z t”l)/(l . tl/)(]/ F(OC’, ﬁ/, 7/, ti/‘) -—i—-jlwpl(l—— l”l)‘ll F(OC/, 5/’ }/Ia t///)

se reproduit, multipliée par j, quand 2 décrit un lacet dans le sens
direct autour de I'origine. On en déduit des relations analogues aux
précédentes. |
Une ou plusieurs valeurs de ¢ peuvent étre nulles en méme temps
G. 15
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que x. Sila valeur de ¢ qui est nulle pour x = o est unique, I'intégrale
(1= F(a', ', 7, ¢) se reproduit, 4 un facteur constant pres, quand
a déerit un chemin fermé entourant U'origine; elle doit done étre égale
a une intégrale de la forme

C‘l."j)‘\l ey x)_—q Ij‘ (1, ;39 '/) x ;“

Le cas ou plusteurs valeurs de ¢ sont nulles en méme temps que
demande un peu plus d’explications. Je suppose d’abord que I'on ait

xr=0(t),

o désignant une fraction rationnelle. L’égquation (2) admet une inteé-
7 1) & i

grale de la forme
xzPr—zx)4F{a,B,v, x);

il en est de méme de I’équation (4). Silon considere z comme la va-
riable indépendante, quand on fait décrire a cette variable un lacet
autour du point £=o, « revient & sa valeur initiale apres avoir déerit
plusieurs lacets autour du point « =o et I'intégrale précédente se re-
produit, multipliée par un facteur constant. On a dong

x“P(I - x)_‘IF(oc, @, 79'%; - C,t,pl(l o t’)({' F(“” 'rc),’ 7/’ t’)’

¢’ désignant 'une des racines de I'équation w=¢(z) qui sont nulles
pour #=o. Toute (ransformation se ramenant & une combinaison de
transformations rationnelles, la conclusion précédente subsiste dans le
cas ot @ n’est plus une fonction rationnelle de z.

Le calcul des constantes qui entrent dans nos formules s’effectue
sans difficulté, lorsque pour # =o0 on a en méme temps £ =o; il suftit

" v ‘

de chercher la limite du rapport —— pour & = o. Prenons le cas o,
pour @=o, ¢ prend une valeur finie ¢,, différente de zéro et de I'unité;

dans les formules écrites ci-dessus, faisons x =0, ¢==¢,; on en déduit

Aot (1—t, )0 Fl, 8,7 1),

¢V (1 — Ol By ) P — ¢ F 2, By )

B=Iim polr ‘eE=e, © f ==,

o)==

x

1t d . Y \
n:i’( ( > P =), B0 e,
; =0

1
15

d.x*
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LLes exemples suivants montrent bien la méthode a suivre dans
chaque cas.

21. Considérons I'équation différentielle

xlt—x) %5+ [ —la+ B+ ]%mxﬁy'i‘i‘%

Par le changement de variable x=(2¢— 1)?, elle devient

, , d2 dy
flr=—1 }»]-!;;; - l[a +B—+3—(2a+2B8-1)t] i Jaly =o,

, I - /J—C' I— ;'
aF'\oc,ﬁ,-},x}:F(zx,z‘B,z-ﬁB—%;, ?\ >—%--F(2o¢,'_zi3,z—%~ﬁ--:—-.§, < \/_>7

\

b\/ka ")’16 1‘%’%"”)

:F(QOC,Z@,OC*J;*ﬁﬁ‘ P : '4—2-—1»—‘1?(205; 2B, o+ 0+ 5 I_, \/%’> ’

2

/

Pour « =1, une des valeurs de ¢ est égale & o; donc

Fla,B,a+p+351—2] *‘F<°oc,2{5,oc+@+~ _2\/%>.

Cette derniere formule va nous permettre de calculer a et 5. On a, en
effet,

a—2F(20,28,2+ 3+ 4% %)

I

ou, d’apres la formule précédente,

afmT{a+B+1)
— ~ v' N } 2
“—?‘FW’S’”“*ST?"/"‘_[‘fx+§\r(5+§j1’
On a de méme
fo .
b — —4351 - Fl2aa+1,28 41,004 3+3,4).
‘7__ F=! S

Dans la valeur de @ changeons @ en 2+ %, Sen 5+ L; on trouve
) | | 2

 4aB YrT(a+PB+3) _ 4VrT(a+B+1)
a4+ G4+ Ta+1 ) I(B+1 I'ia T(B)
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22. Considérons encore 1'équation différentielle

+

My .
2 &)

d2y 5x\ dy
dx? (

; : (12— 61 +1)2
Faisons le changement de variable x = ‘“——6[“ —, 7 et posons en
— — 1)?
méme tempsy =1*(1—¢)**z; on obtient Ia nouvelle équation différen-

tielle

d?z o\, Az
[ | s 3 (i 2] DA (o 1) 7 —
[\i—z‘)m?T[zo:—{—;,{—\Gx—!-g)t]dl fo{2a -+ 1) z=o0.

Pour = o, deux valeurs de 7 deviennent égales & 3 — 2 y2. Soient
¢ et ¢’ ces deux valeurs; dans le voisinage du point z=o, elles sont déve-
loppables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances crois-

1 )
santes de 2. Solent
1
t'—=3—2 VE+ \/:<3 \/;—-@x- -+,
1

=3 =9 \/’; = \/:<3 \/; —4)&5‘2 -+ ..
L’intégrale
(10— )22 F (fa, 20+ j, 00+ 3, 8 )+ "1 —t")2%F(fa, 200+ Ly 22+ 3, 07)

est uniforme dans le voisinage de l’origine. On a donc, A étant une
constante,

AF(o,4— «, &, )

=t2(1—t'PeF{fa, 20+ 20+ 53, 0) % (1—1")24F (fo, 22+ 4, 22+ 3, 1),

On aura de méme, en désignant par B une nouvelle constante,

>a< "
BaF a4, 8 — a8 @) = 01— U)22 F (foy 20+ 4,0+ 3, 1
— l//oc([ o t//):!{x F(/}OC, % - ,!'_’ %0 2’ l”;.
Faisons « = o; 1l vient

A=2(3 —o2y2)* (2o — 2)* F(for, 20+ 1, o0 - 3.3 —2y2),

S d : . ' -
B:t?.\/—l\\3\:2—4>-(7;[t“(l—f723‘F(ﬁd,za—!—%,2%~+—%, t)] pour lt3—~2\/iz.



SUR L'EQUATION DIFFERENTIELLE TINEAIRE, ETC. L7

Remarquons maintenant que, pour x = =, une des valeurs de
devient nulle. L’équation différentielle proposée admet les deux inté-
grales

t“(l —_— If):”‘ F(:{La, 20 + 4, 20 + 3 l),

.—o( ; | 3 .
2% F % o gy 2e g, — )

qui appartiennent au méme exposant dans le domaine du point x =-cc .
Elles doivent donc étre identiques & une constante pres; on en déduit
la relation

=10 117 ]

F(ho, 20+ 4,200+ 3, 1) = (22 6l+l\“"°‘F[cx,a+ ),?“+5"( 226112

que I'on peut aussi écrire

167(1 — t)lJ

F(4a,20¢+;’;,2a+—2—,1):(l+t)""°‘F[a,a—{—-},,na-’r—%, TEWIL
Dans cette derniere formule faisons £ =3 — 2\/2; on en tire
F(4a,2ox+%,2a+f,3——a\/2) (4 —2/a ) Y F (o, x4t 20+ 3, 1),

Done

A__[(_\'S —2\/2)(«/0 ——»2) ]%r:,‘/;r(zoc%—/f)

(G— V)

On aura de méme

(1 — t)2% F(fa, 20 + 7,22 + 2 1)

Z[f*(l——_—t)fjloc F I:oc, @At a3, M]

(14 2)* (1+¢)
__I:t(l—t)2ch \/7—71‘(49“@:—}— ) [ ;g 2 — 61+ 1)2 ]
=Ty _

4

. - + Ay —
Tla+ ) T(a+2) [ %702 3y

[(—})T(2a+7) 2—6¢+1 ‘[ . g g [FE—BEu)e
Ty A et g

-

Prenons la dérivée du ‘second membre en négligeant tous les termes
qui sont nuls pour =3 — 2y/2; nous trouvons

B:w’:[g—_-iﬁ)(‘zvz—”] (3 \/2-—4)</ 4¥2) D(— )T (22 +})

(h—2y2)*
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ou, cn réduisant,

—
/Te

\
/

-

|
-

=i

|

B—.\-l(%)

23. Les formules que I'on trouvera ci-apres ont été obtenues d’une

7

maniere analogue :

! S | =
CF(“} @"1_"7“7*(1 -—.Z‘)~7' F<22, ' ‘).6,04+I - @’ - \/x>

[26) —
+(1—x}—“F(2a¢,1~2f),a—e—l~6, e >»

_z\/;rl‘(oc%-l——@
= Far DIT—6)

2

(27) ~
-P“(za—l,nﬁ—;,a+g_%’I“z‘/v‘>,
[ Pty iy 3y ) = [1— ] B 3, 5 88 i1, HE 1Y
) om_l
(2 )

— (11— 2) % F<22~1,9.—-zz{3,a+1 B, ——;/ 1——\/x>
r —1

VEF(O’—{— B—1) - \/TF(“_‘“ I_Pj
=T 1TE=1 M =)

PR 1—\/(—-‘x>
e e O
2

(29) Fle,p, +J-|-,,3"::F< 20,208, -8+ j,
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(Fla, B, otfod, 2)

’3055 141 — 2\ ; Tz =1
‘ ( _:<—\/.__~ F 20:,9:—p+§,o:+}3—~1—%,‘—;;. )

2

\ Fla,B,a+p+45, x)

s 2 N — 2 \
\ / ( == (\/I~x+\/_x) ~"F ‘2a,1+‘3,21_+_25’ / \/___)7
V/I—.%'—{— \/—x/
SF(O" Byoa+3—5 2
132 i yiTw
( :([—1’}‘F(2G€——l,2@-—l,a—l—p_é.,__\:)___>,
‘F(a, B, a+B—1% x)
(33 A Vi—z T [ o
\ )" =(1—x) ‘< v F(za—l,a—a‘f‘)—}—;,a_;_@_}l’y_f,_l \
? N \/I-———x—{—]

‘F(o&,@,av-l—;ﬁ—é,r)
(34 - -  \—
(34) 1 =(1—2x) '(\/I—x—i—v/~x>‘*“‘F ’26{-——1,0(—1—16—1,206--!—2@—2,—'——? \/__‘,T )
. Vi—z+y—=x

1|~

, _ \ e \ 2% — i— %
(35) P‘(a,a—l—%,'/,x):(i\‘:—z) F<2o¢,2a+1—7,y,l—\/1—€>7
\ - 1| \/I——x‘

\/x—x—l

(36) Flaya 45y, 2)=[1— 2)* F(za,zy—— ot — T, Y, ~—>,
\ 21—z

/ =
35) F(“’a+%,}',x):(I+\/76)—“F(‘m,‘/—é,zy—x,~~2”;>,

N\

(38) ? 2

§F<a, p,“_‘*ﬁ,x) :F[g, B, ﬂf_ti, 4x([——x)]
f

a—+1 B4+1 o+
> 9 2 ’

) F[

fx(1—x) |

\ : a+B—+r1 , \ a a—+1 a+B—+1 fx(x —1)
\\39’3 F(a, {5, ——'6)—-———7.2:‘)::1\1-—2.1‘)*0‘1?[-—7 9 : 9 I.( k)

=2 2 °2.1:‘—I}2
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{ o ¥ a4+ B+1
su%@—»§~yx)

v R o - (3 zlx —1)
= “.V/I =l \/'_.Z’> ) F[a’ o ; P, o - 5, (\/1_4—\/:2;:2;“ \/_] x)z ]’

Fww—mwxw=w—M%w{”‘%7*“‘2y4xu—xq

2 2

Yt Yl h=—
)

}-{I—$)Y“'(]~2&U)F[ 7y,./1,x(1—x)j,

2
(F(a,l——a,y,x} . i

(42) ] =(1—xYt(1—o2x)*YF (=, (ol Vs +x\x—\l_,,) ’
( 2 2 (220 —1)2

Fla,1—a,y, x)

\ vz lz —1)
:{i'_x)y—1(\/I—W-Fs/——r)z_m—zyF[y—i—a——l,y—g,2y—1, fyz(z—1] J,

(Vi—a+y—a)’

~ — o o N
PWﬁﬂ@xhﬂv—mQF&WW—;5+;UﬁEr3]
o1 = ; 1

_ x N I—a 1+ 1 x2 i
—<I—;>(I——x‘) F[-ﬁ—i— . 9 > ’@_*—2’4(%‘—-])"7
| - 2
Q__f>“p[§,iij,5%_l,< x ) ]

2 2 2 2. \2—=x/ _
o Gl % ocv‘_)BF' 5 o 1— & +l x 2
—_<l—x)l <l——> AI '_;7 [3—1_*2‘7@ 27 )

| ! (_I—¢I~x>2], —

2 —i—a

146) F(a,ﬁ,zﬁ,x):(I—x)-—gF[a,zﬁ—a,@—i—
‘ F(«, 3, 203, x)
/ —\ —24 N S T
(47)? :(———-——H—\/I x> FI:oc,oc——x3+—I-a@~.-l><-——~—I L iv) Ja
2 2 2 I—I—\/I—x

o a+1—2f — 4

<@)Fwﬁm—ﬁ+h@=“—”“Fb”—ir—”““5+“u—@J’

' F(a, B, a—B+1,2)
(49); :<l+x)(1__x)__a_|F[a_—r-_l,_0_‘ | [——@,a— @—*—I, :4—1'2]3

2 2 (1—x)
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. T a+r1 hx
(50) F(a,B,a—B+1,2)=(1+2)*F|= o —f—1, ——— |
' ‘ 2 D, (1 + 2 )?

F(a, B, a—p+1, z)
= (1— )28 (1 4+ x)2B—e—! F[

(51) hx

o +1—203 o —afB+2
s = 5

i rryed

‘F(cx, B, 00— B—+1,2)
A

| o WV
' ::(1+V"x> 2% og,o:——f)+;;-,zo<—~2§+r,z~—\/_q .
\_Iﬂ'—\/x)-m

(52)

Formules données par les tmnsfor'nmtions rationnelles du qualriéme degié..

AF(ay 1.“‘ 05";":‘; .Z‘)
!
=A@ —=z) Fi—a a2+ s )

— 21— "2 F(fa, 20 + 5, 22 3 Y 11— 22 F(ha, 20+, 22+ 21y

Bx®Fla+3,}—a i x)

1 1

—Bz*(1—=x) F1—2,a+1%, i, x)

—ta(1— )22 F{fa, 20+ 5, 20 + 3t — "2 (1—1")2*F (42, 22 a3, 07
7, ¢ désignent les deux racines de I'équation

(12— 6¢+1)2+16¢(1 — ¢)2x =0,

qui sont égalesa 3 —2y2 pour x=o0:

[

f—=3—oyo2+ V—1(3 2 — 4 +..
4 .

ZNTTB——2\/()'—— \f—_—I‘<3\/;—4)x-2+...\

oynTloa—+3) . =  or =
A= () o B:V_wm%*4v‘rbg+wu
Fla+2)F(a-+s I o)l (e —+ 1

~E

JAJ | I D4 A |

\ /( A\ —x) Fla—a,a+5, 0%
eyt I\ '\ W[/ | 9 /A / ’ / o s : R
— (— )2 — )% F(ba, by 20+ 5, 0) 4+ (= )1 — ) Flde, 02+ 5,1,
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/ i
( 9 / : : \
\ Bx*Floao+ L 3 —a,i )

(56) < 3 i :
) ( :,—_Bx’(l—x)'F(\I—a,ac%—%—,%,x)

= (=) 1= ) Flha, b, 20+ 3, 8) — (— )21 — )2 Flfo, Loz + 3, 17);

', ¢ sont les deux racines de I'équation

1+ 4t — 4822 —16¢(1 — 1) o = o,

b ’ ] 33 I \/2 Ay
qui sont egales a — P pour x — o.

=
1 — /2 — Nz 4
e = v —— i I-\-—-—.L”Z—'}—...,
> ;
1— /2 ——gla |
S N O
4
/ ~ ‘/,\ i .
\”(, Flo, {, — 2,4, x)
(5=) ¢ ol Ny L4
27 ’ =C1—2)" Fl§ —a,2+4 1 2)
:,-:1’2“(1—1,"}“[*‘(405,93{4—f,—,49:4—{.I’/\+l”“(|—~t”le(,ﬁa,?.a+3,,1
i :
S T . :
( D2 F’\oc—!—._’,,"}-——oc, 3, %)
’r‘;8\‘: ( '
v / :Dxll"-x l‘ I—‘“ OC-—{—;,',,.Z,

= 2 — ) I< (4a, 20+ nha—4 4t — 22 (1 — ") * Ffea, 00+ !

, t" sont les deux racines de I’équation

(244t —4)2+1622(1 — )z =0,

qui sont égalesd 22— 2 pour x =o.

1

fmayE—a V=T (3V3 — fat o+

P == 9,\.5— 2 — \/—1 (3 Vo — Lz’ ..

/- _ _
B —L‘ Ll 2“-1-—\, = v

hyrT (20 + 3)

I o+

NEINCEE

x4, 1),

, fo - 5 s
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| EF (o, 2+ 4,3, x)

59 ;
U =)o F (fa,2a 420+ 3, )+ (14272 F o, 20 +4- |, 204 3,07
‘ '
e .
(60) : Ge® Flo+ 4, x+%,3, x)

:4\1—+-t’)-"°‘l?(4a,'),2—i—%,29:—!——?%,[’)—\1—{-t”)"l["!\ﬁfac,zar%—;.",-,zoc+_?,l”};
!, t" sont les deux racines de I’équation

$2—60+1)2— 1+ t)'x —o,

qui sont égales 4 3 — 2y2 pour x =o.
Fesd—sys 13y — A @" 4 un

y— — \ '
t"=3—2\o—(3y2—4)z*+...,

F_a ¥rl(zatd) - . 4/allzatd)
Ml +5)T(a+3) Uio)T (e + 1)

EF(a,a+14, 4 x)
=(1— 28 F(4a, 3, 20+ 3, )+ (1— 28" )% F(fa, i, 20 + 3, "),

/

(62) V G2® F(o+ L, 2+ 3, 2, @)

| ==t F(fa 2o+, ) — (1— 2t 4 Ffo, 4,20+ 3, )5
t’, ¢ sont les deux racines de I’équation

(1 + 4t —4t2)‘-’—— (at — 1)t =0,

. , w 152 43
(qui sont égales a - pour x=o.

5
g e ol 2
= Vo ——V/ x~ —+
2 4
I PR
L — 2 2 ~
1= == ve -+ _V_,_ X" -+



12/ E. GOURSAT.

E¥ oo+, )

(63J S‘ 2'—‘1, A% ; o ,2—1// o ~ | i "\
( ::< 2 ) F\4“,2a+.§,4%+$,l')+<—2—> 1‘(40{,2a+‘3,4a+‘5,t;,

2

i
- A .
\ Ge*Floao+t,a+3 3 x)

9 — I\ 4%
(64) D= () R a0,
’ 2 — g i VA
\ —( 5 F(4o, 20+ 4, foe + 3, 8 );

¢, ¢ sont les deux racines de ’équation
(2+4t— 42— (2—t)'x =0,

qui sont égales a 2y2 — 2 pour x==o.
- P 1
V=22 —24+(3ya—4)x"+...,

= ; o A
l‘”:z\/z—‘z-—(3v/2—4)x"'+...

HF(O(71‘T4'_“;T:',£7-Z‘)
1
(65) =H(i—z)PF(}—x,a+4} 2)
T = ra(i— O F e 2w+ b )+ 51— )5 F (fa, |
+t///x([ __ﬂ//)acFM;(’ ;’ 20 - :2’ t’”)—{—t"’“([-—— l:v)uF(4a, ._-1“ 9

1
3

[ Ko™ F|

N

1 1 5 \
gy u— Oy gy X

2
A

2 3 5 .0
(I—‘*x) F(I—"OC,OC"F"/;,'_%,.Z)

[=

‘/66\ < :]\,x 2
—ta(1—1 *Flha, 4,20+ 3, 0') —=y—1 "% (1—1")%F (fa, 5,20+ 3, ')

-

| — (1= ) Ffay g 20+ ) — 1 (1 — V)2 F(f o, fy 22+ F, 1)
£, 1, t", ¥ sont les quatre racines de l’équation
(2¢ —1)*4+16¢(1—¢)x =0,

rangées dans I’ordre dans lequel on les rencontre quand on fait décrire
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4 la variable & plusieurs lacets successifs dans le sens direct autour
de l'origine :

Voo
1 T T\
t’::',+—:(cos~ V——xsm—)x' —+ ;
) \/2 \ 4 4
=} +— (cosgﬂ—i« IbinSTr)x%'
e G T AT L) IO
Va2 \ 4 4
/7 l I 5[‘: — lHT: JI
I =55 —— COS—4"—r‘ -—ISID—[T X .. 0
V2
1/ 7T — . Y 4
l":é—f——;Kcos’z——f—\/—lsm’T e
V2
H= (L) 4V ()T (2a -+ f\
T (a+ 1) T+ 17)
T w\ 16T () T(2a+1)
K= ()%| cos - /—1sin = Al St LI AN
e(eon =T ) U

1—+—/;t~4t3

M (Gaty 3y 20+ %, ')

= )

T<‘ “"W 4‘"0> F(4oy 4 20+ 3, )
( )
( )"

(67) / 1 + t”’—' Il///) .
-+ F(4o, 50 2 + ")
'+4l” g | 3 piv)
| - F (4o, 3,20 + 3,87, .
' + o + 4t — 412\ 2 | .
Lot Fla b bhm= (SR "Flha aa 1 0)
o [ t”2 201
_‘\/_1<I+4t4 4 > (40‘,2,2“_*_; )
(68) ¢

I /zlll t”,?‘ 20 . ‘
( j:¥;4 __4__> F(4a,{’_,2a+z’t”/)

o t1v_AtIV'.’ 20,
-;-\/—I<l+4 | > F(fayg20—+507);

4
¢, ¢, 1", 0¥ sont les quatre racines de I’équation

(at— 1) — w1 fe — fe2)2=o.
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Ainsi
1 !
V=9 4+ —= 2" ...,
Vo
i
A ! xt -
- \/2
1
lm:%— —I_: .Z" S
V2
/1 !
t”:-.i—wV — x4 ...,
2
161 (3T (2a + 2
L= ()" e —
F(a)T(a+ %)
[ ., il
s Flo,a+p0a+4,2) =1 —x )  Fla+ 1, 0+ %, 20 + 3, x)
(69) § P2 41— 4\ 22
J ...|. i) ; ’
| (A e g

¢ étant une des deux racines de l’équation
1602 (1 —¢) 22+ 4t —4)2= o,

qui sont nulles pour = o.

1
( i \ L2 LA :
) F(a’a+.!.';2“”1_'%)'%,’:(»[—‘3) F(a-%—gr,oc—n—%,zoc—k},x/
sl 2 | A . i/ A
= N VA2 20 1 4, 4 2,t i3

¢ est une des deux racines de I’équation

1682(1— ¢ —x (2— t)"=o,

qui sont nulles pour x =o.

i

g1y VFlaathoatha)=(—a) Flatlhat, 0a-1d,
\

o —

&)
— (2 — 61+ 1)2 F(§a, 22+ 4, 2 + 4, )
¢ désigne la racine de I’équation
1661 — )2+ 22— 06t + 1 )%= g,

qui est nulle pour = o.
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1
Flo,a+ 4,20+ z)=(1—x)' Fla+3, a4+ 3, 20 + %, %)

o =14t — 422 Flfa, 4, 20 + 4, 8);

¢ désigne la racine de 1’équation

rﬁﬂr~—ﬂ——ﬁ—§—4t—4t2 x =0,

qui est nulle pour x—o.

.
A
73) \ Floy o+ boa+d 2)=(1 — ) Fla+4, 24300+ 3, 2)
‘ 2(1-}—f\"“F(40¢,?9’+{—,9‘9€-}~'2,1);

¢ désigne la racine de I’équation

l(ﬁt('l — 12— 214+t =o,

qui est nulle pour x = o.

/ A
(74) ’F{d,cx—{—{3,—,’.21—!—_::,(%“}:_(1——x}zr(o’—{—-,,7-{—,,#05—{—',
'\ = (1 —2t) % F(fo, 4,02+, 1);

¢ désigne la racine de I’équation
16¢(r—t) +x(at—1)=o,

qui est nulle pour « =o.

Formules données par les transformations inverses.

{ { . \
Flfz,20 + |, 20+ 3, x)

1
vo =40

:(I——x]-" F(%—ZD’ %, /—I—‘,:l‘)
/ \
(oK ‘ - , —16x({1—x)2
\/k)\ { .x__()x+1_’1l‘ oc,a%—-.';,?'ﬁ—f—':’“’ e 212 |?
_ 2 1—6x+x 2

I , 1621 — 22
I+x REN a,x-\#/{,t).a:—i——}ff, — :,/ H
: (1+x)t
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[ F4a, 2lx + ), fa+ 1, x)

1
=(1—a)* mF(zcx + 53 bo+ 5 )

R T e e B e e
F “’“+2’2“+2’(x2+4x—4)2 ¢

— —4 2(] —
| (1= )7 [ ar hoawe, B2,

==

, =20, .
=(1—ux) Floo+4, 3 —o2a, 2045, x)

5 / v Gx(l%x)

7) ‘ [ p2)—2a g, o <k 3 ! ’
(77) (1+ 4o — 422 F[a,a—{—_,zoc—l—,,(l+4x_4x2)2]
— ‘ , —16x(1 —x)

. & 1 3 . .
?4(1 2x)"°‘F[0¢,0€+4,20‘+w (1—'2.76‘)4 ]

Formules données par les transformations rationnelles du troisiéme degré.

A1
(78) ( :Aa(l—x\)s F( —a’“—l_%’é"x)

S A, F(“s%_“’ ;’x)
+
—2e(1—')*F(3a,3a+ §, fo+ 2+ (1 — "2 F (3, 3a+ 4, fa+ 3, 17),

<

[SES

F(d—ﬁ—{;,%-d,é,f)
A .
(79) :Bq\(l—%’}jF(I—dya—‘_'zv;’x\/
— t'2°‘(1—t’)°‘F(3 ay, 3o+ %, fo—+3, i')—— 1722 (1 — 1"V F (3, 3t + &, fa+ 35, t");

/
qu

¢, ¢ désignent les deux racines de I'équation
(gt — 8)2+272(1 —t)xr =0,

qui sont égales a { pour x =o0:

e 4 //.— ,1,
t’:»g+\/—1%§xz+...,
—8y3 |
=y
1 "’\/FEF(QOC-!-&) e I 4\/7_?'[‘(?9;_1_2_)
Av=(g) B =yt e T ) e + 3)

TTa+ 3T (a+3)
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i
AMF(a,§—a, i, x)
i

(Bo) | =Ail1—af Fl}— o+ 4, 4, 2)
= 81— )22 F (830, 30+ 5,20+ &, ')+ 1"%(1— 1")2% F3c,300+ %,200+3,¢"),

B4x Fla+34,53—a, i )
1
—B,x (1—2)° Fltr—oa,a+§,3, 2)

:
( =*(1—1')2* F(3a,3a+},2a +3, ) —t"%(1— t")22 F (3o, 3 + 4, 22 + &, 1");
U, 1" sont les deux racines de I’équation

1—gt)2+a27t(1—t)2x=o,

qui sont égales & § pour x =

8y3 1
t-—‘q)_’)—\/_‘l 8[ "“l‘- ]
g — By3 4L
l:f,——\/——x%f;«x -
AiFlo, §—o, &, )
o) ;
82) ¢ = A1 —2) F(t—aa bl 2)
( = t')“F(?)y,—‘{»o',2a—|—h,t")~+-(—~t”)°‘F(3o:,3‘{——0(,2a+g,l”},

=(—¢)*F(3a,4 —at, 20+ 3, ) —{— "2 F(3ot,4 — a, 20+ 21
¢, t" sont les deux racines de Péquation
(r+8¢)2(1—¢) — SEX = 0,

ui sont égalesh — L pour x—=o.
q 3] 8 P

Y B
t’:—;—\/—l%x“
/2 1
" 1 o \/3 D
b = S+\ l?ﬁ X~ —+
G. -
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Il
(84) Floyt—a, by x)=l1—2)* Fl{—a, 0+ |.

6 4

Lol =(1— 1*F(3a, § —a, 4, 1).

|

o |\ Flza+43—a,3z)=01- -2 Fli—a,a+ § 35, 2
) |
Gy 9 I 5 3 g0

l--—’- '()—:—S‘ZF(?)GC’{’—;)’O"—““,T‘F’t/.

¢ étant la racine de 'équation

(g —8t12¢—onl1—t)x =0,

qui est nulle pour x=o.

[ / .‘ g /
g6) | Flod —obhaj=(1—a) Fll—a ot o)
,\ Tiil——l:}:ziF(SQf,x"‘i‘:;,{i’t>7
i
5 . _ ! -
Fla+i2—adal=1—2) Ftl—a,a+3, 3, )

(87)

S

(I—t>21+’ ;%F(?)a_*" i? o+ '%9'3,1,\;

I

¢ étant la racine de 'équation

(t—9g)2t+2q9(1—t)2x =0,

(qui est nulle pour x =o.

(CiFla,a+ 1.t )

(88) « 4 — 3¢\ 3% ) ) — 3"\ 32
(88) :<+——4—-—> F{39¢,5a—1—~.‘_;,ﬁo:—%—%,t’)—%—(-/t4 > F(32,3a¢+ %, fa+3,1"),

\

( 1
| Dia? Fla+boa+ih o)

(89) h— 38 8% , VAL
( :K‘L‘[}*‘—) I‘<32,32+%,4°¢+§,t')—<4—4-> F(8«,3a-+ 5h4a+3. t);

¢, " sont les deux racines de I'équation

(9t — 8)2+ (31— §)sz =0,

qui sont égales a § pour x =o.
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: 8y3 4
V=% 4 3, £ =,
8\'/5 :‘,
TR 2
V=y— g &+
C.— > Val (2o + §) D /_7?;11(97:1—];)
'TTa+ 9T (a+3) T Dla)T(a+ )
(90) CiFla.a+ %3, %)
) :(1+3t')3°‘F(3x,3a+.’_,,205—*—?;,1') + (1 327)3% F(32,30+4, 22+ 5 ")
4 ;
() | Dia Flats a4, 2)
= (1+ 3¢')3% F(3a,3a+g,m+;’;,t’)——(1+3t”)3°<F(Sa,3a+%,2a+%,t”};

/, t" sont les deux racines de I’équation
(1—gt)2—x(3t+1)P=o0,

qui sont égales a  pour x =o.

t b Svlg :
== 1t x "_" L]
! 81
8y3 4
(=Lt - k. i i
Y 81 I

G (s % b b ) (1= 429 B3, § — o 20+ 1)
+ (1—41")3* F(3a, 3 — &, 22 + s U,
1

V Dy2* Fla—+3, o+, 3x)=1—{t)pP*F(3a,, —a, 20+t

( Yy f B
— (1—4¢")3% F(3c, §— o, 200+ 13

¢, 1" sont les deux racines de I'équation
1862 1--¢) — (1—4L)Px =o,
/A ) k )

qui sont égales a (— ¢ pour x = o.
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; EN
l-~-—é—-\%x"+ )
/g 1
l”_~v§--—1—18~x"-+—..
| At B
98 Flaa+iga)=(—F)FEai—n b0,
3
U . INANE . ,
(95) Fla+ 3, x+ 1§, g,x):<1_}3_) 9_98lF(3a+.‘_,,%--oc,~:_%,t>;

¢ désignant la racine de I’équation

(9—8t)2t+ (3 — 4t)Px—=o,

qui est nulle pour x =o.

, AL
(96) Floyat b o)=(1+3) FBaathii,

¢ étant la racine de I'équation

(t—9)2t— (t+ 3)32x=o,
qui est nulle pour x=o.

1
B R 9 A Ve fi bl
E\F(a,t —a,3,2)=Eij(1—2)°F(3 —a, 2+ 4, 3, x)

—(—t )2 F (3,4 —a, &, ')
1 — "% F(3a, ) — o, 4, ¢)

+
+ (1—"* F(3at,3 —a, %, 1),

(98) 3

I 5 5 54 o)
Giz2*Fla+ 4, t—a, 4, 2) =62’ (1 —2)*F(iv—a,a+ 3, i, x)
= (1 —t)*F(3a, §—a, 3, 1)
—i—j‘-’([ — t")2F (3, 4 — 2, 5, 1)
+

i(l —_— l///>1F(39(’ 1;__ o, ?12, Z///);
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t', t", t" sont les trois racines de I'équation
(3—4t3—o27(1— 8l =o,

rangées dans I’ordre dans lequel on les rencontre quand on fait décrire
a la variable x plusieurs lacets successifs dans le sens direct autour de
’ o e

] origine :

5 Ay 1 ____Js
z’-_,j—)gz z? + y ) = — 5 —1\‘—;,
o 3 ' L
t”:t:——-\)é/g‘/ x:f_‘_‘ , Jzz_;_v_[.@,
. 3Va.
l/”.: "}__ é?sz-i_i_ ,
3yr () — g VrT(2)
Ei—— 1 \/’F’ (1/ s G‘: 9\/T‘F H\‘
I'(3— o)l (2+§) ()Tt —a)

,’,_ " 5 )
& H‘F(“’ T‘)— d’ 3)’ ‘Z\) :H’(I ~x)lb(§~ &, “+"1"’ 3y X
<. = 0F (3, 4 —a, 2a 4, 1)
( +l”°‘F(3a,;——a, 20!_*___2" t”)
)

+ " F (32, ¥ — a, 20+ &, "),

-

K‘x.‘;F(a +|?’ »&_a, ;;’ x):K1.Z’%(I——x)EI4‘(I— 2, 05_!"%’ -::‘}" x/\
= ¢*F3a, 4—a,2a+35 t')
+l/"2t”°‘F(35<» J}— oA, 20§+ (:y t”)
- J‘ l///,xF(ga, ;" = ot 20{+’g’ t///);

(101) )

¢, t’, t" sont les trois racines de I’équation

(1—4t)¥+27tx=o0:

=1+ "7 x2°—+...,

=} + —=—



* 30 Mea+5) _1_>19r(;-;)r(m+;';;.
. ) T \23) T(a)T(a+3)

Uy o+ by §y X
[Set, S+ 35 22+ ¢y 1)
(32, 3 + 3, 2y+h, ")

(102) : o F
? - "\___ t//)a(l . tll)“pxF
“F (3, 3a+4, 20+ §, 1),

_]L (_ l///)u ( T tl//)

Kiz*Fla+ 4,3 —a, 4 x2)=K 2 (1~—x)% Fli—a . a+32,4%, )
= (—1"*1— t')22F3a,3a+ 4,20+,
+ 2 (— 1" (1 —t")22F (30, 3+ §, 22+ §, 17
+ J(=t" 1 —t")2%F (3o, 3o+ 4, 20+, ");

¢, 1", 1" sont les trois racines de I’équation
q

(3t+1)® —2ni{1—t)2x = o:

3, i
2.y 2 Y *
V= — 4 — %\/ a2t 4. ..,
S
e ;w'—g-‘-‘j x® —+ ,
3V 5
l///__ %,__ “"3—“]‘2x3+
[LiFim 2o bodoe) = (9 82 P £eF(3a i 4, )
(104) ¢ . + (g — 81" 20 t"eF (3, & — e, %, 1)
+ (9 — 8¢")2%"3F (3¢, § — @1, %, 1”),
M,z Flo+d, a+ 8§ a)= (9g—8)**t*F(3a, § —a, 3, U
<105) ,._}\._‘/.2{9_8[//221[//{1]?(35‘, ;‘{ . z, é, tl’/\
- .I'(g-—SI/”'\}gilwlFl;gd, 1} - a, i’ lm;:

/', ¢, ¢ sont les trois racines de I'équation

(4t —3)P—(9—8t)tx=0:
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3/~
/ t
/ 3 3\/{‘)‘ 3
U= 5= + .,
3
o % |
” 3 DV
fLi—= - 3 J x +
):/; 1
V2 . 3

3yal(}) yWr (2
L|:(‘27\°‘ | \/T' s/ s 1\11:<97>a__._l/_{£7.9)_*_\.
‘ F3—a)T(a+1) (o) Tl — o)
( PF(a, o+ 3,3, 2) =(1+8t)22(1— ' *F(3a, + — o, 20+ §, t')
(106} + (1 + 82722 (1 — ¢")*F(3a, 4 — 2, 20+ 3, 1)
' + (1 +8t"2e(v — "2 F (3, § — 2, 22+ &, 1"),

- Qz Fla+4a+3,5.2)= (1+8)22(1—1')2F (30, } —a, 20+ 3, 1)
(r07) ¢ + 21 4+-82")2% (1 —1")*F{3a, S — oty 20+ £, 1)
)

-+ J 820 (1— 1" *F (3o, + — o, 2t + 3, 1");

', t’, t" sont les trois racines de I’équation

(1—4t3—(1+8t)2(1—t)x=o.

3

3ya 3
l,_ - g) 3+' ]
, 33; o
ISR e

3 —

3va . |
l///_1'___ ;;/,/.)a’}-*—' \

+ (1—9gt")2*F(3a, 3a +§, 22 + 2, 1)
+ (1—9gt")**F(3a, 3a+ &, 22 + &, ",

‘ PF(a,a+5 5 2)=(1—9t')22F(3a, 3a+4, 2+ §, ')
(108)?
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1
Qx'sF(a + o+ g x) = (1—9l')22F(3a, 3a+3, 22+ i U
(rog) + j2(1-—9t")22F (32, 3 + 4, 22 + 3, 1)

s J'(I——gt’”)QOCF(\%OC, 3 —}—%, 200 -+ %, [///>;

!, 1, t" sont les trois racines de 1’équation

(3t+1)3— (1—9gt)xz=o0:

3/,

22 !
l'~—‘;+—:5— x® 4.

9:\‘/; i

2V 2 !
z”:—%-i——?)— Jxt ...,

8= )

2 =
z”’_—§+——‘3/ Jra’ +

. 1
Fla,a+4,20+32)=1—2)’ Fla+4, a+ i, 20+, x)

(110) 9l 2%
= (1 — -__> (84, Sk -4 fultd )4

¢ est une des deux racines de I’équation
2712 (1— () + (gt — 8)2x — o,

qui sont nulles pour x=o.

, .
Flo,e+4 20+ 2)=1—2) Fla+ 3, a+3 20+ 3% x)

(1”) ¢ '\ 20 -
( =(14) 1= O FBaat Lha 3,0

¢ est une des deux racines de I’équation

22+ (t+8)2(1—t)x — o,

qui sont nulles pour  =o.
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('112‘) (‘ I‘(O(,a—{-—%, 2“'+'§"x):(1_'x)'g F(“"*‘ ;';,OC—’r-'(},ZO:--F 6 X

(1~9l)‘—’°‘F(3a,3x—l—{;, 20+ ¢, 1),

I

¢ élant la racine de 'équation
2701 —{)* 4+ (1—g!)2x = o,
qui est nulle pour 2 =o.

7‘ o s \
(13) ) Flawa+ g oot 3, ) =(1— 2 Fla + 4, a+ §,00+ 4, 2)

=(r+88)22(1 — )2 F (3, § —a, 22+ 3, 1);
¢ étant la racine de I'équation

|

278 — (1 + 81)2(1—t)x =0,

qui est nulle pour x=o.

(I:i) 3t )

32
= <1— ——) F(3a,3a + 1, o +2,1');

¥ . ,
‘ F(a, o +—§'§,2a+-g-,.7c)—_—(l—-x)2 Fla+g,a+%,20+ 3, 2)
(
| T
¢ est une des deux racines de I’équation
2782 (1—¢t) — (4 —3¢)3x = o,

qui sont nulles pour x = o.

/ i
5 Flo,a+ 20+, 2)=(1—2P Fla+lat+ i 2043, 2

(115) t\ 32

( :(1——Z> Fl3a,a+ {, fa+2,0);

¢ est une des deux racines de I'équation
2782 — (4 — )3z = o,

qui sont nulles pour x =o.
G. 18
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|

(116) | Fla, o+ 2+ 4 o) =(1—x)* Fla+ i a+ 3 20 + 3, x)
;. — (14392 F (30,30 + 1, 22+ 3, £);

&
¢ étant la racine de ["équation
a7l — 1) — 3t -+ 1)pPx =0,

qui est nulle pour x=o.

i
(117) | Floe, 2+ &, va+hx)=1—x)? Fla+ 5 a4+3,2a+§, x)
\ / -
l =(1—4tp2F(3a, b —a,00-+3,t);
¢ étant la racine de I’équation

271+ (1— ft)pa=o,

qui est nulle pour  =o.

Formules fournies par les transformations inverses.

F(3a,3a0+ 4, fa+ 32, 2)
l_m
=(1—z)° - +Ha+nba+ 3 x)
(118 " — 2722 (1—x)’
\II )I s([ %‘) [7 a+ ))2“”’“(” (9.1:18)‘) ]9
(-3 e, — 271 2)
\ .‘l T) % &+ 28 3x —4)3 ,

r F(Sa, 3o+ 4 20+ 3, &)

, T=A0 oy - -
=1—a) Fy—a§—a, 20+ 3, 2)
—2795\1——4) J
. ,
(1—ox)?

/

A 91“)‘“F[a,a+._%,za+%,

gl ] e
/1#—32:“3“F[ye/ 1,2 —}-b,_“__({ \'% ) ],



(120)

(121)

(123)
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F(3“’a+‘:¥"4“+%’x)
3 5
=1 —2)?Fla—+2,30+ s for+3, x)

o

~20, B .
<I+ > (I—x)—“F[a,a—l—{,—,za—%—-g,

/
| [1+3,
() s 2]

o)

{
il

F(3a,§ —a,2a +2, 2)
t— 2 F(} —a,3a+14, 20+ 3, )

(
( (1+8x )72 (1 — z)-2 F[cx, o+ 5,20+ 8, T——Tj{c————‘,a
(

5 l _w( 2'7x ,
- 1 o
(I_{ix> Bed E “,05"‘]"‘3‘,2“ _*__6_, (—4~———*l—)—?—’ 9

27 (1 )

8x AN N 5 3 (9 )2
I_-ST><I—~—3—> Flia+2,d+6,2,-?47'3—)‘

\

2 D .
<1—8—x>(1—x)a ")F[oc—i—:'),g—a,g,—(q %) x:l
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Flda+ ), a3 3 @)

5O / 5 % ’
(l-xl' Fl1—3a,§—a,3,x)

Y2 ’
~ 4 x . . X == Q)=
(m))/ —’—)‘I—VL’ ’xf'i?[a+{,,§—s:,§,—(—> (19/ x\.,lv

/ Rl e

—3;(43 (Zl‘ ()\-)x
- 5 — 9
< >( I‘[OC—%—%“”"H"-_;’WMI'

Formules fournies par les transformations inverses
des aulres transformations rationnelles.

—‘_,- 6o+ 4, )

+
27 — 36'30—,—0 L 4 — 6hx3 (1 — x)
- — Q/‘ -
219 &Y 2E T (822— 36x + 27)2 ’

8x\ —34 . 64x3 (11—
<l——(—> F[a,a—l—f,—,za-&;’;, ﬂ—(—,)],
(9—8x)

i 5 e
Fi§—2a§—2a,2a 4§, 2)

(rom) | ‘ . —6izx(1—x)3
(27 (1— 202 — 822" *F|a,a + j, 22+, il : ’
-  (1-— 202 — 822)?

| : 64x(1— x)3
, Yo oo 5 7.
g (1—1—81’) F[a,oc-i— 3y 200 =F &, (I—‘r—8x>3 ]7

\

[ Flfa, 00+ 60+, 2

{
—(1—a " Flfa+4%, 20+ 6a-+ 2]

l50Q 27 — 18 — a2\ 73 64 2
128 ‘( / ) F[a,d+),2l+(,, 4 )—J’

27 (@2 102 — 252

/
{
/ '\ 38 6GAh a3
X / \ o Y&
((l—()) (1— ) “F[a,aﬁl—%,:’.a—{—;{,( % 5

— 3 [ S -
(& —9)P1—2x)|




F(4o,2a + % %, x)

SUR L’EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETC.
(F(4a, ;‘,__095’905_4_("35
= (1— Flfa+ 4,6 —20,20+3, x)
(128) (1182 — ap22)- "7~F[a,oc+%,za+g, Oh .
- (I + 182 —2g22)2
B 642
|+ g ) HH[mac e, (S'x“_r)-%(}‘f;)‘];
(F(4o, £ — 22,2, x)
, (8—9x)x
_1 =
(130) ‘ r[d, [ O” 39 64»‘\1_.2:.) 9
pmm——
8-—36x+ Dy = s —(8—9gx)ix
F 4 ’.‘1 :)1 - S
(( ) O”a—*___’ ”(8—%()‘%’—,—?7]}2)2]

A 3
I T L va 4 (B—9z)'x
(132) g(l .Z') (I 8 >F[OC+312 Xy gy 64(1——.2,’) J?

4t

? 8—36x—|—27x‘-’ h
()

\

[ F{fa+ 5,20+ 5,4, )

/ _ x i1 4 —|(r+8)Px
: (133) l—x S <I+ 8> F[OZ+ RE D) %, 3 64(1——3')3' 9

9z — (8 —gz)’a
<I-—— _>F[d+ P 0’+ 69 ”(8—%6%"*“(’71‘2)2 9

D)
o2
8—20x—12> '

\

F(6a, ?oc—l—;',,é,ot—{—%,x)

= (1 — ) (7o'—|—i,,‘-;—2a,4oc+§-,x)
_ — 32 —20, e ; — 21— )2
(134) ((2 iz i —{—2x> F[aaa_{_"}’zd_*—%’(2x3_2éz'2(i3‘:_)‘_2>2]’
=t {
Y e
o B g e, 22
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\
F(60,2 —2a,20+}, 2

=25 ] .
(1—a) ‘F(ﬁ,a—%—é,%——ia,za—i—;},x}

—108x(1 — ) :l
. )

135) w—!—%()x-()()x2+64x")“)°‘l‘[J a—+3, 20+, (6427 — ob 22+ 3o +1)2
(1

a ' . 108x(1— x) )
a’a_*_:{’?‘a_{——ﬁ-’(I—l()x—i—lﬁx- )31’
4 )

(1— 162 4- 1622 )32 F

\

F(6o,fa+ {20+ 3 2)

2—‘ S =
I_x) F(3—fai—oa, 203, 2)

108z (1 — z)* ]
2

(
(136) (1—33%x — 3322+ 23)- 2dF[a,o’+ 1 4“+%’(x3—33x2—33x+1)2

) | —10850(1—-70)/‘ .
+I4.Z‘+Z'2) 306Flioc,oc—l—;‘;,20‘+%a(x2+14x+1)3]

F(6a, jo + §,8a+ 1%, x)

1_,

:(1—x)g_'aF(2a+§—,4a—l—fg,8d+:1;,33)
' . 9 a9 3\ —2 1 —

B 64 (64— 96x+30x2+x
| (16 — 162 + 22\ 3% 1 s —1082% (1—x) 7
< 6 ) F[“;C’f—i-ﬁy 28 -+ 7§, (16—16x—i—x2)3J.

Les transformations que I'on peut effectuer lorsque deux des trois
¢léments «, 3, y sont arbitraires ont été données completement par
Kummer. Dans le cas ol un seul élément est arbitraire, il a indiqué
quelques cas particuliers de la transformation rationnelle du quatrieme
degré et un certain nombre de transformations irrationnelles.

Les autres transformations rationnelles et la plupart des transforma-
tions irrationnelles me paraissent absolument nouvelles.

Vu et approuye :
Paris, le 8 avril 1881.
Le Doven pE rA Facurré pES ScieENcEs,
MILNE EDWARDS.
Permis d’vmprimer : :
Paris, le g avril 1881,
Le Vice-Recreur pE L’Acapévie pE Paris,

GREARD.



SECONDE THESE.

e S OB —

PROPOSITIONS DONNEES PAR 1A FACULTE.

Formule de Lagrange pour développer suivant les puissances de «
I'une des racines de I'équation = = x + « f(z).
Propriétés des polynomes de Legendre et applications de la formule.

Vu et approuvé :
Paris, le 8 avril 1881.
Le Dovex pe ra Facurrt pes Sciesces,
MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer :
Paris, le g avril 1881.
Le Vice-Recreur pe L’Acapémie e Pagis,

- GREARD.
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