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SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS ENTIERES

PAR

P. BOUTROUX

a PARIS.

Introduction.

I 6ude directe des développement en série, a laquelle ABEL a su donner
une si brillante impulsion, et qu'il a appelée »la partie la plus essentielle
des mathématiques»>, a occupé, dans les travaux de ses successeurs, une
place prépondérante Le moment est venu maintenant de considérer en
eux-mémes et d’analyser avec quelques détails les types généraux de fonc-
tions dont la science a été ainsi enrichie. Or il faut bien reconnaitre que
les propriétés d'une fonction n’apparaissent que rarement sur un développe-
ment infini. C‘est pourquoi il sera souvent avantageux de substituer a
I’étude d’'un développement celle de caracteres moins précis mais plus in-
tuitifs, aptes a servir de marque aux fonctions d'une classe déterminée, en
permettant de les distinguer des fonctions voisines et de les reconnaitre
lorsqu’elles sont définies par une dquation différentielle ou de toute autre
maniere.

Le mode de croissance, objet des beaux travaux de MM. Hapamarp
et Borer, parait étre, pour les fonctions entiéres, un tel caractere. T'oute-
fois, si I'on veut que la connaissance de ce mode de croissance puisse, dans
une étude ultérieure, tenir lieu de celle de la fonction, il est nécessaire de
le déterminer avec plus de précision qu’on ne 'a fait encore. C’est la tiche
que je me suis proposée dans ce mémoire.

MM. HapsaMarD et BOREL ont montré' que le module d’une fone-
ieme

tion entiére dépend étroitement de celui du #'*™° zéro. Toutefois I'on avait

! Des généralisations des théorémes de MM. HADAMARD et BOREL viennent d’étre
tout récemment indiquées par M. E. LINDELOF qui a établi des propositions voisines de
celles qui sont exposées dans la premiére partie de ce travail. M. LINDELOF a égale-
ment obtenu, de son cdté, un exemple de fonction de genre zéro se trouvant la somme
de deux fonctions de genre un. (Voir page 45.)
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2 P. Boutroux.

lieu de craindre que ce rapprochement ne plit étre poussé tres loin et
quil fallit pour arriver a un résultat un peu précis tenir compte des ar-
guments des zéros. Je montre qu'il n'en est rien en général, et jobtiens
alors une représentation asymptotique du module maximum pour |z|=~»
d’une fonction entiere de genre fini. Ce résultat me permet d’étudier en
détail le cas resté obscur ou le module maximum d’une fonction de genre
p se comporte approximativement comme ¢”. Je constate que dans ce cas
la fonction peut exceptionnellement perdre tous les caracteres qui la distin-
guent des fonctions de genre p— 1. Dailleurs dans ce cas encore, les
propriétés fondamentales de la fonction résultent de son mode de croissance
qui apparait alors comme plus important que le genre; wumne telle fonction
de genre p peut en effet étre la somme de deux fonctions de genre p— 1.
~Ce fait vient contredire l'opinion générale qui était, comme on sait, que
la somme de deux fonctions de genre p est toujours de genre p au plus.

Les conclusions de ma premiére partie me conduisent a faire ressortir
de nouveau l'importance toute speciale des fonctions a croissance réguliére
signalées par M. Borgr, c’est a dire des fonctions dont le module maxi-
mum M(r) satisfait a partir d'une certaine valeur de » a la double inégalité

gfih < Mr) <et™

Toutefois j’ai pensé qu'il y avait intérét a ne pas se borner a ces fonctions
précisément afin d’avoir un moyen de les reconnaitre lorsqu’on les rencontre
dans une application: j'ai done cherché a ne faire que les hypotheses stricte-
ment indispensables pour rendre possible un résultat préeis. Dans le méme
ordre d’idées j'ai défini ainsi une classe assez étendue de fonctions dont

hn

le module maximum pour |z| =1 est égal a ¢, n étant le nombre des
zéros dont le module est inférieur a 1, et ' un nombre positif fini.

La seconde partie de ce travail est consacrée a la dérivée logarithmique
d’'une fonction entiére de genre fini. On sait déja que le module maximum
d’une fonction entiére est comparable a celui de sa dérivée. Mais j’ai pu
obtenir un résultat beaucoup plus précis. Si l'on exclut du champ de la
variable certaines aires fermées entourant les poles, aires dont la somme
peut étre rendue négligeable, la dérivée logarithmique d'une fonction de
genre fini reste comparable, partout ailleurs, & une puissance finie de la
variable; jétudie alors, dans le champ conservé, son module maximum
pour |z]=r. La wméthode suivie s’applique, sans modifications, a des
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Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 3

fonctions méromorphes d'un type plus général, et I'on obtient alors, au
sujet de ces fonctions, une théorie de tous points analogue a celle qui a
servi de base a l'étude des fonctions enticres.

Je donne une application de cette théorie en étudiant la croissance
des fonctions méromorphes récemment découvertes par M. P. PAINLEVE
au cours de ses recherches sur les équations différentielles du second ordre
a points critiques fixes. M. PAINLEVE a signalé trois types d’équations
dont les intégrales sont des fonctions méromorphes nouvelles. Je montre
que les intégrales des deux premiers types se définissent & l'aide de fonc-
tions entieres de genre 2 ou 3 dont le module maximum croit comme

2 E
e’ ou €
Dans la troisitme partie, je cherche a étendre les résultats des deux
premitres au cas des fonctions de genre infini, et j’étudie le troisieme type
d’équations & intégrales méromorphes nouvelles signalé par M. PAINLEVE.
Je constate que les fonctions entiéres correspondantes croissent comme
4
L,

o1 027

¢ e ou e’

J'ai abordé dans la quatriéme partie un probléeme un peu différent en
cherchant & préciser les résultats obtenus par MM. BoreL et LiNDELOF
sur la croissance des intégrales d'une équation différentielle algébrique du
premier ordre et j'ai 6été conduit ainsi a définir une classe d’équations
dont les intégrales ont un mode de croissance trés analogue a celui des
fonctions entiéres de genre fini. J’'indique, pour terminer, la conclusion
qui me semble devoir étre tirée de ces divers résultats. La relation re-
marquable qui existe entre la croissance d’'une fonction entiére et sa nature
analytique (en particulier, avec le nombre des branches de la fonction in-
verse) ne nous parait pas tenir & des circonstances fortuites ou spéciales:
elle n'est vraisemblablement que la manifestation d'une propriété plus gé-
nérale des fonctions analytiques.
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4 P. Boutroux.

PREMIERE PARTIE.

Je vais me borner, pour commencer, a ’étude des fonctions entiéres
de genre fini; me réservant de montrer, dans une partie postérieure, com-
ment la méthode employée pour ces fonctions peut étre appliquée aux
fonctions de genre infini.

1. Désignons par F(z) une fonction entiere de genre fini p. Soit
M(r) son module maximum pour |z|=r, »; le module de son i zéro,
enfin 7 le nombre des zéros de F'(z) dont le module est inférieur a ».

MM. HapamarD et ScHOU ' ont donné une limite supérieure du nombre

n. Ils ont montré que l'inégalité

(1) M(r) < e™®
supposée satisfaite pour toute valeur de 7, entraine
(2) n< CV(r),

(O étant une constante finie. .

La réciproque du théoréme de M. HADAMARD est-elle vraie? On
n'a pas encore complétement répondu & cette question, et c’est elle qui
doit nous préoccuper tout d’abord.

Bien entendu, la question n’aura un sens que si I(z) est un produit
de facteurs primaires: si cette fonction contenait un facteur exponentiel
e son ordre de grandeur pourrait étre absolument indépendant du nombre
n; c’est donc le produit de facteurs primaires, G/(z), contenu dans F(z)
que je vais me proposer d’étudier. Les résultats que jobtiendrai ne s’en
appliqueront pas moins au cas le plus général: soit en effet

Fla=0(2)e"?,

1

p. 763.

HapaMArRD, Journ. de Math.,, 1893. ScrHou, Comptes rendus, t. 125,
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Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 5

jai le droit de supposer que l'ordre de grandeur de ¢““ est inférieur ou
égal a celui de (/(z); car, si cette condition n’était pas réalisée pour I'(z),
elle le serait certainement pour F'(2)-—a, quel que soit @ (sauf pour une
valeur de @ au plus).’

Considérons donc le produit infini (7/(2). M. Borurn s’est proposé de
lui trouver une limite supérieure (pour |z| =), et il a démontré la pro-
position suivante: *

Soit o un nombre positif tel que l'on ait, quelque petit que soit a,
a partir d’une certaine valeur de n

i

(3) Vn = np+(/. .
On aura, quel que soit ¢, a partir d'une certaine valeur de 7,
) ) 2
: o+e
(4) |Ge)] < e

M. Borer a appelé ordre de G/(2) le plus petit nombre p satisfaisant

a la condition (3). Ce nombre est tel que la série Z »pé—g;soit divergente
T'n

s . =\ .
et la série Z convergente, quel que soit a.

ot
7y n

2. Voulant donner du module maximum pour |z|=r, M(r), une
représentation asymptotique aussi exacte que possible, je dois chercher avant
tout si I'on ne peut pas obtenir une limite supérieure de M(r) plus précise
que la limite (4).

Quelque naturelle que semble cette recherche, on a pu se demander
il y avait lieu de l'entreprendre. Nous ne savons pas en effet, @ priori,
jusqu'ott va la relation observée entre la croissance de M(r) et le nombre
n défini plus haut: or sl fallait pour déterminer M(r) avec quelque pré-
cision faire intervenir des ¢léments nouveaux comme, par exemple, les
arguments des zéros, les difficultés du probléme seraient singulierement
accrues.

1 : r . . ' .
Cela résulte de la généralisation du théoréme classique de M. PicArRD sur les

fonctions entiéres. Voir. BoreL, Sur les zéros des fonctions entiéres. (Acta Math. 1896.)
* Acta Math. 1896 (Art. cité); Lecons sur les fomctions entiéres, p. OI.
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6 P. Boutroux.

Il semble précisément a premicre vue que cette circonstance défa-
vorable se présente. Considérons, en effet, avec M. Borer,' les deux

fonctions sin 7z et Leurs zéros ont mémes modules 1,2,3,...

1

et cependant leurs modules maxima sont respectivement proportionnels a
¢ et a ). M. Borer fut tenté de conclure qu’il faut ou tenir compte
des arguments des zéros ou se contenter de la limite (4).

Fort heureusement il se trouve que les deux fonctions signalées par
M. Boren rentrent dans un cas d'exception: nous constaterons qu'on a
en général le droit de faire abstraction des arguments des zéros. (“est la
ce qui permet de préciser notablement les résultats de MM. HapAmarD
et BOREL. ‘

Une représentation exacte de M(r) aura surtout son intérét lorsque
I'on étudiera la classe, fondamentale en pratique, des fonctions a croissance
réguliere définies par M. Borer (voir Introduction). Mais il convient
peut-8tre de s’attacher, pour commencer, a des types de fonctions plus
généraux; il est utile, en effet, de connaitre des propositions applicables a
des fonctions dont on ne sait pas encore si elles sont a croissance régulicre.
On aura précisément ainsi un moyen de démontrer, s'il y a lieu, que
leur croissance est bien régulicre.

3. Pour établir les résultats que j'ai en vue, j'aurai a évaluer certaines
intégrales définies ol figure la fonction »; ou une fonction ¢ (i) comparable
a 7;. Cette évaluation ne sera évidemment possible que si I'on fait certaines
hypotheéses sur la croissance de cette fonction ¢(¢); mais des hypotheses
trés générales suffiront. (Pest ainsi qu'il n’est pas nécessaire de supposer
que ¢ (i) est a croissance régulicre (la définition de M. Borew étant étendue
aux fonctions croissantes qui restent comparables a une puissance finie de
la variable). Kn d'autres termes, nos calculs pourront porter sur des fonc-
tions ¢ (x) qui ne satisfont pas nécessairement, a partir d'une certaine valeur
de z, & une double inégalité de la forme

o < ¢(x) < #**° (e arbitrairement petit).

I’analyse n'a pas cru devoir s’occuper jusquici de semblables fonctions: il

Y Legons sur les fonctions entiéres, p. 99.
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Sur quelques propriétés des fonctions entiéres, T

est cependant possible d’effectuer sur elles des caleuls préeis, moyennant
des hypotheses assez larges sur leur mode de croissance,

Evalution de certaines intégrales définies.

4. (/(z) étant un produit de facteurs primaires de genre p, je suppose
ses zéros rangés par ordre de modules croissants suivant la régle de WEIER-
STRASS, en sorte que l'on a

yiélri-kly
si l'on désigne par 7; le module du zéro de rang i.

Les 7; étant connus, il est toujours possible de former une fonction
de x holomorphe, réelle et positive qui, pour z entier et égal a i, prenne
la valeur 7;. J’appelle w(z) une telle fonction.

On peut définir la fonction @(x) au moyen d’une formule d'interpola-
tion quelconque; mais je supposerai, ce qui est évidemment légitime, qu'elle
ne cesse pas de croitre lorsque x varie de o a4 -+ oo.

Cela posé, désignant par m,n deux entiers positifs finis (m < n) et
par A2 un nombre positif, proposons-nous de déterminer une limite su-
périeure d'une somme de la forme

i=n

2 [w(i)]*, % [w(i)]*.

i=m+1 i=n+1

Nous augmentons évidemment ces sommes en les remplacant par les
intégrales définies

=

f [@(x)] " dx, S [o(@)] e,

m n
Tout revient donc a trouver des limites supdrieures de ces intégrales. Pour
Yy parvenir, je substituerai & (x) une fonction ¢(x) qui, pour z réel et
positif, soit elle-méme réelle, positive et inférieure a w(x), cette fonction
¢(x) étant choisie de telle maniore que l'on sache calculer les intégrales

= j [¢(a)] e, 1, _:f [¢(@)] " dr

dont la seconde est supposée avoir une limite.
Il nous faut chercher quelles hypothéses il convient de faire a priori
sur ¢ (z) pour obtenir aisément une limite de ces intégrales définies.
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S P. Boutroux.

La solution la plus simple consisterait a prendre pour ¢ () une puis-
sance de w. J’ai rappelé qu'il existe un nombre p (ordre de la fonction
entiere) tel que l'on ait a partir d'une certaine valeur de ¢

1
(3) > iete

quelque petit que soit . On peut donc faire

¢ () = x"+e.

Ce choix nous rameénerait & la méthode qu'a suivie M. Borer, dans les

travaux cités plus haut, pour évaluer le module maximum du produit G(z).

Mais on sait qu’il peut exister un écart considérable entre la fonction
1

w(z) et la puissance de », 2°**. ('est la une conséquence de ’existence
des fonctions a croissance irréguliere.’ D’autre part, dans le cas méme ol
Pordre d’infinité de 7, est déterminé (d’aprés la définition de M. Borew),
il est souvent possible d’assigner au module 7; une limite inférieure plus
précise que la limite (3). On aura par exemple

1 1

vy > JE (log i);

o étant un nombre fini. Il est & prévoir que 1'on obtiendra des limites
' 1

plus exactes si l'on peut, dans les divers calculs effectués, remplacer ¢+
par une fonction ¢(x) plus voisine de w(x).

Laissons donc de c¢6té, pour un moment, la fonction w(z) et faisons
a priori certaines hypotheses sur ¢(z), en montrant que ces hypotheses
rendront possible la limitation des intégrales définies I et I,.

5. Faisant d’abord varier x entre m et n, supposons qu’il existe deux

o : ; x h ; -
nombres positifs p et v tels que les fonctions —- et % soient croissantes ou
' i

du moins ne décroissent pas lorsque m <x <n. Nous distinguerons alors
divers cas suivant la valeur qu’a A dans l'intégrale I.

' Voir dans 1'Introduction, la définition de M. Borern. M. BOREL a montré qu’il

est facile de former des fouctions & croissance irréguliére.
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Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 9

£ T o
Premier cas. p est infériewr @ 7

A

. e s . 5 x

Exprimons que les dérivées logarithmiques des deux fonctions 5 et
J 5

/A
"?j;; sont positives: nous obtenons
£°
dg—
Av dx A
x= ¢t =g

et nous en déduisons la double inégalité

dg—* »
T i(l 7ot )‘V>¢’ ’

(1 =g <¢7 +a

ou 1 —Au et 1 -—Av sont des nombres positifs.
D’ot, en intégrant:
1
I — Ay

—An . —A L ~An
47 < [ 974ar < = g

Par suite, on peut poser

& J9tae = ety

m

o ol et ' I
et ¢ conserve une valeur finie lorsque 7 augmente indéfiniment (¢ < =k
, : —

o i ot
6. Deuxiéme cas. v est supérieur o Pk

A

En procédant exactement comme dans le premier cas, nous aboutissons
cette fois a l'inégalité

1) <— Zlwg )

olt 'on a v — 1 > 0.
Si I'on intégre, on pourra poser

fngb*)'(]x = em[¢(m)]™

et ¢ restera fini lorsque n augmentera indéfiniment.
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10 P. Boutroux.

~

Si donc les conditions impossées A ¢(x) ne cessent pas d’étre vérifiés

pbour & > M, on aura
J )

j., s[}»fld,,r =Gy [(/)(.m)]—l

m

¢, Ctant une constante positive finie, et par suite (si l'on remplace m par
n, en se reportant aux notations du § 4)

L =g nld(n)]=.

1

7. Troisiéme cas. Supposons maintenant que l'on ne puisse trouver
. i M b . SOPET P
ni un nombre x inférieur a -, ni un nombre v supérieur a . satisfaisant

dans Dintervalle mn aux conditions énoncées ce qu'on peut exprimer
grossidrement en disant que, dans cet intervalle, ¢~* croit approximative-

1 . N .
ment comme -. Nous sommes alors conduits & imposer au choix de ¢ ()
x

une condition supplémentaire. Je supposerai qu’il existe deux nombres g,

et v, tels que les fonctions :
z (log @) ¢

o "z (log )

soient croissantes ou du moins ne décroissent pas dans l'intervalle mmn.

A

La dérivée logarithmique de ¢~* satisfera, pour m < x < n aux inégalités

d¢, —A
Tt <,_;§Z<E+,/ﬁ.
® ' mlogaw=— o=z | zlogw

Tci encore, suivant les valeurs de g, et y, diverses circonstances pour-
ront se présenter.
Soit d’abord p, < 1. On aura

d
(1 — )¢ " < (¢ "wloga).

On pourra, par suite, poser, lorsque 7 devient trés grand

(7) f ¢ *dx = enlogn[¢(n)]™* (¢ nombre fini).

! log @ représente ici la valeur arithmétique du logarithme.
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Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 11

Soit maintenant v, > 1. On aura

b, — )¢ < (9 Pwloga)

1

= (1%

ce qui permettra de poser
(8) fg[) “dx = emlog m[Q(m)] *

ol ¢ reste fini lorsque m augmente indéfiniment.
Soit enfin p, > 1, v, <1. On peut exprimer ce fait en disant que
dans lintervalle mn (ou du moins dans un intervalle intérieur a mn), la

. : E A I e :
fonction ¢ se comporte a la facon de o Je ne puis rien dire alors

og
sur la valeur des intégrales précédentes, a moins de faire une hypothese
plus précise sur la croissance de la fonction ¢(z).

Posant, d'une maniére générale,

log, x = loglog x, log,x = loglog,z, ...,

et désignant par s, un nombre quelconque inférieur a 1, par y, un nombre
quelconque supérieur a 1, je supposerai que l'un des deux rapports
A

xzlogw ... (logy x)* ¢
P y zlogw. .. (logg »)"

soit croissant (ou du moins ne décroisse pas), lorsque & dépasse un certain

entier fini.
Dans le premier cas, l'intégrale

/igb *da

est divergente et a une valeur de la forme
(9) I=cd *nlogn.log,n...login (¢ positif fini).

Dans le second cas, la méme intégrale est convergente, et nous ob-

tenons pour elle une valeur de la forme

cd*mlogm .. .log,m (¢ positif fini).
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12 P. Boutroux.

Si l'on fait croitre n jusqu'a + oo et que l'on change m et n, en
se reportant aux notations du § 4, on pourra écrire 1'égalité

(10) I, =c d*nlogn...(log,n)

ot ¢, conserve, lorsque 7 augmente, une valeur positive finie.

8. On constate ainsi que les hypothéses faites sur ¢(x) permettent
bien d’assigner, pour les grandes valeurs de z, une limite supérieure aux
intégrales ' I et I,.

Tl est & remarquer d’ailleurs que les raisonnements précédents n’exigent
nullement que 4, g et v soient positifs. Soit, d'une maniére générale, une
fonction réelle et positive - f(x), satisfaisant aux conditions suivantes: il
existe deux nombres positifs ou négatifs, pu et v, tels que les fonctions

g x) . . . ’ . s
) et %—ﬂ;— soient croissantes. Si nous écartons, pour simplifier, le cas
exceptionnel oll s < — 1 <y, nous pourrons affirmer que l'intégrale in-

définie de f(x) devient infinie comme xf(x).
I hypothése faite sur f(z) revient, d’ailleurs, a supposer que la dé-

iz
=

rivée de f(x) devient infinie comme Nous avons donc démontré

que de cette propriété de la dérivée, on a le droit de conclure a celle de
I'intégrale. Nous constatons ainsi que la croissance de f(z) est tout-a-fait
analogue a celle d'une puissance de z.

! Dans une note insérée aux Comptes-Rendus de 1’Académie des Sciences
le 4 février 1901, j’ai obtenu les mémes résultats en suivant une voie un peu différente,
mais en imposant & ¢/(z) des conditions équivalentes & celles que j'ai énoncées ici. Ces
conditions étaient les suivantes:

8i p %= p, l'on pose

1
nell e el
d(x) =" ¢ (@)
ot lon suppose ¢, () tel que la fonction

e log @ — log ¢,
soit positive et croissante lorsque ep < I—‘g. ¢,(¢) sera par exemple de la forme
(log ) (log®x)% . . . .

1
Si p était égal & p, on isolerait dans la fonction ¢ le produit 2# (log #)°.

Q-
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Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 13

9. Revenons maintenant au produit de facteurs primaires ((z) dont
nous supposons les zéros connus, et voyons comment nous pourrons former
la fonction ¢(z).

Le cas ou I'on obtiendra les résultats les plus précis est évidemment
celui ot la fonction w(x) définie au § 4 satisfait elle-méme aux conditions
imposées a ¢(x). On peut alors substituer w a ¢ dans tous les calculs
précédents.

Si T'on introduit dans I'énoncé le genre p et l'ordre p du produit
(#(2), cette classe sera définie par les caracteres suivants (on suppose p == 0):
o

I Lorsque l'ordre p n'est pas entier, il ewiste un nombre p inférieur

L < it w(x . . . :
a ~ et un nombre v, tels que les rapports Srent —i;—) soient croissants a partir
P ) w
d’'une certaine valewr de x.
On a alors 1'égalité (5) pour 2 < p et 1'égalité (6) pour 4> p.
Parmi les classes de fonctions pour lesquelles la condition énoncée est
réalisée, il en est une qui doit surtout attirer notre attention: elle comprend

les fonctions dont les zéros sont répartis de telle sorte que les deux rapports

soient croissants a partir d'une certaine valeur de i, quel que soit le nombre
¢. Cette classe de fonctions rentre dans celle des fonctions & croissance
réguliére qu’'a définie M. BorgeL; elle comprend toutes les fonctions qui ont
été étudides jusqu'ici par l'analyse.

Les calculs précédents nous permettront d’ailleurs de subdiviser cette
classe en faisant sur la croissance de »; des hypothtses de plus en plus
précises. ;

Mais nous n’épuiserons pas ainsi la famille de fonctions que définissent
les conditions imposées plus haut a w(z). Cette famille comprend des
fonctions qui me sont pas a croissance régulicre, aw sens adopté par M. Borel,

i)

mais  pour lesquelles le module r; pourra osciller, lorsque i croit, entre i°

1
=—=0

et i (¢, « nombres positifs arbitrairement petits). Nous obtiendrons né-
anmolns sur ces fonctions des résultats aussi précis que sur les précédentes.
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14 P. Boutroux.

10.  2°  Lorsque p =p, la classe de fonctions considérée est définie
par ce fait quoutre le nombre v défini plus haut, il existe un nombre o in-
1

S0 e 2% (log x)* . : . s :
Jérwewr a & tel que le rapport ———="= soit croissant a partir d'une certaine
] - 0] -

valewr de x. (La fonction w se trouve alors satisfaire aux conditions du
§ 7 avec g, < 1, et l'on a, pour A = p, I'égalité (7); I'égalité (5) reste
d’ailleurs vérifiée pour A < p, I'égalité (6) pour A > p).

Sl n'existe pas de tel nombre o il eviste du moins wun entier fini k et
un nombre o inférieur o ; tel que le rapport

1 1
2? (log w)p -« (logy )7
1)

soit croissant o partir d'une cnrtaine valewr de r. (On aura alors, pour
A= p, l'inégalité (9)).

3°. Lorsque p =p 4 1, nous supposerons qu’él existe (outre le nombre

p défini au § 9) un entier fini k et un nombre o supéricur a 5 tels que
le rapport
(O]
1 1 o

.A:’m(log m)m. .. (log @)’

soit croissant & partir d'une certaine valewr de x. On aura alors, pour
A=p + 1, l'inégalité (10).

11. Considérons maintenant le cas général olt w(x) n'appartient pas
a la classe définie par les hypothéses du paragraphe précédent, mais est
une fonction croissante satisfaisant simplement aux conditions du § 4. lLa
fonction ¢(z), inférieure ou égale & w(x) que l'on doit faire figurer dans
les intégrales I et I, afin de les rendre calculables par la méthode exposée
ci-dessus, ne peut plus alors coincider avec w(x). Cherchons dans quelle
mesure elle pourra s’en rapprocher.

Je vais considérer, tout d’abord, le cas ou l'ordre p n’est pas entier,
et montrer qu'on powrra faire coincider ¢ et @ pour des valewrs de x in-
défiviment croissantes.
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Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 15
; g I I 5 ey
Soit y un nombre compris entre - et -. Il résulte de la définition
/) )

. . at . a6 .
méme de 'ordre que la fonction prren prend des valeurs indéfiniment crois-
w

santes. On peut, en effet, poser
I
p=p(1 4+ ¢) avec —<p, e > o.
/=1

Si donc il existait un nombre ¢ tel que l'on ait, a partir d'une certaine
valeur de x

xl—fs

o
1 AT S‘ ! - 't 3 t . ) 1.
a série » — serait convergente, ce qui na pas lieu.

"

4
. g ;
Considérons alors la courbe @) On peut tracer une courbe repré-
w i

sentamt une fonction towjours croissante, ow du moins, ne décroissant jamais,
s . xt 5 o
qui reste toujours au-dessus de la courbe alE et la touche en une infinité
)l

de points s’éloignant indéfiniment de l'origine. Nous prendrons pour 0

la plus petite fonction représentée par une telle courbe, et ¢(z), qui co-

incidera avec w(x) pour des valeurs de z indéfiniment éloignées, satisfera

bien, entre m et n, aux conditions énoncées au § 5 (premier cas).
D’autre part, lorsque x varie de n a + 0o, on sait que, si n est

o(z)

. h P . N
assez grand, le rapport —7 = et, par suite, ——f—l—— dévient supérieur a tout

po+e pots
nombre donné, quelque petit que soit <.

Il en résulte que (pour une infinité de valeurs de z figurant parmi les
précédentes), ce rapport prend une série de valeurs plus petites que toutes les
¢i(@)
xpj—s

suivantes. Formons une fonction toujours croissante qui coincidera

w = . o & A s . .
avec — pour ces valeurs de x. La fonction ¢, ainsi définie satisfera bien
pete !

aux conditions voulues pour x > n.
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16 _P. Boutroux.

12. Lorsque l'ordre p est entier il faut distinguer divers cas.
Soit p = p, et supposons qu’il eriste wun entier k et un nombre o in-
s rrey Feraich
teriewr a — tel que le rapport
‘[)
1

@ . .. (logya)”

w

admette des valewrs indéfiniment croissantes.  On pourra alors former, dans
I'intervalle mn, une fonction croissante (ou, du moins, ne décroissant jamais)
qui ne soit jamais inférieure au rapport considéré et lui soit égale pour
des valeurs de x s'éloignant indéfiniment. Cela permettra de faire coincider
w et ¢ pour des valeurs de z indéfiniment croissantes.

Lorsqu'il n'existe pas d’entier k satisfaisant a la condition indiquée,
on remarquera qu’on pourra toujours satisfaire a cette condition quel que
soit %, pourva que l'on remplace @ par w(log;x) °, oll ¢ est un nombre
positif arbitrairement petit. Si non il faudrait admettre qu'on peut trouver
un nombre positif ¢ tel que le rapport

1 1
a? .. (logk Q&)bﬂ

«w
reste, A partir d’'une certaine valeur de x, inférieur A un nombre fixe, ce

. . s’ < : . o ” \J
qui rendrait convergente la série }_ 5 laquelle diverge par hypothese.
1

On peut donec affirmer que l'on pourra, en tout cas, choisir la fonction ¢

sy w . . S \ g 7
de facon que le rapport 7 soit (emtre m et 1) inferiewr a (log,@)* powr des

valewrs de x indéfiniment croissantes.

On se trouve dailleurs placé, pour x> n, dans les mémes conditions
que lorsque p n’était pas entier.

Supposons enfin que p soiz égal a p + 1.

S'il existe un entier & et un nombre o supérieur a e tel que le
o i

rapport

xP+1 . (logex)

reste, & partir d'une certaine valeur de x, supérieur a tout nombre donné,
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Sur quelques propriétes des fonctions entieres. 17

on pourra faire coincider les fonctions @ et ¢ pour des valeurs de = in-
définiment croissantes.
Mais s’il n'existe pas de tel entier &, les caleuls précédents ne nous

: . in ® '4
fourniront aucun renseignement précis sur la valeur du rapport —. J'étu-
) i

dierai par une méthode directe, au § 19, les fonctions entieéres pour les-
quelles cette circonstance se présente.

Le module maximum d’une fonction entierve d'ordre non entier.

13. Pour déterminer le mode de croissance d'une fonction enticre,
je m’efforcerai de suivre la voie la plus naturelle; partant du développe-
ment d'une telle fonction en produit infini, je considérerai ce produit sur
une circonférence ayant pour centre l'origine, et je chercherai une limite
supérieure et une limite inférieure de son module en un point quelconque
de la circonférence. Je constaterai ensuite que dans des cas étendus ces
deux limites coincident: toutes les propriétés du module maximum de la
fonction se trouveront alors résumées par une seule formule.

Soit F(z) une fonction entitre de genre fini, (/(z) le produit de
facteurs primaires contenu dans F/'(z), en sorte que I'on a

F(2) — G (2)e".

2

F(z) étant de genre fini, le facteur exponentiel ¢”¥ §'étudie tris simple-
ment.  C'est done a l'étude du produit de facteurs primaires, (/(2) que je
dois m’attacher: cette 6étude suffit méme au point de vue théorique en
vertu du théoreme de M. Prcarp dont je rappelais au § 1 la généralisation.

14. Soit (i(z) de genre p et de la forme

zP

2 Do
II e _4_ o pay
a; A

Rien mne serait changé aux raisonnements qui vont suivre si ce produit
était multiplié par une puissance finie de z, c’est-d-dire si I'origine était
un zéro de G(z).

Formons une fonction ¢(x) satisfaisant aux conditions énoncées au

=290 mr="1a).

S 4. Nous aurons 7,
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18 P. Boutroux.

Suivant alors une mdéthode analogue a celle qu’a employée M. Borgr,
Je définirai entier » par I'égalité

’r=y¢(n),

ou % est une constante positive finie. Je supposerai dailleurs r assez
grand pour que l'on ait % > m.

On sait qu'on peut trouver’ un nombre positif & tel que le ¢

r\p+1
facteur de (/(z) soit, en module inférieur, & eb(r‘) . Le produit des facteurs
de rang supérieur a % est donc, en module, inférieur a
w
ebrP+’ S‘ I

L P17
nt1 1o

D’autre part

On a, par suite

w L P~ 1 1 s I
1Og|a(p)|<zr;;;+...+2721:;?-+b¢w+ ;fm

Si nous supposons m choisi de telle sorte que ¢(m) soit plus grand
que 1 (ce qui est légitime, puisque ¢ (x) est une fonction croissante), on
aura a fortiori

n n oo

S ’ \ o : T odx r? (Cda i dz
(11) 10g|G(z)|<gw”+ 29 t/ —(;ﬁ(%;)—}—... —{—j)'/ W—{—bﬂ (,/‘97’;’“

m 7 n

g étant, de méme que b, une constante positive finie.

15. Pour évaluer le second membre de 1'inégalité (11), je supposerai
d’abord que lordre p du produit G(z) w'est pas entier.

Nous placant alors, par le choix de ¢(z), dans le premier cas du § 3,
nous pouvons remplacer les intégrales définies qui figurent dans 1’iné-
galité (11) par les valeurs obtenues dans ce paragraphe. Faisons, pour
AS

' Voir en particulier Borer, Lec. sur les fone. ent., p. §51I.
p ¢ . F
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Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 19
n

Cdw )
" / — == ;7.
7
e

m

-

Le nombre ¢, sera fini' en vertu de I'égalité (5) du § 5 et nous savons
en calculer une limite supdrieure.
De méme

»

?
lr“,
Lol e »El
) /WH s e et gy
L3

n
¢, ¢tant un nombre fini.
Iiinégalité (11) devient donc

log|G(2)| < grt + g,n (7, nmombre fini)
ou

(12) |G (2)] < e*,

/o étant un mnombre fini; car nous supposons ici p > p, en sorte que le
S . R 2 ’

rapport devient infiniment grand en méme temps que 7.

La démonstration précédente serait en défaut si G/(z) était de genre
zéro. On poserait dans ce cas z—= u’, ¢ étant un entier assez grand pour
que la fonction de w, G/(u’) soit de genre wn. La proposition du § 15
s'applique a G(u?), ce qui montre que 'on a bien encore l'inégalité (12).

16. De I'inégalité (12), on peut tirer diverses conséquences. Suppo-
sons qu'il existe des mombres o, , a,, ..., o, telle que Uon ait & partir d’'une
certaine valewr de i

re? > i(log i)™ ... (log,?)™.
On prendra

1 5 (73

i ®) = we logx)” . .. (log, x) .
Dot
r” = yn(logn)”. .. (log, n)™.

Lorsque je dirai, dans le cours de ce travail, qu'un nombre est fini, j’entendrai

\

par la qu'il reste inférienr & un nombre fixe lorsque = ou % augmente indéfiniment.
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20 P. Boutroux.

Il en résulte évidemment
n <y’ (logr) ... (loger) ™ (7, constante positive finie)

et Ton obtient powr |G(2)|, & partir d'une certaine valewr de r, la limite
supérieure ‘
I (’(2’) | < ehrp(log )% ... (logrr) %

I vestant, lorsque 1 augmente indéfiniment, inférieur a un nombre fixe.
Ainsi se trouve préceisé le théoreme de M. BoreL que j'ai rappelé au § 1.

17.  Pour voir quelle précision il convient d’attendre de 1'inégalité
(12) dans le cas le plus général ot I'ordre p est supposé non entier, je
dois compléter le résultat précédent en donnant une limite inférieure du
module maximum M(7) pour |z|=r.

On pourrait déduire cette limite des théorémes de MM. Hapamarp
et Scuou. On l'obtiendra plus rapidement de la facon suivante.

Désignons par %' le nombre des zéros de G/(z) dont le module est

—

inférieur a wr, » étant un nombre inférieur a et posons

2 )

. . , ~ id e
Lorsque 7 < #', la partie réelle de log-—-* a une valeur finie su-
ag

N . 1 —
périeure & log——7. Dot
7

I étant un nombre positit fini.
Considérons, d'autre part, 1'intégrale

1 "G(2
Ly / Sl2) w
247 %
o
en désignant par (' le contour du cercle de rayon » ayant son centre a
I'origine.  Cette intégrale est égale a l'unité. Tl est donc certain que le
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Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 21

module |G, (2)| est supérieur a wn sur une infinité d’arcs de la circonférence
C. On a sur ces ares'

(13) |G(2)] > .

. ; R I iy
Dans cette inégalité on peut donner a % la valeur log ( L I>. Faisons

en particulier 7 = F 1 on pourra alors remplacer l'inégalité (13) par
5]
I'inégalité
|G(2)] > e
Si, au lieu de (/(z), on considérait une fonction entitre quelconque

F(z), il faudrait substituer a l'inégalité (13) 'inégalité
|F(2)| > | F(o)|e™.
Remarquons enfin que le résultat subsiste si l'on remplace la circon-

(k fini), dont tous
les points sont a une distance de l'origine égale a k;» (k, fini).

térence (' par un contour quelconque de longueur k,

18. Il nous faut maintenant, pour compléter les résultats des para-
graphes précédents, comparer les limites (12) et (13). Nous avons vu au
§ 11 que, si I'ordre p n’est pas entier, on peut toujours choisir la fonction
¢(xz) de facon que les fonctions @ et ¢ coincident pour une infinité de
valeurs de x indéfiniment croissantes. Donc, pour une infinité de valeurs
de r, le nombre n est déterminé par I'égalité » = yr,, » étant fini et, si

’ . vy S 1
I'on veut, inférieur a = On a pour ces valeurs n' = n.

Mais il pourra arriver que pour certaines fonctions et pour certaines
valeurs de  le nombre ' soit notablement inférieur & . On voit, en
se reportant a la définition de », qu'il en sera ainsi si la valeur de ¢ (n)
st elleméme tres petite par rapport au module 7,, c’est-a-dire si la fonc-
tion w(z) prenant la valeur »; pour x =i ne satisfait pas aux con-
ditions imposées a ¢(x). Il y aurait donc lien de rendre plus exactes

<

encore les deux limites assignées a M(») afin d’amener, s'il est possible,

' La démonstration sera valable encore si le produit G(z) est de genre infini

Mais, dans ce cas il y aura intérét & compléter la proposition en donnant & 7 une
valeur voisine de l'unité. J’indiquerai dans la troisiéme partie cette généralisation qui

n’a point ici d’utilité.
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ces limites a coincider.  Toutefois de telles recherches ne semblent offriv
aw point de vue pratique que peu d'intérét: on n’a jamais rencontré dans
les applications et on ne rencontrera vraisemblablement d'ici a longtemps
que des fonctions pour lesquelles les nombres n et » sont égaux. Il nous
sutfira donc d’avoir obtenu sur ces fonctions un résultat tout-a-fait précis.

Pour savoir dans quel cas on aura le droit d’identifier les nombres n
ot 2, il suffit d’ailleurs de se reporter au § 9, en considérant a nouveau

la fonction w(x) définie au § 4. Wil existe un nombre positif a tel que
1
,1;71;" w 0 . 5 . s . ;
les rapports ——— » ——— soient croissants « partir d’une certaine valewr de
B @ - —.
&f

=

£ nous pouvons dans tous nos caleuls remplacer ¢ par @. En particulier,
le nombre 7 sera défini par I'égalité

e T

: . . o o -

7 6étant un nombre fini quelconque que l'on peut prendre inftérieur a s
On parviendra ainsi, lorsque w(x), c¢’est a dire »;, satisfait a la con-

dition qui vient d'étre énoncée, a la proposition suivante:

Si Uon désigne par n le nombre des zéros dont le module est infériewr

. 1 ) s : L
a yr < =), on pourra, « pavtir dune certaine valewr de v, poser
7<3) ;) /

(14) Mir) = o™,

b étant wun nombre positif fini. Cette inégalité restera wvraie pour toute
valewr de r.

1régalité (14) exprime en résumé toutes les propriétés du module M ().
19. Parmi les fonctions satisfaisant aux conditions énoncées, nous

signalerons en particulier celles pour lesquelles il existe deux rapports crois-
sants de la forme

LU mk

12 (log;)? . .. (logxe) # 75

r; ) .l . G '
12 ... (logpv) 7

Ces fonctions sont a croissance régulicre.
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Si T'on consideére les puissances de la variable comme les types les
plus réguliers de croissance, on pourra dire que la croissance de la fonction
(G(z) est parfaitement réguliére lorsque les nombres o, , o,, ... sont tous
nuls. On énoncera alors le théoreme suivant:

Si lon a a partiv dune certaine valewr de i

' :
r; = hi* (b positit fini)
on awra (pour toute valeur de ») & partiv d’'une certaine valewr de r
Miy) =" (W' positif fini).
Relativement aux fonctions a croissance réguliére, les inégalités (12) et (13)

ermettront d’énoncer, d’une maniére générale, la proposition suivante:
) ) prop

Si Uon a a partir d'une certaine valewr de i

0y

@ o —

1
i (log)” ... (log,4) * <r;<i®(logd)” ... (logyi) *

1 ay arte

lo

k étant un entier, et ¢ un mombre arvbitraivement petit, 'on awra, & partir
d’'une certaine valewr de r

e ogn? s (Tog )%= < M(W) < (,7""(logf’)”‘...(logzc7‘)(”"+5

20. Je vais maintenant compléter les résultats précédents en dé-
montrant la réciproque du théoréme énoncé au § 19.

Cette réciproque a été, en partie, établie par M. BorerL qui a montré
que lorsque G/(z) est un produit de facteurs primaires, la double inégalite

¢t < M(r) < e’

entraine, quel que soit ¢, a partiv d'une certaine valeur de i

1 1

: ke
e < <t

On compléte aisément cette proposition en s’appuyant sur I'inégalité (12).
Désignant par 7 la fonction inverse d'une certaine fonction ¢(x),
nous allons montrer que ['égalité

(15) M(yr)=—¢" (b positif fini)
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supposée satisfaite & partir d'wne certaine valewr de r entraine partiv d’une
certaime valewr de i
ry= R¢p{i) (I positif fini).
Nous savons déja que cette égalité est satisfaite pour des valeurs de
i indéfiniment croissantes, et de plus que l'on a a partir d’une certaine
valeur de ¢

7, > (i)

Il s’agit de remplacer cette inégalité par une égalité.
Supposons d’abord que la fonction ¢ (x) soit de la forme

1 oy Ok

d(x) = a* (log x)” . .. (log, z)” .

Si la proposition énoncée était inexacte, il faudrait admettre que,
quelque grand que soit le nombre K, (comparable par exemple a log,n,)
on a, pour des valeurs », de / indéfiniment croissantes

7, = Kd(n,).

Le théoréme du § 14 va nous conduire alors a une contradiction.
Faisons-y, en effet

r =K g(n,) = d(n).

D’apres la définition de ¢, on aura lorsque 5, sera assez grand l'inégalité

n, < (1 +a)kK,"n,

ot a est un nombre positif qui deviendra mférieur a tout nombre

)

I
avee —,
n

1
Vd
donnd.

Déterminons d'autre part le nmombre n, par la condition

¢(n,) = Ko(n,)
d’ott résulte I'inégalité
n, < (14 a,)K*n,

]

Lo . I
(al devenant, comme «, arbitrairement petit avec -
: «
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Sur quelques propriétés des fonetions entiéres. 2

Nous allons nous reporter a [I'inégalité¢ fondamentale du § 14, ol

nous remplacerons n par »,. Elle devient
i ; "1‘1 (i nt1 % L
log |G(2)] < 20 —+ ...+ = Z + oy o
1 Ti L 1 7'% ny+1
1

Lorsque @ < #n,, on a 1, > I (i).
Done, si A est un nombre inférieur a p, on a (§ 5)

ny

= 1 5 7?
e g gl o s
Zi: ’I: ’ {()0(771 )]

= ¢, Kin, (¢, constante positive finie).
D’autre part
Ny

1P+ :
p+1 P+1 Jro—p—1 .
CARS ST = s < (14 o) K2 Ky

n+1 77

pour i > m,, nous nous servons de nouveau de l'inégalité », > h'¢ (i), et
nous avons

©

tase Z po < Gpa?"? W]M—l < Cpqi (1 o ) ST KPP,

by
Posons alors
K— K
f étant un nombre positif inférieur a 1. On aura
Kin, < KO90-0 (1 4 ayn,  KH Ko, < K-50H—9(1 4 a)n
et par suite, si l'on se reporte a l'inégalité qui limite log |G (2)]
M(r) < eK—n,

¢ 6tant un nombre positif fini.
Puisque A est arbitrairement grand, cette derniére indgalité est en
contradiction avec l'inégalité (15). L’ hypothese faite sur », est donc in-

admissible, ce qu'il fallait démontrer.
4
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26 P. Boutroux.

On parviendrait au méme résultat en faisant sur la fonction ¢ (=)
des hypotheses plus générales. Ainsi, 'on démontre' sans peine que le
théoréme précédent subsiste intégralement si 'on suppose simplement que
la fonction ¢(x) satisfait awr conditions du § 9, et que U'on a de plus

¥ 5, u I
= i
et v étant les deux nombres (compris entre le genre p et l'ordre p) que

nous avons définis au § 9, et § un nombre positif infériewr @ 1.

21. J’al supposé dans ce qui préceéde que K était un nombre pouvant
dépasser tout nombre donné. Mais rien n’empeche, dans le raisonnement
P )
précédent, de faire de K une fonction croissante de 7.

Soit par exemple
K= {log, v},

¢ étant un nombre arbitrairement petit. La démonstration précédente
établit que s'il existait des valeurs nm, de i indéfiniment croissantes, telles
que l'on ait

/V"x = (lng 7”)695("1)
on aurait, pour des valeurs de # indéfiniment croissantes

M(r) < o5,
D’ou le théoréme suivant:

Si, quelque petit que soit le nombre ¢, la double incgalité

¢" > M(r) > edoer ™

' 8i A4 est un nombre positif plus grand que I, on a

Légalité K, ¢(n,) = ¢(n) entraine donc n, < K, " n, et légalité ¢(n,) = K¢(n,)
1
suppose n, < K”n,.
Tous les calculs faits plus haut subsistent alors, o étant remplacé par 1'un des

L
deux nombres -, —.
‘U, Y
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Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 27

ne cesse pas d'étre vérifice, a partiv d’une certaine valewr de r, il en sera
de méme, de la double inégalité

Wiy < r < (loger:) (i)

a vartir dune cevtaine valewr de v, (quelque petit que soit ).
i\ :

Ce théoréme, joint A& celui du § 17, nous permet en particulier
d’énoncer la réciproque de la proposition démontrée a la fin du § 19 re-
lativement aux fonctions & croissance régulicre.

Un cas particuliérement intéressant ol le théoréme trouve a s’appliquer
sous sa premiére forme est celui ol la fonction étudide est a croissance
parfaitement régulitre, suivant le sens que jai donné & cette expression
au & 19. On a alors le théoréme suivant:

»

La condition nécessaire et suffisante powr que le module maximum M(r)

hy P

soit, quel que soit v, égal & Uexponentielle " ouw h est un nombre fini, est

P
r . . . .
que le rapport ;Li' soit fini, quel que soit n.

Nous constatons ainsi que, au point de vue qui nous occupe, les
inégalités (12) et (13) donnent des renseignements suffisamment précis sur
la croissance de M(r), lorsque 'ordre p du produit G'(#) n’est pas entier.
Elles conduisent & cette conclusion' que l'ordre de grandeur de M(r) est
déterminé par le nombre des zéros contenus dans le cercle de rayon 7
ayant pour centre l'origine. Ainsi se poursuit l'analogie déja observée
entre une fonction entiére et un polynome.

Je compldterai les résultats précédents dans la seconde partie de ce
travail en étudiant les dérivées successives de G'(z). Mais je dois aupara-
vant m’occuper du cas particulier que j'ai laissé de coté: celui ol l'ordre
p de ((z) est entier. Je serai ainsi amené a aborder le probleme de la
détermination du genre d’une fonction entitre. Je me proposerai, en par-
ticulier, de déterminer dans les cas restés donteux, le genre de la somme
de deux fonctions entiéres.

' La présence dans la fonction entiére étudiée d’un facteur exponentiel ¢”) ne
modifierait rien aux résultats obtenus, puisque p est supposé non entier.
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28 P. Boutroux.

Les fonctions d?ordre entier et la détermination duw genre.

22. Supposons que lordre o du produit de facteurs primaires (1(2)
soit entier et égal « p. La proposition du § 17 subsistera sans modifica-

tions et l'on aura encore
M(r) > e (I fini).

Au contraire, si nous cherchons a assigner a M(7) une limite supérieure,
nous rencontrerons des difficultés qui ne se présentaient pas lorsque o
n'était pas entier.

Considérons de nouveau Iinégalité (r1) obtenue au § 14. Nous
voyons que si p = p, toutes les intégrales du second membre de cette
inégalité auront la méme limite que dans le cas général, excepté I'intégrale

n
© de
b/ (IO

m

Nous pourrons done, en tout cas, poser

P +7‘F % 1
I —
IG(Z)|<€ 2 "‘p,
I étant fini et n étant le nombre défini au § 14.
n

: S i I
Pour obtenir une limite supérieure de la somme )
P
1

> nous allons
i

étre amends a faire sur la fonction ¢ () une hypotheése supplémentaire;
nous la supposerons choisie de telle sorte qu’il existe un nombre p, su-
périeur a p tel que le rapport
i 2
x? (log )/
w

soit croissant & partir d’une certaine valeur de x.
Nous aurons alors, en appliquant les résultats du § 5

n

I i .
2 ;/’j < cn Iog' n ((,‘ pOSltIf ﬁ]ll).
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Sur quelques propriétées des fonctions entiéres. 29

I)’otu
(19) |G o) | Zrneter tathaen (o, b, positifs finis).
Pour comparer les nombres 2 et #/, nous suivons la discussion du & 12:
N

1 Sl eviste wie nombre o inféricur a  tel que le rapport
)

1
xP (log @)”
w

admelte des valewrs indéfiniment croissantes, on est assuré que les nombres
n et n' coincident pour des valeurs de » indéfiniment croissantes.

2°.  N’il n’existe pas de tel nombre o, soit ¢ un nombre arbitraire-

. : n e g .
ment petit: nous sommes certains que le rapport — sera inférieur a (log ),
7 <

pour des valeurs de » indéfiniment croissantes; cela résulte immdédiatement

v . . (] . . s . <
du fait que le rapport des fonctions inverses - est lui-méme inférieur a

@

(log x)° pour des valeurs de x indéfiniment croissantes (§ 12), puisque ¢ ()
reste compris entre deux puissances positives de x.

On peut, lorsque l'on y a intérét, pousser plus loin l'approximation
en faisant sur la fonction ¢ (x) une hypothése plus précise. On pourra
alors remplacer l'inégalité (19) par une dégalité de la forme

(20> 'G(Z)I < ekr?’-}-hlnlogn...I()gkn,
h et h, étant des constantes positives finies et £ un entier quelconque.

X (% A 2.5 . * = 5
Le rapport .. peut étre alors, dans le cas le plus général, inférieur a (log, )"

23. Si p, au lieu d’étre égal a p, était égal a p + 1, on obtiendrait
des résultats analogues. Ce serait alors I'intégrale

" de
¢P+1

n

qui fournirait une limite exceptionnellement élevée.
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30 P. Boutroux.

Supposons la fonction ¢ choisie de telle sorte qu'il existe un nombre
0, inférieur a p 4+ 1 tel que le rapport

a

1 i
wr+1 (log x)7

soit croissant a partivr d'une certaine valeur de x. On aura dans ce cas,
I'inégalité (19). Il pourra étre avantageux dans certains cas, de faire sur
¢(x) une hypothese plus précise. On pourra remplacer alors l'inégalité
(19) par l'inégalité (20).

On comparera 7 et #' A l'aide des résultats du § 12. Nl existe un

. S . 1
entier 4 et un nombre ¢ supérieur a s tel que le rapport

P+l (logy )

surpasse tout mombre donné lorsque »r est assez grand, on powrra faire
coincider 7 et »' pour des valeurs de x indéfiniment croissantes.
Lorsqu'il n’existe pas de tel entier 4, nous ne savons pas quelle
e ’ . 2
précision nous pouvons attendre de la méthode de sommation exposée au
§ 7. Dans ce cas, nous emploierons pour obtenir une limite supérieure
de |G(2)| le théoréme' démontré en 1883 par M. PoINCARE:

Quelque petit que soit le nombre a, on a @ partiv d'une certaine va-
lewr de r
D41
|G e2 ¢

«w

Dans le cas olt nous nous plagons maintenant, le rapport —- ———+3

est, pour des valeurs de z indéfiniment croissantes, inférieur a un nombre
fini (quelque petit que soit ). On a donc, pour des valeurs de #' indé-
finiment croissantes

rert < en’ (log ). .. (logyn')'*=.

Il en résulte que si l'on adopte pour log|G(z)|, la limite supérieure
ar?*' le rapport de cette limite & ' (logn’)...(log,»’) sera inférieur a
(log, #')° pour des valeurs de » indéfiniment croissantes.

' Bulletin de la Société Mathématique, 1883.
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Sur quelques propriétés des fonctions entidres. 31

24. On voit combien le résultat est moins préeis que celui auquel
nous étions parvenus en supposant o non entier. Il nous est impossible
maintenant de faire coincider la limite supérieure et la limite inférieure
du module maximum M(»). On pourrait supposer que ces limites sont
mauvaises. Il n’en est rien puisque nous connaissons des fonctions dont
le module maximum reste trés voisin soit de l'une soit de l'autre. Ainsi,
pour reprendre l’exemple que je signalais en commencant, le module maxi-

: 1 s ’
mum de la fonction 140 est, pour toute valeur de e, égal a ¢"'¢" Au

contraire celui de sin%z— est comparable a ¢,

Pour les fonctions sin%z— et ﬁ lordre est égal au genre (ici a
I'unité). On peut tres facilement former des fonctions de genre p et d’ordre
p~+ 1 qui présentent les mémes particularités. Par exemple, si p est pair
et si les zéros sont deux a deux égaux et de signes contraires G/(2) est
une fonction de z* dont l'ordre n’est pas entier: on lui appliquera la pro-
position du § 14 et l'on pourra conserver, pour le module | G(2)| la limite
supérieure (12). Au contraire, si les zéros sont tous réels et positifs, I'in-

o

tégrale / %T se rapproche beaucoup de la limite que nous lui avons

n

assignée. Considérons par exemple la fonction de genre zéro qui a pour
zéros les points réels i(logi)’, i prenant toutes les valeurs entiéres positives.
Désignons par n le nombre des zéros dont le module est inférieur a 27,
On aura pour z réel et négatif

®

i dx
n s ® . ! z(log z)?
I l <I ___> > I, I I (I __;_) > e n > ehlnlogn)
| a; a;

n+1
2 v . N 4 .
h et h, 6tant des constantes finies. On sait en effet que si la—l est in-
.

Sad A
férieur a S on peut poser '

2|\ _ o2
(I + @ > ooy e
g étant un nombre positif fini.
e e e
1 si O ) = a1 ) e e
On a, si 0<a <, log(1 +a)>a iy
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Do

P. Boutroux.

Nous reconnaissons ainsi que, lorsque Tordre p est entier) les argu-
ments des zéros peuvent avoir une influence appréeiable sur la croissance

de G(z).
de choisir entre la limite (12) et la limite (20)

La considération de ces arguments peut seule nous permettre
Il est vrai que la limite
(20) donne déja sur la croissance de M(r) un renseignement assez préeis;
mais elle ne permet pas de répondre a une question que l'on semblait en
droit de se poser: nous ne savons pas, jusqu’ici, si le mode de croissance
d’une fonction entiére suffit toujours a caractériser son genre.

Il ne faudrait pas croire cependant que l'intervention des arguments
des zéros doive nous priver de toute proposition générale a l'endroit des
fonctions d'ordre entier. Mais, pour approfondir cette question, il nous
faut d’abord étudier un probléme qui fut posé pour la premicre fois par
M. Hapamarp: ce probleéme a rapport au module minimum du produit
de facteurs primaires (/(z) sur une infinité de cercles, de rayon indéfini-
ment croissants, ayant leur centre a l'origine.

M. Hapamarp a comparé le module minimum de G(z) a une
__pte

25,
exponentielle de la forme ¢ Je me propose de préciser son théoreme
comme je l'ai fait plus haut pour d’autres propositions du méme genre.

Considérons de nouveau la fonction ¢(x) qui nous a déja servi au

14 et déterminons le nombre n par I'égalité

= ¢(n)

S

» 6tant un nombre fini supérieure a 2.
positif & tel que l'on ait pour ¢ > n

On peut déterminer un nombre

r\P+1
()
ri

)

>e

b étant un nombre fini. On en déduit, en raisonnant comme au § 14,
7 n )
n .
1 2P i ] ; dx . dx
2Za-i+...+]—,ZE » i 22 “y’p_"/ M‘T)“"b’p“fw(n)mn
(2 I) e 1 1 @ I I <I _____)()u; pa{ > e m n ,
a; -
n41

g et m étant des nombres finis (m entier).
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Sur quelques propriétés des fonctions entieres. 33

Si p n'est pas entier, le second membre de cette inégalité sera su-
périeur a
,—hn

C 3

I étant un nombre fini.

Si p était entier nous choisirions la fonction ¢(x) comme au § 18 et
le second membre de (21) serait alors en tout cas supérieur a une ex-
pression de la forme

e—hrﬂ —Mynlogn.. logrn

k étant un nombre entier, & et /, des constantes positives finies.

26. Il nous faut maintenant chercher une limite inférieure du produit

(e produit est, en module, supérieur a
n

H!I——:—ZI (= | ]):

-1

Considérons d’abord les facteurs relatifs aux zéros pour lesquels on a

. r . w y o
soit —>1+a, soit — <1 —a (a0 positif).
7 0) :
Leur produit est évidemment supérieur a e''**“. Le produit des facteurs
restants est de la forme
n' i |
(22) I I 1 —7—| e
(2

m

Pour étudier ce dernier produit, considérons sur une demi-droite issue
de l'origine un segment égal a 7r, et marquons sur ce segment les points
7

7 r,. Décomposons notre segment en petits segments égaux en

ey
nombre supérieur a 4n', et soient s, s,, ..., s, , ... les segments ainsi
définis.  Je vais marquer d’'un signe convenu certains de ces segments en
procédant de la maniére suivante. Soit s; un segment qui contient ¢ points
7,0 je marque s;, puis les ¢ segments qui suivent s; vers la droite et les
q segments qui le précédent a gauche. Sil'un des segments ainsi marqués,

b
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34 P. Boutroux.

s;, contient a son tour ¢ points sy, je marquerai encore les ¢ segments

quli suivent s, et les ¢ seements qui précedent s, et ainsi de suite.
i+q S !

i-q

Lorsque 'opération est achevée, le nombre des segments marqués est
31’ au plus. Il existe done, en vertu des hypotheses faites, au moins »’
segments non marqués. En particulier, il existe des segments non marqués
dont les points sont a une distance de A et de B proportionnelle a 7.

Ainsi lorsque »' appartient a 1'un de ces segments, on a bien

. 7
pour + < m ;>I+a
7

’

et pour ¢ > #’ ;’.< 1—a (@ et o positif fini).

3

Soit maintenant 7, le premier zéro situé a gauche du point +’. On aura

1 )
Vs — 1V >Sr— , 1 — 1 r—...
F41 >7 an ki > an y
»— 1y > : 4l > 7 2
=7 an’ k—it1 /i qn

27. Il va étre facile, maintenant,- d’obtenir pour » — 1’ une limite
inférieure du produit (22). Soit en effet

n="r-+v.
On aura, évidemment
v—1
=y p —gv- vlogn' 4+ Z logi
i — 7
Tl
. 7 /
=1
¢ étant positif fini, ou
;
i=y X A —¢v vlogn'+ f(]ogn‘)/u
H <‘H‘+i I'___'_) > ¢ 1 > (,vg/lva(]np;n'—r logv) -
2 ! /
Or, puisque v < 2/, on a
l “” il
v log- LR
par suite
i=y .
l I (l{:—_zq_, ¥ ) > ()fhn ,
i=1
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I étant un nombre positit. De méme
3
1=k —gk—klog lL'+f(10gw):lw

< - Il) 2 1 ,—hyn'
l I 1 >e > .
7

i=m z
Finalement, on pourra poser

n'

H (1 —:) s e

1 .
et /i restera inférieur & un nombre fixe lorsque » augmentera indéfiniment.
Nous pourrons par suite énoncer le théoréme suivant: Si lordre p n'est
pas entier, on a sur une infinité de cercles O de rayons indéfiniment crois-
sants *

(23) |G(2)] > e,

n étant le nombre défini anw § 21, et b restant infériewr @ wn nombre fire.

! On pourrait déterminer avec plus de précision la situation des cercles C et se
demander ’ils forment des couronnes de quelque épaisseur. Le raisonnement du § 26
prouverait que dans un cercle €' de rayon #, les couronnes ot l'inégalité (23) est satis-
faite forment une portion finie de l’aire totale €. Mais il est facile d’aller beaucoup
plus loin si l’on remplace & par une fonction croissante quelconque de %, par exemple

A

par logn. Considérons & part dans le produit (22) tous les facteurs pour lesquels la
différence # — #; est, en module, supérieure &4 — . Le produit de ces facteurs est su-
n

périeur &
g—hnlogn

Les valeurs de #; laissées de c¢oté se trouvent toutes sur un segment ss,, propor-
2 i 7. . . . . . \ . 3 4
tionnel & — qui sera infiniment petit par rapport & =, lorsque 7 augmentera indéfiniment.
n

Le nombre v des points #; situés sur un tel segment sera donc infiniment petit par
rapport & n, sauf peut-étre pour un nombre négligeable de segments ss,. Raisonnons

comme au § 26, en remplagant » par 7. Nous le décom-

alors sur le segment ss
7

1

poserons en 7 parties et nous pouvons affirmer que le nombre des intervalles partiels
dans lesquels on n’a pas
’ I7 4 L
rp— T >pﬁ2...'r/c+i — > 777'7?
est infiniment petit par rapport & ss, (puisque ce nombre est proportionnel & ).
On en déduit que dans le cercle C de vayon v, les couronnes on Uon nw'a pas
|G(z)| > 6—hnlogn

forment lorsque v augmente indefiniment une aire infiniment petite par rapport & Uaire totale C.
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36 P. Boutroux.

Si p 6tait entier, la limite inférieure de |G/(2)| serait, sur des cercles
de rayons indéfiniments croissants, celle du second membre de (21).

Ce théoréme fait pendant a celui du § 13. Nous pouvons en tirer
le résultat suivant qui correspond au théoreme de M. PoINCARE:

Si I'(2) est une fonction enticre quelconque de genre p il existe une
infinité de cercles de rayons indéfiniment croissants sur lesquels on «a

| F(e)| > e,

quelque petit que soit le nombre <.

28. Le théoréme précédent va nous permettre de compléter les ré-
sultats que nous avons obtenus sur la croissance des fonctions d’ordre entier.

-~ S I :
La série E — étant divergente, le nombre #»’ des zéros de module
"

inférieur & 7 sera en général, pour une infinité de valeurs de », supérieur
a ¢r?, ¢ étant une constante finie. IT.e module maximum M(r) sera alors,
pour ces valeurs de » supérieur a :

&t (b positif et fini).

Cette propriété peut servir a caractériser les fonctions de genre égal
ou supérieur a p. Nous savons, en effet, qu’elle ne peut pas appartenir a
une fonction de genre p— 1.

Mais il est possible, lorsque o = p, que les nombres % et n restent,
a partir d'une certaine valeur de », inférieurs a er”, quelque petit que soit
e. Il en sera ainsi, par exemple, pour la fonction de genre 1 qui admet
pour zéros les points log1, 2log2, 3log3, ... (on fera dans ce cas
¢ (x) = xlog x).

Considérons une telle fonction. Klle sera, dans le cas le plus général,

de la forme
F(a) = e*7 4406 (3),

(+(z) étant un produit de facteurs primaires et H(z) un polyndme de
degré p— 1; nous poserons
n

1
H(z)+ Az 422 Z =

S Fle) = e T G (),

n étant toujours le nombre défini au § 14.
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"

Soit d%)z L. En général le nombre A + B sera supérieur en
1 Pay

module a un nombre positif fini /%, pour des valeurs de 7 indéfiniment

croissantes. Soit » la valeur de |z| correspondant a I'une de ces valeurs

de 7. A lintérieur de la couronne limitée par les cercles de rayons » et

7 (y nombre positif fini) ayant leur centre a Dorigine, on aura dans

certains angles

Appliquons, d'autre part, a la fonction (7, (2)e?® le théoréme du § 27;
nous pouvons affirmer, en conservant les notations de ce paragraphe, que
I'on a sur une infinité de cercles compris dans la couronne

|G (2)e?P| > ¢hm (h, positif fini).
Done, puisque nous supposons ici que
h < sr®,
on aura en certains points de ces cercles
| F(z)| > .

Cette inégalité est satisfaite pour des valeurs de » indéfiniments crois-
sants.  (est bien la encore une propriété caractéristique des fonctions de
genre p.

29. Mais le raisonnement précédent serait en défaut si la somme

n
A+ Z —, ¢tait infiniment petite. Or cette circonstance peut se présenter.
1 P
En disant que F(2) est de genre p, nous avons supposé, sans doute, que
S I 1= ]
la série Z —, D'est pas absolument convergente: mais il peut arriver que
az

cette série soit semi-convergente (les «; ‘étant rangés par ordre de modules
croissants) et ait pour somme — 4. Il se peut alors que l'on ait & partir
d'une certaine valeur de u

auelque petit que soit «.
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D’ailleurs, en vertu de I'inégalité (12), on aura toujours, a partir
d'une certaine valeur de r

| (2)e @] < e™ (I positif fini).

Si done, comme nous continuons a le supposer, F(z) est tel que 1'on
puisse choisir la fonction ¢ de fagon que

N er?
(@ partic d'une certaine valeur de », quelque petit que soit &) l'inégalité

n
% I -~ . B .
A+> -, < ¢ entrainera, (en vertu de (24)) & partir d'une certaine va-
e
1 Pai

lewr de »

(25) ’ | F(2)| < e,

ol ¢ est arbitrairement petit.

Dans ce cas exceptionnel le module marimum de F(z) perd tous les
caractéres qui distinguaient cette fonction de genre p des fonctions de genre
inférieur.

La fonction F(z) peut croitre moins vite que certaines fonctions de
genre p— 1. Supposons par exemple qu'elle soit un produit de facteurs
primaires admettant pour zéros les points réels

;= ¢ (i) = +ilogi.log,i
(¢ prenant toutes les valeurs entitres positives) ['(z) satistera, dans ces
conditions, a l'inégalité (12) du § 13 et 'on aura & partir d’une certaine
valeur de »
| F'(2)]| < etrtosn™ doen) (A fini).

Or nous avons vu au § 24 que la fonction de genre zéro qui admet

pour zéros les points i(logi)® (i prenant toutes les valeurs entitres po-

sitives) a son module maximum comparable

hnlogn
)

e
n désignant le nombre des zéros de module inférieur a 27, c’est-a-dire a

P hr(logr)~!
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Cette fonction de genre zéro croit done plus vite que la fonction de genre
m I'(2). L cas exceptionnel qui vient d’étre signalé présente par suite,
au point de vue de la recherche du genre, des difficultés spéciales, et son
étude va nous conduire a des résultats inattendus.

30. M. Hapamarp a, le premier, déterminé le genre d’une somme
de deux fonctions entiéres, lorsque ces fonctions ne sont pas d’ordre entier.
Il a démontré que, dans ce cas, la somme de dewr fonctions de genre p est,
we plus, de genre p. Cette proposition n’a pas pu, jusqu'ici, étre étendue
aux fonctions d’'ordre entier. Cependant l'avis commun des auteurs qui
ont derit sur ce sujet, était que, suivant toute vraisemblance, elle devait
subsister pour ces fonctions. Je vais montrer qu'il en est bien ainsi en
général, mais que la proposition peut cependant étre en défaut dans
certains cas exceptionnels.

Soit f,(¢) une fonction de genre p a laquelle nous ajoutons une
fonction £,(2) de genre inférieur & p. Si 7,(2) ne présente pas les ano-
malies signalées au § 29, on a sur une infinité de cercles

If,(z)l > (‘MVI“ |/;<Z)l < ()sml’

I étant fini et e arbitrairement petit, par suite

|11(2) + ()] > ™,

ce qui prouve que la somme f,(2) + /,(2) est de genre p.

fi(2) me peut donc pas étre la somme de deur fonctions de genre in-
feriewr a p. Ce résultat équivaut a celui qu'a obtenu M. HADAMARD
dans le cas des fonctions d’ordre non entier.

Mais les choses ne se passeront plus ainsi si 7,(2) satisfait a I'inégalité
(25). On aura, dans ce cas, A partir d'une certaine valeur de »

(26) 17(e) + A(e)] < o,

¢tant arbitrairement petit, ce qui ne permet pas d’affirmer que la somme
fy + 1, est de genre p. Supposons que cette somme soit la fonction F(z)
du § 28, et appelons «a, ses zéros. I inégalité (26) prouve que la série

Z—;, est semi-convergente et a pour somme — A. Mais elle ne prouve
a

i
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pas que la série des modules }_: FI'V soit divergente.  Or de ce '(111(» cette
¥ ]
condition est satisfaite pour f)(2) il ne résulte pas qu’elle le soit pour 7I'(2).
En d'autres termes, si l'on ajoute, par exemple. a la fonction F(z)
définie au § 19 une fonction du genre zéro croissant plus vite que F(z).
rien ne parait s'opposer a ce que la somme soit elle-méme de genre zéro.
Il existe ainsi un cas exceptionnel ol la somme de deux fonctions de
genre » parait se comporter comme une fonction de genre p 4 1. Je
vais montrer par un exemple que cette circonstance se présente en effet.

31. Soit f(#) un produit de facteurs primaires de genre zéro, ayant
tous ses zéros «; réels et positifs. On sait que |f,(2)| prend la méme valeur
lorsque l'on donne & la variable z deux valeurs imaginaires conjuguées.
Cherchons comment se comporte f,(z) lorsque 2z est au-dessus de l'axe des
quantités réelles, en sapposant que a; satisfasse, a partir d’une certaine
valeur de i, & la double inégalité

i(logd)' ™7 < a; < i(logi)'te,

a étant un nombre positif plus petit que un et y arbitrairement petit.
Nous supposerons par exemple que l'on ait

4r < I —a,

Appelons — ¢ la partie réelle de 2 et supposons-la d'abord négative. Déter-
minons ensuite le nombre n par 1'égalité

(27) n (logn)'t* = pr,
» étant un nombre plus grand que 2. Nous avons, lorsque {> o
% 1
n 2 ] : 2 Az ZIZ
II<1—~—> >1 et II(I——~A> =g
3 a; a;

(k étant un nombre positif), car on a |z—a,| > ¢+ ;. Or

i I - dx _ nlogm
a; x (log 21t~ an (log n)'++’
n

n+1
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Posons z=7e’"=. On a {= —rcosfd. Il en résulte que

;”Z é > kynlogn|cos @] (k, fini)
et T'on a
(28) Ifl (Z) l e Chnlngnlcosﬂ (][ })OSltlf ﬁnl)

Soit alors B un nombre arbitrairement petit supérieur a . Tant
que l'on a

os 0 > '
——_C P, N S
(log #)'—#
on a, en vertu de (27),
(20) |£(£)] > mosf s ghrtosot=ets,
Supposons maintenant que la partie réelle — & de 2z soit positive.
pPp q I I

Posant encore z = re”V=' montrons que tant que cos 4 satisfera a 'inégalité

I
cosfl >-———
(log r)' 7
I'on aura
(30) ‘ f1<5) | < ()~—-h';z (logn)l? < e——-h'l r(log r) "1_”"“"17’

I’ et ki étant des mombres positifs finis.

Pour établir cette inégalité, il suffit de remarquer que l'ordre de la
fonction de 2° f,(2)f,(-—#) n’étant pas entier, on peut appliquer a cette
fonction le théortme du § 14. On a donc

hor(logr) —1—a+7 e .
(31) |7,(2) i(— &) | < i8N (h, positif fini).
Or puisque y < f8, cette indgalité ne peut étre compatible avec I'inégalité
(29) que si I'on a au point —z l'inégalité (30).
32. Désignons maintenant par f,(#) un produit de facteurs primaires
ayant tous ses zéros 0; réels et négatifs, et supposons que l'on ait
i(logd)'*—" < — b, < i(logi)+*

o' étant un nombre positif quelconque et ' un nombre arbitrairement petit
’ 6
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inférieur a B. Kn raisonnant comme au paragraphe précédent, on constate
que dans la région du plan ol l'on a I'inégalité (29), on aura

(32) |£,(2)| < eor@en ™% (4 positit fini).

De méme on aura, en méme temps que l'inégalité (28), I'inégalité

(33) [ 7(2) | > L LB

on aura, par suite, dans les régions du plan, ot 'inégalité (30) est vérifide;

(34) |£,(2) | > eor@osn ™14 (4 positif fini).
Considérons alors la somme

F(2) = f,(2) + £(2).

Elle ne peut s’annuler pour |z| =7 qu’a lintérieur d’'un angle dont la
D

bissectrice est 1'axe des quantités imaginaires et dont la moitié a un sinus

I
(log m'=#"
valeurs imaginaires conjuguées. Désignons ces zéros par ¢, ¢,,.... Je
rais montrer que F(z) est wune fonction du genre un,

inférieur a D’ailleurs les zéros de F'(z) ont deux a deux des

Séparant dans ¢; la partie réelle de la partie imaginaire, posons

G=r+ \/jf(;i'

Si nous supposons que I'(z) est de genre zéro, nous aurons

2 =

F<Z)=H[I-z &l -+ ¥

ri+ 80 i+ ol

Appelant plus particuliérement o le plus petit des deux nombres
a et a’, nous obtiendrons le module maximum M(») de F(z) en faisant
z=—7. f[(2) satisfait alors a linégalité (28), ou cos@ =1, et f,(2)
vérifie l'inégalité (32). On a, par suite

F(—7) > ehroen™ (h positif fini).
D’ailleurs le théoreme géndral du § 22, appliqué a f,(2) nous donne

F(—7) < Mr@en™¥ (¢ positif fini)
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d’olt il résulte (§ 17) que 'on a & partir d'une certaine valeur de ¢
ry > hii(loge)* ™" (h; positif fini).

Cela posé, supposons que F'(z) soit de genre zéro, on aura certaine-
ment pour des valeurs n, de ¢ indéfiniment croissantes

r, = K¢(n) avec ¢(i)= i(loge)” et K= (logn)",

7, 6tant égal ou inférieur & 1 —a 4 7, ce qui permet de prendre, par
exemple 7, > 57 (puisque nous avons supposé que 47 < I — a).
Reprenons les notations du § 20, et faisons

r=K""¢(n) = d(n), <b<—;>.

Nous obtiendrons en mnous reportant aux calculs du § 20 (olt nous

ferons A::—;, et £

LR z 2\;2\’7 —c 1 —b Ik i 4l
H(I__> <e 1 < o <C:, = >:t’ I positif hn1>.

D’autre part, puisque

v
|71 < fog s’

nous aurons

w )
® o 2y (log )~ 147 > }-‘*’11"2 > -1:2‘
2\ . re wiyh .
l l (1 ——Jf<e et mH (h, positif fini).
(G & “

[ N ,
Pour évaluer la somme #? —, nous procéderons comme nous avons
1‘2)
ny+1 7%

©

I
‘a1 ¢ Vg n 2R Lty o P e
fait au § 20 pour la somme »” E —+i, (en faisant p + 1 =2, p=1).
ny+1 i
1
Nous obtenons

ALK (o =b>0)

nl+17'i
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; . sos [ ) oA 4
D’autre part, puisque la série — est supposée convergente, nous
7 §

avons

@
I ! S :
7 (log 1")_‘+ﬁ2-7< kr (log r)='+# (k positif fini).
11,+11
Nous aboutissons donc finalement A cette conclusion que M(r) est
inférieur a la plus grande des deux expressions

o7 (logr) S U ek (logr)—1+5

(¢ positif fini),

. . I ’ :
Drailleurs, puisque l'on a (7>;1 et 7, > 57, on a nécessairement

: I .
7—nc¢ <o et, dautre part on aura, lorsque - et par suite A seront assez

petits
e

Les inégalités précédentes se trouvent donc en contradiction avec les ré-
sultats obtenus plus haut sur le module maximum de F(z).

On en conclut que I’hypothése d’apres laquelle F(z) serait de genre
zéro n'est pas admissible.

Nous aurions pu parvenir au méme résultat en procédant un peu
différemment. Le produit F(z) F'(—2), considéré comme fonction de 2
est une fonction de genre zéro et d’ordre non entier. Or il résulte des
inégalités obtenues aux §§ 31 et 32 que cette fonction a méme module
maximum (pour |z| =) que le produit I(z).  On peut donc lui appliquer
le théoréme du § 21, qui conduit au résultat cherché. La méthode suivie
plus haut semble cependant préférable, parce qu’elle manifeste mieux 1'in-
fluence exercée par les arguments des zéros de I'(z) sur la croissance de
son module.

Nous pouvons énoncer maintenant la proposition suivante:

Soit f,(2) une fonction de genre zéro ayant tous ses zéros réels et 0SS
il v e o
et tels que Uon ait & partiv d'une certaine valewr de i

i(log 9)'** 7 < a; < i(logd)'+e,

a etant un nombre positif' plus petit que un et y arbitrairement petit.  Soit
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d autre part f(z) wune fonction dont tous les zéros somt réels et négatifs et
tels que Uon ait @ partiv d'une certaine valeur de i

i(log )t < — b, < i(logi)'+,

o' ctant un nombre positif quelconque (y' arbitrairement petit). La somme
f,(2) + 1,(2) est unme fonction de genre un.

Un cas particulier intéressant est celui ou f,(2) = f,(— 2). On voit que
si f,(2) satisfait aux conditions indiquées plus haut, la somme f,(2) + f,(— 2)
sera une fonction de genre un. M. E. LiNnDELOF' vient de faire connaitre
un résultat équivalent qu'il a obtenu de son coté et qui rentre dans ce cas
particulier. Posant

f(z)=H[I +?—(1:H)71] avee 1< g < 2

M. Lixperor établit directement que la somme f(2) 4 f(— 2) est de genre un.

Faisons une derniére remarque au sujet de la proposition qui vient
d’étre établie. Si elle s’applique a deux fonctions f;(2), £,(2), elle s’ap-
pliquera également a la somme

11(2) + ¢fy(2)

¢ étant une constante quelconque.

DEUXIEME PARTIE.

Pour rendre applicables a 1'étude des équations différentielles les ré-
sultats obtenus sur la croissance d’'une fonction entiere, il nous faut con-
sidérer maintenant la dérivée de la fonction et déterminer, en particulier,
lordre de grandeur de cette dérivée par rapport a la fonction elle-méme.

' Comptes rendus de 1’Académie des Sciences. 30 décembre I1QOI.
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La dérivée logarithmique d’une fonction entiere.

1. Les nouveaux résultats que j'ai en vue ne peuvent évidemment
pas étre des conséquences des inégalités obtenues plus haut: car on sait
quen géndral on n'a pas le droit de dériver une égalité asymptotique.
C’est en faisant de mnouveau intervenir ici le fait que la fonction consi-
dérée, I'(z), est entiére que je pourrai obtenir sur F/'(z) des renseignements
beaucoup plus précis qu'on ne l'avait fait encore.’

- I’étude de la dérivée logarithmique dune fonction entiere a déja été
tentée par LLAGUERRE et avec plus de détails par M. Vivaxtr.? Mais aucune
proposition compléte n’a encore été démontrée a son sujet et, d’ailleurs,
quelques-uns des résultats énoncés par M. Vivanti demandent &