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S U R Q U E L Q U E S P R O P R I É T É S - D E S F O N C T I O N S E N T I È R E S 

PAR 

P . B O U T R O U X 

k P A R I S . 

Introduction. 

L ' é u d e directe des d é v e l o p p e m e n t en sér ie , ŕ laquelle A B E L a su donner 

une si br i l lante impu l s ion , et q u ' i l a a p p e l é e »la partie l a plus essentielle 

des m a t h é m a t i q u e s » , a occupé , dans les t ravaux de ses successeurs, une 

place p r é p o n d é r a n t e L e moment est venu maintenant de cons idé re r en 

e u x - m ê m e s et d'analyser avec quelques dé ta i l s les types g é n é r a u x de fonc-

t ions dont l a science a é t é ainsi enrichie. Or i l faut b ien r e c o n n a î t r e que 

les p r o p r i é t é s d'une fonct ion n'apparaissent que rarement sur u n d é v e l o p p e -

ment in f in i . C'est pou rquo i i l sera souvent avantageux de substituer ŕ 

l ' é t u d e d 'un d é v e l o p p e m e n t celle de ca rac t è re s moins p r é c i s mais p lus i n -

tui t i fs , aptes ŕ servir de marque aux fonctions d'une classe d é t e r m i n é e , en 

permettant de les dis t inguer des fonctions voisines et de les r e c o n n a î t r e 

lorsqu'elles sont définies par une é q u a t i o n différent ie l le ou de toute autre 

m a n i è r e . 

L e mode de croissance, objet des beaux travaux de M M . L T A D A M A K D 

et B O R E L , p a r a î t ê t r e , pour les fonctions en t i è res , u n t e l ca rac t è re . Toute-

fois, si l ' o n veut que la connaissance de ce mode de croissance puisse, dans 

une é t u d e u l t é r i e u r e , tenir l i eu de celle de la fonct ion, i l est nécessa i re de 

le d é t e r m i n e r avec plus de p r éc i s i on qu 'on ne l ' a fait encore. C'est l a t â c h e 

que je me suis p r o p o s é e dans ce m é m o i r e . 

M M . H A D A M A B D et B O R E L ont m o n t r é 1 que le module d'une fonc-

t i o n en t i è r e d é p e n d é t r o i t e m e n t de ce lu i d u w i è m e zé ro . Toutefois l ' o n avait 

1 Des généra l isa t ions des théorèmes de M M . H A D A M A R D et B O R E L viennent d 'ê t re 

tout récemment indiquées par M . E . L I N D E L Ô F qui a établi des propositions voisines de 

celles qui sont exposées dans la p remière partie de ce travail. M . L I N D E L Ô F a égale-

ment obtenu, de son côté, un exemple de fonction de genre zéro se trouvant la somme 

de deux fonctions de genre un. (Voir page 4 5 0 
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l i eu de craindre que ce rapprochement ne p ű t ê t r e poussé t r è s l o i n et 

q u ' i l fa l lű t pour arriver ŕ un r é s u l t a t u n peu préc i s tenir compte des ar-

guments des zéros . J e montre q u ' i l n 'en est r ien en g é n é r a l , et j ' ob t iens 

alors une r e p r é s e n t a t i o n asymptotique d u module m a x i m u m pour 101 = Y 

d'une fonct ion e n t i è r e de genre fini. Ce r é s u l t a t me permet d ' é t u d i e r en 

d é t a i l le cas res té obscur oů le module m a x i m u m d'une fonct ion de genre 

p se comporte approximat ivement comme er , J e constate que dans ce cas 

l a fonct ion peut exceptionnellement perdre tous les ca rac tè res q u i l a d is t in-

guent des fonctions de genre p — 1. D 'a i l l eurs dans ce cas encore, les 

p r o p r i é t é s fondamentales de la fonct ion r é s u l t e n t de son mode de croissance 

q u i a p p a r a î t alors comme plus impor tan t que le genre; une telle fonction 

de genre p peut en effet être la somme de deux fonctions de genre p— 1. 

Ce fait v ient contredire l ' o p i n i o n g é n é r a l e q u i é ta i t , comme on sait, que 

l a somme de deux fonctions de genre p est toujours de genre p au plus . 

L e s conclusions de ma p r e m i è r e partie me conduisent ŕ faire ressortir 

de nouveau l ' importance toute spécia le des fonctions ŕ croissance r é g u l i è r e 

s igna lées par M . B O R E L , c'est ŕ dire des fonctions dont le module max i -

m u m M(r) satisfait ŕ par t i r d'une certaine valeur de r ŕ l a double i n é g a l i t é 

Toutefois j ' a i p e n s é q u ' i l y avait i n t é r ê t ŕ ne pas se borner ŕ ces fonctions 

p r é c i s é m e n t afin d'avoir un moyen de les r e c o n n a î t r e lorsqu 'on les rencontre 

dans une app l ica t ion : j ' a i donc c h e r c h é ŕ ne faire que les h y p o t h è s e s stricte-

ment indispensables pour rendre possible un r é s u l t a t p réc i s . Dans le m ê m e 

ordre d ' i dées j ' a i défini ainsi une classe assez é t e n d u e de fonctions dont 

le module m a x i m u m pour |#| = r est éga l ŕ ehn, n é t a n t le nombre des 

zéros dont le module est i n fé r i eu r ŕ r , et II u n nombre posi t i f fini. 

L a seconde partie de ce t r ava i l est consacrée ŕ la dé r ivée logar i thmique 

d'une fonct ion e n t i è r e de genre fini. O n sait dé jŕ que le module m a x i m u m 

d'une fonct ion e n t i è r e est comparable ŕ celui de sa dé r ivée . M a i s j ' a i p u 

obtenir u n r é s u l t a t beaucoup plus p réc i s . S i l 'on exclut du champ de la 

variable certaines aires fe rmées entourant les pôles , aires dont la somme 

peut ê t r e rendue n é g l i g e a b l e , la dé r ivée logar i thmique d'une fonct ion de 

genre fini reste comparable, partout ailleurs, ŕ une puissance finie de la 

var iable; j ' é t u d i e alors, dans le champ conse rvé , son module m a x i m u m 

pour |#| = r \ L a m é t h o d e suivie s 'applique, sans modifications, ŕ des 



fonctions m é r o m o r p h e s d 'un type plus g é n é r a l , et l ' on obtient alors, au 

sujet de ces fonctions, une t h é o r i e de tous points analogue ŕ celle q u i a 

servi de base ŕ l ' é t u d e des fonctions e n t i è r e s . 

J e donne une appl ica t ion de cette t h é o r i e en é t u d i a n t l a croissance 

des fonctions m é r o m o r p h e s r é c e m m e n t d é c o u v e r t e s par M . P . P A I N L B V É 

au cours de ses recherches sur les é q u a t i o n s différent ie l les du second ordre 

ŕ points cri t iques fixes. M . P A I N L E V É a s igna lé trois types d ' é q u a t i o n s 

dont les i n t é g r a l e s sont des fonctions m é r o m o r p h e s nouvelles. J e montre 

que les i n t é g r a l e s des deux premiers types se déf in issent ŕ l 'aide de fonc-

t ions en t i è r e s de genre 2 ou 3 dont le module m a x i m u m cro î t comme 

Dans la t r o i s i è m e partie, je cherche a é t e n d r e les r é s u l t a t s des deux 

p r e m i è r e s au cas des fonctions de genre inf in i , et j ' é t u d i e le t r o i s i è m e type 

d ' é q u a t i o n s ŕ i n t é g r a l e s m é r o m o r p h e s nouvelles s igna lé par M . P A I N L E V É . 

J e constate que les fonctions e n t i è r e s correspondantes croissent comme 

J ' a i a b o r d é dans la q u a t r i è m e partie un p r o b l è m e u n peu di f férent en 

cherchant ŕ p réc i se r les r é s u l t a t s obtenus par M M . B O R E L et L I N D E L O F 

sur la croissance des i n t é g r a l e s d'une é q u a t i o n di f férent ie l le a l g é b r i q u e du 

premier ordre et j ' a i é t é condui t a insi ŕ définir une classe d ' é q u a t i o n s 

dont les i n t é g r a l e s ont u n mode de croissance t r è s analogue ŕ celui des 

fonctions en t i è r e s de genre fini. J ' i nd ique , pour terminer , l a conclusion 

q u i me semble devoir ê t r e t i r ée de ces divers r é s u l t a t s . L a re la t ion re-

marquable q u i existe entre la croissance d'une fonct ion e n t i è r e et sa nature 

analyt ique (en par t icul ier , avec le nombre des branches de la fonct ion i n -

verse) ne nous p a r a î t pas tenir ŕ des circonstances fortuites ou spéc ia les : 

elle n'est vraisemblablement que la manifestat ion d'une p r o p r i é t é plus gé -

n é r a l e des fonctions analytiques. 

ou 



P R E M I È R E P A R T I E . 

Je vais me borner, pour commencer, ŕ l ' é t u d e des fonctions en t i è r e s 

de genre fini; me r é s e r v a n t de montrer, dans une partie p o s t é r i e u r e , com-

ment l a m é t h o d e e m p l o y é e pour ces fonctions peut ê t r e a p p l i q u é e aux 

fonctions de genre inf in i . 

i . D é s i g n o n s par F(z) une fonction en t i è r e de genre fini p. Soi t 

M(r) son module m a x i m u m pour | ^ j = r , y\ le module cle son i è m e zéro, 

enfin n le nombre des zéros de F {s) dont le module est i n fé r i eu r ŕ r. 

M M . H A D A M A R D et SCHOU
 1 ont d o n n é une l imi t e s u p é r i e u r e du nombre 

n. I l s ont m o n t r é que l ' i néga l i t é 

( 1 ) 

s u p p o s é e satisfaite pour toute valeur de r, e n t r a î n e 

(2) 

C é t a n t une constante finie. 

L a r é c i p r o q u e du t h é o r è m e de M . H A D A M A R D est-elle vraie? O n 

n ' a pas encore c o m p l è t e m e n t r é p o n d u ŕ cette question, et c'est elle qu i 

doi t nous p r é o c c u p e r tout d 'abord. 

B i e n entendu, la question n 'aura u n sens que si F\s) est un produi t 

de facteurs pr imaires : si cette fonct ion contenait u n facteur exponentiel 

eH{z), son ordre de grandeur pourrai t ê t r e absolument i n d é p e n d a n t du nombre 

n\ c'est donc le produi t de facteurs primaires, G(s), contenu dans F(ë) 

que je vais me proposer d ' é t u d i e r . Les r é s u l t a t s que j ' ob t i endra i ne s'en 

appl iqueront pas moins au cas le plus g é n é r a l ; soit en effet 

1 HADAMARD, Journ. de Math., 1893. SCHOU, Comptes rendus, t. 125, 

P- 763. 



j ' a i le droit de supposer que l 'ordre de grandeur de ell{:) est i n f é r i eu r ou 

éga l ŕ celui de G (g); car, si cette condi t ion n ' é t a i t pas réa l i sée pour F{2), 

elle le serait certainement pour F(z) •—a, quel que soit a (sauf pour une 

valeur de a au p lus) . 1 

Cons idé rons donc le produi t inf in i Gf{s). M . B O R E L s'est p r o p o s é de 

l u i t rouver une l imi te s u p é r i e u r e (pour |#| = f) , et i l a d é m o n t r é la pro-

posit ion suivante: 2 

Soit p un nombre posi t i f te l que l ' o n ait, quelque peti t que soit a, 

ŕ par t i r d'une certaine valeur do n 

(3) 

O n aura, quel que soit s, ŕ part i r d 'une certaine valeur de r, 

( 4 ) 

M . B O R E L a a p p e l é ordre de G{z) le plus petit nombre p satisfaisant 

ŕ la condi t ion (3). Ce nombre est te l que l a série soit divergente 

et l a série convergente, quel que soit a. 

2 . Vou lan t donner du module m a x i m u m pour | f | = r , M(r), une 

r e p r é s e n t a t i o n asymptot ique aussi exacte que possible, je dois chercher avant 

tout si l 'on ne peut pas obtenir une l imi te supé r i eu re de M{r) plus préc ise 

que la l imi te (4 ) . 

Quelque naturelle que semble cette recherche, on a p u se demander 

s ' i l y avait l i eu de l 'entreprendre. N o u s ne savons pas en effet, à priori, 

j u s q u ' o ů va la relat ion obse rvée entre l a croissance de M(r) et le nombre 

n défini plus haut: or s ' i l fallait pour d é t e r m i n e r M(r) avec quelque p ré -

cision faire intervenir des é l é m e n t s nouveaux comme, par exemple, les 

arguments des zéros , les diff icultés du p r o b l è m e seraient s i n g u l i è r e m e n t 

accrues. 

1 Cela résul te de la général isa t ion du théorème classique de M . P ICARD sur les 

fonctions ent ières . Vo i r . B O R E L , Sur les zéros des fonctions entières. ( A c t a M a t h . 1896.) 
2 A c t a M a t h . 1896 (Art . cité); Leçons sur les fonctions entières, p. 61 . 



I l semble p r é c i s é m e n t ŕ p r e m i è r e vue que cette circonstance défa-

vorable se p r é s e n t e . Cons idé rons , en effet, avec M . B O R E L , 1 les deux 

fonctions s in m et Leu r s zéros ont m ê m e s modules 1 , 2 , 3 , . . . 

et cependant leurs modules m a x i m a sont respectivement proportionnels a 

er et ŕ r''. M . B O R E L fut t e n t é de conclure qu ' i l faut ou tenir compte 

des arguments des zéros ou se contenter de la l imi te (4). 

T o r t heureusement i l se trouve que les deux fonctions s igna lées par 

M . B O R E L rentrent dans un cas d 'exception: nous constaterons qu 'on a 

en g é n é r a l le droi t de faire abstraction des arguments des zéros . C'est l ŕ 

ce q u i permet de p réc i se r notablement les r é s u l t a t s de M M , H A D A M A R D 

et B O R E L . 

Une r e p r é s e n t a t i o n exacte de M(r) aura surtout son i n t é r ê t lorsque 

l ' o n é t u d i e r a l a classe, fondamentale en pratique, des fonctions ŕ croissance 

r é g u l i è r e définies par M . B O R E L (voir Int roduct ion) . M a i s i l convient 

p e u t - ê t r e de s'attacher, pour commencer, ŕ des types de fonctions plus 

g é n é r a u x ; i l est ut i le , en effet, de c o n n a î t r e des proposit ions applicables ŕ 

des fonctions dont on ne sait pas encore si elles sont ŕ croissance r é g u l i è r e . 

O n aura p r é c i s é m e n t ainsi un moyen de d é m o n t r e r , s ' i l y a l i eu , que 

leur croissance est bien régu l i è re . 

3 . P o u r é tab l i r les r é s u l t a t s que j ' a i en vue, j ' a u r a i ŕ éva lue r certaines 

i n t é g r a l e s définies o i i figure la fonction ou une fonct ion (p(i) comparable 

ŕ r{. Cette é v a l u a t i o n ne sera é v i d e m m e n t possible que si l ' o n fait certaines 

h y p o t h è s e s sur la croissance de cette fonct ion (p(i); mais des h y p o t h è s e s 

t r è s g é n é r a l e s suffiront. C'est a ins i q u ' i l n'est pas nécessa i re de supposer 

que (p(ï) est ŕ croissance régulière (la déf in i t ion de M . B O R E L é t a n t é t e n d u e 

aux fonctions croissantes q u i restent comparables ŕ une puissance finie de 

la variable). E n d'autres termes, nos calculs pourront porter sur des fonc-

t ions (p(%) qu i ne satisfont pas néces sa i r emen t , ŕ part i r d'une certaine valeur 

de x, ŕ une double i n é g a l i t é de l a forme 

xl~s < <[>(%) < # A + Ł {s arbi trairement petit). 

L ' ana lyse n ' a pas c ru devoir s'occuper j u squ ' i c i de semblables fonctions: i l 

1 Leçons sur les fonctions entières, p. 99. 



est cependant possible d'effectuer sur elles des calculs p réc i s , moyennant 

des h y p o t h è s e s assez larges sur leur mode de croissance. 

Evolution de certaines intégrales définies. 

4 . Gr(z) é t a n t u n produi t de facteurs primaires de genre p, je suppose 

ses zéros r a n g é s par ordre de modules croissants suivant l a r è g l e de W E I E E -

STEASS, en sorte que l ' o n a 

si l ' o n d é s i g n e par ri le module du zéro de rang i. 

Les 7\ é t a n t connus, i l est toujours possible de former une fonct ion 

de x holomorphe, rée l le et posi t ive q u i , pour x entier et éga l ŕ i, prenne 

l a valeur ri. J ' appel le co(x) une telle fonct ion. 

O n peut définir la fonct ion w(x) au m o y e n d'une formule d' interpola-

t i o n quelconque; mais je supposerai, ce q u i est é v i d e m m e n t l é g i t i m e , qu'elle 

ne cesse .pas de c ro î t r e lorsque x varie de o ŕ + 0 0 . 

Cela posé , d é s i g n a n t par m, n deux entiers positifs finis (m < n) et 

par X un nombre posit if , proposons-nous de d é t e r m i n e r une l imi te su-

p é r i e u r e d'une somme de la forme 

iSous augmentons é v i d e m m e n t ces sommes en les r e m p l a ç a n t par les 

i n t é g r a l e s définies 

T o u t revient donc ŕ t rouver des l imi tes s u p é r i e u r e s de ces i n t é g r a l e s . Pour 

y parvenir , je substi tuerai ŕ co(x) une fonct ion è{x) qu i , pour x réel et 

positif, soit e l l e -même rée l le , posit ive et i n f é r i eu re ŕ w(x), cette fonct ion 

(/'(x) é t a n t choisie de telle m a n i è r e que l ' o n sache calculer les i n t é g r a l e s 

I=f[<P(x)]-*dx, jr =fmx)Tkdx 
m n 

dont la seconde est s u p p o s é e avoir une l imi t e . 

I l nous faut chercher quelles h y p o t h è s e s i l convient de faire a p r io r i 

sur (I>(x) pour obtenir a i s é m e n t une l im i t e de ces i n t é g r a l e s définies. 



L a solution l a plus simple consisterait ŕ prendre pour é(x) une puis-

sance de x. J ' a i r appe l é q u ' i l existe u n nombre p (ordre de l a fonct ion 

en t iè re ) t e l que l ' o n ait ŕ par t i r d'une certaine valeur de i 

(3) 

quelque peti t que soit a. O n peut donc faire 

Ce choix nous r a m è n e r a i t ŕ l a m é t h o d e qu 'a suivie M . B O R E L , dans les 

travaux c i tés plus haut, pour é v a l u e r le module m a x i m u m du produi t G(%). 

M a i s on sait q u ' i l peut exister u n é c a r t cons idé r ab l e entre l a fonct ion 
I 

a)(x) et l a puissance de x, x p + a . C'est lŕ une c o n s é q u e n c e de l 'existence 

des fonctions ŕ croissance i r r é g u l i è r e . 1 D 'au t re part, dans le cas m ê m e oů 

l 'ordre d ' in f in i té de r{ est d é t e r m i n é (d ' ap rè s l a déf in i t ion de M . B O R E L ) , 

i l est souvent possible d'assigner au module r{ une l imi te i n f é r i eu re plus 

p réc i se que la l im i t e (3). O n aura par exemple 

(7 é t a n t u n nombre fini. I l est ŕ p r é v o i r que l ' o n obtiendra des l imites 
1 

plus exactes si l ' o n peut, dans les divers calculs effectués, remplacer xp+a 

par une fonct ion (p(x) plus voisine de w(x). 

Laissons donc de côté , pour u n moment, l a fonct ion w(x) et faisons 

ŕ p r i o r i certaines h y p o t h è s e s sur (p(x), en montrant que ces h y p o t h è s e s 

rendront possible la l im i t a t i on des i n t é g r a l e s définies I et 1^. 

5. Faisant d'abord varier x entre m et n, supposons qu'il existe deux 
Ç$*~ il) 

nombres positifs p et u tels que les fonctions — et ~v soient croissantes on 

du moins ne décroissent pas lorsque m < x < n. N o u s dist inguerons alors 

divers cas suivant la valeur qu ' a X dans l ' i n t é g r a l e 1. 

1 V o i r dans Y Introduction, la définition de M . B O R E L . M . B O R E L a mont ré qu ' i l 

est facile de former des fonctions ŕ croissance i r régul iè re . 



Premier cas. p est inférieur à * . 

E x p r i m o n s que les dé r ivées logar i thmiques des deux fonctions et 

sont posit ives: nous obtenons 

et nous en d é d u i s o n s la double i n é g a l i t é 

oů i — Xp et i — Xv sont des nombres positifs. 

D ' o ů , en i n t é g r a n t : 

Pa r suite, on peut poser 

(5) 

et c conserve une valeur finie lorsque n augmente i n d é f i n i m e n t (<?<-—^J^-

6. Deuxième cas. u est supérieur à - • 

E n p r o c é d a n t exactement comme dans le premier cas, nous aboutissons 

cette fois ŕ l ' i n é g a l i t é 

oů l 'on a Xv — i > o. 

S i l ' o n i n t è g r e , on pourra poser 

et c restera f ini lorsque n augmentera i n d é f i n i m e n t . 
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S i donc les condit ions impossées n <J)(x) ne cessent pas d ' ê t r e vérifiés 

pour x > m, on aura 

r, é t a n t une constante posit ive finie, et par suite (si l ' on remplace m par 

n, en se reportant aux notations d u § 4 ) 

7. Troisième cas. Supposons maintenant que l ' o n ne puisse t rouver 

n i u n nombre JUL i n f é r i e u r ŕ * , n i u n nombre v s u p é r i e u r ŕ | satisfaisant 

dans l ' in terval le mn aux condit ions é n o n c é e s ce qu 'on peut exprimer 

g r o s s i è r e m e n t en disant que, dans cet intervalle , <p~l c ro î t approximat ive-

ment comme - . N o u s sommes alors conduits ŕ imposer au choix de <p(x) 

une condi t ion s u p p l é m e n t a i r e . J e supposerai q u ' i l existe deux nombres fix 

et tels que les fonctions 

soient croissantes ou du moins ne déc ro i s sen t pas dans 1 intervalle mn. 

L a dé r ivée logar i thmique de <p~l satisfera, pour m < x < n aux i n é g a l i t é s 

I c i encore, suivant les valeurs de /!, et ui diverses circonstances pour-

ront se p r é s e n t e r . 

Soi t d 'abord fix < Î . O n aura 

O n pourra, par suite, poser, lorsque n devient t r è s grand 

(7) (c nombre fini). 

1 log x r ep résen te ici la valeur a r i t hmé t ique du logarithme. 



Soit maintenant vx > i . O n aura 

ce q u i permettra de poser 

(8) 

oů c reste f in i lorsque m augmente i n d é f i n i m e n t . 

Soi t enfin jix > i , \>x < i . O n peut exprimer ce fait en disant que 

dans l ' in terval le mn (ou d u moins dans un interval le i n t é r i e u r ŕ mn), la 

fonct ion è~l se comporte ŕ l a façon de — — . J e ne puis r ien dire alors 
1 1 x log X x 

sur la valeur des i n t é g r a l e s p r é c é d e n t e s , ŕ moins de faire une h y p o t h è s e 

plus p réc i se sur l a croissance de la fonct ion <p(x). 

Posant , d'une m a n i è r e g é n é r a l e , 

et d é s i g n a n t par /ik un nombre quelconque i n f é r i e u r ŕ i , par uk u n nombre 

quelconque s u p é r i e u r ŕ i , je supposerai que l ' u n des deux rapports 

soit croissant (ou d u moins ne décro isse pas), lorsque k d é p a s s e u n certain 

entier f in i . 

Dans le premier cas, l ' i n t é g r a l e 

est divergente et a une valeur de la forme 

(9) . / = c(p xn\ogn Aog^n .. Aogkn (c pos i t i f fini). 

Dans le second cas, la m ê m e i n t é g r a l e est convergente, et nous ob-

tenons pour elle une valeur de l a forme 

cé~xmlogm.. . l o g ^ m (c posi t i f fini). 



S i l ' o n fait c ro î t r e n j u s q u ' ŕ -f- co et que l ' o n change m et n, en 

se reportant aux notations du § 4 , on pourra écr i re l ' éga l i t é 

( 1 o) Zj = CJ d)~Kn l o g n .. . (log* n) 

o ů çx conserve, lorsque n augmente, une valeur posit ive finie. 

8. O n constate ainsi que les h y p o t h è s e s faites sur (p{x) permettent 

b ien d'assigner, pour les grandes valeurs de x, une l imi te s u p é r i e u r e aux 

i n t é g r a l e s 1 I et Z , . 

I l est ŕ remarquer d 'ai l leurs que les raisonnements p r é c é d e n t s n 'exigent 

nul lement que A , p et v soient positifs. Soit , d 'une m a n i è r e g é n é r a l e , une 

fonct ion réel le et posit ive f(x), satisfaisant aux condit ions suivantes: i l 

existe deux nombres positifs ou n é g a t i f s , p et v, tels que les fonctions 

7 7 ™ et soient croissantes. S i nous é c a r t o n s , pour simplif ier , le cas 
f(x) 

exceptionnel oů p < — 1 < v, nous pourrons affirmer que l ' i n t é g r a l e in-

définie de f(x) devient infinie comme xf(x). 
L ' h y p o t h è s e faite sur f(x) revient, d 'ai l leurs, ŕ supposer que l a dé-

f(x) 
r ivée de f(x) devient infinie comme . N o u s avons donc d é m o n t r é 

v ' x 

que de cette p r o p r i é t é de l a dé r i vée , on a le droi t de conclure ŕ celle de 

l ' i n t é g r a l e . N o u s constatons a ins i que la croissance de f{x) est t ou t - ŕ - f a i t 

analogue ŕ celle d 'une puissance de x. 

1 Dans une note insérée aux C o m p t e s - R e n d u s de l ' A c a d é m i e des S c i e n c e s 

le 4 février 1901, j ' a i obtenu les mêmes résu l ta t s en suivant une voie un peu différente, 

mais en imposant ŕ </>(x) des conditions équiva len tes ŕ celles que j ' a i énoncées i c i . Ces 

conditions é ta ient les suivantes: 

S i o =*= v, l 'on pose 

et l 'on suppose <pi(x) ^1 que la fonction 

Ł log x — log <px 

P 
soit positive et croissante lorsque su <C I • 4'i(x) s e r a P a r exemple de la forme 

P 
(log xyi(\ogV>œy*.... 

S i p é ta i t égal ŕ p, on isolerait dans la fonction (p le produit xP (log x)T. 



9. Revenons maintenant au produi t de facteurs pr imaires (r(z) dont 

nous supposons les zéros connus, et voyons comment nous pourrons former 

l a fonction <p(x). 

L e cas oů l ' o n obt iendra les r é s u l t a t s les plus p r éc i s est é v i d e m m e n t 

ce lu i oů l a fonct ion <o(x) définie au § 4 satisfait e l l e - m ê m e aux condi t ions 

i m p o s é e s ŕ ô(x). O n peut alors substituer w ŕ ô dans tous les calculs 

p r é c é d e n t s . 

S i l 'on in t rodu i t dans l ' é n o n c é le genre p et l 'ordre p du p rodu i t 

G(z), cette classe sera définie par les ca rac t è re s suivants (on suppose p =1= o) : 

i ° . Lor sque l 'ordre p n'est pas entier, il existe un nombre fx inférieur 

'dcJ^ CO ( t)ô ) 

à - et un nombre v, tels que les rapports —-ir, — ~ soient croissants à partir 

d'une certaine valeur de x. 

O n a alors l ' éga l i t é (5) pour X <p et l ' éga l i t é (6) pour X > p. 

P a r m i les classes de fonctions pour lesquelles la cond i t ion é n o n c é e est 

réa l i sée , i l en est une q u i doi t surtout attirer notre a t tent ion: elle comprend 

les fonctions dont les zé ros sont r é p a r t i s de telle sorte que les deux rapports 

soient croissants ŕ par t i r d'une certaine valeur de i, quel que soit le nombre 

s. Cette classe de fonctions rentre dans celle des fonctions à croissance 

régulière qu 'a définie M . B O R E L ; elle comprend toutes les fonctions q u i ont 

é t é é t ud i ée s j u s q u ' i c i par l 'analyse. 

L e s calculs p r é c é d e n t s nous permettront d 'ail leurs de subdiviser cette 

classe en faisant sur l a croissance de ï\ des h y p o t h è s e s de plus en plus 

préc ises . 

M a i s nous n ' é p u i s e r o n s pas a ins i l a famil le de fonctions que déf in issent 

les condit ions i m p o s é e s plus haut ŕ w(x). Cette famil le comprend des 

fonctions qui ne sont pas à croissance régulière, au sens adopté par M. Borel, 
1 

mais pour lesquelles le module ri pourra osciller, lorsque i croit, entre ip 

1 
. — a 

et ip (e , a nombres positifs arbitrairement petits). N o u s obtiendrons né -

anmoins sur ces fonctions des r é s u l t a t s aussi p réc i s que sur les p r é c é d e n t e s . 



i o . 2 ° . Lorsque p — p, la classe de fonctions considérée est définie 

par ce fait qu'outre le nombre v défini plus haut, il existe un nombre a in-
i 

i xp (log x)ff . , 
férieur à - tel que le rapport ^ s o ^ poissard à partir d'une certaine 

valeur de x. ( L a fonct ion co se t rouve alors satisfaire aux condit ions d u 

§ 7 avec p} < I , et l ' o n a, pou r A — p, l ' é g a l i t é (7); l ' éga l i t é (5) reste 

d 'a i l leurs vérifiée pour A < p , l ' é g a l i t é (6) pour A >p). 

S'il n existe pas de tel nombre a il existe du moins un entier fini k et 

un nombre a inférieur à * tel que le rapport 

soit croissant à partir d'une cnrtaine valeur de x. (On aura alors, pour 

X—py l ' i n é g a l i t é (9)). 

3 0 . Lor sque p — p + 1 , nous supposerons qu'il existe (outre le nombre 

p déf ini au § 9) un entier fini k et un nombre a supérieur à _j_ { tels que 

le rapport 

soit croissant à partir d'une certaine valeur de x. O n aura alors, pour 

A —p -J- i 5 l ' i n é g a l i t é ( 1 0 ) . 

1 1 . C o n s i d é r o n s maintenant le cas g é n é r a l o ů û)(x) n 'appart ient pas 

ŕ l a classe définie par les h y p o t h è s e s du paragraphe p r é c é d e n t , mais est 

une fonct ion croissante satisfaisant s implement aux condit ions du § 4 . L a 

fonc t ion <p{x), i n f é r i e u r e ou éga l e ŕ <o(x) que l 'on doi t faire figurer dans 

les i n t é g r a l e s / et Ix afin de les rendre calculables par la m é t h o d e exposée 

ci-dessus, ne peut p lus alors c o ď n c i d e r avec (o(x). Cherchons dans quelle 

mesure elle pour ra s'en rapprocher. 

J e vais cons idé r e r , tout d 'abord, le cas o ů l 'ordre p n'est pas entier, 

et montrer qu'on pourra fa/ire coïncider <p et co pour des valeurs de x in-

définiment croissantes. 



Soi t il un nombre compris entre ••- et - . I l r é s u l t e de la dé f in i t ion 
P V 

m ê m e de l 'ordre que la fonct ion —t~-t prend des valeurs i n d é f i n i m e n t crois-
CO y 00 j 

s a n t é s . O n peut, en effet, poser 

S i donc i l existait u n nombre c te l que l ' on ait, ŕ par t i r d'une certaine 

valeur de x 

l a sér ie serait convergente, ce q u i n 'a pas l i e u . 

C o n s i d é r o n s alors l a courbe . O n peut tracer une courbe repré-

sentant une fonction toujours croissante, ou du moins, ne décroissant jamais, 

q u i reste toujours au-dessus de l a courbe —,—z et l a touche en une in f in i t é 
CO ( J 

de points s ' é l o i g n a n t i n d é f i n i m e n t de l 'o r ig ine . N o u s prendrons pour ^ 

l a plus petite fonct ion r e p r é s e n t é e par une telle courbe, et <f>(x), q u i co-

ď n c i d e r a avec o)(x) pour des valeurs de x i n d é f i n i m e n t é l o i g n é e s , satisfera 

bien, entre m et n, aux condi t ions é n o n c é e s au § 5 (premier cas). 

D ' au t r e part, lorsque x varie de n ŕ - f c o , on sait que, si n est 

assez grand, le rapport w , et, par suite, - - - - - d é v i e n t s u p é r i e u r ŕ tout 

XP + S Xp+S 

nombre d o n n é , quelque pet i t que soit s. 

I l en r é s u l t e que (pour une in f in i t é de valeurs de x figurant pa rmi les 

p r é c é d e n t e s ) , ce rapport p rend une sér ie de valeurs plus petites que toutes les 

suivantes. F o r m o n s une fonct ion — ^ - toujours croissante q u i co ďnc ide ra 

xp+£ 

avec —p pour ces valeurs de x. L a fonct ion (px a ins i déf inie satisfera b ien 

xp+~s 

aux condi t ions voulues pour x > n. 



12 . Lorsque l ordre p est entier i l faut d is t inguer divers cas. 

Soi t p = p, et supposons quil existe un entier k et un nombre a in-

férieur à 1 tel que le rapport 

V 

admette des valeurs indéfiniment croissantes. O n pourra alors former, dans 

l ' in terval le mn} une fonct ion croissante (ou, d u moins , ne d é c r o i s s a n t jamais) 

q u i ne soit jamais i n f é r i e u r e au rapport c o n s i d é r é et l u i soit éga l e pour 

des valeurs de x s ' é l o i g n a n t i n d é f i n i m e n t . Cela permettra de faire co ďnc ide i 

co et (p pour des valeurs de x i n d é f i n i m e n t croissantes. 

L o r s q u ' i l n 'existe pas d 'entier k satisfaisant ŕ la cond i t ion i n d i q u é e , 

on remarquera q u ' o n pourra toujours satisfaire ŕ cette cond i t ion que l que 

soit ky p o u r v u que l 'on remplace co par co (log* x) " s , oů s est u n nombre 

posi t i f a rb i t ra i rement petit . S i n o n i l faudrait admettre q u ' o n peut t rouver 

u n nombre pos i t i f s t e l que le rapport 

reste, ŕ par t i r d 'une certaine valeur de x, i n f é r i e u r ŕ un nombre fixe, ce 

q u i rendrai t convergente la sér ie ^ —, laquelle diverge par h y p o t h è s e . 

O n peut donc affirmer que l ' o n pourra, en tout cas, choisir la fonction cp 

de façon que le rapport — soit {entre m et n) inférieur à (log* #)* pour des 

valeurs de x indéfiniment croissantes. 

O n se t rouve d 'ai l leurs p l a c é , pour x > n, dans les m ê m e s condi t ions 

que lorsque p n ' é t a i t pas entier. 
Supposons enfin que p soit égal à p + i . 

S ' i l existe u n entier k et u n nombre a s u p é r i e u r ŕ - — — te l que le 

rapport 

reste, ŕ par t i r d'une certaine valeur de x, s u p é r i e u r ŕ tout nombre d o n n é , 



on pourra faire co ďnc ide r les fonctions m et d' pour des valeurs de x in -

d é f i n i m e n t croissantes. 

M a i s s ' i l n'existe pas de t e l entier Ŕ', les calculs p r é c é d e n t s ne nous 

fourni ront aucun renseignement p r é c i s sur l a valeur du rappor t ~ . J ' é t u -

d iera i par une m é t h o d e directe, au § 19 , les fonctions e n t i è r e s pour les-

quelles cette circonstance se p r é s e n t e . 

Le module maximum d'une fonction entière d'ordre non entier. 

13. P o u r d é t e r m i n e r le mode de croissance d 'une fonct ion e n t i è r e , 

je m'efforcerai de suivre la voie la plus naturel le ; par tant d u d é v e l o p p e -

ment d 'une telle fonc t ion en p rodu i t in f in i , je cons idé r e r a i ce p rodu i t sur 

une c i r con fé rence ayant pou r centre l ' o r ig ine , et je chercherai une l i m i t e 

s u p é r i e u r e et une l i m i t e i n f é r i e u r e de son module en u n p o i n t quelconque 

de la c i r con fé rence . J e constaterai ensuite que dans des cas é t e n d u s ces 

deux l imi tes c o ď n c i d e n t : toutes les p r o p r i é t é s du module m a x i m u m de la 

fonct ion se t rouveront alors r é s u m é e s par une seule formule. 

Soi t F(z) une fonct ion e n t i è r e de genre f ini , G-[g) le p rodu i t de 

facteurs pr imaires contenu dans F(z), en sorte que l ' on a 

F(z) £ G{z)e^\ 

Fiz) é t a n t de genre f in i , le facteur exponent ie l eHU) s ' é t u d i e t r è s s imple-

ment. C'est donc ŕ l ' é t u d e du p rodu i t de facteurs pr imaires , G(z) que je 

dois m'at tacher: cette é t u d e suffit m ê m e au point de vue t h é o r i q u e en 

ver tu du t h é o r è m e de M . P I C A R D dont je rappelais au § 1 la g é n é r a l i s a t i o n . 

14 . Soi t G(z) de genre p et de la forme 

E i e n ne serait c h a n g é aux raisonnements q u i vont suivre si ce p rodu i t 

é t a i t m u l t i p l i é par une puissance finie de z, c 'es t -ŕ-di re s i l ' o r ig ine é t a i t 

u n zéro de G(z). 

F o r m o n s une fonc t ion (p(x) satisfaisant aux condi t ions é n o n c é e s au 

$ 4 . -Nous aurons 
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Suivan t alors une m é t h o d e analogue ŕ celle qu ' a e m p l o y é e M . B O R E L , 

je déf in i ra i l ' ent ier par l ' é g a l i t é 

o ů y est une constante posi t ive finie. J e supposerai d 'a i l leurs Y assez 

grand pour que l ' o n ait n> m. 

O n sait q u ' o n peut t rouver 1 un nombre pos i t i f b te l que le i è m e 

facteur de 6r(#) soit, en module i n f é r i eu r , ŕ e ™ . L e produi t des facteurs 

de rang s u p é r i e u r ŕ n est donc, en module, i n f é r i e u r ŕ 

D ' a u t r e par t 

O n a, par suite 

S i nous supposons m chois i de telle sorte que <p(m) soit plus g rand 

que i (ce q u i est l é g i t i m e , puisque <p{x) est une fonct ion croissante), on 

aura ŕ for t io r i 

(") 

g é t a n t , de m ê m e que b, une constante posi t ive finie. 

15. F o u r é v a l u e r le second membre de l ' i n é g a l i t é (11), je supposerai 

d'abord que V ordre p du produit Gr(z) ri est pas entier. 

N o u s p l a ç a n t alors, par le choix de cp(x), dans le premier cas du § 5, 

nous pouvons remplacer les i n t é g r a l e s déf inies q u i figurent dans l ' iné-

g a l i t é (11) par les valeurs obtenues dans ce paragraphe. Faisons, pour 

A <p 

1 V o i r en particulier B O R E L , Leç. sur les fonc. eut., p. 51. 



Le. nombre ck sera fini 1 en ver tu de l ' é g a l i t é (5) du § 5 et nous savons 

en calculer une l i m i t e s u p é r i e u r e . 

De m ê m e 

cp+l é t a n t u n nombre fini. 

L ' i n é g a l i t é ( 1 1 ) devient donc 

l o g j G(e) j < grp -f-g A n (gi nombre fini) nombre fini) 

o n 

( 1 2 ) 

// é t a n t un nombre fini; car nous supposons i c i p > p, en sorte que le 

rappor t - - devient in f in iment g rand en m ê m e temps que r. 

L a d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e serait en d é f a u t si G{z) é t a i t de genre 

zé ro . O n poserait dans ce cas 0 — uq, q é t a n t u n entier assez grand pour 

que l a fonc t ion de u, G(uq) soit de genre un. L a propos i t ion du § 15 

s 'applique ŕ G(uq), ce q u i montre que l ' o n a bien encore l ' i n é g a l i t é ( 1 2 ) . 

16 . D e l ' i n é g a l i t é (12) , on peut t i rer diverses c o n s é q u e n c e s . Suppo-

sons qu'il existe des nombres ax , &9, . . . , <rk telle que Von ait à partir d'une 

certaine valeur de i 

O n prendra 

D ' o ů 

1 Lorsque je di ra i , dans le cours de ce t ravai l , qu'un nombre est fini, j 'entendrai 

par lŕ qu ' i l reste infér ieur ŕ un nombre fixe lorsque r ou n augmente indéfiniment . 



I l en r é s u l t e é v i d e m m e n t 

n < rjxr
p (log r) ff>. . . (log* r) a* (57, constante posi t ive finie) 

et Ton obtient pour \G(s)\, à partir d'une certaine valeur de r, la limite 

supérieure 

\G{z)\ < ehrP(-loer)~ai>-'ilo&r)'~'Tk 

h restant, lorsque r augmente i n d é f i n i m e n t , i n f é r i e u r ŕ un nombre fixe. 

A i n s i se t rouve p r é c i s é le t h é o r è m e de M . B O R E L que j ' a i r a p p e l é au § i . 

1 7 . P o u r v o i r quelle p r é c i s i o n i l convient d 'attendre de l ' i n é g a l i t é 

(12) clans le cas le plus g é n é r a l oů l 'ordre p est s u p p o s é n o n entier, je 

dois c o m p l é t e r le r é s u l t a t p r é c é d e n t en donnant une l imi t e i n f é r i e u r e du 

module m a x i m u m M{r) pour |#| = r . 

O n pourra i t d é d u i r e cette l i m i t e des t h é o r è m e s de M M . H A D A M A R D 

et S C H O U . O n l 'ob t iendra p lus rapidement de l a f açon suivante. 

D é s i g n o n s par ri le nombre des zéros de G(&) dont le module est 

i n f é r i e u r ŕ j j r , Y] é t a n t u n nombre i n f é r i e u r ŕ ~ , et posons 

Lorsque i < ri, la part ie rée l l e de l o g ^ — a une valeur finie su-

p é r i e u r e ŕ l o g 1 - . D ' o ů 

h é t a n t u n nombre posi t i f f in i . 

C o n s i d é r o n s , d'autre part, l ' i n t é g r a l e 

en d é s i g n a n t par C le contour du cercle de r ayon r ayant son centre ŕ 

l ' o r ig ine . Cette i n t é g r a l e est éga le ŕ l ' u n i t é . I l est donc certain que le 



module I e s t s u p é r i e u r ŕ un sur une inf in i té d'arcs de l a c i r c o n f é r e n c e 

G. O n a sur ces arcs 1 

( 1 3 ) 

Dans cette i n é g a l i t é on peut donner ŕ h l a valeur l og ^ - — i ^ . Faisons 

en par t icul ier tj -— - — 1 — : on pourra alors remplacer l ' i n é g a l i t é ( 1 3 ) par 
e 

1 i n é g a l i t é 
\G{z)\>ë\ 

S i , au l i eu de G(z), on c o n s i d é r a i t une fonct ion e n t i è r e quelconque 

F(z), i l faudrait substi tuer ŕ l ' i n é g a l i t é ( 1 3 ) l ' i n é g a l i t é 

Remarquons enfin que le r é s u l t a t subsiste si l ' on remplace la c i rcon-

fé rence C par u n contour quelconque de longueur kx (k fini), dont tous 

les points sont ŕ une distance de l ' o r ig ine é g a l e ŕ k^r [kx fini). 

1 8 . I l nous faut maintenant , pour c o m p l é t e r les r é s u l t a t s des para-

graphes p r é c é d e n t s , comparer les l imi tes ( 1 2 ) et (13 ) . N o u s avons v u au 

§ 11 que, s i l 'ordre p n 'est pas entier, on peut toujours chois i r l a fonc t ion 

(p(x). de façon que les fonctions u> et ô c o ď n c i d e n t pour une inf in i té de 

valeurs de x i n d é f i n i m e n t croissantes. D o n c , pour une in f in i t é de valeurs 

de r, le nombre n est d é t e r m i n é par l ' é g a l i t é r = r/rn, yj é t a n t fini et, si 

l ' o n veut, i n f é r i e u r ŕ - . O n a pour ces valeurs n' = n. 

M a i s i l pourra arr iver que pour certaines fonctions et pour certaines 

valeurs de r le nombre n' soit notablement in fé r i eur ŕ n. O n voi t , en 

se reportant ŕ la dé f in i t ion de n, q u ' i l en sera ainsi si l a valeur de (p{u) 

est e l l e - m ê m e t r è s petite par rappor t au module rn, c ' es t -ŕ -d i re si l a fonc-

t i o n CD(x) prenant la valeur rt pour x — i ne satisfait pas aux con-

d i t ions i m p o s é e s ŕ (p(x). I l y aurai t donc l i eu de rendre plus exactes 

encore les deux l imi tes a s s ignées ŕ M(r) afin d'amener, s ' i l est possible, 

1 L a démons t ra t ion sera valable encore si le produit G(z) est de genre infini . 

Ma i s , dans ce cas i l y aura in t é rê t ŕ complé ter l a proposition en donnant ŕ 57 une 

valeur voisine de l 'un i té . J ' indiquera i dans la t ro is ième partie cette généra l i sa t ion qui 

n 'a point i c i d 'u t i l i té . 



ces l imi tes ŕ co ďnc ide r . Toutefois de telles recherches ne semblent offrir 

au point de vue prat ique que peu d ' i n t é r ê t : on n ' a jamais r e n c o n t r é dans 

les appl icat ions et on ne rencontrera vraisemblablement d ' i c i ŕ longtemps 

que des fonct ions pour lesquelles les nombres n et n' sont é g a u x . I l nous 

suffira donc d 'avoir obtenu sur ces fonctions un r é s u l t a t t ou t - ŕ - f a i t p réc i s . 

P o u r savoir dans quel cas on aura le droi t d ' identif ier les nombres n 

et ri, i l suffit d 'ai l leurs de se reporter au § 9 , en c o n s i d é r a n t ŕ nouveau 

l a fonct ion co(x) définie au 4 . S ' i l existe u n nombre posi t i f a t e l que 
1 

a 

les rapports ' > —— soient croissants à partir d'une certaine valeur de 

x nous pouvons dans tous nos calculs remplacer <p par w. E n part icul ier , 

le nombre n sera défini par l ' éga l i t é 

r — rjw (n) — yp'„, 

Y] é t a n t u n nombre f ini quelconque que l ' o n peut prendre i n f é r i e u r ŕ - . 

On parviendra ainsi , lorsque co(x), c'est ŕ dire ri} satisfait ŕ l a con-

d i t i o n qu i v ient d ' ê t r e é n o n c é e , ŕ l a proposi t ion suivante : 

Si l'on désigne par n le nombre des zéros dont le module est inférieur 

à rjr (TJ < ^j, on pourra, à partir d'une certaine valeur de r, poser 

( 1 4 ) M(r) = ehn, 

h étant un nombre positif fini. Cette inégalité restera vraie pour toute 

valeur de r. 

L ' é g a l i t é (14) exprime en r é s u m é toutes les p r o p r i é t é s du module M(r). 

1 9 . P a r m i les fonctions satisfaisant aux condit ions é n o n c é e s , nous 

signalerons en par t icul ier celles pour lesquelles i l existe deux rapports crois-

sants de l a forme 

Ces fonctions sont ŕ croissance régulière. 



Si l ' o n cons idè re les puissances de la variable comme les types les 

plus r é g u l i e r s de croissance, on pourra dire que l a croissance de l a fonction 

G(z) est parfaitement régulière lorsque les nombres ax , tr3, . . . sont tous 

nuls. O n é n o n c e r a alors le t h é o r è m e su ivant : 

Si Von a à partir d'une certaine valeur de i 

r{ = lvip (h pos i t i f fini) 

on aura (pour toute valeur de r) à partir d'une certaine valeur de r 

M{r) = eh'rP (h' posi t i f fini). 

Re la t ivement aux fonct ions ŕ croissance r é g u l i è r e , les i n é g a l i t é s (12) et ( 1 3 ) 

permet t ront d ' é n o n c e r , d 'une m a n i è r e g é n é r a l e , l a propos i t ion suivante: 

Si l'on a à partir d'une certaine valeur de i 

k étant un entier, et s un nombre arbitrairement petit, l'on aura, à partir 

d'une certaine valeur de r 

2 0 . J e vais maintenant c o m p l é t e r les r é s u l t a t s p r é c é d e n t s en dé-

montran t l a r é c i p r o q u e d u t h é o r è m e é n o n c é au § 1 9 . 

Cette r é c i p r o q u e a é t é , en partie, é t ab l i e par M . B O R E L q u i a m o n t r é 

que lorsque G(2) est u n produi t de facteurs primaires, la double i n é g a l i t é 

erP~£ < M(r) < erP+e 

e n t r a î n e , quel que soit s, ŕ par t i r d 'une certaine valeur de i 

O n c o m p l è t e a i s é m e n t cette proposi t ion en s 'appuyant sur l ' i n é g a l i t é (1 2). 

D é s i g n a n t par n l a fonct ion inverse d'une certaine fonct ion (f>(x), 

nous allons montrer que l'égalité 

(15) M[r) — eh" (h pos i t i f fini) 



supposée satisfaite à partir d'une certaine valeur de r entraîne à partir d'une 

certaine valeur de i 

ri = h'4>(i) (h' posi t i f fini). 

N o u s savons déjŕ que cette éga l i t é est satisfaite pour des valeurs de 

i i n d é f i n i m e n t croissantes, et de plus que l ' o n a ŕ par t i r d 'une certaine 

valeur de i 

ri>h'<p(i). 

I l s 'agit de remplacer cette i n é g a l i t é par une é g a l i t é . 

Supposons d 'abord que l a fonct ion (p{x) soit de la forme 

S i l a propos i t ion é n o n c é e é t a i t inexacte, i l faudrait admettre que, 

quelque grand que soit le nombre K, (comparable par exemple ŕ logy??.,) 

on a, pour des valeurs ??., de i i n d é f i n i m e n t croissantes 

rni = K(f>(nx). 

L e t h é o r è m e d u § 14 va nous conduire alors ŕ une contradic t ion. 

Faisons-y, en effet 

r = Krf[nl) = 4>{n). 

D ' a p r è s la déf in i t ion de (f>, on aura lorsque nx sera assez grand l ' i n é g a l i t é 

oů a est u n nombre posi t i f q u i deviendra, avec —, in fé r i eu r ŕ tout nombre 

d o n n é . 

D é t e r m i n o n s d'autre part le nombre n2 par la condi t ion 

cP(n,) = K<p(n,) 

d ' o ů r é s u l t e l ' i n é g a l i t é 

n.2 < (1 + ai)K
pn1 

(otj devenant, comme a, arbi t rairement pet i t avec 



N o u s allons nous reporter ŕ l ' i n é g a l i t é fondamentale d u § 14, oů 

nous remplacerons n par » , . E l l e devient 

Lorsque i < nl} on a r4> lï<p(i). 

D o n c , si X est u n nombre i n f é r i e u r a p, on a (§ 5) 

(<?x constante posit ive finie). 

D'autre part 

pour i > n2) nous nous servons de nouveau de l ' i n é g a l i t é ri > h'<p(i), et 

nous avons 

Posons alors 

y9 étant un nombre positif inférieur ŕ 1 . On aura 

et par suite, s i l ' o n se reporte ŕ l ' i n é g a l i t é q u i l imi te l o g | Ł r ( # ) | 

c é t a n t u n nombre pos i t i f f in i . 

Pu i sque K est arbi t ra i rement grand, cette d e r n i è r e i n é g a l i t é est en 

contradic t ion avec l ' i n é g a l i t é (15). L ' h y p o t h è s e faite sur rHi est donc i n -

admissible, ce q u ' i l fa l la i t d é m o n t r e r . 

4 



On parviendra i t au m ê m e r é s u l t a t en faisant sur la fonction (p(x) 

des h y p o t h è s e s p lus g é n é r a l e s . A i n s i , Ton d é m o n t r e 1 sans peine que le 

t h é o r è m e p r é c é d e n t subsiste i n t é g r a l e m e n t s i Ton suppose s implement que 

la fonction <f>(x) satisfait aux conditions du § 9, et que Von a de plus 

p et v é t a n t les deux nombres (compris entre le genre p et l 'ordre p) que 

nous avons déf inis au § 9, et 3 un nombre positif inférieur à 1. 

2 1 . J ' a i s u p p o s é dans ce q u i p r é c è d e que K é t a i t u n nombre pouvant 

dépas se r tout nombre d o n n é . M a i s r ien n ' e m p ê c h e , dans le raisonnement 

p r é c é d e n t , de faire de K une fonct ion croissante de r . 

Soi t par exemple 
K= ( l o g , r ) Ł , 

s é t a n t u n nombre arbi t ra i rement petit. L a d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e 

é t a b l i t que s ' i l existait des valeurs nx de i i n d é f i n i m e n t croissantes, telles 

que l 'on ait 

rni = (log4r)YW 

on aurait, pour des valeurs de r i n d é f i n i m e n t croissantes 

M(r) < (>^°8kr)~SCn, 

D ' o ů le t h é o r è m e suivant : 

Si, quelque petit que soit le nombre e\, la double inégalité 

' S i A est un nombre positif plus grand que I, on a 

L 'éga l i t é Klcp{nx) = <p{n) en t r a îne donc n 1 < K - l

! l n , et l ' égal i té f{n^) = Ki/'ÇnJ 
1 

suppose w 2 <C Kv nï. 

Tous les calculs faits plus haut subsistent alors, p é t an t r emplacé par l ' un des 

deux nombres - , - . 
u, v 



ne cesse pas d'être vérifiée, à partir d'une certaine valeur de r, il en sera 

de même, de la double inégalité 

hWi)<rt<QogtrM(i) 

à partir d'une certaine valeur de r{ [quelque petit que soit s). 

Ce t h é o r è m e , j o in t ŕ celui du § 1 7 , nous permet en par t icul ier 

d ' é n o n c e r l a r é c i p r o q u e de la propos i t ion d é m o n t r é e ŕ la fin d u § 19 re-

la t ivement aux fonctions ŕ croissance r é g u l i è r e . 

U n cas p a r t i c u l i è r e m e n t i n t é r e s s a n t o ů le t h é o r è m e t rouve ŕ s 'appliquer 

sous sa p r e m i è r e forme est ce lu i o ů la fonct ion é t u d i é e est ŕ croissance 

parfaitement r é g u l i è r e , su ivant le sens que j ' a i d o n n é ŕ cette expression 

au § 1 9 . O n a alors le t h é o r è m e su ivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que le module maximum M(r) 

soit, quel que soit r. égal à l'exponentielle ehrP où h est un nombre fini, est 

que le rapport ~ soit fini, quel que soit n. 

N o u s constatons a ins i que ; au poin t de vue q u i nous occupe, les 

i n é g a l i t é s (12) et ( 1 3 ) donnent des renseignements suffisamment p réc i s sur 

la croissance de M(r), lorsque l 'ordre p d u produ i t G(e) n 'est pas entier. 

E l l e s conduisent ŕ cette conclus ion 1 que l 'ordre de grandeur de M(r) est 

d é t e r m i n é par le nombre des zéros contenus dans le cercle de rayon r 

ayant pour centre l ' o r ig ine . A i n s i se poursui t l 'analogie dé jŕ obse rvée 

entre une fonct ion e n t i è r e et u n p o l y n ô m e . 

J e c o m p l é t e r a i les r é s u l t a t s p r é c é d e n t s dans l a seconde part ie de ce 

t r ava i l en é t u d i a n t les d é r i v é e s successives de G-(g). M a i s je dois aupara-

vant m'occuper d u cas par t i cu l i e r que j ' a i la issé de c ô t é : ce lu i o ů l 'ordre 

p de G(s) est entier. J e serai a ins i a m e n é ŕ aborder le p r o b l è m e de la 

d é t e r m i n a t i o n d u genre d 'une fonct ion e n t i è r e . J e me proposerai , en par-

t icu l ie r , de d é t e r m i n e r dans les cas r e s t é s donteux, le genre de la somme 

de deux fonctions e n t i è r e s . 

1 L a présence dans la fonction en t i è re é tudiée d 'un facteur exponentiel e/'^ ne 

modifierait r ien aux résu l t a t s obtenus, puisque p est supposé non entier. 



Les fonctions d'ordre entier et la détermination du genre. 

2 2 . Supposons que l ' o rd re p d u p rodu i t de facteurs p r imai res 0{z) 

soit ent ier et égal à p. L a propos i t ion d u § 17 subsistera sans modif ica-

t ions et l ' o n aura encore 

M(r) > ehn' (h fini). 

A u contraire , s i nous cherchons ŕ assigner ŕ M(r) une l i m i t e s u p é r i e u r e , 

nous rencontrerons des d i f f icu l tés q u i ne se p r é s e n t a i e n t pas lorsque p 

n ' é t a i t pas entier . 

C o n s i d é r o n s de nouveau l ' i n é g a l i t é ( 11 ) obtenue au § 1 4 . N o u s 

voyons que s i p — p, toutes les i n t é g r a l e s d u second membre de cette 

i n é g a l i t é auront l a m ô m e l i m i t e que dans le cas g é n é r a l , e x c e p t é l ' i n t é g r a l e 

N o u s pour rons donc, en tout cas, poser 

h é t a n t fini et n é t a n t le nombre déf in i au § 1 4 . 

P o u r obteni r une l i m i t e s u p é r i e u r e de l a somme nous al lons 

ê t r e a m e n é s a faire sur l a fonc t ion <p(x) une h y p o t h è s e s u p p l é m e n t a i r e ; 

nous l a supposerons choisie de telle sorte q u ' i l existe u n nombre p% su-

p é r i e u r ŕ /; t e l que le rappor t 

soit croissant ŕ par t i r d 'une certaine va leur de x. 

N o u s aurons alors, en app l iquan t les r é s u l t a t s d u § 5 

(c pos i t i f fini). 



D ' o ů 

(19 ) \G(0)\< ehrP+hlUlosn (A, A, posi t i fs finis). 

Pour comparer les nombres n et ri, nous suivons la discussion d u § 1 2 : 

i ° . S'il existe un nombre a inférieur à 1 tel que le rapport 

admette des valeurs indéfiniment croissantes, o n est a s s u r é que les nombres 

n et ri c o ď n c i d e n t pour des valeurs de r i n d é f i n i m e n t croissantes. 

2 0 . S ' i l n 'exis te pas de te l nombre a, soit s u n nombre arbi t ra i re-

men t pe t i t : nous sommes certains que le rappor t >̂ sera i n f é r i e u r ŕ (logri)s, 

p o u r des valeurs de r i n d é f i n i m e n t croissantes; cela r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t 

d u fait que le rappor t des fonct ions inverses ^ est l u i - m ê m e i n f é r i e u r ŕ 

(\ogx)£ pour des valeurs de x i n d é f i n i m e n t croissantes -v§ 12) , puisque <p(x) 

reste compr is entre deux puissances posi t ives de x. 

O n peut, lorsque l ' o n y a i n t é r ê t , pousser plus l o i n l ' a p p r o x i m a t i o n 

en faisant sur l a fonc t ion <p(x) une h y p o t h è s e p lus p r é c i s e . O n pour r a 

alors remplacer l ' i n é g a l i t é ( 19 ) par une é g a l i t é de l a forme 

(20 ) \G(z) \ < e

h r P + h i n l o g n - i o e k n , 

h et &j é t a n t des constantes posi t ives finies et h un entier quelconque. 

L e rappor t —, peut ê t r e alors, dans le cas le p lus g é n é r a l , i n f é r i e u r ŕ (log* ri)s. 

2 3 . S i p, au l i e u d ' ê t r e é g a l ŕ p, é t a i t é g a l ŕ p -f- 1, o n obt iendra i t 

des r é s u l t a t s analogues. Ce serait alors l ' i n t é g r a l e 

q u i fourn i ra i t une l i m i t e except ionnel lement é l evée . 



Supposons la fonct ion (p choisie de telle sorte q u i l existe u n nombre 

px i n f é r i e u r ŕ p -f- i te l que le rappor t 

soit croissant ŕ par t i r d'une certaine valeur de x. O n aura dans ce cas, 

l ' i n é g a l i t é (19 ) . I l pourra ê t r e avantageux dans certains cas, de faire sur 

(p(x) une h y p o t h è s e plus p r é c i s e . O n pour ra remplacer alors l ' i n é g a l i t é 

(19) par l ' i n é g a l i t é ( 2 0 ) . 

O n comparera n et n' h l 'a ide des r é s u l t a t s d u § 1 2 . S ' i l existe u n 

entier k et u n nombre a s u p é r i e u r ŕ ——— te l que le rappor t 

surpasse tout nombre d o n n é lorsque r est assez grand , on pourra faire 

c o ď n c i d e r n et n' pour des valeurs de x i n d é f i n i m e n t croissantes. 

L o r s q u ' i l n 'existe pas de t e l ent ier k, nous ne savons pas quel le 

p r é c i s i o n nous pouvons attendre de la m é t h o d e de sommat ion e x p o s é e au 

§ 7. D a n s ce cas, nous emploierons pour obtenir une l i m i t e s u p é r i e u r e 

de \G(z)| le t h é o r è m e 1 d é m o n t r é en 1 8 8 3 par M . P O I N C A R É : 

Quelque petit que soit le nombre a. on a à partir d'une certaine va-

leur de r 

Dans le cas o ů nous nous p l a ç o n s maintenant , le rappor t —j — ^ Ł 

.. .(logkx)P + '1 

est, pou r des valeurs de x i n d é f i n i m e n t croissantes, i n f é r i e u r ŕ u n nombre 

f in i (quelque pe t i t que soit s). O n a donc, pour des valeurs de n' i n d é -

finiment croissantes 

I l en r é s u l t e que s i l ' o n adopte pour l o g | 6 r ( $ ) | , l a l i m i t e s u p é r i e u r e 

oirp+1, le rappor t de cette l i m i t e ŕ n' ( l o g n ' ) . . . (log*n') sera i n f é r i e u r ŕ 

(logj n')£ pour des valeurs de r i n d é f i n i m e n t croissantes. 

1 B u l l e t i n de l a S o c i é t é M a t h é m a t i q u e , 1883. 



24. O n vo i t combien le r é s u l t a t est moins p réc i s que ce lu i auquel 

nous é t i o n s parvenus en supposant p n o n entier. D nous est impossible 

main tenant de faire c o ď n c i d e r la l i m i t e s u p é r i e u r e et l a l i m i t e i n f é r i e u r e 

du modu le m a x i m u m M(r). O n pour ra i t supposer que ces l imi t e s sont 

mauvaises. I l n ' en est r i en puisque nous connaissons des fonct ions don t 

le modu le m a x i m u m reste t r è s vo i s in soit de l ' une soit de l 'autre . A i n s i , 

pour reprendre l ' exemple que je s ignalais en c o m m e n ç a n t , le modu le m a x i -

m u m de l a fonc t ion est, pour toute va leur de e, égal ŕ ehnlosn, A u 

contraire ce lu i de s in est comparable ŕ ehn. 

P o u r les fonct ions et l 'o rdre est é g a l au genre ( ici ŕ 

l ' u n i t é ) . O n peut t r è s faci lement former des fonct ions de genre p et d 'ordre 

p + i q u i p r é s e n t e n t les m ê m e s p a r t i c u l a r i t é s . P a r exemple, s i p est pa i r 

et s i les z é r o s sont deux ŕ deux é g a u x et de signes contraires G(z) est 

une fonc t ion de Ł 2 dont l 'o rdre n'est pas ent ier : o n l u i app l ique ra la pro-

pos i t i on d u § 14 et l ' on pour ra conserver, pour le modu le J G{z) | l a l i m i t e 

s u p é r i e u r e (12). A u contraire , s i les z é r o s sont tous rée l s et posi t i fs , l ' i n -

t é g r a l e se rapproche beaucoup de l a l i m i t e que nous l u i avons 

a s s i g n é e . C o n s i d é r o n s par exemple l a fonc t ion de genre z é r o q u i a pour 

zé ros les points rée l s i ( l o g i ) 2 , i p renant toutes les valeurs e n t i è r e s posit ives. 

D é s i g n o n s par n le nombre des zé ros dont le modu le est i n f é r i e u r ŕ 2r. 

O n aura pour z r é e l et n é g a t i f 

h et \ é t a n t des constantes finies. O n sait en effet que si est i n -

f é r i e u r ŕ on peut poser 

(J é t a n t u n nombre pos i t i f f in i . 

1 On a, si 



Nous reconnaissons ainsi que, lorsque Tordre p est entier, les argu-

ments des zé ros peuvent avoi r une influence a p p r é c i a b l e sur la croissance 

de G(z). L a c o n s i d é r a t i o n de ces arguments peut seule nous permettre 

de chois i r entre l a l imi te (12 ) et la l i m i t e (20) . I l est v r a i que l a l i m i t e 

(20) donne dé j ŕ sur la croissance de M(r) u n renseignement assez p r é c i s ; 

mais elle ne permet pas de r é p o n d r e ŕ une quest ion que l ' o n semblai t en 

droi t de se poser: nous ne savons pas, j u s q u ' i c i , s i le mode de croissance 

d 'une fonc t ion e n t i è r e suffit toujours ŕ c a r a c t é r i s e r son genre. 

I l ne faudrai t pas croire cependant que l ' i n t e rven t ion des arguments 

des zé ros doive nous p r ive r de toute p ropos i t ion g é n é r a l e ŕ l ' endro i t des 

fonct ions d 'ordre entier. M a i s , pour approfondi r cette quest ion, i l nous 

faut d 'abord é t u d i e r u n p r o b l è m e qu i fut p o s é pour la p r e m i è r e fois par 

M . H A D A M A R D : ce p r o b l è m e a rapport au module m i n i m u m d u p rodu i t 

de facteurs pr imaires G(g) sur une in f in i t é de cercles, de r a y o n indéf in i -

ment croissants, ayant leur centre ŕ l ' o r ig ine . 

2 5 . M . H A D A M A R D a c o m p a r é le module m i n i m u m de G(2) ŕ une 

exponentiel le de l a forme e^~rP s . J e me propose de p r é c i s e r son t h é o r è m e 

comme je l ' a i fai t p lus haut pour d'autres proposi t ions d u m ê m e genre. 

C o n s i d é r o n s de nouveau l a fonct ion <p{x) qu i nous a d é j ŕ servi au 

§ 1 4 et d é t e r m i n o n s le nombre n par l ' é g a l i t é 

yjr = (p(n) 

y] é t a n t u n nombre f in i s u p é r i e u r e ŕ 2 . O n peut d é t e r m i n e r u n nombre 

pos i t i f b t e l que l ' o n ait pou r i > n 

b é t a n t u n nombre f in i . O n en d é d u i t , en raisonnant comme au § 1 4 , 

( 2 ! ) 

g et m é t a n t des nombres finis (m entier). 



Si p n'est pas entier, le second membre de cette i n é g a l i t é sera su-

p é r i e u r a 
— h n 

h é t a n t u n nombre f in i . 

S i p é t a i t entier nous chois i r ions l a fonc t ion <p{x) comme au § 1 8 et 

le second membre de (21) serait alors en tout cas s u p é r i e u r ŕ une ex-

pression de l a forme 
g—hrP —htu log n ... log/.- n 

k é t a n t u n nombre entier , h et Ji} des constantes posi t ives finies. 

2 6 . I l nous faut main tenant chercher une l i m i t e i n f é r i e u r e du p r o d u i t 

Ce p rodu i t est, en module , s u p é r i e u r ŕ 

C o n s i d é r o n s d abord les facteurs relatifs aux zéros p o u r lesquels o n a 

L e u r p rodu i t est é v i d e m m e n t s u p é r i e u r ŕ e'loga.. L e p r o d u i t des facteurs 

restants est de l a forme 

( 2 2 ) 

P o u r é t u d i e r ce dernier p rodui t , c o n s i d é r o n s sur une demi-droi te issue 

de l ' o r ig ine u n segment é g a l ŕ TjT, et marquons sur ce segment les po in t s 

}\ , f j , . . . , r„>. D é c o m p o s o n s notre segment en petits segments é g a u x en 

nombre s u p é r i e u r ŕ 471', et soient s, , s, , . . . , sin-, . . . les segments a ins i 

déf in is . J e vais marquer d ' u n signe convenu certains de ces segments en 

p r o c é d a n t de l a m a n i è r e suivante. Soi t st u n segment q u i cont ient q po in ts 

/y. je marque si} pu is les q segments q u i su ivent s{ vers l a droite et les 

q segments q u i le p r é c è d e n t ŕ gauche. S i l ' u n des segments a ins i m a r q u é s , 

5 

(a positif). 



8j, cont ient ŕ son tour q' po in ts r{, je marquerai encore les q' segments 

q u i suivent sl+q et les q' segments q u i p r é c è d e n t Sj_qi et a ins i de suite. 

L o r s q u e l ' o p é r a t i o n est a c h e v é e , le nombre des segments m a r q u é s est 

3??' au plus . I l existe donc, en ve r tu des h y p o t h è s e s faites, au moins n' 

segments non m a r q u é s . E n par t icu l ie r , i l existe des segments n o n m a r q u é s 

dont les points sont ŕ une distance de A et de B p ropor t ionne l le ŕ r. 

A i n s i lorsque r' appart ient ŕ l ' u n de ces segments, on a b i en 

pour i < m 

et pour i > n' (a et a pos i t i f f ini) . 

So i t main tenan t rk le premier zé ro s i t u é ŕ gauche d u po in t r'. O n aura 

2 7 . I l v a ê t r e facile, maintenant , • d 'obtenir pour r — r' une l i m i t e 

i n f é r i e u r e du p r o d u i t ( 2 2 ) . So i t en effet 

n' — h -f- v. 

O n aura, é v i d e m m e n t 

() é t a n t pos i t i f f in i , ou 

Or , puisque v < n', on a 

par suite 



h é t a n t un nombre posi t i f . D e m ê m e 

F ina l emen t , on pour ra poser 

et h restera i n f é r i e u r ŕ u n nombre fixe lorsque r augmentera i n d é f i n i m e n t . 

N o u s pourrons par suite é n o n c e r le t h é o r è m e su ivant : Si l'ordre p n'est 

pas entier, on a sur une infinité de cercles C de rayons indéfiniment crois-

sants 1 

(23) \G(z)\>e~h\ 

n étant le nombre défini au § 21, et h restant inférieur à un nombre fixe. 

1 On pourrait d é t e r m i n e r avec plus de précis ion l a situation des cercles G et se 

demander s'ils forment des couronnes de quelque épa i s seu r . L e raisonnement du § 26 

prouverait que dans un cercle G de rayon r, les couronnes oů l ' inéga l i t é (23) est satis-

faite forment une portion finie de l 'aire totale G. Ma i s i l est facile d 'al ler beaucoup 

plus loin si l ' on remplace h par une fonction croissante quelconque de 11, par exemple 

par log n. Cons idé rons ŕ part dans le produit (22) tous les facteurs pour lesquels l a 

T 
différence r — r-{ est, en module, s u p é r i e u r e ŕ - . L e produit de ces facteurs est su-

n 
pé r i eu r ŕ 

o—hnlogn 

L e s valeurs de Vi la issées de côté se trouvent toutes sur un segment ss1, propor-

r 
tionnel ŕ - qui sera infiniment petit par rapport ŕ r, lorsque r augmentera indéf in iment . 

L e nombre v des points ri s i tués sur un tel segment sera donc infiniment petit par 

rapport ŕ n, sauf peu t - ê t r e pour un nombre nég l igeab l e de segments ssx. Raisonnons 

alors sur le segment ss1 comme au § 26, en r e m p l a ç a n t "q par . Nous le décom-

poserons en n parties et nous pouvons affirmer que le nombre des interval les partiels 

dans lesquels on n 'a pas 

est infiniment petit par rapport ŕ sst (puisque ce nombre est proportionnel ŕ v). 

On en dédu i t que dans le cercle G de rayon r, les couronnes où Von n'a pas 

forment lorsque r augmente indéfiniment une aire infiniment petite par rapport à l'aire totale G. 



S i p é t a i t entier, l a l i m i t e i n f é r i e u r e de | 6 r ( # ) | serait, sur des cercles 

de rayons i n d é f i n i m e n t » croissants, celle d u second membre de ( 2 1 ) . 

Ce t h é o r è m e fait pendant ŕ ce lu i d u § 1 3 . N o u s pouvons en t i rer 

le r é s u l t a t su ivant q u i correspond au t h é o r è m e de M . P o INC A R E : 

Si F'(g) est une fonction entière quelconque de genre p il existe une 

infinité de cercles de rayons indéfiniment croissants sur lesquels on a 

quelque petit que soit le nombre s. 

2 8 . L e t h é o r è m e p r é c é d e n t va nous permettre de c o m p l é t e r les r é -

sultats que nous avons obtenus sur l a croissance des fonctions d 'ordre entier. 

L a sér ie ^2 ~p é t a n t divergente, le nombre n' des zé ros de module 
f i 

i n f é r i e u r ŕ r sera en g é n é r a l , pour une in f in i t é de valeurs de r, s u p é r i e u r 

ŕ crp, c é t a n t une constante finie. L e module m a x i m u m M(r) sera alors, 

pour ces valeurs de r s u p é r i e u r ŕ 

ehrP (h pos i t i f et fini). 

Cette p r o p r i é t é peut servir ŕ c a r a c t é r i s e r les fonct ions de genre é g a l 

ou s u p é r i e u r ŕ p. N o u s savons, en effet, qu 'e l le ne peut pas appar tenir ŕ 

une fonc t ion de genre p — 1. 

M a i s i l est possible, lorsque p = p, que les nombres n' et n restent, 

ŕ par t i r d 'une certaine va leur de r, i n f é r i e u r s ŕ erp, quelque pe t i t que soit 

s . I l en sera a ins i , par exemple , pour l a fonc t ion de genre 1 q u i admet 

pour zé ros les poin ts l o g 1 , 2 l o g 2 , 3 l o g 3 , . . . (on fera dans ce cas 

(p{x) = xlogx). 

C o n s i d é r o n s une telle fonc t ion . E l l e sera, dans le cas le p lus g é n é r a l , 

de l a forme 

F(g)^eA"+B^G(g)I 

G (g) é t a n t u n p rodu i t de facteurs pr imaires et H(g) u n p o l y n ô m e de 

d e g r é p — 1 ; nous poserons 

( 2 4 ) 

n é t a n t toujours le nombre déf ini au § 1 4 . 



Soi t —',, — H • ^ n g é n é r a l le nombre A + B sera s u p é r i e u r en 

module ŕ u n nombre pos i t i f f in i //, pour des valeurs de n i n d é f i n i m e n t 

croissantes. So i t r l a valeur de \z\ correspondant ŕ l ' une de ces valeurs 

de u. A l ' i n t é r i e u r de l a couronne l i m i t é e par les cercles de rayons r et 

7jV (rj nombre pos i t i f fini) ayant leur centre ŕ l ' o r ig ine , on aura dans 

certains angles 

A p p l i q u o n s , d autre part, ŕ l a fonc t ion G1(z)elIiz) le t h é o r è m e d u § 2 7 ; 

nous pouvons affirmer, en conservant les nota t ions de ce paragraphe, que 

l ' o n a sur une in f in i t é de cercles compr i s dans l a couronne 

.Donc, puisque nous supposons i c i que 

n < srp, 

on aura en certains points de ces cercles 

\F(*)\> ehrV. 

Cette i n é g a l i t é est satisfaite pour des valeurs de r i n d é f i n i m e n t s crois-

sants. C'est b i en l ŕ encore une p r o p r i é t é c a r a c t é r i s t i q u e des fonct ions de 

genre p. 

2 9 . M a i s le ra isonnement p r é c é d e n t serait en d é f a u t s i l a somme 

A + 2^ —p é t a i t in f in iment petite. O r cette circonstance peut se p r é s e n t e r . 

E n disant que F{z) est de genre p, nous avons s u p p o s é , sans doute, que 

l a sé r i e n'est pas absolument convergente: mais i l peu t arr iver que 
(X i 

cette sér ie soit semi-convergente (les a4 é t a n t r a n g é s par ordre de modules 

croissants) et ai t pour somme — A . I l se peu t alors que l ' o n ait ŕ pa r t i r 

d 'une certaine valeur de n 

quelque pe t i t que soit s. 

(h1 pos i t i f f ini) . 



D ' a i l l e u r s , en ver tu de l ' i n é g a l i t é ( 1 2 ) , on aura toujours, ŕ par t i r 

d 'une certaine valeur de r 

| # , ( * ) e t f W | < ekH (h pos i t i f fini). 

S i d onc, comme nous cont inuons ŕ le supposer, F(z) est t e l que l ' on 

puisse chois i r l a fonc t ion <p de f açon que 

n < zr1' 

(ŕ par t i r d'une certaine valeur de r, quelque pet i t que soit s) l ' i n é g a l i t é 
n 

A -f- 7 ; ; < s e n t r a î n e r a , (en ve r tu de (24)) ŕ par t i r d 'une certaine va-

leur de r 

(25 ) \F(M)\<esr", 

o ů s est a rb i t ra i rement peti t . 

D a n s ce cas except ionnel le module maximum de F (a) perd tous les 

caractères qui distinguaient cette fonction de genre p des fonctions de genre 

inférieur. 

L a fonc t ion F(z) peut c r o î t r e moins vi te que certaines fonct ions de 

genre p — 1. Supposons par exemple qu'elle soit u n produi t de facteurs 

pr imaires admettant pour zé ros les points r ée l s 

( ( . = é{i) = ±i\ogi . l o g 2 i 

(i prenant toutes les valeurs e n t i è r e s positives) F(z) satisfera, dans ces 

condi t ions , ŕ l ' i n é g a l i t é (12 ) d u § 13 et l ' o n aura ŕ par t i r d 'une certaine 

valeur de r 
\F{z) \ < eMiog>-)-'(iog2O • (h fini). 

O r nous avons vu au § 2 4 que la fonct ion de genre zé ro q u i admet 

pour zé ros les points i ( log i ) 2 (i prenant toutes les valeurs e n t i è r e s po-

sitives) a son module m a x i m u m comparable ŕ 

n d é s i g n a n t le nombre des zé ros de module i n f é r i e u r ŕ 2r, c ' e s t -ŕ -d i re a 

J» (log ;•)"' 



Cette fonction de f/cnrc zéro croit donc plus rite que la fonction de genre 

un f'\z). L e cas except ionnel qu i v ient d ' ê t r e s i g n a l é p r é s e n t e par suite, 

au po in t de vue de la recherche d u genre, des diff icul tés spéciales, , et son 

é t u d e va nous conduire ŕ des r é s u l t a t s inat tendus. 

3 0 . M . E E A D A M A R D a, le premier , d é t e r m i n é le genre d 'une somme 

de deux fonct ions e n t i è r e s , lorsque ces fonct ions ne sont pas d'ordre entier. 

I l a d é m o n t r é que, dans ce cas, la somme de deux fonctions de genre p est, 

au plus, de genre p. Cette p ropos i t ion n ' a pas p u , j u s q u ' i c i , ê t r e é t e n d u e 

aux fonct ions d 'ordre entier. Cependant l ' av is c o m m u n des auteurs q u i 

ont éc r i t sur ce sujet, é t a i t que, suivant toute vraisemblance, elle devai t 

subsister pou r ces fonctions. J e vais montrer q u ' i l en est b ien a ins i en 

g é n é r a l , mais que l a p ropos i t ion peut cependant ê t r e en d é f a u t dans 

certains cas exceptionnels. 

Soi t fx(z) une fonc t ion de genre p ŕ laquel le nous ajoutons une 

fonct ion f^(z) de genre i n f é r i e u r ŕ p. S i f\{z) ne p r é s e n t e pas les ano-

malies s i g n a l é e s au § 29, on a sur une in f in i t é de cercles 

h é t a n t f in i et s a rb i t ra i rement peti t , par suite 

ce q u i prouve que la somme fx{z) + f^{2) e s t de genre p. 

fx{z) ne peut donc pas être la somme de deux fonctions de genre in-

férieur à p. Ce r é s u l t a t é q u i v a u t ŕ ce lu i q u ' a obtenu M . H A D A M A R D 

dans le cas des fonctions d 'ordre n o n entier. 

M a i s les choses ne se passeront p lus a ins i s i fx(s) satisfait ŕ l ' i n é g a l i t é 

(25). O n aura, dans ce cas, ŕ par t i r d'une certaine valeur de r 

s é t a n t arbi t ra i rement pet i t , ce q u i ne permet pas d'affirmer que l a somme 

f} + f2 est de genre p. Supposons que cette somme soit l a fonct ion F(z) 

du § 28, et appelons ai ses zéros . L ' i n é g a l i t é (26) prouve que l a sé r ie 

2^ —j, est semi-convergente et a pour somme — A . M a i s elle ne prouve 

(26) 



pas que la sé r ie des modules ? —. soit divergente. O r de ce ente cette 

condi t ion est satisfaite pour f}(z) i l ne r é s u l t e pas qu 'e l le le soit pour j F ( # ) . 

E n d'autres termes, s i l 'on ajoute, par exemple, ŕ l a fonc t ion F (2) 

définie au § 19 une fonct ion d u genre zéro croissant p lus v i te que F(2). 

r i en ne p a r a î t s'opposer ŕ ce que la somme soit e l l e - m ê m e de genre zéro . 

I l existe a ins i un cas except ionnel oů l a somme de deux fonct ions de 

genre p p a r a î t se comporter comme une fonct ion de genre p - } - 1 . J e 

vais mont re r par u n exemple que cette circonstance se p r é s e n t e en effet. 

3 1 . So i t ^(2) u n p rodu i t de facteurs pr imaires de genre zé ro , ayant 

tous ses zé ros % rée l s et posit ifs . O n sait que | / , (#) | p rend l a m ê m e valeur 

lorsque l ' on donne ŕ la var iable 2 deux valeurs imaginai res c o n j u g u é e s . 

Cherchons comment se comporte fr{z) lorsque 2 est au-dessus de l 'axe des 

q u a n t i t é s r ée l l e s , en supposant que ai satisfasse, ŕ par t i r d 'une certaine 

valeur de i, ŕ l a double i n é g a l i t é 

a é t a n t u n nombre pos i t i f plus petit que u n et y arbi t ra i rement petit . 

N o u s supposerons par exemple que l ' o n ai t 

AT < 1 — a -

A p p e l o n s —<f l a partie rée l le de 2 et supposons-la d 'abord n é g a t i v e . D é t e r -

minons ensuite le nombre n par l ' éga l i t é 

(*7) 

y é t a n t u n nombre plus grand que 2. N o u s avons, lorsque C > Q 

(k é t a n t u n nombre posit if) , car on a \z—at | > <U- ®r 



Posons z=re°s~\ O n a < f = — r cos 0. 11 en r é s u l t e que 

(kl fini) 

(2 8) 

et l ' o n a 

(h pos i t i f fini). 

Soi t alors y9 u n nombre arbi t rairement pet i t s u p é r i e u r ŕ y. T a n t 

que l ' o n a 

on a, en ve r tu de ( 2 7 ) , 

( 2 9 j 

Supposons main tenant que l a partie rée l le — f de z soit posi t ive. 

Posant encore z = re6*'-1, montrons que tant que cos 6 satisfera ŕ l ' i n é g a l i t é 

l ' o n aura 

(3o) 

h' et h[ é t a n t des nombres positifs finis. 

P o u r é t a b l i r cette i n é g a l i t é , i l suffit de remarquer que l 'ordre de la 

fonc t ion de z2 fl{z)f\(—z) n ' é t a n t pas entier, on peut appl iquer ŕ cette 

fonct ion le t h é o r è m e d u § 14. O n a donc 

( 3 i ) 

O r puisque y < 3, cette i n é g a l i t é ne peut ê t r e compatible avec l ' i n é g a l i t é 

( 2 9 ) que si l ' o n a au po in t —z l ' i n é g a l i t é ( 3 0 ) . 

3 2 . D é s i g n o n s main tenant par f3(e) un produ i t de facteurs pr imaires 

ayant tous ses zéros ui r ée l s et n é g a t i f s , et supposons que l ' o n ait 

a' é t a n t u n nombre pos i t i f quelconque et y u n nombre arbi t ra i rement pet i t 

(h 2 pos i t i f fini). 

6 



i n f é r i e u r ŕ [3. E n raisonnant comme au paragraphe p r é c é d e n t , on constate 

que dans la r é g i o n d u plan o ů l ' o n a l ' i n é g a l i t é ( 2 9 ) , on aura 

( 3 2 ) [g pos i t i f fini). 

D e m ê m e on aura, en m ê m e temps que l ' i n é g a l i t é ( 2 8 ) , l ' i n é g a l i t é 

(33) 

on aura, par suite, dans les r é g i o n s d u p lan , oů l ' i n é g a l i t é ( 3 0 ) est vér i f iée ; 

(34) {g pos i t i f fini). 

C o n s i d é r o n s alors l a somme 

E l l e ne peut s 'annuler pour | z | = r q u ' ŕ l ' i n t é r i e u r d 'un angle dont la 

bissectrice est l 'axe des q u a n t i t é s imaginai res et dont l a m o i t i é a u n sinus 

i n f é r i e u r ŕ - — 1 „ . D ' a i l l e u r s les zé ro s de F(z) ont deux ŕ deux des 
(log ry~P V ' 

valeurs imagina i res c o n j u g u é e s . D é s i g n o n s ces zéros par c>x , r2 , . . . . J e 

vais mont re r que F(z) est une fonction du genre un. 

S é p a r a n t dans ct l a part ie rée l le de l a partie imagina i re , posons 

S i nous supposons que F(z) est de genre zé ro , nous aurons 

A p p e l a n t p lu s p a r t i c u l i è r e m e n t a le plus pet i t des deux nombres 

a et a', nous obtiendrons le module m a x i m u m M(r) de F (g) en faisant 

z — —r. fx(z) satisfait alors ŕ l ' i n é g a l i t é ( 2 8 ) , oů c o s # = i , et f(g) 

vérifie l ' i n é g a l i t é ( 3 2 ) . O n a, par suite 

(h pos i t i f fini). 

D ' a i l l e u r s le t h é o r è m e g é n é r a l d u § 2 2 , a p p l i q u é ŕ nous donne 

(h' pos i t i f fini) 



d ' o ů i l r é s u l t e (§ 17 ) que l ' o n a à par t i r d 'une certaine va leur de i 

(h[ p o s i t i f fini). 

Cela p o s é , supposons que F(g) soit de genre zé ro , on aura certaine-

nent pour des valeurs nï de i i n d é f i n i m e n t croissantes 

et K — ( log w, ) T l , 

yx é t a n t é g a l ou i n f é r i e u r ŕ 1 — a + y, ce q u i permet de prendre, par 

exemple yx > $r (puisque nous avons s u p p o s é que 4y < 1 — a). 

Eeprenons les nota t ions d u § 2 0 , et faisons 

N o u s obtiendrons en nous reportant aux calculs d u § 2 0 (oů nous 

ferons A = - , p = 1 ) : 

D'au t re part , pu isque 

nous aurons 

{h1 pos i t i f fini). 

P o u r é v a l u e r l a somme >*2 ^ ^> nous p r o c é d e r o n s comme nous avons 
« i + i T i 

fait au § 2 0 pour la somme • y + ď j (en faisant p + 1 = 2 , p — 1). 

N o u s obtenons 

h pos i t i f f in i 



D'au t r e part, puisque l a sé r ie ^2 ~ e s t s u p p o s é e convergente, nous 

avons 

(k positif fini). 

N o u s aboutissons donc finalement ŕ cette conclus ion que M(r) est 

i n f é r i e u r ŕ l a p lus grande des deux expressions 

D 'a i l l eu r s , puisque l ' o n a c > - et yx > 5 / , on a n é c e s s a i r e m e n t 

y — yxc < o et, d'autre part o n aura, lorsque - et par suite p seront assez 

petits 

a < 1 — fi. 

L e s i n é g a l i t é s p r é c é d e n t e s se t rouvent donc en con t rad ic t ion avec les r é -

sultats obtenus p lus haut sur le module m a x i m u m de F(2). 

O n en conc lu t que l ' h y p o t h è s e d ' a p r è s laquel le F(z) serait de genre 
zéro n'est pas admissible. 

N o u s aur ions p u pa rven i r au m ê m e r é s u l t a t en p r o c é d a n t u n peu 

d i f f é r e m m e n t . L e produi t F(z) F{—0), c o n s i d é r é comme fonc t ion de z2 

est une fonc t ion de genre zéro et d 'ordre n o n entier. O r i l r é s u l t e des 

i n é g a l i t é s obtenues aux § § 31 et 3 2 que cette fonct ion a m ê m e module 

m a x i m u m (pour | Ł | = r) que le p rodu i t F(z). O n peut donc l u i app l iquer 

le t h é o r è m e d u § 2 1 , q u i condu i t au r é s u l t a t c h e r c h é . L a m é t h o d e suivie 

p lus haut semble cependant p r é f é r a b l e , parce qu 'e l le manifeste m i e u x l ' i n -

fluence e x e r c é e par les arguments des zé ros de F(z) sur l a croissance de 

son module . 

N o u s pouvons é n o n c e r maintenant l a p ropos i t ion suivante : 

Soit fx(z) une fonction de genre zéro ayant tous ses zéros réels et positifs 

et tels que Von ait à partir d'une certaine valeur de i 

i ( log i)l+a~r < a { < i ( log i ) l + a , 

a étant un nombre positif plus petit que un. et y arbitrairement petit. Soit 

(c positif fini), 



et autre part fx(s) une fonction dont tous les zéros sont réels et négatifs et 

tels que Von ait à partir d'une certaine valeur de i 

a' étant un nombre positif quelconque (f arbitrairement petit). La somme 

f\(0) "f" f\{z) est u n e fonction de genre un. 

U n cas par t icu l ie r i n t é r e s s a n t est ce lu i o ů f^(z) = /j(—d). O n vo i t que 

si fx{%) satisfait aux condi t ions i n d i q u é e s p lus haut , l a somme fx{z) -f- /j (—s) 

sera une fonct ion de genre u n . M . E . L I N D E L Ô F 1 v ien t de faire c o n n a î t r e 

u n r é s u l t a t é q u i v a l e n t q u ' i l a obtenu de son c ô t é et q u i rentre dans ce cas 

pa r t i cu l i e r . Posant 

M . L I N D E L Ô F é t a b l i t d i rec tement que l a somme f(z) + f{— z) est de genre un 

Fa i sons une d e r n i è r e remarque au sujet de l a p ropos i t i on q u i v ien 

d ' ê t r e é t a b l i e . S i elle s 'appl ique ŕ deux fonct ions fx(z) , f 2(#), elle s'ap 

p l ique ra é g a l e m e n t ŕ l a somme 

c é t a n t une constante quelconque . 

D E U X I È M E P A R T I E . 

P o u r rendre applicables ŕ l ' é t u d e des é q u a t i o n s d i f fé ren t i e l l e s les r é 

sultats obtenus sur l a croissance d 'une fonc t ion e n t i è r e , i l nous faut con 

s i d é r e r main tenant l a d é r i v é e de l a fonc t ion et d é t e r m i n e r , en par t icu l ie r 

l 'ordre de grandeur de cette d é r i v é e par rappor t ŕ l a fonc t ion e l l e - m ê m e 

1 C o m p t e s r e n d u s de l ' A c a d é m i e d e s S c i e n c e s . 30 d é c e m b r e 1901. 



La dérivée logarithmique d'une fonction entière. 

i . L e s nouveaux r é s u l t a t s que j ' a i en vue ne peuvent é v i d e m m e n t 

pas ê t r e des c o n s é q u e n c e s des i n é g a l i t é s obtenues plus hau t : car on sa i t 

qu ' en g é n é r a l on n ' a pas le d ro i t de d é r i v e r une é g a l i t é asymptot ique . 

C 'es t en faisant de nouveau in te rven i r i c i le fai t que l a fonc t ion consi-

d é r é e , F (s), est e n t i è r e que je pou r ra i obteni r sur F'(z) des renseignements 

beaucoup p lus p réc i s q u ' o n ne l ' ava i t fai t encore . 1 

L ' é t u d e de la d é r i v é e l oga r i thmique d'une fonc t ion e n t i è r e a dé jŕ é t é 

t e n t é e par L A G U E R R E et avec plus de d é t a i l s par M . V I V A N T I . 2 M a i s aucune 

propos i t ion c o m p l è t e n ' a encore é t é d é m o n t r é e ŕ son sujet et, d 'a i l leurs , 

quelques-uns des r é s u l t a t s é n o n c é s par M . V I V A N T I demandent ŕ ê t r e p r é -

cisés . C ' e s t pourquo i certaines proposi t ions t i r é e s par l u i de ses t h é o r è m e s 

ne se t r ouven t pas ê t r e e n t i è r e m e n t exactes, entre autres celle-ci que la 

somme de deux fonations entières de genre p est ton/jours de genre p au plus. 

N o u s avons v u plus haut que cette p ropos i t ion comporte u n cas d'ex-

cept ion. 

1 Dans son mémoire sur les zéros des fonctions entières, M . B O R E L a d o n n é une 

l imite s u p é r i e u r e du module de F\z). Posant 

F(z) = a0 + atz + a^z1 + . .. 

M(r) = | a 0 | + K | r + . . . 

iV l ' ( r ) = | a j + 2\a2\r + . . . 

M . B O R E L a m o n t r é que l 'on a, quel que soit s, ŕ par t i r d'une certaine valeur de r 

M'(r) < [M(r)]l + S . 

2 G i o r n a l e d i B a l t a g l i n i , 1884 et 1885, F(z) é t a n t une fonction de genre p, 

I F'(z) I 
M . V I V A N T I d i t que dans certains angles le rapport ' , J , / 1 , tend vers zéro, tandis que . 

rP\F(z)\ 
I F'(z) I 

le rapport j j j ^ y i au9mente indéfiniment. Ma i s pour que la p r e m i è r e partie de cette 

proposition fűt vraie i l serait nécessa i re de faire des h y p o t h è s e s t r è s pa r t i cu l i è r e s sur 

les arguments des zéros. Quant ŕ l a seconde partie, elle n'est en tout cas pas exacte, 

comme nous le constaterons un peu plus loin . 



2. So i t G(z) u n p rodu i t de facteurs pr imaires de genre p 

O n a 

É t u d i e r l a va r i a t i on d u modu le |#(#)|, comme nous l ' avons fai t pour 

|6r(#) | , lorsque le m o d u l e \z\ augmente i n d é f i n i m e n t , semble une ques t ion 

d é p o u r v u e de sens, pu isque l a fonc t ion g(z) a ŕ distance finie une in f in i t é 

de pô le s . M a i s s i l ' o n exclut d u champ o b s e r v é le vois inage des pô l e s , 

ce q u i rev ien t ŕ c o n s i d é r e r ff(z) dans certaines r é g i o n s ou en certains 

points , on constatera que le modu le de croissance de g{z) est b i en , ce-

pendant , une p r o p r i é t é c a r a c t é r i s t i q u e de l a fonc t ion : i l r é s u l t e , comme 

ce lu i de G(z), de l a d i s t r i b u t i o n des po in t s a{. 

3 . Proposons-nous, d 'abord, de t rouver , en certains poin ts , une l i m i t e 

s u p é r i e u r e d u module |//(#)|. 

J e t ra i tera i pour commencer , un cas par t icul ier , c e lu i q u i donnera 

l i e u aux r é s u l t a t s les p lus complets . Je supposerai q u ' i l existe u n angle y 

ayant pour sommet l ' o r i g ine et ne contenant aucun des poin ts a*. 

Posons | ^ | = ^', [%|— r4) e ^ d é s i g n o n s par z u n p o i n t s i t u é dans 

l 'angle ^ de m ê m e bissectrice que y. J e vais d é t e r m i n e r en ce p o i n t une 

l i m i t e s u p é r i e u r e de / —f • 

—* ai {z — 

L e s formules é l é m e n t a i r e s relatives au t r iangle oza; donnent i m m é -

diatement 

D e lŕ nous allons d é d u i r e la l i m i t e c h e r c h é e . 

C o n s i d é r o n s d ' abord le cas g é n é r a l o ů l 'ordre p de l a fonc t ion e n t i è r e 

G (z) n'est pas u n nombre entier, et formons de nouveau l a fonc t ion <p(z) 



q u i a é t é déf in ie dans l a p r e m i è r e part ie , au § 9 . E l l e est telle que l ' on 

ait , pou r i > m, r{ > Déf in i s sons , alors, le nombre n par l ' é g a l i t é 

<p(n) — rjr 

rj é t a n t u n nombre pos i t i f f i n i . 

O n a 

c é t a n t u n nombre f in i . L ' i n t é g r a l e déf inie q u i figure dans le dernier 

membre , est d 'a i l leurs , comme o n l ' a v u p lus h a u t , 1 i n f é r i e u r e ŕ ^ - (cx fini). 

O n obt ient donc, dans ce cas: 

h restant i n f é r i e u r ŕ u n nombre fixe. 

D ' a u t r e par t 

(lix fini) 

puisque p est s u p p o s é d i f f é ren t de p - j - 1. 

N o u s avons donc, finalement 

( 0 (h pos i t i f fini). 

4. Cette i n é g a l i t é peut ê t r e mise sous une autre forme. D é s i g n o n s 

par <p{r) l a fonc t ion inverse de <p(x). Cette fonc t ion satisfait aux condi -

t ions é n o n c é e s au § 8 de l a p r e m i è r e par t ie : on a donc 

(Je nombre pos i t i f fini). 

1 P r e m i è r e partie, § 15. 



N o u s avons é t ab l i , plus haut, l ' i n é g a l i t é 

N o u s constatons, maintenant , qu ' au p o i n t z, on a le dro i t de d é r i v e r cette 

i n é g a l i t é ; c ' e s t -ŕ -d i re que l ' o n a 

lix é t a n t , de m ê m e que h i n f é r i e u r ŕ u n nombre fixe. 

O n v o i t i m m é d i a t e m e n t que l a p ropos i t ion subsiste dans le cas o ů l a 

fonc t ion e n t i è r e é t u d i é e cont ient u n facteur exponent ie l ef/(-z\ dont l 'ex-

posant est u n p o l y n ô m e de d e g r é p au p lus . M a i s elle pour ra i t cesser 

d ' ê t r e exacte, s i l 'o rdre p d u p rodu i t de facteurs pr imai res G(z) é t a i t é g a l 

ŕ p ou ŕ p -f- i . O n chois i ra i t alors l a fonct ion (p{x) comme i l a é t é fait 

au § 2 2 o u au § 2 3 de l a p r e m i è r e par t ie e t l ' o n remplacerai t l ' i n é g a l i t é 

( 1 ) par une i n é g a l i t é de l a forme 1 

(2) 

k é t a n t dans cette i n é g a l i t é u n entier f in i , et les nombres h, h} restant 

i n f é r i e u r s ŕ u n nombre fixe lorsque r augmente i n d é f i n i m e n t . 

D ' a i l l e u r s de l ' i n é g a l i t é 

i l r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t que l ' o n a n é c e s s a i r e m e n t 

( 2 ' ) \9(*)\<er»t 

s tendant vers zé ro avec 

1 On constaterait a i s é m e n t que dans certains cas exceptionnels, bien que G(z\ 

soit de genre p, on pourra avoir dans l 'angle y ŕ part i r d'une certaine valeur de r 

une inéga l i t é telle que 

A u contraire on aura toujours, lorsque r est assez grand, l ' inégal i té (2'). 

7 



5- Ces r é s u l t a t s t'ont exactement pendant ŕ ceux que nous avons 

obtenus re la t ivement ŕ N o u s les c o m p l é t e r o n s tout ŕ l 'heure en 

d é m o n t r a n t l a r é c i p r o q u e de l a p ropos i t ion p r é c é d e n t e . M a i s i l convien t 

auparavant d 'examiner le cas o ů i l n 'exis tera i t pas d 'angle y satisfaisant ŕ 

l a c o n d i t i o n é n o n c é e p lus haut . 

N o u s a l lons constater q u ' i l suffit, dans ce cas, de m u l t i p l i e r l a l i m i t e 

( i ) par le facteur log??. pou r ê t r e a s s u r é que le module | /7(^) | l u i reste 

i n f é r i e u r , d u mo ins en certains points ou sur certaines l ignes . 

P o u r pa rven i r ŕ ce r é s u l t a t nous ferons appel ŕ des c o n s i d é r a t i o n s ana-

logues ŕ celles q u i nous ont servi ŕ é t u d i e r le module m i n i m u m d 'une 

fonc t ion e n t i è r e . 

So i t toujours y u n angle fini ayant pou r sommet l ' o r i g i n e et dans 

l eque l se t rouve le p o i n t z. N o u s supposerons plus p a r t i c u l i è r e m e n t que 

z soit dans u n angle y i n t é r i e u r et p ropor t ionne l ŕ y, les cô t é s de y 

faisant avec ceux de y des angles q u i sont e u x - m ê m e s p ropor t ionne ls ŕ y. 

(Les rapports de y ŕ ces angles sont des nombres finis.) 

L a somme / —— - é t e n d u e ŕ tous les p ô l e s s i t u é s hors de l ' angle 
~ r\ I z — a{ | 

y a é v i d e m m e n t la m ê m e l i m i t e s u p é r i e u r e que dans le cas p r é c é d e n t . 

P a r m i les p ô l e s restants, c o n s i d é r o n s d 'abord ceux pour lesquels on a 

à é t a n t u n nombre posi t i f . De ces i n é g a l i t é s , i l r é s u l t e , dans le premier cas 

dans le second cas 

k et kl é t a n t des nombres finis i n d é p e n d a n t s de r. L a m é t h o d e d u § 3 

s 'appl iquera donc encore ŕ l a somme 2' re la t ive ŕ ces pô l e s , et cette somme 

sera i n f é r i e u r e ŕ la l im i t e ( 1), ou du moins (lorsque p est entier) ŕ l a l i m i t e (2) . 

6. N o u s n 'avons pas encore é p u i s é les termes de 2'. P o u r obteni r 

une l i m i t e s u p é r i e u r e de l a somme restante, je ra isonnerai comme au § 2 6 

de la p r e m i è r e partie. 

ou 



Soi t v le nombre des p ô l e s que nous avons encore ŕ c o n s i d é r e r , et 

soit F l 'arc i n t e r c e p t é par l ' angle y sur la c i r c o n f é r e n c e de r ayon r ayant 

pour centre l ' o r ig ine . J ' appe l l e ra i ai le po in t o ů cet arc est r e n c o n t r é par 

l a droite Oau les poin ts ah é t a n t n u m é r o t é s dans l 'ordre o ů nous les ren-

controns, lorsque nous parcourons / ' dans le sens posit if . 

D é c o m p o s o n s l 'a rc F qti N arcs é g a u x , N étant supérieur à /[ri (ri 

d é s i g n e le nombre to ta l des pô les de modu le i n f é r i e u r ŕ r), et appelons 

Pi , 1% , • • • , P s les arcs a ins i déf in is . E n ra isonnant comme dans l a pre-

m i è r e par t ie (§ 2 6 ) , je constaterai q u ' i l existe plus de N—2>n' a r c s 

jouissant des p r o p r i é t é s suivantes: s i s est un po in t de l ' u n d'eux, l a 

distance de s aux deux e x t r é m i t é s de l 'a rc F sera d u m ê m e ordre de 

grandeur que F\ soient, d 'autre part , ak et a i + 1 les po in t s a s i t u é s de part 

et d'autre de z sur l 'arc F\ on aura 

O n en d é d u i t a i s é m e n t les i n é g a l i t é s 

g é t a n t u n nombre pos i t i f f in i . 

N o u s pouvons alors calculer au p o i n t z une l i m i t e s u p é r i e u r e de la 

somme / — : é t e n d u e aux points a4 c o n s i d é r é s . L e rappor t — é t a n t 
^ r p \ z ~ a i \ F F F n 

fini pour ces points , on aura 

(3) 

h é t a n t i n f é r i e u r ŕ u n nombre fixe. 

arc ( a , M — z) arc (akH — z) 

arc {z — ak) arc ( a t _ i + , —-3) 



E n nous reportant main tenant aux r é s u l t a t s obtenus p lus haut , nous 

constatons nue T o n a an rvrvmt & 

(h, h' nombre posi t i fs finis). 

N o u s pouvons donc é n o n c e r l a p ropos i t ion su ivan te : 

Si Tordre p n'est pas entier, il existe, quel que soit r, une infinité 

d'arguments 6 tels que l'on ait 

h étant une constante finie et n le nombre défini au § 1 4 [Première Partie). 

S i l 'o rdre p d u p r o d u i t Cr{z) é t a i t entier, on chois i ra i t l a fonc t ion (p 

comme i l a é t é fait aux § § 22 ou 2 3 de l a p r e m i è r e part ie , et on pour ra i t 

ê t r e a m e n é ŕ remplacer l ' i n é g a l i t é p r é c é d e n t e par une i n é g a l i t é de l a forme 

oů k est u n entier, k et hx des nombres posit ifs finis. 

D a n s tous les cas, on aura en ve r tu de (2') 

s tendant vers zéro avec - • 
r 

7. Ins is tons u n peu sur l ' i n é g a l i t é obtenue dans le cas o ů l 'ordre 

p n 'est pas entier. I l est c la i r que les arcs sur lesquels cette i n é g a l i t é 

est vérifiée sont d 'autant plus grands que l a constante h est e l l e - m ê m e 

plus grande. S i l ' o n r e m p l a ç a i t h par une fonc t ion croissante de n, par 

exemple l o g log??,, on pour ra i t affirmer que les arcs du cercle C de rayon 

r sur lesquels l'inégalité 

n'est pas vérifiée ont une somme infiniment petite par rapport à la longueur 

totale du cercle C. 



Supposons en effet que l ' angle y c o n s i d é r é p lus haut , au l i eu d ' ê t r e 

f in i , ai t pour sinus , et c o n s i d é r o n s d 'abord tous les p ô l e s s i t u é s en 
1 LOG, n 1 

dehors de cet angle et tous ceux pour lesquels on a 

L a somme 2 relat ive ŕ tous ces p ô l e s est é v i d e m m e n t i n f é r i e u r ŕ la l i m i t e 

(4) puisque l a seule modi f ica t ion a p p o r t é e aux calculs des § § 3 et 5 consiste 

ŕ remplacer les constantes finies , k et Ŕ', par des nombres p ropor t ion-

nels ŕ l o g 2 n. Fa isons maintenant , au § 6, X = n . I l est c la i r que, 

quel le que soit l a s i tua t ion de l 'arc F sur le cercle C, le nombre v de-

v iendra , lorsque r augmente , i n f in imen t pe t i t par rappor t ŕ 2V, e x c e p t é 

p e u t - ê t r e pou r u n nombre l i m i t é d'arcs T ( c ' es t -ŕ -d i re d 'angles y) dont l a 

somme est in f in iment pet i te par rappor t ŕ l a longueur totale du cercle C. 

D'au t r e part , s i ~ est t r è s pet i t le rappor t ŕ T de l a somme des arcs 

part iels sur lesquels o n a l ' i n é g a l i t é (3) t end vers l ' u n i t é . L ' i n é g a l i t é 

(3) é q u i v a l a n t main tenan t (pour y — ——-, N = n) ŕ l ' i n é g a l i t é (4), l a 

p ropos i t i on é n o n c é e est b i en é t a b l i e . 

8. O n obt iendrai t des r é s u l t a t s analogues s i l ' o n posait le m ê m e 

p r o b l è m e d 'une façon u n peu d i f f é ren te . 

Proposons-nous de d é t e r m i n e r une l i m i t e s u p é r i e u r e de |,(/(^)| en tous 

les poin ts de certaines c i r c o n f é r e n c e s ayant leur centre ŕ l ' o r ig ine . 

O n a, en posant |rt<;| = ^ 

L a somme 2' re la t ive aux pô le s p o u r lesquels — > 1 -f- o u — > 1 -f- à 
• i • 

se calcule comme au § 5. 

Supposons d'autre par t que r soi t s i t u é dans l ' u n des interval les d é -

finis au § 2 6 de la p r e m i è r e part ie . O n aura en conservant les notat ions 

de ce paragraphe, lorsque 

n < r < r k + l 

ou 



les i n é g a l i t é s 

Si donc nous c o n s i d é r o n s tous les p ô l e s (au nombre de y) pour lesquels 
f r • 
~ < 1 + ^ 0 1 1 ~* < [ + à, l a somme 2' correspondante sera i n f é r i e u r e ŕ 

h é t a n t un nombre pos i t i f f in i . 

L e r é s u l t a t subsistant tant que N> 4.11' et v é t a n t i n f é r i e u r ŕ n' et 

ŕ n, nous pouvons é n o n c e r l a p ropos i t i on su ivan te : 

Si Vordre p n'est pas entier, il existe une infinité de cercles ayant leur 

centre à l'origine et des rayons indéfiniments croissants tels que l'on ait en 

chacun de leurs points 

h étant une constante positive finie et n le nombre défini au § 1 4 de la 

première p artie. 

S i l ' o rdre p de G{z) é t a i t ent ier on remplacerai t , comme plus haut , 

l ' i n é g a l i t é p r é c é d e n t e par 

[k entier, // , hx finis). 

N o u s bo rnan t au cas où p n'est pas entier nous g é n é r a l i s e r o n s l a pro-

pos i t i on p r é c é d e n t e comme celle d u § 6. S i nous c o n s i d é r o n s sur l ' axe 

des r u n segment de l o n g u e u r r, nous pouvons affirmer que les po in t s 

r' de ce segment tels que l ' o n n 'ai t pas sur tou t le cercle de r a y o n r' l ' i n é -

g a l i t é 

(4) 

forment des segments don t l a somme est in f in iment pet i te par rappor t au 

segment to ta l . 



Rapprochan t ce r é s u l t a t de celui d u § 7, nous é n o n c e r o n s l a propo-

s i t ion su ivante : 

So i t une aire A p ropor t ionne l l e ŕ r 2 , par exemple le cercle C de 

centre 0 et de r a y o n r. Les régions de ce cercle on T inégalité (4) ri est 

pas vérifiée forment une aire infiniment petite par rapport à l'aire totale A. 

9. A i n s i , s i l ' o n prend la p r é c a u t i o n d 'exclure d u champ de l a va-

r iab le le vois inage i m m é d i a t des pô l e s , on peut l i m i t e r le modu le de g (g) 

exactement comme on a fai t p o u r ce lu i de l a fonc t ion e n t i è r e G [s). 

O n obt ien t d 'a i l leurs i m m é d i a t e m e n t une r é c i p r o q u e d u t h é o r è m e d é - ' 

m o n t r é au paragraphe p r é c é d e n t . 

Supposons que le l o n g d 'une c i r c o n f é r e n c e C de r a y o n r , on a i t 

So i t ri le nombre des pô l e s de g [g) don t le module est i n f é r i e u r ŕ 

r. O n a 

. d ' o ů 

(5) 

// é t a n t un nombre pos i t i f fini. 

Si, quel que soit r, il existe une circonférence de rayon rtv (rj fini) 

jouissant de la propriété indiquée, on peut affirmer que l'inégalité (5) est 

vérifiée pour toute valeur de r. 

L e s nombres n et ri q u i figurent dans les i n é g a l i t é s (2), (4) et (5) 

sont ceux que nous avons dé j ŕ r e n c o n t r é s dans l a p r e m i è r e part ie . N o u s 

avons v u que, lorsque l 'o rdre p n 'est pas entier, ces nombres sont sű r e -

ment é g a u x pour une in f in i t é de valeurs de r i n d é f i n i m e n t croissantes. 

N o u s avons de p lus déf in i au § 18 les cas o ů • i l s c o ď n c i d e n t pou r toute 

va leur de r. L a compara i son de ces deux nombres, dans le cas o ů p est 

entier, a é t é faite aux § § 2 2 et 2 3 . 

L e vois inage des p ô l e s ayant é t é exc lu d u champ de l a var iable , comme 

i l a é t é d i t au § 8, d é s i g n o n s par m(r) le module m a x i m u m (pour = 



de g(z) dans les r é g i o n s restantes. N o u s d é d u i r o n s en pa r t i cu l i e r du t h é -

o r è m e d u § 8 et de l ' i n é g a l i t é (5) (pie si , ŕ par t i r d 'une certaine va leur 

r? 
de r le rapport -f reste compris, quel que soit i, entre deux nombres finis, 

i 

le rapport sera supérieur à un nombre fixe et inférieur à l o g r . 

S i l ' on reprend l ' express ion e m p l o y é e p o u r les fonct ions e n t i è r e s , o n 

peut d i re que, dans ce cas, l a croissance de l a fonc t ion g(z) est parfaite-

ment régulière. M a i s l a fonc t ion- type ŕ laquel le o n compare le modu le de 

.g[s) est, cette fois, une puissance finie de r , a u l i e u d ' ê t r e une exponent ie l le . 

P l u s g é n é r a l e m e n t , si Ton a, à partir d'une certaine valeur de i, quel-

que petit que soit s . 

on aura, à partir dune certaine valeur de r , 

s' tendant vers zéro avec 

10. I l nous reste ŕ d é m o n t r e r u n t h é o r è m e correspondant ŕ ce lu i d u 

§ 2 0 de l a p r e m i è r e par t ie . 

Supposons que l ' o n ait , ŕ par t i r d'une certaine va leur de r 

(h pos i t i f fini), 

n é t a n t l ' inverse de la fonc t ion 

Tordre p n'étant pas entier. 

Je dis que Ton a, à partir d'une certaine valeur de i 

(h', h" posi t i fs finis). 

Supposons, en effet, que T o n ait , pour des valeurs nx de i i ndé f in i -

ment croissantes 



K d é p a s s a n t , lorsque augmente i n d é f i n i m e n t , tout nombre a s s i g n é 

d 'avance. 

Fa i sons 

(/9 posi t i f , i n f é r i e u r ŕ i ) . 

O n aura, d ' a p r è s les calculs ef fec tués au § 2 0 de la p r e m i è r e par t ie 

c é t a n t u n nombre pos i t i f . 

D ' a i l l eu r s le nombre ri des p ô l e s de modu le i n f é r i e u r ŕ r est i n f é r i e u r 

ŕ n., et l ' o n a 

O n aura donc, dans les r é g i o n s déf in ies au § § 7 et 8 

(cx posi t i f ) , 

ce q u i est en con t r ad i c t i on avec les d o n n é e s . L ' h y p o t h è s e faite sur rn est 

donc i nadmis s ib l e ; ce q u ' i l f a l l a i t d é m o n t r e r . 

E n par t i cu l ie r , si la croissance de g(z) est parfaitement régulière, c'est-

ŕ-d i re si m{r) est p r o p o r t i o n n e l ŕ r9"1, ŕ pa r t i r d 'une certaine valeur de 

r , on aura, à partir d'une certaine valeur de i 

(//', h" pos i t i f s finis). 

11. L ' é t u d e de l a fonc t ion m é r o m o r p h e giz) condui t , on le vo i t , ŕ 

des r é s u l t a t s q u i r appe l len t de t r è s p r è s ceux que nous avons obtenus re-

l a t ivement aux fonct ions e n t i è r e s . A f i n de met t re m i e u x encore cette con-

n e x i o n en l u m i è r e , je va is ma in t enan t comparer l a croissance de g(z) ŕ 

celle de l a fonc t ion e n t i è r e G-(z). 

8 



D é s i g n o n s par u' le nombre des poin ts a; dont le modu le est i n f é r i e u r 

ŕ yr, y étant lui-même inférieur à - , je dis qu'en une infinité de points z 

de modules indéfiniment croissants, on a simultanément les inégalités 

I» et A», é t a n t des nombres posi t i fs f inis . 

Posons comme au § 1 4 de l a p r e m i è r e par t ie 

O n a, que l que soi t z sur le cercle G de r a y o n r ayant son centre 

ŕ l ' o r i g ine , 

(7) [h pos i t i f et fini) . 

O n calculera de m ê m e une l i m i t e i n f é r i e u r e de Par exemple 

si z est r é e l , et égal a, ç (ç = r), o n aura p o u r i < n' 

D ' o ů 

(8) (/>• pos i t i f f ini) . 

D o n n o n s main tenan t a r une valeur p a r t i c u l i è r e i\. Q u e l que soit 

r,, i l existe sur le cercle C de rayon r, des arcs le l o n g (lesquels la par t ie 

r ée l l e 

est pos i t ive . ( P r e m i è r e par t ie § 17.) P a r m i les rayons issus de l ' o r i g i n e 

et about issant aux d ivers po in t s de ces arcs, i l en est une in f in i t é sur 

lesquels l a fonc t ion J ? [ l o g 6 ^ ( 0 ) ] est cont inue a ins i que sa d é r i v é e . N o u s 

avons toujours le d ro i t de supposer, a p r è s avo i r fait, s i cela est n é c e s s a i r e , 

le changement cle var iab le z' = ze('s'-x que l 'axe r ée l l e est l ' u n de ces rayons, 

et nous aurons alors pou r z = ç a = )\ l ' i n é g a l i t é 

^ P ° Ł # i ( c i ) ] > o-



O n peut d 'a i l leurs disposer de l a nouve l le va r iab le z' de f a ç o n que gï soit 

a rb i t ra i rement g rand , et par suite, (si ç 0 est u n p o i n t d o n n é de l 'axe r ée l l e 

(ç < ç , ) , et n'0 l a va leur correspondante de n[), de f açon que l ' on a i t 

(9) 

kx étant un nombre inférieur à k. N o u s concluons de lŕ q u ' i l existe entre 

ç 0 et Çj des po in t s c tels que l ' o n a i t 

( IO) 

en effet, s ' i l n ' e n é t a i t pas a ins i , l ' i n t é g r a t i o n d u premier membre de ç 0 ŕ 

donnera i t 

ce q u i est contra i re ŕ nos h y p o t h è s e s . 

N o u s pouvons aff irmer en outre q u ' i l existe des po in t s ç o ů l ' o n a 

s i m u l t a n é m e n t l ' i n é g a l i t é (10) et l ' i n é g a l i t é 

Supposons en effet que cette d e r n i è r e i n é g a l i t é ne soi t pas satisfaite 

aux points ç déf in is p lus h a u t ; c o m m e elle l 'est au p o i n t Ł 1 } i l existera s ű r e -

ment entre Ł et des po in t s ç0 o ů l a f o n c t i o n ïï[logGrl(Ç)'] sera pos i t ive 

est croissante: l ' i n é g a l i t é (10) sera donc satisfaite en ces po in t s , q u ' i l est 

lo i s ib le d 'appeler ç. 

D ' a i l l e u r s les i n é g a l i t é s (7) et (8) sont toujours vér i f iées en $, et l ' o n 

a rin < ri (puisque c > ç 0 ) . I l en r é s u l t e que l ' o n a s i m u l t a n é m e n t les 

i n é g a l i t é s 

(") 

// et k — /(• é t a n t des nombres pos i t i f s finis, ce q u ' i l f a l l a i t d é m o n t r e r . 



1 2 . E n supposant l ' o rd re p de G(ç) n o n entier, nous pouvons com-

p l é t e r encore le r é s u l t a t p r é c é d e n t . N o u s avons v u que p o u r une in f in i t é 1 

de valeurs de r i n d é f i n i m e n t croissantes, o n a 

(A t p o t i t i f fini), 

n' ayan t l a m ê m e s ign i f ica t ion qu 'au § 11. 

Supposons , en pa r t i cu l i e r , ces i n é g a l i t é s satisfaites p o u r 0 r é e l est é g a l 

ŕ ç 0 . N o u s voyons alors qu 'une c o n d i t i o n suffisante p o u r que l ' i n é g a l i t é 

(9) soit vér i f iée est que l ' o n a i t 

ou 

ce q u i laissera f in i le r appor t J. 

Sachant que ce rappor t est f in i , nous constatons d ' abord , ( d ' a p r è s le 

t h é o r è m e fondamenta l d é m o n t r é dans l a p r e m i è r e partie), q u ' e n tou t p o i n t 

6 compr i s entre Ł 0 et ç x l ' o n a 2 comme en Ł 0 

(h2 pos i t i f f ini) . 

D ' a u t r e part , nous savons (§ 8) que l ' o n a, dans une i n f i n i t é d ' inter-

val les par t ie ls compr i s entre $ 0 et Ł n l ' i n é g a l i t é 

(12) pos i t i f f ini) . 

J e d is q u ' m une infinité de points ? cette inégalité sera satisfaite en 

même temps que les inégalités (11). 

Supposons en effet qu 'en u n p o i n t c' ces d e r n i è r e s i n é g a l i t é s soient * 

seules satisfaites, et donnons ma in tenan t ŕ n' une valeur fixe p ropor t ionne l le 

ŕ n'Q. A p p e l o n s $[ l a p r e m i è r e valeur de ç s u p é r i e u r e ŕ ç' pou r laquel le 

1 pour toutes, s i l a croissance de G{z) est r é g u l i è r e . 
2 pour r = ç , comme pour r = le rapport de 11 au nombre n du § 3 est f in i . 

et de m ê m e 



o n ai t l ' i n é g a l i t é (12 ) (ç[ peut ê t r e cette fois p lus g r a n d que Ł n mais le 

rappor t j est fini, en ve r tu d u t h é o r è m e d u § 8). A u p o i n t ç[ l ' o n a 

et en m ê m e temps 

pu i sque l a fonc t ion It[logG($J] n 'a pas cessé de c r o î t r e dans l ' i n t e rva l l e 

ç'çx. D ' a i l l e u r s , le rappor t ~ é t a n t fini, o n aura toujours 

1 3 . S i nous revenons ma in tenan t ŕ l a var iab le z et s i nous rempla -

ç o n s | par sa va leur r, nous pour rons i n t e r p r é t e r comme i l su i t les i n é -

g a l i t é s p r é c é d e n t e s . 

S i G(z) est une fonc t ion e n t i è r e d 'ordre n o n entier et ri le nombre 

défini au § 1 1 , on aura simultanément pour une infinité de valeurs de z 

ri éloignant indéfiniment de f origine, l'égalité 

{li é t a n t u n nombre pos i t i f fini et a u n angle compr is entre o et 2TT) et 

l'égalité 

/j. étant un nombre positif'supérieur à un nombre fini et inférieur à l o g / / ' . 

Cette p ropos i t ion pe rmet d ' é t u d i e r la croissance de l a fonc t ion ri de 

r, lorsque le p r o d u i t G(z) est déf in i par une é q u a t i o n d i f f é r en t i e l l e d u 

p remie r ordre ŕ laque l le i l est s u p p o s é satisfaire. O n subst i tuera dans 

l ' é q u a t i o n aux expressions eaiG(z) et I{[emG'(z)'] les va leurs q u i v iennen t 

d ' ê t r e d o n n é e s , et l ' o n calculera ri en é g a l a n t le r é s u l t a t ŕ z é r o . 

T 4 . L e s p ropos i t ions p r é c é d e n t e s ne fournissent, certes, que des ren-

seignements t r è s vagues sur l ' a l l u re g é n é r a l e de l a fonc t ion g(z). M a i s 

elles met ten t en é v i d e n c e l 'existence de certaines r é g i o n s q u i offrent que l -

que i n t é r ê t au p o i n t de vue t h é o r i q u e . D a n s ces r é g i o n s l ' inf luence per-

turba t r ice e x e r c é e par les p ô l e s sur l a croissance de l a fonc t ion est l a m ê m e 



que s i la d i s t r i b u t i o n de ces p ô l e s é t a i t u n i f o r m e : C'est ce q u ' e x p r i m e n t 

les i n é g a l i t é s (3). I l existe par suite des por t ions é t e n d u e s d u p l a n (par 

rappor t auxquel les toutes les autres seront n é g l i g e a b l e s s i T o n se contente 

de l ' i n é g a l i t é (4)) o ů l ' inf luence des p ô l e s sur l 'ordre de grandeur de l a 

fonct ion est, elle aussi, n é g l i g e a b l e . Cet ordre de grandeur dépend unique-

ment de la nature de la singularité essentielle dont on s'approche, exactement 

comme i l a r r i v a i t pour les fonct ions e n t i è r e s . O n v o i t par lŕ que le mode 

de croissance de g[z) est b i e n u n é l é m e n t fondamenta l de cette fonc t ion , 

i n d é p e n d a n t de l a s i tua t ion p a r t i c u l i è r e des p ô l e s . 

D e s c o n s i d é r a t i o n s de cette nature sont n é c e s s a i r e s pou r jus t i f ie r l ' é t u d e 

de l a croissance lorsque l ' o n a ŕ faire ŕ des fonct ions m é r o m o r p h e s . E l l e s 

s 'appl iquent en revanche ŕ des classes de fonct ions beaucoup p lus é t e n d u e s 

que celle des fonct ions g {s). 

C o n s i d é r o n s par exemple une fonc t ion m é r o m o r p h e q u i n 'a i t que des 

p ô l e s s imples , les résidus correspondants étant des nombres finis. I l est 

faci le d ' é t e n d r e l a n o t i o n de genre ŕ de telles fonct ions . S i l ' o n a une 

fonc t ion de l a forme 

(•3) 

H(z) é t a n t u n p o l y n ô m e de d e g r é p — 1 au plus , et l a somme 2' é t a n t 

abso lument convergente dans tou t le p l a n , e x c e p t é aux po in t s s ingul ie rs 

ah o n p o u r r a d i re que l a f o n c t i o n 1 f(z) est de genre p. 

L e s nombres b{ é t a n t tous finis, i l est c la i r que f{z) satisfait , dans 

les m ê m e s cond i t ions que g(z), aux i n é g a l i t é s ( 1 ) , (2) o u (4). 

S i l ' o n v o u l a i t g é n é r a l i s e r encore ce r é s u l t a t , i l faudrai t supposer que 

bt au l i e u de rester f in i est, comme ai} une fonc t ion croissante de l ' en t ie r 

i, L a m é t h o d e des paragraphes p r é c é d e n t s s ' appl iquera i t encore ŕ ce cas. 

1 S i Ton adopte, pour les fonctions m é r o m o r p h e s , cette définit ion du genre, les 

fonctions m é r o m o r p h e s de genre p ne seront qu'une ca tégor ie t r è s p a r t i c u l i è r e de l a 

classe des fonctions qui s 'expriment par le quotient de deux fonctions en t i è r e s de genre 

p. L a plupar t de ces d e r n i è r e s fonctions seront, ŕ notre point de vue, de genre in f in i ; 

car leurs r é s i d u s deviennent g é n é r a l e m e n t infiniment grands avec r. On rencontre de 

graves diff icultés lorsqu'on essaye de d é v e l o p p e r de telles fonctions sous l a forme (13). 

Cette forme de déve loppemen t a é t é é tud iée par M . B O R E L dans un important m é m o i r e 

pub l i é en 1901 dans les A n n a l e s do l ' E c o l e N o r m a l e S u p é r i e u r e . 



Jjes dérivées successives de g(z). 

1 5 . P o u r rendre les r é s u l t a t s p r é c é d e n t s appl icables ŕ l ' é t u d e des 

é q u a t i o n s d i f f é ren t i e l l e s a l g é b r i q u e s d 'ordre s u p é r i e u r au premier , i l faut 

é t e n d r e nos c o n s i d é r a t i o n s aux d é r i v é e s successives de l a fonc t ion fj{z). 

Tja p r o p o s i t i o n du § 3 se laisse a i s é m e n t g é n é r a l i s e r . O n a 

N o u s bornan t au cas o ů l 'o rdre p d u p rodu i t i n f i n i G(z) n 'est pas 

entier , supposons q u ' i l existe u n angle f ini y ayant son sommet ŕ l ' o r i g ine 

et ne contenant aucun des poin ts ait on aura, lorsque z est dans l 'angle 

-• de m ê m e bissectr ice: 
2 

et par suite 

O r nous avons d é t e r m i n é au § 3 une l i m i t e s u p é r i e u r e de l a somme 

q u i l igure dans le second membre . S i nous in t roduisons de nouveau la 

fonc t ion <p{x) de ce paragraphe, et s i nous posons 

(TJ f in i ) 

nous aurons 

h et hl é t a n t des nombres finis, et <p(r) d é s i g n a n t comme au § 3 l a fonc-

t i o n inverse de é(i). 

L e m ê m e ra i sonnement s ' app l iquant ŕ une d é r i v é e que lconque de 

(fis), on aura 



ii et \ é t a n t finis. E n d 'autres termes, on a le d ro i t de d é r i v e r autant 

de fois qu 'on le veut l ' i n é g a l i t é ( l ) . Cela n ' é t a i t , comme on sait, nu l le -

ment é v i d e n t ŕ p r i o r i . 

1 6 . Ces r é s u l t a t s si s imples ne subsistent malheureusement pas dans 

le cas g é n é r a l o ů i l n 'exis te pas d 'angle fini y ne contenant aucun p ô l e 

de l a fonc t ion . N o u s a l lons , pou r é t u d i e r ce cas g é n é r a l , faire appe l ŕ des 

c o n s i d é r a t i o n s analogues ŕ celles du § 6. L a di f f icul té d u p r o b l è m e pro-

vient , i c i encore, des p ô l e s q u i sont vois ins d u p o i n t g o ů l ' o n c o n s i d è r e 

l a fonc t ion . N o u s pouvons donc, p o u r u n instant , faire abs t ract ion des 

autres p ô l e s . 

So i t A une aire p ropor t ionne l l e ŕ I j T V 2 et contenant le p o i n t 0. L a 

forme de cette aire n ' i m p o r t a n t pas i c i , je supposerai qu 'e l le est u n c a r r é 

de c ô t é é g a l ŕ Hr. So i t u le nombre des p ô l e s de g(0) contenus dans 

ce c a r r é , et soi t N u n entier t e l que l ' on ait , par exemple A T 2 > 3 2 V . 

D é c o m p o s o n s le c a r r é A en N2 pet i ts c a r r é s tous é g a u x ayant leurs c ô t é s 

p a r a l l è l e s . N o u s d é s i g n e r o n s ces c a r r é s par 

&ta &iA' 

. . . . bjk . . . . 

à m KN-

A chaque p ô l e a{ con tenu dans A je vais faire correspondre u n 

cer tain nombre de c a r r é s b que j ' e x c l u r a i d u champ de l a variable 0. 

Cette correspondance satisfera ŕ la cond i t i on su ivante : s i 0 est un p o i n t 

quelconque d u champ c o n s e r v é , l ' u n au moins des ca r r é s correspondant ŕ 

(7, aura tous ses points p lus vois ins d u po in t 0 que n 'en est % . P o u r 

é t a b l i r une tel le correspondance entre les p ô l e s a, et les c a r r é s b, je pro-

c é d e r a i comme i l suit, ombrant au fur et ŕ mesure les carres choisis . 

So i t ai u n pô le s i t u é dans le c a r r é bik: nous ombrerons, s ' i ls ne le 

sont pas dé j ŕ , le c a r r é b j t et les h u i t c a r r é s , b{...b'8, q u i l 'entourent . 

S i quelques-uns de ces c a r r é s , par exemple b\, b'2, b't, sont d é j ŕ o m b r é s , 

nous ombrerons tous les c a r r é s (en nombre i n f é r i e u r ŕ 16) q u i touchent 

ŕ l a figure f o r m é e par bhk{, b\, b!2, b'A. M a i s i l se pour ra que dans certaines 

direct ions les c a r r é s qu i avo is inen t i m m é d i a t e m e n t cette figure soient eux-

m ê m e s dé jŕ o m b r é s : voici alors comment on o p é r e r a . M e n o n s par a; les 



pa ra l l è l e s aux cô té s d u c a r r é A, et d iv isons chacun des quatre angles 

droi ts a ins i f o r m é s en quatre angles é g a u x ; nous formons a in s i seize angles 

dont je c o n s i d é r a i l ' u n en par t icu l ie r , l ' ang le u a4u' par exemple. T r a ç o n s 

ensuite des cercles r de centre a{ et de rayons croissants, et soit I\ le 

premier de ces cercles q u i touche, dans l ' ang le u a4u', ŕ u n c a r r é n o n 

encore o m b r é . l\ d é t e r m i n e dans l ' angle ua4u' u n secteur tou t 

entier e x t é r i e u r au c a r r é bjk. S i alors z est u n po in t quelconque s i t u é 

dans une r é g i o n n o n o m b r é e de l ' angle uapï, i l est c la i r que tou t p o i n t 

de bjk est mo ins é l o i g n é de z que le p o i n t a{. D é s i g n o n s en effet par II 

la distance de ah ŕ z, par r le r a y o n atcx et par p le c ô t é de bjk. / ' é t a n t 

u n p o i n t quelconque d u c a r r é bJk, nous pouvons remplacer le c h e m i n fz 

par u n c h e m i n , p lus l o n g , a ins i c o m p o s é : u n segment fe, p a r a l l è l e ŕ l ' u n 

des cô t é s de bjk, dont l a longueur est i n f é r i e u r ŕ p, un arc ed de la c i r -

c o n f é r e n c e de centre at passant par e, arc dont l a longueur est i n f é r i e u r e 

ŕ , (r < )•' < r + p), enfin u n segment dz d u r ayon a^z, é g a l ŕ II — r'. 

L e c h e m i n to t a l est i n f é r i e u r a 

et pa r suite ŕ B, d u mo ins si r > 2p. O r lorsque r < 2p nous re tombons 

dans le cas s imple t r a i t é p lus hau t o ů certains ca r r é s avois inant i m m é d i a t e -

ment soit bjiti, soit les h u i t c a r r é s q u i l ' en tourent ne sont pas encore o m b r é s . 

E c a r t a n t ce cas par t icu l ie r , nous voyons que si dans chacun des seize angles 

qu i entourent a4, nous faisons correspondre ŕ ce p ô l e u n c a r r é t e l que bjk, 

l a correspondance a ins i é t a b l i e satisfera b i en aux condi t ions voulues. 

9 



S i p lus ieurs ca r r é s jouissent de l a m ê m e p r o p r i é t é que bJk, on chois i ra 

l ' u n que lconque d'entre eux. S i ((t est u n p ô l e m u l t i p l e o n recommencera 

l ' o p é r a t i o n p r é c é d e n t e en supposant o m b r é le c a r r é bJk. 

1 7 . Cet te suite d ' o p é r a t i o n s fa i t correspondre ŕ chaque p ô l e a{ 1 6 

c a r r é s /; au p lus . S i donc N > 32», i l restera f inalement p lus de — 

c a r r é s n o n o m b r é s . I l y en aura donc, p a r m i ceux-ci , don t tous les po in t s 

seront ŕ une distance d u contour de l ' a i re A. s u p é r i e u r ŕ rjllr, YJ é t a n t 

u n nombre f i n i . So i t z u n p o i n t d ' u n t e l c a r r é . Ce p o i n t j o u i t des pro-

p r i é t é s su ivantes : les p ô l e s les p lus r a p p r o c h é s de z en sont ŕ une distance 

s u p é r i e u r e ŕ , et i l s sont au nombre de 8 au p l u s ; d 'une m a n i è r e g é n é -

raie , le nombre des p ô l e s don t l a distance ŕ z est i n f é r i e u r e ŕ II 4p est 

i n f é r i e u r au nombre des c a r r é s b don t les po in t s sont ŕ une distance de z 

é g a l e ou p lus pet i te ; ce nombre est donc i n f é r i e u r ŕ \j\J -\- 1). M o d i f i o n s 

alors l a d i spos i t i on ord ina i re des indices des p ô l e s s i t u é s dans l 'a i re A et 

o laeenns fp,s noies d ' a o r è s l eu r é l o i g n e m e n t d u p o i n t z. N o u s aurons 

le nombre des pô le s dont l a distance ŕ z est c o m p a r é e ŕ B3jT é t a n t é g a l 

ŕ 8 / . j c r o î t de 1 ŕ u- et l ' o n a 2/1 < v /y. 

O n d é d u i t de lŕ les i n é g a l i t é s 

(*4) 
(k nombre fini) 

nombre fini) 

et a ins i de suite. 



O n peut i n t e r p r é t e r s implemen t ces i n é g a l i t é s en disant q u ' a u p o i n t 

$ les sommes p r é c é d e n t e s ne peuvent d é p a s s e r l a valeur qu'el les prendra ien t 

si l a d i s t r i bu t i on des p ô l e s é t a i t un i fo rme , c ' e s t - ŕ -d i re s i chacun des 

c a r r é s b sauf ceux (au nombre de 9) q u i avois inent i m m é d i a t e m e n t z con-

tenai t un p ô l e et u n seul. 

1 8 . Ces divers r é s u l t a t s é t a n t acquis nous pouvons calculer au p o i n t 

Z une l i m i t e s u p é r i e u r e des modules de c/'{z) et de ses d é r i v é e s . 

C o n s i d é r o n s l a somme 

L o r s q u e at est dans l ' a i re A déf inie p lus haut , le rappor t - est f i n i . 

L a somme S correspondant aux p ô l e s s i t u é s dans A est donc i n f é r i e u r e , 

fin module , ŕ 

(h pos i t i f f ini) . 

N2 , . 
n' é t a n t le nombre déf in i au g 5, le rappor t sera s ű r e m e n t i n t é r i e u r a 

u n nombre fixe, s i l ' o n prend , pa r exemple, p o u r 1V2 le p lu s pet i t c a r r é 

de nombre entier s u p é r i e u r ŕ 3 2 V . S i alors nous supposons f i n i 1 le nombre 

Jî, le modu le de l a somme 2' sera i n f é r i e u r (puisque 2p < yjv) ŕ 

(/?} pos i t i f f ini) . 

C o n s i d é r o n s main tenan t les p ô l e s restants et d ' abord ceux (en nombre n[) 

dont le module est i n f é r i e u r ŕ r. P o u r chacun de ces p ô l e s , o n a 

\>—%| > kr (k pos i t i f f ini) . 

Par suite, si l ' o n suppose que l 'ordre p d u p rodu i t de facteurs p r i -

maires G(z) n 'est pas entier , on aura 

(c pos i t i f f ini) . 

n é t a n t toujours le nombre déf ini au § 3. 

1 On obtiendrait d'autres théo rèmes s i l'on supposait que le nombre H c ro î t i n -

déf in iment avec r. Cf . § 19 et § 26. 



P o u r les pô l e s de modu le s u p é r i e u r ŕ r, q u i sont e x t é r i e u r s ŕ l 'a i re 

A, on aura 

(Je positif fini). 

L a somme 2' correspondante sera donc i n f é r i e u r e , en module , ŕ 

(Cj positif fini) . 

N o u s avons donc f inalement 

(h , hx positifs finis). 

D'a i l l eu r s l a somme 

é g a l e ŕ — est s ű r e m e n t , au p o i n t i n f é r i e u r e au second membre de 

cette i n é g a l i t é . 

N o u s pouvons alors é n o n c e r le t h é o r è m e su ivan t : 

Si .V ordre de (x(z) ri est pas entier, il existe une infinité d'aires indé-

finiment éloignées de Torigine, où Von a 

(Je entier, Ji, Jix pos i t i fs finis). 

( 1 5 ) 

h restant inférieur à un nombre fixe, et n ayant la même signification 

qu'au § 3. 

S i l 'o rdre p é t a i t entier, on d é t e r m i n e r a i t le nombre n comme au § 2 2 

o u au § 23 de l a p r e m i è r e par t ie , et l ' o n remplacerai t l ' i n é g a l i t é ( 1 5 ) par 

une i n é g a l i t é de l a forme 

o u ŕ 



O n vér i f ie d 'a i l leurs a i s é m e n t en se repor tant aux sommat ions p r é c é -

dentes que l ' o n a dans tous les cas 

s t endan t vers zé ro avec - . 
r 

1 9 . Ins is tons ma in tenan t sur le cas o ů l 'ordre p n 'es t pas entier . 

I l r é s u l t e de l a d é m o n s t r a t i o n d u § 18 que s i le rappor t — est f i n i , (nous 

avons v u q u ' o n peut p rendre en tout cas N'2 p r o p o r t i o n n e l ŕ 321;), l a somme 

des c a r r é s par t ie ls dans lesquels l ' i n é g a l i t é ( 1 5 ) est satisfaite est dans u n 

rappor t f in i avec l ' a i re totale A. S i l ' o n r e m p l a ç a i t l a constante h par 

une fonc t ion croissante de n, par exemple par l o g l o g n, o n pour ra i t a l ler 

p lus l o i n . C o n s i d é r o n s pa r exemple le cercle C de r a y o n r ayan t son centre 

ŕ l ' o r i g ine . J e vais mon t r e r que les régions de Faire C dans lesquelles 

l'inégalité 

( .6) 

ri est pas vérifiée ont une somme infiniment petite par rapport à l'aire totale C. 

Supposons en effet que le c ô t é d u c a r r é A soit é g a l ŕ car, le nombre 

a é t a n t a rb i t ra i rement pe t i t avec - . P o u r tou t p ô l e a{/ s i t u é en dehors de 

l 'a ire A on aura les deux i n é g a l i t é s 

( \ pos i t i f fini). 

S i donc dans le paragraphe p r é c é d e n t o n fai t Je = akx, on constatera que 

l a somme S correspondant ŕ c e s ' d ive r s p ô l e s est i n f é r i e u r e ŕ ^ ^ - 2 (c pos i t i f 

fini). Fa i sons d 'autre par t au § 17 JV = n, H—a. L a seconde i n é g a l i t é 

( 14) nous mont re que l ' o n a dans certaines r é g i o n s de A 

(h pos i t i f fini). 

O n vérif ie de m ê m e que, dans les r é g i o n s c o n s i d é r é e s le rappor t ll^H 



est i n t é r i e u r au second membre de cette i n é g a l i t é . I l en est par suite de 

m ê m e 1 de |//'(#) J • 
Fa i sons en pa r t i cu l i e r a - ; l ' i n é g a l i t é (16) se t rouve satisfaite 

v / l o g 2 n 

dans certaines r é g i o n s de l ' a i re A. O r i l est c la i r que quel le que soit l a 

s i tua t ion d u c a r r é A dans le cercle C, le nombre u des p ô l e s q u ' i l con t ien t 

deviendra , lorsque r c r o î t r a , i n f in imen t pe t i t par rappor t ŕ N: i l ne pour ra 

en ê t r e aut rement que p o u r u n nombre l i m i t é de c a r r é s A don t l a somme 

est e l l e - m ê m e in f in iment peti te (avec - ) par rappor t ŕ l ' a i re totale d u 

cercle C. D ' a u t r e part , s i ~ est t r è s pet i t , le rappor t ŕ A de l a somme 

des c a r r é s par t ie ls b o ů l ' o n a les i n é g a l i t é s ( 1 4 ) tend vers l ' u n i t é . C'est 

b i en le r é s u l t a t que j ' a v a i s a n n o n c é . 

2 0 . U n e m é t h o d e iden t ique permet t ra d ' é t u d i e r l a fonc t ion g"{z) et 

ses d é r i v é e s successives. N o u s pouvons donc, sans reprendre l a suite des 

ra isonnements p r é c é d e n t s , é n o n c e r les r é s u l t a t s suivants q u i r é s u l t e n t des 

i n é g a l i t é s ( 1 4 ) . 

Il existe des aires indéfiniment éloignées de Vorigine où Ton a, en même 

temps que Vinégalité ( 1 5 ) les inégalités 

( i 7 ) 

hs et h,2 étant des constantes positives finies. 

D e m ê m e , en ra isonnant comme au § 1 9 , on constatera que dans des 

r é g i o n s d u cercle (J dont l a somme a avec l 'a i re totale C u n rappor t tendant 

vers l ' u n i t é , o n aura en m ê m e temps que l ' i n é g a l i t é ( 16) les i n é g a l i t é s 

1 S i l 'ordre p é ta i t entier, i l faudrait é g a l e m e n t diviser par a 2 l a l imite obtenue 

au § 18. On a, en tout cas, dans certaines r ég ions du ca r r é A de côté ar l ' inéga l i té 

e tendant vers zéro avec - . 
r 



( i 8 ) 

l o g 2 n peut d 'a i l leurs ê t r e r e m p l a c é par log^n, ou par une fonc t ion de n 

croissant m o i n s v i te encore. 

L a m é t h o d e q u i v i e n t d ' ê t r e e m p l o y é e est susceptible d 'autres app l ica -

t ions encore. O n peut l ' e m p l o y e r p o u r d é t e r m i n e r une l i m i t e s u p é r i e u r e d u 

m o d u l e de l a fonc t ion fl(s) e l l e - m ê m e et l ' o n obt iendra a in s i une l i m i t e 

p lus p r é c i s e que celle ŕ laquel le nous sommes parvenus p lus haut , (dans 

des r é g i o n s mo ins é t e n d u e s i l est v ra i ) . 

I l r é s u l t e en effet de l a p r e m i è r e i n é g a l i t é ( 1 4 ) que si Vordre p du produit 

de facteurs primaires G-(g) ri est pas entier l ' o n a en m ô m e temps que 

l ' i n é g a l i t é ( 15 ) l ' i n é g a l i t é 

(h pos i t i f f ini) . 

Cette l i m i t e est p a r t i c u l i è r e m e n t i n t é r e s s a n t e lorsque l a fonc t ion g\z) est 

ŕ croissance r é g u l i è r e . D é s i g n o n s par mï(r) le module m a x i m u m (poul-

ie | — r) de g (s) dans les r é g i o n s o ů l ' o n a l ' i n é g a l i t é (15). N o u s pouvons 

rp 

c o m p l é t e r l a p ropos i t ion é n o n c é e au § 10 en disant que s i le rapport — 

reste, quel (que soit r, inférieur à un nombre fini, il en sera de même du 

rapport —7—. 

m^r) 

2 1 . L a n o t i o n de croissance r é g u l i è r e s ' é t e n d i m m é d i a t e m e n t ŕ l a 

fonc t ion g'(z) et ŕ ses d é r i v é e s . C o n s i d é r o n s par exemple, l a fonc t ion g'(g). 

A p p e l o n s mu(r) son m o d u l e m a x i m u m (pour | ^ | = r), dans les r é g i o n s o ů 

les i n é g a l i t é s ( 1 7 ) sont satisfaites et supposons que le rappor t -̂42- reste 

ŕ pa r t i r d 'une certaine va leur de r, compr i s entre deux nombres finis . 

O n peut dire alors que l a croissance de g'{s) est parfa i tement r é g u l i è r e . 

Dans ce cas, nous d é m o n t r e r o n s , en ra isonnant comme au § 1 0 , que 

l ' on a ŕ par t i r d 'une certaine va leur de i 

(h' pos i t i f f in i ) . 



2 2 . L e s divers r é s u l t a t s que nous venons d 'obteni r s ' é t e n d r a i e n t 

i m m é d i a t e m e n t ŕ des fonct ions m é r o m o r p h e s p lus g é n é r a l e s que la fonc-

t i o n g(g) et ses d é r i v é e s . C o n s i d é r o n s comme au § 1 1 la fonc t ion m é r o -

morphe que l ' o n pour ra i t appeler fonc t ion de genre p 

S(g) é t a n t u n p o l y n ô m e de d e g r é )>— i , et les b{ étant tous des nombres finis. 

N o u s avons v u que le module | / " (^) | a m ê m e l i m i t e s u p é r i e u r e que |#(#)|. O n 

constaterai t de m ê m e que I f'{g) j , I / " ' ( # ) I » ••• satisfont dans les m ê m e s con-

di t ions que |#'(#)|, | /7"(#) |> • • • aux i n é g a l i t é s ( 1 5 ) et ( 1 7 ) o u ( 1 6 ) et ( 1 8 ) . 

2 3 . L e modu le des fonct ions g'(g) , g"{$) , . . . a t te in t - i l effectivement 

l a l i m i t e s u p é r i e u r e que nous l u i avons a s s i g n é e ? I l est cer ta in que ce 

module prendra des valeurs a rb i t ra i rement grandes s i l ' on approche suffisam-

ment d ' u n p ô l e . M a i s , s i l ' o n entoure chaque p ô l e d ' u n pet i t cercle J 

pourra- t - i l a t te indre sa l i m i t e s u p é r i e u r e en dehors des peti tes aires a ins i 

f o r m é e s ? P o u r r é p o n d r e ŕ cette quest ion, nous remarquerons que l a pro-

p o s i t i o n d u § 9 se g é n é r a l i s e t r è s faci lement . 

O n a 

\z a%) Q. A . A P 

C o n s i d é r o n s alors l ' i n t é g r a l e déf in ie 

en d é s i g n a n t par C le contour d 'un cercle C de r a y o n r sur lequel l a fonc-

t ion g'(s) est cont inue , et soi t ri le nombre des p ô l e s de g (g) contenus 

dans ce cercle. Ces p ô l e s sont aussi ceux de l a fonct ion —gg'(g) et les 

r é s i d u s correspondants sont é g a u x ŕ l ' u n i t é . O n a donc 

D ' o ů nous concluons qu ' en certains poin ts de l a c i r c o n f é r e n c e C on a 



L a m ê m e m é t h o d e s ' app l iquera i t é v i d e m m e n t ŕ une d é r i v é e quelconque 

de g (a). A i n s i , en c o n s i d é r a n t l ' i n t é g r a l e f z7g(q)(z)dz, on p rouvera i t qu ' en 
G 

certains poin ts d u cercle 6y, on a 

A u l i e u d ' i n t é g r e r l a f o n c t i o n —zg'(z) le l o n g d u cercle 6 y, o n pour ra i t 

l ' i n t é g r e r le l o n g d ' u n contour f e r m é quelconque sur l eque l cette fonc t ion 

est con t inue . S i l a longueur d u contour est rjr, le nombre des zé ros en-

v e l o p p é s rj^ri, rj et rjï é t a n t des nombres finis, on aura en une in f in i t é de 

points d u contour c o n s i d é r é 

(19) 

Cette i n é g a l i t é est satisfaite le l o n g de l ignes telles que tou t con tour 

satisfaisant aux condi t ions p r é c é d e n t e s soi t t r a v e r s é par une in f in i t é d 'entre 

elles. Ces l ignes ne peuven t donc pas ê t r e contenues tou t e n t i è r e s ŕ l ' i n -

t é r i e u r de pet i ts cercles entourant les p ô l e s . L ' i n é g a l i t é (19) est b ien carac-

t é r i s t i q u e de l a fonc t ion m é r o m o r p h e g\z). L ' a p p l i c a t i o n su ivante v a nous 

permettre d 'a i l leurs de nous en rendre m i e u x compte. 

24. Posons 

et supposons que y satisfasse ŕ une é q u a t i o n d i f f é ren t i e l l e de l a forme 

u é t a n t une fonc t ion que lconque de 0, connue o u inconnue , q u i s'efface 

devant les deux premiers termes de l ' é q u a t i o n lorsque z s 'approche d ' u n 

p ô l e de y. E n d'autres termes la fonc t ion u est tel le que le rappor t — 

tende vers z é r o , lorsque Ł - t e n d ŕ se confondre avec l ' u n des p ô l e s de y. 

J e vais chercher ŕ d é t e r m i n e r les rayons des cercles don t i l faut 

entourer les p ô l e s pour que l a pe r tu rba t ion a p p o r t é e par eux dans l a crois-

sance de y ne se fasse p lus sentir en dehors de ces cercles, c ' es t -ŕ -d i re 

pou r que les grandes valeurs de y ne d é p e n d e n t p lus , dans la r é g i o n r e s p e c t é e , 

que des t h é o r è m e s g é n é r a u x . 

10 



É t u d i o n s l a fonc t ion y au vois inage de l ' u n de ses p ô l e s sans nous 

p r é o c c u p e r d ' a i l l eurs de savoir dans quel le mesure ce p ô l e est i so l é . E x -

c luan t d u domaine é t u d i é l ' en tourage i m m é d i a t d u p ô l e , d é s i g n o n s , d 'une 

m a n i è r e p r é c i s e , par w et À deux nombres posi t i fs (qui pour ron t , en m ê m e 

t emps que r d é p a s s e r tou t nombre d o n n é ) , et tels que les i n é g a l i t é s 

( 2 0 ) 

e n t r a î n e n t au tour 1 d ' u n p o i n t 0O oů elles sont satisfaites, l ' i n é g a l i t é 

s é t a n t u n n o m b r e pos i t i f d o n n é , a rb i t ra i rement pe t i t . 

C o n s i d é r o n s u n c h e m i n z02, dont l a l o n g u e u r soit ŕ u n facteur f i n i 

p r è s é g a l e ŕ \z0—e\, le l o n g d u q u e l les i n é g a l i t é s (20) et ( 2 1 ) seront 

s u p p o s é e s satisfaites. O n a, le l o n g de ce c h e m i n 

D ' o ů , par i n t é g r a t i o n 

le rappor t -• é t a n t f in i . 

Cela p o s é , é l u d i o n s y au vois inage d ' u n p o i n t z0 oů l ' o n a i t 

| k | é t a n t compr i s entre u n n o m b r e fixe s u p é r i e u r ŕ 1 et u n nombre crois-

sant /j t e l que le rappor t j devienne avec - i n f é r i e u r ŕ tou t nombre d o n n é . 

Fa i sons 

1 c ' es t -ŕ -d i re le long d 'un chemin quelconque issu de z0, tant que les i néga l i t é s 

(20) et ( 2 i ) seront satisfaites sur ce chemin. 

et ( 2 1 ) 

avec 



et supposons que les i n é g a l i t é s (20) et (21) ne cessent pas d ' ê t r e vér i f iées 

le l o n g d u c h e m i n z0z. O n aura en z, 

(2 2 ) 

L e n u m é r a t e u r d u second membre aura u n m o d u l e f in i (non i n f i n i m e n t 

peti t) , s i r est, dans son p l a n , en dehors d ' u n cercle de r a y o n f in i ayan t 

son centre au p o i n t — 1. I l faut pou r cela que z soit en dehors d ' u n 

1 , V h 
cercle y q u i a son centre a u p o i n t z0— et son r a y o n é g a l ŕ r - T — . > 

2 v . ' / 0 v w M l 

(h pos i t i f f i n i ; par exemple h < - , de sorte que le po in t z0 est en dehors 

d u cercle y). 

So i t alors z en dehors de y et ŕ une distance de son centre é g a l e ŕ 

k 
-.——j (k posi t i f) . O n d é d u i t de ( 2 2 ) les i n é g a l i t é s 
s/m\À\ 

ou 

( 2 3 ) 

et 

( 2 4 ) 

P o u r que les i n é g a l i t é s ( 2 3 ) et ( 2 4 ) soient vér i f iées le l o n g d ' u n c h e m i n 

ne t raversant pas y, i l suffit que les i n é g a l i t é s ( 2 0 ) et ( 2 1 ) ne cessent pas 

d ' ê t r e vér i f iées le l o n g de ce c h e m i n . Or , d ' a p r è s les h y p o t h è s e s faites 

sur X l ' i n é g a l i t é ( 2 3 ) e n t r a î n e n é c e s s a i r e m e n t l ' i n é g a l i t é ( 2 1 ) lorsque r est 

assez grand . D ' a u t r e par t , l ' i n é g a l i t é (20 ) est une c o n s é q u e n c e de l ' i n é -

g a l i t é (24 ) tan t que l ' o n a 

( 1 4 - < | A | . 

C o n s i d é r o n s alors u n cercle a de centre zn et de r a y o n é g a l ŕ :—-=. 

L e l o n g d ' u n c h e m i n z0z (ne p é n é t r a n t pas dans y) i n t é r i e u r ŕ <r, les 

i n é g a l i t é s ( 2 3 ) et ( 2 4 ) e n t r a î n e n t ( 2 0 ) et ( 2 1 ) , et d 'autre par t ces i n é g a l i t é s , 

fini). 



satisfaites en s0, ne peuvent cesser d ' ê t r e vér i f iées avant ( 2 0 ) et ( 2 1 ) . E l l e s 

sont donc satisfaites dans toute la p o r t i o n d u cercle a e x t é r i e u r e au cercle y. 

D é s i g n o n s main tenan t par a u n nombre pos i t i f q u i c r o î t r a i ndé f in i -

men t avec r , mais moins v i t e que lx (c 'es t -ŕ-d i re t e l que le rappor t — 

croisse aussi i n d é f i n i m e n t ) , et t r a ç o n s ŕ l ' i n t é r i e u r de a u n cercle concen-

t r ique ŕ y ayant pour r a y o n ,—- . J e remplacera i ce cercle, pour 

(l — £,) \Jaco 
s impl i f ie r , par le p lus pe t i t cercle c de centre z0 q u i le cont ient , cercle 

1 g 
dont le r a y o n 1 est manifes tement s u p é r i e u r ŕ — ^ ( ^ fini) . L o r s q u e 

0 est sur le contour d u cercle c, o n a 

On aura par suite sur ce contour, en vertu de (23), Vinégalité 

( 2 5 ) 

S i ma in tenan t nous sortons d u cercle c pour nous rapprocher d u contour 

de a, le nombre k q u i figure dans l ' i n é g a l i t é ( 2 3 ) con t inuera ŕ c r o î t r e , et 

l ' i n é g a l i t é ( 2 5 ) ne cessera pas d ' ê t r e vérif iée. E l l e est donc vér i f iée dans 

toute l a couronne comprise entre c et a. 

Gela p o s é , c o n s i d é r o n s l a couronne D l i m i t é e par les cercles de r a y o n 

rx et rp\ (37 nombre f i n i p lus g r a n d que 1, par exemple rj = 2) ayan t leur 

centre ŕ l ' o r i g ine . J e supposerai que l ' o n sache d é j ŕ (par exemple en ve r tu 

d u t h é o r è m e d u § 1 8) que F on ne peut pas avoir dans toute la couronne I) 

S i l ' i n é g a l i t é ( 2 5 ) n'est pas satisfaite dans toute l a couronne, on pour ra 

s ű r e m e n t t rouver ŕ son i n t é r i e u r u n p o i n t z0 o ů l ' o n aura 

A ce p o i n t correspondront u n cercle yx, u n cercle cx, de r a y o n s u p é r i e u r 

1 L e rayon de c deviendra infiniment petit par rapport au rayon de a lorsque r 

et a augmenteront indéf in iment . 
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I 
ŕ t — , entourant z et r. et u n cercle a. entourant c.. S u r le con tour 

de (\ on aura l ' i n é g a l i t é ( 2 5 ) . 

Supposons encore q u ' e n dehors d u cercle c,, l ' i n é g a l i t é ( 2 5 ) cesse d ' ê t r e 

vérif iée en certains po in t s de la couronne I). J o i g n o n s l ' u n de ces poin ts , 

zx, au contour de cx par u n c h e m i n ( e x t é r i e u r ŕ c,) sur l eque l y est con-

t i n u . I l existe n é c e s s a i r e m e n t sur ce c h e m i n u n p o i n t z'0 ou | ? / | est compr i s 

entre aôj et wlx ; nous cons t ru i rons alors comme p lus haut u n cercle c 2 de 
1 

r a y o n s u p é r i e u r ŕ - r — entourant z'0, et sur le con tour d u q u e l o n aura 

l ' i n é g a l i t é ( 2 5 ) . Ce cercle est tout entier extérieur au cercle cx; en effet, 

d ' a p r è s ce q u i p r é c è d e , le p o i n t z'0 ne peu t se t rouver ŕ l ' i n t é r i e u r d u cercle 

crx, concent r ique ŕ cx ; or le rappor t d u r ayon de crx ŕ ce lu i de cx aug-

mente i n d é f i n i m e n t avec r. 

N o u s r é p é t e r o n s l a m ê m e o p é r a t i o n autant de fois q u ' i l sera n é c e s s a i r e . 

S ' i l existe dans J), en dehors des cercles c d é j ŕ t r a c é s , u n p o i n t zx o ů 

l ' o n n ' a i t pas l ' i n é g a l i t é ( 2 5 ) , nous on conc lurons ( e n j o i g n a n t zx au contour 

d ' u n cercle c) q u ' i l existe encore (dans D) en dehors des cercles c, u n po in t 

oů | y | est compr i s entre aw et œlx ; nous entourerons alors ce p o i n t d 'un 

nouveau cercle c, q u i est e x t é r i e u r ŕ tous les autres, et sur le contour 

d u q u e l o n aura l ' i n é g a l i t é ( 2 5 ) . L o r s q u e l ' o p é r a t i o n aura é t é ré]}étée u n 

cer ta in nombre 1 fini de fois i l n 'ex is te ra cer ta inement p lus de p o i n t zx en 

dehors des cercles c; en effet nous avons une l i m i t e i n f é r i e u r e des rayons 

de ces cercles, et nous savons d 'autre par t , q u ' i l s sont tous i n t é r i e u r s les 

uns aux autres; le nombre des cercles c que peut conteni r l a couronne I) 

est donc n é c e s s a i r e m e n t fini. A i n s i lorsque nous aurons a c h e v é l a construc-

t i o n des cercles c, nous pour rons affirmer que l'inégalité (25) est satisfaite 

en tout point de la couronne I) intérieur à ces cercles. 

A p p l i q u o n s ma in tenan t ŕ l a fonc t ion y le t h é o r è m e d u § 2 3 . P o u r 

cela, t r a ç o n s dans l a couronne I) une courbe f e r m é e T en tourant l ' o r ig ine 

q u i sera assujettie aux deux condi t ions su ivantes : elle ne traversera aucun 

1 Tous ces cercles cx sont contenus à l'intérieur d'une aire égale à Ttrj*r\ (rj fini), 

et l'aire de chacun d'eux est supérieure à . Le nombre des cercles c est donc plus 
aô) 

petit que r)''aâ}r'\. 



cercle c et sa longueur sera p ropor t ionne l le ŕ i\. Pour const i tu i re l a 

courbe T, nous tracerons par exemple u n cercle C ayant son centre ŕ 

l ' o r i g ine et son r ayon é g a l ŕ jy 1 r 1 ( i <yl < 57), et s i ce cercle rencontre 

u n cercle ^ aux points nous subst i tuerons ŕ l 'arc cle 6 y le p lus 

pe t i t arc % b.t de c t . L e s cercles c é t a n t tous i n t é r i e u r s les uns aux autres, 

l a l ongueur d u contour F a ins i f o r m é sera i n f é r i e u r e ŕ JJ^TTV,. 
D ' a p r è s l a p ropos i t ion d u § 2 3 , o n aura, en une in f in i t é de po in t s 

d u contour F 

ri d é s i g n a n t le nombre des p ô l e s dont le modu le est i n f é r i e u r ŕ >\. N o u s 

en concluons que l'on a 

ce q u i est le r é s u l t a t que j ' a v a i s en vue . 

J ' a i s u p p o s é , dans ce q u i p r é c è d e , que l a couronne I) contenai t des 

poin ts o ů \y\ > aw. S ' i l n 'en é t a i t pas a ins i , c'est que l ' o n aurai t l ' i n é -

g a l i t é (25 ) dans toute l a couronne, et l ' o n ar r ivera i t alors i m m é d i a t e m e n t 

au r é s u l t a t p r é c é d e n t . 

J e vais app l iquer ce r é s u l t a t aux fonct ions m é r o m o r p h e s r é c e m m e n t 

d é c o u v e r t e s pa r M . P A I N L E V É . L a m ê m e m é t h o d e s 'appl iquerai t é v i d e m -

ment ŕ des é q u a t i o n s d i f fé ren t i e l l e s p lus c o m p l i q u é e s que celle don t nous 

sommes par t is . E l l e consiste ŕ d i s t inguer p a r m i les grandes valeurs d'une 

i n t é g r a l e celles q u i s ' expl iquent par le voisinage d ' u n p ô l e et celles q u i d é -

pendent de l a nature ana ly t ique de l a fonc t ion , c a r a c t é r i s é e i c i par son ordre. 

Application aux fonctions entières de 31. Painlevé. 

2 5 . M . P A I N L E V É a d é t e r m i n é r é c e m m e n t toutes les é q u a t i o n s diffé-

rentiel les de l a forme 

y" = f{y',y, 

o ů f est r a t i onne l en y\ a l g é b r i q u e en x et y, qu i ont leurs po in t s c r i t i -

ques fixes. P a r m i ces é q u a t i o n s i l en est de p a r t i c u l i è r e m e n t i n t é r e s s a n t e s ' : 

ce sont celles dont- les i n t é g r a l e s sont des fonct ions méromorphes nouvel les 

q u i ne sont r é d u c t i b l e s ŕ aucune transcendante connue. U n e t rans format ion 



ra t ionnel le en y et a l g é b r i q u e en x r a m è n e ces é q u a t i o n s ŕ t ro is types 

canoniques t r è s s imples don t je c o n s i d é r a i d ' abord les deux premiers , r é -

servant le dernier pour l a t r o i s i è m e part ie . Ces deux premiers types sont 

( 2 6 ) 

et 

M . P A I N L E V É a d é m o n t r é que les i n t é g r a l e s de ces é q u a t i o n s sont des 

fonct ions m é r o m o r p h e s : o n les rat tache t r è s a i s é m e n t ŕ des fonct ions en-

t i è r e s vé r i f i an t une é q u a t i o n d i f fé ren t i e l l e d u t r o i s i è m e ordre. O n a en 

effet pour l ' é q u a t i o n (25) 

u é t a n t une fonc t ion e n t i è r e , et pour l ' au t re é q u a t i o n 

o ů u est encore une fonc t ion e n t i è r e . Ces r é s u l t a t s é t a n t acquis , l ' é t u d e 

c o m p l è t e des transcendantes nouvel les y et u do i t commencer par l a d é -

t e rmina t ion de leur mode de croissance. D e cette croissance d é p e n d e n t en 

effet et l ' app rox ima t ion avec laquel le u sera d o n n é e par u n d é v e l o p p e m e n t 

en s é r i e l i m i t é e , et l a r é p a r t i t i o n des z é r o s et le genre de cette fonc t ion . 

O r les propos i t ions g é n é r a l e s que j ' a i obtenues p lus hau t sur la fonc-

t i o n g(#) von t faci l i ter l ' é t u d e de l a croissance des fonct ions y et u. Cette 

é t u d e peut d 'a i l leurs ê t r e faite directement , comme l ' a fai t savoir M . P A I N -

L E V É dans deux notes i n s é r é e s aux C o m p t e s r e n d u s de l ' A c a d é m i e d e s 

S c i e n c e s . 

2 6 . C o n s i d é r o n s d 'abord les i n t é g r a l e s de l ' é q u a t i o n ( 2 6 ) et posons 

(27 ) y = -g'(z) + l(z) 

f){z) é t a n t la d é r i v é e l o g a r i t h m i q u e d ' u n p rodu i t de facteurs p r imai res 6r(#) 

et une fonct ion e n t i è r e . N o u s d é s i g n e r o n s par jï le nombre des p ô l e s 

de g(z) dont le module est i n f é r i e u r ŕ r. 



J e vais d 'abord d é m o n t r e r que l 'on a ŕ par t i r d 'une certaine valeur de r 

(28 ) 

6{r) d é s i g n a n t une fonc t ion croissante quelconque de r q u i c r o î t r a , par 

exemple, comme \ogqr (q entier), ou moins vi te encore. 

L ' é q u a t i o n ( 2 6 ) é q u i v a u t ŕ l a suivante 

( 2 9 ) 

C o n s i d é r o n s z ŕ l ' i n t é r i e u r de l a couronne I) comprise entre les cercles 

de rayons rjfx et r 1 {•/] > 1, par exemple 57 = 2) et d é s i g n o n s par ji un 

nombre q u i sera fixe dans cette couronne, mais qui. deviendra in f in iment 

g rand en m ê m e temps que rx. S o i t d 'autre par t . Ł u n nombre d o n n é , ar-

b i t ra i rement pet i t , i n f é r i e u r par exemple ŕ —= • 

W 
S i l ' on a 

(3o) 

( 3 0 

l ' é q u a t i o n (29) se p r é s e n t e sous l a forme 

(32) 

D'a i l l eu r s , si en un po in t z0 on a les i n é g a l i t é s 

( 3 0 

et 

(33) 

l ' i n é g a l i t é (31) sera satisfaite sur tout c h e m i n con t i nu issu de s0 et de 

k 

l ongueur i n f é r i e u r ŕ -)\ le l o n g duque l on a l ' i n é g a l i t é (33). 

A p p l i q u o n s alors ŕ y les r é s u l t a t s d u § 2 4 , en y faisant 

(Je positif) 

avec 



N o u s appellerons a et lx deux nombres compr i s entre i et su2, tels 
l £„

2 

que les rapports — et - y - , de m ê m e que a, croissent i n d é f i n i m e n t avec r . 

Ce la p o s é , admettons pour u n ins tan t q u ' i l existe dans l a couronne 

I) u n p o i n t z0 o ů l ' o n ai t ŕ l a fois 

eu* 
k é t a n t u n nombre pos i t i f f in i , i n f é r i e u r par exemple ŕ l ' express ion ~ 

3''i 
(qui augmente i n d é f i n i m e n t avec r , ) . 

L o r s q u ' o n s ' é l o i g n e de Ł 0 , i l suffit, p o u r que l ' é q u a t i o n ( 2 9 ) conserve 

l a forme ( 3 2 ) que les i n é g a l i t é s (30 ) et ( 3 1 ) , par suite que les i n é g a l i t é s 

(30 ) et ( 3 3 ) restent satisfaites. N o u s nous t rouvons donc b i e n dans les 

condi t ions p r é v u e s au § 2 4 , et nous pouvons entourer z0 d 'une cercle cx 

(dans l eque l ( 3 0 ) et ( 3 3 ) sont par tout vér i f iées , sauf ŕ l ' i n t é r i e u r d ' un 

peti t cercle y que l ' on peut toujours contourner) , q u i a son r a y o n pro-

_ I __I 
po r t i onne l ŕ (au) a rx

 4 , et sur le contour duque l on aura 

(34) 

E n i n t é g r a n t y ŕ pa r t i r de z0, o n v o i t que l ' o n aura sur le m ê m e 

contour 

car o n peut j o ind re z0 ŕ u n p o i n t quelconque de c, par u n c h e m i n de 

longueur i n f é r i e u r ŕ ) \ . 

C o m m e au § 2 4 , on pour ra entourer cx d ' u n cercle ox concentr ique 

de r a y o n m fois p lus g rand (m croissant i n d é f i n i m e n t avec i\) sur le con-

tour d u q u e l on aura les m ê m e s i n é g a l i t é s . 

Supposons cons t ru i t le cercle r , , et q u ' i l existe dans 7 ) , en dehors 

de r 1 u n po in t o ů l ' o n ait les m ê m e s i n é g a l i t é s qu ' en z0 (Je pouvan t avoir 

une va leur p lus grande q u ' e n z0, mais toujours finie et i n f é r i e u r e , par 
en* 

exemple, ŕ ^ - ) : nous entourons ce po in t d ' u n cercle c 2 extérieur ŕ (\ et 

de m ê m e grandeur sur le contour duque l o n aura encore l ' i n é g a l i t é (34) , 

et a insi de suite. N o u s avons v u au g 2 4 que le nombre des cercles c 

tous e x t é r i e u r s les uns aux autres que T o n peut a ins i construi re est né -

et 

11 



cessai rement f in i pour une va leur d o n n é e de rx (bien entendu, ce nombre 

augmentera i n d é f i n i m e n t avec c,) . , I m a g i n o n s alors que ces cercles soient 

tous const ru i t s : je dis que Vinégalité (34) est satisfaite dans toute la portion 

de la couronne 1) extérieure aux cercles c. 

Supposons en effet qu 'e l le ne le soit pas en u n po in t zx\ j o ignons z\ 

au contour de cx par u n c h e m i n p ropor t i onne l 1 ŕ ï\, extérieur à tons les 

cercles c et sur leque l y soi t con t i nu . U existe n é c e s s a i r e m e n t sur ce c h e m i n 

des points o ů \y\ est compr i s entre a/j.yjri et lxfi\Ji\. So i t z'0 le premier 

po in t r e n c o n t r é (ŕ par t i r d u concour de cx) o ů i l en soit a i n s i ; \y\ ne 

cessant pas d ' ê t r e i n f é r i e u r ŕ ll/J.\Jrl entre le contour de cx et z'0, on a 

n é c e s s a i r e m e n t en ce po in t 

\f(z)\ < k\l\fir'\ (kx pos i t i f f in i , i n f é r i e u r ŕ — ). 

Or , par h y p o t h è s e , ces circonstances ne peuvent pas se p r é s e n t e r s i 

£ 0 est e x t é r i e u r ŕ tous les cercles c. N o u s en conclurons que l ' i n é g a l i t é 

(34) est n é c e s s a i r e m e n t vér i f iée au p o i n t zx, e x t é r i e u r ŕ ces cercles. N o u s 

pouvons, par suite, appl iquer ŕ y les r é s u l t a t s d u § 24, et nous constatons 

que l ' o n a 

(h pos i t i f fini) 

c'est à dire Vinégalité ( 2 8 ) , o ů l 'on fait 

P o u r é t a b l i r ce r é s u l t a t , j ' a i admis q u ' i l existait , dans la couronne I ) , 

au moins u n p o i n t zQ oů les i n é g a l i t é s 

é t a i e n t satisfaites en m ê m e temps. J e vais mont re r qu'il existe toujours 

un tel point z0, à moins (pie l'on riait dans toute la couronne I) 

1 Tl est toujours possible de construire un tel chemin contournant un nombre 

quelconque de cercles <• ; voir fin du § 24 et note de la page 84, 



I l me suffira, pour cela, cle reprendre le ra isonnement p r é c é d e n t , en 

l ' app l i quan t cette fois ŕ t ou t le cercle (J de r a y o n rp\, qu i a son centre 

ŕ l ' o r ig ine . 

L e cercle C peut ê t r e d é c o m p o s é en une sé r i e de couronnes I)[, D!2, ... 

concentr iques ŕ I). S i nous excluons de C u n cercle f ini en tourant l ' o r i -

gine, les couronnes Jï seront l i m i t é e s par les cercles de rayons r\, r!2, . . . , rp\, 

r[ ayant une va leur finie, et les nombres , r's, . . . é t a n t d é t e r m i n é s par 

les é g a l i t é s 

(rj a l a valeur fixe s u p é r i e u r e ŕ i , déf in ie p lus haut) . 

Soi t , dans l a couronne D'ii u n p o i n t oů l ' on ait 

(r — | Ł | ; ci et u ayant les valeurs déf in ies p lus hau t par rappor t ŕ ï\). 

O n aura, a fo r t io r i , en ce po in t 

en posant 

O n pour ra donc entourer z d ' u n cercle d de rayon p r o p o r t i o n n e l ŕ 
i i 

(ap) 2 r\ 4 , sur le contour d u q u e l o n aura 

et, a fo r t io r i 

E n p r o c é d a n t alors dans chacune des couronnes J)' comme nous 

l 'avons fait dans la couronne I), nous pouvons construire dans C des 

cercles c' (en nombre fini pou r une valeur d o n n é e de r j , e x t é r i e u r s les 

uns aux autres, et tels que les i n é g a l i t é s 

ne puissent ê t r e satisfaites en m ê m e temps en aucun po in t de C e x t é r i e u r 

ŕ ces cercles. 



Cela p o s é , les nombres a et g (qui croissent i n d é f i n i m e n t avec rj 

peuvent toujours ê t r e pr is assez grands pour que l ' o n ait en u n p o i n t fixe 

quelconque Z 0 

E l o i g n o n s nous alors de l ' o r ig ine , et c o n s i d é r o n s u n c h e m i n 1 Z0z . 

propor t i onne l ŕ r( — \z\) et, ne t raversant aucun des cercles c'. L e rai-

sonnement d é j ŕ e m p l o y é p lus hau t nous montre que Von a nécessaire-

ment en 0 

(34) 

Supposons en effet q u ' i l n ' e n soit pas a ins i nous appellerons Z le p remie r 

. po in t d u c h e m i n c o n s i d é r é o ů l ' i n é g a l i t é (34) cesse d ' ê t r e vér i f i ée ; on a au 

p o i n t Z 

et par i n t é g r a t i o n de Z0 ŕ Z 

(kl pos i t i f fini), 

par suite, a fo r t io r i , si r est assez grand 

puisque le rappor t — est s u p p o s é c r o î t r e i n d é f i n i m e n t avec r. O r par hy -

p o t h è s e ces circonstances ne peuvent pas se p r é s e n t e r s i 0 est e x t é r i e u r 

aux cercles c'. N o u s en concluons que l ' i n é g a l i t é (34) est satisfaite au 

p o i n t 0. 

Ce r é s u l t a t , a p p l i q u é b ien ŕ l a couronne T) nous condu i t ŕ l a con-

c lus ion su ivante : ou Vinégalité (34) est satisfaite dans toute la couronne; ou 

U existe dans I) des cercles c' et, par suite, des points z0 répondant aux 

conditions énoncées. 

C'est b ien l ŕ ce que j ' a v a i s a n n o n c é et l ' i n é g a l i t é (28 ) est main tenan t 

c o m p l è t e m e n t é t a b l i e . 

1 P o u r construire ce chemin, on peut p rocéde r comme ŕ l a fin du § 24. On 

m è n e la droite Z0z, et chaque fois que cette droite coupe un cercle c' aux points a^bi, 

on remplace l a corde par la plus petit arc a , ;^ . 



D e l ' i n é g a l i t é ( 2 8 ) nous d é d u i s o n s a i s é m e n t que l(z) se r é d u i t ŕ une 

constante. T o u t d ' abord la fonct ion e n t i è r e l(s) ne peu t ê t r e q u ' u n po ly -

n ô m e . E n effet, s ' i l n ' en é t a i t pas a ins i , on aurai t , en certains points d u 

contour l1 déf ini au g 2 4 , 

| / 3} | > r"1, (m pouvan t d é p a s s e r tout nombre d o n n é ) , 

en m ê m e temps que l ' i n é g a l i t é ( 3 4 ) , ce q u i e n t r a î n e r a i t n é c e s s a i r e m e n t 

o ů m' peut d é p a s s e r (avec ï\ ) tou t nombre a s s i g n é d'avance. 

A p p l i q u o n s main tenan t ŕ ff'(z) le t h é o r è m e d u g 1 9 en donnan t au 

nombre H d u § 16 l a va leur r~~q (q posi t i f) . L e s cô t é s des peti ts c a r r é s 

b déf inis au § 1 6 seront i n f é r i e u r s ŕ - - .— , et i l en r é s u l t e que l ' o n peut 

faire j oue r aux cercles c le r ô l e des peti tes aires don t nous av ions au § 1 6 

e n t o u r é les p ô l e s de l a fonc t ion g'(z)\ en effet, dans l ' u n quelconque de 

ces cercles o n ne peut rencontrer des p ô l e s q u ' ŕ l ' i n t é r i e u r d u cercle y 

correspondant ; les c a r r é s b o m b r é s au tour de ces pô l e s sont donc tous 

contenus dans u n cercle concentr ique ŕ y et de r a y o n i n f é r i e u r ŕ ,— — 

(k pos i t i f fini), cercle qu i est cer ta inement i n t é r i e u r au cercle c s i q est 

assez g rand . 

O n d é d u i t de lŕ (§ 19 ) , en tenant compte de l a va leur de H, que 

l ' on a l ' i n é g a l i t é 

en tout p o i n t de l a couronne I) e x t é r i e u r aux cercles c. L a fonc t ion l(z) 

est donc b ien u n p o l y n ô m e . 

Ce la p o s é , le t h é o r è m e d u § 18 nous mont re p lus p r é c i s é m e n t que, 

pou r des valeurs de ï\ i n d é f i n i m e n t croissantes, o n aura en une in f in i t é de 

points de l a couronne D e x t é r i e u r s aux cercles c l ' i n é g a l i t é 

(a pos i t i f a rb i t ra i rement pe t i t avec — ). 



O n v o i t que cette é g a l i t é n 'est compat ib le avec l ' i n é g a l i t é (34) que s i l(z) 

est une constante. 

2 7 . l(z) se r é d u i s a n t ŕ une constante, l ' i n é g a l i t é ( 2 8 ) expr ime , par 

dé f in i t i on , que l 'o rdre de l a fonc t ion e n t i è r e u est au p lus é g a l ŕ - . I l 

est a i sé de vér i f ie r que cet ordre est p r é c i s é m e n t - . 

I l r é s u l t e d u § 18 que l ' on a dans une in f in i t é de r é g i o n s d u p l a n de 

l a variable z 

h é t a n t u n n o m b r e pos i t i f fini. L e modu le \y"— 6y2\ sera donc i n f é r i e u r 

(puisque l{z) est une constante) ŕ l ' express ion 

en d'autres termes, l ' o n aura 

7 2 n'2 (log n) | 
r < 1 1 — ~ T - ou ri > kr2 ( log r)'"1 (k pos i t i f fini). 

N o u s pouvons affirmer de p lus , q u ' ŕ pa r t i r d 'une certaine va leur de 

r cette i n é g a l i t é est satisfaite que l que soit r.- E n effet i l r é s u l t e des 

i n é g a l i t é s obtenues au § 2 0 que s ' i l n ' e n é t a i t pas a ins i , on aura i t dans 

une in f in i t é de r é g i o n s du p l a n 

s é t a n t a rb i t ra i rement peti t , i n é g a l i t é s incompat ib les avec F é g a l i t é ( 2 6 ) . 

2 8 . O n a donc, ŕ pa r t i r d 'une certaine va leur de r 

oů k est u n n o m b r e fini et 0{r) une fonc t ion croissant aussi len tement 

que l ' o n veut . 

Cet te double i n é g a l i t é mont re que le module d u nième p ô l e de y o u 
2 

d u nwme zé ro de l a fonc t ion e n t i è r e u c r o î t app rox ima t ivemen t comme n5. 



L ' o r d r e de l a fonc t ion u est ~ , son genre est 2 . De p lus le m o d u l e m a x i -

m u m (pour | * | = r) M(r) de u satisfait, ŕ pa r t i r d'une certaine va leur de 

r ŕ l a double i n é g a l i t é 

L a fonc t ion e n t i è r e u est donc, si l ' o n adopte la t e r m i n o l o g i e de 

M . B O R E L , ŕ croissance régulière. 

2 9 . L ' é t u d e d u second t ype d ' é q u a t i o n s ŕ i n t é g r a l e s m é r o m o r p h e s 

s i g n a l é par M . P A I N L E V É c o n d u i r a ŕ des r é s u l t a t s analogues. 

C o n s i d é r o n s l ' é q u a t i o n 

(36) y" = 21/ + zy + c. 

L ' i n t é g r a l e g é n é r a l e de cette é q u a t i o n satisfait, avons-nous d i t , ŕ l ' é g a l i t é 

o ů u est une fonc t ion e n t i è r e . O n a donc 

y" - —g'(z) + l(z) 

g(z) é t a n t l a d é r i v é e l o g a r i t h m i q u e d 'un p r o d u i t de facteurs p r imai res G(z) 

et l{z) une fonc t ion e n t i è r e , ri d é s i g n a n t toujours le nombre des p ô l e s de 

m o d u l e i n f é r i e u r ŕ r , je vais d 'abord d é m o n t r e r que l ' o n a ŕ pa r t i r d 'une 

certaine va leur de r 

(3 7) n'<r*Û(r) 

0{r) d é s i g n a n t une fonc t ion croissante que lconque de r. 

L ' é q u a t i o n (36) é q u i v a u t ŕ l a suivante 

(38) 

Pes tan t p l a c é s dans l a couronne T) déf inie an § 2 6 , nous voyons que 

si l ' o n a s i m u l t a n é m e n t les i n é g a l i t é s 

(39) 

(4o) 



(fi é t a n t a rb i t ra i rement grand avec r , , s a rb i t ra i rement peti t , comparable 

par exemple ŕ -7-), l ' é q u a t i o n (38) se p r é s e n t e r a sous l a l'orme 

D 'a i l l eu r s , s i en u n p o i n t z0 on a les i n é g a l i t é s 

( 4 ° ' ) 

et 

(4 0 

l ' i n é g a l i t é ( 4 0 ) sera satisfaite sur tou t c h e m i n c o n t i n u issu de z0 et de 

longueur i n f é r i e u r ŕ — 1 le l o n g d u q u e l on a l ' i n é g a l i t é ( 4 1 ) . 

A p p l i q u o n s ŕ if les r é s u l t a t s d u § 2 4 en y faisant 

et en appelant a et lx deux nombres , compr i s entre 1 et £/i, tels que les 

rapports — et ^ , de m ô m e que a, croissent i n d é f i n i m e n t avec rx. 

Cela p o s é , tous les raisonnements faits sur l a fonc t ion y d u § 2 4 

s 'appl iquent i c i ŕ l a fonc t ion y', avec cette seule d i f fé rence que v

lr l est 

r e m p l a c é par >\. 

S ' i l existe dans l a couronne J) des points za o ů l ' on ait ŕ l a fois 

(Je pos i t i f fini, i n f é r i e u r par exemple ŕ 

1 

on les entourera de cercles de r a y o n p ropo r t i onne l ŕ (aai\) " tous ex-

t é r i e u r s les uns aux autres et en dehors desquels on aura 

O u en conc lura (g 24) que l ' o n a 

avec 



C o n s i d é r o n s d 'autre par t tou t le cercle C de r a y o n yj)\ qu i a son centre 

ŕ 1 o r ig ine . Dans ce cercle nous pouvons construire des cercles a (en 

nombre f in i p o u r une va leur d o n n é e de r , ) , e x t é r i e u r s les uns aux autres, 

et tels que les i n é g a l i t é s 

ne puissent ê t r e satisfaites au m ê m e temps en a u c u n po in t de C e x t é r i e u r 

ŕ ces cercles. O n en conc lu t q u ' i l existe n é c e s s a i r e m e n t dans l a couronne 

1) des po in t s z0 satisfaisant aux condi t ions é n o n c é e s plus haut. L ' i n é g a l i t é 

( 3 7 ) se t rouve a ins i c o m p l è t e m a n t é t a b l i e . 

D e l ' i n é g a l i t é (37) nous d é d u i s o n s que l a fonc t ion e n t i è r e l(z) est un 

p o l y n ô m e d u premier d e g r é au p lus . 

O n vérif ie en effet comme au § 2 6 que cette fonc t ion ne peut ê t r e 

q u ' u n p o l y n ô m e . D ' au t r e part , le t h é o r è m e d u § 18 mont re que pour 

des valeurs de r , i n d é f i n i m e n t croissantes, o n a, en une in f in i t é de points 

de l a couronne I) e x t é r i e u r aux cercles C, l ' i n é g a l i t é 

(a pos i t i f a rb i t ra i rement peti t) . 

O r cette i n é g a l i t é n'est compat ib le avec l ' i n é g a l i t é 

satisfaite par h y p o t h è s e en dehors des cercles c, que si l(z) est d u p remier 

d e g r é au plus . 

3 0 . L e s r é s u l t a t s d u paragraphe p r é c é d e n t nous p rouven t que l 'ordre 

de la fonc t ion e n t i è r e u est au p lus é g a l ŕ, 3 . N o u s al lons main tenan t 

constater que cet ordre est p r é c i s é m e n t 3 et, de plus , que le genre de 

u est 3 . 

Supposons en effet q u ' i l n ' e n soit pas a ins i . L e p o l y n ô m e l(z) se 

r é d u i r a ŕ une constante, et l ' o n aura pour des valeurs )\ i n d é f i n i m e n t 

croissantes 

p. é t a n t une fonc t ion croissante de ri, é g a l e par exemple ŕ l o g ri. 

12 

ou 



D o n n o n s ŕ r l 'une de ces valeurs r , , et c o n s i d é r o n s l a couronne /) 

déf in ie pins haut . Cet te couronne cont ient (g 18) , une inf in i té de points 

oů l ' o n a s i m u l t a n é m e n t les i n é g a l i t é s 

Ł a tendant vers zé ro avec — (je supposerai que sx > - ) . C o n s i d é r o n s p lus 

p a r t i c u l i è r e m e n t , dans f), u n cercle quelconque o de r a y o n a r a é t a n t 

u n nombre t e l que le rappor t ~ tende vers zéro avec — . N o u s savons 

( § 1 9 , note) q u ' i l existe ŕ l ' i n t é r i e u r de a des r é g i o n s o ů l ' o n a 

(4*) i , m < ^ + \M\<*r 
(e[ tendent vers zéro avec — ). 

* 1 

Cela p o s é , soi t ai=rie
0iyJ~x u n p ô l e s i t u é dans J). N o u s m è n e r o n s 

n 0. 
par a{ l a d ro i t e L q u i fai t avec l 'axe r é e l u n angle é g a l ŕ — — - , et nous 

prendrons p o u r cercle a le cercle de r ayon ar tangent ŕ I au p o i n t ® i ê 

et s i t u é par rappor t ŕ L d u c ô t é oů l a par t ie rée l l e de z va en croissant. 

C o n s i d é r o n s dans ce cercle a l a r é g i o n d é t e r m i n é e par l ' ang le d ro i t 

de sommet at q u i a pour bissectrice un d i a m è t r e . N o u s pouvons tou-

jours t rouver dans cette r é g i o n u n p o i n t z0 o ů l ' on ait les i n é g a l i t é s ( 4 2 ) . 

S u i v o n s alors l a fonc t ion y le l o n g de l a droi te 0 O % . 

y satisfait par h y p o t h è s e ŕ l ' é q u a t i o n ( 3 8 ) q u i donne pour y' une 

double valeur : je supposerai que l 'on parte de z0 avec la d é t e r m i n a t i o n 1 

(43) 

J e vais mon t r e r que si nos h y p o t h è s e s se t rouva ien t satisfaites, les 

fonct ions y'2 et f(z) vé r i f i e r a i en t entre z0 et n- des i n é g a l i t é s de l a forme 

U O 

1 Pour appliquer le m ê m e raisonnement au cas où le radical serait p récédé du 

ligne — , i l suffirait de prendre le cercle a de l'autre côté de la droite L. 

(s 3 tendant vers o avec 



ce q u i est manifestement absurde, puisque le p o i n t at est u n p ô l e de ces 

fonct ions . 

P o u r pa rven i r ŕ ce r é s u l t a t prenons s s u p é r i e u r ŕ 2a et \J2e[ et 

appelons zx le p remie r p o i n t r e n c o n t r é sur zQat o ů l ' on ai t 

(44) 

O n a entre z0 et zl \y'2\ < s)\, et par suite (puisque l a longueur d u che-

m i n zQzx est i n f é r i e u r e ŕ a)\) 

O n conclu t de lŕ qu ' au p o i n t zx l ' é q u a t i o n ( 4 3 ) se p r é s e n t e sous l a forme 

(45) 

O r i l r é s u l t e de l a posi t ion d u cercle rr et d u po in t z0 dans a que, s i 

l ' o n d é s i g n e par dz l ' accroissement de s su ivan t zy)au le segment sjz1 dz fait 

avec l 'axe r é e l u n angle compr i s entre - et - ~ . L ' é g a l i t é ( 4 5 ) prouve 

donc q u ' a u p o i n t Zx (dans l a d i r ec t i on zlai), l a par t ie r ée l l e de log y est 

d é c r o i s s a n t e . 

O n en conc lu t que le modu le | v / 2 | ne peut at teindre en zx la valeur 

( 4 4 ) ; s ' i l l ' a t te ignai t , en effet, i l devra i t c r o î t r e en ce poin t , o u d u moins 

passer par u n m a x i m u m , ce q u i , comme o n vient de vo i r , ne peut avoi r 

l i e u . L e s i n é g a l i t é s ( 4 2 ' ) seront donc vérif iées entre z0 et a{. Cette con-

c lus ion é t a n t absurde, nous reconnaissons que notre h y p o t h è s e in i t i a l e 

n ' é t a i t pas l é g i t i m e . L a fonc t ion e n t i è r e u est donc b i e n de genre 3 , ce 

q u ' i l fa l la i t d é m o n t r e r . 

0' - j - c/ 
1 L ' a rgument de \jzy est éga l ŕ — , a é t a n t proportionnel ŕ a; l 'argument 

i 7 • 71 — Oi n n — fft 3^ f ~t I 7 

de dz est compris entre — et 1 . L 'a rgument de i/a, dz est donc 
2 4 2 4 v 1 

37T a $n a 
compris entre H et — H . 

4 2 4 2 

(jo\ p ropo r t i onne l ŕ s). 



TROISIÈME P A R T I E . 

Le module maximum d'une fonction de genre infini. 

1. L ' é t u d e des fonct ions e n t i è r e s les p lus g é n é r a l e s ne peut é v i d e m -

men t pas condui re ŕ des r é s u l t a t s aussi p r é c i s que celle des fonct ions de 

genre fini. I l n'est, cependant pas i n u t i l e de remarquer que les m é t h o d e s 

e m p l o y é e s dans ce t r ava i l s 'appl iquent encore aux fonct ions de genre in f in i . 

N o u s constaterons a ins i , q u ' o n peut toujours d é d u i r e les p r o p r i é t é s fonda-

mentales d 'une fonc t ion e n t i è r e de son d é v e l o p p e m e n t en p r o d u i t i n f i n i . 

Ce d é v e l o p p e m e n t se p r ê t e aussi b i en ŕ une é t u d e s y s t é m a t i q u e que le 

d é v e l o p p e m e n t en sér ie de puissances, q u i , a é t é comme on sait, le p r i n -

c i p a l objet des t r avaux de M . H A D A M A R D . 

Soi t F(#) une fonc t ion e n t i è r e quelconque, i\ le module de son ième 

z é r o . Cherchons d ' abord s i l ' o n pour ra , sans passer par l ' i n t e r m é d i a i r e d u 

d é v e l o p p e m e n t en sé r i e ob ten i r u n r é s u l t a t é q u i v a l a n t au t h é o r è m e fonda-

m e n t a l de M . H A D A M A R D sur l a l i m i t e i n f é r i e u r e d u modu le r{.. L e 

t h é o r è m e de M . S C H O U et l a p ropos i t i on é q u i v a l e n t e que j ' a i é t a b l i e au 

§ 1 4 de l a p r e m i è r e par t ie s ' app l iquent aux fonct ions de genre in f in i , 

mais donnent dans ce cas des l imi t e s beaucoup t rop basses. Heureusemen t 

u n p r o c é d é t r è s s imple va nous permettre de c o m p l é t e r les r é s u l t a t s obtenus 

dans l a p r e m i è r e par t ie . 

2. D é s i g n o n s par ri le nombre des zéros de F (2) dont le modu le 

est i n f é r i e u r ŕ — - — (a posi t i f ) . N o u s avons d é m o n t r é ( p r e m i è r e par t ie , 

§ 17 ) que l ' o n a sur une i n f i n i t é d'arcs d u cercle C de r ayon r ayan t son 

centre ŕ l ' o r ig ine l ' i n é g a l i t é 

( 0 

h é t a n t éga l ŕ l o g ( i + a). C'est cette p ropos i t i on que je me propose de 

p r é c i s e r . 



A p p l i q u o n s - l a , dans ce but , ŕ l a fonct ion 

», d é s i g n a n t le nombre des zé ro s de *\(z*) dont le module est i n f é r i e u r ŕ 

2~+~a ' c ' e s t - ŕ - d i r e le nombre des zé ros de F(z) don t le module est i n f é r i e u r 

r 
a , on aura 

\/z + « 

pour une in f in i t é de valeurs /• V'»"  1  de z\  O n  a  donc,  lorsque  ^ 2  p rend 

l 'une  de  ces  valeurs  l ' une  des  deux  i n é g a l i t é s 

( 2 ) 

en  d'autres  termes,  on  a  l ' i n é g a l i t é (2)  sur  une  in f in i t é  d'arcs  d u  cercle C. 

A p p l i q u o n s  ma in tenan t  ce  r é s u l t a t  ŕ  l a  fonc t ion Fx(z
2),  N O U S  en dé 

duisons  pour  1^(^)1  une  nouve l l e  l i m i t e  et  a ins i  de  suite  i n d é f i n i m e n t . 

N o u s  constatons  f inalement  que  l ' o n  a,  que l  que  soit q,  en  une  i n 

fini té  de  points  d u  cercle C 

(3) 

n'q  d é s i g n a n t  le  nombre  des  zé ro s  de F(z)  dont  le  module  est  i n f é r i e u r  ŕ 
—1 

r{2  +  a ) 2 7  . 

So i t /3  u n  nombre  i n f é r i e u r  ŕ 1.  Q u e l  que  soit r,  on  peut  t rouve r 

u n  ent ier q  t e l  que  l ' o n  a i t 

et  par  suite 

D é s i g n o n s  alors  par w(r)  le  nombre  des  zé ro s  de  modu le  i n f é r i e u r  ŕ 

r:  o n  pour ra  é n o n c e r  l a  p r o p o s i t i o n  su ivan te : 

On a, en une infinité de points du cercle de rayon r, l'inégalité 

(4)  (h  pos i t i f  fini), 



n, désignant Je nombre des zéros de F(z) dont le module est inférieur à 

r(i—s) et s tendant vers zéro avec ^ plus vite que la fonction 

O n  peut  se  d é b a r r a s s e r  de  l 'exposant  i  — j3  en  posant n\'* — n s + S l i 

et  le  nombre ex  d é c r o î t  alors  d 'autant  plus  rap idement  que  la  croissance 

de  l a  fonc t ion w(r)  est  e l l e  m ę m e  p lus  rapide.  Supposons,  pour  fixer  les 

i dées ,  que  l ' o n  ait 

O n  aura 

par  suite 

S i ns  croissait  plus  v i te  qu 'une  fonct ion  f o r m é e  d ' u n  nombre  quel

conque  d 'exponentiel les  s u p é r i e u r e s ,  i l  en  serait  de  m ę m e  de  l ' inverse  de  Ł x . 

N o u s  voyons  q u ' i l  é t a i t  indispensable  de  p réc i s e r  a ins i  l a  p ropos i t i on 

é t a b l i e  dans  l a  p r e m i č r e  part ie .  E n  effet,  si F (s)  est  de  genre  i n f in i ,  le 

rappor t  de n.  au  nombre ri  q u i  f igurai t  dans  l a  l i m i t e  a s s i g n é e  aux  fonc

t ions  de  genre  f in i ,  peut  d é p a s s e r  tou t  nombre  d o n n é  d'avance. 

3 .  A b o r d o n s  main tenant  l a  quest ion  inverse  et  cherchons  ŕ  d é t e r 

m i n e r  une  l i m i t e  s u p é r i e u r e  d u  modu le  m a x i m u m  (pour  j ^ |  — r)  d ' un  p rodu i t 

de  facteurs  pr imai res  de  genre  i n f i n i .  So i t 

u n  t e l  p rodu i t , M{r)  son  modu le  m a x i m u m .  L ' é t u d e  de  ce  p r o d u i t  p r é 

sente  une  d i f f icu l té .  S i  l ' o n  se  donne  l a  suite  de  zéros ah  on  peut  former 

d 'une  in f in i t é  de  m a n i č r e s  le  p r o d u i t  convergent G(z),  puisque  les pt  sont 

des  entiers  quelconques,  choisis  seulement  de  tel le  f a ç o n  que  la  sé r i e 



soit  absolument  convergente.  I l  est  b i en  cer ta in  alors  que  la  croissance 

de ('{z)  pour ra  d é p e n d r e  essentiel lement  d u  cho ix  des  nombres p{  au  l ieu 

d ' ę t r e  d é t e r m i n é e  par  l a  d e n s i t é  des  zé ros aiy  comme  i l  a r r iva i t  pour  les 

produi t s  de  genre  f in i .  M a i s  esti l  possible  de  chois i r  les  nombres pi  de 

m a n i č r e  ŕ  obteni r  une  l i m i t e  s u p é r i e u r e  se  rapprochant  de  l a  l i m i t e  i n 

fé r i eu re  a s s i g n é e  ŕ M(r)  au  paragraphe  p r é c é d e n t ? 

D a n s  son  m é m o i r e sur les zéros des fonctions entières,  M .  B O R E L  a  fait 

remarquer  que  la  valeur i  de pi  i n d i q u é e  par  W E Ď E R S T R A S S  é t a i t  beaucoup 

t rop  é levée .  Se  proposant  d ' é t u d i e r  les  fonct ions  ŕ croissance très rapide, 

fonct ions  telles  que  l ' on  a i t  p o u r  une  in f in i t é  de  valeurs  de i  i n d é f i n i m e n t 

croissantes  l ' i n é g a l i t é 

quelque grand que soit le nombre k,  M .  B O R E L  pose 

Pi  =  ( l o g i ) 2 

puis  d é t e r m i n a n t  le  nombre n  par  l ' é g a l i t é 

o ů a  est  u n  nombre  plus  pe t i t  que  i ,  i l  mont re  que  le  module  m a x i m u m 

M{r)  est  celui  d 'une  fonc t ion  d 'ordre pn.  E n  d'autres  termes,  l 'on  a 

(5) 

L e  r é s u l t a t  subsisterai t  d 'a i l leurs  si  l 'on  r e m p l a ç a i t  2  par  u n  autre  nombre 

p lus  g rand  que  1 . 

Cette  l i m i t e  diffčre  de  celle  que  nous  avions  obtenue  pour  les  fonct ions 

de  genre  f in i .  I l  impor t e  donc  de  se  demander  s ' i l n 'est  pas  possible  de 

l ' en  rapprocher .  M a i s  pour  pa rven i r  ŕ  des  i n é g a l i t é s  u n  p e u  p réc i se s , 

j ' é v i t e r a i  de  me  placer  dans  le  cas  le  p lus  g é n é r a l .  J ' ins i s te ra i  au  contraire 

sur  les  types  de  fonct ions  q u i  nous  apparaissent  comme  les  p lus  s imples 

a p r č s  les  fonct ions  de  genre  fini;  leur  é t u d e  semble  ę t r e  en  effet  le  p o i n t  de 

d é p a r t  na ture l  d 'une  t h é o r i e  c o m p l č t e  des  fonct ions  e n t i č r e s  de  genre  in f in i . 

4 .  L e s  r é s u l t a t s  que  je  viens  de  rappeler  s u g g č r e n t  une  p r e m i č r e 

remarque.  E n  faisant  — ( l o g / ) H  nous  donnons  encore  ŕ p{  une  va leur 



beaucoup  plus  grande  q u ' i l  n'est  nécessa i r e  pour  assurer  la  convergence  de 

la  sé r ie  ^ (Ç)  .  I l  suffirait  é v i d e m m e n t  de  prendre 

M a i s  i l  ne  faudrai t  pas  conclure  de  lŕ  que  le  module  m a x i m u m M(r) 

c r o î t r a  moins  v i te  s i  l ' o n  donne  ŕ p{  cette  valeur  p l u t ô t  qu 'une  va leur 

p lus  é levée .  C'est,  chose  curieuse,  p r é c i s é m e n t  le  contraire  q u i  arr ivera . 

M a i s ,  i c i , une  d i s t i nc t i on  s ' impose  entre  les  diverses  fonct ions  de  genre  in f in i . 

C o n s i d é r o n s  tou t  d 'abord  l a  classe  des  fonctions  e n t i č r e s  déf in ies  par 

l a  p r o p r i é t é  su ivante :  i l  existe  u n  nombre  pos i t i f a  t e l  que  l ' on  ait  ŕ  par t i r 

d 'une  certaine  va leur  de i 

(6) 

Cette  classe  de  fonct ions  est  celle  q u i  se  rapproche  le  p lus  de  l a  classe 

des  fonct ions  de  genre  fini,  et  elle  m é r i t e  une  é t u d e  s p é c i a l e ;  nous  l a  ren

contrerons  tout  ŕ  l 'heure  dans  une  appl ica t ion .  J ' appe l l e ra i  fonct ions  de 

type exponentiel simple  les  fonctions  pour  lesquelles  l ' i n é g a l i t é  (6)  est  satis

faite,  et  je  d i r a i  que a  est  l 'o rdre  exponent ie l  de  l a  fonct ion ,  en  supposant 

que  le  nombre a  a i t  é t é  pr is  aussi  pe t i t  que  possible. 

5.  Ce la  p o s é ,  d é s i g n o n s  par N  le  nombre  des  zé ros  de G(g)  dont  le 

module  est  i n f é r i e u r  ŕ  r ( i  + Je), {le  pos i t i f  fini). 

Pp.  r e p r é s e n t a n t  le  facteur  p r ima i re  re la t i f  au  zéro a{  on  sait,  d ' a p r č s 

W E I E R S T H A S S ,  que  l ' o n  a,  pour i > N 

(b  pos i t i f  fini). 

Z o r s q u e i < N,  on  a,  si rt > r 

(b  pos i t i f  fini), 

et,  si r{  < r 



11  r é s u l t e  de  lŕ  que 

(7) 

S i  donc  l ' o n  a  l ' i n é g a l i t é  (6)  en  m ę m e  temps  que 

log pi  sera  i n f é r i e u r e  ŕ a(i  +oc ) log r î  J  et  l ' o n  aura  é v i d e m m e n t ,  ŕ  par t i r 

d 'une  certaine  va leur  de  r ,  l ' i n é g a l i t é 

(h  posi t i f  f ini) . 

6.  S i G (g)  est  u n  p r o d u i t  de  type  exponent ie l  s imple  et  d 'ordre  ex

ponent ie l (r,  je  prendra i  pour pi Ventier le plus voisin  de alogi.  N o u s 

allons  constater  que  ce  cho ix  est  p a r t i c u l i č r e m e n t  favorable.  Supposons 

que r{  satisfasse  ŕ  par t i r  d 'une  certaine  valeur m de i k  l ' i n é g a l i t é 

A  et a  é t a n t  des  nombres  posi t i fs . 

N o u s  aurons 

en  posant 

D é t e r m i n o n s  alors  les  nombres nx  et  m2  par  les  é g a l i t é s 

a  et  a'  é t a n t  des  nombres  posi t i fs  d 'a i l leurs  arbi t ra i rement  peti ts . 

L o r s q u e i> na,  on  a 
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D ' o ů a'x(i)<—[x(i) + ix'(i)] 

D ' a u t r e  part,  s i i  <  « l t  on  a  ŕ  par t i r  d 'une  certaine  valeur m  de i 

D ' o ů ax(i)<x(*) + **'(*) 

L e s  valeurs  de i  comprises  entre nx  et n2  sont  en  nombre  i n f é r i e u r  ŕ n. 

et  pour  ces  valeurs  de i.}  l ' o n  a 

N o u s  aurons  donc  finalement,  en  supposant a  et  oc'  d u  m ô m e  ordre  de 

grandeur 

o ů h  est  un  nombre  pos i t i f  fini. nx  et  auront  une  s ignif icat ion  t r č s 
i 

s imple  s i  c ro î t  p r é c i s é m e n t  comme  A (log i)a.  O n  a  dans  ce  cas 

nx  r e p r é s e n t e  donc  le  nombre  des  zé ros at  dont  le  module  est  i n f é r i e u r  ŕ 
- - « 

e  CTr,  le  nombre  des  zéros  de  module  i n f é r i e u r  ŕ e'r, a  et a'  é t a n t 

arbi t ra i rement  petits. 

D a n s  le  cas  g é n é r a l ,  on  aura 



O r  i l  est  manifeste  que,  quelque  peti t  que  soit s,  on  peut  toujours 

d é t e r m i n e r  deux  nombres a  et  a',  é g a u x  ou  d u  m ę m e  ordre  de  grandeur, 

tels  que  l ' o n  ait 

ŕ  par t i r  d 'une  certaine  valeur  de r.  O n peut  dčs lors  é n o n c e r  l a  propo

s i t i on  su ivante :  1 

Quelque petit que soit le nombre s, on a, à partir d'une certaine va-

leur de r 

(8) 

7.  E n  suivant  l a  m é t h o d e  e m p l o y é e  dans  l a  p r e m i č r e  partie,  on peut 

g é n é r a l i s e r  encore  cette  propos i t ion .  Soi t <p(i) une  fonct ion  holomorphe , 

rée l le  et  posi t ive  telle  que  le  rapport  soit  croissant  ŕ  par t i r  d 'une 

(IOG %y 

certaine  valeur  de i  et  telle  que  l ' o n  ait 

O n  posera 

et  l ' o n d é t e r m i n e r a  les  nombres nx  et  w 2  par  les  éga l i t é s 

1  S i  l 'on  avait  donné Ŕ pi  une  valeur  moins  élevée,  par  exemple  l a  valeur 

i1  +  / ^ l o g y , '  qui suffit Ŕ assurer  l a  convergence  de  l a  sér ie  ,  l a  valeur  de i 

Ŕ  part ir  de  l a  quelle  cette  sér ie  eű t  décr i r  aussi  vite  que L Ď - 1 - " '  eű t été t r č s  supé r i eu re 

Ŕ W 8 , et  l a  l imite  supé r i eu re  de  cette  sér ie  se  fűt  t rouvée  a u g m e n t é e . 



O n  obt iendra  alors,  comme  au  paragraphe  p r é c é d e n t ,  les  i n é g a l i t é s 

8.  N o u s  al lons  maintenant  c o m p l é t e r  l a  propos i t ion  d u  §  6,  en dé

mon t ran t  u n  t h é o r č m e  analogue  ŕ  ce lu i  d u  §  20  de  l a  p r e m i č r e  part ie . 

C o n s i d é r o n s  le  p rodu i t G (2)  d u  §  5,  pour  lequel  on  a 

Je dis que si Von a 

(9) 

on a, à partir d'une certaine valeur de r 

(IO) 

s  tendant  vers  zé ro  avec    . 
r 

Posons  en  effet 

et  supposons  que  l ' o n  ait,  pour  des  valeurs nx  de i  i n d é f i n i m e n t  croissantes 

N o u s  poserons 

et 

S i  l ' on  se  reporte  aux  calculs  d u  §  4,  on  voi t ,  q u ' i l  suffit,  pour  que 

r  et  w 2  prennent  ces  valeurs,  que  l ' o n ait  fai t 

D ' a i l l eu r s 



O n  a,  par  suite,  les  i n é g a l i t é s  suivantes: 

(TJ  fini) 

[Vi n n i ) 

fini), 

puisque 

O r  on  venue  sans  peine  que,  quelque  petits  que  soient  a  et  a,  on 

peut  t rouver  u n  nombre  pos i t i f s  t e l  que  les  seconds  membres  de  ces  i n é 

g a l i t é s  soient  tous  trois  i n f é r i e u r s  ŕ  ŕ  par t i r  d 'une  certaine  valeur 

de n;  l ' i n é g a l i t é  (7)  d u  §  5  nous  montre  alors  que  l ' i n é g a l i t é  (9)  ne  peut 

plus  ę t r e  satisfaite.  A i n s i  l ' h y p o t h č s e  faite  sur rn  condui t  b i en  ŕ  une 

contradic t ion,  ce  q u ' i l  fa l la i t  d é m o n t r e r . 

9.  L e s  fonctions  de  type  exponent ie l  s imple  ne  const i tuent  encore 

qu 'une  classe  t r č s  p a r t i c u l i č r e  p a r m i  les  fonctions  de  genre  i n f i n i .  M a i s 

la  m é t h o d e  p r é c é d e n t e  permettra  d ' é t u d i e r  tout  aussi  a i s é m e n t  des  fonctions 

croissant  de  plus  en  plus  rapidement . 

Sans  insister  sur  les  cas  i n t e r m é d i a i r e s  supposons  q u ' i l  existe  un 

nombre  f in i a  t e l  que  l ' o n  ait  ŕ  par t i r  d 'une  certaine  valeur  de i 

et  prenons  pour p{  l 'ent ier  le  p lus  v o i s i n  de logilog2i.  Posant ,  cette  fois 

nous  aurons  encore 

(s  tendant  vers  zé ro  avec 

et 



N o u s  d é t e r m i n e r o n s  les  nombres nx  et n2  par  les  ég a l i t é s 

a  et a'  é t a n t  deux  nombres  arbi t ra i rement  petits,  d u  m ę m e  ordre  de  grandeur . 

O n  a  lorsque i > n3 

D e  m ę m e 

N o u s  aurons  donc  finalement 

h  é t a n t  u n  nombre  pos i t i f  fini.  O r  on  a 

O n  d é d u i t  a i s é m e n t  de  lŕ  que  le  module  m a x i m u m M(r)  satisfait  ŕ  l ' i né 

g a l i t é 

s  tendant  vers  zéro  avec    . 
r 

A i n s i  la  m é t h o d e  de  sommat ion  q u i  v ient  d ' ę t r e  exposée  a  une  p o r t é e 

g é n é r a l e  et  elle  permet  d ' é t u d i e r  l a  série  7  ( — )  ,  par  suite  le  module 

M(r),  quelque  lentement  que  croisse  le  module  d u  zéro  de  r ang i. 



La dérivée logarithmique d'une fonction de genre infini. 

10.  L a  d é r i v é e  l oga r i thmique  du  p rodu i t  i n f in i G(z)  défini  plus  haut 

a  pour  expression 

Proposonsnous  d ' é t u d i e r  le  module  m a x i m u m  de g(z)  dans  des  r é g i o n s 

convenablement  choisies  d u  p lan  de  l a  variable z. 

S i  l ' o n  d é s i g n e  par ri  le  nombre  des  points a,t  dont  le  modu le  est 

i n f é r i e u r  ŕ  r ,  on  peut  affirmer  que  l ' o n  a  sur  une  inf in i té  d'arcs  d u  cercle 

(j  de  r ayon r 

L a  d é m o n s t r a t i o n  q u i  nous  avai t  permis  d ' é t a b l i r  ces  i n é g a l i t é s  dans  le cas 

des  fonctions  de  genre  f in i  subsiste  i c i , en  effet  sans  modif ica t ion .  L e s 

c o n s é q u e n c e s  que  nous  avions  t i r é e s  de  ces  i n é g a l i t é s  (au  §  2 4 )  resteront 

vraies  é g a l e m e n t . 

1 1 .  Cherchons  maintenant  ŕ  l i m i t e r  l a  croissance  de g(z),  en  suppo

sant  que G(z)  soit  de  type  exponent ie l  s imple .  C o n s i d é r o n s  dans  ce  but 

une  aire  propor t ionnel le  ŕ  r 2 ,  par  exemple  1  u n  c a r r é A  de  cô té Hr. A 

l ' i n t é r i e u r  de  ce  c a r r é  se  t rouvent  une  in f in i t é  de  r é g i o n s  ( D e u x i č m e  Pa r t i e 

Hr 
§  1 7 )  par  exemple  des  cercles  de  r ayon  propor t ionne l  ŕ -j-;-,  dans  lesquels  o n a 

l a  somme  Z ,  é t a n t  é t e n d u e  aux  divers  pô l e s  contenus  dans  l 'a i re A. 

D'a i l l eu r s  la  somme  des  r é g i o n s  en  quest ion  est  avec  l 'a ire  totale A  dans 

u n  rapport  fini. 

Dans  les  m ę m e s  condi t ions,  l a  somme 

1  L a  forme  de  l 'aire A  n'importe  pas  i c i .  Remarquons  qu'elle  peut  ę t r e  contenue 

tout  en t ič re  ŕ  l ' i n t é r i eu r  d 'un  angle  fini co ayant  pour  sommet  l 'origine. 

(h  posi t i f  fini), 



é t e n d u e  aux  pô les  contenus  dans A  est  i n f é r i e u r  ŕ  la  somme 

est  i n f é r i e u r e  ŕ  ^ T ™ T >  e ^  a ins i  de  suite. 

Ces  divers  r é s u l t a t s ,  obtenus  dans  l a  seconde  partie,  s 'appliquent  en 

effet  ŕ  l a  dé r ivée  loga r i thmique  d 'une  fonct ion  e n t i č r e  quelconque,  de  genre 

f in i  ou  in f in i . 

So i t  maintenant a{  l ' u n  quelconque  des  pô les  de g (s)  s i t ués  en  dehors 

d u  ca r ré A:  on  aura 

(k  pos i t i f  fini). 

L e  module  de  la  somme S  relat ive  ŕ  ces  divers  pô les  est  donc,  pour  l a 

d é r i v é e  logar i thmique ,  i n f é r i e u r  ŕ 

Cette  sér ie  est  celle  dont  nous  avons  é v a l u é  l a  somme  aux  paragraphes 

p r é c é d e n t s .  Sa  l i m i t e  s u p é r i e u r e  sera 

(h  posi t i f  fini) 

s i  l ' o n  d é s i g n e  par  la  l imi t e  a s s i g n é e  au  module  m a x i m u m M(r)  de 

S i  c ro î t  p lus  vite  qu 'une  puissance  quelconque  de r  on  peut 

T 
prendre  comme  aire A  u n  ca r ré  de  cô té  — (m  é t a n t  arbi t rairement  grand , 

lorsque r  est  l u i  m ę m e  assez  grand).  Tous  les  points  s i t u é s  dans  ce  ca r ré 

sont  ŕ  une  distance  de  l 'o r ig ine  compris  entre r  et r(i  + s),  et  l ' o n  a 

s  et s'  tendant  vers  zé ro  avec   • 
r 



Supposons  alors,  en  par t icul ier ,  que G(z)  soit  de  type  exponent ie l 

s imple  et  que l ' o n ait  ŕ  par t i r  d 'une  certaine  valeur  de i 

(A  et a  positifs  finis); 

nous  pouvons  é n o n c e r  l a  propos i t ion  suivante: 

Quelque petit que soit s, on a, dans une infinité de régions s'éloignant 

indéfiniment de l'origine 

on constaterait de même que l'on a, dans les mêmes régions 

i  / / / m ̂  (1+£H7) , n'Jn' 
\g"(z)\ < e  w  + / *  ^ r 

p.  é t a n t  u n  nombre  posi t i f proportionnel à rm (m  f ini) . 

N o u s  ajouterons  q u ' u n  angle  quelconque œ  dont  le  sinus  est  compa

rable  ŕ  en  d'autres  termes  u n  angle  arbi t ra i rement  pet i t  cont ient  une 

inf in i té  de  r é g i o n s  jouissant  des  p r o p r i é t é s  é n o n c é e s . 

1 2 .  O n  peut  c o m p l é t e r  cette  propos i t ion  comme  nous  l 'avons  fait 

au  §  8  pour  celle  d u  §  6. 

D é s i g n o n s  par m(r)  le  module  m a x i m u m  de g (s)  dans  les  r é g i o n s 

définies  plus  haut . L'inégalité 

entraîne, à partir d'une certaine valeur de r 

quelque petit que soit s. 
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E n  d'antres  termes,  nous  pouvons  affirmer  que  s i  cette  d e r n i č r e  iné 

g a l i t é  cessait  d ' ę t r e  vérifié  pour  des  valeurs  i n d é f i n i m e n t  croissantes  de r, 

o n  aurai t  dans  des  r é g i o n s  i n d é f i n i m e n t  é lo ignées 

O n  peut  aussi  agrandir  les  r é g i o n s  o ů  les  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  sont 

valables  en  m u l t i p l i a n t  les  l imi tes  s u p é r i e u r e s  a s s ignées  ŕ  | ,^ ' (^) | , • • • 

par une fonct ion croissante de n', par exemple, par log ri ou log l o g ri. 

L e s nouvelles r é g i o n s seraient alors telles que le rapport de leur somme ŕ 

l ' a i re totale A tende vers l ' u n i t é quand r augmente i n d é f i n i m e n t . 

A jou tons enfin que l ' o n obt iendrai t les m ê m e s l imi tes s u p é r i e u r e s si 

l ' o n r e m p l a ç a i t l a fonc t ion g(g) et ses dé r ivées par une fonct ion m é r o -

morphe d 'un type plus g é n é r a l : 

les nombres b{ é t a n t tous finis a ins i que l 'ent ier Je, et H (g) é t a n t une 

fonc t ion e n t i è r e dont le module m a x i m u m est s u p p o s é ne pas c ro î t r e plus 

vi te que le module de l a somme 2 \ 

1 3 . Ces divers proposit ions donneront l i eu aux m ê m e s applicat ions 

que celles de l a seconde partie. I l s vont nous servir ŕ é t u d i e r le t r o i s i è m e 

type d ' é q u a t i o n s d i f férent ie l les ŕ i n t é g r a l e s m é r o m o r p h e s qu 'a s i g n a l é 

M . P A I N L E V É . Ce type est le suivant 

M 

les constantes a , /?, a , â ayant les valeurs 

y — — 1, â = 1 , a , quelconques, 

ou 7* = — 1, â — o, p =- 1, a quelconques, 

ou y = o, â = O, a = — 1, j3=i. 

M . P A I N L E V É a d é m o n t r é que les i n t é g r a l e s de l ' é q u a t i o n ( 1 1 ) sont 

des fonctions m é r o m o r p h e s dans tou t le p lan . L a transcendante y s'ex-



pr ime  par  le  quot ient    de  deux  fonctions  e n t i č r e s v  et u  vé r i f i an t  les 

é q u a t i o n s  s i m u l t a n é e s 

(.2) 

1 4 .  P o u r  é t u d i e r  les  i n t é g r a l e s  de  l ' é q u a t i o n  (11)  je  ferai  le  change

ment  de  variable 

L ' é q u a t i o n  (11)  devient 

ou 

(•3) 

L ' avan tage de cette nouvel le é q u a t i o n est qu 'e l le met en é v i d e n c e l a f açon 

dont se comporte l a fonct ion m é r o m o r p h e C au voisinage de l ' u n de ses pô les . 

S i y = o, a = — 1, les termes p r é p o n d é r a n t s au voisinage d ' u n p ô l e 

quelconque s i t ué ŕ distance finie sont 

et i l est a i sé alors de vérif ier que tous les pô l e s sont d u second ordre et 

tous les r é s i d u s é g a u x ŕ 2. 

S i au contraire y =— ď , CC" devient i n f i n i comme C ' 2 — <f4, et i l en 

r é s u l t e que les p ô l e s sont d u premier ordre, le r é s i d u correspondant é t a n t 

é g a l ŕ + \J— 1 • 

D'a i l l eu r s , s i nous d é s i g n o n s par f(z) l a d é r i v é e loga r i thmique de l a 

fonct ion e n t i è r e u, l a p r e m i è r e é q u a t i o n (12) deviendra 

(12') 

N o u s sommes ainsi a m e n é s ŕ d is t inguer deux cas suivant la valeur 

de la constante y. 



C o n s i d é r o n s  d 'abord  le  cas  ou y =  o.  U n  a  alors,  avonsnous  d i t 

â= o, a —  —  i ,  / 9 = i  et  l ' é q u a t i o n  (13)  devient 

( 1 4 ) 

Proposonsnous  d ' é t u d i e r  l a  croissance  des  i n t é g r a l e s  m é r o m o r p h e s  de  cette 

é q u a t i o n . 

15 .  N o u s  poserons 

C = 2CJ\Z) + H(z) 

g(z)  é t a n t  l a  d é r i v é e  logar i thmique  d ' un  produi t  de  facteurs  primaires,  et 

II(z)  une  fonct ion  e n t i č r e .  N o u s  d é s i g n e r o n s  par ri  le  nombre  des  pô le s  de 

g(z)  dont  le  module  est  i n f é r i e u r  ŕ  r ,  par V  le  nombre  des  zéros  de H(z) 

de  module  i n f é r i e u r  ŕ rjr  en  supposant  que 27 < - 1 - . 

U n  ca lcu l  analogue  ŕ  celui  de  §  2 4  de  l a  seconde  partie  va  nous 

donner  d 'abord  une  l i m i t e  s u p é r i e u r e  de ri. 

Remarquons  d 'abord  que  toute  i n t é g r a l e  de  (14)  satisfait  aux  é q u a 

t ions  suivantes 

(15 ) 

( i6) 

fi 

obtenues  en  m u l t i p l i a n t  les  deux  membres  de  (14)  soit  par  ,  soit  par 

~ ,  et  en  i n t é g r a n t  :  on  a  par  suite  aussi 

( t7) 

Cela  posé ,  p l a ç o n s  n o u s  ŕ  l ' i n t é r i e u r  d u  cercle C  de  rayon r\  ayant 

son  centre  ŕ  l ' o r ig ine ,  et  d é s i g n o n s  par u  u n  nombre  1  q u i  c ro î t r a  i n d é 

f in iment  avec  }\,  d 'ai l leurs  arbi trairement  lentement. 

1 g a,,  dans  les  calculs  qui  suivent,  une  valeur  fixe  dépendan t  de rx. 



J e  dis  d 'abord  qu 'en  tout  pô le at  de  module rt  s i tué  d'ans C,  on  a 

l ' i n é g a l i t é 

(18) 

Suivons  en  effet  le  r ayon Oa{  ŕ  par t i r  d ' un  po in t  fixe g0.  J e  dis que 

l ' o n  ne  peut  avoir  s i m u l t a n é m e n t  en  aucun  poin t  de Ł 0 % : 

(•9) 

O n peut toujours prendre p. assez g rand pour que cette cond i t ion soit 

satisfaite en z0. Supposons alors qu 'e l le cesse de l ' ê t r e en u n poin t z2 : 

je vais montrer que l ' o n aura en ce po in t 

(20) 

L ' é g a l i t é ( 17 ) , oů l ' o n fait |<f| = \ C2 | —
 e ' \ donnera par suite pour ane 

— (r2-{-/i) 

l imi t e s u p é r i e u r e proport ionnel le ŕ e1 , et l ' o n en conclura que l ' iné-

ga l i t é ( 1 8 ) est vérifiée au po in t Ł 2 , ce q u i nous condui t ŕ une cont radic t ion . 

P o u r calculer une l i m i t e s u p é r i e u r e de |/"(#)| le l o n g de z022, ob-

servons d'abord que dans les interval les partiels oů | C | < er+/x, l a var ia t ion 

de \f(z)\ est p lus petite que celle de e r + / \ So i t maintenant 0' u n po in t 

oů | C | = e ' ' + / \ Pu isque , d ' a p r è s nos h y p o t h è s e s , les relations (19) ne 

sont jamais satisfaites pour rQ < r < r 3 ) l ' i n é g a l i t é (18) sera n é c e s s a i r e m e n t 

vérifiée au voisinage de z\ tant que | <f | > er. L ' é q u a t i o n ( 1 5 ) donnera 

alors, pour | Ç | > er 

(a > o, arbitrairement pet i t avec 

D o n c 

O n en conclut que l ' i n é g a l i t é | C | > e r est satisfaite, autour de r', dans u n 

interval le rsr4 s u p é r i e u r ŕ lie 2 , (h posi t i f fini). Or, dans cet inter-



valle ,  l a  var ia t ion  de \I{z)\  est  plus  petite  que celles  de e'\  l a var ia t ion 

de  ~  est  e l l e  m ę m e  i n f é r i e u r e , 1  ( d ' a p r č s  (15))  ŕ 

t 

et,  par  sui te , 2  (si l ' o n t ient  compte  de la  valeur  de  r 4—r 3)  ŕ  A , ę s , [ e r ] ^ , 

{hx  i n f é r i e u r  ŕ  u n  nombre  fixe).  N o u s  obtenons  donc  finalement,  ( d ' ap rč s 

(16) ) ,  pour  l a  var ia t ion \\I{z) | | * ,  la  l i m i t e  s u p é r i e u r e (h1+1). On 

voi t  a ins i  que l ' o n  peut  toujours  prendre p. assez  g rand  pour  que l 'on ait 

en  Ł 2  l ' i n é g a l i t é  (20)  et, par suite,  l ' i n é g a l i t é  ( 1 8 ) . 

Ce  po in t  é t ab l i ,  appelons z'2 le  po in t  de Oai  le  plus  vo i s in  d u  p ô l e 

a{,  o ů l ' o n ait  | C | = • E n t r e g'a et a{, \I{z)\ c ro î t moins vi te que er; 

l ' i n é g a l i t é ( 1 8 ) ne peut donc cesser d ' ê t r e vérifiée, ce q u ' i l fa l la i t d é m o n t r e r . 

1 6 . Par tons maintenant d u pô le ai} et é l o i g n o n s - n o u s en sur u n 

chemin de longueur finie: tant que z sera assez p r è s de a{ pour que l ' o n ai t 

(21) 

on aura certainement l ' é g a l i t é (18), et l ' é q u a t i o n (15) se p r é s e n t e r a sous 

l a forme 

(s comparable ŕ e" ; t ' ) . 

D ' o ů , par i n t é g r a t i o n 

(22 ) 

.baisons alors 

1 On a, en effet, l ' inéga l i t é 

fini). 

s tendant vers zéro avec L a variation de est infér ieur ŕ la racine car ré du 

second membre. 



0 
j r |  é t a n t  compris  entre  deux  nombres  finis,  et    augmentant  i n d é f i n i m e n t 

avec rx.  E n  portant  cette  valeur  dans  l ' é g a l i t é  (22) , nous  constatons 

d 'abord  que l 'on a 

cette  i n é g a l i t é  e n t r a î n e r a ,  s i i\  est  assez  grand ,  l ' i n é g a l i t é  (21) ,  ce  q u i 

montre  que les  calculs  effectués  sont  bien  l é g i t i m e s  entre a{  et 0. 

D ' a u t r e  part,  nous  constatons  que, lorsque  | r |  augmente  ŕ  par t i r  de 

o,  J <f|  v a en  d i m i n u a n t :  lorsque  r  dépas se r a  u n  cer ta in  nombre  fini k1 on 

aura  en 0 

(»3 ) 

N o u s  en  concluons  que l'on petit entourer chaque pôle a{ d'un cercle 

c^ de rayon proportionnel à , = ne contenant aucun autre pote, et sur le 

contour duquel on aura l'inégalité  ( 2 3 ) . 

I l  serait  d 'a i l leurs  possible  d 'entourer a4  d ' un rayon  37 fois  plus  grand 

(37  arbi t ra i rement  grand)  jouissant  de l a  m ę m e  p r o p r i é t é ,  et l ' o n  en conclut 

comme  dans  l a  seconde  partie  que tous  les  cercles ct  sont  e x t é r i e u r s  les  uns 

aux  autres.  Des lors  le  cercle C de  rayon r:,  ayant  son centre  ŕ l 'o r ig ine , 

ne  peut  contenir  plus  de r\e/l+0  cercles eiy  et  par  c o n s é q u e n t  plus  de 

r l e n + d  pô le s . 

I l  en  r é s u l t e  que l'on aura, à partir d'une certaine valeur de r 

(24) ri  <  e ' + ^ H a i o g r 

0(r)  é t a n t  une  fonc t ion  croissante  de r,  croissant  aussi  lentement  que 

l ' o n  veut. 

D ' a i l l eu r s ,  puisque  chacun  des  cercles c4  ne  cont ient  q u ' u n  p ô l e ai} on 

v o i t  que  ces  cercles  const i tuent  p r é c i s é m e n t  les petites  aires  propor t ion

r " 

nelles  ŕ —  que nous  devrions  d ' a p r č s  le  §  9  exclure  d u  cercle  (7, pour  y 

pouvoi r  l i m i t e r  le  module  de g {s)  et  de ses d é r i v é e s  successives.  Cons t ru i 

sons  alors  l a  couronne I)  l i m i t é e  par le  cercle C  et  par u n  cercle  con

centrique  de  rayon yf rx  (nous  ferons rj < 7]' <  1, yj é t a n t  toujours  i n f é r i e u r 

(k1posit if f ini) . 



ŕ  —  . Nous pouvons affirmer que Von a,1 clans toutes les portions delà 

couronne T) extérieure aux cercles c{ 

(*5) 

s,  tendant  vers  zéro  avec  — . 

1 r i 

1 7 .  J e  dis  maintenant  que  l ' o n a, ŕ  par t i r  d'une  certaine  valeur  de r 

(26 ) i>'<(i+e)rv 

E n  efďet  s ' i l  n ' e n  é t a i t  pas  ains i ,  nous  constaterions  (en  raisonnant 

comme  au  §  2 4  de  l a  seconde  partie),  que  l ' o n peut  tracer  dans  l a  cou

ronne D  une  courbe  f e r m é e T  entourant  l ' o r ig ine  et  ne rencontrant  aucun 

cercle c,- telle  que  l ' o n ai t  en  une  inf in i té  de  ses  points 

( 2 7 ) 

O n  aura  d 'ai l leurs 

a  tendant  vers  zéro  avec   .  D č s lors,  s i  l ' i n é g a l i t é  ( 2 7 )  é t a i t  satisfaite en 

m ę m e  temps  que  les  i n é g a l i t é s  (25) , le  terme Çs  ne  pourra i t  ę t r e  d é t r u i t 

par  aucun  autre  dans  l ' é q u a t i o n  (14 ) , quand i\  d é p a s s e r a i t  u n  cer tain 

nombre .  O n a  donc  b ien  l ' i néga l i t é  (26) ŕ  part i r  d 'une  certaine  valeur  de r . 

1 8 .  Cherchons  maintenant  des  l imi tes  i n f é r i eu re s  de ri  et v'.  N o u s 

c o n s i d é r o n s  dans  ce  bu t  u n  angle a> ayant  pour  sommet  l ' o r ig ine  et  con

tenant  l 'axe  rée l , co  pouvant  d é c r o î t r e  avec    plus  vi te  qu'une  puissance 

quelconque  —  de    .  Supposons  que  l ' o n ait  pour  des  valeurs  de r i n 

d é f i n i m e n t  croissantes  l ' i n é g a l i t é 

(28 ) 

1  On  a,  en  particulier,  les  inégal i tés  (25) dans  certaines  portions  de  la  couronne 

I 
Z) 1  l imi tée  par les  cercles  de  rayons rx  et  r t ( i —s), s  tendant  vers  zéro  avec  — . 

' 1 



N o u s  pourrons  alors  appl iquer  le  t h é o r č m e  d u  §  i 2  dans  les  port ions  de 

l 'angle co i n t é r i e u r e s  ŕ  des  couronnes  i ) ,  s ' é l o i g n a n t  i n d é f i n i m e n t  de  l 'or igine, 

et  l i m i t é e s  respectivement  par  des  cercles  de  rayon  r , ,  ^ ( 1 — s ) ,  (s  tendant 

vers  zéro  comme co). 

Dans  l 'une  quelconque A,  de  ces port ions  d'angles,  i l existe  des  cercles 

d  de  rayon  s u p é r i e u r  ŕ  7===  (A  fonct ion  d é c r o i s s a n t e quelconque  de  r t ) , 

oů  l ' o n  a, 1 

( 2 8 ' ) 

STJ  é t a n t  u n  nombre  positif,  par  rapport  auquel  A devient  inf in iment  pet i t 

lorsque rx  augmente  i n d é f i n i m e n t . 

J e  dis  que  pour  l a  va leur rx  de r  cons idé rée ,  le  module  m a x i m u m 

M(r)  de  l a  fonct ion S(z)  satisfait  n é c e s s a i r e m e n t  ŕ  l ' i n é g a l i t é 

(2 9) 

b'  devenant  (avec   )  inf in iment  peti t  par  rapport  ŕ  a . 

E n  effet,  on  peut  chois ir  A de  m a n i č r e  que  les  cercles d  couvrent  par 

exemple,  plus  de  la  m o i t i é  de  l a  r é g i o n A.  I l  existe  alors  (Seconde  Par t ie , 

§  8)  dans Al}  des  cercles d  o ů  l ' o n  a 

EJ  tendant  vers  zé ro  avec  — .  D č s  lors,  s i  | II(z)  |  n ' é t a i t  pas,  dans  u n t e l 

cercle d,  s u p é r i e u r  ŕ  la  l im i t e  ( 2 9 ) , on  y  aurait  é v i d e m m e n t 

(29 ' ) 

C C " e t C3 s e t r o u v e r a i e n t ę t r e n é g l i g e a b l e p a r r a p p o r t à tfe2% e t l ' é q u a t i o n 

( 1 4 ) s e p r é s e n t e r a i t s o u s l a f o r m e 

1  E n  se  reportant  au  §  8,  on  voit  que  si  l ' inégal i té  (28)  est  vérifiée  pour  r =  r 2, 

les  inégal i tés  (28')  seront  satisfaites  pour r = r x (î  +  a )  6 ,  (a >  O, b >  o). 

15 



1^1  tendant  vers  zé ro  avec  — .  O r  on  constate  a i s é m e n t  que  l ' o n  ne 
i l . r i 

saurait  avoir  cette  é q u a t i o n  dans  tout  u n  cercle d;  supposons  en  effet 

qu 'e l le  soit  satisfaite  dans  u n  t e l  cercle  le  l o n g  d'une  droite z0z  j o ignan t 

deux  points  de  distance  éga le  ŕ e  2  ,  les  i n é g a l i t é s  (29 ' )  é t a n t  satisfaites 

en z0  ;  l 'expression 

r, — -(»•,+a) . . . . 
serait proport ionnel le ŕ e 2 , ce q u i ne peut avoir l i eu , puisque l a 

p r e m i è r e i n é g a l i t é (29 ' ) est par h y p o t h è s e satisfaite en s. 

L ' h y p o t h è s e faite sur M(r) é t a i t donc inadmiss ible : ou n'est, pour 

r = rJ1 s u p é r i e u r ŕ l a l imi t e (28 ) , ou l ' o n a l ' i n é g a l i t é ( 2 9 ) . 

1 9 . Des divers r é s u l t a t s q u i p r é c é d e n t , nous pouvons t i rer les con-

s é q u e n c e s suivantes: 

C o n s i d é r o n s le module m a x i m u m m(r) de la fonc t ion m é r o m o r p h e Ł 

dans le champ défini au § 1 0 , (les pô l e s at é t a n t e n t o u r é s de petites aires 

ht que l ' on a exclues de ce champ): m(r) satisfera dans les régions restantes 

à la double inégalité 

E O - « > < m{r) < E ( 1 + E ) R - . 

L e s modules m a x i m a de f(z) et de logu = ff{z)dz satisferont dans 

les m ê m e s r é g i o n s aux m ê m e s i n é g a l i t é s . 

C o n s i d é r o n s maintenant l a fonct ion e n t i è r e 

u = G(e)em. 

S i on a l ' i n é g a l i t é (28) pour une valeur R 2 de r les i néga l i t é s ( 2 8 ' ) et 

(29) seront satisfaites pour r — R, == R 2 ( i - f - a ) - 6 , (b > o). I l en r é s u l t e , 

puisque II — K", que le module m a x i m u m 1 Mx(r) de K(z) est, l u i - m ê m e , 

s u p é r i e u r , dans la couronne D1 ŕ e ' l ( 1 " _ s ) . D é s i g n o n s alors par A(r) l a 

plus grande valeur posit ive de l a partie réel le de K pour r = rx, et soit 

1 D ' a p r è s les théorèmes de l a seconde partie, on peut toujours tracer dans l a 

couronne D1 un cercle sur lequel on a 

y tendant vers zéro avec 



r'i  =  ?a(i  +  «)  6 '  = rx  —p, (b' >  o, p  >  o).  I l  r é s u l t e  d 'un  t h é o r č m e  de 

M .  B O R E L
  1  que  l ' o n  a,  (quel  que  soit p),  ŕ  par t i r  d 'une  certaine  valeur  de rx 

S i  nous  faisons,  par  exemple, p — — t (q  arbi t rairement  grand,  on 

voi t  que  l 'on  aura  certainement  ŕ  par t i r  d'une  certaine  valeur  de rx 

Cette  i n é g a l i t é ,  jo inte  au  t h é o r č m e  d u  §  2 ,  nous  montre  que  le  mo

dule  m a x i m u m  de u  satisfera,  lorsque r  sera  assez  grand 

quelque  pet i t  que  soit s. 

2 0 .  I l  n'est  pas  nécessa i r e  d ' insister  pour  montrer  que  l a  m é t h o d e 

p r é c é d e n t e  s 'applique,  tout  aussi  a i s é m e n t ,  au  cas  la issé  de  cô té  oů  l a  con

stante y  de  l ' é q u a t i o n  (13)  est  d i f férente  de  zéro .  O n  a  alors,  avonsnous 

di t  l 'une  des  deux  é q u a t i o n s 

(31) CC = C2  +  aC3 —C 4  +  + e4% 

(32) CC" =  C'2 +  aC3 — c4 + ĉ  
avec 

(33) C—«ÉW'M 

f(z)  é t a n t ,  en  ver tu  de  l ' é q u a t i o n  ( 1 2 ' ) ,  l a  d é r i v é e  logar i thmique  d'une 

fonct ion  e n t i č r e .  N o u s  poserons  comme  plus  haut 

f(*) =$(*)•+&(*) 

g(z)  é t a n t  l a  d é r i v é e  logar i thmique  d ' un  p rodu i t  de  facteurs  primaires. 

1 Sur les zéros des fonctions entières, p. 365. 



21.  l o u t e  i n t é g r a l e  de  (31 )  satisfait  aux  deux  é q u a t i o n s 

(33) 

(34) 

}i  é t a n t  u n  nombre  q u i  c ro î t  i n d é f i n i m e n t  avec  r 1 5  je  dis  d 'abord 

qu ' en  tout  p ô l e ait  ( | ^ |  =  ^ )  contenu  dans  le  cercle C  de  r ayon  r  on 

a  l ' i n é g a l i t é 

(35) 

P o u r  le  d é m o n t r e r ,  on  é t a b l i r a  d 'abord  que  l ' o n  ne  peut  avoir  s i 

m u l t a n é m e n t  en  aucun  point  de Oa{ 

(36) 

Supposons,  en  effet  que  cette  cond i t ion ,  satisfaite  en B 0 , cesse  de  l ' ę t r e  en 

0t.  O n  vér i f iera  alors,  en  raisonnant  comme  au  §  1 5 ,  que  l ' o n  a  en z2 

D'a i l l eu r s  on  aura,  (en  combinant  (33)  et  (34)) 

et  l ' o n  en  conclura ,  ( d ' ap rč s  (34)) ,  que  l ' i n é g a l i t é  (35)  est  satisfaite  au 

po in t  Ł 2  et,  par  suite,  au  p ô l e a{. 

S i  maintenant  nous  nous  é l o i g n o n s  d u  pô le ai}  on  voit  que  tant  que 

l ' o n  aura 

l ' é q u a t i o n  (33)  se  p r é s e n t e r a  sous  l a  forme 

(p |  tendant  vers  zéro  avec 



ou  encore  sous  l a  forme 

O n  en  conclut  (comme  au  §  16)  que  ŕ  l ' i n t é r i e u r  du  cercle G  on 

peut  entourer  les  pô les  %  de  cercles  de  r ayon  propor t ionnel  ŕ  e  2  , 

(â>/i1),  ne  contenant  chacun  q u ' u n  pô le ,  tous  e x t é r i e u r s  les  uns  aux 

autres,  et  sur  le  contour  desquels  on  a  l ' i n é g a l i t é 

\w\ < Jce^+d. 

O n  constate  alors,  —  en  d é s i g n a n t  par v'  le  nombre  des  zéros  de 

H(z)  dont  le  module  est  i n f é r i e u r  ŕ rfr [yj <    V  —  que  l ' o n  a,  ŕ 

par t i r  d 'une  certaine  valeur  de  r ,  les  i n é g a l i t é s 

e  tendant  vers  zéro  avec    . 
r 

2 2 .  Soi t  d'autre  part M(r)  le  module  m a x i m u m de H(z)  pour \z \ =  r . 

S i  l ' i n é g a l i t é 

ri < <?2,(1~tt)  a > o 

se  trouve  vérifiée  pour  des  valeurs rx  de r  i n d é f i n i m e n t  croissantes,  on  aura 

dans  certaines  r é g i o n s  de  la  part ie  commune  ŕ  l a  couronne  D x  et  ŕ  l 'angle 

co  définis  au  §  18 

O n  constate  alors  que  dans  l a  couronne Bx, M(r)  est  s u p é r i e u r  ŕ  e 2 ' ' l ( 1 " Ł ), 

s  tendant  vers  zéro  avec  car,  s ' i l n ' en  é t a i t  pas  a ins i  l ' é q u a t i o n  (31 ) 
* 1 

--(-.?»•, +A) 
donnerait  dans  u n  cercle  de  rayon  propor t ionne l  ŕ  e  2  l ' é g a l i t é 

| ^ |  tendant  vers  zéro  avec  — ,  ce  q u i  condui t  ŕ  une  contradic t ion  (§ 18) . 



S i  l ' on  pose 

le  module  m a x i m u m  de K(z)  satisfait  dans  la  couronne B1  ŕ  l a  m ę m e 

i n é g a l i t é  que M(r),  et  l ' o n  en  conclut ,  en  d é s i g n a n t  par  M ( r )  le  module 

m a x i m u m  de u  que 

s  tendant  vers  zéro  avec    . 
r 

2 3 .  Tou te  i n t é g r a l e  de  l ' é q u a t i o n  (32)  satisfait  aux  deux  é q u a t i o n s 

(37) 

(38) 

fi  é t a n t  u n  nombre  q u i  c ro î t  i n d é f i n i m e n t  avec  r 1 5  on  constate  que 

l ' o n  a  en  tout  poin t  p ô l e a{  contenu  dans  le  cercle C  de  r ayon  r , ,  l ' i n é g a l i t é 

U n  vo i t  alors  q u  au  voisinage  d  u n  pô le  %,  tant  que  l ' o n  a 

l ' é q u a t i o n  ( 3 7 )  se  p r é s e n t e  sous  la  forme 

s  tendant  vers  zéro  avec    . 
r 

Conservant  toutes  les  notations  d u  paragraphe  p r é c é d e n t ,  nous  d é d u i r o n s 

de  lŕ  les  i n é g a l i t é s 

s  tendant  vers  zéro  avec    ,  et 6{r)  croissant  arbi t ra i rement  lentement. 



D'au t r e  part ,  on  a  ŕ  par t i r  d 'une  certaine  valeur  de r  l 'une  au  moins 

des  deux  i n é g a l i t é s 

O n  en  conclut  que  le  module  m a x i m u m  de  l a  fonct ion  e n t i č r e ,  satisfait 

aux  i n é g a l i t é s 

s  tendant  vers  zéro  avec    . 
r 

Q U A T R I Č M E  P A R T I E . 

i .  L e s  r é s u l t a t s  q u i  m 'on t  permis  plus  haut  d ' é t u d i e r  les  fonctions 

e n t i č r e s  d é c o u v e r t e s  par  M .  P A I N L E V E  ont  une  p o r t é e  g é n é r a l e :  on  pourra 

les  appl iquer  ŕ  l ' é t u d e  d 'une  fonct ion  e n t i č r e  quelconque  satisfaisant  ŕ  une 

é q u a t i o n  d i f fé ren t ie l le  d o n n é e .  O n  ne  c o n n a î t  encore,  i l  est  v ra i ,  que  t r č s 

peu  d ' é q u a t i o n s  dont  les  i n t é g r a l e s  soient  en t i č r e s .  M a i s  i l  est  probable 

que  les  profondes  m é t h o d e s  de  M .  P A I N L E V E ,  a p p l i q u é e s  aux  ordres  supé 

rieures,  permettront  b i e n t ô t  d 'en  former  de  nouvelles.  O n  saura  alors  v ra i 

semblablement  é t u d i e r  l eur  croissance  et  é v a l u e r  leur  ordre  de  grandeur. 

I l  est  na ture l  de  se  demander  s i ,  dans  les  recherches  de  ce  genre, 

l ' h y p o t h č s e  d ' a p r č s  laquelle  l ' i n t é g r a l e  é t u d i é e  est  une  fonct ion  en t i č r e  est 

une  cond i t ion  indispensable  de  l a  p réc i s ion  des  r é s u l t a t s .  E n  fait,  s i  l ' o n 

est  en  p r é s e n c e  de  certaines  classes  simples  d ' é q u a t i o n s ,  o n  saura  é t u d i e r 

la  croissance  de  leurs  i n t é g r a l e s ,  sans  faire  aucune  h y p o t h č s e  sur  l a  nature 

de  ces  i n t é g r a l e s .  I l  convient  d 'examiner  j u s q u ' o ů  peut  conduire  une  sem

blable  m é t h o d e . 

J e  me  bornerai  i c i  aux  é q u a t i o n s  a l g é b r i q u e s  du  premier  ordre.  E l l e s 

ont  é t é  é t u d i é e s  au  po in t  de  vue  de  l a  croissance  par  M .  B O R E L ,  et,  a p r č s 

l u i ,  par  M .  L I N D E L Ô F . 1 

1  B O R E L , Mémoire sur les séries divergentes (Anu. E c . Norm. Su p.  1899).  L I N 

D E L Ô F , B u l l , de la Soc. math, de F r a n c e  1899. 



C o n s i d é r o n s  une  i n t é g r a l e  rée l l e  que  nous  supposons  continue  lorsque 

x  est  r ée l  et  varie  de  o  ŕ  f c o .  M .  B O R E L  a  d é m o n t r é  que Vintégrale 
X 

y est à partir d'une certaine valeur de x, inférieure à ee  .  P r é c i s a n t  ce 

r é s u l t a t ,  M .  L I N D E L Ô F  d é s i g n e  par m  le  d e g r é  de  l ' é q u a t i o n  par  rapport 

ŕ x,  et  i l montre  que  l ' on a,  ŕ  par t i r  d 'une  valeur xx  de x 

C  é t a n t  une  constante  finie. 

I l  pourra  arr iver  cependant  que \y\  reste  t r č s  i n f é r i e u r  ŕ  cette  l imi te , 

comme  le montre  l a proposi t ion  suivante  ŕ  laquelle  est parvenu  M .  L I N D E L Ô F : 

Ou bien l'intégrale y est du type exponentiel et reste comparable à une 
c 

fonction croissante de la forme ex (c nombre fini); ou bien y reste compris, 

à partir d'une certaine valeur de x entre e~x et ex , quelque petit que soit s. 

L e s  recherches  de  M .  L I N D E L Ô F  nous  ont  a ins i  r évé lé  l 'existence  de 

deux  types  d ' i n t é g r a l e s  fort  d i f fé ren t s .  M a i s  elles  ne  nous  ont pas  appris 

ŕ  r e c o n n a î t r e  s i  une  é q u a t i o n  d o n n é e  admet  des  i n t é g r a l e s  de  l ' u n ou de 

l 'autre  type.  D ' a u t r e  part  l a  m é t h o d e  de  M .  L I N D E L Ô F  q u i repose  sur 

une  appl icat ion  d u  t h é o r č m e  de  B O L L E  suppose x  r ée l .  E l l e  exige  de  plus 

que y  soit  con t inu  sur  tout  l 'axe  r é e l :  or  nous  ne  savons  pas  r e c o n n a î t r e , 

a  p r i o r i ,  s i  cette  condi t ion  est  réa l i sée ,  et  l ' é t u d e  de  l a  croissance  de y 

devrai t  p r é c i s é m e n t  avoir  pour  premier  bu t de nous  renseigner  sur ce  point . 

C'est  pou rquo i  je  n ' a i  pas  c ru inu t i l e  de  revenir  sur  le  m ę m e  pro

b l č m e ,  en  prenant  pour  poin t  de  comparaison  la  t h é o r i e  des  fonctions  en

t i č r e s .  O n v a  v o i r  que  le  p r o b l č m e  comporte  une  solut ion  assez  p réc i se . 

2 .  L e s  r é s u l t a t s  obtenus  dans  l a  seconde  partie  de  ce  t r ava i l  nous 

montrent  i m m é d i a t e m e n t  quelle  doi t  ę t r e  l a  forme  d'une  é q u a t i o n  a lgé

br ique  du  premier  ordre  pour  qu 'el le  puisse  admettre  une ou  plusieurs 

i n t é g r a l e s  e n t i č r e s  (de  genre  fini).  I l  faut  que  cette  é q u a t i o n  contienne 

plusieurs  termes  de  d e g r é  s u p é r i e u r  par rapport  ŕ y  et y'.  E n effet,  lorsque 

le  terme  de  plus  haut  d e g r é  en y  et y'  est  un ique ,  i l  suffit  de  se re

porter  aux  i n é g a l i t é s  d u  §  13  de  l a  seconde  partie,  pour  vo i r  q u ' i l  ne 

pourra i t  ę t r e  d é t r u i t  par  aucun  autre,  s i y  é t a i t  une fonct ion  e n t i č r e .  Dans 

ce  cas,  si y  est  une  fonct ion  uniforme  ayant  une  s i n g u l a r i t é  essentielle  ŕ 



l ' i n f i n i ,  elle  sera  n é c e s s a i r e m e n t ,  au  voisinage  de cette  s i n g u l a r i t é ,  une fonc

t i o n  m é r o m o r p h e  semblable  ŕ  celles  que j ' a i  é t u d i é e s  dans  l a seconde  partie 

de  ce  t r ava i l ;  elle  restera  comparable,  (si l ' o n exclut  d u  champ  de  l a  va

riable  le  voisinage  i m m é d i a t  de  ses  pôles)  ŕ  une  puissance  finie  de x. 

N o u s  sommes  ainsi  conduits  ŕ  r é p a r t i r  les  é q u a t i o n s  a l g é b r i q u e s  entre 

deux  classes,  suivant  qu'el les  contiennent  ou ne  contiennent  pas  deux  ou 

plusieurs  termes  de  d e g r é  s u p é r i e u r  par  rapport  ŕ y  et  ŕ y'.  Cette  dist inc

t i o n  va  nous  permettre  de  c o m p l é t e r  les  r é s u l t a t s  de  M .  L I N D E L Ô F . 

3.  C o n s i d é r o n s ,  pour  commencer,  une é q u a t i o n  r é so lue  par rapport  ŕ y' 

( 0 

P et Q  é t a n t  des  p o l y n ô m e s  en x  et y. 

Je  dis que si  cette  é q u a t i o n  est  de  l a  seconde  classe,  toutes  ses  i n t é 

grales  appartiennent  au  second  type  s igna lé  par M . L I N D E L O F .  P l u s  p r é 

c i s é m e n t ,  s i  l ' o n  suppose  encore  que  l ' i n t é g r a l e y  est  rée l l e ,  continue  et 

croissante  sur  l 'axe  rée l , cette intégrale croîtra moins vite qu'une puissance 

finie de la variable x. 

I l  suffit,  pour  le  vérif ier ,  de  reprendre  le  raisonnement  e m p l o y é  par 

M .  B O R E L  dans  son m é m o i r e Sur les séries divergentes^  en y  apportant une 

l égč re  modificat ion. 

y  é t a n t  une  fonct ion  quelconque  de  Ł  satisfaisant  aux condit ions q u i 

viennent  d ' ę t r e  énoncées ,  M .  B O R E L  a  m o n t r é  que s i  l ' o n ne  peut  pas 

t rouver  de  nombre  Ł 0  t e l que l ' o n ait, pour  Ł >  Ł 

i l  existe  s ű r e m e n t  des  valeurs  i n d é f i n i m e n t  croissantes  de  ç  pour  lesquelles 

on  a  ŕ  la  fois 

D e  plus,  pa rmi  ces  valeurs,  i l  en  est  d'aussi  grandes  que l ' o n veut  pour 

lesquelles  on  a,  en  m ę m e  temps  que les  i n é g a l i t é s  p r é c é d e n t e s ,  l ' i n é g a l i t é 

I l  est  clair  que ces  r é s u l t a t s  subsistent  si  l ' o n remplace  f  par la  fonct ion 

croissante  de x  l o g log <p (x).  Supposons  alors  que <p(x)  croisse  moins  vi te 

16 



qu'une  puissance 1  finie  de x.  N o u s  pouvons  affirmer  que  si  l ' on  n ' a  pas, 

ŕ  par t i r  d'une  certaine  valeur  de x,  l ' i n é g a l i t é 

y < 

on  aura  s i m u l t a n é m e n t ,  pour  des  valeurs xx  de x  i n d é f i n i m e n t  croissantes 

(st  posi t i f  fini) 

et 

Ces  i n é g a l i t é s  l imi ten t  la  croissance  de  l ' i n t é g r a l e y.  D é s i g n o n s  en 

par t icul ier  par m  u n  nombre  s u p é r i e u r  aux  deg ré s  par  rapport  ŕ x  des 

p o l y n ô m e s P  et Q.  N o u s  constatons  que f{x)  sera  n é c e s s a i r e m e n t  i n 

f é r i eu r  ŕ xm si la différence des degrés p et q de P et de Q par rapport à 

y n'est pas égale à l'unité. 

E n  effet,  s ' i l  n ' en  é t a i t  pas  ainsi ,  tous  les  termes  de  l ' é q u a t i o n  ( i ) 

seraient,  pour x = xx,  n é g l i g e a b l e s  par  rapport  au  terme  en yv  ou  au  terme 

en y'yq:  le  premier  membre  de  l ' é q u a t i o n  ne  pourrai t  donc  s'annuler. 

A i n s i ,  s i p — q  est  dif fčrent  de  i ,  comme  nous  le  supposons  i c i ,  on 

aura,  ŕ  par t i r  d'une  certaine  valeur  de x 

(2) 

Le  r é s u l t a t  serait  le  m ę m e  si  l ' é q u a t i o n  é t u d i é e  n ' é t a i t  pas  r é so lue 

par  rapport  ŕ y':  soit  dans  ce  cas 

le  terme  de  d e g r é  s u p é r i e u r  en y  et y',  terme  q u i  est  s u p p o s é  un ique :  s i 

l ' o n  avait  par  l ' i n éga l i t é  (2),  ce  ternie  ne  pourrai t  ę t r e  d é t r u i t  par  aucun 

autre  (pour  certaines  valeurs xx  de x). 

xs (f 
Je  suppose  q u ' i l  existe  des  nombres s , *t  tels  que  les  rapports  —  et  —  soient 

croissants  ŕ  part i r  d'une  certaine  valeur  de x.  On  a  alors  —  <  — <   • 
x cp x 



C o n s i d é r o n s  maintenant  le  cas  oů p— q =  i .  L ' é q u a t i o n  ( i )  prend 

alors  l a  forme 

(3) 

les a  et  les b  é t a n t  des  p o l y n ô m e s  en x. 

D e u x  cas  sont  encore  ŕ  dis t inguer  suivant  que  le  d e g r é  de ap  est 

s u p é r i e u r ,  ou  au  contraire  i n f é r i e u r  ou  é g a l  ŕ  celui  de b . 

Lorsque le degré de ap est supérieur à celui de bp, Vintégrale y (supposée 

réelle, continue et croissante) satisfait, à partir d'une certaine valeur de x à 

Vinégalité  (2).  E n  effet,  s ' i l n ' en  é t a i t  pas  ainsi ,  on  aurait  pour  certaines 

valeurs  de x 

y > xm (m  arbitraire  grand)  et y' > — (h posi t i f  fini), 

et  le  terme apy'yv~l  de  l ' é q u a t i o n  (3) ne  pourra i t  alors  ę t r e  d é t r u i t  par 

aucun  autre. 

A i n s i  se  t rouvent  définies  deux  classes  d ' é q u a t i o n s  (1),  dont  les  i n t é 

grales  satisfont,  ŕ  part i r  d 'une  certaine  valeur  de x,  ŕ  l ' i n é g a l i t é  (2).  O n 

voi t  que  ces  i n t é g r a l e s  ne  peuvent  pas  c ro î t r e  comme  des  exponentielles, 

mais  restent  comparables  ŕ  une  puissance  finie  de  la  variable x.  E l l e s 

appartiennent  au  second  type  s igna lé  par  M .  L I N D E L Ô F . 

Lo r sque y  est  complexe,  on  doit  former  les  é q u a t i o n s  auxquelles  satis

font  sa  partie  rée l le  d'une  part,  sa  partie  imaginaire  d'autre  part ,  et  é t u d i e r 

ces  é q u a t i o n s  s é p a r é m e n t .  M a i s  pour  parvenir  ŕ  des  r é s u l t a t s  pratique

ment  utilisables,  i l  faudrait  savoir  d é t e r m i n e r  les  lignes  sur  lesquelles  le 

module  de y  est  croissant.  O r  cette  d é t e r m i n a t i o n  semble  p r é s e n t e r  de 

grandes  diff icul tés . 

4 .  S i  nous  c o n s i d é r o n s  au  contraire  les  é q u a t i o n s  (3)  pour  lesquelles 

le degré de a.p est inférieur ou égal à celui de bp,  nous  pourrons  faire  une 

é t u d e  descriptive  assez  p réc i s e  de  leurs  i n t é g r a l e s .  O n  peut  observer  que 

dans  le  cas  oů  nous  nous  p l a ç o n s (p — q=  1),  les  i n t é g r a l e s  de  l ' é q u a t i o n 

(1)  sont  ŕ  u n  certain  po in t  de  vue  comparables  ŕ  des  fonctions  en t i č re s . 

Ces  i n t é g r a l e s  ne  peuvent  en  effet  devenir  infinies  en  aucun  poin t  n o n 

singul ier  essentiel.  Supposons  en  effet  que y  devienne  in f in i  comme xm 

(m >  o).  O n  aurait  au  voisinage  du  po in t  s ingul ier 

(c f i n i ) , 



i n é g a l i t é  que  ne  peut  vérif ier  aucune  i n t é g r a l e  de  ( i )  en  u n  po in t  non 

s ingul ier  pour  les,  coefficients.  N o u s  allons  vo i r  se  poursuivre  l 'analogie 

entre  les  fonctions  en t i č r e s  et  les  i n t é g r a l e s  des  é q u a t i o n s  (3)  cons idé rées , 

en  é t u d i a n t  l a  croissance  du  module \y\  lorsque x  approche  du  po in t  sin

gu l i e r  transcendant  s i t ué  ŕ  l ' i n f i n i . 

5 .  Posons 

y - - uv 

et  faisons 

N o u s  supposerons  que  le  d e g r é  de bp  surpasse  ce lu i  de ap  de u  u n i t é s . 

P l a ç o n s  n o u s  en  dehors  d 'un  cercle  contenant  les  zé ros  de bp  et  ceux  de 

ap.  Sur  une  in f in i t é  de  rayons II  issus  de  l 'or ig ine  et  s i tués  dans u  f  1 

angles  é g a u x  ŕ  (1  —oc) ~   (a  é t a n t  u n  nombre  pos i t i f  f in i ,  arbi t rairement 

n fl 

peti t ) , m  est  comparable  ŕ e*M , h  é t a n t  u n  nombre  pos i t i f  f in i . 

D 'autre  part,  on  a 

(4) 

Cherchons  une  l imi t e  s u p é r i e u r e  d u  module \v'\  sur  un  r ayon B. 1 

D é s i g n o n s  dans  ce  but  par a  u n  nombre  s u p é r i e u r  aux  d é g r é s  de  tous 

les  p o l y n ô m e s a.  S i  l ' o n  a,  ŕ  par t i r  d'une  certaine  valeur  de \x\ 

(5) 

h  é f a n t  u n  nombre  fixe,  tous  les  termes  d u  d é n o m i n a t e u r  s'effaceront  devant 

le  dernier,  lorsque \x\  c r o î t r a ;  en  par t icul ier ,  s i \x\  dépasse  u n  certain 

nombre rQ,  ce  d é n o m i n a t e u r  sera,  en  module ,  s u p é r i e u r  ŕ 

(hx  pos i t i f  fini). 

1  Je  me  contente  de  dire  que  les  nombres a , al  ,  <r2  sont  finis,  n'ayant  pas  besoin 

de  plus  de  précis ion.  Mais  on  pourrait  facilement  les  calculer.  A i n s i ,  dés ignons  par 

r  et  7j  les  degrés  de  et  de hp-i. a  est  le  plus  grand  des  nombres  r x  et /XT. 



D'aut re  part  le  module  d u  n u m é r a t e u r  de v'  est  i n f é r i eu r  ŕ 

(ha  et ff1  nombres  finis). 

O n  a,  par  suite  sur  le  r ayon B  cons idé ré 

(6)  (ha , (T.2  posit ifs  finis). 

Posons  alors  | # | = = r ,  et  soit vô  l a  valeur  que  prend v  (sur  le  r ayon 

B)  au  poin t  de  module r0.  N o u s  pouvons,  avonsnous  di t ,  t rouver  u n  nombre 

posi t i f Je te l  que  l ' o n  ait,  sur  le  r ayon B  c o n s i d é r é  (pour r  >  r 0 ) 

N o u s  aurons  é v i d e m m e n t  ŕ  par t i r  d 'une  certaine  valeur  de r 

\  é t a n t  u n  nombre  pos i t i f  i n f é r i e u r  ŕ Je. 

I l  en  r é s u l t e  que  1 

(c  i n f é r i e u r  ŕ  u n  nombre  fixe) 

et 

S i  donc  l a  valeur  in i t i a le  | vQ  |  satisfait  ŕ  l ' i n é g a l i t é 

(7) 

l a  valeur  de  |  |  en x  sera  e l l e  m ę m e  finie  et  s u p é r i e u r e  ŕ cx. 

P o u r  parvenir  ŕ  ce  r é s u l t a t ,  nous  avons  d ű  supposer  que  l ' i n é g a l i t é 

(5)  é t a i t  vérif iée  pour r > r0.  Cette  suppos i t ion  est  sans  c o n s é q u e n c e s  s i 

l ' i n é g a l i t é  (7)  est  satisfaite  au  po in t x0.  Imaginons  en  effet  que  l ' i n é g a l i t é 

1  On  a  en  effet 



(5)  vérifiée  pour r0 < r < rl  cesse  de  l ' ę t r e  au  po in t rx  :  i l  faudra  que 

l ' i n é g a l i t é 

(8) 

cesse  e l l e  m ę m e  d ' ę t r e  satisfaite  en  u n  po in t  r2  s i t u é  entre  r0  et  )\ :  con

c lus ion  absurde,  puisque  nous  avons  d é m o n t r é  que  l ' i n é g a l i t é  (5)  satisfaite 

pour r0 < r < rx  e n t r a î n e  l ' i n é g a l i t é  (8)  dans  tout  l ' in te rva l le r0r1. 

N o u s  constatons  a ins i  que  l ' i n é g a l i t é  (7)  e n t r a î n e  l ' i n é g a l i t é  (8)  le 

l o n g  d u  rayon B.  I l  en  serait  é v i d e m m e n t  de  m ę m e  le  l o n g  d'une  droite 

quelconque  sur  laquelle  | x |  c ro î t  comme rjr (y  fini),  et,  par  suite,  dans 

tout  l 'angle A  ayant  pour  sommet  l ' o r ig ine  dans  lequel  on  a 

Dans tout cet angle (pour \x \ > r0), y ne présente ni zéros ni pôles, 

et Von a 

X étant compris entre deux nombres positifs fixes. 

O n  peut  i n t e r p r é t e r  comme  i l  suit  ce  r é s u l t a t :  i l est  possible  de  mettre 

l ' i n t é g r a l e y  de  l ' é q u a t i o n  (3)  sous  l a  forme 

(9) 

C  é t a n t  une  constante  arbitraire,  de  telle  façon  que  le  second  terme  de 

l ' é g a l i t é  (9)  s'efface  devant  le  premier  dans  l 'angle A,  ŕ  moins  que C 

n'approche  de  l a  valeur  p a r t i c u l i č r e zéro. Ou  est  alors  une  valeur  p r i n 

cipale  de y  dans  l 'angle A. 

O n  obtiendrai t  les  m ô m e s  r é s u l t a t s  dans  les g  f 1  angles  ou  le mo

dule  de u  est  croissant.  Supposons  en  par t icul ier  que  le  quot ient  —  se 
Op 

r é d u i s e  ŕ  une  constante.  C'est  alors  dans  tout  un  demiplan  que \ y\  serait 

comparable  ŕ  eA |*',  (A >  o). 

6.  P o u r  parvenir  ŕ  ce  r é s u l t a t ,  i l n'est  pas  néces sa i r e  de  supposer 

que  dans  l ' é q u a t i o n  (3)  les  fonct ions  de  & , , Ł > „ , . . .  sont  des 

p o l y n ô m e s .  Supposons  que  sur  u n  rayon B  issu  de  l 'or ig ine ,  tous  les a 

et b  soient  ŕ  par t i r  d 'une  certaine  valeur  r0  de r  i n f é r i e u r s  ŕ  une  puis



sance  finie  de r,rff;  supposons  de  plus  que  sur  ce  rayon ,  l ' on  ait ,  pour 

r > rn 

et 

k et p  é t a n t  des  nombres  posit ifs  finis.  Tous  les  r é s u l t a t s  d u  paragraphe 

p r é c é d e n t  s 'appl iqueront  sur  le  r ayon R  au  p rodu i t y — uv. 

L e s  fonct ions ax, «3, . . . , bx  ,  ô 2  pour ron t  ę t r e  par  exemple,  des  fonc

tions  m é r o m o r p h e s  semblables  ŕ  celles  que  j ' a i  é t u d i é e s  dans  l a  seconde 

partie  de  ce  t r ava i l ,  ou  des  fonctions  a l g é b r i q u e s .  L a  m é t h o d e  p r é c é d e n t e 

permettra  d ' é t u d i e r  tous  ces  cas  en  dé t a i l ,  quoique  leur  d i v e r s i t é  nous  em

p ę c h e  d ' é n o n c e r  ŕ  leur  sujet  des  proposi t ions  g é n é r a l e s . 

7 .  L ' é t u d e  des  i n t é g r a l e s  de  l ' é q u a t i o n  (3)  condui t  donc,  au  po in t 

de  vue  de  la  croissance,  ŕ  des  r é s u l t a t s  p a r t i c u l i č r e m e n t  i n t é r e s s a n t s .  D a n s 

les u -\- 1  angles  définis  plus  haut,  nous  savons  é v a l u e r  le  module  d 'une 

i n t é g r a l e :  ce  module  c ro î t  comme  ce lu i  d 'une  fonct ion  e n t i č r e  de  genre  fini. 

L e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  permet t ront  encore  d ' é t u d i e r  l ' é q u a t i o n  (1) , 

dans  le  cas  c o n s i d é r é  au  §  4 ,  o ů  elle  contient  u n  seul  terme  de  d e g r é 

s u p é r i e u r  par  rappor t  ŕ y et y'.  D é s i g n o n s  en  effet  par Ç  nne  i n t é g r a l e 

p a r t i c u l i č r e  de  l ' é q u a t i o n  (1),  et  posons 

L a  fonct ion Y  satisfera  ŕ  une  é q u a t i o n  de  la  forme  (3) .  P o u r  s'en  rendre 

compte,  i l  suffirait  de  remarquer  qu 'une  i n t é g r a l e y,  d i f fé ren te  de  <f,  ne 

peut  ę t r e  éga l e  ŕ  <f  en  aucun  po in t  n o n  transcendant  pour  l ' é q u a t i o n  ; 

dans  le  cas  contraire,  en  effet,  on  aurait  en  m ę m e  temps, y' = C,  et  les 

deux  i n t é g r a l e s  c o ď n c i d e r a i e n t  dans  tout  le  p l an .  L a  fonct ion Y  ne  p r é 

sente  donc,  en  dehors  des  points  s inguliers  transcendants  de  l ' é q u a t i o n , 

aucune  s i n g u l a r i t é  polaire .  E l l e  est  de  m ę m e  nature  que  celle  q u i  a  é t é 

é t u d i é e  dans  les  paragraphes  p r é c é d e n t s . 

Supposons  en  par t icul ier  que  l ' é q u a t i o n  (1)  admette  une  i n t é g r a l e  ra

t ionnel le  q u i  sera  celle  que  nous  appelons  C  Dans  l ' é q u a t i o n  (3)  ŕ  laquelle 

satisfait Y,  les  fonctions ax , a% , . . . , bx  , \& g ,  . . .  seront  alors  des  p o l y n ô m e s , 

et  l ' on  pour ra  appl iquer  ŕ  l a  fonct ion Y  les  r é s u l t a t s  d u  §  5  s i  le  d e g r é 



de ap  est  i n f é r i e u r  ou  é g a l  ŕ  ce lu i  de bp.  N o u s  constatons  alors  que  dans 

les fi +  i  angles  déf inis  plus  haut , Vintégrale générale y se rapproche indé-

finiment, lorsque | x \ croît, de l'intégrale rationnelle  cf.  L a  différence y  —  C 

est  éga l e ,  d ' a p r č s  ce  q u i  p r é c č d e ,  ŕ e  ,  A restant  compris  entre  deux 

nombres  posit ifs  fixes. 

O n  pourra i t  chercher  ŕ  g é n é r a l i s e r  ces  r é s u l t a t s  en  é t u d i a n t  des  équa 

t ions  p lus  c o m p l i q u é e s .  I l s  peuvent  sans  doute  donner  l i e u  ŕ  diverses 

appl icat ions  prat iques,  puisque  l a  m é t h o d e  q u i  v ien t  d ' ę t r e  d é v e l o p p é e  ne 

permet  pas  seulement  de  l i m i t e r  le  module  d'une  i n t é g r a l e ,  mais  aussi 

d ' é v a l u e r  ce  module  dans  des  r é g i o n s  é t e n d u e s  d u  p l an . 

M a i s  i l  n'est  nécessa i re  de  m u l t i p l i e r  les  exemples  p r é c é d e n t s  pour 

conclure  que  l a  croissance  de  certains  types  fort  g é n é r a u x  de  fonctions  o b é i t 

ŕ  des  lois  t r č s  s imples  et  t r č s  p réc i se s .  I l  serait  i n t é r e s s a n t  de  rechercher 

dans  quelle  mesure  l a  grandeur  d 'une  fonct ion  en  est  une  p r o p r i é t é  carac

t é r i s t i q u e  et,  j u s q u ' ŕ  que l  po in t  l a  connaissance  de  sa  croissance  renseigne 

sur  l a  nature  analy t ique  de  l a  fonct ion.  O n  a  v u  que  l 'ordre  de  grandeur 

d 'une  fonct ion  e n t i č r e  d é p e n d  é t r o i t e m e n t  de  l a  d e n s i t é  de  ses  z é r o s ;  c'est 

di re  q u ' i l  est  d é t e r m i n é  par  l a  grandeur  des  é l é m e n t s  composant  l 'ensemble 

des  d é t e r m i n a t i o n s  de  l a  fonct ion  inverse.  M i s e  sous  cette  forme,  l a  pro

pos i t ion  est  susceptible  d ' ę t r e  é t e n d u e  ŕ  des  classes  de  fonctions  beaucoup 

p lus  vastes  que  celle  des  fonct ions  e n t i č r e s ,  et  i l  est  t r č s  vraisemblable 

qu 'e l le  peut  l ' ę t r e . 

A i n s i  l a  re la t ion  que  nous  avons  obse rvée  dans  le  cas  des  fonctions 

e n t i č r e s  n'est  p e u t  ę t r e  que  l a  manifestat ion  d'une  p r o p r i é t é  appartenant  ŕ 

des  fonctions  p lus  g é n é r a l e s .  C'est  p o u r q u o i  i l  n ' é t a i t  p e u t  ę t r e  pas  inu t i l e 

de  l a  mettre  en  l u m i č r e ,  comme  je  me  suis  p r o p o s é  de  le  faire  dans  ce 

t r ava i l . 
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