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THESE D'ALGEBRE.

SUR LE NOMBRE DES VALEURS DES FONCTIONS.

INTRODUCTION.

Si dans une fonction analytique de 7 lettres on permute ces lettres entre
elles de toutes les maniéres possibles, on obtiendra en général 1,2,..., nfonc-
tions différentes. Mais il pourra arriver que quelques-unes d’entre elles
deviennent identiques, par suite de quelque symétrie que présente la fonc-
tion primitive. L’étude de ces diverses sortes de symétrie offre un grand
intérét : car c’est la base et le point de départ naturel de ce genre de recher-
ches que M. Poinsot a distingué de tout le reste des mathématiques, sous
le nom de théorie de l'ordre: elle présente en outre d'importantes applica-
tions.-C'est dans le Mémoire ou M. Cauchy a donné les premiers principes
généraux de cette théorie, qu’il a établi pour la premiére fois les théorémes
fondamentaux sur les déterminants. Abel s’est appuyé sur elle pour établir
Iirrésolubilité de I'équation générale du cinquieme degré. Galois, dans un
admirable Mémoire, en a fait dépendre, non-seulement les conditions de la
résolution algébrique, mais la théorie entiére des équations, considérée
sous son point de vue le plus général, et la classification des irrationnelles
algébriques.

La plupart des géométres qui ont traité cette question, préoccupés par
son application i la théorie des équations, ont cherché surtout & déterminer
des minima pour le nombre des valeurs distinctes des fonctions de 7 let-
tres (*). T'ai abordé le probleme autrement, et dans toute sa généralité, en
m’appuyant principalement sur les notions établies par M. Cauchy en

(*} Tout le monde connait les travaux de MM. Bertrand et Serrct dans cette vole : ils ont
été résumés P'année derniére dans une thése remarquable de M. Mathieu, 4 Jaquelle je ren-
verrai pour cette partie de Ihistoire du sujet, qu’on retrouve également dans I’ Algébre supé-
rieurc de M. Serret.
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1345, dans les Comptes rendus de I'Académie des Sciences. Cette marche, in-
verse de la précédente, donne d’abord les fonctions les moins symétriques.
qui sont les moins avantageuses dans les applications. Mais si I'on se borue
a étudier le probléme de la symétrie en lui-méme, cette méthode, plus natu-
relle et plus directe, peut seule conduire aux véritables principes.

Voici I'analyse succincte de ce Mémoire.

Il sera divisé en cinq chapitres.

Dans le chapitre [*r, je reprends les fondements du sujet. J'établis le théo-
reme de Lagrange et quelques autres principes généraux : la presque tota-
lité de ce chapitre est empruntée & M. Cauchy. Fai cru faire unc chose utile
en résumant ainsi ces travaux importants et fort peun connus.

Le chapitre II est consacré a une étude spéciale. Je démontre la propricte
essentielle, déja bien connue, des substitutions représentées par le symbole
BAB~'. Jechercheensuite le nombre de solutions de I'équation BAB—! = A~.
J'en conclusl'existence de fonctions de mp lettres ayant §.m?.1.2... p valeurs
égales, en désignant par ¢ 'un quelconque des diviseurs du nowmbre u. des
nombres premiers 2 m et moindres que lui.

Dans le chapitre 111, y’aborde la question dans toute sa généralité. Je de-
montre successivement les theorémes suivants :

1°. Le probléme se ramene au cas des fonctions transitives.

2°. Soit T un systéme transitif, formé des substitutions P, Q, R, S, ctc....

Soit X le systéme qui dérive des substitutions Q P Q~', RPR™, etc. .; il
ne contient en général qu’une partic des substitutions de T. il est intran-
sitif, et que par ses substitutions la lettre @, ne puisse remplacer que les
léttres a,, a,,..., a,, toutes les lettres se diviseront en groupes d'un ¢gal
nombre de lettres

dody...0a,,

by by...b,,

tels, que toute substitution du systéme T résulte de la combinaison de dé-
placements d’ensemble entre les groupes, et de permutations des lettres de
chaque groupe entre eiles.

On pourrait voir une image de ce résultat dans le théoreme de méca-
nique qui ramene le mouvement général d’un corps solide 4 un mouvement
de translation, combiné avec une rotation autour du centre de gravite.
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Ce principe du classement des lettres en divers groupes est le meme
dont Gauss et Abel ont déja montré Ia fécondité dans la théorie des equa-
tions : il me semble ¢tre dans essence méme de L question, et sert de fon-
dement a toute mon analvse.

Voili déji le probleme divisé en deux parties, suivant que cette décompo-
sition en groupes est possible ou non. Je me bornerai quant a présent o
Vétude de ce premier cas.

Je montre que le probleme se réduit immédiatement, 4 moins quiil
n'existe des substitutions qui ne fagsent subir aux lettres que des déplace-
ments intéricurs aux groupes. Je les nomme substitutions de seconde ca-
péce, par opposition a celles gqui déplacent les groupes. Soient p, g, 1.,
ces substitutions : Pétablis le théoréme suivant :

3. Si, parmitoutes les décompositions de I'ensemble des lettres en grou-
pes, ot a choisi 'une de celles qui donnent le minimum de lettres dans
chaque groupe; si, en prenant pour point de départ les substitutions
Ps gy Iy considérées seules, on divise les lettres de chaque groupe en sous-
groupes, ctde lamanicre ui donme i chaque sous-groupe le minimum de let-
tres, le nombre des lettres du groupesera une puissance exacte p™ dunowmbee
des lettres du sous-groupe. Ces lettres pourront étre distinguées les unes
desautres par m indices, variant chacun de o a p — 1, et choisis de telle sorte
que la série des lettres a,, ..z, qui ont certains indices communs 2, 3.
forment un sous-groupe, et que les divers sous-groupes obtenus en faisint
varier les indices jusquici constants «, 5,..., jouissent de la propriéte sui-
vante : loute substitution de deuxiéme espece résultera, en ce qui concerne
les lettres du groupe des a, de la combinaison de mouvements d’ensemble
de ces sous-groupes avece des mouvements intcrieurs.

4°. Dans toute décomposition des lettres en sous-groupes jouissant d'une
pareille propriété, le nombre des lettres du sous-groupe est une puissinee
de p = p=, et Von en déduit pmanicres dilférentes de décomposer le groupe
en sous-groupes de p lettres.

Chapitre 1V. Ces principes généraux posés, je montre que le probleme
réduit immédiatement, s'il n’existe aucune substitution de seconde espece
qui laisse en repos quelqu’un des groupes. J'introduis alors ce principe nou-
veau, qui, joint au précédent, va donner d’importantes conséquences :

Si p. est le minimum du nombre de groupes dont une substitution de
deuxieme espice déplace Jes lettres, que deux de ces substitutions soient
telles, que le nombre des groupes ébranlés par toutes deux soit moindrd
que p, elles sont ¢changeables.
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Ie Cas particulier. S'il est impossible de trouver deux substitutions
échangeables entre elles, qui aménent chacune une lettre telle que a i la
place d’'une méme lettre a’, les substitutions qui n’ébranlent que p. groupes
auront une forme trés-symétrique, que je détermine. Je me suis d’aillcurs
peu appesanti sur ce cas.

II* Cas. Si I'on écarte 'hypothése restrictive qui a donné naissance au
premier cas on arrive a ce remarquable théoréme :

Toute substitution, parmi celles qui n’ébranlent que p. groupes, déplace
toutes les lettres de ces groupes.

Je déduis de la la marche 4 suivre pour résoudre le probléme ; et pour
démontrer que le cas actuel est possible en général, j'établis ce nouveau
théoreme :

Soit S un systeme transitif de substitutions entre m lettres, et tel, que cha-
cune de ses substitutions déplace toutes les lettres, il existe un systéme réci-
proque analogue, et échangeable avec lui.

I Cas. Jécarte encore I'hypothése restrictive suivante : [l est impossible
de trouver trois systémes de substitutions échangeables entre eux, parmi
ceux qui n’ébranlent que p. groupes, et tels, que chacun d’eux permette de
remplacer 'une par P'autre deux mémes lettres a, a’. Avec cette réserve je
démontre successivement les théorémes suivants :

Toutes les substitutions qui n’ébranlent que p. groupes sont échangeables
entre elles.

Le nombre des lettres du sous-groupe est une puissance z d'un nombre
premier p. Ces lettres pourront étre représentées par le symbole général
Qyy.:..» Ou les indices x, 7, 3,..., en nombre 7z, pcuvent varier chacun
de o.a p —1.

Les lettres du groupe, dont le nombre est une puissance exacte de celus
des lettres du sous-groupe, seront représentées par le symbole

S P/ AN 7 .
py,z 2y 2y 2",

Enfin, pour représenter toutes les lettres, il faudra introduire un nouve]
indice i, variant d’un groupe a un autre.
Cela posé, je démontre :
1°. Que les substitutions qui n’ébranlent que u groupes remplacent ls
lettre générale
a

L2, 0,57,
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a
1 X, Y2y Sy T2y,

% B ¥s.-05 &,..., étant des constantes qui ne dépendent que de i3
2°. Que toute substitution de deuxiéme espcce remplace ¢,

ar a, , 1 lon:
p 1,.2'“_7”.',“,,,,1‘"...’Ou l on a

ix.zax—i—b]-%cz...—f—d i

‘ =cx+ay+bz.+d ;

lj’ 7 |mod/),

l z, =b'x+c"y+az.+d |
.......................... oo
r=ax' + by +c 7+ d |
A —

T mod p,
=
= .

les coefficients des équations lineaires etant encore des constantes fonctions
de i;
3°. Que toute substitution du systeme T remplace a; ., . ..., par

A 2 70x,,..., O 'on a cette fois

x=Ax+By+Cz+ A2+ ...+ D

Cx+Ay+DBs+ ... .......
. .................. e e | mod p,

——
i

R
I

A\B,C,. ., D,..., T étant des fouctions de 1.

On déduit de 1a une indication remarquable sur le nombre de substitu-
tions que peut renfermer le systéme T. Sil'on imagine un nouveau systéme,
défini par des équations linéaires analogues, ot 1, A, B,..., D... puissent
prendre pour chaque valeur de ¢ tous les systémes de valeurs possibles. i
contiendra évidemment toutes les substitutions du systeme T. Kt par unc
généralisation aisée du théoréme de Lagrange, on voit que son ordre doit

étre un multiple de celui de T.
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Chapitre V. Pour tirer parti de ce résultat, je détermine l'ordre de co
nouveau systeme.

La fonction I de i est susceptible de 1,2,...,¢ valeurs distinctes, /' ¢tun
le nombre des indices 7.

D, D,..., sont susceptibles de p valeurs distinctes relativement au module
p, pour chaque valeur de /.

A, B, C,..., seraient également susceptibles de p valeurs pour chaque va-
leur de i; mais toutes ne sont pas admissibles: on doit rejeter tous les sys-
temes de valeurs qui annulent le déterminant

ABCA,...
CA'B ...

M étant le nombre des indices, je démontre que le nombre des valeurs
distinctes qu’on peut attribuer a ces coefficients sans annuler le détermi-
nant, est égal a

MM —1)

p > (p+pr—1)..(pM—1)

Et dela je déduis ce théoréme, qui sertde conclusion & mon travail :

Sauf les deux exceptions signalées plus haut, le nombre des lettres u
groupe doit étre une puissance M d'un nombre premier p: et si i’ est le
nombre des groupes, le nombre des substitutions du systéme T considére
sera un diviseur de expression

M(M 1) 3

f
2.0 p o2 (p—a)(pP =) (pY —1) |

Je déduis ensuite de la une série de résultats plus particuliers (¥).

¥} Je viens de retrouver tout derniérement dans les ccuvres de Galois I'énonce de er
théoreme, dont la démounstration fait 'objet du chapitre V -

Le nombre des systémes de valeurs qu’on peut donuer aux M? lettres d'un déterminant

’

| (1“-—I[).‘I——~l"'
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CHAPITRE 1.

PRELIMINAIRLS.

L’opération qui consiste & changer l'ordre des lettres se nomme une
substitutionr. Le nombre des substitutions différentes est 1.2... n, en y com-
prenant la substitution 1, qui laisse subsister 'ordre primitif.

Si la fonction a moius de 1.2...7 valeurs, c’est qu'il y a des substitutions
qui ne Palterent pas. Soient A et B deux d’entre elles. Désignons par AB la
substitution résultante obtenue en les effectuant 'une apres l'autre. AB
laissera encore la fonction inaltérée.

On conclut de la que si A, B, C, sont des substitutions inaltérantes,
toutes celles qu’on obtiendra en les effectuant successivement tant qu’on
voudra, ct dans un ordre quelconque, le seront aussi. Ainsi A* BECYBY...
le sera. Le systeme des substitutions A, B, C et de celles qui en dérivent

sans 'annuler par rapport & un module premier p, est ¢gal i

MM —1
p o (p—n)..(pM—1.

/

Il en donne la démonstration pour M = 2: elle est fondée sur les imaginaires de la theéorie
des nombres, et je ne 'ai pas trés-bien saisie. Celle que je donne au chapitre Voest tout & fait
directe et g(‘r{éx‘zllc.

J'ai complétement refondu la fin du chapitre IV, et generalise le théoreme final, pour
I'étendre au second cas; son ¢enoncé devient alors le suivant :

Soient m le nombre des lettres du sous-gronpe, m# celui des lettres dugroupe, Km? le nom-
bre total : 1° on formera un systéme de substitutions, transitif et d'ordre m, entre m letires;
2¢ on formera le systéme S des substitutions qui lui sont permutables; soit N Pordre de ce
dernier systeme; 3° Pordre du systéme total considérd sera un diviseur de 1.2. . JKN/E,

En appliquant ce théoréme au troisicme cas, on trouve, pavle moven du théoréme du cha-
pitre V, que 'ovdre du systéme divise

. r(r-+1) ’/IK
1.2..K 2 % (n—0(n*—1). . (" — 1)

le nombre m des lettres du sous-groupe étant égal & 27, et n premier.

Cette limite est plus resserrée que celle de la page 7; i1 est ais¢ de voir que cette nouvelle
expression divise la premiére; pour cela il faudrait commencer par vamener les deux nota-
tions & Pidentite,
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ainsi, sera ce que M. Cauchy appelle un systéme conjugué. L'ordre du sys-
teme sera le nombre des substitutions diftérentes qu’il contient (v compris
la substitution 1).

Ainsi les substitutions inaltérantes forment toujours un systéme conjuguc.
Réciproquement, tout systéme conjugné peat étre considéré comme le sys-
teme des substitutions inaltérantes d’'une certaine fonction qu'il est facile
de {ormer.

On se donne une expression dissymétrique par rapport anx n lettres
a, b, c...; celle-ci par cxemple, aa+ 864 yc...+: puis on forme unc
fonction symétrique des valeurs que prend cette expression en y effectuant
toutes les substitutions du systéme conjugué; on prendra, par exemple, e
produit (ea+ b...) (...) {...). Cette fonction sera invariable par toutes les
substitutions du systéme, qui ne font que permuter les facteurs les uns dans
les autres; car si P, Q, R,..., sont les substitutions du systéme conjugué et
si I'on désigne par F, ce que devient la fonction lorsquon y a effectué la
substitution a, leproduit sera représenté par I, FyFy; apres la substitution
Pilseradevenu Fp I Fep.... Mais les substitutions P, P2, QP. . .sont ¢viden-
ment distinctes, et appartiennent toutes au systeme conjugué : ce sont done
les substitutions 1, P, Q,..., écrites dans un autre ordre. IVun autre cotd
toute autre substitution, altérant essentiellement les facteurs, altérera le
produit.

Le probléme de déterminer toutes lessubstitutions distinctes d’un systéme
conjuguné dérivé des substitutions A, B, C,..., est facile & résoudre.

On formera les substitutions

A? AB AC...
BA B? BC... |
CA CB C°...

Si quelqu’une d’entre elles est identique a I'une des substitutions primitives
A, B, C, on la barre : puis, partant de celles qui restent, on forme le ta-
bleau
A® A’B A%C...
ABA AB* ACB...

BA* BAB BAC...

Dans ce tableau, on barrera toutes celles des substitutions qui sont iden-
tiques a V'une des précédentes, et, partant de celles qui restent, on formera
un nouveau tableau, ct ainsi de suite; I'opération sera finic lorsque toutes
les substitutions d'un tableau seront barrées.
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On concoit qu'en prenant successivement pour point de départ toutes
les combinaisons possibles A, B, €, ..., desubstitutions, qui sout en nombre
limité pour un nombre n delettres, on pourrait former tous les systemes
conjugués possibles. Le probleme du nombre de valeurs serait alors résolu,
grace a ce théoréme, du i Lagrange :

Le produit du nombre p des valeurs distinctes de la fonction pav ovdre
g du systeéme des substitutions inaltérantes = 1.2...7.

En effet, soientt, A, B, C,..., ces ¢ substitutions inaltérantes. Soit M une
substitution qui n'appartienne pas a ce systeme. Les substitutions

M, AM, BM, CM,...,

produisent toutes la méme altération, et sont ¢videmment distinctes. Soit N
une substitution autre que les précédentes : les substitutions

N, AN, BN. CN.

produiront la méme altération et scront distinctes entre clles: de plus, clles
seront distinctes des précédentes; car si 'on avait

AM = BN,
ou aurait

N = (B4,

ce qu’on ne peut admettre, car B='A fait partie du systeme 1, AL B, C,..
N ferait douc partie du systéme

M, AM, BM....

ce qui est contre Phypothese.

Coutinuant ainsi, on voil que chaque nouvelle valemr de la fonction
pourra étre obtenue par ¢ substitutions différentes; ce qui démontre le
théoréme ¢noncé. Celte démonstration est, je crois, de M. Cauchy.

Voila ainsi une méthode certaine pour résoudre le probleme; mais il
serait sans doute fort difficile d'en tiver quelque lot générale indépendante
de n, et de plus les caleuls sont impraticables. Une étude plus approfondic
de la nature des substitutions est done nécessaire.

Soient a, b, c,..., les n lettres de la fonction, A une substitution. Si on
Peffectue, @ sera remplacé par une autre Icttre b, celle-ci parunclettre telle

2.
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(que ¢, etc., jusqu’a une lettre &, qui sera remplacée par a. Les lettres
abc...k, qui se remplacent ainsi en cercle, formeront un cycle. Si ce cycle
comprend toutes les lettres, la substitution sera dite circulaire. Sinon, une
lettre étrangere a ce cycle donnera naissance 4 un nouveau cycle (a'4’...).
Il pourra de méme y en avoir un troisi¢me, un quatriéme, etc. Si une lettre
n’est pas déplacée, elle se remplace elle-méme: son cycle n’a qu’une lettre.
Toutes les lettres se partageront donc en cycles

ab...k, ab.. K, a'l,.. etc.
k)

Pour les mettre en évidence, j'emploierai indistinctement dans la suite
I'unce des deux notations suivantes :

‘ab...k ‘; ;‘ ‘;
A=l ab. Kk ou A= ’ ’ .
Al K| A

Suivant le cas, I'une ou 'autre sera d’une écriture plus commode.

Si tous les cycles ont le méme nombre de lettres, la substitution est dite
réquliére.

Effectuer la substitution A™, c’est remplacer chaque lettre @ par celle qui
la suit de m rangs dans son cycle. L'ordre de la substitution A sera douc
égal au plus petit multiple 1 des degrés des cycles qui la composent; car A”
sera la premiére des substitutions AA®...A” qui remplace chacune des let-
tres, telles que a, par elle-méme.

Si g n'est pas une puissance d’'un nombre premier, on pourra trouver
dansla sérieA...A” un systeme de substitutions danschacunedesquelles cette
condition soit remplie, et d’oti 'on puisse déduire toute la série.

En effet, soit Mp=* I'ordre de la substitution A, p étant un nombre premier
qui ne divise pas M, L'ordre d’un cycle quelconque sera Dp«, ott ) est un
diviscur de M, et o/ < ae. J'effectue A, M fois de suite. La premiere lettre du
cycle considéré sera remplacée par la M+ 1", i laquelle succédera la
2M + 1™, etc. On formera ainsi la suite des lettres qui se remplacent, en
distinguant les lettres par Yindice du rang qu’elles occupaient dans le cycle

ay, a.\}+|’ ToMoprre ”(/”/-'—lj:\l-f—ﬂ
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Ici elle s'arrétera, car p' M + 1 =1 mod p*' D.
De méme la lettre a, donnera naissance au cycle suivant :

A2y Bypigveees al/}’f-'—l).\l—:~2'

Ce cycle d’ordre Dp* donnera ainsi naissance a D cycles de degre p.
L'ordre de la nouvelle substitution A™ sera donc p~.

De méme, en répétant A p~ fois de suite, le cycle Dp# donnera naissance
a p* cycles de degré Dj;la substitution A?* sera donc d’crdre M.

Cela posé, jc vais démontrer que de ces deux substitutions AM et AP, on
pourra déduire A, ct par snite toute la série A, A% ... A" .

Effectuons ces deux substitutions successivement. Nous obtenons ainsi

M--p* : P : ) P e :
AP Mais M-+ p~ est premicr a .= M p~. On peut donce choisir un entier

§tel que (M + p*) 6 =1 mod p. On a alors AN+ — 4
C. Q. F. D.

On pourra de méme, si M est décomposable en facteurs premiers diifc-
rents, décomposer la substitution d’ordre M, A?* en un systéme d'autres
substitutions. Le théoréme est donc démontré. 11 a été donné pour la pre-
miére fois par M. Cauchy, en 1845, ainsi que tout ce qui précede.

Cette décomposition des substitutions complexes en substitutions plus
simples présente une grande analogie avec celle des nombres en facteurs
premiers. Ainsi cette substitution ne peut étre décomposée qu’en un seul
systéme de facteurs distincts. En effet, pour extraire le facteur premier rela-
tif & p=, il faudra évidemment répéter A un nombre de fois 9. M multiple
de M; on n’obtiendra donc ainsi ue les substitutions qui se déduisent de
AM et réciproquement on pourra en déduire celle-ci si 9 n’est pas divisible
par p. S’il I'est, AT era une substitation plus simple que AM, qui s’en
déduit, mais qui ne peul servir & lareconstituer. En effet, dans ce cas, on
aura toujours

g.ou. M= multiple de pMmodp.

On peut encore dire que le produit ne change pas quand on change
I'ordre des facteurs; car

AT AT = ATAT = AT,

Réciproquement, on peut se demander quelles sont les conditions néees-
saires pour qu’en renversant 'ordre dans lequel on cffectue deng substitu-
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tions p etq, onn’altere pas le vésultat final. Si ces conditions sont satisfaites.
les deux substitutions seront dites échangeables. Les relations qui détermi-
nent 'échangeabilité sont faciles i établir, et M. Cauchy les a donuces
en 1845, Cette considération étant I'un des éléments essentiels de mon ana-
Iyse, je traiterai d’abord ce probleme par une méthode un peu plus diveete,
ct en le géncéralisant. J'en déduirai une classe assez curicuse de systemes
conjugués, dont l'ordre dépend de la théorie des nombres; cela me don.
nera dlailleurs Foceasion de mettre en lumiére quelques-uns des principes
dont je ferai usage, avant de les appliquer a I'étude du probléme général.

CIHHAPITRE II.

SUR UNE CLASSE PARTIGULIERE DE FONCTIONS.

Je me propose actuellement de résoudre le probleme suivant
Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que la substitution
B satisfasse i léquation

A"B =B\, ou DAB'=A".

Les substitutions telles que BAB™ ont une relation simple et vemarqguable
avec les substitutions A et B dont elles dérivent. Soient a, une lettre quel-
congque, a, celle qui la remplace lorsqu’on effectue la substitution A, b,
et b, celles quielles remplacent respectivement en vertu de la substitution b,
Je dis que la substitution BAB™' amcénera b, a la place de b,.

En effet, la substitution B=" ameéne b, a la place de a,; mais on venaii
damener a, & la place de a, par la substitution précédente Aj enfin «,
s'¢tait substitué a b, par la premiére substitution B. Donc b, arrive a la place
u’occupait primitivement b,.

Ou a donce le théoréme suivant fort important.

Théoréme. On formera l'expression de la substitution BAB™' ¢n rem-
placant dans Uexpression de la substitution A, chaque lettre par celle quila
précede dans Pexpression de Ja sabstitution B.

Soit, par exemple,

A="de
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De ce théorcme résulte immédiatement une premicre condition @il fau
que m soit premier a4 Uordre p. de la substitution AL Car A” = BAB~* doit,
en vertude ce ui préccde, étre composce du meéme nombre de eycles, corn-
tepant chacun le méme nombre de lettres, que la substitution At propricte
que j'exprimerai dans la suite d’'une maniere plus abrégée, en disant que
ces deux substitutions sont semblables. Ft d'un autve ¢oté, si m w'était pas
premier & 1, nous avons vu que quelques-uns des cveles de A se partage-
raient dans A™ en cycles d'un moindre nombre de lettres.

Cela posé, la condition essentielle a laquelle on doit satislaire, toujours
a cause du théoreme précédent, est celle-ci: Sioa,, @, sont deux Jettres gui
se suivent dans A, ct que a, soit précéde de by dans B, a, devra y ¢tre pre-
cédé de la lettre b,,, qui vient la ™ apres b, dans A 1 de méme, si o,
succede i, dans A, il sera précédé dans B par by, .. . ete. Donce tous les «
seront précédés par les b, De meéme, si by est précédé par ¢, tous les b se-
ront précedés des ¢, cte.

De la résulte que tous les cycles de A dont quelque lettre se trouve dans
B faire partic du méme cvcle que 'une des Ictives @, conticnnent tous fe
méme nombre de lettres que celui des lettres . Si done Ia substitution A
n'est pas régulicre, mais se compose de eycles a, b, ¢ ayant p lettres, de
cycles, a, &', ¢’... avant u/ lettres, ete. . ., la substitution B se composera
de cycles contenant les lettres a, b, c. .., d’autres eycles distinets des pre-
miers, contenant exclusivement les lettres des cyeles a’b'c¢’. .. ete. 1l suitira
évidemment de comparer isolément dans a substitution A les eyelesa, b, ...
avec ceux de B qui leur correspondent. Le probleme est done ramené au
cas ol Ja substitution A est régulicre.

Soit

(yty ..ol

bobo. .. b, |
kok, ...k,
On peut prendre ivolonté les dernicres lettres de celui des eycles de B3
qui finit par a,, 4 condition qu’on les preune toutes dans des cveles de A dit-
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férents. Car si a, est précédé de b, tousles b devront étre suivis des a

dans la substitution B : donc le cycle a sera le premier dont une lettre re-
paraitra lorsqu’on suivra en remontant la série des lettres du cycle. Sitot
que cela arrivera, tous les cycles de B qui contiennent les lettres a seront
parfaitement déterminés, sans qu’il y ait jamais d'impossibilité.

En effet, soit, par exemple, a,c, bﬁ a, la fin du cycle considéré :
puisque a, est précédé de bﬁ, a, le sera de b

3o-ms QUi sera précédé de

€, 1 me PUisque b est précédé de ¢ . De méme ¢, . sera précédé de

m)3 Puis viendront successivement

b

au(l—i—
Bram(+m) Coppunt(temi)r - 0 0 s

et la premiére lettre sur laquelle on retomberasera a,. Car si 'on considére
les indices x et ¥ de deux lettres quelconques cui se suivent, ils sont liés
par une équation linéaire y = mx <+ p. Ainsi, par exemple, Pindice d'unc
lettre & étant f§ + &, = x, celui de la lettre ¢ qui la précéde sera

r=vy-+mx,=mx -+ (y—mf)mod. p.

Cette relation étant linéaire et m premier & p., & chaque valeur de y corres-
pond une seule valeur de x. Si donc, en suivant la série, on retombe
sur ¢, c'est qu’on était auparavant retombé sur b!g , et avant encore sur «,.

Le cycle est donc complétement déterminé : s'il ne contient pas tous les a,
soit @, P'un de ceux qu’il ne contient : le cycle qui se termine & a, se déter-
minera de proche en proche comme le précédent :

b a,

ce e Ay c-/+m’ 2=4m

et la premiére lettre qui se répétera sera encore a,.

En continuant ainsi, on voit que tous les cycles de B qui contiennent les
lettres a, b, c. . ., sont déterminés. Si A contient d’autres cycles que ceux
qui entrent dans ce calcul, tels que

(dody. . od,_ ), .. (koki . k,_),

on les considérera a part, et I'on pourra se donner de méme arbitrairement
la série des lettres qui précedent d, jusqu’'a ce qu’on retrouve un d, auquel
cas tous les cycles de B qui contiennent les d seront parfaitement déter-
minés, etc. . . .

On peut ainsi former chacune des substitutions cherchées qui satisfont a
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I'équation
BAD'= A"

Leur nombre est facile a trouver. En effet, soit p le nombre des cycles de A,
¢ le nombre des lettres de chacun, a, une lettre considérée en particulier,
N (p, ) le nombre cherché, fonction des deux variables p et p.. IHaut consi-
dérer isolément le nombre des substitutions dans lesquelles a, est précéde
immédiatement par un autre @, le nombrede celles ot une autre lettre arbi-
traire, étrangere au systéme a, se trouve interposce, de celles on deux lettres
arbitraires sont interposées, etc. . .

1°. Dans le premicr cas, a, peut étre précédé de I'une quelconque des
lettres de la série @, a, . .. @, _, ce qui donne p.cas différents. Dans chacun
d’eux, il reste p—1 cycles de A qui ne sont assujettis & aucune condition, et
qui donnent pour B un nombre de valeurs égal i N (p — 1, 1) : nombre to-
tal pN (p—1, p).

2°. §'il y a une lettre arbitraire interposée, elle peut étre prise d’'une ma-
niére quelconcue parmi les i (p — 1) qui sont étrangeres au groupe a. Celle
qui la précede sera quelconque parmi les g du cvele a il restera p— 2
cycles de A qui ne scront assujettis & aucune condition, et donneront
N (p — 2, p) formes différentes de B : le nombre total sera

pi{p—1)N(p—2, ).

3°. S'il y a deux lettres arbitraires, la premicre, b, scra prise parmi les
('p — 1) qui sont ¢trangeres au cycle @ : la seconde parmi les (p— 21 v
étrangéres aux cyclesa et b. . . etc. On aura

prop—1)(p—2)N(p—3,pu
formes différentes pour B.
Continuant ainsi, on aura l'équation
N(pyp)=pN{p—1,0)+p2p—1;N(p— 