SUR LA VARIATION

DES

INTEGRALES DOUBLES.

THESE DANALYSE

RSV te, 27 ip Ll ff,) y
PRESENTEFE A LA FACULTE DES SCIhNCES TE PARIS,

Parn M. BOUQUET, | e

Elive de VEcole Normale.

PARIS,
IMPRIMERIE DE BACHELIER,

RUE DU JARDINET, 12.

1845,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



ACADEMIE DE PARIS.

FACULTE DES SCIENCES.

MM. DUMAS, doyen,
BIOT,
FRANCOEUR.,
GEOFFROY SAINT-HILAIRE,
MIRBEL,
POUILLET, professeurs.
PONCELET,
LIBRI,
STURM,
DELAFOSSE,

DE BLAINVILLE,

CONSTANT PREVOST,

AUGUSTE SAINT-BILAIRE, professeurs-adjoints.
DESPRETZ,

BALARD,

LEFEBURE DE FOURCY,
DUHAMEL,

VIEILLE,

MASSON,

PELIGOT,

MILNE EDWARDS,

DE JUSSIEU,

agrégés.

BLANCHET, suppléant.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



THESE I’ANALYSE,

SUR LA

VARIATION DES INTEGRALES DOUBLES.

Lorsque on veut déterminer la fonction qui doit rendre maxinuun
. ? b

ou minimum l'intégrale f Udzx, dans laquelle U représente une
a

fonction de la variable indépendante ¢, de la fonction inconnue y,
et des dérivées de y par rapport a x, jusqua celles de I'ordre p, on
trouve que la fonction y doit satisfaire, pour une valeur quelconque
de a comprise entre les limites « et &, a une équation différentielle
qui est en général de lordre 2p. Cette équation donne y avec
ap coustantes arbitraires. De plus, Ja méme fonction y ct ses dérivées
doivent, pour les valeurs particuliéres x=a ou 2="5, vérifier 2p+ 2
équations, au moyen desquelles on pent déterminer les 2p con-
stantes arbitraires contenues danslintégrale indéfinie. Je me propose,
dans cette Thése,d’indiquer comment on peut former les différentes
équations auxquelles doit satisfaire une fonction z de deux variables
indépendantes x et y, pour quelle rende maximwm ou minimum

. , b v ,
lintégrale f f Udxdy... = A; a et b étant deux constantes
a u

données ou inconnues, « et ¢ deux fonctions de & données ou incon-

nues, et enfin U une fonction qui contient x, ¥, z et les dérivées de

z par rapport & x ct y, jusqua celles de Yordre p. Lorsque les

constantes a et b et les fonctions # et v ne sont pas donndées, elles

sont assujettics a4 vérifier, conjointement avec les valeurs de z et
1.
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de quelques-unes de ses dérivées pour les valeurs limites de inté-
grale, un certain nombre d'équations données.

La méthode & suivre pour résoudre la question proposée est la
méme que celle que l'on emploie lorsquil s'agit d'une intégrale
simple. On remarque gue si la fonction z et les limites étaient con-
nues, en remplacant la fonction et les limites qui se rapportent au
maximum ou au minimum par une autre fonction et par d’autres li-
mites qui différent infiniment peu des premiéres, et qui satisfassent
a toutes les équations données, on devrait avoir pour A une valeur
constamment plus grande ou plus petite que celle obtenue en pre-
mier lieu, suivant quil s'agit dune question de minimum ou de
maximum. Yot I'on conclut d’abord qu'il faut égaler a zéro la partie
infiniment petite du premier ordre de I'accroissement de A, prove-
nant des changements infiniment petits que l'on peut faire subir 4 la
fonction z et aux limites & partir des valeurs qui se rapportent au
mazximum ou au minimum. L'équation ainsi obtenue est commune
aux deux cas, et il ne suffit pas qu'elle soit satisfaite pour certaines
valeurs de la fonction z et des limites, pour en conclure que l'inté-
grale A est rendue maximum ou minimum. La maniére la plus
simple de déterminer I'accroissement de A consiste a imaginer que
la fonction z dépend non-seulement de & et de y, mais encore d'un
parametre m; u et ¢, a et b renferment aussi m. Ce paramétre entre
d’'une maniére arbitraire dans toutes ces fonctions; il suffit qu'elles se
réduisent, pour une valeur particuliére m = m,, a la fonction z et
aux limites qui se rapportent au maximum ou au minimum, et
qu'elles vérifient , quel que soii 7, les équations données. Ou cherche
alors l'accroissement qu'éprouve A pour un accroissement infiniment
petit du paramétre m, & partir de m,. On fera d’abord abstraction
des équations données ; on verra plus tard comment on y a égard.

Dans ce qui suit, les dérivées de z, par rapport 4 x et y, sont re-
presentees par .

n f
2, 3, 2", 2, z

VR4

TR o d%+Eg CO0s I .
Eo général, 2z, = pcyw les différentiations par rapport & m
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sont marquées par la caractéristique &. Lorsque, dans une fonctionV
de x et y, on doit remplacer y par 'une des limites z ou v, on I'in-
dique de la maniére suivante: (V)* ou( V). Si I'on devait faire la diff¢-
rence des résultats, on écrirait simplement (V)’. De méme, (V) (V)
(V)?, représentent ce que devient la fonction V, qui peut renfermer

x et y, ou x seul , lorsqu'on a remplacé & par b ou par a, ou enfin
la différence entre les résultats des deux substitutions.

Puisque A:fb dxf‘dey, on a

b va b v
6‘A=6‘bf Ubdy_aaf U“dy—i—f dza.f Udy.
ub us a u

3.[\VUdy:UV&:_U"Su—i-fv&Udy;
U u

Mais

donc

-3 a S 1
é‘A:S&fv U"'dy—-&afu U“dy—l—f U dvdz —f Uk du dz
ub us a @

b 4
+f f 3U dz dy.
a Ju

Il faut maintenant développer le terme f ’ f "oUdx dy :

dU. dU_, dU._  dU dU_, dU
= it —d -0 4 — 82 - — e
0 dz % + dz’ 9’ dz, 4+ a7 + dz, %, +dz” 92, +
dau dU | p~a dyu
+. . . =20z . .+ 02, . . .4 — 8z,
dzr dz:—q 7 dz,
D’ailleurs
p—g_ 4’ .
rTzq = T dn = dz;
donc si l'on fait, pour abréger,
AU dU au
:z’; _ L7 EZ_/ —_ P) E — Q7
d du dU
g, M_n W
2 dz Zq
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on aura
d?
8U=L8z+P 6z+Q--6‘z+R 6‘z+S 02 4 T — 03 400
dzdy dy*
dr d?
tren -G Zﬁ—;&z.... + H W dz.... +I—‘-i;732.

En appliquant & chacun des termes de l'intégrale f ’ f " oUdx dy

le procédé del'intégration par parties, on la transforme en intégrales
simples , et en une autre intégrale double qui ne contient plus aucune
des dérivées de d'z.

En effet,

b v_ dP b dl d*1 dr'1 v
f” a’wfu Iwéz.dy.:f dx(l&zp_.——z;azp_,—i— - 0%5 5. '+“7]—p—_; 8z>u ,
P
+f fvii——laz dz dy,
b v _de d s dr
fa fu G:E;é‘zda:dy_fc d)’ﬁ Gmt}zdz

2 p—
~f (G&zl’—'——g—-ézl’ ’+-‘Z—Qé‘zf'~’....+d P?Sz) dy

__'__f dePGBzdxdy_f dy+f f"‘ggé‘zdwd_y

On démontre sans peine que

fca(M)f-dy = f :( My — f (Mrdy — f (M)__ o f o

Quant aux termes de la fcrmef f H—0w dx}, dy

meénent aux précédents en intégrant d’'abord par rapport a y ; car

b v dpP
— . Szdxd
f fu del"qdyﬂ zaxey

P dH p—y d*H  p— d—H , _\¥
f ( . -—--dhyb‘zq_2 +—d—773z7_3 N e dzP ‘l>ud.z,

vdiH dr
—— 0z.dzd
f a f T
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"
s Ly e b dq P—q
et l'on réduit le terme f f vdiH d

&t drr ~—— 0z da dy, comme nous venons
u

de lindiquer. De cette maniére lintégrale doublef f oUdxdy

sera remplacée par les termes suivants

dP  dQ &R _d'S  4°T .
I— —_—.... 3
f f ( d]’ + == g +dxd_7+ ay >.d.rd3
+ f (Bdz +B/82'+-B, dz, +B"92"+-B; dz] 4B, 8z, ...+Br~'dzr—+-BF 02 . +B Bp—dz,_dx
a

b
—f {Coz+C'dz'+C, 9z, 4+-C"9z"4-C, 0z’ +C, 0z, ...4+Cr—18zP—" 4~ C”“’&Hf“’ +C,_ 8z, )'dx
a ’

ob

+ f , (D92 D07' + D8+ . .4 Drtdzr)ody
o

—f " (Dds+D'37 + D8 4. ..+ Dr=1dzr—ady.
ua

Les intégrales simples qui précédent renferment les variationsdz, ¢z,
,0%, ,07 , 0%, ,..., prises aux limites u, ¢, a et b. On les remplace
" ? LR p
pal‘ les variations des quantltes 2,2, z, z, z, 3%, , pl‘lSCS a ces mémes
limites ; on a

(e = 06y — e (051} =2 (5) = (5)

(0z)r = 0 (2)* — (¢')*%a, (82%p = ¢ (z“)”— (22F1)* da.

Silon fait les substitutions et que 'on réunisse a la partie précédente
les premiers termes de d'A , on aura

pb e
A = 6‘6[ Nedy — rTaf Nedy
ub usé
b
~+—fb[D6‘zb 4+ DS(ZP + D" (") ...+ Dr= §(zp— )y
!
_f “Dos + DE(FF + DY S .+ DP 3 (2 )eledy
ud
b
+f [Ed¢ + Bz + Bd(Z) + B, d(z)...]dz
a
14
——f [Fou 4 C8z* + C'8(z)* + C d(z ). ..)dx

dP _dQ d'S  &T
+ f f 3‘( 4 + 5 cw TGy T )“W"
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En faisant abstraction des équations aux limites, il est clair que les
quantités
8(z)f, (P, 8 (z"Y,..., 8z, S(&), 0 ("),
sont des fonctions arbitraires de y; mais les variations
dv, 8 (af, S (&Y, 3(z),..., Ou, d(z) S(&"), 3(z)%
ne sont pas toutes des fonctions arbitraires de x, car on pent expri-
mer toutes les dérivées de z par rapport & x et y, jusqu’a celles de
Tordre p, prises pour y=v par exemple, au moyen des seules déri-
vées (z, Y, (2,) 5 (p—1), des dérivées de celles-ci par rapport a x,
et enfin des dérivées par rapport & x des quantités v et (z)"; par con-
séquent, les variations
85y, 8(z ), (2", 3 (z.), &(z,),. .
s'exprimeront en fonction des variations
3(z)s 9(z,). .-y d{zm)s

de leurs dérivées par rapport a x et de dérivées par rapport i x des
variations dv, ¢ (z)".

Ces transformations s'effectuent an moyen des équations suivantes

d a’u

—(Z)'=(Z')” + (=)

5 z d*v
=y oy 3+ (5 () + @
ar— —h , dar—y
pr e (Z)V = (z* ) B T <z/) T
d dv
dz Z' )7: (ZI )p -+ (ZM)VE’

..............................

dr? P2 ,adr
d.z‘P_’ (z ) (z ) e e e e e e e e s —+ (z”) T’
d v
d.z: (zp—:i) — Z’ 3)« -+ (ZP—") E’
d’ " v f v " d7 v
s (o) = G+ () 5+ ) () o+ ) S
dv
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et de celles que l'on obtient en les différentiant par rapport 4 m, et
qui sont

2oy =3 + Y+ (),

dz
R T O O it ) S S W Y S L

To de,

etc., ete.

Aprés avoir substitué les valeurs de ¢ ('), ¢ (z'), &(2"Y, tirées de
ces derniéres dans l'intégrale

f [Edv -+ BS(zy + B'S(Z) + B 3(5) _____ ¥ d,
. : b J°
on intégrera par parties les termes de la forme f K’—pd\(zn)” dx ou
4 dx
g
f K L dvdz. Ona
o F

B £B—--2
b_ d d dk d 3
K- 8 (z) dx —_—(1§_-—~3(zn)v_____3znv_,___.
f.. g 8 () dxﬁ i &, (20)

dx
Y

puis dans la parenthése en dehors du signe d'intégration on rempla-
p—1 p—a
d d
cera les termes —— 9(2,)", ——
dx dx

&(2,)>-.-. par leurs valeurs four-

nies par les équations (p).
Enfin, sil'on remarque que

)T =) - [:Z; (55) o=
(s09)*  =e[(o)]* — (") o,

Vintégrale f ! [Edv + Bdz + B d(z') + B,d(z,)"...] dx sera rem-

2

et
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placée par les termes suivants

b o e
fa [\IJ(?V -+ q;é‘z" ~+ %, 8(Z1 )v -+ %u 8(2//)”' co ?P“"’a (ZP—Z/]‘} dx

53 - 634 + BIP 4 GISWP. . PP} o
+ + 10 A+ AV g 8+ I+ 8 )
T S i 1 . G SRS S SNPY. N -
¢da + 8dv + ¢80 . . . a

— + 20 + K 9E) +.
nal ) G

~

<P ; : . ) . SRAVAL [ aNF
on I'on représente, pour simplifier, 'expression (zﬁ par (z

() e () |

On fera subir des transformations tout a fait analogues a l'inté-
grale

b
f {Féu + Cdz=...)da.

La variation dA est ramenée & la formela plus simple dont elle soit
susceptible;les variations qu'elle contient sont.:
1°. Les variations ¢4, da; les variations des quantités v, ¢/, 0" ...,
Py W W, ., wPt, prises aux limites a et b; celles de z et de ses
dérivées jusqu'alordre p— 2, prises pour{x=b, y=¢"),(x =5, y=u’,
(x=a, y =%, (x=a, y=u®). Ces variatioussont des constantes
arbitraires en nombre égala 2 + 4 (p — 1) + 2p(p — 1).
2°. Les variations des quantités z, 2, 2”,..., 2", prises aux limites
-

a et b.’Ces variations, contenues sous les signes d'intégration]

"
vt . . .\ o
oufv _»sont 2 p fonctions de y entiérement arbitraires, excepté pour
u
lesvaleurs y — u?, y =u’, y =% y =\
3°. Les variations de u, de v, de z et de ses dérivées par rapport a
7, Jusqua lordre p—2, prises pour 3 = zou y = ¢. Ces variations,

0 2+ r - b -
contenues sous le signe d mtegratxonf , sont 2.p fonctions de x ar-
a

bitraires , excepté pour les valeurs x=a ou x = 5.
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. . b .
4°. Enfin la variation dz, qui se trouve sous le signe f f " et qui
a u

est une fonction entiérement arbitrairede a et de y pour toutes les va-

leursde ces variables quine correspondent pas aux limitesdelintégrale.
Quelles que soient les équations aux limites données, comme elles

laissent la variation dz entiérement arbitraire dans toute 'étendue de

Tintégrale double, A ne peut étre nul & moins que z ne satisfasse a

I'équation aux différences partielles

_dP_dQ 4R d'S 4T

R = e e

.== o,

qui est en général de l'ordre 2 p. Elle donne zavec 2p fonctions arbi-
traires.

Pour former les autres équations dans lesquelles se décompose la
suivante dA — o, il faut avoir égard i celles qui sont données ; or, on
peut donner des équations : 1° entre les valeurs de z et de ses dérivées
prises pour y =z ou y = v, l'une des fonctions 2 ou v et ses déri-
vées par rapport a x; 2° entre les valeurs de z et de ses dérivées prises
pour x = a ou x = b; 3° entre les valeurs de z et de ses dérivées
prises pour I'un des quatre systemes (x=a, y=u*), (x=a, y=1"),
(x="5, y=1u", (x=2>5, y =+, et les limites a et b. Quelques-
unes de ces quantités pourraient aussi se trouver dans les équations
précédentes.

Les équations de premiére espéce déterminent un nombre des fonc-
tions v, 2*, (2 ), (2, 'y, OU &, 2% {2, )", (2, )%..., égal & celui des équa-
tions données, et servent par conséquent i éliminer de JA nun pareil
nombre de variations.

Pour faire cette élimination , aprés avoir différentié par la carac-
téristigue ¢ les équations données, et remplacé les variations par leurs
valeurs déduites des relations (1), il faut multiplier leurs premiers
membres par des fonctions indéterminées de x, et les ajouter 4 dA

. b ’ . ’ A4 7
sous 1'un des mgnesf ; réduire, comme précédemment, par des inté-
a

grations par parties les termes contenant les dérivées des variations;
et enfin égaler & zéro les coefficients d'autant de variations quil y a
de multiplicateurs ou d'équations données.
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.

De méme, pour les équations de seconde espéce, on ajoutera leurs
premiers membres différentiés par & et multipliés par des fonctions

3 ’ 7 . ‘)5 “6 .
indéterminées de y, sous l'un desmgnesf f ,; les termes qui en
J u® u

sont susceptibles étant réduits, on égalera a zéro les coefficients d’au-
tant de variations qu'il y a d’équations données.

Enfin, pour les équations de troisicme espéce, on ajoutera les va-
riations de leurs premiers membres multipliées par des constantes
arbitraires a dA, et 'on égalera & zéro les coefficients d’autant de va-
riations qu’il y a d’équations données.

Apres cette opération, les variations qui restent dans ¢A, tant sous
les signes d'intégration qu'en dehors de ces signes, sont toutes arbi-
traires; il faudra donc égaler & zéro leurs coefficients. Lorsque entre
les équations obtenues on aura éliminé tous les multiplicateurs, le
nombre d'équations restantes de chaque espéce sera égal au nombre
des variations que renfermait ¢A avant I'élimination.

Puisque lintégrale de I'équation aux différences partielles ne con-
tient que 2p fonctions arbitraires, il sera en général impossible de
les déterminer de maniére a satisfaire a toutes les ¢quations précéden-
tes. Eneffet, concevons, parexemple, que 'on prenne les 2p lonctions
arbitraires de &, dont on peut supposer que dépend l'intégrale, ainsi’
que les fonctions et v, de telle sorte que les 2p 4 2 équations con-
tenant la variable & solent satisfaites; la fonction 5 ne renfermera
plus que des constantes arbitraires, et ne jonira que dune indétermi-
nation insuffisante pour que l'on puisse l'astreindre & vérifier 2p équa-
tions contenant y. Dans ce cas, pour que lc probléme aitune solution,
il faudrait ne pas donner d'éguations entre les valenrs de z ct de ses
dérivées prises auy limites @ et b, et supposer que la fonction inconnue
ne doit étre choisic que parmi celles qui ont, ainsi que lears dérivées,
les mémes valcurs aux limites @ ct & ; ces valeurs n’étant pas données,
alors on aurait

928 = §(&'FF = 6(&"F=...= o, &z% = (a) = é{z"f=...= o,

et les équations en y disparaitraient.
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Si Pintégrale devait étre prise dans toute 'étendue comprise entre
deux courbes fermées intérieures I'une 2 'autre, on transformerait les
coordonnées rectangles en coordonnées polaires, le pole étant pris dans
Vintérieur des deux courbes; l'intégrale prendrait alors la forme

w27 1
f f Pdpde :
o o

les équations se rédniraient & I'équation aux différences partielles qui
détermine z, et a4 2p + 2 équations contenant .

Vu el approuvé,
Le 1843,

Lt Dovex pE ra FacurTé pes Sciences,

DUMAS.
Permis o imprimer,

L’InspEcTEUR GENERAL DEs ETUDES,

chargé de I administration de I Académie
de Parts,

ROUSSELLE.
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PROGRAMME

D'UNE

THESE D’ASTRONOMIE.

1°. Sur quelques cas simples on 'on peut déterminer rigoureuse-
ment le mouvement d'un systéme de corps.

2°. Lorsqu'on ne considére que trois corps, ils doivent, a chaque
instant du mouvement, se trouver aux sommets d'un triangle équila-
téral, ou étre en ligne droite.

3°. Ou démontre que la position en ligne droite est instable.

Vu et approuve,

Le 1843.
Le Doven pE 1A FacurTé pes Sciewces,

DUMAS.

Pernus d'imprimer,

L’'IxspECTEUR GENERAL DES ETUDEs,

chargé de U administration de I’ Académie
de Paris,
ROUSSELLE.
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