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THESE D’ANALYSE.

INTRODUCTION.

Je me suis proposé d’examiner, dans cet essai, les principes
d’'un nouveau genre d’analyse, imaginé par I'illustre astronome
irlandais M. W. Hamilton, et nommé par lui le caleu! des quater-
nions. L’idée de ce fravail, dont I’origine est déja un peu ancienne,
m’a été suggérée par I'étude du dernier ouvrage de cet auteur :
Lectures ou quoterntons (Dublin, 1853), dans lequel se trouvent
résumés la plupart des travaux antérieurs publiés par lui sur ce
sujet. Comme les applications de cette théorie sont susceptibles
d’une grande extension et embrassent, pour ainsi dire, toutes
les branches de 1’analyse, je me suis contenté de I'appliquer
ici & quelques questions géoméiriques, qui suffisent pour
montrer Uesprit de la méthode. 11 y a un certain intérét a
retrouver ainsi, par la seule force de ce nouveau calcul, des
résultats connus; et cet exercice ne me semble pas, comme on
pourrait le craindre, sams utilité pour la science, qui gagne
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toujours, on le sait, au rapprochement qui se fait naturel-
lement enire des méthodes différentes employées vers un méme
but.

Le calcul des quaternions présente une belle et curieuse
cxtension a I'étenduc a trois dimensions d’une représentation
géométrique des expressions imaginaires, par des droites situées
dans on méme plan, dont on s’est beaucoup occupé dabs ces
derniers temps. Mais on peut aussi le concevoir comme une
application particulicre d’un autre plus général que j’appellerai
le caleul des symboles et qui consiste & iniroduire dans I'analyse
les symboles comme de véritables quanlités, sous la condition
de ne pas faire varier l'ordre dans lequel ils se pi'ésentcnt
comme facteurs d’'un produit. On les fait ensuile disparaitre
du calcul a Paide d’un systeme de substitutions convenablement
choisies qui ne laissent apercevoir en dernier lieu que des. rela-
tions entre des quantités ordinaires. C'est ainsi que, des Vorigine
~sdu calcul différentiel, on a imaginé de considérer dans certains
cas le signe des différences comme un facteur symbolique, et
qu'on a été conduit ainsi & des formules {rés-remarquables dont
M. Cauchy a beaucoup éfendu I'emploi. Je présente ici sous
ce point de vue la théorie du calcul de M. Hamilton, dont
jai cru devoir, en raison de sa nouveaulé, reprendre entic-
rement l'exposilion. Je I'ai fait d’ailleurs trés-succinctement, en
supprimant toutes les considérations philosophiques ingénienses
el intéressantes qui s’y rattachent, et pour lesquelles je ne puis
mieux faire que de renvoyer aux écrits de Finventeur.

Je crois cgpendant avoir montré tout ce qui se rapporte d’une

maniére essentielle & ee calcul, et j’ai conservé scrupuleusement
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toutes les mnotations introduites par M. Hamilton dans son der-
nier ouvrage.

Ce mémoire est partagé en trois sections.

La premiére contient 1’exposition des reégles du caleul des
quaternions.

Dans la seconde je fais connaitre, d’aprés M. Hamilton, 1'in-
terprétation géométrique remarquable que, recoivent les sym-
boles employés. Cette section est terminée par Uexamen d’un
grand nombre d’identités utiles & connailre, a cause de leur
emploi {réquent dans toute I'analyse, et qui se rattachent aussi
en quelques points & la-théorie des déterminants du second
et du troisieme ordre.

La troisieme et derniére section est comsacrée aux. applica-
tions du nouveau calcul & quelques points de la théorie gé-

nérale des lignes et des surfaces courbes.
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SECTION PREMIERE.

DES REGLES PRINCIPALES DU CALCUL DES QUATERNIONS.

1. Nous désignerons par i, j et k, trois symboles particuliers dont nous
ferons constamment usage et dont nous fixerons plus loin le sens et les
diverses transformations. En les considérant d’abord comme de simples
quantilés algébriques, on pourrait former avec eux des polynomes dont
le plus simple est évidemment celui qui serait linéaire par rapport aux
symboles et dont la forme générale est

p=a -+ bi+cj+dk,

ou a, b, c et d désignent des quantités algébriques quelconques indépen-
dantes des symboles i, j et £.

Ce quadrinome fondamental et irréductible p est ce que nous appellerons
désormais un quaternion, sous la réserve des convenlions particuliéres re-
latives aux symboles que nous ferons bientdt connaitre.

2. Le premier terme a du polynome précédent conslitue ce que nous
appellerous la partie algébrique du quaternion. Nous le désignerons sou-
vent, pour abréger, parla caractéristique spéciale S placée devant le qua-
ternion complet, en sorte gu'on aura

Sp=a.

Lorsqu’on retranche du quaternion cette partie, il se réduit & un tri-
nome entiérement symbolique qui constitue ce que nous appellerons

la partie symbolique de ce quaternion, que nous désignerons aussi doréna-
1
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vant par la caractéristique spéciale V, placée devant le quaternion com-
plet, en sorte qu’on aura

Vp=bi+4cj 4 ak,
et par suite
p=5Sp+Vp.

Nous appellerons les quatres termes irréductibles, a, bi, ¢j et dk, les parties
constituantes du quaternion.

3. Nous conviendrons que deux quaternions ne peuvent étre égaux
que s’ils sont composés identiquement des mémes parties constituantes,
el bien qu'on ne puisse encore attacher aucune idée précise de grandeur
a I'expression d'un quaternion, tel qu’il vient d’étre défini, on concoit
facilement que les régles du calcul algébrique relatives a I'addition et a
la soustraction sont applicables & des polynomes de cette espéce et don-
nent loujours comme résultat un autre polynome de méme forme. Ainsi
en désignant par p et g deux quaternions définis par les égalités

p=oa+bitc¢j{dk,
g=2a'+ it cj4dk,
on aura
pg=(azta)+ (0F=b) + (c£c)j + (dEd')k.

On opérerait de méme dans le cas ol on aurait a combiner entre eux, par
voie d’addition et de soustraclion, un nombre quelconque de guaternions.

4. Etudions maintenant et tout d’abord le cas de la multiplication de
deux quaternions, qui va étre pour nous 'occasion de faire connaitre les
régles fondamentales et de poser les bases du calcul actuel. Si I’on effec-
tue la multiplication des deux quaternions précédents p et ¢, d’apres la
régle ordinaire et en se bornant a prendre la précaution de ne pas inter-
vertir 'ordre dans lequel les symboles se présentent ‘comme facleurs,
nous obtiendrions les deux identités suivantes, dont les seconds membres
sont du second degré par rapport aux symboles

pg=  ad + (ab' +ba')e  F{ac'F-ca')y -+ (ad’' + da' )k
-+ bb'* + ed jk 4 av'k + b i
+ ecj® -} de'kj  + od ik + b ji
+dd'k?
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et

gp=  ad + (@b 4ba'yi - (ac'+ea’)j - (ad' 4-da)k
+ ob + dd jk 4 bd ki cb' iy
- ecy + ced kj 4 dé ik + b i
+ dd'k*.

On voit que les deux produits ne sont pas de forme identique, et qu'on
ne peat pas écrire, au point de vue ol nous nous plagons,

Pg=gqp-

La différence des deux produits sera le polynome symholique du second
degré suivant :

pqg— qp = (cd —dc') (jk — kj) A (db'— bd") (ki — k) 4 (b’ — eb') (5 — ji).

8. Pour siinpliﬁer Iexpression du produit précédent et le ramener a la
forme linéaire, nous conviendrons désormais de faire dans ce produit, sur
les termes du second degré par rapport aux symboles, les substitutions
suivantes, qui sont celles que M. Hamillon a le premier imaginées :

PT=yt==—1

Jh=—lkj=i, i=—ik=j, j=—ji=h

A Taide de ce sysiéme de substitutions, les produits précédents se rame-
neront & la forme normale, quadrinome ct linéaire :
pg = ad — b8~ cc' —dd'+ { (ab + ba') + (cd'— V
{m+m%kM—M}
{ (ad' 4 da' - (bc' — ¢b') }
gp = ad' — W' — ' — dd'+ { (ab/+ ba') — d—ﬁ}z
{m+m—M M}
{w+w c—w}
La comparaison de ces produits montre qu’ils ne sont pas en géncéral
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identiques, et fournit les relations

Spq =Sqp=ad — bb' — o' — dd'

Vpg={(a/ + ba) + ed' — de)] i + | (oc'+ca) - (A& — ba) |
1Y ad 4 da) + (b — cb) } k
Vop = {(ab/ + ba) —(cd' — de) | i+ {(ac' +ca) — (@' —bd) | 5

+ (ad’—}—da’]—-(bc’-—-cb’)}k

pg—gp="Vpg—Vgp=2 g(cd'--dc')i-;- (db' — bd')j + (b — cb'}k z .

6. Supposons, comme cela arrivera fréquemment dans les applications,
que les quaternions facteurs soient entiérement symboliques, ce qui revient
a poser dans les formules précédentes

r

e=dad =0,

et désignons les deux nouveaux facteurs symboliques par les lettres « et §,
en sorte qu’on ait

w=bi tcj +dk

B=b7-cj+ dk,
les identités précédentes deviendront

Saf = SBu = — bb — c¢’ — dd’
Vaf = — VBa = (cd'— de')i +- (@b — bd')j + (b — k.

Remarquons, en outre, qu'on aura généralement :

9Saf=af+fa et V(e + fa) =0
9Vaf = af — Ba S{aB — fa) = 0.

7. Pour obtenir le produit d’'un nombre quelconque de quaternions, on
peut procéder de deux maniéres différentes. En considérant le produit a
effectuer comme le résultat de plusieurs produits successifs de deux fac-
teurs, anxquelss’appliquent les réductions précédentes, on arriverait facile-
ment & un dernier quaternion comme produit final. Mais on peut aussi sui-
vre une autre marche qui consiste a former le produit symbolique complet
de tous les facteurs donnés, ayant, par rapport aux symboles, un degré
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égal au nombre des facteurs. On ne fait d’abord aucune réduactlion sur les
symboles, ni aucune inversion dans leur ordre, puis on passe du produit
symbolique au produit définitif, en calculant la valeur de chacun des pro-
duits composés uniquement de symboles pris comme facteurs, ces divers
produits auront d’ailleurs nécessairement 1'une des hnit valeurs simples

1, =i, d=5 on =k
Par suile le produit définitif se raménera immédiatement i la forme nor-

male linéaire.

8. Considérons, pour éclaircir cette derniére méthode par un exemple,
le cas ol le nombre des facteurs serait égal a trois; les divers produits du
troisiéme degré, formés avec les symboles et qui sont évidemment les
seuls dont la valeur ait besoin d’dtre connue, seront compris parmi les
vingt-sept suivants :

l‘3 j8 kS
i, ik jr, g K,k
4, K Ry, ik, k
jij, kik kik, i ki, jkj
ik, ikj ki, jik kij, kji.

Il est facile de reconnaltre que ces produits donnent lieu aux substitutions
numérigues correspondantes

—1, — —] —J —k, —Fk
_—t, —1 —7 —J -k —k
+i, i iy 4 +h
—4, 41 —1, 41 —1, +1

qui permettront de déterminer la valear d’un produit quelconque de trois
quaternions.

9. L'examen des substitutions précédentes conduit & une remarque
importante dans la théorie actuelle, savoir que I'un quelconque des pro-
duits de trois symboles conserve toujours sa valeur, quand on substitue
au produit de deux symboles consécutifs sa valeur fournie par les substi-
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substitutions fondamentales du n° 5. Ainsi on a par exemple

=it =—k =52 =-—j
hf=ikj =—jj] =il =—ii =41,
ete., ete.

Cette remarque s’étend d’ailleurs au produit d’'un nombre quelconque de
symboles. Ainsi on aura
ifkil = i.5k.ik

parce qu’on a, d’aprés ce qui précede,
et

les points indiquant des symboles facteurs en nombre quelconque. On
aura donc
ijkik == i jk) (k) = di{—j) = — (it)j = 7;
on aurait pu grouper autrement les facteurs et écrire dans le cas actuel
ijkik == (if)k (¢k) = K2(ik) = — (k) = j.

On peut dire plus généralement encore qu'un produit d’un nombre quel-
conque de symboles conserve sa valeur, si I’on substitue a la place de plu-
sieurs facteurs consécutifs le facteur unique qui leur est équivalent. C'est
ainsi qu’on a, par exemple,

Jigkighlgky = (7ig)k (5)k (kgk)j = dkkljj = ik = —j.

10. Il est visible maintenant que la remarque que nous venons de faire
s’étend au produit d'un nombre quelconque de quaternions méme. Ainsi
si p, ¢ etr désignent trois quaternions, on aura

pqr=pg.r=p.gr.

En effet, en effectuant les muitiplications algébriques, telles qu’elles sont
indiquées, les termes des trois produits finals ne différeront les uns des
autres que par la maniére dont sont obtenus les produits purement
symboliques qui y entrent; or ces produits étant composés des mémes
facteurs disposés dans un méme ordre, donnent lieu, d’aprés le numéro
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précédent, aux mémes substitutions; par suite ces divers produits seront

identiques. Cette conclusion est d’ailleurs générale et s’étend d’elle-méme
a un nombre quelconque de facteurs.

11. Lorsque deux quaternions ont une méme partie algébrique et deux
parties symboliques égales et de signe coutraire, on dit qu'ils sont con-
jugués I'un de I'autre, et le produit de ces deux quaternions a pour valeur
la somme des carrés des quatre coefficients numériques qui entrent dans
chacun d’eux; c’est ce qui résalte de P'identité immédiate

la4bid-cf +di) (o —bi—cf —dh) =a* 4 b* - ¢ - 42

Nous désignerons désormais le quaternion conjugué de p par la notation
Kp, et nous observerons que le produit de deux quaternions conjugués est
indépendant de l'ordre dans lequel on les multiplie entre eux, en sorie
qu’on a toujours, conformément a notre nouvelle notation,

PKp =Kp.p.

12. Le quaternion conjugué du produit de deux quaternions p et q est
égal au produit des conjugués de ces facteurs multipliés dans un ordre
inverse, en sorle qu’on a

Kpg = Kqkp.

En effet, en conservant les notations da n° 5, on a

Kp = a —bt —¢j —dk
Kg = o —¥i—cj—dk
Kpg = a0’ — b/ — e¢' = dd' — (ad’ -} ba' + ¢d' — d¢)i
—(ac/ H-ca' 446’ — bd')y
— {ad' + dd' 4 be' — cb')k.

Si I'on change dans la seconde des formules du n° 6 les signes de 4, ¢, d,
¥, ¢’ et d', on obtiendra donc le produit
Kg Kp

et ’'on vérifiera immédiatement que ce produit équivaut & celui qui précede
el qui représente le conjugué du quaternion pg, donué par la premiere des
formules da méme article,

Ce théoréme s’étend sans difficulté 4 unt nombre quelconque de facteurs,
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et I'on aura généralement
Kpgr =KrKgKp.

Si les quaternions étaient privés de leur premier terme el réduils a leur
partie symbolique a, 8, 7, d.... }, leurs conjugués seraient — z, — B, ...,
— 2, et 'on aurait par suile

en prenant dans le second membre le signe 4 ou le signe —, selon que
le nombre des facteurs est pair ou impair.

13. Nous appellerons module d’un quaternion et nous désignerons par
la notation T placée devant ce quaternion, la racine carrée de la somme
des carrés précédents; nous aurons donc

Tp:\/a’—‘-b’-{—c"—t—d’:\/p]{p: «Kp.p
en désignant toujours par p le quaternion
p=a+ bi+ ¢+ dk.

14. Le quotient du quaternion p par.son module Tp, donne un nou-
veau quaternion dont le module est I'unité. Nous appellerons un tel qua-
ternion, une unité et nous la désignerons par la notation U, placée devant
le quaternion dont elle dérive; ainsi l’on aura

a b . c . d
p 4 P P

le nombre de ces sortes d’unités est évidemment illimité ; mais leur consi-
dération est trés-utile, comme on le verra bientdt.

15. Démontrons maintenant que le module du produit de plusieurs
quaternions est égal an produit des modules des facteurs,

Si ce théoreme élait démontré pour le cas de deux facteurs, il est visible
quil s'étendrait immédiatement au cas d’un nombre quelconque de fac-
teurs. Or si 'on désigne par p et ¢ les deux quaternions

p=a-+t+bitctdk
g =o'+ it it dk,
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on aura (n° §)

(Tpg)* = (aa' — b8 — cc' = dd)* + (a¥l + ba + cd’' — de'}* + (ac’ + ca' + db’ — b}’
4 (ad' + dd’ + bc' —cb')*

d’ou l'on déduit, en vertu d’une identité bien connue et due, je crois, a
Euler,

(Tpg)? = (a*-F- 0 ¢ &%) (2 + b - ¢* + &%) = (Tp)* (Tg)®

et par suite
Tpg = TpTy,

ce qui démontre le théoréme énoncé. Mais voici une autre démonstration
fondée sur la remarque du n° 12.
On a en effet, d’apres ce numéro

p9Kpq = pgKgKp = p.gKq.Kp.

Or les deux produits gKgq et pKp sont algébriques et égaux chacun au
carré des modules de g et de p. On a donc

PgKpg=(Tp)* (Tq),
et par suite

Tpg=TpTy,
ce qu’il fallait démontrer.

16. On voit, d’aprés cela, que le produit d’un nombre quelconque d’u-
nités de quaternion aura toujours un module égal a I'unilé et par suite
sera une nouvelle unité. Ce qui donne lieu i la formule

Upgr = UpUqUr.

17. 1l imporie de faire dés maintenant une nouvelle remarque impor-
tante, quoique d’ailleurs évidente: c’est que pour multiplier entre elles
deux sommes de quaternions, il sera permis d’opérer par la regle ordi-
naire de la multiplication algébriqie, en observant avec soin de ne pas in-
terverlir I'ordre des facteurs. Ainsi on aura sans réduction

w+gr=pr+ptaop+¢
ptg+r)=p+¢+r"+pg+ep+grt+rgtrptor

Lorsque les quaternions ne se présentent pas sous leur forme compléte,
2
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les formules précédents el d’autres analogues sont susceptibles de réduc-
tion. Ainsi si «, B, y... représentent des trinomes symboliques ou des
quaternions privés de leur premier terme, on trouvera sans difficulté

(@+ B =a* 4§ 4 of - fa.
Or on a(n° 6)
of - Bz = 2808,

(@ B)? =a* - §* 4 2528.
On trouverait de méme
' (a— B)* =a? 4 p* — 2508
(4 B) (¢ = B) = & — B +- Bz — o},

donc

et comme on a (méme numéro)

fle — ¢ = 2VBz = — 2V,
il vient
(a4 B) (2 —B) == a® — B* -} 2Vfa = o> — * — 2Vfa.
Cette formule se décompose dans les deux suivantes :

S{o+B) (¢—f)=0a®—B*
V{e+§) (¢—B) =2Vpe =-—2Vef.

On élablirait avec le méme facilité les formules suivantes qu'il est bon
de noter :
(48 + 1) =0+ 8 + 1* + 254f - 250y -+ 25y~
@+B4y...FxFd N =44y 4. 2258 |- 28By - 28ay + ... - 28«

18. La définition de la division présenterait quelque ambiguité, si 'on
se bornait & la présenter comme dans I’analyse ordinaire. On peut montrer
en effet qu'il existe en général deux quaternions différents, qui, multipliés
par un quaternion donné, produisent un autre quaternion également
donné, pourvu que la multiplication se fasse dans lés deux cas dans un
ordre différent. Pour démontrer cette proposition, j’observe d’abord qu’it
y a toujours un seul quaternion qui, multiplié par an autre quaternion
donné, donne I'unité pour produit, ou ce qui revient au méme, qu’a un
(uaternion quelconque correspond toujours un seul guaternion qui lul
soit inverse. Soit par exemple :

p=a 4 ci+bj+dk,
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un quaternion donné et

@ = w - zi 4 yj 4 ok,

son inverse, en laissant les quantités w, z, y et z indéterminées, eiles de-
vront étre de telle sorte qu’on ait (n° 5)

aw — by —cy—dz =1
bw + ax—dy-- cz=0
cw—-dz+ay—bz =0
dw—cxt+by+az=0
on a encore
aw-—bz —cy—dz=1
bwtax fdy—cz =0
cw—dz 4oyt bz=0
dw+cx —by + az=0.

Or il est facile de reconnaitre que ces deux systémes sont identiques et
donnent pour les inconnues les valeurs

a —b —c —d

_— 2=

T YT e (o)

8
I

qui sont précisément les mémes que celles que fournit immédiatement la
considération du quaternion Kp conjugué de p.

19. Cela posé, si 'on demande maintenant de trouver un quaternion »
qui, multiplié¢ par un quaternion donné p, donne comme produit un autre
quaternion donné ¢, le probleme admettra les deux solutions distincles

r=qw e r,=w@q,

@ représentant le quaternion inverse du diviseur p, ou p~. Pour faire
disparaitre toute ambignité dans le choix de ces deux quotients, il suffira
de fixer la place qu’il occupe par rapport au diviseur dans le produit
qui donne le dividende. Mais on fait disparaitre toute difficulté, en intro-
duisant la considération du quaternion inverse du diviseur, que nous
désignerons dorénavant par ce quaternion affecté de 'exposant — 4, ou
encore sous forme de fraction dont le numérateur exprimé ou sous-en-
tendu est +1; et les deux quotients écrits plus haut s’exprimeront respec-
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tivement par la notation

ry=pgt=

P _
qP

e

et

ra=p'q = q
2 p -
20. Lorsque les quatre facteurs numériques a, b, ¢ et d, qui entrent dans
I'expression du quaternion

p=a—+bi+c¢j+dk
sont réels, on peut mettre ce quaternion sous une forme remarquable,
que nous allons faire connaitre, et qui conduit & une généralisation de la
célébre formule de Moivre, si utile dans I'analyse ordinaire.
Posons pour cela

o VEETTE Wy d
a 2

tg = b et tg \l/ =
il viendra

p=Tp {cos 6 -~ sin 0 {cos ¢? 4~ sin ¢ cos g5 -+ sin ¢ sin q;lc)} ;

On voit que de cette maniére le quaternion p est exprimé a l'aide de
quatre nouvelles quantités. Ce sont le module et les trois angles 9, ¢ et ¢;
nous les appellerons les éléments de ce quaternion.

Le premier de ces angles § sera dit I'angle principal et les deux au-
tres, les angles directeurs ou encore la colatitude et la longitude du

quaternion, On verra dans la suite la raison de ces nouvelles dénomi-
nations.

21. Supposons mainienant qu’on ait le second quaternion
p=d+m@bi+ecj $+dk)

satisfaisant a la condition
Vp' =m Vp,

m étant une quantité algébrique on numérique quelconque. L’angle prin-
cipal ¢’ de ce quaternion sera donué par la formule

‘/ 2 2 k]
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et 'on aura

p="Tp [cos 8 4 sin @ {cos 9t 4 sin o cos ¢j -+ sin ¢ sin qalcn

les angles directeurs du quaternion p’ étant les mémes que ceux de p. Le
produit des deux quaternions p et p’ jouit de la propriété de ne pas
changer de valear lorqu’'on change I'ordre des facteurs, et conserve
encore la méme forme que les précédents, c’est-a-dire les mémes éléments
directeurs; il est donné par la formule remarquable

rp=Tp (cos 6 -} sin 8 [a]) Tp' (cos ' 4 sin &' [oc]) ==TpTp’ {cos (8 4 &)

- sin (040 [a])

dans laquelle nous représentons pour abréger par [«] le trinome symbo-
lique
cos ¢ -} sin ¢ cos §7 4 sin ¢ sin &

que nous appellerons aussi le trinome directeur du quaternion.
Cette formule s’obtient facilement au moyen de celle du n° 5 qui donne
le produit pg. En posant en effet, dans cette derniére,

a==cos 9
= sin 6§ cos ¢
¢ ==sin 0 sin ¢ cos ¥
d = sin 8 sin ¢ sin ¢
a=cos?
b =sin ¢ cos ¢
¢ ==sin ¢ sin 9 cos ¢
d = sin ¥ sin ¢ 8in ¢
il viendra
Spq = ¢0s 0 cos &' —sin 6 sin 8’ = cos (8 + 0')
ef
Vpg =(cos @ sin &' 4 cos 6’ sin 8) cos ¢¢

4+ (cos 0 sin & -} cos ¢ sin e> sin 9 cos 7
+ (cos 6 stn & 4 cos ' sin 6) sin o sin ¢k
=sin (6 - ') [a].
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On aura donc
pg = cos (0 + ¢') 4 sin (8 4 ') [a]

et par suite I’expression précédente du produit pp'.

22. Cette formule nous permet d’exprimer toutes les puissances d’an
quaternion, quelle que soit la valeur de 'exposant ; la marche & suivre sera
identigue & celle qui sert & établir la formule de Moivre, et I'on aura
a faire la méme discussion sur les valeurs multiples des radicaux. Le

symbole [«] jouera ici le réle de y/—1 dans I'analyse ordinaire et
nous obtiendrons ainsi la formule générale

pm = (Tp)™ { cos md -} sin mb [«] } s
5 désignant |'angle principal du quaternion p mis sous la forme

p=a--bi4¢cj + dk = Tp(cos 8 4 sin 0 [a]),
en posant

VOFOHE o e e (bt o+ dE),

23. Aprés avoir examiné les diverses fonclions élémentaires qu’on peut
former avec les quaternions, il nous reste & voir comment il est possible
d’exprimer et de définir les fonctions transcendantes. La méthode la plus
simple & cet effet me parait étre celle qui repose sur la considération des
séries convergentes. Pour en donner une idée, nous 'appliquerons
I'étude de la fonction exponentielle ¢?, oa ¢ représente comme a I'ordi-
naire la base des logarithmes népériens et p un quaternion quelconque.

Dans le cas ol p se réduit & une quantité purement algébrique, on sait
qu’on a

tg 8=

2 3
e=14+L+ Lot e
en prenant dans le second membre un nombre illimité de termes ou
plut6t la limile vers laquelle tend cette série. Convenons qu’on metle au
Jieu de la quantité précédente un quaternion p, le second membre repré-
sentera une fonction transcendante de p que nous désignerons encore par
la méme notation e® et que nous appellerons la fonction exponentielle de p.
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1l est facile de s'assurer d’ailleurs que la série reste encors convergente
et que la fonction e? est bien définie. Car soit, comme plus haut,

p=a-+ bi+c¢f + dk="Tp (cos b 4 sin 6 [«]),
la substitution de p dans la série donnera le méme résultat que sil'on
remplagait p par la quantité algébrique imaginaire
Tp (cos 6 + sin 6 V—1),
d’ou il résulte que sil’on pose
X=Tpsins,
v désignant un nouvel angle,on aura
grFbiratdk — of — e5p (cos X -}~ sin ¥ [e]).

Telle est donc Y'expression fort simple & laquelle on peut toujours
ramener la fonction exponentielle. Elle se réduit, comme on voit, 4 un
quaternion, ayant pour module I’exponentielle de Ia partie réelle du qua-
ternion donné p, pour angle principal Pangle y défini ci-dessus et ses
deux auatres angles directeurs égaux a ceax du méme quaternion p.

241. Voyons maintenant & quoi se réduit la fonction inverse de la pré-
cédente. Pour cela remarquons qu’on a

of == oo x[9] = q

en représentant par q le quaternion équivalent & I'exponentielle e; d’ot il
résulte que si 'on appelle par analogie logarithme de q le quaternion p qui
satisfait & 'équation précédente, dans laquelle on considere ¢ comme
donné, et qu’on désigne par la notation p—Ilogq ce logarithme, on aura

Sp + (X4~ 2k=) [«] = log ¢,

k étant un nombre entier positif ou négatif quelconque et « le rapportde
la circonférence au diamétre. On voit de plus que Sp==5logq et que
I'angle y est égal & un multiple pair de = prés a I'angle du quaternion ¢.

25. On congoit que I'analogie qui existe entre le symbole [«] ct I'ima-

ginaire \/:-4 peut étre poussée beaucoup plus loin. Supposons, en effet,
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qu’on puisse définir sans ambiguité, par un simple développement en série
convergente dont les termes soient ordonnés par rapport aux diverses
puissances entiéres de z, une fonction quelconque F(z) de la variable
imaginaire z, de telle sorte qu’on ait

Fz)=A,+Az4A 24 ...
JA_ 7+ A 7

les coefficients A, A, A,... A,, A, étant des quantités quelconques entié-
rement indépendantes de z, on aura le méme développement en rempla-
¢ant z par un quaternion q et I'imaginaire \/_—_'T qui entre dans z par le
symbole [«]. D’ou il résulte que tous les beaux développements suivant
les sinus et les cosinus d’un méme arc qu’on rencontre fréquemment dans
la physique mathématique et la mécanique céleste peuvent étre étendus
et appliqués au calcul des quaternions. Je n’insisterai pas pour le moment
sur cette remarque dont on comprendra sans peine toute 'importance, et
je me contenterai seulement d’en faire I'application & la célébre formule
du binome de Newton.

26. On sait, d’aprés un beau théoreme de Cauchy, que la puissance
(142)™ est toujours, quel que soit 'exposant m, développable par la for-
mule de Mac-Laurin en une série convergente ordonnée par rapport aux
puissances croissantes de la variable imaginaire z, tant que le module
de z est inférieur & 'unité. On a donc, sous cette condition,

W ap=14 e 2y

le second membre étant une série illimitée, quand on suppose, comme
nous le faisons ici, que 'exposant m n’est pas un entier positif. Rempla-
cons maintenant z dans cette formule par un quaternion quelconque p
dont le module Tp soit inférieur & I'unité et dont la partie symbolique,
qui dépend uniquement des angles directeurs, soit représentée par [«],
nous obtiendrons la suivante:

(o=t Zpp 2O ey

En particulier, si I'on fait dans cette derniére m——1et m=——3, on

Document numérisé par la Biblioth&que Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



—_17 —
obtiendra les deux autres dérivées de la précédente

-1 1.3.8
(14 p) *=1——p+ PP—go el e

. 3.5 p— 3.5.7
=1 §p+2.4 —3ael tele

3
z

(A +p)

Ces deux séries, dont la loi est évidente, trouvent leur emploi dans
le développement symbolique de la force perturbatrice da mouvement
elliptique des planétes.

27. Lorsqu'on a 3§ considérer des quaternions comme fonctions d'une
quantité réelle, variable, analogue au temps, il faut, pour que cette
fonction soit continue, que les parties constituantes du quaternion va-
rient toutes d’une maniére continue en méme temps que la variable
indépendante. Ainsi soit

p=w+ -+ yy -+ zk,

un quaternion quelconque fonction continue d’une seule variable indé-
pendante ¢, et Az un accroissement quelconque fini de ¢; celui de p, Ap,
qui y correspond, sera donné par la formule

Ap == Aw -+ Axi - Ayj - Azk,

dans le cas ou le quaternion p est continu, il y a lien de considérer le
quaternion dérivé de p, et on trouve immédiatement par la considération
des limites, et en employant la notation connue

dp dz
dt dt+ﬁ + Tk

On obtiendrait de méme toutes les dérivées successives d’ordre plus
élevé, et, dans le cas ol le quaternion p.dépendrait de plusieurs variables
indépendantes, les diverses dérivées partielles de ce quaternion.

28. Parmi les diverses formules auxquelles conduit le calcul différentiel
appliqué aux quaternions, nous en distinguerons d’abord quelques-unes
d'une application fréquente, et par lesquelles nous terminerons les consi-
dérations préliminaires qui font I'objet de cette section.

Proposons-nous d’abord d’obtenir Fexpression de la dérivée du
3
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module du quaternion p. On aura cette suite d’identités

dTp __dyw*+z*+y* +2° 1 dw dz dy dz
& = & —i«;(ww xﬁﬂaﬁz—)
dp dp
—s@K—q?&;asm

d’'ol on déduit vr

ap
dlogTp S dt
e U po

quimontre que la dérivée du logarithme (népérien) du module d’un
quaternion a pour expression la partie algébrique S du quotient de la
division de la dérivée du quaternion par le méme quaternion.

29, La dérivée de I'unité d'un quaternion donne aussi liea & une for-
mule analogue. On a
TpUp=p;
d’oti 'on tire en différenciant
dTpUp +dUp . Tp=dp,

et en multipliant par I'inverse de p,

dTp __dp
+Wﬂ P’

Or, d’aprés le numéro précédent

dTp _ dp.
Tp p’
donc
dp_dp_gdp b
Up p P p
On voit, d’apres cette formule, que le quotient de la dérivée de I'unité
d’un quaternion divisée par cette unité équivaut a la partie symbolique V

du quotient de la dérivée du quaternion divisée par le quaternion.

30. Si dans la différenciation du quaternion, exprimé en fonction de ses
quatre éléments, les deux éléments directeurs étaient considérés comme
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constants, on aurait, en désignant par g I'angle principal du quaternion p
et par [«] la fonction symbolique constanle formée avec les éléments di-
recteurs

Up = cos9 - sin@ 4]

0[] =logUp,
d6 [«] = dlog Up.

Or, en différenciant la premiére de ces équations, il vient

dUp = (— 5in® - cos b [s]) d0 =(cos (g + 0)—[—sin (’é‘ + e) [a]) 8
d’ou I'on tire

dUp ™ LT )
— = -~ = 0 — 8= .
Ty (cos 2 ~+ sin 5 [«])d [«]dt =dlogUp

De la, ce théoréme analogue a celui du n° 28 : lorsque les seuls élé-
ments variables d’un quaternion sont le module et 'angle principal, la
différentielle du logarithme de son unité est entiérement symbolique et
équivaut au quotient de la différentielle de I'unité du quaternion divisée
par cetie unité elle-méme, et par suite, d’aprés le numéro précédent, a la
partie symbolique du quotient de la dérivée du quaternion divisée par
le quaternion.

31. La différentielle compléte d’'un quaternion quelconque peut donc
toujours étre mise sous la forme suivante :

d d dj
dp=d1p.Up+ Tpdvp= (S + V) U= (s L+ v E)y.

Ces derniéres identités sont d’ailleurs évidentes, car on a
dp = dpp™p = dp(Up)™{Up),

ce qui donne immédiatément

dp dp> ( g dp)
dp = < S=+4+V—= V=1Up.
b o ) o T Vg U
Lorsque le quaternion p se réduit & un trinome symbolique

a =ai -y + 2k,
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on a
. (Ua}“ =—Ua,
et par suite

dTo = — 8 daUs,

__oV(da.a) -
dUa — W et S{adUa)=0.
On aurait aussi
do= dTa. Us -+ Ta. dUs == dTx, Ua - e
Ta

Toutes ces derniéres formules sont d’une application fréquente.

32. On peut aussi obtenir, par une opération inverse, un quaternion
dont la dérivée ou la différentielle serait donnée, et ce probléme revient
évidemment, dans le cas simple ol nous plagons, & effectuer quatre qua—
dratures sur les parties constituantes du quaternion donné. Ainsi, si ce
dernier est toujours

p=w+zi-+yj+zk,
et que ¢ soit la variable indépendante, on aura
Spdt:Swdt—l—z’Sxdt—{—ijdt + kSzdt-{- ce.
La constante étant ici un quaternion quelconque indépendant de ¢.

33. Il est bon de noter quelques cas d'intégration immédiate. Ainsi de
la relation

dTp _ gdp
Tp — " p’

oun
dp

On tire, en désignant par f{Tp) une fonction quelconque du module de p,

f(19)-dTp =S8 1(T7) .

Or, le premier membre étant une différentielle ordinaire par rapport a
une seule variable, si on désigne par ¢ son intégrale en posant

ola) = | foda,
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’équation précédente donnera par I'intégration
{57T) 52 = o(Tp) + conse
Up

Comme application de cette formule, supposons gqu’on fasse

n étant un exposant quelconque, on aura

{srprr.prr.ap =CE 4 o

dans le-cas de n=—1, ona d’ailleurs (28)
S s%p — log(Tp) 4 ¢

34. On peut aussi, pour l'intégration, tirer quelquefois parti de 1'é-
quation
@p vy 9

Up p’

Ainsi on voit que si I'on avait

% _,,
p
on aurait aussi
dUp =0,
et par suite
Up = cons*.

c’est-a-dire que le quaternion p aurait tous ses élémenls constants, a
I'exception de son modaule.

35. Supposons que le quaternion p soit réduit & sa partie symbolique
et posons
a = zi + yj -+ 2k,
Nous aurons

da da
qul-(ﬁ =V (ad t_i?)
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En posant selon la notation ordinaire

d <] d!m ”

t

=’ de
’équation précédente peut s’écrire

dVao = Vax" . d¢.
On tire de la
S Vaa'dt = Vea' -}- @,

3 étant un trinome symbolique constant. On aurait de méme, en dési-
gnant par y un autre trinome indépendant de ¢,

~

5 Syaa”.dt = Syaa' - c“.

Cette intégrale se déduit de I'identité précédemle en en multipliant
les deux membres par S.y. On peut faire usage de ces derniéres.inté-
grales en dynamique pour obtenir immédiatement le principe des aires
ou des moments.

Nous allons maintenant faire connaitre I'interprétation que regoivent
les symboles actuels, ef on verra que la plus grande partie des résultats
que nous venons d’obienir par le calcul ont une signification qui, ainsi
que I'a moniré M. Hamilton, permet de les retrouver par une voie en-
titrement différente et purement géométrique.
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SECTION DEUXIEME.

DE L'INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES SYMBOLES.

36. Nous avons vu (n° 20) qu'on peut exprimer algébriquement un
quaternion donné quelconque par le produit de son module multiplié par
une fonction de trois angles. Parmi ces quatre éléments de quaternion,
les deux que nous avons appelés directeurs entrent seuls dans la partie
symbolique de la fonction précédente et forment un trindme, qui se ré-
duit, comme il a été dit, a la forme

i+ my + nk
‘/12+m2+n2

et dont le module est égal a I'unité., Or on peut représenter ce trindme,
appelé aussi directeur (21), par le point de la sphere de rayon égal a
un, qui auvrait ces angles ¢ et ¢ pour coordonnées polaires par rapport a
un point fixe pris pour pdle. En tracant sur la sphére le grand cercle
équateur correspcndant & ce pole, et en prenant dessus une origine
quelconque pour les longitudes, le point dont il s’agit aurait une

== ¢0s ¢ 4~ sin ¢ cos ¢y - sin ¢ sin Yk = [«]

longitude égale & ¢ et une latitude égale a %-—q): I'angle ¢ représen-

tant ici la distance du point au péle considéré, ou encore ce qu'on peut
appeler la colatitude de ce point. Les trois symboles i, j et k correspondent
eux-mémes 2 trois points de la sphére éloignés I’'un de I'autre d’'un qua-
drant, savoir : i au pdle, j a l'origine des longitudes, et le dernier sym-
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le centre O de la sphére a ces trois points, ainsi qu’a celui qui est défini
par le trindme précédent [«], les projections de ce dernier rayon sur les
trois premiers, considérés comme formant un systéme de trois axes coor-
donnés rectangulaires, seront

bole & au point de I'égquateur, dont la longitude est égale a —. Sil'on joint

! m n

VEFmi+n: Je4midnt VOfmiint

on encore
coso, sinpcosy et sin¢sin ¢,

et inversement ces projections définissent la position de ce point sur la
sphére, ainsi que nous venons de le montrer.

37. Le méme trindme symbolique directeur [«] peut aussi servir a re-
présenter un plan perpendiculaire au rayon précédent; I’angle ¢ désigne-
rait alors 'inclinaison de ce plan sur I'équateur, et I'angle § I'angle que
fait I'intersection du plan et de 'équateur avec le rayon correspondant au
symbole &, de sorte qu’en prenant ce dernier point pour origine des lon-
gitudes, et en conservant les désignations en usage en astronomie, ¢ et
ne seraient autre chose que 'inclinaison et la longitude du nceud qui sof-
fisent, comme on sait, a fixer la position du plan considéré.

Ainsi, on voit qu’en tragant sur la sphére un triangle tri-rectangle dont
les sommets I, J et K correspondraient aux trois syinboles i, j et k, un tri-
nome directeur guelconque, tel que

_ it mj | nk

W=

== co0s ot 4 sin  cos ¢ + sin o sin &

peut servir & représenter soit un point A de la sphére éloigné de I, de
I'angle ¢ et tel que  est égal & Ja distance de J au cercle mené par Al, soit
le grand cercle de la méme sphére ayant A pour pole, qui fait avec le cercle
JK uu angle égal & ¢ et dont l'intersection avec le méme cercle JK est &
une distance de K égale a I’angle ¢.

Nous conviendrons d’appeler vecteur le rayon OA, qui sert ainsi a re-
présenter ou a définir le symbole [«]; mais nous donnerons dans la suite
une plus grande extension a cette dénomination, en désignant de ce nom
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une longueur portée dans une direction arbitraire, dont les projections sur
les axes auraient des valeurs quelconques {, m el n, et qui serait repré-
sentée par le trinome symbolique

I mj + nk = & - m* L 72 [q],

de sorte que si [2] désigne le rayon OA de la sphére précédente, en por-
tant sur ce rayon, prolongé s’il est nécessaire, & partir du centre O, une

longueur OA’ égale & /I + m* + n’, OA’ sera le vecteur correspondant au
dernier trinome.

38. Soit maintenant un second vecteur défini par les nouveaux angles
directeurs, ¢, et ¢,, et correspondant au trindme

1
Viitmitnl
que nous désignerons aussi pour abréger par [« ]. Le produit des deux

trinomes [«] et [«,] sera un guaternion p ayant un module égal a l'unité,
et les deux parties Sp et Vp de ce quaternion auront les valeurs suivantes:

(1, 4+ mm, 4+ nn,)
Vetmitnt VI2dm?Fn?
(mn, — nmx)i + (nd, — lni)j + (lml - mli)k

VE+md 4+ VI m?tnt
en désignant par 6 I'angle plus petit que =, que font entre eux les deux vec-
teurs [«] et [«,], et par [] le vecteur-unité perpendiculaire & leur plan,
mené de telle sorte qu’on puisse faire coincider [«] avec [«,] par une rota-
tion directe aulour de [8] comme axe, égale & I'angle 6. Ces résultats
simples se déduisent immédiatement de formules élémentaires trés-con-
nues. Remarquons qu'en changeant le signe du facteur [«,] on obtient
son inverse (n° 48), et que la multiplication précédente se transforme en
une. division. On aura donc aussi, en appelant 4 le quotient de la division

de [«] par [a,],

Li +mg + nk) = cos ¢,i 4 sin ¢, cos §,7 L sin o, sin &
1 J 1 P4 P4 1J {

Sp=8[«] [¢,] = — == — c0S5 0

Vp="V[a] [¢] =

= sin 6 [B]

_ U, + mm, + nn,
S VEEw e VImi e
__ (mln—'nxm)i"‘ ("11—11").7‘ + (ltm—mxl)/‘

I, = VP m L JI m a,
=—sind [p]‘

= cos 0
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I'angle 8 et le vecteur [3] conservant la signification précédente. Nous
sommes ainsi conduit & la régle suivanle :

Le produit et le quotient de deux rayons de la sphere donnent deux
quaternions égaux et de signe contraire. La partie algébrique du produit
de ces vecteurs est égale a la projection de ’un d’eux sur le prolongement
de l'autre, et la partie symbolique du méme produit est égale & Vaire du
parallélogramme construit sur les vecteurs, multipliée par le trinome sym-
bolique directeur correspondant au rayon perpendiculaire au plan de ce
parallélogramme, et dirigé de telle sorte qu'une rotation moindre que %
autour de ce rayon puisse amener, dans le sens direct, le multiplicande a
coincider avec le multiplicateur. Les deux parties du quotient des mémes
vecteurs sont par suite les mémes que celles de lear produit changées de
signe.

Ajoutons ici celte remarque importante et qui se déduit immédiate-
meunt des formules précédentes, a savoir : que le produit ou le quotient
de deux vectleurs paralléles se réduit toujours & une quantité numérique,
tandis que le produit ou le quotient de deux vecteurs perpendiculaires
donne tonjours un simple vecteur perpendiculaire au plan des premiers.

Nous confondrons désormais dans le langage, sans qu’il puisse en résul-
ter d’équivoque, les opérations faites sur les trinomes symboliques avec les
opérations analogues effectuées sur les vecteurs correspondants,

39. Il est visible mainlenant gu’on peut considérer toute unité de qua-
ternion Up comme le produit ou le quotient de deux vecteurs. En effet, si
'on appelle 0 I'angle du quaternion, cette unité sera de la forme

Up = cos & 4 sin 0 [B],

[P] étant le vecteur défini par les deux angles direcleurs du quaternion p;
or si 'on méne dans le plan du grand cercle de la sphére perpendiculaire
au vecteur [8] deux rayons [«] et [«,] faisant entre eux un angle égal a 8,
et lels qu'on puisse appliquer {« ] sur [«] par une rotation dans le sens di-
rect égale & § autour de laxe[f], d’apré§ ce qui vient d’étre dit le quater-
nion Up sera égal au quotient de [«] divisé par [«,], ou, ce qui revient
au méme, égal au produit du premier vecteur par le vecteur opposé
au second.
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On peut mieux se représenter ce résultat en tragant sur la sphére un arc
de grand cercle AA, égal a 6 et ayant pour péle le point B, extrémité
du vecteur [B], de telle sorte que ie chemin AA, soit décrit sur la sphere
d’un mouvement direct par rapport a ce pole, en allant de A, & A, oud'un
mouvement rétrograde en allant au contraire de A & A, Cet arc AA, dé-
terminera donc par ses extrémités A et A le rayon dividende et le rayon
diviseur, dont la division donne pour quotient le quaternion Up. 1l est
évident de plus que cet arc est susceptible de glisser & volonté sur son
cercle et de prendre toutes les posilions possibles sans que la valeur du
quaternion quotient, représenté par cet arc, soit altérée.

0. Outre cette représentation géomélrique des unités de quaternion, au
moyen des arcs de grand cercle d’une méme sphére, on peut encore en
imaginer une seconde, non moins simple, qui lui est réciproque. Pour cela,
décrivons de chacune des extrémités de 'arc AA,, comme pdles, deux
arcs de grand cercle; ils se couperont au point B et détermineront par leur
intersection I'angle sphérique CBC,, dont la grandeur sera bien déterminée
et égale 4 § ou a ’arc AA,, et dont les cdtés, susceptibles d’ailleurs de
prendre une infinité de positions différentes autour du sommet B, seront
placés de telle sorte qu'on aille dans un sens direct ou dans un sens ré-
trograde deC, 4 Cou de C & C, dans I'intérieur de cet angle. Remarquons
de plus que si I'on prolonge les cotés de cel angle, ils se couperont en un
second point B, , opposé au premier B suivant un diamétre, et formeront
un fuseau complet CBC B, compris entre deux demi-cercles, lequel repré-
sentera encore le méme quaternion, soit gu’on prenne B ou B, pour som-
met de P'angle, pourvu que le sens qui aménerait I'un de ces demi-cercles
sur I'autre, pour décrire le fuseau, soil toujours direct de C, a C ou rétro-
grade de C a C,. Le vecteur qui correspond au sommet B ou au pdle de
I'arc représentatif AA, du quaternion, et dontla considération est, comme
on voit, importante, s’appelle I'axe du quaternion, de méme que I'arc AA,
s’appelle I'arc de ce quaternion.

f11. Il est maintenant facile de donner la signification géométrique du
produit de deux, et par suite d’un nombre quelconque de quaternions uni-
tés. Nous sommes méme ainsi conduit & deux résultats de forme diffé-
rente et d’égale simplicité, selon que les quaternions facteurs sont repré~
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sentés par des arcs de cercle ou par des angles sphériques. En premier
lieu, pour effectuer la multiplication de deux quaternions, p et g, donnés
par leurs arcs, imaginons qu’on construise un triangle sphérique ABC
tel que les deux arcs BC et CA représentent et définissent les deux
quaternions facteurs p et g; il est évident que la construction de ce
triangle sera toujours possible, & cause de la faculté qu'on a de déplacer
A volonté sur chaque cercle I'origine de I'arc représentatif d’un méme
quaternion. Désignons maintenant par [«], [f] et [y] les trois vecteurs
correspondant aux sommets de ce triangle, on aura, d’aprés ce qui
précédé,

()
P T

donc le produit r=pgq sera (n° 10)
(B 11 _ (B

‘et par suite, I'arc représentatif du quaternion » sera le c6té BA du triangle
sphérique actuel ABC.

On déterminerait de méme le produit du quaternion précédent par un
troisiéme facteur s et ainsi de suite, et I'on arriverait toujours, en suivant
cette marche, a un dernier arc qui représentera le produit cherché.

h2. Supposons en second lien que les facteurs quaternions soient
donnés comme des angles ou des fuseaux sphériques, et commengons
d’abord par déterminer, comme précédemment, le produit de deux qua-
ternions. Pour cela imaginons qu’on construise les arcs représentatifs
de ces quaternions, et a leur aide, comme ci-dessus, le triangle
sphérique ABC dont le coté BA serait 'arc correspondant au produit
cherché. Déterminons ensuite sur la méme spheére le triangle sphérique
polaire A'B'C/ du triangle ABC, dont les sommets A’, B’ et C’ soient respec-
tivement les poles des arcs BC, CA et AB, il est évident que les deux
quaternions facteurs p et ¢ seront représentés par les angles extérieurs du
triangle polaire dont les sommets sont en A’ et en. B, et que le quaternion
produii r le sera aussi par le troisiéme angle extérieur ayant son sommet
en C'. On peut représenter les divers sens de ces angles en employant
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trois lettres pour désigner chaque angle, ainsi qu'il suit :
p = CAD.

g = A'BC,
r = pg = ACB'.

Le sens rétrograde étant encore ici indiqué en allant de la premiére
lettre & la derniére, ou plutdt du cercle représenté par les deux pre-
miéres, & celui qui est représenté par les deux derniéres, en faisant
tourner autour de chaque sommet suivant 'angle extérieur correspon-
dant du triangle.

On aurait pu évidemment construire immédiatement le triangle A'B'C/
sans passer par le triangle auxiliaire ABC, et 'on arriverait au méme ré-
sultat, en faisant bien attention au sens respeclif de chaque angle. I
est visible que cette construction s’étend, comme la précédente, a un
nombre quelconque de quaternions donnés.

43. Nous allons faire quelques applications bien simples des théorémes
précédents. Considérons en premier lieu deux triangles sphériquee ABC
et AB,C, qui aient un angle commun en A compris entre des c6tés égaux
chacun & chacun et situés dans le prolongement I'un de I'autre. Désignons
par p et g les quaternions représentés par les arcs AB et BC du premier
triangle, on aura (n° 41)

27 = AB.BC = AGC = C,A
et .
CA.AB, = CB,= pgp~*.

Ainsi P'arc C,B, représente un quaternion obtenu en multipliant I'arc
BC=¢q & droite et & gauche par I'arc AB=p et son inverse AB,—=p™'.
Cette double multiplication n’altére donc pas la grandeur de I'angle du
quaternion ¢ puisque 'arc C,B, est égal en grandeur a P'arc BC; elle
change seulement la position de I'arc primitif BC du quaternion ¢ en lui
donnant la méme inclinaison par rapport a I'arc du qualernion p, mais
en transportant le point B sur cet arc & une distance égale au double de
la longueur BA de Parc du quaternion p.

44. On arrive aussi au méme résultat en faisant la multiplication par
la régle dun° 42. Soient en effet ABC et AB,G deux (riangles sphériques
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symétriques par rapport au coté AC commun, et désignons par p et ¢ les
quaternions représentés par les angles extérieurs CAB et ABC du premier
triangle, le produit pq sera représenté aussi par I'angle extérieur ACB, et
par suite aussi par I’angle B,CA qui peut lui étre substitué; or la multi-
plication de ce dernier angle par p™ ou par I’angle extérieur CAB, donne
'angle CB,A extérieur au second triangle AB,C, c’est-a-dire un angle égal
en grandeur & 'angle de g, et dont le sommet B, s’est déplacé en tournant
autour dupdle A par une rotation de méme sensque’angle de p et égale au
double de cet angle. Le résultat auquel nous sommes ainsi conduit pour
interprétation géométrique du produit

pgp™

concorde d’ailleurs évidemment avec celai du numéro précédent.

h5. 1l devient maintenant facile, d’aprés nos notations, de représenter
symboliquement la position que prendrait un corps déterminé B, aprés
une rotation de grandeur connue, autour d’un axe fixe passant par un ses
points. Pour cela désignons par p un quaternion-unité correspondant a
I'axe de rotation et ayant pour angle la moitié¢ de celui qui indique la
grandeur de la rotation du corps. On aura en désignant par (B,) les di-
verses positions des vecteurs menés aux différents points du corps par
le point fixe, et par (B) les positions primitives de ces vecteurs avant Ja

rotation
{B,) = p(B)p~".

On exprimerait de méme symboliquement la position du méme corps,
aprés plusieurs rotations successives autour d’axes donnés et passant par
le méme point, en formant les divers quaternions p, g... et r correspon-
dant 2 ces rotations, et I’on aurait

Bl=r....q.p[Blp-ig~t.....r %,

Cette formule peut encore étre mise sous la forme suivante :

i 11 1

[B,) = .....¢°p*[Blp ¢ *..... r 2,

P, q... r désignant maintenant les quaternions qui déterminent successi-
vement les axes et les angles de rotation.
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46. 11 résulte de 14 qu'on peut composer autant de rotations succes-
sives qu'on voudra en une seule, car d'aprés un théoréme démontré
(n° 42), on a

K(r.....qp) = KpKg.....Kr;
d’ou ’on déduit

donc sil’on pose
Fouvenn gp = §,
on aura
r... gp[Blpig ... r~! == s[B]s!,

et par suite la premiere formule de I’article précédent devient
[B,] = s(B]s".
La seconde formule de cet article est susceptible de la méme transforma-

tion. En posant

-
— 3
s=r...¢p,

[

Elle devient

(™
[Py

(B,] =s® [B]s °.

Ce qui démontre la proposition énoncée.

fy7. On peut encore obtenir autrement les diverses rotations successives
dont il est ici question. Soient A, B, C,D,...H, K les divers sommets d’un
polygone sphérique quelconque tracé sur une sphére fixe de rayon égal a
I'unité, qui aurait pour centre le point O du corps considéré. Supposons
que la premiére rotation imprimée a ce corps ait pour etfet d’amener en B,
par le chemin AB, le point du corps qui coincidait primitivement avec le
point A de la sphére fixe, et que les autres rotations fassent successive~
ment décrire au méme point les arcs BC, CD,... HK. Lorsque toutes ces
rotations auront été effectuées le point du corps qui coincidait primi-
tivement avec A se sera transporté en K, donc on peut remplacer
toutes les rotations précédentes par deux autres: 'une qui aurait pour
effet de déplacer le corps suivant 'arc AK, et I'autre de le faire en-
saite tourner autour de I'axe OK. Pour déterminer la grandeur de cette
derniére rotation, considérons la droite liée invariablement au corps qui
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avait primitivement la position de la tangente a I'arc AK, menée au
point A. Cette ligne se déplacerait par les diverses rotations effectuées
suivant les arcs AB, BC... et HK, et il est visible qu’on pourrait 'amener
4 devenir successivement tangente & tous ces arcs en faisant effectuer au
corps, autour des rayons oA, oB,... o et oK, des rotations respective—~
ment égales aux suppléments des angles du polygone sphérique, et dans
le sens méme du périmétre de ce polygone. De cette maniére lorsque le
corps sera arrivé a sa derniére position, la droite tangente primitivement
a I'arc AK sera redevenue tangente au méme arc en K. Or on peut sup-
primer toutes les rotations autour des axes oA, 0B,...oH et oK, an moyen
d’une derniére rofation autour de oK égale a la somme des suppléments
des angles du polygone et de sens contraire a la précédente. Si I’'on change
le sens de cetle rotation en retranchant la somme précédente de 2x, on
obtient le théoréme suivant :

Lorsqu’un corps quelconque ayant un point fixe placé au centre d’une
sphere immobile de rayon égal & P'unité, est déplacé successivement au
moyen de diverses rotations effecluées suivant les divers arcs de grand
cercle AB, BC... HK d’ure ligne polygonale ABCD... HK donnée, on peul
toujours faire passer le corps de sa premiére a sa derniére position par
une rotation suivant 'arc de grand cercle AK qui ferme la ligne précé-
dente, suivie d’une seconde rotation dans le sens avec lequel on parcourt
le périmetre AB... KA et dont la grandeur est égale a I’angle qui repré-
sente la surface du polygone sphérique formé,

On sait, en effet que cet angle a précisément pour valeur

an— (x — A) — (= —B) ..... —{z —H) — (= —K),

A, B,... Het K désignant les divers angles du polygone sphérique con-
sidéré.

Remarquons que si les sommets A et K du polygoné venaient a coin-
cider, la premiére rotation deviendrait nulle et la seconde serait encore
égale a la surface du polygone ABC... H.

Le théoréme précédent parait avoir éi¢ découvert par M. Hamilton, qui
y a été conduit par la théorie des quaternions, On voit, par ce qui précéde,
qu'on peut aussi le démontrer par un raisonnement géométrique fondé
sur des considérations tout élémentaires.
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8. Revenons maintenant a ’analyse symbolique, et soient p,q,...s et ¢
les quaternions représentés par les divers cotés AB, BC,... HK, KA du
polygone sphérique précédent. La régle de 1a multiplication donnée (u® &1)
fournira facilement I'arc qui correspond au produit
i

On voit donc d’aprés le théoréme précédent combiné avec celui du
o &4, que cet arc aura pour pdle le point A, et en second lieu, que sa
longueur sera égale & la moitié de I'aire du polygone AB... HK (divisée,
bien entendu, pour rétablir ’homogénéité par le rayon de la sphere égal
aI'unité de longueur).

De 12 résulte immédiatement une construction bien connue et atiribuée,
je crois, & Gudermann, de I'arc qui représente 'aire d'un triangle sphé-
rique, ou de ce qu'on appelle aussi 'excés sphérique. Mais le théoreme
précédent donne la construction générale pour un polygone sphérique
quelconque.

49. La multiplication appliquée au cas important ou les facteurs sont
des vecteurs en nombre quelconque donne lieu & un grand nombre de
conséquences géométriques trés-utiles dans le calcul actuel. Examinons
en premier lieu le cas de la multiplication de trois vecieurs, et supposons
d’abord que ces vecteurs soient perpendiculaires 4 une méme direction
ou, ce qui revient au méme, soient situés dans un méme plan. Comme
origine de chaque vecteur est arbitraire, puisqu’on ne change pas la
valeur d’un vecteur, quand on le déplace parallélement a lui-méme,
imaginons qwon construise un iriangle dont les cotés aient précisément
la direction des vecteurs donnés. Soit ABC ce triangle, le produit qu’il
s'agit d’obtenir dépendra de la valeur du suivant

U(AB.BC. CA).

Or, si 'on méne au point A la tangente AT au cercle circonscrit au
triangle ABC, faisant avec AB un angle égal 4 BCA, on aura
BC BA

=U

UCA AT’
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et par suile
U(BC.CA) = U(BA.AT),
ainsi que
U(AB.BG.CA) = U(AT),
puisque
U(AB. DA) = 1.

On voit douc que la direction de la tangente AT donne I'unilé du qua-
ternion correspondant au produit cherché. Par suite ce quaternion se
réduit & un vecteur qui aurait pour direction AT et pour longueur le
produit numérique de celles des trois vecteurs donnés.

50. On peut interpréter d’'une fagon aussi simple le produit d’'un
nombre quelconque de vecteurs tous situés dans un méme plan. Pour
cela, remarquons d’abord que ce produit se réduit toujours ou & un
vecteur, situé dans le méme plan que les premiers, ou & un quaternion
dont I'axe ne peut 4tre que nul ou perpendiculaire au plan des vec-
teurs. En effet, la multiplication de deux vecteurs donne toujours un
quaternion dont I’axe est perpendiculaire & leur plan, et d’un autre cdté
la multiplication d’'un quaternion par un vecteur perpendiculaire a son
axe donne simplement un vecteur perpendiculaire au méme axe, puis-
que le produit de deux vecteurs perpendiculaires (n° 38) se réduit & un
vecteur.

Supposons maintenant que les vecteurs donnés soient paralléles aux n
cotés d’un polygone ABC... KL, inscrit dans un cercle, et menons par le
sommet A de ce polygone la tangente AT & ce cercle; on aura

U(AB.BC.CD.....KL.LA) = U(AB., BG. CA) U{AC. CD . DA)
..... > U(AK . KL . LA).

Or chacun des produits tels que

U(AB. BC. CA)
équivaut a (n° 49)

) U{AT);
donce

U(AB.BC.CD ..... KL. LA) = (UAT)~.
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Suivant que n sera un nombre pair ou impair, le second membre se réduira
a %=1, ou & =UAT. Par suile le produit des vecteurs donnés sera algé-
brique ou symbolique, selon que le nombre de ces vecteurs sera pair ou
impair, et dans le dernier cas, ce produitécjuivaudra & un vecteur dirigé
parallélement a la tangente AT. Le module du produit sera d’ailleurs égal
au produit numérique des longueurs de tous les facteurs, et I’on recon-
naitra par lequel des signes + ou — il faudra multiplier le produit, sui-
vant la valeur de I’entier n et la maniére dont les sommets BC....KL du
polygone seront disposés par rapport aux diverses diagonales et a la
direction AT choisie pour la tangente.

$1. Supposons que les vecteurs donnés comme facteurs ne soient plus
situés dans un méme plan, mais qu’ils soient encore paralléles aux divers
cOtés d’'un polygone gauche yuelconque inscrit dans une sphére donnée ;
on montrerait de méme, par la décomposition de ce polygone en triangles,
que le produit de tous les vecteurs, qui est égal, a un facteur numérique
prés, & celui des cotés du polygone, sera un quaternion dont I’axe serait
dirigé suivant le rayon Ao de la sphére, ou bien un vecteur parallele & la
tangente AT menée & la méme sphére, suivant que le nombre des facteurs
sera pair ou impair.

832, 1l est par suite aisé de reconnaitre, par le calcul symbolique actuel,
si un point donné M est ou n’est pas sur la surface de la sphére qui passe
par quatre auires points A, B, G et D dont la position est connue. Soient
en effet «, B, y les vecteurs représentés par les droites AB, BC, CD et g, v
les deux vecteurs DM, MA, La condition nécessaire et suffisante pour que
le point M soit sur la sphére circonscrite au quadrilatere ABCD sera ex-
primée par I'équation

ufypy = vpyBea,
qui équivaut a la condition que I'un et ’autre de ces deux produits soit un

vecteur, car chacun d’eux étant égal au conjugué de I'autre multiplié par
— 1, il faut que leurs parties algébrignes soient nulles.

Sil’on pose

afyd = p,
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en désignant par § le vectear DA, 'équation précédente peut étre mise
sous cette forme qu’on obtient d’ailleurs directement

Spdpy = 0.

or p est un quaternion dont I'axe est dirigé suivant le rayon Ao de la
sphére circonscrite au quadrilatére ABCD et duv est un vecteur tangent en
A (n° 49) au cercle AMD, la condition précédente revient donc & exprimer
que ce vecteur est perpendiculaire & Ao, ce qui est la condition nécessaire
et suffisante pour que le point M soit sur la sphére de centre o, circonscrite
au quadrilatére ABCD.

Il serail aussi facile, en partant de 13, de trouver en coordonnées ordi-
naires I'équation dela sphére précédente, ainsi que celle du plan tangent
a cette sphére mené par le point A. Il suffirait pour arriver a cette der-
niére équation de faire dans les précédents p.=09 et de considérer v comme
un vecteur quelconque situé dans le plan tangent.

53. Occupons-nous maintenant d’établir quelques identités importantes
auxquelles donne lieu la considération des produits de plusieurs vecteurs.

Soient d’abord «, #, y trois vecteurs ayant une méme origine; leur pro-
duit donnera un quaternion composé en général de deux parties, qui
sont susceptibles d’étre exprimées par des formules simples et d’un usage
fréquent.

On aura en premier lieu
Vafly = aSBy — BSey + ySa8,
qui revient aussi a celle-ci
VaVBy = V(VyB . a) = ySuf —@8ya,

Or, pour établir cette derniére formule, il suffit de remarquer qu’on

a (6)

ViaVRi) = 3 (4VBy —VBy.o) =

Lol =~

(ay — re) = 5 (s8 + By — 5 By + 1),

et par suite
V.aVBy = ySafl — 3Szy.
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On peut encore démontrer directement la premiére des identités préce-
dentes en faisant cette suite de transformations.

On a
Vay = g (ay -+ 1Pa)
car
afy -+ 1Ba = 2SPy |- uVPy — VBy.a =28y -+ 2VaViy — 2Vafy,

or

1 L1 1 1 .

5 (081 188) = 5 olBy -+ ¥B) — 5 (a7 + 1) + 5 1(oB -+ )
donc

Vafy = aSBy — fSay -+ ySaB.

On voit par suite que la partie symbolique du produit de trois vecteurs
ne change pas, quand on permute entre eux les facteurs extrémes, et qu’on
a toujours

Vafy = Vyfa,

On déduirait encore facilement de la méme identité les suivantes, qu'il
est utile de remarquer

Voly - Vyu = 2ySaB
Vay 4 VBya = 2488y
VaPy + VBya + Vyaf = aSfly 4 pSay +- y8af.

54. Les formules précédentes subsistent évidemment lorsque les vec-
teurs a, (3 et y sont dans un méme plan. On aura donc dans ce cas

aVpy = ySaf — 3Say.

Si 'on désigne par A, B et C les angles que font ces vecteurs avec une
droite quelconque tracée dans leur plan, cette identité donnera les deux
suivantes :

sin A sin (B—C)=cos C cos (A — B} —cos B ¢cos (G— A)
— ¢0s A sin (B — C) == sin G cos (A — B) — sin B cos (C—A).

Ces formules se transforment en deux auntres, en changeant B et C en

™ T
—+Bet =~ Cs cesont
z+Bets+
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sin A sin (B— C)-}-sinB sin (C— A) -+ sin C sin (A — B) =0
cosA sin (B— C) + cosB sin (C — A) -} cosC sin (A —B) =0,

et comme l'origine des arcs est arbitraire, on peut diminuer dans ces
formules tous les angles de I’angle D, ce qui donne

sin (A — D) sin (B— C) - sin (B—D) sin (C — A) 4 sin (C—D) sin{A —B) =0
cos{A —D) sin (B-—— C) +} cos(B—D) sin {C — A) 4- cos{C —D) sin(A —B) = 0.

Toutes ces identités bien connues sont, comme on voit, des cohséquen-

ces immédiates de cette premiére
aV@y = ySuff — ESay.

85, La partie algébrique du produit précédent o2y est susceptible d'une
interprétation géométrique remarquable; elle exprime en effet le volume
du parallélipipéde qui aurait ses arétes paralléles aux vecteurs a, 3 et y,
ou encore, cé qui revient au méme, le sextuple de celui de la pyramide
triangulaire qui aurait ses arétes paralléles aux mémes vecteurs. Cette pro-

position devient évidente si I'on remarque que la base du parallélipipéde
précédent comprise entre les vecteurs 8 et y, a pour expression

TVBy
et que la hauteur correspondant a cette base est
SaUVBy.
Le volume du paraliélipipede est done
Safy.

Ce volume est d’ailleurs susceptible d’avoir un signe selon I'ordre dans
lequel sont disposés les facteurs, car on a évidemment

' Safy == ~ SayB,
puisque

VBy=—WyB,
on aura en général

Sofy==S8Bya==Syaf et SyBa= SPay==Sayf=— Safy.
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56. On démontrerait, & I'aide de considérations géométriques élémen-
taires,que le volume Safy est aussi équivalent au sextuple de celui du té-
traédre qui aurait trois quelconques de ses aréles paralléles aux mémes
vecteurs «, 3 et y. Remarquons aussi que la méme expression est égale au
produit de la plus courle distance de deux arétes opposées du tétraedre
précédent multipliées parlaire du parallélogramme construit avec les mé-
mes arétes, Ainsisoient « et deux arétes opposées d'un tétraédre ety 'une
des arétes qui les joint, en appelant d la longueur de la plus courte dis-
tance des arétes « et 3, on aura

d >< TVaf = Say.
Cela résulte en effet de ce qu'on a immédiatement
d = SyUVa.

Cette expression tres-simple de la distance de deux droites, coincide
d’ailleurs avec celle qu'on emploie ordinairement dans la géométrie
analytique.

87. On voit facilement, d'aprés ce qui précéde, quelle est la condition
nécessaire et suffisante pour que le produit agébrique

Safy,

devienne nul, lorsque les vecteurs sont eux-mémes finis. Cette condition
est que les vecteurs soient tous paralleles & un méme plan. A l'aide de
cette remarque on peut souvent simplifier les produits algébriques de trois
sommes de vecteurs qui auraient des parties communes.

Ainsi I'on aurait identiquement

Sa(B+8) (& + B +- 8+ 1) == Safy +- Sady = Sa(B +- 3,

el en général

St{aa +- 08) (cx - dB +- ey) = beSay,

a, b, ¢, d et e désignant des quantités numériques quelconques
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58. SiI'on exprimait sous la forme symbolique normale ordinaire les
trois vecteurs «, 3, y et qu'on ett, par exemple

a=qt b -+ck
B=ai b5 -k
v=a"i-}- 5+ "k,

on trouverait, en effectuant les calculs nécessaires

{
!

45 j b(@a” 4 BB - c'c") — Blaa” 4 Bb" + cc") + b'{ad - Bb' - ec’ }
1 clda” 4+ ¥b" + c'e”) — c(aa” -+ BB+ cc”) + o+ B8 e }

et
~— Safiy = a(b'c” — ¢'b") — b(c'a” — d¢") - e(at” — ba’),

la premiére de ces deux équations démontre la formule
Vofly = uSBy — #Say 4~ v5af,

et la seconde donne 'expression connue du volume d’un parallélipipede
en fonctions des projections de ses cotés sur trois axes rectangulaires quel-
conques, Nous retrouvons ainsi, comme vérification, quelques-uns des
résultats précédents.

59. Etudions maintenant le produit des parties symboliques de deux
quaternions obtenus chacun par la multiplication de deux vecteurs, On
fera usage, pour obtenir ce produit, des formules suivantes, d’une grande
importance dans le calcul actuel

V{VefVy3) = aS8yS — pSayd — Bafy — ySafid
S(VafVy) = SadSBy — SaySES.

La premiére de ces formules se déduit immédiatement de la seconde de
celles dun° 53. En effet, on a

VAVy8) == 8Shy — ySA3.

X étant un vecteur guelconque, faisons dans cette formule A== Vap, il

viendra
V{Vaf . Vy3) = 8Sufy — ySafs,
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On dédairait de méme de la formule
V{pVB=) = aSp — 3Spa.
En remplagant le vecteur arbitraire p. par V43, celle-ci :
V(Vy3. VBa) = V(VaB. Vy8) = aSy3f — BSydx = aSBys — BSuyd.

On pourrait encore établir la mdmo formule au moyen des deux sui-
vantes :
V(2BVyS) = aS£y3 — Blay8 - V384
V(aBVys) = Vy8Sa2 4 V(VaB.Vyi),

d’ol on tire immédiatement
V(VaB. Vy8) = 8343 — BSmy3,

et par une simple permutation de lettres, on obtiendrait encore
V(VaBVy3) == 8SaPy — ySaBa.

60. SiI'on supposait dans cette formule que 'un des deux premiers vec-
teurs, « ou 3, fit égal & 'un des deux autres, 8 ou y, le second membre se
simplifierait et se réduirait & un seul terme. Ainsi on aurait en posant, par
exemple, o =4,

V (VaRVya) = aSafy
on aurait de méme
V{(VafVay) = — aSafy.

61. Pour établir la seconde formule relative au produit algébrique des
vecteurs précédents, nous remarquerons qu'on a
8c3y8 = SuBSy6 -+ S(VaBVy3),
or, par un autre développement du méme produit, on aura

Safyd == SaVByd = Sa(BSyd — ySES 4 3SBy)
= Saf.5y8 —~ Soy . SPy + Sad.Spy.

On conclura donc de ces deux identités la snivante, qui est celle
qu'il s’agit d'établir :
S(VaBVy3) = Sad.SBy — Say.SEA.

Le second membre de cette formule se réduit & un seul terme, lorsque I’un
6
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des vecteurs, « ou §3, est perpendiculaire & I'un des deux autres, 5 ou 3.
Ainsi, si « était perpendiculaire a y, ou a J, on aurait

S(VafVy3) = Sad. Spy
ou
= — Buy. 538,

et la méme réduction aurait lieu si 8 était perpendiculaire adoua 5.

62. L’identité précédente n’est autre chose que la traduction de ce
théoreme de trigonométrie énoncé par Gauss, au commencement de son
célebre mémoire sur les surfaces : si ABCD est un quadrilatére sphérique
formé par quatre arcs de grand cercle, el que M soit 'angle que font les
arcs AB et CD a lear rencontre, on aura

sin AB. sin CD cos M = cos AC cos BD — cos AD cos BC,

C’est ce qu’on voit immédiatement en représcntant par «, f3, y et ¢ les
rayons de la sphére précédente qui aboutissent respectivement aux som-
mets A, B, C et D du quadrilatere.

63. On peut déduire encore de la méme idenlité cette autre, qui me
parail curieuse et digne d’étre remarquée :

S[Vap. Vyd 4 Vay. V3B + Vad ., Vy] =0.
En effet, on a, d’aprés la formule précédente,

S(VaP . V43) = Sad. 887 — Sy . 565
S(Vay. V3B) == S«ff .Sy — S«8.8yB
8(Vas. VBy) = Soy .88} — SuB.Siy

d’ol on déduit, en ajoutant membre a membre ces trois équations, la for-
mule précédente, en remarquant que les six termes de ces seconds mem-
bres se détruisent deux A deux dans I’addition.

6. Cette formule peut aussi se traduire par le théoréme de trigono-
métrie suivant : soit ABCD un quadrilatére sphérique formé par quatre
arcs de grand cercle quelconque ; désignons par M, N et P les angles que
formeraient respectivement par leur intersection

AB et CD, AC ot BD ef AD avec BC.
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on aura toujours identiquement
sin AB. sin CD cos M - sin AC sin BD cos N +sin AD. sin BC cos P =0.

Dans le cas ou les quatre points A, B, C et D seraient sur un méme grand
cercle, les angles M, N et P seraient nuls, et on retrouverait ainst une for-
mule déja obtenue (54) qu'on peut aussi écrire dans ce cas :

sin AB. sint CD -~ sin AC. sin BD -} sin AD. sin BC=0.

En déplacant le point A sur le méme cercle & une distance % de la pre-

miére, on aurait aussi

cos AB. sin CD -+ cos AC. sin BD + cos AD. sin BC= 0.

65. Les théorémes relatifs & la multiplication des quateruions, exposés
aux numéros 44 et 42, conduisent aussi trés-facilement aux relations fon-
damentales de la trigonométrie sphérique. En effet, soient ABC et AB'C
deux triangles sphériques polaires; «, B, y, o, B et ' les vecteurs corres-
pondants aux sommets de ces triangles; désignons aussi, selon "habitude,
par a, b, ¢, A, B et C les cdtés et les angles du premier triangle ABC, les
éléments pareils du second triangle seront, comme on sait, 1 — A, t — B,
r—C,n—a, x—>b et x—¢; et soient de plus p, ¢, r,p/, ¢" et ¢’ les quater-
nions représentés par les ares BC, CA, BA, B'C/, C'A’ et B'A’, on aura

p = — 6y = cosa — sina.«,
g = — 12 cosd — sind .6,
r = — 6a cose - sinec.v,
= — 6y = — cosA }-sinA.aq,
V= — yo — cosB -sinB. 8§,
= — cosG — sinC..

I

r — = 6o
et de plus,
r=pg et 1 :p’q’,
on aura donc

cose--siney' =(cosa — sina.¥)(cosb—sind. 8) = cosacosd 4+ sinasinbSdE',
— cosasind.8 — cosbsina.o,
-}~ sinasindVa'e,
= cosacosd + sinasinbcosC — cosasind.6 — cosbsina.a |
.-}~ sina sinhVd's,
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et

—c08 C—sinC, y==(cosA—sinA . o) (cos B—sinB . 6)=cos A cosB-}-sin A sin BS a6
—cos Asin B.6—cosBsinA. «-}- sin A sin BVa6
= cosA cosB—sig A sinB cosc — cos AsinBé - cosBsinAx-}- sinAsin B Va8,

66. On tire de ces derniéres équations, en prenant les parties algé-
briques des deux membres de chacune d’elles,

cos¢
— cosC

cosa cosb 4 sinasinbcos G,
cos A cosB — sin AsinB¢ose.

On aurait de méme, en égalant les parties symboliques de la premiére
équation,
sine.y -4 cosasiné . 8 4- cosbsing. o' —sinasinbVa'6' = o,

équation qui peut aussi se mettre sous la forme suivante :
Va6 4 cosaVyz - cosbVéy — sinasindsinC.y = 0.
Multipliant la premiére par S. V«'f' et la secﬁnde par S.y, il viendra :
sineS«8y - sinasind sin*G =0,
° Suby -} sinasindsinG = 0.
On tire de ces deux équations, d’abord
sinasin 8sin ¢ Su6y' = — Saby’,

qui exprime une relation remarquable entre les volumes des paralléli-
pipédes construits sur les rayons qui aboutissent aux sommets de chacun
des triangles polaires. On obtient ensuile par une simple permutation
entre les lettres :

— 8aby = Sy6x — sinasinésinC ==sinbsinesin A = sincsinasinB.
ce qui donne les relations trés-simples

sinA _ sinB_ sinG __ Sy6a __ S«6y

sina ~ sinb sinc  sinasinbsine  Saby

La méme équation symbolique

sine. ' 4+ cosasind.€ -} cosbsina.e’ ==sinasinbVa'd
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donne aussi, cn la muitipliant parS. &/,
sine cos B-}-cos asinbcosC — sinacosd = 0,

et cette derniérc fournit, en divisant tous ses termes par sin b et en rem-
sin G

S ’équation connue

plaqant p re

cotdsina = cosa cosG - sinCcotB.

Nous retrouvons ainsi, comme on voit, presque immédiatement, les
principales formules de la trigonométrie sphérique.

67. Considérons maintenant trois vecteurs obtenus respectivement cha-
cun par la multiplication de deux autres, et que nous désignerons ainsi :

Vaf VBy et Vyd

et cherchons a exprimer la partie algébrique de leur produit. On trouvera
qu’elle s’obtient & 'aide de la formule suivante :

S(VaB. V@y. Vy3) = Sad. (B —SBy) 4 SBy(SapSty 4 SaySp)
— B2, Sxy. S8y~ y*Saf . SE0.
En effet, on a
S(a86y y8) = 6"y*Sad = SabS6ySYS + S«bS(VEy. Vyd)

- SEyS(Vab. V)
+ SY85(Vab. VBy) - S(VaB.VEy . Vyd)

d’ou on tire, en appliquant dans le second membre }a formule (64),

8(Va6.V6y. Vy&) ==6**Sa8 — Sab. S6y . Syd— *5ub. 563 — 6°Sy3 . Say — S6y.Sad. S6y
- 8a6. S6y.8y3 |- S6y. Say. 868 - Sy5.5a6.S6y

= Sa3, (6** — S6y) -+ S6y.(Su6. S8y + Say.536)
— 62, Say . S8y — ¥2Sa6. 586,

ce qui est la formule qu’il s’agissait d’obtenir. On voit qu’elle ne renferme
dans son développement que six termes et qu’elle est symétrique par rap-
port & z etd 3, ainsi que par rapport et 2y, On aurait donc par exemple

S(Vab. V3y. V6y) = S(V86. Vay. Véy)
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— 56 —
68. On serait conduit & la méme formule en développant le produit

suivant
Saby. S8
au moyen de la formule

S{aby . y65) = 64?Su’ = Saby. 5165 - S(Vaby. Vy63)
gui donne

Saby . 5768 = 6°*Sad — S(aS6y — 6Swy + ySu6) (yS63 — 6Sy3 4 35y6)

= Sad, (6%y* — 56y’) + S6y. (SuB. 83y + Sey.S556)
— 878y . 83y — 1806 563,

69. L’égalité des deux formules précédentes donne I'identité remar—

guable
S(Va6 . V6y . Vy3) — Saby. Sy6l.

Si on fait en particulier & = 3, cette derniére devient
(Saby)® = S{VaB . Vay.Vy6) = S(Vab.VEy. Sey)
= a*S_G? + G’S?fa 4+ y"%z — 282886vySyx —— a?6%y2.
L'identité
Saby' = — SVaB.V6y. Vyz,

se confond d’ailleurs, ainsi qu’il est facile de s’en assurer, avec I'une
des formules déja obtenues au n° 66.

70. En désignant par «, B, y, ¢ et ¢ cinq vecteurs quelconques, I'ap-
plication des formules précédentes donnera les deux équations

Sade 368 — Sub (8_852 — 8252) S8 (SadSBe - SeaS8d) |- 8250eS6: - £25a8568 ,
Sy8e? == 12 (S8 — 8%} — 283 Sy3Sye + 3:5y¢” 42 Sy3,
d’olt on tire, en retranchant membre & membre la seconde de la pre-
miére,
Sade 583 — Syde” = (8a6 — y?){88e" — %) — 9B¢ (Sud 362 - Sare 65 — 2SY8Sye) -
-+ 8’(50!5 56: — —ST(?.Q) - ¢* (515558 —_— S_Yb‘i)

1l est utile de remarquer que tous les {ermes du second membre de
cette formule, que nous aurons & appliquer plus loin, sont du second de-
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gre par rapport aux vecteurs «, 3 et , et que ce membre se compose de
deux parties; I'une contient en facteur le binbme

Sab — y%,
et I'autre est formée en combinant deux & deux les produits algébriques
Sad, Sae, SG3, S6:, Sy8 et Sye.
74. L'expression précédente
Sad:S6% — Sydc

est encore susceptible d’étre mise sous une autre forme trés-simple. En
effet, on a (17, 59 et 60)

VIV(Y - ea) V{ye 4 86)] = V (V8 Vye - Vy8V36 - VeaVye - Vea V36)
= — ySyde — 88y36 - =Saye - €Sudb |- aS6as.

d’olt on tire, en multipliant membre & membre par S . Ve,
S(V3V(y8 + cx)V(ye } 86)) — Sxde§63s — SydeSyde.

Toules ces identités, qui correspondent & des théorémes géométriques
remarquables, nous seront utiles dans les applications de cetie théorie &
I'étude des surfaces qui font I'objet principal de la section suivante :
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SECTION TROISIEME.

DZS APPLICATIONS DU CALCUL A LA GEOMETRIE.

72. Nous étudicrons dans cette section quelques-unes des propriélés
générales des lignes courbes menées dans.I’espace d'unc mani¢re quel-
conque, ainsi que quelques points importants de la théorie des surfaces.

Soient x, y et z les coordonnées d’un point variable quelconque rap-
porté a trois axes coordonnés fixes donnés, nous représenterons ce point
par le vecteur p, défini par 'équation symbolique

p=uxi + yj -} zk.

Si I'on suppose que x, y et z soient des fonctions d’une seule variable
indépendante ¢, p sera aussi une fonction bien déterminée de la méme
variable et donnera, par la variation continue de ¢, tous les points d’une
courbe bien déterminée dont cette fonction symbolique servira i faire
connaitre les diverses propriéiés,

La marche & suivre ne s’¢loigne pas d’ailleurs de celle de I'analyse
ordinaire. Ainsi la corde ¢ joignant deux points de la courbe définis par
les vecteurs p et p, serait exprimée par

¢ =p, —p=(z, — z)i -+ (y, =y + (3, — 2)%.

73. Par suite, la direction de la tangente au point p sera donnée par la
formule

do _dx . dy. dz
=@ Tl gk
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La distance de l'origine des coordonnées a celte tangente sera

dp

TV
dp\ < dt)
o) ="
dt

de méme la projection du vecteur p sur cette tangente serait

7h. Les directions de deux tangentes successives étant

dp P ! /3
dt =, et + + dtz =p' - p"dt,

la perpendiculaire au plan déterminé par ces deux directions, ou la direc-
tion normale au plan osculateur, an point p de la courbe sera donnée par
'expression

Vo'l ;- p"dt)  ou par  d¢V %,—

La longueur du dernier vecteur étant évidemment égale au sinus de
I'angle des tangentes précédentes, et par conséquent a cet angle lui-méme,
en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur au premier, on ob-
tiendra, en divisant ce vecteur par dp, qui lui est perpendiculaire, la direc-
tion du rayon de courbure, et le module du quotient sera égal a 'inverse
de ce rayon. Ainsi une longueur égale & l'inverse du rayon de courbure,
portée dans un sens contraire a celui de ce rayon, aura pour expression
compléte, comme il est facile de s’en assurer (n° 29),

La longueur du rayon de courbure portée dans le sens méme du rayon

serait donc
7 ()
PrV PI T TP ( dt ’
ce qui s’accorde avec la formule connue.
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Remarquons que si I'on prenait pour variable indépendante I'arc de
la courbe, compté a partu‘ d’un point donné de cette courbe, on aurait

TP:1’P :UP et p :dUp , 6l comme SUp'dUp —d(Up’) _0 on

voit que p” sera perpendiculaire a g'.

Il est utile de remarquer qu’en général p étant un vecteur variable, dUp
est perpendiculaire & Up, ce qui résulte immédiaterent de la différencia-
tion de I'équation (Up)' = — 1, qui donne S(Up. dUp)=0.

La premiére des expressions précédentes deviendra donc — o”, et la se-

. . - i
conde, qui donne le rayon de courbure, se réduira aussi & — (-—,,)
P

75. Pour avoir I'angle infiniment petit de deux plans osculateurs suc-
cessifs, il suffit de méme de considérer les directions des deux perpendi-
culaires a ces plans

VPIPII et VP P” + dvpl [/ . fo " + dtvp! i
et de déterminer le vecteur-quotient de ces deux lignes. On aura pour I'ex-
pression de ce vecteur

nw I LN 4
v wee” _ dV(Vee”. Vo)
Vp p TVp'p”

Développant le numérateur du second membre suivant la formule du
n° 60, il viendra pour Pexpression de 1'angle cherché, qu’on appelle
Y'angle de torsion, au point p
de Se”p e
T'Vp/pll“

76. L’angle que nous venons de calculer est donné par une longueur
portée dans la direction de la tangente dp & la courbe considérée; si I'on
divisait par dp la ligne précédente, on obtiendrait un quotient purement
numérique, qui est ce qu'on appelle I'inverse du rayon de seconde cour-
bure et dont la valeur est, comme on voit,

SPIIIPI/ ’
TVPI Il

'b
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77. Les directions de deux rayons de courbure successifs seront, d’apres
ce qui précéde (74),
dUg  dUp , d'U¢
dr dt Uar

I'angle infiniment petit formé par ces deux rayons sera donc donné par

a*Up’
det

duy’’

at

dtv

cet angle étant porté sur une ligne perpendiculaire au plan mené par les
deux rayons de courbure consécutifs.

Mais on peut encore trouver une autre expression du méme vecteur
en prenant pour direction de ces rayons de courbure (74)

PV et eV de 1 PYVe"Y Ve |,
ce qui donpe pour la valeur de I’angle cherché

IVPIII s ”VP” 4 'V'PlllP pll
v (/ 7t 7 ://) dtiv u: v_/;'
AL A Vp T P

Or dtV P et dtV ——= 2:2,,;, sont (74 et '78) des longueurs égales aux angles de
contmgence et de torsion de la courbe portées respectivement, la premiére
sur la normale au plan osculateur, et la seconde sur la direction de la tan-
gente a la courbe. Cette formule, qui donne en méme temps I'angle des
rayons de courbure et la direction de la perpendiculaire & ces rayons,

équivaut & deux théorémes découverts par Lancret.

78. La formule qui donne la distance de deux droites (56), appliquée
au cas ot les droites sont infiniment voisines, conduit dans la théorie des
courbes et des surfaces & quelques résultats intéressants. Pour en donner
un exemple, proposons-nous, comme 1’a fait M. Bouquet, de chercher
Pordre infinitésimal de la distance de deux tangentes successives & une
courbe donnée. Soit p le vecteur d’un point de la courbe, la tangente en
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ce point aura pour direction ¢/, et celle de la tangente suivante serait
o+ p"dt, et comme la distance Ap des points de contact peut éire mise,
par le développement en série, sous la forme

17 "

Ap=gat L 1—95 () + 5 92 5 (8 - etc.

On voit qu’il faut absolument tenir compte dans ’expression de Ap des
termes du troisiéme ordre pour que la distance cherchée

apUVp'(p' - p"dt) == ApUVp'p”

ne soit pas nulle. Cette distance devient donc,.en tenant compte des termes
de cet ordre,

At i " r_ i
EG—)p UVep" =

Dans le cas ou la distance des tangentes serait partout du quatriéme
ordre, cette courbe satisferait & I’équation différentielle

SP’ P/I Plll — O,
laquelle équivaut a
VPIP”,
V W — 0-

Or (38) le vecteur Vpp” est la fonction dérivée de Vp'p”. Donc on aura par
I'intégration (34)
UVee” =Ty,

v désignant un vecteur constant. Le plan osculateur de la courbe actuelle
serait donc constant, par suite la courbe serait plane, et la distance de
ses tangentes, rigoureusement nl'llle.

79. Abordons maintenant quelques points de la théorie des surfaces.
Désignons encore par p le vecteur d’un point d'une surface, ici p sera une
fonction de deux variables indépendantes quelconques exprimées ou sous-
entendues, que nous désignerons toujours dans ce qui va suivre par les
letires uetv; les diverses valeurs attribuées & ces variables délermineront
sur la surface deux systémes de courbes que nous appellerons (U) et (V), et
quis’obtiendront en faisant varier, pour tracer les courbes de chaque sys-
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téme, I'une des variables, l'autre restant constante. Ainsi, dans cha-
cune des courbes (U) la quantité v variera seule, et, au contraire, ce
sera la variable # qui seule changera dans chacune des courbes de I'autre
systéme (V). La variation totale dp correspondant 4 un déplacement infi-
niment petit quelconque du vecteur o sera par suite composée de deux

parties, et 'on aura
— (% dp
dp= (zr) du + (%) dv.

(g%) et (Z—S) désignant deux vecteurs qui sont les dérivées partielles du

vecteur p par rapport & chacune des variables indépendantes. En éta-
blissant une relation quelconque entre les variables u et v, p deviendrait
fonction d’une seule variable, et 'extrémité dep décrirait alors une courbe
assujettie & rester sur la surface. En supposant, par exemple, que v soit
une fonction donnée de u, on aurait pour I’élément de la courbe corres-
pondant a cette fonction

__{ fdp\ -, 7dp\ [dv
e = { (5e) * (@) @)}
. .o dy .
Quelle que soit la fonction v et sa dérivée algébrique E?u il est visible

que I’élément dp demeurera toujours dans un méme plan, perpendiculaire

au vecleur
dp dP)
(@) @)

Ce sera le plan tangent & la surface an point p, et le vecteur précédent
aura la direction de la normale & la surface au méme point.

80. Les diverses courbes qu’on peut tracer d’'un méme point sur une
surface donnée, présentent dans le voisinage de ce point quelques pro-
priétés remarquables, et qui sont maintenant bien connues. Pour les
étudier, posouns

dp __ dp

=P BT
de _ d _ d’p
=" = Yt @mTh

P, g, 7, s €t t étant des vecteurs bien définis et fonclions de u et de v. Pour
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obtenir une courbe quelconque de la surface, supposons que u et  soient
fonctions d'une méme variable, et désignons par o', v/, u” et v"... les dé-
rivées de ces deux fonctions par rapport a cette seule nouvelle variable
indépendante, Pinverse du rayon de courbure, ou la courbure dela ligne
comptée sur la direction de ce rayon, sera pour la ligne considérée, en
faisant pour plus de simplicité 'élément dt="Tdp

p" = pu” 4 qv” - ru? - sy’ - 02,
Donc la projection de cette courbure sur la normale sera
Svp” == Svr.u* 4 28vs. UV 4 Svt .07,

en posant
v="Upg,

v étant la direction de la normale & la surface au point p, ce qui donne
Svp=8vg = 0.

La formule précédente montre que la projection de la courbure sur Ja
normale ne dépend en chaque point que des valeurs de ¢’ et »' ou de la
direction de la tangente, d’ou’on conclut facilement, en remplacant la
courbure par l'inverse du rayon de courbure, le théoréme connu de
Meusnier.

81. L’équation précédente donne aussi le moyen de discuter avec la
plus grande facilité les valeurs des diverses courbures, ou, ce qui revient
au méme, celles des rayons de courbure de la surface, et conduit aux
théorémes bien connus d’Euler que nous ne rappellerons pas ici; on en
déduit encore I'équation des lignes de courbure, en définissant ces lignes
par la propriété qu’elles ont de déterminer en chaque point suivant la
normale un rayon de courbure maximum ou minimum. En effet, on a

do =pdu + qdv on ¢ =pi/-}-¢qv.

Prenant toujours pour unique variable indépendante la longueur de la
courbe, et faisant Tp'=1, appelant de plus R le rayon de courbure va-
riable dirigé suivant la normale en chague point dela courbe, on aura

=P 4 B8pgv v = — 1
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et
Svr. w2 - 28vs. ' | Syt v®

_— s L R—i -_— .
* P 4 98pg W - g

Le dénominateur, égal & —4, est mis dans cette derniére formule par

raison d’homogénéité. On voit que par ce moyen la valeur de R ne dépend
!/

v dv . . . . .
plus que du rapport LBt il devient par suite facile de déterminer

quelles sont les valeurs de ce rapport qui rendent R maximum ou mi-
nimum. On trouve en effet, soit par la différenciation, soit par 'application
d’une théorie élémentaire connue, qu’'en posant

A="8vr—p*.R!
B —=S8vs— Spg.R*
C:Svt—qg.R—‘

les deux rayons de courbure en chaque point de la surface seront donnés
par 'équation du second degré

B*—AC=0,

et par suite l'équation différentielle de chacune des lignes de cour-
bure sera

v B do_ A
- ¢ M WTTR
'une et 'autre des deux lignes étant obtenues en remplagant successive-
ment dans les seconds membres R par ses deux valeurs tirées de 'équation

du second degré précédente.

82. On peut aussi trouver I'équation des lignes de courbure en élimi-
rant R™ entre les équations

Ce qui donne, en égalant les deux valeurs de R™ qu’on en tire

dv 'dv
. Svt . 0 + Svs B Svs d_u 4 Svr

’

dv = . dv .
¢ +87 Speg 4P
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d’ou P'on déduit I'équation suivante, en remplagant v par Vpg :

dv\? dv
(SpgSpgt — ¢*Spgs) (d—) +(p*Spgt— ¢*Spgr) 5~ + p"Spgs — SpgSpgr =0

U
gu’on peut aussi mettre sous la forme plus symétrique

(p*Spgs — SpgSpgr)u® + (p*Spgt — ¢*Spgru'y’ - (SpgSpgt — ¢*Spgsjy* = 0,

ce qui est I'équation générale des lignes de courbure sur une surface
quelconque.

83. On peut vérifier facilement au moyen de cette équation que les
deux lignes différentes de chaque systéme qui passent par un méme point
se coupent toujours & angle droit. En effet, désignons par o, et ¢, les deux

dv ., " . , . . .
valeurs de 7 tirées de I’équation précédente pour un point déterminé de

la surface et formons I'expression

S(p-+ g2} (P 99.) = P* 4 8pg (e, -+ 92) -+ ey
Remarquons ensuite qu'on a, d’aprés I'équation précédente,

y . @*Svr—p?8w¢
PrT P = SpgSvt '_""_qgs %
et
__ P*Svs — SpqSvr
P = st — g5

On aura donc

__ P(SpgSvt—g®8vs)+Spg(g*Svr — p*Sve) 4 g*(p*Svs—SpgSvr)
S(p+g9.) (P+99:)= SpgSt— g

.

Le numérateur du second membre étant identiquement nul, on voit que
les deux éléments des lignes de courbure qui passent au point considéré
et dont les directions sont respectivement p - g¢, et p-i-qo, sont perpen-
diculaires entre eux.

84. On peut encore mettre I'équation des lignes de courbure sous une
autre forme trés-simple. En effet, on a

Sv(rdu -} sdv)Sq{pdu - gdv) = Sv(sdu -} tdv)Sp(pdu + gdv).
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Or chacun des membres de celte équation peut se transformer, en re-
marquant gue pdu -+qdv=4dp et que v est perpendiculaire d pet 4 ¢. On a
ainsi (n° 61)

Sv(rdu + sdv)Sqdp = S(Vvdp Nglrdu + sdv))
et
Sv(sdu - tdv)Spdp = S(Vvdp Vplsdu + :dv)).

Or on a aussi
dVpq = Vp(sdu +- tdv) + V{rdu + dv)g = vdTVpg 4 dvTVpgq.
Donc 'équation précédente peut se mettre sous la forme
S(Vvdp.dVpg) = Svdpdy = 0,

qui montre que les directions de deux normales consécutives v ety + dv
sont toujours le long d’une méme ligne de courbure, dans un méme plan,
avec V'élément dp de cette ligne, et par suite, se rencontrent toujours.

En partant de cette propriété, qui caractérise les lignes de courbure
d’une surface, et par suite de I'équation différentielle précédente qui y
correspond, et en refaisant un calcul inverse de celoi que nous venons de
faire, on retrouvera évidemment tous les résultats que nous avions obtenus
tout d’abord.

85. Parmi les applications immédiates qu’on peut faire de ’équation
Svdvdp =0,

nous remarquerons ce théoréme connu. Si deux surfaces se rencon-
trent suivant une de leurs lignes de courbure, elles se coupent partout
suivant le méme angle. En cffet, en désignant par v ety les normales aux
deux surfaces en 'un de leurs points communs, on aura & la fois

Svdvde =0 Svdv'dp =0,

Or, dUy situé dans le plan qui contient v et v 4 dv, et qui est perpendi-
culaire & Uy (31) sera paralléle & dp, et par suite, perpendiculaire & Uy,
de méme dU,)’ sera perpendiculaire & Uy. On a donc

SdUvUv =0

et
SUvdUv =0,
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et par suite
dSUvUY = 0,

D’ou I'ontire, en inlégrant,
SUvUY' = constante.

Ce qu'il fallait démontrer. On voit aussi que réciproquement si deux
surfaces se coupent suivant un angle constant, et que la ligne d’intersec-
tion soit une des lignes de courbure de 'une des surfaces, elle sera aussi
une ligne de courbure de 'autre.

86. Reprenons I’équation du n® 81
B2—AC=0

qgui sert a déterminer pour chaque point de la surface les deux rayons de
courbure principaux. Désignons par M le produit des inverses de ces
rayons; I'équation précédente donnera facilement la valeur de M. On
trouve immédiatement en effet

M{Spq" — p'g®) = S5 — SwSut,

Orona
v=UVpg
et
s ] _ — 2 2
Vpg =Spg — p’q
ou

— —]
TVpg = p*¢* — Spq ;
on aura donc
—3 -2
M(p%q* — Spg’)” = SpgrSpgt — Spys -

87. Pour montrer la signification géométrique de l'expression M, dont
nous venons de calculer la valeur, nous appellerons, d’aprés Gauss, mesure
de la courbure de la surface en un de ses points, le rapport de 'angle solide
formé par les paralléles aux diverses normales menéesle long d’une conrbe
infiniment petitc enveloppant le poiant et de I'aire comprise par cette courbe
sur la surface; ou encore, ce qui revient au méme, si on mene des paral-
léles & ces normales par le centre d’une sphére de rayon égal & 1'unité, nous
appellerons mesure de la courbure au point considéré la limite du rapport
de l'aire formée sur la sphére a celle tracée sur la surface.
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D'apreés cette définition, pour trouver U'expression générale de celte
mesure, considérons trois points infiniment voisins de la surface, savoir
ceux qui sont définis par les trois vecteurs

ey e pdu, o+ gdv,

les normales correspondant & ces trois points auront respectivement pour
direction
Vpg,  V(p+-rdu) (g-+sdu),  V(p+sdv) (g +-tdv)

Vpg, Vpg+ duV(ps+-rq) et Vpg -+ dvVipt 1 sq};

ou

P’aire déterminée sur la sphere de rayon égal & I'unité par ces trois direc-

tions sera

dudv
—385 (qu- Vips+7rq). V(pt + sq)> .
TVpg

Or Paire comprise sur la surface par les frois premiers vecteurs sera
dudvTVpq.

Donc le rapport cherché aura pour expression

3
== (qu-V(ps + rq)-Vipt + sq)) »
Vg
d’ot I'on tire par I'application de la formule (71)

8(Vpg.-V(ps+-rq) Vipe-t-sq)l _ Sparspet —Spgs’ _
= = TP O
Voq Vpg

H

en désignant par M, comme précédemment, le produit des inverses des
rayons de courbure principaux de la surface au point considéré.

88. Nous venons de trouver deux expressions algébriques de forme
différente pour cette méme valeur de M dont la signification géométriquc
est si nette; mais en appliquant Ja formule du n° 70, on peut encore
meltre M sous une nouvelle forme découverte par Gauss et qu’il est ulile
de considérer. On aura ainsi

Vg M = SpgrSpgt —Spgs’ = (s — 5re) (p°g* — Spg')
— Spq(SprSgt -+ SptSqr — 28psSgs)
— p(8gs" — 8qrSqt) — g*Sps’ — Sprspt).

Document numérisé par la Biblioth&que Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



—_ 60 —

Oron a
dp* = (pdu -} qdv)* = pdu? 4 28pq . dudv 4 g*dv?,

et comme le second membre est un trinome algébrique dont les coeffi-
cients s’expriment algébriquement an moyen des variables u et v, posons,
avec Gauss,

E=—p*, F=—8pg e G=-—¢"

Tous les produits algébriques qui entrent dans le second membre de
Iéquation précédente sont exprimables au moyen des dérivées partielles

des trois fonctions E, F et G; en effet, on obtient immédiatement par la
différenciation

1dE 1dG

KA ¥ M=k

1dE 1dG

{1) Sps =—37 {3) S¢s :"_'QEZ
dF 1dG 'ldE

Remarquons qu’on a de plus

— T

Différenciant (1) par rapport & v et (2) par rapport 4 u, il viendra

ds . 1 d’E
St ¥ v
et
dt &F | 1d%G
ot am T i g

On tire de ces deux équations, en les retranchant I'une de I'autre membre
a membre,

_dF AdE  1dG

Si I'on différencie de méme (3) par rapport a u et (&) par rapport a v,
et qu'on retranche les équations obtenues membre & membre, en observant
qu'on a

dr ds dp
v du dvdu¥’
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on retombera encore sur la formule précédente. Substituons maintenant
dans le second membre de la formule qui donne M, les produits algébri-
ques que nous venons d’exprimer en fonclion des dérivées partielles des
coefficients de E, Fet G, et nous retrouverouns la formule suivante de Gauss

d°F 1dE 146G
—_FYM = — = —— — =~ )(EG—F*
(BG — F*)*M (dudv 2 dv® Qdu’)(EG ®)

+5((@) +3mbe—x)

1 dE\N® , 1dE /1dG dF
+G((§%) +§E<§ZE”BE))
(1 dE dG (-i dE__d_F) (‘l dG dF i dE dG\
URAVE Pl U il )

— e et e ) e ——

2du  dv advﬁ)‘

89. On déduit immédiatement de cetle équation ce remarquable théo-
réme : pour qu’une surface courbe puisse étre appliquée complétement
sur une auatre, il faut que les deux surfaces aient la méme mesure de
courbure dans les points correspondants.

Comme pour une surface plane, cette mesure est nulle en chaque point,
il s’ensuit qu’il faut, pour qu’une surface courbe soit applicable sur un
plan, qu’elle aiten chacun de ces points un rayon de courbure principal
infini, et parsuite, que 'un des systémes de ses lignes de courbure soit
composé de lignes droites.

90. Proposons-nous maintenant de trouver I’équation de la ligne la
plus courte qu’on puisse tracer sur une surface donnée entre deux de ses
points, ou entre deux lignes données de la méme surface, en faisant encore
usage, a cet effet, du calcul actuel.

Observons que la longueur s d’une courbe quelconque peut étre repré-
sentée par la formule

~

s=5po.

Pour que cette longueur soit minimum, il faudra que la variation ds soit
nulle. Or on a, conformément aux régles du calcul des variations,

B =sSpo=Sapo.
On a de plus (31)
8Tdp = — S3dp. Udp = — Sd% . Udp ;
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la variation précédente deviendra donc, en intégrant par partie,
N Po (P1 s
5 = [ S3pUd ] + (P88, dudp.
[ P Py 5?0

en désignant par p, et p, les limites variables ou constantes entre les-
quclles I'intégration doit étre effectuée. Celle équation montre que, pour
que ds soit nul, il faut qu'aux deux extrémités de la ligne cherchée I'élé-
ment dp soit perpendiculaire aux lignes données comme limites, et de plus
rju’en tous les poinis de la ligne minimum, dUdp soit paralléle 4 la normale
a la surface; et comme dUdp a (74) la direction du rayon de courbure de
la courbe cherchée, il s'ensuit que cette ligne minimum, qu'on appelle
encore ligne géodésique, jouit de la propriété caracléristique d’avoir en
tous ses points son rayon de courbure dirigé suivant la normale, ou, ce
qui revient au méme, son plan osculateur normal & la surface.

91. Supposons qu’on ait tracé sur une surface une infinité de lignes
géodésiques, trés-rapprochéés I'une de I'autre, puis qu’on coupe toules
ces lignes par une Lrajectoire carviligne quelconque. Si on porte sur toutes
les géodésiques, & partir de cette trajectoire considérée comme fixe, des
longueurs égales et qu’on joigne les extrémités ainsi obtenues, on formera
un second systeme de lignes courbes sur la méme surface. Appelons (U)
le systeme formé par les lignes géodésiques et (V) celui qui est formé par
les lignes que nous venous de définir; prenons pour variables indépen-
dantes de la surface, la longueur u d’une ligne géodésique du premier
systéme comptée a partir de la ligne fixe, et la variable v, dont les di-
verses valeurs caractérisent sans ambiguité chacune des lignes géodési-

. \ . . . d
ques du premier systeme, en sorle que la différentielle partielle (—Igdv
)

détermine toujours I'élément de chaque courbe du second systéme, com-
pris entre leslignes (v) et (v+dv) du premier. D’aprésia propriété des lignes
géodésiques que nous venons de démontrer,
d%
du®
exprimera pour lous les points de la surface une direction paralléle a la
normale; on aura de plus
dp)’
(Z) =—1.
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Alnsi
@’p dp
du® dv

S d* dp 1_¢_i_<dp>’_0
dudvdu ™ 2dvo\du/ ~

=0,

et

par suile on aura

d de dp dpdp dp do
it dva TS Tadads ="

et en intégrant, il vient

wn
A
SIES
Il

f(v),

le second membre étant une fonction de la seule variable v et ne dépendant
pas de u; si 'on désigne pas § 'angle variable que fait une quelconque
des lignes du second systéme avec une méme ligne du premier, et par ds

dp
’élément o ? dv compris entre deux lignes (v) et v+dv du premier, comme

d g . : . C .
d_p =Ud—p, on voit que ’équation précédente revient a la suivante
u u

ds cos9 = f(v)dv;

elle montre que la projeclion de I'éiément ds d’une courbe du second
systéme sur 'une quelconque des lignes du premier entre lesquelles cet
élément est compris est tonjours le méme, quelle que soit la ligne consi-
dérée du second systéme. Par suite, si ces deux lignes du premier systéme
avaient pour origine comiaune un méme point de la trajectoire fixe corres-
pondant & =0, auquel cas, pour cette valeur particuliére de u, ds serait
nul, le produit ds. cos 6 serait partout nul, entre les lignes considérées, et
par suite toutes les lignes du second systéme les couperont orthogonale-
ment en tous leurs points ; de méme si les deux lignes du premier systéme
qui comprennent I'elément ds sont perpendiculaires a la ligne du second

. . T
qui correspond & =0, auquel cas, pour cette valeur de u,e:.é , le pro-

duit dscos9 sera encore partout nul et toutes les lignes du second systéme
couperont & angle droit celles da premier qui jouiront de la propriété
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énoncée. D’ou on conclut d’abord un théoréme important d& a Gauss que
nous énoncerons ainsi : un systeme de lignes géodésiques tracées sur une
surface sera coupé orthogonalement | par un autre systeme de lignes
courbes, si toutes les lignes géodésiques passent par un méme point de la
surface, et que toutes les lignes du second interceptent sur celle du pre-
mier des longueurs égales a partir du point ol les premiéres se croisent.
Le méme théoréme a encore lieu si les lignes géodésiques du premier
systéme sont toutes perpendiculaires & une ligne du second, et que toules
les autres lignes de ce dernier systéme interceptent sur celles du premier
des longueurs égales. On voit de plus que si I'on donne un systéme quel-
conque de lignes géodésiques sur une surface et qu'on en détermine une
seule trajectoire orthogonale, toutes les autres trajectoires orthogonales
des mémes géodésiques intercepteront sur ces lignes, 2 partir dela premiére,
des longueurs égales. Dans le cas ou les géodésiques seraient tangentes
successivement a une méme courbe quelconque tracée sur la surface, il
suffirait, pour obtenir une trajectoire orthogunale de ces tangentes, de
former, comme sur le plan, Ja développante de celte courbe sur la surface,
et cette ligne couperait orthogonalement toutes les géodésiques et déter—
minerait par suile toules leurs autres trajectoires orthogonales. De la
résullent divers moyens de partager une surface par deux systémes de lignes
orthogonales, distinctes des lignes de courbure de la surface, lesquelles
jouissent, comme nous I'avons vu (83), de la méme propriété.

92. Revenant aux propriétés générales des lignes géodésiques, propo-
sons-nous de trouver sur une surface queleconque I'équation de ces lignes,
en supposant que chaque point de cette surface soit délerminé par un
systéme de valeurs atlribuées & deux variables indépendantes u et v.
Appelons 6 I'angle variable que fait unc méme géodésique avec chaque
ligne da premier systéme (U). Nous aurons en premier lieu, en conservant
les potations précédentes,

Sp{ pdu 3 gdv
€086 = — ilp((zw————j__—;]-dvg,
et
TVp(pdu—-gdv)  TVpg.dv
Tp(pdu-t+gdv) — Tp{pdu + gdvy’

sind =

d’ot I'on tire en divisan! membre & membre les équations
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Celle équation fera connaitre 8, quand on aura déterminé quelle est la
fonction de v qui exprime u dans le cas de la ligne considére sur la sur-
face. Or on peut trouver une seconde équation différentielle assez simple
de la ligne géodésique, en cherchant ’expression de d9, en fonction de
u et de v; et en éliminant 0 entre cette nouvelle équation et 1a précédente,
on obtiendrait I'équation cherchée de cette ligne. Voici comment on peut
procéder pour obtenir cette équation différentielle.

On a
cos 8 = — SUpUdp,
et en différenciant

$in 846 = dSUpUdp = SdUp. Udp -+ SUpdUdp.

Or d’aprés la propriété des lignes géodésiques que nous avons démontrée
plus haut (90) dUdp ayant la direction de la normale sera perpendiculaire
a Up, SUpdUdp sera donc nul, et on aura (31)

pV(dp.p)] __ SIV(Ude.p).Vidp.
sin6db = SdUp. Udp = Soae-PVip-pll __ S{V(Ude 1) Vidp.p)]

Tp Tp'

Oron a
sin 6
V(Up.Udp) = T_VE Vpg,

donc
1 1 1 1
= mo— S =« mo— - S(Vpg. Vp(rdu+-sdv)).
@) &= gy, SVPIVElP)= 75 - g, - SVPE-Velrdut-sdo))

93. Cette équation importante aurait pu étre immédiatement obtenue, en
remarquant qu’on peut considérer I'angle df, en négligeant les infiniment
petits du second ordre, comme égal & I'angle que font les deux tangentes
menées a deux courbes consécutives du premier systéme (U), par les ex-
trémités d'un élément de la géodésique compris entre elles. En effet, les
deux tangentes consécutives a la géodésique étant dansun plan normal &
la surface, elles feront toutes deux le méme angle avec chacune des lignes
(p) ou (p+ dp), et les deux angles formés par une méme tangente a la

9
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géodésique avec ces deux derniéres étant situés dans deux plans tangents
a la surface infiniment peu inclinés I’un sur I'autre, la différence de ces
deux angles sera égale a 'angle infiniment petit formé par les deux lignes
(p) et (p 4~ dp) ; or ce dernier angle a pour expression

(TVp(p+dp) __ TVpdp
Tp' T

et comme le vecteur Vp. dp fait un angle infiniment petit avec la direction
UVpg de la normale, ’angle précédent équivaudra &

S(UVpg - Vedp) __ S(Vpg - Vpdp)
5’ Tp* TVpg

ce qui est précisément la valeur de d écrite plus haut (2). Cette expres-
sion de d est susceptible d'étre transformée en appliquant la formule du
n° 64; elle devient ainsi

— 4 1 2
do = - Vg Spg(Spr . du + Sps . dvy — p*(Sgrdu - Sgs . dv) §,

et si 'on fait usage des relations établies au n° 88, savoir :

Spr:-—é t—i’;’

la formule (2) deviendra

1F dE 1 FdE 1dE  _ dF 1dG
2 _—— e — —_— i ——
(3) VEG—F.do=g o du+2Ed Qv+ o = du — —du— 5 == dv.

94. Cette derniére formule se simplifie notablement quand on emploie
pour variables u et v celles qui correspondent & deux systémes de courbes
orthogonales, telles que les lignes de courbure de la surface, ou les géodé-
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siques de la surface issues d’un méme point, et leurs trajectoires ortho-
gonales. On a alors

Spg=—F=0,

et I'équation précédente (3) deviendra

1 dE 1dG
\/-E—G.déi__é%du—ézz—‘-dv.

Supposons, pour donner une application de cette formule, qu'on ait
pour une surface particuliére et pour deux systémes convenables de tra-
jectoires orthogonales

E = G = ¢{u) 4 ¢(v),

p et ¢ étant des fonctions bien déterminées et quelconques, I'équation
précédente deviendra

@ 2Ed0 = ¢'v. du — g'u . dv.

On aura de plas, par I'équation (1) du numéro 92,

.cotg 0 = Z—Z ou cosf.dv=sinb.du.

Multipliant donc I’équation (£) par sinf cos§, et faisant passer tous les
termes dans le premier membre, on pourra la meitre sous la forme

pud (sin0?) -} sin*0¢’u . du — $vd (c0s’0) — cos*0¢'vdv = 0.
Cette derniére donne par une intégration immédiate
sin? . gu — cos¥ . $v = const,

C'est de cette maniére qu’on peut obtenir une premiére intégrale de la
ligne géodésique de I'ellipsoide.

95, Dans le cas ol nous prendrions pour les deux systémes de courbes,
les géodésiques issues d'un méme point de la surface et leurs tra—
jectoires orthogonales, en désignant par u la longueur des géodésiques
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comprises eutre ce point et une méme ligne du second systéme, on aura
¥

(gﬁ) =p=Up, d'oit I'on déduit

dE
— e ? — =0
E=—p*=1 et dv_o

Par suite [’équation (3) correspondant a une ligne géodésique quelconque
de la surface, deviendra, dans ce systéme de coordonnées,

~ 14dG
VG.do = —5 7. d.

Posons Tg =m, m étant une fonction déterminée de u et de v, on aura

et 'équation précédente se mettra sous la forme trés-simple

dm
4o = ———%’d?)-

De méme la valeur de M, qui mesure la courbure de la surface, et dont
I’expression complete se trouve aun’® 88, sera donnée, dans le systome
actuel, par I'équation

1dG\* 114G
M o—— — —— ——
M= (2 du) saF &

ou encore par la suivante, obtenue en remplacant dans celle-ci G par m’,

, dG dm &G dm\’ d'm
T parm-d—-et d,par rm +md,.

1 d*m
M=o
96. On déduit de la, par la méthode méme de Gauss, la courbure totale
du triangle curviligne ABC formé sur une surface par trois lignes
géodésiques quelconques, c'est-d-dire la surface de la figure qui corres-
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pond a ce triangle sur 1a sphére de rayon égal a 'unité. Pour cela, pre-
nons le sommet A pour origine de toutes les lignes géodésiques du
premier systéme (U); supposons que la ligne AB soit la premiére ligne
de ce systéme, c’est-a-dire celle qui répond & v =0, et que le troisiéme
sommet C soit pris sur une ligne géodésique (U) quelconque faisant avec
la premiére un angle que nous appellerons A, Les deux autres angles
B et C du triangle ABC formés par I'intersection de la ligne géodésique
BC avec les deux premiéres détermineront deux angles analogues a ceux
que nous avons désignés précédemment par la lettre 9. Soient g, et 9,
les valeurs de 8 correspondant & ces deux angles, on aura

B==n~—0, et C._—'_.Oi.

Cela posé, la courbure totale du triangle ABC sera égale a I'intégrale
double

| o,
dans laquelle 'élément dw représente la valeur absolue de I'élément de la
surface, et M la mesure de la courbure de ce point. Or on a, d’aprés la for-

mule précédente,
dz

1 d’m
M_—r—;zdu”

et, d’autre part,
dw = TVpg dudv = mdudv.

I'intégrale & déterminer est donc
d*m .
(Mo =—{ (22 duas.
Intégrons d’abord par rapport a u, il viendra
dm
dv (const. —_ d—u)

Pour déterminer la constante, voyons ce que devient la courbure pour
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u=0; I'é}ément de la courbe du second systéme, lorsque u est trés-petit,
se confondant avec un élément de cercle, sera égal a

uduv,

en désignant par v I'angle variable formé par les lignes géodésiqnes du
premier systéme avec la premiére AB, qui sert & définir toutes ces lignes.

On aura donc dans le voisinage du point A
dm

m—=—u ¢t —_ 1.

du

Or pour 2=10 la courbure devenant nulle quelle que soit la valeur de v, il
faut quela constante introduite par I'intégration précédente soit égale a 1.

Ainsi la courbure totale correspondant & la portion de surface com-
prise entre deux lignes géodésiquesinfiniment voisines, (v) et (v + dv) sera

dm
a (1=

mais on a, par le numéro 95,

dm
db = —--(Edv.

L’expression précédente est donc égale &

dv 4 de,
et en intégrant depuis v =0 jusqu’a v = A, on obtiendra
A}o,—8,=A+C+4+B—m,

c'est-a-dire que 'expression cherchée de la courbure totale du triangle
curviligne ABC équivaut a I'aire d’un triangle sphérique dont les cbtés
feraient entre eux précisément les trois angles A, B, C des lignes géodé-
siques considérées, ce qui est le beau théoréme de Gauss.

97. Nous terminerons cette étude, sans doute bien incompléte, sur les
applications géométriques du calcul des quaternions par la recherche des
propriétés de la courbe qui, ayant un périmeétre donné, comprend sur une
surface une aire maximum.
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Soit toujours p le vecteur variable du point de la courbe cherchée et dp
I'élément de cette courbe, et convenons de désigner par d U'élément ar-
bitraire suivant lequel chaque point de cette courbe se déplacera sur la
surface, lorsqu’on la déformera infiniment peu. Cela posé, la variation de
Paire corraspondant 3 cette déformation aura évidemment pour expression
I'intégrale simple

SSvdp .S,

dans laquelle & chaque valeur de I'élément dp correspond une valeur de
dp, et ol y désigne encore la direction variable de la normale a la surface. La
variation de la longueur de la courbe seradonnée par celle de I'intégrale

S Tdp,
et sera par suite

sz? —— SSSdedp = (SteUdp) -+ SS(dUdp 80).

La condition imposée a la courbe d’étre fermée annule évidemment le
terme hors du signe §, etl'on aura, en appliquant la régle connue d’Euler,

SS(vdp + adUdp)sp = 0,

en désignant par a une constante particuliere. II faut donc, pour que
cette intégrale soit nulle, quelle que soit Ia loi de la variation Jp, que le
vecteur

Vvdp + adUdp

soit toujours perpendiculaire & Jp, et comme ce dernier élément est (ou-
jours placé sur la surface d'une maniére quelconque, le vecteur précédent
doit étre parallele a la normale v, ce qui donne immédiatement

V(vVedp 4 avdUdp) = 0,

ou acause dey’ —=—1
dp = aVvdUdp,

ce qui est 'équation différentielle de la courbe cherchée; elle est suscep-
tible d’étre interprétée géométriquement d’une maniére bien simple. En
effet, dUdp exprime la direction du rayon de courbure de la courbe, et en
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désignant par ds I'élément de cette courbe et par R son rayon de cour-
bure, on a (74)

dUdp 1
T( ds > TR

Si donc on appellefI'angle que fait le rayon de courbure de la courbe avec

le plan tangent, ou, ce qui revient au méme, ’'angle que fait le plan oscu-

lateur de la courbe avec le plan tangent & la surface, I'équation différen-

tielle précédente donnera, en divisant les deux membres par ds,

a cos §
R

ou R=uacos?.

1=

On voit donc, par cette derniére équation, que la courbe cherchée
jouit de la propriété d’avoir en tous ses points un rayon de cour-
bure proportionnel au cosinus de l'angle 6 que font entre eux le plan
osculateur de la courbe et le plan tangent a la surface, ce qui revient
a dire que si 'on prend sur une perpendiculaire a la tangente a la
courbe, menée dans le plan tangent une longueur constante (égale a a),
et qu'on décrive une sphere ayant pour rayon cette longueur, elle déter-
minera par son intersection avec le plan osculateur le cercle osculateur
méme de la courbe.

98. Remarquons que si 'on désigne par £ le vecteur variable mené au
centre de cette sphére, on aura

€—=p +aUdp.v;
d’ou I'on tire en différenciant
& = dp + aV{dUdp.v) + aV(Udp.dv)
et & cause de I'équation différentielle méme de la courbe

dp -+ aV(dUdpy) = 0,
il vient
de = aV(Udp. dv).

Or dy et Udp sont deux vecleurs perpendiculaires a la normale v, donc df
est paralélle & celte normale. On voit donc que si I'on circonscrit & la sar-~
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face proposée une surface développable le long de la courbe d’aire maxi-
mum et de périmetre donné, et qu’on développe ensuite cette surface sur
un plan, les divers centres des spheres précédentes seront amenés & coin-
cider avec un méme point du plan, et la courbe s’appliquera sur un cercle
dont le rayon est égal a celui des sphéres précédentes ou  la constante a.

Vu et approuve :
Le Doyen,
MILNE EDWARDS.
Le 15 juillet 1862,
Permis d'imprimer :
Le Vice-Recteur,
A. MOURIER.
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