No D'ORDRE H. F. N-f’- 166 /V/,'“Z/.)

= THESE

PRESENTEL

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUER OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES,

Par M. G. LESPIAULT,

Ancien Eléve de I'Eeole Normale, Agrégé des Sciences,
Professeur de Mathematiques au Lyeée impérial de Touloure,

1 THESE D'ASTRONOMIE. — Théorie zéométrique de I
libration réelle de la Lune.

2+ THESE DFE Ml':‘.(/'_L\‘IQUE. — FPropositions donnéex par
Ia Faculté.

Soutenues le 6 juillet 1857 devant Ia Commission

d’examen.

MM. LAME, Président.
DELAUNAY,
PUISEUX,

Examinateurs.

PARIS,

MALLET-BACHELIER, IMPRIMEUR-LIBRAIRE
»E L'ECOLE IMPERIALE POLVTECENIQUF, DU BURFAU DFS LONGITUDFS,

Quai des Angustins, 55.

1NAT.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



ACADEMIE DE PARIS.

FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

DOYEN ... ..ooovoiiiuninnanne. MILNE EDWARDS, Professeur. Zoologie, Anatomie, Phy -
siologie.
PROFESSEURS HONORAIRES. | 100"
PONCELET.
DUMAS.........oviiovinn Chimie.
DESPRETZ ............. .. Physique.
DELAFOSSE............. . Minéralogie.
BALARD. ..........oo.0.. Chimie.
LEFEBURE DE FOURCY... Calcul différentiel et intégral.
CHASLES.. .e. e vivunatn., Géométrie supérieure.
LE VERRIER..... e Astronomie physique.
DUHAMEL. .............. Algébre supérieure.
N.oooooastn v e Astronomie mathématique et
PROFESSEURS . ....... ...... Nécar‘lique né.leste:
GEOFFROY-SAINT-HILAIRE. Anatomie, Physiologie compa-

ree, Zoologie.

LAME .........cviiiinnn. Calcul des probabilités, Phy-
sique mathématique.

DELAUNAY....... N Mécanique physique. .

PAYER . ........cevninnn Botanique.

X C. BERNARD........ e Physiologie générale.

P, DESAINS............... Physique.

N........ e Géologie.

Noovv oo e e Mécanique.

BERTRAND...... ......... zgciences mathématiaues

J. VIEILLE.. .. ..ooee ... e Ariematiques.

AGREGES........ R RLERRARE MASSON......uveennnnn. : :
PELIGOT.......... e 15‘““6"5 physiques.

DUCHARTRE.......... .. Sciences naturelles.

SECRETAIRE ... ..... e E. PREZ-REYNIER.

- - E———

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



, pH
e % 772072 C,J Ere

£1

e b I % 'f/‘///’?v,i

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



THESE D’ASTRONOMIE.

SUR LA THEORIE GEOMETRIQUE DU MOUVEMENT DE LA LUNE
AUTOUR DE SON CENTRE DE GRAVITE.

INTRODUCTION.

La facilité avec laquelle la belle théorie de M. Poiusot sur la rotation des
corps lui a permis de résoudre le probléme de la précession des ¢quinoxes,
et les lecons que M. Bertrand a faites sur ce double sujet au Collége de
France, m'ont engagé a entreprendre l'application des mémes méthodes it
la détermination du mouvement de la Lune autour de son centre de gravité.

La solution compléte de cette question a été donnée par Lagrange dans
les Mémoires de U dcadémie de Berlin pour 1780 ; mais le travail de ce grand
géomelre ne fait pent-étre pas ressortic d’une facon assez précise les rai-
sons mécaniques et géométriques des phénomenes qui résultent de I'obser-
vation. Les méthodes nouvelles de M. Poinsot m’ont permis de reprendre ce
probléme sous un autre point de vue, et je suis ainsi parvenu d’une ma-
niére simple aux mémes résultats que Lagrange. En outre, les procédés géo-
métriques dout j'ai fait usage jettent un jour nouveau sur les conclusions
analytiques du Mémoire de 1780, et permettent de suivre avee plus de
clarté toutes les circonstances du mouvement.

I.

Mowvement de le Lune antour de son centre de gravite.

Les plus anciens observateurs ont reconnu que Ia Lune nous prisente

toujours la méme face dans son mouvement autour de la Terve. Pour expli-
1.
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(uer ce fait, il faut admettre dans notre satellite un moyen mouvement de
rotation sur lui-méme exactement eégal a4 son mouvement moyen de révolu-
tion autour de la Terre, et stipposer que I'axe de cette rotation est sensi-
blement perpendiculaire & I'écliptique.

[l y a une inveaisemblance infinie & supposer que P'égalité rigoureuse des
mouvements moyens de révolution et de rotation ait eu lieu a 'origine, en
sorte qu’on peut regarder comme certain qu’il y a eu primitivement une
petite différence entre ces mouvements, et qu’il existe une cause capable
de les ramener a I'égalité. Cette canuse, Newton le premier I'a trouvée dans
I'attraction terrestre. Si la Lune ¢était homogene et fluide, elle prendrait, pour
etre en équilibre sous I'effet de cette attraction, la forme d’un ellipsoide a
trois axes inégaux, dont le plus petit passerait par les poles de rotation,
tandis que le plus grand serait dirigé vers la Terre, et déterminerait avec
I'axe moyen le plan de I'équatcur lunaire. Dans cette hypothése, rapportons
le mouvement au centre de la Lune suppos¢ immobile ; notre satellite tour-
nera sur son petit axe, tandis que le plus grand sera sensiblement dirigé
dans le méme sens que le rayon vecteur qui suiveait la Terre dans sa révo-
lution autour de la Lune. L'écart entre ces deux lignes, qui tendrait & aug-
menter par suite de la différence des moyens mouvements, tend au con-
traire a diminuer par Ueffet de ’attraction terrestre qui rameéne constamment
vers nous le sommet du grand axe de la Lune. On voit alors a priori, et un
calcul trés-simple démontre que le grand axe doit osciller sans cesse de
part et d’autre du rayon vecteur. Clest cette espéce de balancement que
Pon désigne sous le nowm de libration plysique ou réelle de la Lune.

Indépendamment de cette libration réelle, Galilée, Riccioli et Hévélius
ont reconnu dans notre satellite une libration apparente dont toutes les
circonstances sout parfaitement expliquées par la théorie de Dowminigue
Cassini perfectionnée par Tobie Maver.

L’observationassidue des taches de la Lune fitreconnaitre i ces astronomes
qque I'axe de I'équateur lunaire n’est point perpendiculaire a I'écliptique,
comme on l'avait supposé jusqu’alors, ¢t que ses positions successives ne
sont pas exactement paralleles. 8i, par le centre de la Lune, on cong¢oit trois
plans, savoir le plan de son équateur, un plan paraliéle a celui de I'éclip-
tique, et enfin le plan de Povbite lunaire, en faisant abstraction des inéga-
lités périodiques, ces trois plans ont constammment une intersection com-
mune; le second, situé entre les deux autres, forme avec le premier un angle
d'environ 1° 28" 45", et avec le troisicme un angle de 5° 848", Ainsi les
intersections de Péquateur lunaire avec Iécliptique, ou ses noeuds, coin-
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cident toujours avec les nceuds moyens de 1'orbe lunaire, et, comme euy, ils
ont un mouvement rétrograde dout la période est de 65933108, Dans
cet intervalle, les denx poles de Péquatenr et de Forbe lunairve déerivent de
petits cercles paralléles a I'ccliptique en comprenant son pole entre eux,
de manicre que ces trois poles soient constamment, pour notre satellite, sur
un grand cercle de la spheére céleste.

En résumé, le mouvement de la Lune autour de son centre de gravite
présente les deux particularités suivantes :

1°. Iigalité rigourcuse des moyens mouvements de rotation sur son axe
et de révolution autour de la Terre;

2¢. Coiucidence constante des ligunes d'intersection de P'écliptique avec
I'équateur et 'orbite lunaires.

Tels sont les théorémes astronomicues dont j'ai cherché vune explica-
tion simple, par la loi de la gravitation universelle, en faisant usage des
principes dont M. Poinsot s’est servi pour résoudre, d'une facon si com-
plete et si nouvelle, le probléme de la rotation d’'un corps solide autour
’un point fixe,

Pour y parvenir, je suppose que la Lune ait la forme d'un sphiéroide &
trois axes inégaux dont le plus petit soit axe de rotation, et dont le plus
grand soit sensiblement dirigé vers la Terre, ce qui w i arviver, si notre
satellite était primitivement fluide.

Jadmets qu'il y ait eu, a origine, une ditférence peu considérable entre
les moyens mouvewents de rotation et de révolution de la Lune:

Enfin, que les intersections de Técliptique avee Torbite ¢t Féquatear
lunaires aient coincidé au moment que je choisis pour origine du temps.

Cela posé, j'élablis d’abord que les deux moyens mouvements ont du
devenir rigoureusement ¢gaux, et conserver indéfiniment cetie égalité.

Passant ensuite au théoréme de Cassini, je cherche quel doit étre le rap-
port des moments d'ivertie relatifs au plus petit et au plus grand axe du
satellite, pour que l'action de la Terre sur le ménisque Tunaire donne a -
tersection de Péquateur ct de T'éeliptique exactement Ie méme mouvement
rétrograde qu'indique I'observation pour la ligne des naeuds de Porbite.

Je trouve pour la détermination de ce vapport Ia formule meéme ue
donne Laplace dans la Mécanique ccleste, et je parviens i ce résultat par
un calcul extrémement simple.

- . . C
Si la fraction

— A . . . . . .
> que appellerai. pour abréger, laplatisseinent me-

canique du spliéroide lunaire, est celle que donne la formule en question, les
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deux droites dont nous nous occupons prennent des mouvements égaux dans
le méme sens, etleur coincidence se maintient d’elle-méme. En méme temps,
"angle de I'équateur lunaire avec |'écliptique conserve une valeur movenne
constante, avec des variations insignifiantes d'une trés-courte période.

En outre, soit qu'on admette un aplatissement différent, soit que, pa
toute autre raison, les deux lignes viennent & s’écarter Punce de Pautre,
leur écart ne sera jamais que momentané; car notre méthode montre clai-
rement que I'attraction terrestre les ramene l'une vers l'auh‘c, en méme
tewps 'elle modifie angle de I'équateur avee I'écliptique, jusqu’a ce que
cet angle soit arrivé a une grandeur pour laquelle les deux interscctions
reviennent a coincidence, et prennent le méme mouvement moyen: de telle
sorte que le théoreme de Cassini est, en quelque fagon, indépendant de I
valeur de Iaplatissement du sphéroide lunaire; la seule chose qui dépende -
de cette valear est Pangle moyen des axes de Péquateur et de 'éeliptique.
Comme d'ailleurs la formule dont nous avous parlé plus haut détermine
Faplatissement en fonction de cet angle, il en résulle qu’en prenant la gran-
deur angulaire donnée par 'observation, le nombre auquel on est conduit
ne peut guere s’écarter de la réalité,

e P

1.
Développement des calenls.

Sil'on congoit, par le centre de gravité de la Lune, trois axes rectangu-
laires qui se meuvent parallélement a cux-mémes, on sait que le mouvement
du corps par rapport & ces axes sera le méme quc si leur poinl de rencontre
ctait invariablement fixé, et que toutes les forces qui sollicitent les différents
points dans le mouvement réel fussent appliquées de la méme manicre a
ces meémes points. Nous pouvons donc supposer le centre de la Lune im-
wobile et le prendre pour origine : nous preudrons pour axes les trois axes
principaux d'inertic relatifs i ce point.

Les scules forces qui puissent produire un effet sensible sur le mouve-
ment de la Lune aatour de son centre de gravité, sont évidemment les
aitractions de la Terre et du Soleil: il est clair en outre que nous pouvons,
sans erreur appréciable, considérer les masses de ces astres comme réu-
nies & lears centres de gravité respectifs s car feurs dimensions sont faibles
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velativement a leurs distances a la Tane; d'ailleurs lear figure diflere peu
de la figure sphérique, et I'on sait qu’une sphicre composée de couches
homogénes attire un point extérieur comme si clle était toul enticre con-
densée a son centre. Nous sommes done conduil a caleuler les couples
résultant de Vattraction d'un point tres-¢loigné autour des axes principanx
du corps attiré relatifs au centre de gravité.

Soient:

OZ I'axe autour duquel s’exécute le mouvement de rotation de la Lune:

OX celui que nous supposons dirigé vers la Terre, et qui n'est autve que
le grand axe du sphéroide;

OY l'axe moyen qui, conjointement avec OX, détermine le plan de
Péquateur lunaire;

x', 3, 7' les coordonnées d'une molécule de la Lune:

am’ la masse de cette molécule s

x, 7, 2 les coordonnées d’un point (rés-éloigne, tel que Ly Terre;

rla distance de ce point au centre de gravité de la Lune;

" Ta distance du méme point a la molécule dm':

m Je produit de la masse de ce point par la constante qui mesure attrie-
tion de I'unité de masse sur Uunité de masse, a 'unité de distances

X, Y. Z les composantes de Pattraction de ce point sur b Lune:

L, M, N les couples composants de cetle attraction, autour des axes QX
oY, 0z;

A, B, Cles moments d'inertie relatifs a ces mémes axes : nous supposons

C>B>A.

Nous aurous

il ’

xXx — T
X = m] — (',
r’ !

14
. ’—_ ,
Y = mf‘ ——dm’,
r

2 —3
Z = mf am’.

,.’S

les intégrales s'étendant i tous les points de Ja masse de la Lune.
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Il s’ensunit

:Z]-Yz:lnzf'%dm’_mff,%dmf’

Vol Z.' r
M=Xz—-Zx= me ﬁdm’ — mz f r—,j(lm',
Y Xy = = dnt — mx [ L dm’
N=Yr— Xy=my = am A

Or

3
==+ (y—r)+ (22

(r* 4+ a?+ p? + 2% - 2xx’ —2yy — 227)

”
3
il

I

1 xx 4y + 22’ 2y 4 P
(l I AN o r )

’-!

Py

r? ‘ r?

En développant la parenthése par la formule du binéme et en négligeant

, . =z v 7 . . . c .
les carrés des fractions =, '71 ey qu sont lres-petltes vis-a-vis des rapports
r
r

Yy z |,
25y 5y il reste
r r r

1 X 4= + zz
! _|_3__L‘__

i 7

d’ou
(L= amﬂf(?"’ — ) din' = Sm ((EE_B)]:,
(1 M= Smuf(z —x') din’ = 3—"l(i——c) X,
| Smm'f( ,5)dm — BM(]?‘-—A)ZV'

Traostormons les valeurs de ces trois couples en prenant des coordonndces
plus commodes pour nos calculs.

Soit ON l'intersection de I'équateur lunaire avec I'écliptique ee’; soit oo’
le plan de Vorbite que nous supposons passer actuellement par cette méme
ligne ON.
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Soient encore

E? - T la position de la Terre a I'instant considére;
OT’ la projection du rayon vecteur OT sur le
plan de I'équateur;
¢ T'angle toujours trés-petit que fait cette pro-
¥ jection avec I'axe principal OX;
o celui qu'elle fait avec ONj;
¢’ 'angle XON.
D/ P Abaissons T'D perpendiculaire sur ON, et joi-
______ “\\ gnons TD qui fait avec T’ D I'angle 7 égal i Pangle
X de I'orbite lunaire et de V'équateur.

Nous regarderons, suivant l'usage des astronomes, le mouvement direct
comme dirigé de droite a gauche, ct nous compterons ¢ ¢t ¢’ en marchant
de ON vers OT’ et OX dans le sens direct; de méme, § se comptera de OX
vers OT’, et on aura toujours

¢=0—0

en regardant § comme positif ou négatif, suivant que OT' esl a droile ou a
gauche de OX.
On a

Z = TT' = OT sin TOT".

Evaluons TOT".
Le triangle OTT' donne

1T’ = OT' tang TOT,
et TT'D,
TT = T'D tangn = OT'sin¢ tangy;
d’otr
tang TOT' = sin ¢ tangy,

formule qu'on pourrait trouver par la trigonométrie sphérique.
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On en tire

I

sin TOT' = 'ing‘___n;s_l—‘n_?— y COS TOT = S
Y1+ tang?ssin’g Vit tang*y sin’e

d'ots
__rtangnsing

\/I—f—tﬂnq 2 sin? rp
On trouve de méme
rcosf

x = OR = OT' cos@ = OT cos TOT’ co8§ == ——F —,
\/l+ tang?s sin’o

rsiné

y=TR=01sind =0T cosTOT"sinf = ———— __.
\/I+ tang®n sin’e
Posons

1

7= =
V14 tang®y sin®o

» ¢'est-a-dire entre 1 ot
\/1 -+ tang®»

cosy, el, comme n csl un tl'és-petit angle (6 dcgl'és cuviron), on pourra
prendre o0 = 1, en négligeant le carré de », a 'exemple de Lagrange. Con-

¢ sera constamment com])ris entre 1 ct

servons provisoirement ce facteur a; nous aurons
z = qgrlangysin g,
X = arcost,
y=arsing.

Substituant ces valeurs des anciennes variables, dans les équations (1}, les

moments des couples deviennent

3m ..
1. = ~ — (€ — B) #* tangy sing sin g,
3m
M= — —(C A)a® langy sing cos §,
3m

N (B — A)e?*sin2d.

I

2r

Nous regavderons r comme constant, ce qui revient a faive abstraction.
dans Pévaluation des couples, de Pexcentricité de P'orbite lunaire, et nous
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aurons alors, par les lois du mouvement des planétes,
mo__ 4=
= _ T"(l‘i— /l)’
T étant le temps de la révolution sidérale de Ia Lune autour de la Terve, et /i

le rapport gz de la masse du satellite & celle de la planete; on peut négliger

8
cette fraction et Pl‘(‘l]dl‘(‘

m 4=
T
alors
L= 13'— (C — B)e® tangy sing sin g,
M=-— 12 — (C — A)e® tangy sing cos§
N= 6--— (B — A)a? 2 gin2 8.

Avant d’aller plus loin, nous pouvons conclure des valeurs de ces cou-
ples que Yaction du Soleil est complétement négligeable dans le phéno-
meéne que nous Ctudions; car les couples analogues relatifs i cet astre
seraient aux précédents dans un rapport de Pordre

fr 4w _T
'TT T I":

" désignant le temps de la révolution sidérale de la Terre autour du So-

. 1 .
leil; ce rapport est — environ.
179

C'est donc dans la discussion des effets des trois couples I, M, N relatifs
a I'action de la Terre qu'il faut chercher les causes du mouvement de la
Lunec autour de son centre de gravité,

1.

Pour entreprendre cette discussion, Je commence par observer que I'axe
principal OZ autour duquel parait avoir lieu Ja rotation de la Lune ne se
confond pas rigoureusement avec I'axe instantané¢ de rotation; mais il est

2.
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facile de voir que P'erreur commise en les confondant est négligeable, ot
qu’il est permis de les prendre l'un pour I'autre dans tout le cours du
mouvement.
En cffet, soit OZ l'axe principal; l'observation montre que la Lune
accomplit une révolution autour de cet axe, dans le sens direct, en méme
Fig.». temps que cet axe lui-méme tourne, en sens contraire, autour
g de I'axe OL de I'écliptique, d’une quantité angulaire environ
\ 24 fois plus petite, puisque sa révolution totales’achéve en 24g
| mois sidéraux a peu pres. Or on sait que deux rotations in-
; f.mlment petites se composent .s'mvant la mfzme loi que le's
| forces. Nous anrons donc la position de I'axe instantané, & un
\l moment donné, en prenant sur 'axe OZ une certaine lon-
gueur, sur le prolongement de OE une longueur OE' 24q fois
plus petite, et en cherchant la diagonale OZ' du parallélogrammne construit
sur ces deux lignes. Si nous désignons par & I'angle compris entre OZ ct
07/, et par ¢ 'angle de I'équatear lnnaire avec I'écliptique, nous aurons
sin .z 1
sin (¢ + z) = 2_4_9’

ou scnsiblement

x 1 s
T 249
d’ou
s 1028 45"

X = — = ———
248 248’
ou enfin
xr < 22",
Ainsi, P'axe OZ ne s’écartant pas de plus de 22” de 'axe instantané, on

eut les prendre 1'un pour I'autre, et 'on voit de plus que les vitesses angu-
p 1 1 J P 8
laires peuvent ¢tre regardées comme égales, autour de ces deux axes.

IV.

Cela posé, cherchons quelle est, dans un temps infiniment petit, Uaction
des couples perturbateurs Ldt, M dt, N dt.
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L'un quelcongue de ces couples, §'il agissait seul, produirait une rotation
infiniment petite autour de Paxe d’inertie correspondant, de sorte que les
trois couples donnent respectivement, pendant le temps ¢, autour des ixes
0X, 0Y, OZ, des rotations dont les expressions rapportées a'unité de temps
sonl

Lot AMdt Nt

—

A 5’ ¢

La derniére de ces trois rotations modifie la vitesse angulaire de la Lunc
sur son axe; les deux autres donnent une rotation résultante daus le plam
deléquateur, et celle-ci, composée avee la précédente, nameéne ancun chan-
gement dans la vitesse angulaive du satellite autour de son axe, puisque lit
diagonale du rectangle est égale aucoté, i un infiniment petit presdu secondd
ordre. Mais on voit, de¢s maintenaut, que cette derniére rotation tend
déplacer le plan des axes de 'équatenr lunaire el de I'¢eliptique. On peuit
donc prévoir que le phénomene de la libration réelle en longitude est du i
[l'action du couple N, et le mouvement conique de Paxe lupaire autour de
celui de I'écliptique, a I'action combinée des deux autres.

V.
Explication de la libration réelle en longitude.

Etudions en détail 'action du couple N. Si nous désignons par v la vitesse
angulaire de la Lune autour de son axe, nous aurons |'équation

dv N __6rB—A . 6
F=c=T ¢ Sn2f,
en remplacant 2* par 1.
Posant, pour abréger,
b_“ B—4 — P
T: C H
il vient
dy .
- = 3 I’
(2) 5 =P sinab.
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Supposons, ainsi que nous 'avons dit plus haut, qu’il y ait un petit écart
initial entre les directions du rayon vecteur menc 4 la Terre, et du grand
axe du sphéroide lunaire; admettons aussi qu’il existe originairement une
petite différence entre les moyens mouvements de la Lune autour de son
axe, et dela Terre dans sa révolution autour de son satellite supposé fixe,
Enfin, considérons d’abord le cas simple ou la Terre décrirait, d’'un mou-
vement uniforme, ane orbite circulaire située dans le plan méme de I'équa-

teur lunaire.
Soient OX, OT les directions du grand axe et du rayon

Fig. 3.
N vecteur, autemps £, OX, OT, les dircctions des mcines
lignes au temps 4 dt : soient ket v les vitesses an-
‘ . gulaires respectives de la Terre dans son orbite, et de la
‘. ’...l Lunc autour de sou axe, On a
.\\i-____ _ "“l‘ AN

d9=X,0T,— XOT = TOT, — XOX, = kdt — vdt;

d’'ou

d* 0 . tly

0 .
dee dt

I——,l('—"v,

En substituant dans 'équation (2), on trouve

a0 R
— 4+ Psin2§ = o,
ot

équation dont on remarquera I'analogie avec celle qui détermine le mou-

vement du pendule.
['angle § ¢tant toujours fort petit, on peut le prendre pour son sinus, ce
qui réduit I'équation précédente a

o’ 0
de?

+ 2P6 = o,
dont P'intégrale générale est

§=Ccostya P+ CsintyaP.

Déterminons les constantes par I'état initial. Soient 6, lua valenr initiale de 6,
&' la vitesse angulaire initiale de la Lune sur son axe, On obtient, en faisant
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= o dans Péquation précédente et sa premicre dériveie.
oY / (lo\ ) DT .
§o=0C, (——) =CyVeP=k—4"

"’ (1[ /0

d'out

On tire de la, pour la valeur de 0,

— . —
sinty 2P.
. vaD

§=10,costya P+
Ainsi Pangle § est périodique et la durée de sa périade est donnée par Pe-
quation
iyvaP=nam;

d’ou

T désignant un mois lunairesidéral. Cette période dépend, comme on voit, de

B—A v - oy .. .
la quantitéinconnue T c’est-i-dirve de la ditférence des moments d'inertie

relatifs a axe moyen et au grand axe. Au reste, pour que ces conséquences
soient rigoureuses, il fanr que, pendaut la durée de la période en question,

Pangle 9 varic assez peu pour qu ‘il soit permis de le regarder comme égal i
son sinus, ce qui nous oblige & admetire, comme nous Favons fait, une
petite valeur pour la différence initiale des vitesses angulairves.

Moyennant cette restriction, puisque I'angle & ne croit pas avec le temps,
il est clair que les deux mouvements movens sont ramendés par Fatlraction
terrestre 4 une rigoureuse égalité.

Si Ton voulait avoir le temps au bout duquel le grand axe et le rayon
vecteur se rejoignent pour la premicre fois, il fandeait faire 4 =0 danx
Péquation qui doune la valeur de cet angle, ci F'on aurait ainsi
n \-;l_’

tung ¢ v 2P = T
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d’ou
t= —=arc tang "V 2P
\/ZP rc al)gm'
: b . . B A . ’ [ LY
Si Pon suppose A=k, ce qui est le cas de 'égalité initiale des movens
mouvements,

! ™
= —— arc tang oo = — —,
V2P & 2y/2P

Ce temps est le quart de la durée totale de l'oscillation.

Nous avons supposé, dans le calcul précédent, le mouvement de la Terre
autour de la Lune circulaire et uniforme; nous allons voir que la substi-
tution du mouvement vrai de la planéte & ce mouvement hypothétique ne
change ricn aux résultats généraux que nous venons d’obtenir, et ne fait
qu'introduire dans les oscillations relatives du grand axe des termes pério-
diques sans influence sur les mouvements moyens.

Nous avons toujours les deux équations

v

— = Psin24
dt

et
(3) d§ = TOT, — XOX,;

mais, dans cette derniere équation, TOT, n’a plus la méme expression (u'il
avait plus haut; il représente I'accroissement, pendant le temps dt, de
I'angle f2 déerit par la projection équatoriale du rayon vecteur lerresire,
dans son mouvement réel autour de la Lune supposée fixe. Si 'on néglige,
comme nous 'avons fait, le carré de v, angle décrit par Ie rayon vecteur
mené a la Terre sera égal a ses projections sur l'¢quatear lunaire et sur
Pécliptique, d’ou il suit que I'on peut prendre pour expression de £ celle
de la longitude vraie de la Lune vue de la Terre. On a ainsi, en comptant
cet angle 3 a partir de I'équinoxe d’automne projeté sur I'équateur Iunaire,
et en désignant par & la vitesse angulaire moyenne de la Lune en longi-
tude, l'équation

5 =ht+ Gsina + G'sine’ + G"sina” +...,
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dans laquelle les termes qui suivent At représentent les inégalités de 3

ordonnées par rapport au moyen mouvement; on sait que les coefti-
cients G, G, etc., sont des quantités constantes fort petites, que les angles ,

o'

da
o', etc., sont de la forme mt + n, et que leurs dérivées 5 Tt el sout

des quantités connues par la théorie de la Lune. On obtient, en différen-
tiant I'équation précédente,

11[

= =k +G—cosa+G’ cosa

Or l'équation (3) peut s’écrire

L] dp , dz o da '
_— —— — — Ak — — A 3 =—— COSE —=....
=7 Y k—v+ G -~ COS & —+ G = Losa.

On tire de la

{- {1 " fd2\? . fa'\? .
C—__2"_¢ (’—’-‘) sing — G’ (%) sing’ —

dt de de

Si nous substituons cette valeur dans I'équation (2}, en v remplacant sin J
par 6, il vient

d*0 A v fddd\* .
(4) - +2Pi=—-G <—) sine — G (d—‘:) sing’ —....

On sait, par la théorie des équations linéaires, que, pour avoir l'intégrale
générale de cette équation, il faut ajouter une de ses intégrales particulicres
a l'intégrale générale de la méme équation privée de second membre. Pour
obtenir P'intégrale particuliére cherchée, posons

¢ = Xsing + X'sina’ +
d’ou

dr o de’ dz .
_— — 1 — ’ o —. ...
= X (dz) sina X <”> sinz

Substituons §' pour § dans Péquation (4),

[—X((:I—f‘) PX] sma—f—[ X’ (“) +2P\Jsmf/ “+..

\ 2
—_— AN sing— G { “2\ cin g/ —
— G({“> sing— G ((1[) sing’ —....
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On satisfait 4 cette équation, en posant

—X (‘(’T:)T 2PX

_x (”—“>+ 2PX = — G(“'—‘)
dt dt

I}

!
op)
—~
& &
~

d’ont

)

donce

L fda o de'\?
G (2 o (e
5 dr . dt . ,
- - ‘_A\sma—i- g LB asing 4
— ) — 34 —_ ) — 3 —=
de ot

C

Si Ton ajoute cette valear a Pintégrale générale de I'équation privee de
second membre, il vient enfin, pour 'expression générale de 6,

B— 4 . B—aA
: :Cco.‘/‘t\/S Vsin k \/3 ,
g sk © sin At C
{x\? . I2'\* .
()-(S—A> sit g }’((—i> sing’
dt ,dt
(da g0 B— AT (l/(z' 3 13 B—-A_{
 dt Cc I

Les constantes C et ¢ dépendent de 1'¢tat initial, mais elles sont nécessaire
ment trés-petites, puiscue les observations n’ont pu faire reconnaitre aucune
libration réelle.

Si 'on examine cette intégrale, on voit que tous les termes qui suivent les
deux premiers du second membre ont la méme période que les causes per-
turbatrices dont ils dépendent, c’est-a-dire a peu pres mensuclle on
annuelle : les deux premiers termes, au contraire, ont pour période
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» et cette derniére est évidemment plus longue, puisque

¥

B—A
\/3 C

est une trés-petite quantité.

3

\

Ainsi Pangle § peut étre regard¢ comme ayant une petite valeur pério-
dique, avec des inégalités d'une période moindre, mais d'une amplitude
plus considérable. Puisque cet angle ne croit pas avee le temps, on voit,
comme nous I'avions annoncé, que, s'il y a cu dans le principe une petile
différence entre les moyens mouvements, elle a du finir par disparaitre,

En outre, les inégalités séculaires du mouvement de la Lune autour de
la Terre doivent se transmettre, pour ainsi dive, & son mouvement de rota-
tion, et les raisonnements qui ],n*ééédent font voir que Pattraction terrestre
ramcue toujours les deux vitesses angulaires moyennes i.une ¢galité par-
faite, lorsqu’une cause quelcongue tend & v introduive une petite diffeé-
rence.

Si l'on désigne, avee Lagrange, par r la différence entre le monvement
angulaire variable de la Lune autour de son axe, ct son moyen mouvement

en longitude, on a
r= fudt — At

Dailleurs
§=p£— fudt =kt + Gsina + G/ sine’ + ... — [udt,
d’ott
r+6=Gsine+ G sine’ +. . .,
d’on

= — (CCOSA‘[\/?)B-E'I}'—FCISH]/J\/ESB - ..\\"
- dz\? ]
(%)

+ Gsing 1—(,{12\,‘3‘.213__A -
I>— C
. — A
:C'Sll](/fl\/SB—'(:—+F>
B—A Gsinz
.2 . .
3k C daz\? B—A
(._\)—31--' ‘
de :

Clest 'équation que donne Lagrange pour la détermination de la libration
3.
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réclle. Comme il mesure le temps par la longitude moyenne de la Lune,
k est ¢gal & 1 dans sa formule.

Lagrange areconnu que, parmi les lermes dont se compose V'expression
de r,il 0’y a de sensibles que ceux qui dépendent de I'équation du centre
et de Péquation annuelle; de ce que P'obscrvation n’a pu encore faire recon-
naitre Ieffet de ces termes dans le mouvement de rotation de notre satellite,

) L " . . _B—A ,
il a conclu des limites supérieures pour la fraction — " Mais nous ne

nous arréterons pas a ce détail qui ne peut indiquer, méme approximative-
ment, la valeur réelle de cette fraction (*).

(*) Postéricurement au Mémoire de Lagrange, Nicollet a trouvé par la comparaison de
174 observations de’la libration de la Lune en longitude, que I'inégalité de cette libration
provenant de 'équation annuelle était égale &

4' 49", .sin «,
« désignant I'anomalic moyenne dun Soleil. Or la theorie de la Lune donne pour expression

de équation annuelle

66y”,7.sin
avec
dz
= k.0,0748,
d'ol

dz\*
(;{-{-) = 4. 0,0055¢5.

On aura donc, dans P’expression de , 'argument

B—A
3——— -669",7.sina
C ’ " - Z :
= 4'49"s7.5in « = 289", .sin ,

0,005505 — 32—

C
d’ou
B—A  28g,7.0,001865
¢ 959,4

Mais les observations d'olt 'on a déduit ce nombre ne sont pas assez siives pour que la valeur

= 0,000564.

¢

B
dx
‘¢

in adoptant cette valeur, la durée de la libration réelle serait

. . R C—A , .
ait Ia méme certitude que celle de - o donnée plus loin.

T T . S
— 24mms lun:ures,d I,

\/3 B—A yo,001692
C

ou prés de deux ans.
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VI.
cxplication dic théoreme de Cassind.

Je suppose, comme je I'ai dit plus haut, qu’a un instant donne quon
peut prendre pour origine du temps, la coincidence cxacle soit ¢tablic
entre les intersections de I'écliptique avee les plans de 'orbite et de I'équa-
teur lunaires; je vais étadier I'effet, pendant un temps déterminé, des deux
couples dont les plans sont respectivement perpendiculaires aun grand uxe
et i 'axe moyen du satellite, couples qui ont pour moments

o7

L = ==(C -- B)a? tangq sing sing,
127 o .
M= — —-(C—A)z® tangysing cos§.

Nous avons vu que ces deux couples ¢laient sans action sur la vilesse
angulaire de la Lune autour de son axe, vitesse que nous pouvons d’ailleurs
regarder comine constante, puisque les observations n’ont fait découvrir
aucune trace de libration réelle.

¢* a une valeur intermédiaive entre 1 et cos®n; on peut le regarder comme
constant et tres-voisin de 1. Posons, pour abréger,

12 w°

—F a® tangn = n,

alors

L = n(C — B)singsind,
M = — n(C — A)singcosf.

Ces deux couples ayant leurs axes dans la direciion de deus des axes prin-
cipaux du sphéroide lunaire, chacun d’eux, s'il agissait isolément pendani
un lemps infiniment petit, produirait une rotation infiniment petite antour
de Taxe correspondant, et I'on sait que ces rotations auraient respective-
ment pour expressions rapportées a I'unité de temps,

_Lat Md:

dP—T’ ({( :'—B—
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Si on les composait avec la rotation finic ¢ de la Lune autour de son axe
0OZ que Pon peut regarder, ainsi qu'il a été établi plus haut, comme I'axe
instantané, on obtiendrait la nouvelle position de cet axe, au bout du

Fig. § temps dt. Mais, pour suivre plus facilement le mouve-
| ment de OZ dans I'espace, commengons par décomposer
| les rotations dp ct dg suivant I'intersection ON, et la

droite OM menée dans le plan de 'équateur de facon a
faire avec l'intersection un angle de go degrés compté,
dans le seus direct, 4 partic de ON. Si 'on désigne

par dw, do’ les nouveiles rotations sur ON, OM, on

dwy = p cos o'+ g cos (qo° + ¢') = dp cos ¢’ — dg sin ¢’,

.

¢

o' = dp sin o' + dy cos 5.

Développons do, en mettant o — § i la place de ¢,

— B . . .
sing sin § cos @ — )

A
dv = ndt
+ ——sino cos§ sin(g — 0)
» —A C—a C—A B—A
Remarquons que et —— ont pour dif:érence T UCUS

A .
» ety par conse-

tit¢ moindre que le carré de la fraction trés-petite —

quent, négligeable & coté de cette dernicre. Il est donc permis de remplacer

C—A C—A N i d
T P-ll ’A"“7 ce ([Ul aonne

A . . A
sin ¢ cos§ sin{o — 6)

: : C—
singsing cos (o — 0) +

C—B
dw = n(lt[
A

C—B, . . e aps

i (sing sind cos ¢ cos b + sin*g sin*0)

= ndt A .
+ ==— (sin® g cos®§ — sin g sin 6 cosy cost)

§ est toujours un trés-petit angle, puisque sa valeur maximum est égale & la
plus grande valeur de I'équation du centre, c’est-i-dive 7 degrés environ,
Nous pourrons donc, sans erreur sensible, négliger les termes qui ren-
ferment sin® §, et faire cos® 7 = 1. L'équation précédente devient, en y in-
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troduisant ces simpliﬁcatimls,

C—B . , C—A . .  C—a L
dw = ndt < 72 Sin2gsin 26 + ———sin®c — Tao Sin2g s 26 |
C— A ., B—A . . '
= ndt ( sin*c — ——= sin 2% 8in 25).
[ ' ’l"\ ! :

Remplagons le produit de sinus par une diflérence de cosinus. el nous
aurons

B — , \
- A[Coszko—f)—COSz(ﬁ,:-%—@,]:-

5a ! A

dw = ndt; (‘%\ sin*o —

. L . , ¢ —A
Transformons de méme ['expression de d o', en v remplacant aussi .
N b
5% 3 - { » v
par ——> et ¢’ par ¢ — g,
[ C—13 . . . . C—A
dw = ndt — sing sinfsin{e —§) — T Sing cosd cos(e — 9)]
[~ C—B, . . . .
(sin*g sind cosd — sing sin®J cos )
= ndt L
C—

A, . .o ; .
- (sing cos®d cosg + sin®osing cosd

Négligeant, comme dans la valeur de dw, sin®5, et faisant cos*6 =1,

C—A . R—A . | .
Ade’ = ndt | — i Sin2¢ — - - sinfosin 25]

/
C—A B—aA . 6 e
] 2 A hlllZ¥—TSlllﬂJ\I'—'L()h..‘/‘; .

Développant et remplacant le produit de sinus et cosinus par une différence
de sinus, on obtient
{ C—A B—A B—A i

/ — i by — 1 1 M 2 ‘_'. .h—r
(Im._lldt}—— sin 2.4 sinaf a3 [sina{y =14 sing v —6}

1A

Ayant ainsi évalué les rolations instantanées produiles par attraction ter-
restre autour de intersection de I'équateur lunaire avec Pécliptique, et de
la perpendiculaire a cette intersection, cherchons quel déplacement ces
rotations produisent sur Paxe OZ, pendant le tenips dt.
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D’apres le théoréme de la composition des petits mouvements, on obticn-
dra ce déplacement, en composant séparément les vitesses infiniment petites
dw, do' avec la vitesse angulaire finie p dont la Lune est actucllement ani-
mée, et, pour cela, rappelons encore que on pourra regarder comme
Faxe de rotation Paxe principal OZ.

le dis que, sila rvolation do existait seule, elle déplacerait le plan qui
passe par les axes de Iéquateur et de Iécliptique, sans changer Pangle de
ces axes. En eflet, pour trouver la position que prend I'axe OZ, au bout du
temps dt, par suite de la rotation dw, il faut prendre sur ON une longueur
proportionnelle & d o, sur OZ une longueur proportionnelle & la vitesse an-
gulaire g de la Lune sur son axe, et tracer la diagonale du parallélogramme
construit sur ces deux longueurs; cette diagonale OZ' détermine la nouvelle
position Z' OL du plan ZOE. On voit qu’clle est située dans le plan tangent
au cone ZOE, suivant OZ; ainsi les deux angles EOZ, EOZ ne different que
d'un infiniment petit du second ovdre. On peut done dire que la rotation d o
déplace le plan EOZ, sans changer 'angle de Péquateur et de Uceliptique.
Par suite du déplacement du plan EOZ, I'intersection ON, qui lui est con-
stamment perpendiculaire, s'est déplacée dans le plan de I'écliptique d'un
angle d i, et la figure montre que son mouvement est rétrograde, lorsque
Ja rotation /w ost positive, ce (ui a toujours [tu, comme nous le verrons,
en se tenant aux valeurs moyennes; cet angle dd est fucile a calenler: il st
¢gal a Pangle ZEZ. Or ’

arce YA dw dew

ZE T 0ZSnZOE  psinz

ZE7 =

ona done

(/h)

dy = ——.
' o S15) 2
De meéme, en composant la rotation deo’ avee la rota-
>

tion g, on obticnt la nouvelle position OZ” que pren-
drait 'axe OZ, ant bout du temps d, si la rotation doy’
\\L agissait seule ; cette seconde rolation ne change donc

pas la position du plan ZOE, mais elle accroit Pan-

M
T : g . -
\‘v ele e de T'angle 2702, dont la valeur, a un infi-
3 )“ . i ,
L nintent petit pres du second ordre, est™ =7 d'on
i) Z
[ Y
N

de'

=
:'4
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Remarquons que de est de méme signe que do’, ¢'est-i-dire que Fangle :
croit ou décroit, suivant que ' est positif ou négatif.
Si T'on substitue pour da ct fw' lears valeurs trouvées plas haut, on ob-
tient, en définitive, pour les équations différentielles du déplacement de
I'axe OZ,

C—A —A . B—A_. D ]
B/IA—ssz—t— S [smz(y—}—f)_j—sm'z(?——-o)]:-

e [ C—A . B— A )
(5) db= e { Asnn’rT,—- ‘i[cosz{rf_O)—-cosz(?—{—ij]:,

Discutons d’abord la seconde équation.

L’angle ¢ est Pangle que fait avec I'intersection ON la projection, sur le
plan de I'équateur lunaire, du rayon vecteur mené du centre de Li Lune an
centre de la Terre.

L'angle ¢ — @ ou ¢’ est Pangle que fait avec la méme intersection le
grand axe de I'équatear lunaire.

Enfin ¢ + 9 est I'angle que ferait avec ON une droite mobile qui resterait
constamment symétriquu de la pi‘ojectiou du rayvon vecteur, par rapport au
grand axe du satellite.

Ces trois angles sont ou sensiblement ou exaclement proportionnels au
temps, et leur période commune est celle de la rotation de la Lune sur son
axe, c'est-a-dire de 27 jours 1 environ; par suite, les termes qui les con-
tiennent ne peavent donner par 'intégration que des termes pcériodicues, et
méme d’une période assez courte.

Quant au terme

B—A .
— ndt Zsinad,
4 A
qu’on peut écrire, si 'on veut,
B—A
— ndt —— 6,

a cause de la petitesse de 'angle 4, on voit qu'il est tres-petit par lai-méme;
si I'on se rappelle d’ailleurs que la valeur de § a été développée en sinus et
cosinus d'angles de la forme mt + n, on en conclura qu'il w'en résulte par
Pintégration que des termes périodiques comme les précédents, quoigue
d'une période plus longue. Ces termes, comme ceux de 6, auront de trés-
petits coefficients.
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Ainsi la variation de 'angle ¢ se composera de termes périodiques, et,
parmi ces termes, ceux dont les coefficients sont les moins faibles auront une
période moindre que 14 jours. Il est donc clair que cet angle conservera
une valeur moyenne égale i sa valeur initiale, avec de trés-petites nutations
périodiques, aussi longtemps du moins que I'intersection de I'équateur avec
I'écliptique ne s’écartera pas sensiblement de la ligne des neeuds de 'orbite
lunaire.

Occupons-nous maintenant de I'équation (5) qui détermine le mouvement
sur 'écliptique de son intersection avec I'équateur lunaire. On peut écrire

—cos 2o

‘ . . . . I
cette equation de la maniére suivante, en y x'emplag;mt sin® ¢ par———r—=-

ndt [C—A C—A
psinz | 2A 2A

dy= COS'Z(?-—g;A[COSQ(qO——Q)—0052(90_{—-0)]

Les trois derniers termnes contenus dans 'accolade sont périodiques, et
leur période est moindre que 14 jours. 1ls ne font done qu'introduire dans
Uintégrale ¢ des termes de méme période, et si 'on néglige les petites oscil -
lations de I'intersection ON, pour nes’occuper que de son mouvement moyen,
Péquation se réduit a la suivante :
ndt C-— A __Gﬂ""

': -._-4__-———._2‘( [ K]
d[{ PSins 2 A T ¢ l"illb/)

C—A
psine A

dte

Nous avons vu précédemment qu’il était permis de regarder sin ¢ comme
constant. Il vient alors, en intégrant I'équation précédente, et donnant 4
I'angle ¢ la valeur ¢, a l'origine du temps,

6 =? 1 C—A

(6 Y — o= o l'angn-PSTE.Tt.

Cette équation fait voir que I'angle ¢ — ¢, dépend du rapport du plus grand

au plus petit moment d’inertie du sphéroide lunaire; et réciproquement, de

— A . .
. Cherchons a

la valeur supposée connue de b — ¢, 0n pourrait tirer ¢
uel nombre devrait étre égalée cette fraction, pour que le mouvement ré-
trograde de P'intersection de l'équation lunaire avec Iécliptique fat exacte-
ment le méme que le mouvement connu de la ligne des neeuds de I'orbite
lunaire. Pour cela, prenons pour unité de temps le temps de la rotation de
la Lune autour de son axc; alors T, qui représente le temps de sa révolution
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sidéraleautour de la Terre, prendra la valeur 1, et ¢, qui exprime le mouve-
ment angulaire de la Lune sur son axe pendant I'unité de temps, sera égal
a am. L'équation précédente deviendra donc, en désignant par ¢, — ¢, le
mouvement rétrograde de I'intersection ON dans un mois lunaire, et rem-
placant » par e + ¢,
C—A

— b= 6l a? A PO
§y— $o="067%. c* tang (e + ¢'). T Tk
__3mattang(c+¢) C— A
'— sin ¢ A

Or nous voulons savoir ce qu'il faut pour que ¢, — ¢, soit égal a la rétro-
gradation moyeunne de la ligne des noeuds de I'orbite, pendant un mois
lunaire. Si nous désignons par [ le rapport de la vitesse angulaire moyenne
du nceud & celle de la Lune sur son axe, nous aurons pour la rétrogradation

du neeud, dans un mois, te produit 27l. Egalons ce produit a ¢, — ¢,, il
viendra

ol — 37roz’|:a1?g(a+e’).C—AE
sine A
d’ou
( ) C—A 2 Isine
\7 A T 3 ottang(s + ')

Si tel est, en réalité, aplatissement mécanique du sphéroide lunaire, il
suffira que la coincidence des noeuds ait lieu dans le principe pour qu’elle se
maintienne d'elle-méme. En effet, d'une part I'angle ¢ conservera la méme
valeur moyenne, et d’autre part lemouvement angulaire de ON sera le méme
que celui de la ligne des nccuds de I'orbite lunaire. Ces deux lignes marche-
ront donc de conserve dans les premiers temps, et, comme le cas simple dans
lequel nous nous sommes placé subsistera par cette égalité de vitesses angu-
laires, nos raisonnenients s’appliqueront encore dans la suite des temps, et
la coincidence persistera indéfiniment.

Avant d’aller plus loin, je ferai observer que Péguation 4 laquelle nous

A
mation de nos calculs, la méme que celle dont Laplace déduit cette quan-
tité. Ce grand géometre trouve, en effet, par une méthode purement analy-
tique (Mécanique céleste, 1I¢ volume, livre V, page 421),

venons d’arriver pour la détermination ‘de est, au degré d’approxi-

g

(8) C—-A__ 8,

jawnl —_—

2
A I mc+ 0
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formule dans laquelle

g rime le rs 't que nous désignons par /

>~ exprime le rapport q g par Z,

Ou 6, est notre ¢

Et ¢’ notre tange'.

Les deux formules (7) et (8) peuvent étre considérées comme identiquer
puisque sine = ¢, a cause de la petitesse de angle, et que tang{e + ¢') e
trés-sensiblement égal & ¢ + tang¢’. D'ailleurs notre facteur o?, & tres-pe’
pres égal & 1, introduit dans le dénominateur de la formule (7) une certain
latitude, et il serait facile de wmontrer que la formule (8) est comprise dan
les limites que I'on obtiendrait pour I'autre, en donnant & &* ses valeurs ex
trémes. C'est pour cela que nous avons conservé jusqu'ici ce facteur, qn;’

nous ferons désormais égal a 1.

. . — A )
Pour calouler numériquement la fraction » remplagons les diver:

facteurs du second membre par les valeurs que leur attribuent les observa.

tions les plus exactes :

~

= 0,004019,
e = 1°2845,
d=5" 848",

¢+ ¢ =06°37'33".

Faisant
a? =1,
on a
C _ A M (4] w2/ ot/
log =—— =log 2 + logo,004019 + log sin (1°28'45"
+ Ctlog3 + C'log tang (6°37'33") — 20,
C—A -~
log T = 4,7748131,
C—A
= 0,000594.

Remarquons que cette valeur est un peu moindre que celle que trouve
Laplace (0,000599). Cela tient, d’'une part, a la légere différence des for-
mules (7) et (8), d’autre part, a ce que les nombres que I'auteur de la Me-
canique céleste prend pour ¢ et ¢ sont un peu différents de ceux que nous

avons admis.
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VII

Dans ce qui précede, nous avons déterminé la grandeur qu'il fallait attri-
buer au rapport du plus grand au plus petit moment d’inertie du sphéroide
lunaire, pour que, la coincidence ayant lieu, & un instant donné, cotre les
intersections de 1'écliptique avec I'orbite et I'équateur du satellite, elle s¢
maintint d’elle-méme pendant la suite des temps. 1l reste i démontrer que
cette coincidence est nécessaire, et qu’'elle subsisterait encore moyennant
un changement de grandeur dans I'angle ¢, soit qu'il existat une différence
entre I'aplatissement réel et celui que le calcul nous a donné, soit qu'il vini
a se produire, par Peffet d'une cause quelconque, un écart entre les deux
lignes dont nous étudions les mouvements.

Admettous, par exemple, que I'aplatissement soit différent de ooo5g4, et
voyons ce qui devra arriver. Examinons d’abord le cas ot I'on aurait

(—:—E—ﬁ > 0,000594.

La valeur de ¢ — ¢, donnée par I'équation (6) sera plus grande que celle
C—A
A
dation de la ligne des équinoxes lunaires sera plus rapide que celle de fa
ligne des nceuds. La premiére de ces droites prendra donc I'avance sur lu
seconde, et, au bout d’un temps plus ou moins long, clles comprendront
entre elles un certain angle mesuré sur Vécliptique par la différence de lon-

gitude de leurs extrémités.
Fig. 6. Considérons le phénomene a cet instant.
2 Soit toujours NXM le plan de I'équateur lu-
naire, soit ON son interscction avec I'écliptique
ONN’, soit enfin ON’ la ligne des nceuds qui,

T >Q\ ayant rétrogradé moins rapidement que ON,
| \

qui correspond 4 I'ancienne valeur de » c'est-a-dire que la rétrogra-

7 fait avec elle un angle @. Le plan de I'orbite
l i ——-— .- passera par ON’, en faisant avec le plan de I'é-
i
U : S M 1 ! . M 4y, . 3] ' 4 i3
S \ﬁ,//'fe'/ cliptique un angle ¢'; il rencontrera Iéquatew
. lunaire suivant OP, et fera avec lui un angle »’
C . .
« un peu moindre que ¢ + ¢'. Faisons PN = 7.

Les deux lignes ON, ON’ ayant un mouvement tres-lent par rapport au
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mouvement angulaire de la Lune dans son orbite, nous pouvons considérer
les angles d, y ¢t v’ comme sensiblement constants pendant une période
de 28 jours. Cherchons quel sera, pendant cette période, I'elfct de Iat-
traction terrestre sur le déplacement de Paxe lunaire.

Si I'on méne, dans le plan de I'équateur, OQ perpendiculaire sur OP, on
pourra ¢évaluer, comme dans le cas précédent, les rotations instantanées
produites par les deux couples L et M autour de ces deux lignes. Rien ne
sera changé alexpression de ces rotations, excepté » en ', pourvu que l'on
fasse partir les angles ¢ et »" de la ligne OP. En effet, I'évaluation que nous
avons [aite de ces quantités est indépendante de la position de 1'écliptique
relativement aux deux autres plans. Continuons & désigner ces rolations
par d o, d’, et décomposons-les i leur tour chacune en deux autres avant
pour axes les lignes ON et OM. Si nous désignons par dw,, dw| les deux
nouvelles rotations totales que nous obtiendrons ainsi, autour de ON et OM,
ROUS aAUroNs

do, = dmncosy — dw'siny,

do', = dwsiny 4+ o cosy.

Nous avons vu que ' était composee de termes périodiques, et, par con-
sequent, si nous ne nous attachons (lu'aux actions moyennes, nous pour-
rons négliger le dernier terme de chacune des équations précédentes, ce
qui les reduira respectivement i

de, = dwcosy,
(0) L /

dw', = duwsiny.

Nous pouvons déja tirer de ces équations des conséquences importantes.
sans entrer encore dans leur discussion approfondie. En clfet, Ta premicre
nous montre que la rotation qui produit le mouvement rétrograde de ON
diminue d’intensiié deés que les deux lignes se séparent, ot quelle finivait
méme par devenir nulle, si leur écart approchait de go degecs; d'on résulte,
ainst que Lagrange Pa remarqué, gu’il ne peut jamais alteindre celte limite.
La seconde nous moutre que angle ¢ croitra tant que les lignes resteront
séparces, ct cet accroissement tendra de son coté a ralentiv la réwrograda-
tion de ON. On peut donce prévoir déji que le théorcme de Cassind aurint
liev, quel que fut 'aplatissement, pourva qu’il it assez votit pour quion
et le droit de néglizer son carreé, comme nous Pavous [ait.

Mais ces conclusions deviendront plus précises et plus évidenies par 'in-
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tégration des équations (g). Commengons par la dernicre
dw = dwsing.

Nous avons déja trouve I'équation

On en conclut, en ne tenant compte que de la valeur moyenne e o,

dwsiny _ 6a? . C— A
de = ——— = ——tangy' siny ——— (¢,
;= g e sy =
intégrons, en désignant par ¢ la valeur de e, au commencement de L période
considérée,
) ‘_‘__617’ ot nC-—A
P—F = T tangyn sinvy T {.

Si I'on prend, comme ci-dessus, le mois lunaire sidéral pour unit¢ de temps,

ou-a
T=1, p=o2r,
et il vient
- B
(10) ¢ = 3w langy siny = 5L

Dans un mois lunaire, on aurait pour 'accroissement de Fangle

1

g — ¢ = 3@ tangy’ siny —
Cet accroissement seva tres-lent, surtout lorsque Pangle 5 sera petit. Dans
ce dernier cas, ¢ — ¢ sera sensiblement proportionnel & cet angle.

Passons a I'équation :

doyy = dw cosy

Nous avons (rouve

dw
oy = —-.
‘ [sin:
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done
dw cosn ds
dy =221 = 22 oty
¢ £ sing sine

11 en résulte, en intégrant et désignant par ¢ la valeur de ¢, au commen-
cement de la période que I'on counsidére,

_ tang — ¢
o, — g
V) b = cotyl -
tang ; €
Pour simplifier cette équation, posons
t 1
ang — ¢
AER
T
tang — ¢
g 2
d'ou
t I
Y — &
amc, > -
= e*
I -—
tang — ¢
Y2
(
tang — ¢
. . . . 2 . .
L'angle ¢ croissant tres-lentement, la fraction —— est trés-voisine do
l_
fﬂng ;E

P'unité, et son logarithme, ou x, est une quantité trés—petitt'. Ou peut
done, en développant e* en série et se bornant aux deux premiers termes,

prendre
I .
tang ; ‘
l“ = 1 + x,
tang — ¢
.}
d'on
i [ Loy, -
tang -z -—~tang - : sm;k.—a)
A= — = -
- Lo
r— 3 s -
tanb2 s -
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ou sensiblement

On en déduira

- € —c 3 = tangn’ cosy —
(11) ¢ — ¢ =coty—z — gn cosy C—4A
sinz sine A

L.

Sil'on compare cette valeur a celle que 'on « trouvée plus haut, dans le cas
de la coincidence des neeuds,

ll»’ & __ 3=tangyn C_At
1077 ing, A
on en conclut
— - ’ N £
b — o — tangs S'/Sm:“(\p—d)o).
‘ tang sin s |

. . .. . . sin z,
reste toujours trés-voisin de Vunité. Le factenr =7 est
Sin e

tang »’
Le facteur —b_
tangn
plus petit que 1, et varie beaucoup plus rapidement que le précédent,

avec ¢; enfin cosy est aussi moindre que P'unité; on a done
Y~ B <o — b

ce que nous avions reconnu a l'inspection de U'équation diftérenticlle.
. sing, 3, . . .
En outre, le facteur —= décroissant tant que la ligne des équinoxes

sia e
précede, dansle mouvement rétrograde, la ligne des noeuds de orbite

lunaire, on voit que & — ¥ décroit, jusqu’it ce que la seconde ligne ait re-
joint la premicre.

Si 'on divise membre & membre les équations (10) et (11), on obtient la
relation

¢ —e=tangysine (¢ — 0),

ou sensiblement, quand 7 est petit,

n

e — = ye(y — ¥);

v

y>
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ot il résulte que I'angle ¢ varie avec beaucoup plus de lenteur que

I'angle .

VIII.

Avant de tirer de ces équations toutes les conclusions auxquelles elles
penvent conduire, voyons comment elles se modificraient, si la fraction
C— A

» au lieu d’étre plus grande que o0,000594, était plus petite. Alors.
Ieffet de attraction terrestre sur le ménisque lunaire étmt moindre eu'il
ne le faudrait pour que Pintersection ON suivit d’elle-mcéme la ligne des
noeuds, celle-ci prendra 'avance dans le mouvement rétrograde, et les
deux lignes s’¢earteront, tant que lear écart méme n’aura pas modifié sen-
siblement les conditions de Taction tervestre. Supposons, comme tout
Pheure, qu'il ait atteinl une valeur déterminée en longitude, et désignons
cette valcur par d".
Soient NX I'équatcur, ee’ Pécliptique, ON Fintersection de ces deux
Fig. 7. plans, ON’ la ligne des nocuds de T'orbite Tu-
” naire oo’, OP Vintersection de cette ovbite
avec I'équateur. Faisons PN = .
| Si dw, dw' expriment encore les rotations
' autour de OP et OQ, celles qui ont pour axes
ON et OM seront données par les équations

do, = docosy + dw'sinvy,

dw, = — dwsiny' + do' cosy,

et, en réduisant ces rolations A leurs partics moyennes,

dw, = dwcosy,

do'| = — dwsiny/,

relations qu'on aurait pu déduire des équations (g1, en v changeant
en — o,

U résulte de ce changement de signe que angle @ diminue au liew d"aug-
menter, ce qui nous fait prévoir que le mouvement rétrograde de ON v
s'accélérer. Nous pouvons nous servir des résultats trouvés dans le cas pre-
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cédent, en changeant partout y en — '; il vient ainsi

¢ — & == 3ntangy’ siny’ C—-A ¢,
— 31rtangn cosy’ €C—
= t
Lo sine A7
et
T wosn’ ,sme,J
Y¢= tangn sine S (4= bo).

La premiére de ces trois équations détermine la valeur de la diminution
de ¢ dans un temps donné.

: . sine
Pour interpréter la derniére, remarquons que le factenr — est plus
sine

grand que 1, et croit avec la diminution de I'angle ¢, ¢’est-a-dire 4 mesure
que 'écart entre nos deux lignes augmente. De leur coté, les facteurs
tangn’
tangn
que l'angle y* n’est pas considérable. Par suite, le mouvement rétrograde
de I'intersection ON qui peut commencer par se ralentir lorsqu’elle reste
en arriére de la ligne des nceuds, s’accélere bientdt, etl'écart finit par dimi-
nuer et disparaitre.

» cosy’, quoique plus petits que l'unité, en restent trés-voisins, tant

. . . . o C—=A, .
Observons ici toutefois que si la quantité était beaucoup plus pe-

tite que 0,000594, les conséquences précédentes ne seraient plus rigou-
reuses, parce que l'angle y' pourrait croitre assez vite pour atteindre

, . . . C—A , . .
180 degrés, avant que I'angle ¢ dont la variation contient eiit diminué

e
d’'une maniere sensible. Alore, le signe de ¢ — ¢ changerait, et 'angle de
Iéquateur avec I'écliptique recommencerait a croitre.

11 est facile actuellement de saisir le phénomeéne dans son ensemble. Soit
¢, 1a valeur de 'angle ¢, 4 un instant ou les intersections coincident, et sup-
posons, pour fixer les idées, que I'on ait

C—A lsins,
A > 3 tang(z.+s)

Alors lintersection ON de l'équateur lunaire avec I'écliptique rétrograde

5.
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plus vite que la ligne des neeuds, et e commence a croitre jusqu'a lavaleur ¢,
pour laquelle les deux lignes prennent le méme mouvement angulaire; mais
Paccroissement ne s’avréte pas a cette limite : il continue tant que l'intersec-
tion reste i droite de la ligne des noeuds, pour un spectateur placé suivant
OZ. Le mouvement de ON devient alors plus lent que celui de ON' qui la re-
joint et la dépasse. Clest a linstant de la coincidence que e atteint sa valeur
maximum &; il commence ensuite a diminuer, repasse par la valeur e,
décroil encore jusqu’a son minimum correspondant & une nouvelle coin-
cidence des intersections, et ainsi de saite.

En dauatres termes, siPon se borne 4 cousidérer le mouvement relatil des
inlersections, on peut regarder la droite ON comme oscillant autour de la
ligne des noeuds ON, pendant que 'angle de 'équateur et de Uécliplique
oscille autour de sa grandeur moyenne. Les maxima et minima de cet
angle correspondent aux coincidences des intersections.

IN.
Conclusions.
I ne nous reste plus gu’a résumer les conclusions auxquelles nous a con-

doit notre méthode

— A

I T ( , . ~
17, Si Ponsuppose, a Porigine du temps, le rapport égal & 0,00009%,

b
Pangle ¢ de Péquateur avee Péeliptique égal & 5228457, et Tintersection e
ces deax plans coincidant avee la ligne des neeuds de Vorbite Tunaire, les
deux intersections ont pris le méme mouvement moyen, et continué

coincider avee de petites variations, i courte période, de angle <.

. . . C—
22, §i la fraction

A . .
est plus grande ou plus petite que o.00054,

sans ¢tre pourtant extrémenent petite, et ue Pon veuille admettre les
mémes conditions initiales pour la grandeur de Pangle ¢ et la coincidence
des intersections, cette coincidence a di cesser immédiatement, cn mcéme
temps que l'angle = i da croilre ow décroitre avee le temps. Cet angle a
fini par atteindre une grandeur limite, & partir de laquelle Ta coincidence
s‘est vétablie et a dit se maintenir, dans Ta suite des temps, avee des oscilla-

tions plus ow moins grandes.

. . C— A L )
37, Quels que soient la valeur de —~\-~'— » la grandeur initiale de Nangle :
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etI'écart initial des intersections, pourvu que ces quantités n'aient pas une
trés-grande différence avec celles que nous admettons dans le § I, la coin-
cidence des intersections a dit ’¢ltablir comme conséquence foreée de 'éga-
lité des moyens mouvements de vévolution et de rotation de fa Luney la
e , N , C—A
valeur limite a laquelle s'est arvéte Fangle ¢ dépend de celle de "

4. Les observations ont appris que Fangle @ a poar valeur moyenne
1°28'45”, avec des variations insensibles, et que le neeud descendant de
I'équatear lunaire ne s'écarte jamais heaucoup du neeud ascendant de For-
bite; il en vésulte quil fant awdmettre pour Iy valenr tres-approchée de
C —A

la fraction 0,000504 correspondant it la valeur : = 1" 28" 45",

5". Les conséquences que nous venons d’énoncer ne dependent que
rapport du plus grand an plus petit moment dlinertie, (uelles que soient,
du reste, la figure et la constitution physique de fa Lunc.,

62 Si, par suite d'un soulévement de montagnes il suvface de notre

— A

. C L . . s .
satellite, le rapport venait & subir un changement qui ne fat pas tres-

considérable, le théoréme de Cussini subsisterait, mais angle de I'équateny
lunaive avec I'écliptique augmenterait ou diminuerail, presque en raison

. C—A
inverse de .

7°. Les mouvements des satellites de Jupiter sont analogaes & ceus de L
Lune. Comme elle, ils tournent sur leur axe, dans le méme temps qu'antour
de la plancte; en outre, du moins pour les trois derniers, la ligne des
neeuds de Porbite est doucde d'un mouvement rvétrograde sur "orhite de
Jupiter. T1 est donc permis de prévoir que, si les instraments d'oplique
acquierent une perfection suffisante, on pourra constaler que le plan de
leur équatenr, celui de lorbite de la planete et celni de Forbite du satellite
ont constamment une intersection commune,
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