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Président, M. NEUBERG.
Vice-Président, » CATALAN.
Secrétaire général, » CANDEZE.
Trésorier, » bE KoNinck.
Bibliothécaire, » LE PaiGe.

Membres effectifs.

1842 pe Koninek, L. G., professeur émeérite a T'université de
Liége.

CHanpELON, J. T. P., professeur de chimie & I'université
de Liege.

SeLys Lonccuamps (baron E. pE), membre de I'Académie
royale des sciences, des lettres et des beaux-
arts de Belgique.

TRASENSTER, L., recteur de I'université de Liége.

1844 KupFFERSCHLAGER, Is., professeur émérite a I'université
de Liége.




— vir —

1845 DEeLvaux e [FENFFE, Ad., ingénieur honoraire des mines,
a Liége.
1847 Dk Cuveer, A. C., professeur émeérite & l'université de
Liége.
1833 Canbize, E., membre de I’Académie des sciences, des
lettres et des beaux-arts de Belgique, a Glain.
PAQuE, A., ancien professeur de mathématiques a I'athénée
de Liége.
1855 DEWwALQUE, G., professeur de minéralogie, de géologie et
de paléontologie a l'université de Liége.
Bourbon, J., docteur en sciences naturelles, a Liége.
1856 Catavran, C.E., professeur d’analyse a I'université de Liége.
1860 GiLLon, A., professeur de métallurgie a 'université de
Liége.
1861 PEerarp, L., professeur de physique & ['université de Liége.
Morren, Ed., professeur de botanique a I'université de
Liége.
1863 Fouie, F., administrateur-inspecteur de l'université de
Liége.
1868 GRAINDORGE, L. A. J., professeur a I'université de Liége.
1869 HasEets, A., professeur & 'université de Liége.
1870 Masius, V., professcur de pathologie et de clinique a 'uni-
versité de Liége.
Vanraig, C., professeur de pathologie ct de thérapeutique
a I'université de Liége.
1871 Van BENEDEN, Ed., professeur de zoologie, de physiologie
et d’anatomie comparées & I'université de Liége.
1874 MaLuERBE, R., ingénieur des mines, & Liége.
Firker, Ad., chargé de cours a 'université de Liége.
1875 Sering, W., professeur de chimie & l'université de Liége.
SwAEN, A., professeur d’anatomie & I'université de Liége.
1876 pE Koninck, Lucien, professeur de chimie analytique et
de docimasie a I'université de Liége.
1878 Lk Paick, professeur de géométrie supérieure a l'univer-
sité de Liége.
1879 Jorsskn, docteur eu sciences, a Liége.
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1880
1881
1884

1842

1845

1844

1845

1848
1852
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NEuBERG, J., professeur & I'université de Liége.
Fraront, J., docteur en sciences, 4 Liége.

DEeruyTs, J., docteur en sciences, assistant & I'université.
Ronkar, Em., chargé de cours a I'université.

Usacns, P., répétiteur a I'Ecole des mines.

Membres correspondants.

Van BeEnEDEN, J. P., professcur & P'université de Louvain.

LaGuEsse, ingénieur en chef des mines, & Mons.

NEUENS, général d’artillerie, & Anvers.

Stas, J. S., membre de I'’Académie royale des sciences,
des lettres et des beaux-arts de Belgique, a
Bruxelles.

KEeyserLiNg (comte A. pE), membre de I'Académie des
sciences de Saint-Pétershourg.

REeicHERT, professeur a I'université de Berlin.

STEICHEN, professeur & Ecole militaire, & Bruxelles.

Smonorr, directeur de I'Observatoire de Kasan (Russie).

CHEFFKINE, général, aide de camp de S. M. 'Empereur de
Russie, & Saint-Pétershourg.

LEcoinTE, professeur de mathématiques supCricures, a
Anvers.

Maus, inspecteur général des ponts et chaussées, 8 Bruxelles.

Navez, lieutenant-colonel d’artillerie en retraite, 4 Schaer-
beek.

CoquiLuaT, général d'artillerie, & Anvers.

HacEN, professeur & 'université de Cambridge (Etats-Unis).

KvLipSTEIN (VON), professeur a 'université de Giessen.

Davipson, Th., membre de la Société royale de Londres.

ErTiNGsSHAUSEN (VON), professeur de physique a I'université
de Vienne.

Dana, J. D., professeur de géologie et d'histoire naturelle,
a New-Haven (Etats-Unis).

Errincsuausen  (baron Constantin vox), membre de
I'Académie des sciences de Vicnne, a Graz.
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1853 WesTwoob, professeur de zoologie a I'université d'Oxford

(Angleterre).
WATERHOUSE, conservatcur au Musée Britannique, a
Londres.

Bipe, Em., industricl, a4 Bruxelles.
1854 PETRINA, professeur de physique, & Praguc (Bohéme).
KOLLIKER (VON), professeur & P'université de Wurzbourg
(Baviére).
DutrEux, receveur général, & Luxembourg.
Drouvkt, H., naturaliste, & Charleville (France).
WEBER, professeur de physique a l'université de Gottingue
(Prusse).
StaMMER, docteur en médecine, & Dusseldorf (Prusse).
ERLENMEYER, docteur en médecine, & Neuwied (Prusse).
Lucas, I., aide-naturaliste au Muséum d’histoire naturelle,
a Paris.
Brancuarp, E., membre de I'Institut, a Paris.
1855 Geinirz, H. B., professeur a I'Ecole polytechnique, a
Dresde.
Liats, ancien directeur de I'Observatoire impérial de Rio
de Janciro, maire de Cherbourg.
TcuiBYCHEFF, P., membre de I’Académie des sciences, &
Saint-Pétersbourg.
Micuor (abbé), botaniste, & Mons.
1857 Jamin, J. C., membre de PlInstitut, a Paris.
Weicur (Dr Th.), membre de la Société royale de Lon-
dres, a Cheltenham (Angleterre).
1858 CavrieNY (narquis pE), correspondant de Plnstitut, & Ver-
sailles (France).
1859 MarseuL (abbé pE), entomologiste, a Paris.
BEYRICH, professeur A I'université de Berlin.
Marcou, J., géologue, Etats-Unis.
1860 Du Bois-REymonp, professeur a I'université de Berlin.
BRrUCKE, professeur & I'université de Vienne.
StupEr, B., professeur émeérite & I'université de Berne
(Suisse).
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1862 Caspary, professcur de botanique a 'université de Konigs-

berg (Prusse).
WarTnaNN, E., professeur de physique, & Genéve (Suisse).

1863 Gossacr, membre de la Société chimique, a Londres.
1864 Tnomson, J., membre de la Société entomologique de

1863

1866

1867

France, a Paris.

BrUNER DE WATTEVILLE, directeur général des télégra-
phes, & Vienne.

DuriEv pE MaisoNnEUVE, dirccteur du Jardin Botanique,
a Bordeaux (France).

Hueueny, professeur, & Strashourg.

TEerssEN, général d’artillerie, & Anvers.

DE CoLNET p'Huart, conseiller d’Etat, a Luxembourg.

ZE1s, conservateur au Muséum royal d’histoire naturelle,
a Dresde.

MiLNe Epwarps, membre de I'lnstitut, & Paris.

Dausse, ingénieur en chef des ponts et chaussées,
a Paris.

Lk Jouis, archiviste perpétuel de la Société des sciences
naturelles de Cherbourg (France).

Goowin AusteN, R. A. C., membre de la Société royale de
Londres, Chilworth Manor, Guilford (Angle-
terre).

HamiLTon, membre de la Société géologique de Londres.

DE BorrE, A., conservateur au Musée royal d’histoire
naturelle, & Bruxelles.

Robpricuez, directeur du Musée zoologique de Guatémala.

LEpENT, professeur au collége communal de Verviers.

Desains, membre de I'lnstitut, & Paris.

GosseLET, J., professcur & la faculté des sciences de Lille
(France).

BarnaRrD, président de I'Ecole des mines, 2 New-York
(Etats-Unis).

Raposzkorrskr, président de la Société entomologique de
Saint-Pétersbourg.

Boxcovraent (prinee Balthasar), 2 Rome.
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1868 Renakb (S. Ex. le chevalier), conseiller {’Etat, secrétaire
de la Société¢ impériale des naturalistes de
Moscou.
Crsustus, R., professeur de physique a l'université de
Bonn (Prusse).
HeLmuoLtz (von), professeur de physique, & Berlin.
CaILLETET, pharmacien et chimiste, & Charleville (France).

1869 Marit Davy, directeur de I'Observatoire météorologique

de Montsouris.

1869 ScuLomiLcH, professeur d’analyse a I'Ecole polytechnique

de Dresde.

Smon, E., naturaliste, & Paris.

Pisco, professeur a I'Ecole industriclle de Vienne.

1870 Dacuin, professeur & la faculté des sciences de Toulouse

(France).

TravtscuoLp, professeur a I'Ecole d’agriculture 4 Pétrovs-
koi, prés Moscou (Russie).

Macaise, C., professeur & I'Institut agronomique de Gem-
blousx.

BerTranD, J. L. F., membre de I'Institut, & Paris.
1871 Van Hooren, docteur en sciences, & Tongres.
IMscHENETSKI, professeur a I'université de Karkoff (Russie).
McLLEr (baron von), botaniste du gouvernement, & Mel-
bourne (Australie).

HEeNRy, L., professcar a 'université de Louvain.

DurkGE, professcur a I'université de Prague (Bohéme).

MaxweLL T. Masters, membre de la Société royale, a
Londres.

Tromsox, James, vice-président de la Société géologique
de Glasgow.

CapeLLIN (commandeur G.), professeur de géologie &
I'université de Bologne.

Le Bovrexge, P., colonel d’artilleric.

1872 VaLLks, inspecteur honoraire des ponts et chaussées,

a Paris.

GariBaLpi, professcur a I'université de Geénes (Ltalie).

Document numériss par la Bibliotheque univ lrto ot Marlo Curio - UPMC - Coto : 2587



— Xm —

1872 Frapksso bA SILVEIRA, directcur de I'Observatoire, a Lis-

bonne.

Kanitz, D* Aug., professeur & l'université de Klausen-
bourg (Hongrie).

1873 Curos, directeur du Jardin des Plantes, & Toulouse.
Bates, H., membre de la Société royale de Londres.
MEeLsEns, membre de I’Académie royale des sciences, des

lettres et des beaux-arts de Belgique.

HermiTE, membre de I'Institut, & Paris.

DarBoux, professeur a la Sorbonne, a Paris.

HaLL, James, paléontologiste de I'Etat, & Albany (Etats-
Unis).

Wortnen, A. H., directeur du Geological Survey de I'llli-
nois (Etats-Unis).

WaitNey, J. D., géologue de 'Etat, directeur du Geolo-
gical Survey de Californie (Etats-Unis).

Graziou, botaniste, directeur des Jardins impériaux, & Rio
de Janeiro.

LapisLao NETTO, botaniste, directeur du Musée impérial
de Rio de Janeiro.

De Carvapso (Pedro Alphonso), docteur en médecine,
directeur de 'Hopital de la Miséricorde, a Rio
de Janeiro.

BurnEeisTER, H., directeur du Musée national de Buenos-
Ayres.

Moreno, F. P., paléontologiste, & Buenos-Ayres.

ARrescHouG, professeur adjoint & I'université de Lund
(Suéde).

1874 WinkLer, D. C. J., conservateur du Musée de Harlem

(Néerlande).

Havoen, géologue de I'Etat, 4 Washington.

Van RyYSSELBERGHE, aide 4 I’Observatoire royal, a Bruxelles.

GEGENBAUER, professeur a P'université de Heidelberg.

HackeL, professeur & I'université de léna.

WALDEYER, professeur & I'université de Strasbourg.

HuxLEy, professeur a I'école des mines, & Londres.




— XIV —

1875 Mansion, professcur a I'université de Gand.

MicraeLis, O., captain, chief of Ordnance, & Saint-Paul,
Minn., département de Dakota (Etats-Unis).

DewaLQue, Fr., professcur a I'université de Louvain.

Marie, M., examinateur i I'Ecole polytechnique, & Paris.

DespeyYrous, membredel’Académiedessciences (Toulouse).

HoueL, membre de I'Académie des sciences (Bordeaux).

MarHiEU, Em., membre de I'Académie des sciences (Nancy).

Evmer, professcur a I'université de Tubingue.

DE LA VALETTE SAINT-GEORGE, professeur & l'université
de Bonn.

Ray-LANkEsTER, professeur & l'université de Londres.

Packarb, professeur a I'université de Salem (Etats-Unis).

FLemminG, W, professeur 4 'université de Prague.

PraTEAU, I\, professeur & I'université de Gand.

RoMer, F., professeur & I'université de Breslau.

Saporta (Gaston marquis oE), correspondant de I'Institut
de France, a Aix (France).

1876 Barrour, J. H., professeur de botanique a l'université

d’Edimbourg.
Bavrour, Th. G. H., membre de la Société royale, a
Londres.
1877 Mac Lacurax, Rob., membre de la Société entomologique,
a Londres.
Tissanpiir, Gaston, rédacteur du journal la Nature, i Paris.

1878 Hertwic, B., professeur & l'université de Konigsberg.
STRASBURGER, professeur & I'université de Iéna.
BrunrscHLt, professeur a I'université de Heidelberg.
Brongniart, Charles, a Paris.

1879 WerTERBY, professeur a I'université¢ de Cincinnati.
SYLVESTER, professcur a l'université de Baltimore.
Czuser, professeur, & Prague.

1880 CrEmoxa, directeur de I'Ecole d’application, & Rome.
WEevgR, Em., professeur a universite de Vienne (Autriche).
IBanEz, général, dirccteur de I'Institut cartographique, a

Madrid.
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1880

1881

1882

— XV =

Bovrivar, I., professeur, & Madrid.

RitsEma, conservateur au Musée royal d’histoire naturelle,
a Leyde.

RenagrDp, conservateur au Musée royal d’histoire naturelle,
a Bruxelles.

StupNilks, F., professeur de mathématiques & 'université
de Prague.

GENoccnr, membre de I'Académie de Turin.

VaN pER MENSBRUGGE, professeur & I'université de Gand.

L1acrE, général, secrétaire perpétuel de I'Académie royale
des scicnces, etc., de Bruxelles.

DE TiLLy, J., colonel, membre de ’Académie de Belgique.

ViLLarceaux, membre de I'lnstitut, & Paris.

BonneT, membre de I'Institut, & Paris.

SEBERT, colonel d’artillerie de la marine francaise, a Paris.

Ancor, A., auaché au burcau central météorologique de
France, & Paris.

WIEDEMANN, G., professeur a I'université de Leipzig.

PranTE, G., & Paris.

KonLrausch, dirccteur de I'lnstitut physique de Wurz-
bourg.

Quincke, professeur de physique, & Heidelberg.

REY AXEL, professeur a I'Ecole de médecine de Stockholm.

REeTz1uUs, G., professcur a I'Ecole de médecine de Stockholm.

Giorpano, inspecteur du corps des mines, 4 Rome.

MENEGHINI, professeur & I'université de Pise.

Guiscarbi, professeur a I'université de Naples.

TarameLLr, professeur a l'université de Pavie.

Laisant, député, a Paris.

BevLTRAMI, professcur & 'université de Pavie.

Gestro, D' R., conservateur au Musée d’histoire naturelle
de Génes.

SaLvapori (comte Th.), professeur & 'université de Turin.

Mascarr, professeur au Collége de France.

Bouniakowski, membre de I'Académie des sciences, &
Saint-Pétersbourg.
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1885 HurL, Eduard, directeur du Geological Survey d’Irlande.

SANDBERGER, Fridolin, professeur a I'université de Wurz-
bourg.

Brertnor, N., professeur a I'université de Louvain.

Mitrac-LEFFLER, G., professcur a l'université de Stock-
holm.

Gomizs TEIXEIRA, F., professeur & I'université de Coimbre.

1884 Bierens bE Haan, D., professeur & l'université de Leide.
TriNcHEs!I, professeur & I'université de Naples.

Gerono, C., rédacteur des Nouvelles annales de mathéma-
tiques, a Paris.

De Heen, P., correspondant de I'Académie royale de
Belgique, & Louvain.

1885 ScHur, Fréd., professeur a I'université de Leipzig.
HaLPHEN, répétiteur 3 I'Ecole polytechnique, a Paris.
PicoueT, répétiteur 4 'Ecole polytechnique, a Paris.
bE LoneccHAMPs (Gohierre), professeur au lycée Charle-

magne, & Paris.
VANECEK, J. S., professeur, a Ji¢in (Bohéme).
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LISTE

SOCIETES SAVANTES, REVUES, ETC.,

LA SOCIETE DES SCIENCES DE LIEGE

echange ses publications
ge p .

BELGIQUE.

Bruxelles. — Académie royale des sciences, des lellres et des
beaux-arts de Belgique.
Observatoire royal.
Société entomologique de Belgique.
Soctété malacologique de Belgique.
Société royale belge de géographie.
Société belge de microscopie.
Musée royal d’histoire naturelle.

Liege. — Société géologique.
Mons. — Société des sciences, des letires el des beaux-arts du
Hainaut.

ALLEMAGNE.

Berlin. — Konigliche Akademie der Wissenschaften.
Deutsche Geologische Gesellschaft.
Entomologischer Verein.
Zeitschrift fir die gesammien Naturwissenschaften.

Bonn. — Naturhistorischer Verein der Preussischen Rheinlande
und Westphalens.




— XVII —

Breslau. — Schlesische Gesellschaft fiir vaterlindische Cullur.

Colmar. — Société d’histoire naturelle.

Erlangen. — Physikalisch-medicinische Societdl.

Francfort. — Senckenbergische naturwissenschaftliche Gesell-
schaft.

EFribourg. — Naturforschende Gesellschafl.

Giessen. — Oberhessische Gesellschaft fiir Natur- und Heilkunde.

Gorlita. — Naturforschende Gesellschaft.
Oberlausitzische Gesellschaft der Wissenschaften.

Gottingue. — Konigliche Gesellschaft der Wissenschaften und
Georg-August-Universilit.

Halle. — Naturwissenschaftlicher Verein fiir Sachsen und Thii-
ringen.
Naturforschende Gesellschuft.
Kaiserliche Leopoldinisch - Carolinische Deutsche Akademie
der Naturforscher.
Kiel. — Naturwissenschaftlicher Verein.
Konigsherg. — Konigliche physikalisch-konomische Gesell-
schaft.
Landshut. — Botanischer Verein.
Leipzig. — Naturforschende Gesellschaft.
Metz. — Académie des lettres, sciences, arts et agriculture.
Munich. — Koniglich Bayerische Akademie der Wissenschaften.
Kinigliche Sternwarte.

Muuster. — Westfilischer Provincial-Verein fiir Wissenschaften
und Kunst.

Offenbach. — Offenbacher Verein fiir Nalurkunde.
Stettin. — Entomologischer Verein.

Stuttgart. — Verein fiur vaterlindische Naturkunde in Wiir-
temberg.

Wiesbaden. — Vassauischer Verein [iir Naturkunde.

Wurzbourg. — Physikalisch-medicinische Gesellschaft inWiirz-
burg.

Zwickau. — Verein fiur Naturkunde,




- XIX —

AUTRICHE-HONGRIE.

Hermannstadt. — Siebenbiirgischer Verein fiir Naturwissen-
schaften.

Innspruck. — Naturwissenschaftlich-medicinischer Verein.

Prague. — Kiniglich bihmische Gesellschaft der Wissenschaflen
Kaiserlich-Kinigliche Sternwarte.

vienne. — Kaiserliche Akademie der Wissenschaften.
Kaiserlich-Kénigliche zoologisch-botanische Gesellschali.
Kaiserlich-Kionigliche geologische Reichsanstalt.

ESPAGNE.

Madrid. — Real Academia de Ciencias.

FRANCE.

Beéziers. — Sociélé d’étude des sciences nalurelles.

Bordeawx. — Académie des sciences, belles-leltres et arls.
Société linnéenne.
Société des sciences physiques et naturelles.

Caen. — Soctété linnéenne de Normandie.

Cherbourg. — Sociélé des sciences nalurelles.

Dijon.

Lille.

Lyon. — Académie des sciences.
Société d’agricullure.
Société linnéenne.

Académie des sciences.

Soctété des sciences, de Uagriculture et des arts.

Montpellier. — Académie des sciences et lettres.
Namey. — Société des sciences (ancienne Soctété des sciences nati-
relles de Strasbourg).
Paris. — Société géologique de France.
Société Philomatique.
Muséum d’histoire naturelle.




Rouen. — Société des amses des sciences naturelles.
Académie des sciences.

Toulouse. — Académie des sciences.
Societé des sciences physiques et naturelles.

Troyes. — Société académique de I’ Aube.
Agen. — Société d’agriculture, sciences et arls.

GRANDE-BRETAGNE ET IRLANDE.

Dublin. — Royal Irish Academy.
Natural history Society.
Edimbourg. — Geological Society.
Londres. — Geological Society.
Linnean Society.
Royal Society.

Glasgow. — Geological Society.
Natural history Society.
Philosophical Society.

Manchester. — Litterary and philosophical Society.

ITALIE.

Bologne. — Accademia delle Scienze.
Catane. — Accademia gioenia di scienze naturali.
Génes. — Osservatorio della R. Universita.
Modéne. — Societa dei naturalists.
Naples. — Socicta Reale.
Palerme. — Islituto tecnico.

Sociela di scienze naturali e economiche.

Pise. — Societa di scienze naturals,

Rome.

Bullettino dv bibliografia delle scienze matematiche,
publié par le prince B. Boncompacn.

Reale Accademia dei Linces.

Accademia pontificia de’ Nuovi Linces.

R. Comitato geologico d’Italiw.




— XXI —

LUXEMBOURG.

Luxembourg. — [nstitut royal grand-ducal, section des sciences
naturelles et mathématiques.

NEERLANDE.

Amsterdam. — Koninklijke Academie van wetenschuppen.

Harlem. — Société hollandaise des sciences.
Musée Teyler.

Rotterdam. — Bataafsch Genootschap der proefondervindelijke
wijsbegeerte.

Delft. — Lcole polytechnique.

PORTUGAL.

Coimbre. — Journal des sciences mathématiques et astrono-
miques, rédacteur : M. Gomés TEIXEIRA.

Lishonne. — Académre des sciences.

RUSSIE.

Helsingfors. — Sociélé des sciences de Finlande.
Moscou. — Société impériale des naturalistes.
Saint-Pétershourg. — Académie impériale des sciences.

Soctété d’archéologie et de numismatique.

Saciété entomologique.

Société impériale de minéralogie.

SUEDE ET NORWEGE.
Bergen. — Museum.

Christiania. — Kongelige Frederiks Universilet.

Stockholm. — Académie royale des sciences.
Nordist medicinskt Arkiv, directeur : D* Axer Key.
Entomologiska [oreningen.
Acta mathematica, rédacteur : M. MiTTAG-LEFFLER.
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SUISSE.
Berne. — Naturforschende Gesellschafl.
Soctété helvétique des sciences naturelles.
Neuchatel. — Societé des sciences naturelles.
Schafhouse. — Naturforschende Gesellschafl.

AMERIQUE.

ETATS-UNIS.
American Association for advancement of sciences.

Baltimore. — American Journal of mathematics.
Johns Hopkins University : Circulars.

Boston. — American Academy of arls and sciences.

Society of natural Hislory.
Cambridge. — Huseum of compurative zoology.
Columbus. — 0hio State agricultural Society.
Madison. — Wisconsin Academy of sciences, letlers and arts.
New-Haven. — Connecticut Academy of arts and sciences.
Newpeort. — Orleans County Society of natural sciences.
New-York. — Academy of sciences.
Philadelphie. — Academy of natural sciences.

American philosophical Society.

Wagner Free Institute of sciences.
Portland. — Natural History Sociely.
Salem. — The dmerican Naluralist.

Essex Institute.

Peabody Academy of sciences.

San-Francisco. — Californian Academy of sciences.

Washington. — Smithsonian Institution.

GUATEMALA.

Guatemala. — Sociedad economicu.
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MEXIQUE.

Tocubaya. — Observaloire national.

REPUBLIQUE ARGENTINE.

Buenos-Ayres. — Universidad.

ASIE.

INDES ANGLAISES.

Caleutéa. — Asiatic Society of Bengal.

INDES HOLLANDAISES.

Batavia. — Koninklijke naluurkundige vereeniging in Neder-
landsch Indié.

AUSTRALIE.

Hobart-Town. — Tasmanian Society of natural sciences.
Melbourne. — Observatoire.
Sydney. — Linnean Sociely.

Royal Society of New South Wales.
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DISCOURS
PRONONCE LE 7 DECEMBRE 1884,
A LA SALLE ACADEMIQUE DE L UNIVERSITE DE LIEGE,

A L'OCCASION

DE LA PROMOTION DE M. E. CATALAN A L’EMERITAT ().

CHER ET VENERE MAITRE,

L.e Comité chargé de I'organisation de la féte d’aujourd’hui
m’a appelé a I'honneur de porter la parole en son nom, pour
esquisser, en un tableau rapide, I'ensemble de vos principales
publications scientifiques.

Il n’était pas diflicile de trouver, parmi vos anciens ¢éléves de
Paris, des voix plus autorisées que la mienne pour rendre a votre
talent, comme professeur ¢t comme savant, un hommage meérité.

Mais I'éloignement et des recherches absorbantes n’ont pas
permis, aux illustres géométres auxquels je fais allusion, d’abor-
der I'examen rétrospectif de vos nombreux travaux.

Ceux de vos disciples plus jeunes, qui occupent si honorable-
ment, a coté de vous, des chaires de votre Université, sont
engagés, maintenant, dans des études trop éloignées des votres;
et ils ne pouvaient guére, ont-ils dit avec trop de modestic peut-
¢tre, entreprendre I'analyse détaillée de vos publications.

C'est ainsi que, sans avoir cu jamais le bonheur d’entendre vos
savantes lecons, la tiche m'est échue de parler ici au nom de
tous ceux qu’elles ont initiés aux mathématiques transcendantes.

(*) A cette occasion, les anciens éléves et les amis de M. Catalan lui ont
offert son portrait, dii & I'habile pinccau de M. Delpérée.
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Quoique je connaisse toutes les difficultés de cette honorable
mission, j'ai été heureux de I'accepter, parce qu’'elle me permet
de vous donner publiquement un témoignage damitié et de
reconnaissance pour la bonté avec laquelle vous avez encouragé
mes premiers travaux; pour P'appui que vous n’avez cess¢ de
m’accorder, depuis que, essayant de marcher sur vos traces, je
me suis consacré a I’étude de I'analyse mathématique.

Pour un autre motif encore, je suis heureux de porter la
parole en ce jour. En 1870, j'ai eu I'honneur de subir, moi
éléve de I'Université de Gand, devant la Faculté des sciences
de Liége, les épreuves du doctorat spécial en mathématiques.
Je n’oublierai jamais, Messieurs (*), I'extréme bienveillance
avec laquelle vous m’avez accueilli, ni les suffrages unanimes
dont vous avez couronné mes efforts, en cette heure solennelle
de ma vic.

En venant done aujourd’hui contribuer a la glorification de
I'un de vos plus illustres professeurs, d'un maitre qui a été pour
moi un guide et un ami depuis quinze ans, c’est d'une dette de
gratitude envers lui et envers I'Université de Liége que jessaie
de m’acquitter, dans la mesure de mes faibles forces. Puissé-je
ne pas rester trop au-dessous de ma tache et ne pas tromper
la confiance du Comité d'organisation!

Maintenant, cher et vénéré Maitre, permeitez-moi d’aborder
I'exposé de vos travaux en lui donnant cette forme imperson-
nelle qui sied si bicn & la plus abstraite des sciences positives,
4 nos chéres mathématiques.

Permettez-moi, en particulier, de parler de vous a la troisiéme
personne, comme si vous étiez, dans cette vaste assemblée,
quelque auditeur dont je ne soupgonnerais pas la présence.
Ainsi je serai plus a l'aise; je serai plus libre de vous louer
hautement comme si vous n’étiez pas 13, et j’oscrai aussi, ¢ et 1a,
méler & mes éloges quelques critiques, discrétes et bienveil-
lantes, comme il convient & un disciple et & un ami.

(*) MM. les professeurs de la Faculté des sciences de Liége.

Document numériss par la Bibliotheque univ lrto ot Marlo Curio - UPMC - Coto : 2587



IQ

INTRODUCTION.

La carriére de M. Catalan se divise naturellemeut en trois
périodes de durées inégales, dont la premiére commence en 1853
pour se terminer en 1832; la deuxiéme s’étend jusqu'd sa
nomination & I'Université de Liége, en 1865; la derniére enfin
commence a cette date et, espérons-le, pour notre cher jubilaire
et pour la science, elle ne sc terminera pas de sitot.

La premiére période est caractérisée par un grand nombre de
Mémoires ou il aborde et résout, souvent avee un rare bonheur,
diverses questions d’analysc et de géométrie infinitésimale, alors
a I'ordre du jour chez les géometres. Dans la deuxi¢éme, ce sont
les publications d’un caractére ala fois pédagogique et scientifique
qui prédomincent; enfin dans la troisiéme, plus libre de son
temps et de son travail, M. Catzlan se laisse aller a ses propres
inspirations et suit davantage une voie originale.

Mais cette division en trois périodes n'est pas aussi absolue
que cette esquisse peut le faire croive; et, je me hate de le dire,
il m'arrivera plus d'une fois, dans la suite, de rapprocher des
travaux anciens et des travaux récents de notre éminent collégue.

M. Catalan est, cn grande partie, un autodidacte. N¢é & Bruges,
comme deux autres mathématiciens illustres, Stévin et Grégoire
de Saint-Vincent, il fut élevé a Paris, ou son pére était venu
s'établir comme architcete. Il fréquenta, dans cette ville, des
cours de géométrie pratique, de perspective, d’architecture et de
construction, soit i I'Ecole de dessin, soit a 'Ecole des beaux-
arts. Mais son aptitude pour les mathématiques spéculatives fut
remarquée par Lefébure de Fourcy, qui le prit en affection et
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.

lui donna le conseil de se présenter a I'Ecole polytechnique.
M. Catalan, déja Répétiteur a I'Ecole de dessin, se laissa aisément
persuader. Il se fit pendant six mois I'éléve de M. Delisle au
collége Saint-Louis et il fut recua I’Ecole polytechnique en 1833.
En méme temps, il remportait le prix d’honneur au grand
concours des Mathématiques. Sa composition nous a été con-
servée (1) : il résout, aussi complétement que possible, une ques-
tion difficile, en employant simultanément les ressources de
'analyse et de la géométric, comme il le fera si souvent plus
tard, lorsqu’il abordera des problémes d'une nature plus élevée.

A sa sortie de I'Ecole polytechnique (1833), M. Catalan,
abandonnant la carriére des Ponts et Chaussées, fut nommé
professeur au collége de Chalons-sur-Marne; puis il revint a
Paris, ou il fonda, avec Abel Pagés, Sturm et Liouville, la cé-
lébre Ecole préparatoire Sainte-Barbe (1858). La méme année,
il était nommé répétiteur adjoint de géométrie descriptive et, en
1859, examinateur suppléant i I'Ecole polytechnique. Il n’avait
(ue vingt-cinq ans (*).

C’est & partir de son retour a Paris que commence la publica-
tion de cctte série de Mémoires qui n’a plus cessé de porter au
loin la renommée de M. Catalan. Liouville venait de fonder,
en 1856, le Journal de Mathématiques pures et appliquées, con-
sacré surtout aux parties les plus ¢levées de la science; en 1842,
Gérono et Terquem firent paraitre les Nowvelles Annales de
Mathématiques, publication d’une nature plus didactique, ol se
coudoyaient ¢léves et professeurs, articles élémentaires et mé-
moires savants. Dés le début de chacun de ces deux nouveaux
recueils scientifiques, M. Catalan, li¢ d’amitié avec leurs rédac-
teurs, en divint le collaborateur assidu.

(") NAM.,, (1), 1V, 214-224. La clef des abréviations est au revers du titre.
(") Ces renseignements biegraphiques sont empruntés, en partic, au Liber
memorialis de I'Université de Liége, de M. le professeur Aren. Lz Rov.
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II.

CALCUL DES PROBABILITES, COMBINAISONS.

Les premiers volumes du Journal de Liouville contiennent de
nombreux Mémoires de M. Catalan sur la théorie des combi-
naisons et le calcul des probabilités. Tous ceux qui ont attaqué
ce genre de questions savent combien elles échappent souvent
aux méthodes habituelles de I'analyse; sans I'attention la plus
soutenue, on risque toujours d’oublier quelques-uns des cas
favorables ou défavorables dont il s’agit de faire I'énumération
compléte.

M. Catalan montre, dans les questions de ce genre, autant de
sagacité que d’habileté analytique. Citons quclques-uns de ses
travaux : en 1837, la Solution d’un probléeme relatif au jeu de
rencontre (2); en 1838, unc démonstration ingénieuse et directe
de la formule des combinaisons complétes (3); en 1840 et 1842,
d’autres questions encore, dont il est difficile de donner une
idée, méme superficielle, en langage vulgaire (%).

En 1838 et en 1841, il avait traité deux autres problémes dont
il faut faire plus qu'une simple mention, I'un a cause des consé-
quences analytiques qu’il a su en déduire, 'autre a cause de sa
portée théorique.

Au siécle dernier, Seguer avait donné une formule, assez
incommode, pour trouver de combien de maniéres un polygone
peut se partager en (riangles, au moyen de ses diagonales. Euler
indiqua immédiatement une formule plus simple pour résoudre
la_ méme question. Vers 1838, sur les instances de Terquem,
divers géométres (Lamé, Rodrigucs, Binet) essayérent de démon-

(®) L., (1, 11, 469-482. (®) L., (1), NI, $114-442; MM.. 1-5.
() L, (1) V, 564; VI, 511-515.
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trer, directement ou indirectement, laformule d’Euler. M. Catalan
s'occupa aussi de la question et il parvint 4 une troisiéme solu-
tion, en méme temps que Binet, sans recourir, comme celui-ci,
a la délicate théorie des fonctions génératrices. Il parvint, en
outre, a déduire, des divers résultats obtenus, d'innombrables
conséquences analytiques, entre autres sur les fonctions eulé-
ricnnes (%).

Dans son Mémoire de 1841 (6), M. Catalan fut conduit, par la
résolution de divers problémes, a cette conclusion qui constitue
un nouveau principe de probabilité, disait-il : « La probabilité
d'un événement futur ne change pas lorsque les causes dont il
dépend subissent des modifications inconnues ». Le principe
n'est pas nouveau, comme M. Catalan I'a reconnu; car il se
trouve incidemment, sous le nom de Lemme, au § 90 de I'ou-
vrage de Poisson sur la Probabilité des jugements. Mais Poisson
ne semble pas en avoir saisi 'importance; c’est M. Catalan qui,
en 1877 (") cten 1884 (8), a de nouveau appelé l'attention sur
ce principe ct en a signalé la fécondité. Pour en faire saisir la
portée, il suffira d’en citer une application : supposons que dans
un grand pays, comme la France, on vote, dans quarante ou cin-
quante mille bureaux différents, pour ou contre un candidat a la
Présidence de la République. Eh bien, on pourrait supprimer,
dans chacune des cinquante mille urnes, la moitié ou les trois
quarts des suflrages, pourvu ¢u’on le fit vraiment au hasard. Le
résultat de I'élection serait presque certainement le méme que
si Pon n’y avait pas touché. Pour les mathématiciens, bien
entendu, le nouveau principe présente un tout autre intérét :
dans un grand nombre de cas, il permet de remplacer, par un
raisonnement de quelques lignes, des calculs vraiment formida-
bles, comme notre auteur I'a prouvé dans une récente commu-
nication académique.

M. Catalan est revenu, maintes fois, & la théorie des combinai-

() L., (1), DL, 508-516; 1V, 91-94, 95-99; VI, 74.
) L, (1), V1, 75-80. (7) BB., (2), XLIV, 463-463.
(%) BB., (3), V1Il, 72-74; MB., XLVI. 1-16
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sons et au caleul des probabilités, dans la suite de sa carriére
seientifique. Pour achever ici ce qui regarde cette partie de
l'analyse, je citerai, en particulier, ses recherches sur le pro-
bléme des partis, en 1853 et 1878 (°), deux notes sur la somma-
tion de certains coeflicients binomiaux (!%), maintes formules
combinatoires (1877) (!') ct une curicuse lettre sur la loterie de
'Exposition (1880) ('2), mais surtout ses Remarques sur la théo-
rie des moindres carrés (13). Ce Mémoire a été publié, en 1878,
par I'Académie de Belgique; mais une premiére rédaction, lue
en 1874 & I'Association francaise pour I'avancement des sciences,
a ¢1¢ détruite dans I'ineendie de 'imprimerie Danel, de Lille, et
c'est 1a une circonstance qu'il est peut-étre utile de mentionner
au point de vue de la priorité des résultats obtenus dans le
Mémoire.

La méthode des moindres earrés est, comme l'on sait, un pro-
cédé conventionnel de résolution d'équations linéaires, dont les
cocllicicnts sont entachés de légéres inexactitudes, mais dont le
nombre surpasse celui des inconnues. Gauss, Laplace et, aprés
eux, heaucoup d’autres ont cssayé de prouver que cette méthode
est la meilleure de toutes celles qui peuvent servir a résoudre le
prohléme proposé. Mais il faut bicn avouer que personne n’y a
réussi, et tout ce que l'on peuat dire en faveur de cette méthode
e'est que, entre celles qui accordent la méme influence a toutes les
équations données, clle est la plus simple. Mais cctte méthode la
plus simple est-clle d'un usage plus facile? Hélas! non. Les cal-
ceuls qu'clle exige sont presque toujours extrémement longs.
Ceux-1a sont done bien venus qui parviennent, comme M. Catalan,
dans son Mémoire, 3 y introduire quelques simplifications. Au
point de vue pratique, grace a un emploi judicicux de la théorie
des équations lincaires et de celle des déterminants, il a réussi
a améliorer considérablement les procédés de formation et de
résolution des équations finales auxquelles conduit la méthode.

(*) M., 72-74; NCM., IV, 8. ) MM., 193-196; NAM., (1), XX,
147-148, 260-263. (') MB., XLII, Noles, cte., 13-14, 17-15.
('*) NCM., V, 101-102, 195-196. (*%) MB., XLIH, 1-42.
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Mais, en outre, chemin faisant, suivant son habitude, il établit
des formules algébriques curieuses ct surtout des théorémes
généraux, relatifs a la méthode méme. Citons-en deux sur les-
quels les rapporteurs de I’Académie, plus compétents que nous,
en celte matiére, ont appelé spécialement 'attention :

1. 8¢ la somme des carrés des erreurs véritables est un mini-
mum, la somme des carrés des erreurs virtuelles est aussi un
minimum, les erreurs virtuelles élant les quantités qui se trou-
vent dans les seconds membres des équations avxiliaires, lesquels
sont nuls dans le cas des erreurs vérilables.

1. 8¢ Pon a un systéme d’équations linéaires en X, y, z, etc.,
el qu'on élimine x entre ces équations prises deux & deux, de
toules les maniéres possibles, par la théorie des déterminants, les
nouvelles équations obtenues, traitées par la méthode des moin-
dres carrés, donnent pour y, z, ete., les mémes valeurs que les
équations primitives, traitées par la méme méthode.

III.

DETERMINANTS ET INTEGRALES MULTIPLES.

Vers I'époque ot M. Catalan écrivait ses premiers Mémoires
sur le calcul des probabilités, I'Académie de Belgique mit au
concours une question d’analyse alyébrique, dont le sujet était
laissé au choix du concurrent. Le jeune professeur de Sainte-
Barbe descendit dans la lice avee un Mémoire contenant la
Théorie générale de la transformation des intégrales multiples.
Ce travail fut couronné en 1840 et publié presque immédiate-
ment (*4). En 1846, il (it paraitre, dans le Bulletin de I'Aca-
démie, un M¢émoire moins étendu, qui était e complément du
premier ('3).

Dans ces deux éerits, M. Catalan fait connaitre d’abord les
principes fondamentaux de la théorie des déterminants, doetrine

() MCB., XIV, 1-50. ("*) BB., (1), XU, 534-15%.
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féconde et destinée 4 un grand avenir, mais alors & peine connue
et a peine employée, sauf par Cauchy, Jacobi, Reiss et Lebesgue.
11 simplifie considérablement I'exposé des propriétés fondamen-
tales des déterminants, grace a 'emploi d’une notation ingénieuse,
due a Cauchy, parait-il, mais qui était loin d'étre classique, a
cette époque. Outre la théorie générale, il fait connaitre deux
théorémes nouveaux, I'un qui est la généralisation d'une céléhre
identité de Lagrange, I'autre que I'on énonce aujourd’hui de la
maniére suivante : Un circulant est égal, en valeur absolue, d la
somme de ses éléments, multiplic par le déterminant persymeé-
trique ayant pour élements les différences successives des élements
du circulant.

La transformation générale des intégrales multiples est ensuite
exposée avec unc rare élégance, grace a I'heureuse idée qu'a eue
M. Catalan de laisser sous forme implicite les relations entre
les anciennes variables et les nouvelles.

Les deux Mémoires se terminent par de belles applications
a diverses intégrales. L’auteur généralise les coordonnées ellip-
tiques de Lamé ct arrive, sur certaines intégrales hypercllip-
tiques, a des théorémes trés généraux, analogucs  ceux de
Legendre sur les intégrales elliptiques complétes.

On a dit, dans plus d’un ouvrage classique, que la transfor-
mation des intégrales multiples est un probléme qui a été résolu
par Jacobi avant de 'étre par M. Catalan. C’est une crreur : les
deux Mémoires de Jacobi, sur les déterminants et sur les déter-
minants fonctionnels, n’ont paru qu’en 1841, dans le tome XXII
du Journal de Crelle, ct c’est la seulement que Jacobi démontre
les formules générales de la transformation. Que Jacobi conniit
les formules auparavant, cela ne fait pas de doute. En 1835
(dans le tome XII, page 38, du Journal de Crelle), il énonce la
formule générale, mais sans démonstration et sculement dans
le cas ol les anciennes variables sont données explicitement en
fonction des nouvelles et, si I'on veut, d'une ou deux variables
auxiliaires. Ce qui est vrai, c’est que, dans le Mémoire de 1853,
Jacobi traite plusieurs questions spéciales que M. Catalan, sans
s'en douter, a reprises, aprés lui, en 1840.
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Le Mémoire du jeunc lauréat passa tout entier dans le meil-
leur trait¢ du calcul intégral de I'époque, celui de I'abbé Moi-
gno, ¢erit, comme I'on sait, sous les yeux de Cauchy, et digne,
par les précieux matériaux qui y sont condensés, de cet illustre
patronage.

Il en fut de méme dans un autre Mémoire du jeune auteur,
publié en 1339, dans le Journal de Liouville (1%), et qui contient
une méthode spéciale de détermination des intégrales mul--
tiples, devenue classique sous le nom de Méthode de Calalan.
M. Catalan y a été conduit & propos de I'aire de Pellipsoide. Cette
aire s'exprime par une intégrale double qui représente aussi le
volume d’'un certain eylindre. Décomposez celui-ci, d'une eer-
taine manicre, en couches eylindriques concentriques, et I'inté-
grale double se transforme en une intégrale simple, réductible
aux intégrales elliptiques de premicre et de deuxiéme espéce.

Ce que nous venons d'esquisser pour Paire de ellipsoide cst
étendu aux intégrales triples, an moyen d’une interprétation
mécanique, puis aux intégrales multiples queleonques, par une
voie purcment analytique. Les jeunes géométres, venus aprés
Rieniann, ne manquent pas d’'exposer maintenant la méihode de
M. Catalan, dans ces derniers cas, en employant la terminologie
relative & P'espace & quatre, & cing ou & un plus grand nombre de
dimensions. Notre cher et vénéré maitre est I'adversaire de cette
terminologic; mais il faut bien lavouer, il a tort, car si elle
wexislait pas, il faudrait linventer tout exprés pour faire con-
naitre son ingénicuse méthode de transformation des intégrales
multiples.

(*%) L., (1),1V, 523-354. Voir aussi MM., 3-8, 8-9, 4-11.
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IV.
RECHERCHES DIVERSES D’ANALYSE.

M. Catalan a traité, entre 1840 et 1852, un grand nombre de
difficiles questions d’analyse, d’un intérét moins général que
celles dont nous venons de nous occuper, mais dont il convient
néanmoins de dire quelques mots, avant d’aborder ses recherches
sur la théorie des surfaces.

Citons, en premicr lieu, ses Problémes de calcul intégral,
publié¢sdans le Journal de Liouville('7), quile montrent en pleine
possession de la théorie des intégrales elliptiques, cet admirable
instrument analytique auquel les efforts persévérants de Legendre
étaicnt enfin parvenus a faire donner droit de cité dans la
science. En 41841, M. Catalan trouva laire de 'ellipse sphérique,
ou la valeur d’un angle solide compris dans un cone du second
degré, d’abord, au moyen d'une intégrale elliptique compléte
de woisicme cspéee ¢t d'un terme algébrique, puis au moyen des
intégrales des deux premicres espéces. La méme annce, il par-
vint & exprimer le volume de la partie commune a un cllipsoide
et & une sphére concentriques, cn fonetion de deux intégrales
complétes de troisicme espéee, de module, mais de para-
métres différents. Vingt-cing ans plus tard,, M. Catalan reviendra
a4 la théorie des intégrales et des fonctions elliptiques, ety fera
d’heureuscs trouvailles que nous citerons en leur licu.

Nous devons énumérer, ensuite, dans I'ordre chronologique,
divers articles ou mémoaires, plus ou moins étendus, sur le
calcul intégral: 1° une Note ingénieusc sur une intégrale de
Poisson ('8); 2° la démonstration d'une formule de Tehéby-

(*") L., (1), VI, 540-544, 419-440. ('*) L., (1), V1, 81-84.

Document numériss par la Bibliotheque univ

et et Marle Curie - UPMC - Cote : 268 7



— 14 —

cheff (19); 3° une Note sur l'intégration de certaines équations
différenticlles simultanées, qui contient une extension, digne
d'étre signalée, de la méthode de la variation des constantes
arbitraires (20); 4° une autre Note, publiée en 1847, dans le
Journal de UEcole polytechnique, sur la théorie des solutions
singuliéres (2'). L’auteur indique comment il convient de cor-
riger certaines régles généralement admises pour la recherche
de ces solutions. Unéléve de I'Université.de Liége, auquel je me
plais & rendre ici un public hommage, Louis Houtain, devair,
quatre ans plus tard, publier, en réponse a une question du con-
cours universitaire, un vrai Traité sur les solutions singulicres.
Toutes les difficultés analogues & celles que M. Catalan avait
soulevées ct résolues en 1847, y sont éindiées avee une érudition
et une rigueur bien rares a cette époque. Qu’il me soit permis de
signaler en celte occasion, puisque je parle devant I'Université
de Li¢ge, ou Houtain a été Répétiteur, cet ouvage remarquable
auquel il n’a manqué, pour appeler I'attention du monde savant
sur son auteur, qu'une publicité moins restreinte; depuis
trente ans, il est enfoui dans un recueil plus administratil que
scientifique, les Annales des Universités de Belgique; 5° 4
Pextréme limite de I'époque que nous étudions, nous rencontrons
encore une nouvelle formule de quadrature approchée, qui porte
le nom de M. Catalan (22). Son auteur I'a délaissée depuis long-
temps, parce qu'il a découvert qu'elle est contenue implicite-
ment dans une formule du caleul des différences, comine la
plupart des formules analogues. Elle ne mérite pas cet abandon,
comme nous l'avons prouvé il y a quelques années, car elle est
a peu prés aussi exacte que celle de Simpson; quand celle-ci
ne peut étre employée, parce que le nombre des ordonnées de
la courbe étudiée est pair, c'est la nouvelle formule qui doit la
remplacer.

Enfin, parmi les travaux d’analyse transcendante de M. Cata-
‘lan, d'avant 1852, se distinguent encore deux Mémoires publiés

(*%) L. (1), VI, 239, (*) NAM., (1), IV, 245-244; MM., 60-61.
(1) EP., XVI1I, 51¢ cahier, 271-276. (*) NAM., X, 412-415.

Document numériss par la Bibliothéque univ frto ot Marlo Curio - UPMC - Coto 12587



— 15 —

dans le Journal de Liouville, et relatifs 4 une théorie o il devait
plus tard briller au premier rang, la théorie des séries. Dans le
premicr, il établit, d'unc maniére rigoureuse, le célébre théoréme
de Goldbach : la somme des inverses de la difjérence, avec Uunité,
de tous les nombres entiers qui sont des puissances, est égale a
Punité (23). La méthode de démonstration est ingénieuse et donne
4 l'auteur la somme de plusieurs séries analogues & celle de
Goldbach. C'est a cette époque que M. Catalan a proposé aux
géométres son célébre théoréme empirique : Zéro et lunité,
huit et neuf, sont les seuls couples de nombres entiers consécutifs
qui sont des puissances exactes (2*). Dans le second Mémoire (2%),
qui date de 1844, notre autcur obtient, pour tous les cas, les
conditions de convergence d'une série que I'on peut appeler le
binome d’Euler. 11 m’est impossible de donner ici, en langage
vulgaire, la moindre idée de la formule démontrée par M. Catalan.

V.

RECHERCHES SUR LES ELASSOIDES, ET AUTRES MEMOIRES GEOMETRIQUES.

Dans la plupart des travaux de M. Catalan, dont nous avons
parlé jusqu'a présent, le but est le plus souvent I'analyse, la
géométrie un moyen, quand il en est fait usage. C'est'inverse dans
ceux dont je vais maintenant vous entretenir. Dés ses débuts, le
jeune Répétiteur a I'Ecole polytechnique aborde le champ si
varié et si attrayant des spéculations géométriques, tantot d'une
maniére directe, par la voic intuitive, tantot en mettant I'analyse
au service de la science de I'espace.

La plus remarquable de ses découvertes cn ce genre se rap-
porte aux élassoides. Aujourd’hui, on appelle ainsi les surfaces
a airc minima, que les wavaux d'un des plus illustres savants
belges, Joscph Plateau, ont fait connaitre dans le monde entier.

(**) L., (1), VU, 1-42.  *%) Journal de Crelle, XXV, 192; MM, 10-41.
(*%) L., (1), IX, 161-174.
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Ce grand physicien, devenu aveugle en 1843, n'en résolut pas
moins, malgré sa cécité, d’étudier sous toutes ses faces la sta-
tique des liquides soumis aux seules forces moléeulaires. Il pour-
suivit son projet avee une ténacité invineible, pendant plus d'un
quart de sicele; il imagina d’année en année, de nouvelles expé-
ricnces plus ingénicuses les unes que les autres, montrant ainsi
par un exemple mémorable que cest 'eeil intérieur, la lumiére
de Pesprit, qui révéle au génie les voics scerétes conduisant aux
grandes découvertes. C'est dans le cours de ces recherches
mémorables qu'il réalisa, sous forme de lames liquides brillam-
ment colorées, un grand nombre de surfaces courbes dont la
plupart sont d'une grande complexité au point de vue mathé-
matique. Ces surfaces, que Plateau a montrées 4 tout le monde,
sans jamais les voir lui-méme, sont, comme on le sait, des
surfaces & aire minima, des ¢lassoides. Mais ce que I'on ne sait
pas, c'est le rude travail préliminaire que les géométres ont du
s'imposer pour fournir 4 Plateau les ¢léments nécessaires a leur
réalisation.

Lagrange, a ses débuts, a donné I'équation aux dérivées par-
tielles des ¢lassoides; Monge, leur équation finie, sous diverses
formes qui la rendent pratiquement inutile. Meusnicer a prouvé
qu’ils ont, en chaque point, lears deux rayons de courbure prin-
cipaux et de signes contraires; de plus, il a tromé deux ¢las-
soides spéciaux, le caténoide ou alysséide, engendré par la
révolution d’une chainette tournant autour de sa dircetrice, ct
la surface de vis a filet carré ou conoide hélicoidal. Seherk, un
demi-siccle aprés, en déeouvrit cing autres, ou plutot il en
détermina les ¢quations sans les ¢rudier vraiment au po:nt de
vue géométrique.

La question en é¢1a’tla quand M. Catalan aborda. Du premier
coup, par une voie intuitive, qu'il nous a conscrvée dans scs
Mélanges mathématiques, il ¢ablit ce théoréme, soupconné par
Scherk : le conoide hélicoidal est le scul élassvide réylé (26). Tra-
duisant en analyse cette wdée ingénicuse, il rendit sa démonstra-

(%) MM., 67-68.
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tion absolument inattaquable (7). Depuis, elle a été simplifiée,
commentée et généralisée par divers géométres, Wantzel, Serret,
Michel Roberts, Bonnet, Beltrami, Dini. Mais, on le sait, en
mathématiques, comme ailleurs, c’est souvent le premier pas
qui est le plus difficile. Souvent aussi, rien n’est si aisé¢ que de
rouver des généralisations compliquées de théorémes simples,

M. Catalan, au reste, ne s’en tint pas a ses premiers pas dans
cette théorie des élassoides. Dans un Mémoire (28) sur les sur-
faces gauches & plan directeur, qu’il publia en méme temps que
celui que je viens d’analyser, il trouva, outre divers résultats
dignes d’intérét, I'équation finie des lignes de courbure du
conoide hélicoidal et établit de nouveau le théor¢me de Dupin,
depuis étendu par M. Roberts & tous les élassoides, savoir que,
sur cette surface, les lignes asymptotiques font un angle de
quarante-cinq degrés avec les lignes de courbure.

Douze ans plus tard, M. Catalan reprit de nouveau la question,
et, presque en méme temps qu'Ossian Bonnet, il résolut un pro-
bléme qui avait résisté jusqu’alors aux efforts des géomeétres : il
découvrit des élassoides algébriques (29). La méthode qui I'a
conduit & ces nouveaux résultats, et aussi 4 une nouvelle forme
de I’équation finie des élassoides, est digne d’attention. Il soumet
I'équation de Lagrange & diverses transformations de variables
qui permettent de I'intégrer par une somme de deux fonctions,
dont chacune ne dépend plus que d’une seule lettre. Il retrouve
ainsi plusieurs surfaces de Scherk, entre autres la premiére, dont
il déerit la forme et la génération, de maniére & permettre a
Plateau de la réaliser expérimentalement; puis divers élassoides
nouveaux parmi lesquels le remarquable paraboloide cycloidal,
qui jouit de la propriété curieuse de contenir une infinité de
courbes algébriques, quoique ce soit une surface transcendante.

Je lasserais votre patience longtemps avant d’avoir épuisé mon
sujet, si je voulais analyser les autres questions géométriques

(") L., (1), VII, 203-211. (%) EP., XVII, 29¢ cahier, 121-156.
(**) CR., XLlI, 35-58, 274-276, 1019-1023, 1158; EP., XXI, 37¢ cah,,
129.168.
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traitées par M. Catalan pendant cette période ou un peu au dela.
Je me contenterai de citer, sans entrer dans aucun détail, son
remarquable théoréme sur la courbure de la transformée plane
d'une courbe tracée sur une surface développable (39), le Mé-
moire ol il a déterminé les trajectoires orthogonales des sections
circulaires d’un ellipsoide (3!), et enfin une Note sur la projection
stéréographique (32).

VI.

M. CATALAN ET LE COUP D’ETAT DE 4831.

Si je voulais étre fidéle, d’'une maniére absolue, & I'ordre chro-
rologique, je devrais vous signaler ici de nombreux articles sur
la théorie des nombres, la géométrie élémentaire, la géométrie
analytique, la statique, etc., dont M. Catalan enrichit la collection
des Nouvelles Annales de mathématiques de son ami Terquem.
Je devrais vous parler aussi de ses Eléments de Géometrie,
publiés en 1843; mais je préfére réunir I'examen de ces écrits,
dans quelques instants, & celui des travaux analogues qu'il fit
paraitre dans la seconde période de sa carriére.

Au moment ol nous en sommes arrivés, M. Catalan est dans
tout I'éclat de son talent. Auteur de nombreux Mémoires insérés
dans les premiers recueils scientifiques de la France, Professeur
de mathématiques supérieures au lycée Saint-Louis, Répétiteur
de géométrie descriptive a I'Ecole polytechnique, il semblait tout
désigné pour occuper, a la premiére occasion, une des chaires de
cette grande Ecole. Hélas! le coup d'Etat du 2 décembre 1851
vint anéantir les plus légitimes espérances de M. Catalan. Comme
tant d’autres fonctionnaires, il se trouva brusquement placé entre
la douloureuse alternative de préter un serment qui répugnait

(%) CR., XVII, 758-759; MM., 52-83. (') L., (1), XII, 485-490;
MM., 288-292. (3?) L., (1), XIX, 152-138. Voir aussi, CR., LXXVIII,
1040-1041.




profondément a sa conscience, ou de briser sa carriére. Il n’hé-
sita pas : d’accord avee la digne compagne qui, depuis quinze ans,
s'associait & toutes ses joies et 4 toutes ses douleurs, il renonca
courageusement au brillant avenir qui s’ouvrait devant lui et
refusa de préter serment au nouveau pouvoir. Cauchy, en 1830,
avait pris une résolution semblable pour ne point paraitre admettre
la 1égitimité du régime issu des journées de juillet. On peut bien,
dirons-nous avec le biographe de cet illustre géométre, défendre
ceux qui interprétent d’une maniére plus adoucie la portée du ser-
ment prété par un homme de science, aux divers gouvernements
qui se succédent, dans un pays comme la France; mais il n’en
faut pas moins réserver un tribut spécial d’estime et d’admi-
ration pour les hommes généreux dont la conscience s’effraie &
la vue des transactions sur ce terrain délicat, et qui préférent tout
sacrifier & ce qu’ils pensent leur devoir.

La néfaste journée du Deux-Décembre, dont ses auteurs mémes,
comme on I'a remarqué, n’osérent jamais célébrer I'anniversaire,
non sculement fit perdre & M. Catalan la position officielle qu'il
occupait, mais elle le sépara, plus ou moins, de quelques-uns de
ses anciens amis, qui avaient cru devoir se rallier & 'Empire ou
du moins le subir. 1l est bien difficile de ne pas voir, dans cctte
séparation, I'une des causes de certains insuccés de notre cher
jubilaire.

A partir de 18352, M. Catalan fut chargé, en tout ou en partie,
de I'enseignement préparatoire a I'Ecole polytechnique, dans les
institutions Jauffret, Barbet, Lesage, ete. C'est pendant cette
période de sa vie qu'il publia les admirables Manuels qui I'ont
fait connaitre du monde des Ecoles comme ses Mémoires I'ont
fait connaitre du monde savant. Ces Manuels, avec la Géométrie
qui avait paru en 1843, forment un cours complet de mathéma-
tiques, depuis les premiers éléments jusqu'aux débuts du caleul
différentiel et du caleul intégral. Qu'il nous soit permis d’en dire
quelques mots, en y réunissant le Cours d’analyse de I’ Université
de Liége, publié en 1870.
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VII.

OUVRAGES DIDACTIQUES DE M. CATALAN.

Les divers Manucls de M. Catalan se distinguent, & premiére
vue, de la foule des écrits analogues, par I'élégance, la clarté, la
concision du style et par I'heureux enchainement des proposi-
tions (*). Sa méthode d’exposition a aussi quelque chose de carac-
téristique, surtout dans le Traité élémentaire des séries, le Manuel
des candidats o UEcole polytechnique et le Cours d’analyse. En
général, il préfére élucider les principes fondamentaux de chaque
théorie, moins par des explications abstraites que par de petites
remarques détachées qui font pénéiwrer le lecteur au fond de la
question traitée; il subdivise si habilement les difficultés qu’elles
semblent peu a peu s’évanouir. La plupart des Manuels de
M. Catalan contiennent d’ailleurs des applications nombreuses
qui aident beaucoup a I'intelligence compléte des théories propre-
ment dites; puis des questions graduées et bien choisies. Le plus
souvent ce sont de véritables questions qui exigent, pour étre
résolues, quelque esprit d’invention; il y en a méme qui suppo-
sent déja, chez le lecteur, une grande habileté dans le maniement
du raisonnement ¢t de I'analyse.

Dans plusieurs de ces Manuels, outre les qualités de la forme,
outre I'excellente disposition des matiéres, il y a des vues mathé-
matiques, nouvelles & 'époque de leur publication, et qu’il importe
d’autant plus de signaler qu’elles sont devenues ou tendent a
devenir classiques, sans que personne songe a en faire honneur
a M. Catalan.

Les Eléments de Géométrie parurent en 1843. Le plan de

(") Voir, a la fin de cc discours, la liste des ouvrages publiés par
M. Catalan, ailleurs que dans des Recueils scientifiques.
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I'ouvrage est le méme que celui de la Géométrie de Legendre.
Comme Legendre, mais d’'une maniére plus systématique encore,
I’auteur introduit partout, & la place des relations entre les gran-
deurs, les relations entre les nombres qui les mesurent; et, en
conséquence, plus encore que son illustre prédécesseur, il ose
recourir & 'Algébre. C’est, on le voit, 'antithése de la méthode
euclidienne. De plus, M. Catalan améliore, en une foule de points
de détail, I'enseignement traditionnel de la géométrie ; il substitue
partout, par cxemple, la méthode des limites aux méthodes plus
lentes des anciens et de Legendre. Mais ce n’est pas la ce qui
est vraiment original dans son ouvrage. Ce qui le caractérise
essentiellement, au point de vue philosophique, c’est la maniére
dont sont définies les longueurs des lignes courbes, les aires des
surfaces courbes ou des surfaces planes terminées par des courbes,
et les volumes des corps ronds. Pour lui, « l'aire d'une figure
plane terminée par une courbe est la limite des aires que l'on
obtient, en inscrivant a cette courbe une série de polygones con-
vexes dont les ¢otés diminuent indéfiniment, de maniére a devenir
moindres que toute grandeur donnée ». Cette limite est unique
d’ailleurs, d’aprés un théoréme de Newton, retrouvé par Cauchy.
L’auteur définit de méme les longueurs des lignes courbes, les
aires des surfaces courbes, ete.

Cette idéc nouvelle de M. Catalan scandalisa ses collégues
de 1843. L'un d’eux disait, & cette époque, en parlant de la
Géométrie : « Peut-étre trouvera-t-on que Uauteur a été trop loin
en introduisant U'idée de limite dans les définitions mémes (33) ».
L'impression générale fut que, en effet, il avait éé trop loin.
Sous I'influence des écrits de Duhamel, la maniére de voir de
M. Catalan ne fut admise qu'a moitié, c'est-a-dire pour les
longueurs et les aires courbes, mais non pour les aires planes
et les volumes. Mais & la fin, la logique a triomphé, grace
surtout & la publication de la seconde édition des Eléments de
Géométrie en 1866, qui a révélé a beaucoup de professeurs les
vues complétes de M. Catalan sur ce point. Aujourd’hui, tout le

(**) Taisavrr, NAM., (1), III, 385-584.
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monde admet qu’il faut, dans I'exposition de la géométrie, ou
bien revenir a4 la méthode euclidienne, ou bien y employer
systématiquement I'arithmétique et I'algébre, et, dés lors, intro-
duire la notion de limite dans les définitions, méme pour laire
du triangle et le volume de la pyramide.

Mais cela suppose, dira-t-on, toute une théorie des préliminaires
des nombres incommensurables. Sans doute. Et, précisément,
au point de vue philosophique, le mérite principal de son petit
Manuel d’Arithmétique et d’Algébre, c’est d’avoir exposé cette
théorie, comme il le fallait, il y a trente ans, & une époque ou
personne n’y songeait. Dans ce petit ouvrage, qu’il faut compléter
par les premiers chapitres du Manuel des candidats ¢ UEcole
polytechnique, M. Catalan définit d’abord, avec Cauchy, le nom-
bre incommensurable, comme la limite d’'une suitc de nombres
commensurables; il saide, auxiliairement au moins, d'une
représentation géométrique, pour faire saisir I'existence de cette
limite. Ensuite (et c’est ce qu'il y a d’original dans sa maniére de
voir), il transportc de nouveau I'idée de limite dans la définition
d’'un produit de deux incommensurables en disant que c’est la
limite du produit des nombres commensurables dont les facteurs
sont les limites. Récemment, Heine, Dedekind, G. Cantor,
Lipschitz et, aprés cux, beaucoup d'autres, ont développé des
idées semblables, sans se douter, semble-t-il, que notre collégue
les avaient devancés dans son Arithmétique.

Nous devons signaler, absolument dans le méme ordre d’idécs,
la maniére dont M. Catalan a défini les opérations sur les
quantités négatives. L’un des premiers encore, le premier peut-
étre, il a remarqué, comme pour les incommensurables, qu'il
faut prendre pour définition les égalités, qu’il y a un siécle,
on voulait démontrer, parce que I'on posait mal la question. De
cette maniére s'évanouissent toutes les difficultés qui tiennent a
ce point de doctrine. Sous unc forme ou sous une autre, c'est
ainsi que proccdent maintenant tous lcs auteurs au courant de
la question. Les uns, toutefois, énoncent et les autres sous-cnten-
dent cette remarque essentielle : les conventions relatives aux
quantités négatives ne sont pas arbitraires; bien plutot elles
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s'imposent, si I'on veut que les régles du calcul algébrique soient
générales.

Je n’abuserai pas de votre patience, en vous parlant aussi
longuement des autres ouvrages didactiques. Je n’en dirai
quun mot.

Les Théorémes et Problémes de Géométrie, dont six éditions
ont paru depuis 1852, constituent le meilleur recueil de ce genre.
11 est impossible, croyons-nous, de réunir plus de matériaux en
moins de pages, tout en restant toujours clair.

Le Traité élémentaire de géométrie descriptive est classique
en France et en Belgique. Les notions fondamentales sur les
surfaces réglées y sont exposées avee plus de soin que dans
maint ouvrage plus complet.

Dans le Manuel des candidats a IEcole polytechnique, nous
signalerons I'dlgébre, ou, en particulier, toutes les questions
relatives & la résolution numérique des équations sont traitées
d’une maniére & la fois simple et compléte, grace a un judicieux
usage de I'intuition géométrique; la Géométrie analytique, résumé
sobre, concis, admirablecment clair, d’un cours lithographié plus
étendu. C’est dans ce cours que M. Catalan a démontré plu-
sieurs théorémes remarquables, apparentés avee ceux de Pascal
et de Brianchon, dont M. Folie, qui les a trouvés de son coté,
a fait ressortir I'importance, il y a quelques annces (34).

Le temps et la compétence me manquent & la fois pour vous
parler des autres manuels de M. Catalan, la Mécanique et la
Cosmographie. Je passerai rapidement aussi sur le Cours
d’analyse. La seconde édition de cet ouvrage, plus encore que
la premiére, & cause du chapitre additionnel sur les lignes a
double courbure, est une excellente introduction aux Traités
plus étendus; introduction théorique et pratique a la fois, et
trés compléte, sous un petit volume. On y rencontre, & chaque
page, des points de détail exposés d’'une maniére personnelle, et
parfois d’heureuses trouvailles, comme le procédé d’intégration
des fractions rationnelles et la démonstration si simple de

(**) NAM., (4), XI, 173-174; BB., (2), XLVI, 946-949, 379-381.
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I'important théoréme : une fonction continue dont la dérivée est
nulle est constante.

Enfin, je ne puis pas oublier le Traité élémentaire des séries,
opuscule de cent trente-deux pages qui renferme, comme I'au-
teur le dit avec raison, beaucoup plus de choses qu’on ne serait
tenté de le croire au premier abord. Dans aucune partie de
'analyse, en effet, M. Catalan n’est plus dans son propre domaine
que dans la théorie des séries. C'est un sériéiste, comme I'ap-
pelait Terquem; il connait les séries une & une, comme nous
connaissons les propositions élémentaires de la Géométrie. Dans
son livre, il expose les vrais principes de la théorie de ces
expressions remarquables, sur lesquelles le XVIII® siécle avait
accumulé tant de nuages; il les expose avec une telle profusion
d’exemples et d’applications que le lecteur en est ébloui et
presque épouvanté. Chemin faisant, il reléve les erreurs et les
contradictions des esprits attardés qui osent encore traiter les
séries divergentes ou indéterminées, de la méme maniére que
si elles étaient convergentes.

Partout, en un mot, il se souvient de cette vérité si importante
et qu'il a d’ailleurs inculquée dans tous ses autres ouvrages (3%) :
I'infini, en mathématiques, n'est qu'une maniére de parler; en
réalité, il sagit de limite, quand on parle de I'infini (Gauss).

Le Traité élémentaire des séries n’a pas encore ¢té remplacé,
et il reste, pour le savant comme pour I'étudiant, le manuel
classique sur la matiére, malgré quelques petites imperfections,
presque inévitables & I'époque ou il a é1é écrit.

(3%) Sur les séries, voir encore, NAM., (1), 111, 570-872; XVIil, 195-198;
(2), XIIl, 60.
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VIII.

RECHERCHES DIVERSES DE M. CATALAN, JUSQU’A SON ARRIVEE
EN BELGIQUE.

L’ouvrage dont nous venons de parler avait été préparé par de
nombreux articles publiés dans divers Recueils, par exemple,
dans les Comptes rendus de I'Académie de Paris, sur la série
harmonique (3) et sur les cas limites de la formule du binome (37).

Un Mémoire sur la transformation des séries et sur quelques
intégrales définies, présenté en 1863 a I'Académie de Bruxelles,

en est le complément (38). C’est la que, par une méthode ingé-
" nieuse, M. Catalan calcule la célébre constante G, au moyen de
laquelle il a exprimé tant d’intégrales définies, dans un travail
publié par I'Académie de Saint-Pétersbourg en 18835. 11 est
impossible de donner une idée de ces recherches sans recourir
aux hiéroglyphes de I'algébre, et je dois me contenter dec cette
mention rapide.

En 1859, M. Catalan publia, dans les Annales de Tortolini, ses
premiéres recherches sur les Nombres de Bernoulli, sujet qu’il
n’a plus abandonné depuis et sur lequel il est arrivé & divers
résultats remarquables (39). Un de ses éléves devrait les réunir
et les résumer pour le public savant.

Trois ans plus tard, une étude curieuse sur un article mal

(*®) CR., XLIII, 626-650; MM., 164-167; MB., XLII, Notes, 22-23.

(*") CR., XLV, 641-644 (inséré en note a la fin du Cours d’Analyse
de Sturwm, publié par Prouner); NCM., I (4 édition), 121-125.

(°%) MCB., XXXIII, 1-50; CR., LIX, 648-620. Voir aussi MM., 223-231.

(**) Reproduite MM., 145-120; voir aussi 110-118, 121-127, 127-132,
315-334; NAM., (1), XV, 230-235; CR., LIV, 1030-1055, 1059-1062;
LVI, 415-416; LVIII, 902-903, 1105-1108; LXXXI, 441-443; MB.,
XXXVII, 1-19; XLII, Notes, etc., 15-16, 26-28; NCM., 1V, 119.
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rédigé du Code civil, I'article 757 (40), le conduisit & des trans-
formations de séries, dont il déduisit d'innombrables conséquences
dans un Mémoire publié, en 1870, par I’Académie pontificale
des Nuovi Lincei (4).

S'il était possible d’étre complet, il faudrait encore citer diverses
Notes insérées aux Comptes rendus, sur les équations du troi-
siéme degré (42), sur la détermination du nombre des racines
imaginaires des équations (43), sur une application du bindome
aux intégrales eulériennes (4+); puis dans d’autres recueils, sur
la théorie des roulettes (43).

En 1863, M. Catalan présenta 4 '’Académie de Belgique un
Mémoire Sur les lignes de courbure du liew des points dont
la somme des distances a deux droiles qui se coupent est con-
stante (46). 11 résout cette question dans le cas particulier ou les
droitessont perpendiculaires; mais, en méme temps, il traite divers
problémes relatifs aux lignes de courbure, aux surfaces-canaux,
aux surfaces paralléles et aux systémes triples orthogonaux. C’est
1a qu’il a exposé, sur ce dernier sujet, des vues nouvelles qui ont
donné naissance, plus tard, & une Note publiée dans les Comptes
rendus (*7) et renfermant des résultats trés dignes d’attention,
mais peut-étre difficiles 4 établir avec une entiére rigueur.

Jai hate d’arriver & un Mémoire plus important qui est cer-
tainement, avec le travail sur les Elassoides de 1833, le plus beau
de ceux que l'auteur ait écrits pendant la seconde période de sa
vie : je veux parler de son Mémoire sur les polyédres (%), des-
tiné, dés le premier jour, & devenir classique, comme ses recher-
ches de 1859 sur la transformation des intégrales multiples.
L'auteur a raconté lui-méme, dans une brochure un peu vive
peut-étre, intitulée : Histoire d’un concours, l'origine et les des-
tinées de ce Mémoire.

() MM., 231-234; NAM., (2), U, 107-111.

(%) AP., XXIII, 11 pages in-4e. (*2) MM., 202-205 ; CR., LIV, 659-660.

(**) CR., XLVII, 797-800. (*%) CR., XLVII, 545-549; MM., 150-162.

(%) NAM., (1), XV, 102-108; MM., 49-51, 181-184; BB., (2), XXVII,
144-145. (*®) MCB., XXXII, 1-34. (¥) CR., LXXIX, 28-32.

(%) EP., XXIV, 41¢ cahier, 4-71; M., 206-208.
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En 1861, I’Académie des sciences de Paris mit au concours
une question ainsi formulée : Perfectionner, en quelque point
important, la théorie géométrique des polyédres. Pendant plus
d’un an, M. Catalan ne trouva rien sur cette question qui sem-
blait épuisée aprés les travaux de Cauchy, de Poinsot et de
M. Bertrand. Mais enfin, un certain jour, un commencement de
lumiére se fit, et, peu & peu, il imagina la construction d'une sorte
d’échiquier dont les piéces, disposées d’aprés certaines regles,
correspondent aux éléments du polyédre supposé; si toutes ces
piéces ne peuvent étre placées, le polyédre n’existe pas. Cette
ingénieuse découverte ramenait la théorie de la possibilité des
polyédres & I'analyse indéterminée du premier degré et a un
probléme analogue a celui du Cavalier, du Solitaire, ete.

M. Catalan expose, dans son Mémoire, cette réduction de la
question, en la faisant précéder d’une discussion originale et
trés compléte des conséquences de la célébre formule de Des-
cartes et d’Euler, sur la relation qui existe entre les nombres
d'arétes, de faces et de sommets d’'un polyédre. Nulle part,
croyons-nous, il n'a été plus clair, plus simple et plus coneis que
dans cette premiére partie du travail que nous analysons.

La scconde est une monographie des polyédres semi-réguliers,
cest-a-dire ayant des faces réguliéres et des angles égaux ou des
angles réguliers et des faces égales. Pappus a fait connaitre som-
mairement, et Képler a décrit, en quelques pages, treize polyé-
dres semi-réguliers du premier genre dont I'invention remonte
a Archiméde (Harmonia mundi, 11, 28; OEuvres, V, 123-126).
Lidonne (Tables de tous les diviseurs des Nombres, calculés depuis
un jusqu’a cent deux mille. Paris, in-8°, 1808; voir p. 185-218)
en fit aussi un catalogue assez informe, en ajoutant treize fois,
aux données de Pappus et de Képler, cette proposition fausse :
Les polyédres d’Archiméde sont a la fois inscriptibles et circon-
scriptibles a une sphére (*). Enfin, d’aprés Baltzer, treize polye-
dres du second genre, conjugués des précédents, avaient é1é
signalés, en 1852, dans la Trigonométrie de J.-H.-T. Miiller.

(*) Il affirme aussi qu'il ne peut y avoir plus de treize polyédres semi-
réguliers (p. 186).




M. Catalan traite la question d’'une maniére autrement com-
pléte; il prouve qu’il y a, non pas treize, mais quinze polyédres
du premier genre et pas davantage; que les deux nouveaux ont
une infinité de formes possibles; qu'ils sont tous inscriptibles. 1l
calcule tous les éléments de ces polyédres qu'il représente dans
des épures admirablement soignées. 11 démontre, de méme,
I'existence de quinze polyédres semi-réguliers, du second genre,
lesquels sont circonscriptibles & une sphére et conjugués des
premiers; il en donne aussi la représentation géométrique sur
deux plans de projection.

Tout, dans ce Mémoire, est remarquable et vraiment définitif
sur les questions traitées : les conséquences nombreuses du
théoréme de Descartes et d’Euler, la représentation, sur un échi-
quier, des solides a facettes, la théorie des polyédres semi-régu-
liers. 11 n’obtint néanmoins pas le prix; le Rapporteur ne semble
pas avoir fait attention & la premiére partie du Mémoire et il a
cru, a tort, que les travaux antérieurs sur les solides d’Archi-
méde avaient une valeur scientifique sérieuse. Heureusement le
Mémoire put étre publié dans le Journal de I’Ecole polytechnique.

IX.

NOMINATION DE M. CATALAN A LIEGE.

Quelque élevé que soit I'enseignement des grandes écoles pré-
paratoires de Paris, il était évident que M. Catalan, auteur de
tant de beaux Mémoires d'analyse et de géométrie, y occupait
une position inféricure a son mérite. Depuis longtemps déja, sa
place était marquée dans I'enseignement supérieur. Ce fut I'Uni-
versité de Liége qui eut a la fois I'honneur et la bonne fortune
de lui offrir une chaire digne de son talent; celte chaire était
celle que venait de quitter M. Schaar, ce maitre éminent dont
je suis heureux de rappeler le souvenir en ce jour, moi son disciple
et son successeur & Gand. M. Catalan fut nommé Professeur
ordinaire & la Faculté des sciences de Liége le 1°* mars 1863
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et chargé des cours de caleul différentiel et de calcul intégral,
d’analyse supérieure et de calcul des probabilités.

Pendant les vingt années qu’il a occupé cette chaire, il a main-
tenu I’enseignement de I'analyse a la hauteur ol I'avait élevé son
prédécesseur. Il a fait plus : il en a agrandi le cadre, en introdui-
sant, chaque année, dans ses cours du doctorat, les résultats de ses
derniéres recherches. Comme & Paris, il s’est montré professeur
distingué : la-bas, il avait préparé aux études d'analyse et de
géométrie transcendantes, les Hermite, les Mannheim et tant
d’autres qui occupent maintenant les positions les plus élevées
dans la science; il en avait deviné et fait éclore le talent mathéma
tique. Ici & Liége, il a guidé dans leurs études d’innombrables
éleves de I'Ecole des Mines et de la Faculté des sciences ; quel-
ques-uns, plus spécialement ses disciples, sont devenus ses col-
légues et se sont déja fait connaitre par des publications remar-
quables. Leur légitime succés, dans le monde savant, a son ori-
gine premiére dans l'enseignement de M. Catalan et en est le
plus bel éloge.

La méme année 1863, notre cher collégue fut nommé Associé
de I'Académie de Bruxelles, dont il avait été le lauréat, un quart
de siécle auparavant. Depuis cette époque, il n’a cessé d’enri-
chir de Mémoires, de notes et de rapports les recueils de notre
premier corps savant. La liste scule de ses publications acadé-
miques occupe sept ou huit pages de la Table des Bulletins,
en petit texte. D’autres sociétés savantes s'empressérent de I'ap-
peler dans leur sein : la Société royale des sciences de Licge,
I'’Académie pontificale des Nuovi Lincei, a qui il a envoyé de
beaux travaux sur les fonctions elliptiques et I'Arithmétique
supérieure; la Société mathématique d’Amsterdam, qui I'a élu
membre d’honneur, il y a quelques années; enfin, plus récem-
ment, ’Académie de Saint-Pétersbourg, ou il a trouvé dans
Pillustre mathématicien qui préside a cette solennité (*) un
digne appréciateur de ses travaux (**).

(*) M. Tchébycheff, venu de Saint-Pétersbourg a Liége, pour la remise
du portrait offert & M Catalan par ses éléves ct ses amis.

(**) M. Catalan a été nommé associé de I’Académie de Turin, peu aprés
la cérémonie du 7 décembre 1884,
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Comme on le voit, I'heure de la réparation a sonné pour
M. Catalan, du moment ou il a foulé le sol de sa premiére patrie.
Et pourquoi ne le dirais-je pas? il y a trouvé, non seulement la
position que son mérite lui donnait le droit d’espérer, mais aussi
des institutions politiques plus en harmonie avec ses aspirations
que celles de la France impériale.

X.

TRAVAUX DE M. CATALAN, DEPUIS 4865.

Pour terminer ma tache, Messieurs, il me reste & vous entre-
tenir des travaux de M. Catalan pendant les vingt derniéres
années. A aucune époque de sa vie, il n’a pu se livrer plus com-
plétement & ses recherches de prédilection que depuis sa nomi-
nation & Liége. Plus encore qu’auparavant, il a su donner car-
ricre & son imagination inventive en analyse et en géométrie.
Mais, & cause de cela méme, ses travaux sont d’une nature plus
spéciale que ceux dont jai parlé antérieurement; d’ailleurs, la
plupart ont été publiés en Belgique et sont sans doute connus de
ses ¢léves et de ses amis. Je me contenterai donc d’en esquisser,
a4 grands traits, I'objet et les résultats, en suivant plutét I'ordre
logique que l'ordre chronologique. Je vous parlerai done, suc-
cessivement, de ses recherches en théorie des nombres, en ana-
lyse et en géométrie.

Tout le monde connait la partie élémentaire de la théorie des
nombres, l'arithmétique usuelle; mais on ignore généralement
qu'il existe une arithmétique supérieure dont 1'étude présente
plus de difficultés que n’importe quelle autre partie des mathé-
matiques, parce que le géométre n’y est plus guidé, comme en
analyse, en géométrie et en mécanique, par la loi de continuité.
Les nombres sont des entités discrétes, séparées ; ceux qui sont
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voisins les uns des autres dars lcur suite naturelle ont, presque
toujours, des propriétés radicalement distinctes.

M. Catalan s’est occupé, toute sa vie, de questions relatives a la
théorie des nombres, comme en témoignent les articles publiés
dans le Journal de Liouville, les Nouvelles Annales de mathé-
matiques, la Nouvelle Correspondance mathématique, sur 'ana-
lyse indéterminée (*%), les fractions continues (30), la partition
des nombres (3!), sur le dernier théoréme de Fermat (52), sur
une formule de Tchébycheff (3%), ete., ete. Mais, c’est surtout
dans ces derniéres années qu’il a écrit, sur la matiére, de grands
Mémoires spéciaux. Je citerai, en particulier, le Mémoire sur
quelques décompositions en carrés (3*) et les Notes sur la théorie
des fractions continues et sur certaines séries (%), qui ont paru
en 1884.

Le premier contient d'innombrables théorémes déduits, pour
la plupart, d'identités trés simples et relatifs 4 la décomposition
d’expressions diverses en une somme de carrés. Je citerai, par
exemple, celui-ci : toute puissance cntiére d’une somme de trois,
carrés est aussi une somme de trois. carrés. Les arithméticiens
remarqucront surtout, dans ce travail, ee qui se rapporte & un
théoréme célébre de Gauss. M. Catalan établit qu'un des poly-
nomes considérés par le grand géométre de Geettingue est a la
fois décomposable en quatre et en cinq carrés.

Les Notes sur les fractions continues échappent, par leur nature
méme, A toute analyse. Nous devons signaler toutefois les déve-
loppements nouveaux obtenus par 'auteur pour la racine carrée
d'un nombre; puis, les résultats relatifs a diverses séries ellip-
tiques, suite et complément d’'un Mémoire dont nous parlerons
plus bas.

() NAM., (1), III, 97-101; MM., 21-25, 58-40, 99-103, 248-251; NAM.,
(2), VI, 63-67, 276-278. (*°) NAM., (1), IV, 126-130, 257-259, 405-409;
VIII, 154-202; MM., 75-98. (*) MM., 16-18, 18-21, 62-64, 308-512;
NAM,, (2), VIII, 407-414. (**) MM., 196-202. (**) NCM., 1V, 508-313.

(%) AP., XXXIV, 5 p. in-4°, XXXV, 14 p. in-4, XXXVII, 66 p. in-4°.

(**) MB., XLV, 1-82. Voir aussi BB., (3), V, 612-618.
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La seconde branche des mathématiques pures, P'analyse ou
théorie des fonctions, comprend, d’abord, une partie relative-
ment élémentaire, le calcul différentiel et le calcul intégral, tels
qu’ils sont enseignés dans nos grandes écoles techniques; puis une
partie supérieure, qui offre aux géométres un champ d’études,
pour ainsi dire, indéfini. Jusqu’a présent, ils ont exploré princi-
palement trois provinces de cet immense domaine, la théorie
des fonctions eulériennes, celle des fonctions sphériques ou poly-
nomes de Legendre, enfin celle des fonctions elliptiques, hyper-
elliptiques, abéliennes, etc. M. Catalan a laissé sa trace dans
chacune d’elles par des ceuvres remarquables.

Sur les intégrales eulériennes, indépendamment de Notes
publices autrefois dans les Comptes rendus et ailleurs, il a fait
paraitre, depuis dix ans, trois Mémoires in-4°. Le premier est
intitulé : Sur la constante d’Euler et la fonction de Binet (39)
et se trouve dans le Journal de Liowville de 1875 ; le deuxiéme
est inséré dans les Mémoires de notre Académie, pour 1877 (57);
le troisiéme enfin a eu ['honneur d’étre inprimé dans ceux de
I'’Académie de Saint-Pétersbourg (38). Clest le travail sur la con-
stante G, dont j’ai parlé plus haut. Dans tous les trois, notre
savant Collégue fait connaitre la valeur ou les relations mutuelles
d’une foule de séries et d’intégrales définies nouvelles ou an-
ciennes ; mais, cncore une fois, il est impossible d’en donner
une idée, & moins de recourir aux formules mathématiques.

Les nombreux écrits de notre cher jubilaire sur les fonc-
tions X, de Legendre et d'autres polynémes apparentés sont
tout aussi rebelles que les précédents & une analyse en langage
ordinaire. Les recherches de M. Catalan, sur ce sujet, datent
de 1876 seulement. C'est alors qu’il débute dans I'analyse des
fonctions sphériques par une courte Note lue au congrés de Cler-
mont-Ferrand, devant I’Association francaise pour I'avancement
des sciences (*?). Depuis cette époque, il n'a cessé d’exploiter,

(*%) L., (3), I, 209-240; CR., LXXVII, 198-201. (*’) MB., XLII, 1-20.
(%8) Mém. de Saint-Pétersbourg, (7), XXXI, 51 pages in-4e.
(%) Association frangaise, etc., 1876, pp. 68-74.




avec une ardeur toute juvénile, le nouveau filon qu'il avait décou-
vert (69). Son dernier Mémoire sur la matiére est de 1882 et a
plus de cent pages in-4°. Il a fait regretter, au célébre spécialiste
de Halle, le professeur Heine, d’avoir publié la seconde édition
de son Handbuch der Kugelfunctionen, avant d’avoir pu le con-
sulter.

Dans la théorie des fonctions elliptiques, M. Catalan n’a pas
¢été moins heureux et moins fécond. Dans une Note publiée par
notre Académie, en 1870, il a coordonné et complété ses recher-
ches antérieures sur 'aire de I'ellipsoide (¢'). Dans deux Mémoires,
qui ont paru & Rome, en 1867 et en 1873 (¢2), il a réduit, au der-
nier degré de simplicité, la démonstrationdu théoréme de Legendre
sur la relation entre les intégrales elliptiques des deux premiéres
espéces, en prouvant qu’elle équivaut & la décomposition de la
sphére, en rectangles infiniment petits, par des coniques sphéri-
ques orthogonales; puis il établit d’autres relations semblables,
et commente ou corrige divers résultats de Legendre sur lcs équa-
tions modulaires, les intégrales de troisiéme espéce, ete.

‘I'rois autres notes sur I'addition des fonctions elliptiques, la
transformation de Landen et I'interprétation géoméirique que
I'on en peut donner, sont aussi trés intéressantes (¢%). C’est dans
la premicre que M. Catalan a établi que I'équation différentielle
clliptique peut se ramener & une équation de Clairaut. Cette
réduction a paru si ingénieuse a lillustre Cayley, qu'il 'expose
dés les premiéres pages de son Traité des fonctions elliptiques.
Mais il I'attribue & M. Walton, qui ne I'a publiée qu’un an apres
notre savant Collégue.

Mais le plus beau travail d’analyse de M. Catalan sur les fonc-
tions elliptiques et probablement le plus remarquable de tous les
Mémoires qu'il ait écrits depuis vingt ans, ce sont scs Recherches

(*°) MB., XLII, Notes, 5-10; M8B., XXXI, 1-64; MB., XLIll, 1-10;
1-40; 1-9 (trois mémoires); NCM, VI, 396-402; MB., XLIV, 1-104.

(**) BB., (2), XXX, 97-104. (°*) AP., XX, 174-180; XXV, 15 p. in-8°.

(°*) BB., (2), XXVII, 145-151; CR., LXXVIII, 1479-1481; MB., XLlII,
Notes, 29-32; MB., XLV, 1-20.
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sur quelques produits infinis (6%). Tous ccux qui ont quelque
teinture d’analyse supérieure connaissent, au moins de nom, les
Fundamenta de Jacobi. La seconde partic de cet ouvrage im-
mortel contient les développements en série et en produits infinis
des fonctions théta et d’une foule de quantités qui en dépendent.
Le rapprochement de divers développements obtenus conduit
Jacobi & des théorémes d’arithmétique supérieure, sans aucune
connexion apparente avec la théorie des fonctions elliptiques,
celui-ci, par exemple : tout nombre entier est un carré, ou la
somme de deux, trois ou quatre carrés.

C’est dans cette région, d’abord difficile, ot la haute analyse
et larithmétique supérieure se touchent, que M. Catalan a
pénétré et d’or il a rapporté une ample moisson de faits nou-
veaux. L'idée-meére qui lui a servi dans ses Recherches sur quel-
ques produils infinis est d'une simplicité extréme. Il décompose
les expressions a étudier en un produit de plusieurs expressions
de méme genre. Les facteurs et leur produit étant transformés
en séries, il obtient un produit de plusieurs suites infinies égal a
une autre suite infinie, résultat d’ou découlent tout naturellement
une foule d’identités. A chacune d’elles correspond un théoréme
d’arithmétique supérieure. En voici un comme spécimen : Quand
un nombre n’est pas pentagonal, il admet autant de décomposi-
tions en un nombre pair qu'en un nombre impair de parties iné-
gales. Le Mémoire contient plus de quatre cents formules numé-
rotées, plus ou moins importantes, et les Mémoires ultérieurs de
I'auteur en renferment peut-étre encore une centaine; car il est
revenu & plusieurs reprises sur ce sujet, pour ainsi dire, inépui-
sable, entre autres dans son écrit sur la constante d’Euler.

Tels sont, avec les Mémoires sur le calcul des probabilités
cités au début de cette étude, les principaux écrits de M. Catalan
sur I'analyse et la théorie des nombres, pendant la période qui
nous occupe. L'auteur des belles recherches sur les élassoides et

(¢f) MB., XL, 1-427; comp. MM., 186-187; NAM., (2), XIII, 548-525.
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les polyédres semi-réguliers ne pouvaient pas non plus délaisser
la géométrie. Aussi ne I'a-t-il pas fait. Il est revenu, encore une
fois, a4 la théqrie générale des surfaces réglées et des courbes
gauches dans trois brochures () qui, réunies avec ses éerits
antérieurs analogues, forment, pour ainsi dire, un traité sur la
matiére, puis il a publié un remarquable Mémoire sur la surface
des ondes et la transformation apsidale, que je vous demande
encore la permission d’analyser briévement (°6).

Les méthodes générales de transformation des figures sont
I'une des conquétes les plus fécondes de la géométrie, au
XIXe siécle. Pour en donner une idée, prenons un exemple :
partons d’une figure éminemment simple, la sphére. Si on I'al-
longe d’une maniére uniforme dans un sens unique, elle devient
un ellipsoide de révolution; celui-ci, & son tour, agrandi dans
un sens perpendiculaire au premier, par un procédé analogue,
se transforme en un ellipsoide quelconque. Soumettez celui-ci
4" la transformation apsidale, étudiée avec tant de soin par
M. Catalan, il devient cette surface des ondes imaginée par
Huygens pour expliquer, par la théorie cartésienne de la lumiére,
les phénoménes de la double réfraction. Chaque propriété de la
surface primitive se répercute dans la surface transformée et s’y
dessine, pour ainsi dire, en traits plus marqués. 1l semble que
Pon ait transporté, en géométrie, les ingénicuses théorics du
transformisme idéaliste des biologistes modernes. Tout ce qui
était confondu, indistinet, non différencié¢ dans la sphere, appa-
rait dans Dellipsoide et la surface des ondes avec sa fonetion
propre. Tous les points de la sphére sont identiques; sur I'ellip-
soide, il y a déja dix points extraordinaires, lcs six sommets ct les
quatre points sphériques. Rien ne trahit ccux-ci aux yeux de
I'observateur vulgaire; mais ils apparaissent, aux géomeétres,
comme une singularité naissante. Dans la surface des ondes,
ils sont remplacés par quatre points singuliers, ou la surface n’a

(°%) M8B., XVIII, 1-80; XXIV, 1-48; Mém. de la Soc. royale des sciences
de Liége, (2), VI, 1-79.
(°%) MB., XXXVIII, 1-64; Association frangaise, etc., 1878, 56-62.
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pas de plan tangent, mais une surface conique tangente. A leurs
propriétés géométriques correspond I'un des phénoménes les
plus extraordinaires de l'optique, la réfraction conique, que le
génie de Hamilton a découverte, dans ses formules, avant que
I’expérience I'ett révélée aux physiciens.

Les propriétés de la surface des ondes que je viens d’esquisser
sont connues depuis longtemps. M. Catalan en a trouvé ou
retrouvé une foule d’autres, de la maniére la plus naturelle, au
moyen de la transformation apsidale. Dans cette transformation
les points correspondants sont & la méme distance d'un pole
fixe; le plan de ces trois points contient d'ailleurs les normales
aux deux surfaces, et ces normales sont perpendiculaires entre
elles. Notre éminent Collégue a d’ailleurs étudié les propriétés
générales de la transformation apsidale et I'a appliquée, avec son
habileté ordinaire, aux surfaces paralléles et aux surfaces podaires
ou inverses I'une de I'autre. Son Mémoire est,  la fois, une étude
approfondic sur la plus célébre des surfaces aprés les quadri-
ques et une monographie d’une trés intéressante méthode de
transformation des figures.

CHER ET VENERE MAITRE,

Je termine ici I'analyse de vos savantes recherches. Je crains
bien d’avoir été trop long, au gré de I'impatience de vos éléves
ct de vos amis, qui ont hate de vous acclamer et de vous offrir
un témoignage de leur affection et de leur reconnaissance, plus
durable que mes faibles paroles. Et cependant, vous le savez, a
quelque rude épreuve que j'aie mis votre modestie, en parlant si
longtemps de vos écrits en votre présence, j'ai été bien incom-
plet encore. J'ai passé sous silence plus de cent Notes diverses
insérécs dans vos précieux Mélanges mathématiques, dans les
Nouvelles Annales et dans la Nowvelle Correspondance, cet excel-
lent recueil que vous avez fondé en 1874 et qui continue & vivre
sous un autre nom, grice a votre patronage et a I'impulsion que
vous lui avez donnée.
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Puisse au moins mon exposé de vos travaux, tout imparfait
qu'il est, avoir donné une idée de leur importance et de leur
multitude & ceux de mes jeunes auditeurs qui ne peuvent encore
les apprécier par eux-mémes; puisse-t-il leur faire comprendre
au prix de quels labeurs incessants, depuis un demi-siécle, vous
avez enrichi la sciencé mathématique de tant de vérités nou-
velles! Votre vie, en effet, a été consacrée toute entiére au (ra-
vail, aussi bien au milieu des brillantes espérances de votre
jeunesse que dans les amertumes et les déceptions de votre age
mur, ou pendant les années plus paisibles passées en Belgique.
Comme on I'a dit de Cauchy, la politique a troublé votre vie,
mais elle n’a pu troubler votre honneur, ni ralentir votre passion
pour les recherches savantes. Le deuil est venu s’asseoir a votre
foyer : la mort vous a ravi vos chers enfants, qui, en ce jour,
hélas! ne peuvent que contempler, du haut de leur supréme
demeure, 'hommage rendu & leur pére. Vous vous étes courbés
sous les coups de la Providence; mais, appuyé sur votre fidéle
compagne, vous avez courageusement surmonté votre douleur,
et puisant des consolations dans I'étude, vous n’avez cessé de
wavailler pour la science et pour vos chers éléves, leur donnant
ainsi I'exemple d’un dévouement complet a vos devoirs profes-
sionnels. C'est par la que vous avez conquis leur estime et leur
affection, c’est par la que vous avez conquis celle de ces nom-
breux amis qui vous entourent aujourd'hui. Ils vont enfin pou-
voir vous en donner un témoignage public. Je ne veux plus
retarder I'expression de leurs veeux; mais en terminant, laissez-
moi vous dire, une fois encore, que les miens vous accompagne-
ront dans votre studieuse retraite, et qu’ils partent d’un ceeur
profondément dévoué et reconnaissant.

et et Marle Curie - UPMC - Coto : 268 7
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AVERTISSEMENT.

Jaurais voulu, dans une courte préface, faire con-
naitre 'origine de ce livre, en expliquer 1’épigraphe,
et remercier la Société des sciences, de Liége, pour
la généreuse hospitalité qu’elle m’accorde. Une grave
maladie m’empéche, quant a présent, d’exécuter ces

pfojets.
E. C.

Liege, 25 avril 1885.




MELANGES
MATHEMATIQUES.

L. — Saur les combinaisons avee répétition. (1838) ().

Le terme général du développement de
(@=4+bc+ o O

est, comme l'on sait,

1.
1.2.3..a X 1.2.

2.5...m
d..

B 40 1
X X125, a ¢ , €3]

les exposants «, f, 7, ..., 6 satisfaisant & la condition
@4+ B+ oy 4= (2)

Le nombre des termes de ce développement est celui des
solutions, en nombres entiers non négatifs (**), de I'équation (2),

(*) Cette Note, qui a paru dans le Journal de Liouville (t. I11), a été éerite
i l'occasion d’'un Mémoire de Brianchon (Journal de PEcole polytechnique,
25¢ Cahier).

(") Cest afin d’éviter toute ambiguité que jemploie cette locution :
_mombres non négatifs, bien qu'elle me paraisse constituer un véritable pléo-
nasme : un nombre, cest-a-dire le rapport de deux grandeurs de méme
espéce, est essenticllement posilif.
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qui renferme n inconnues, n étant le nombre des termes du
polynome proposé; on le nombre de maniéres dont il est pos-
sible de former une somme m avec n nombres entiers, positifs
ou nuls; ou enfin le nombre de combinaisons que I'on peut effec-
tuer avec n lettres différentes, prises m & m, chaque lettre pou-
vant entrer 0, 1,2, ..., m fois dans chaque combinaison. C'est
de ce dernier point de vue que je considére la question, et je
" représente par N le nombre cherché.

Afin de trouver N, j'observe que, pour former les combinai-
sons avec répétition dont il s’agit, on pourrait employer le moyen
suivant :

a, b, ¢ étant, pour fixer les idées, trois lettres qu'il s’agit de
combiner 7 47 :

1° Prenons la quantité a'b’c'd’e’f'g’, qui renferme 7 lettres
accentuées, écrites dans I'ordre alphabétique;

2° Dans un terme quelconque égal a celui-la, effacons 1, 2
ou 3 lettres (en général, n lettres au plus si n est < m, m let-
tres au plus si # est > m); pnis remplacons chaque lettre effa-
cée par une des lettres @, b, ¢ (en général, par une des lettres
a, b, c, .., t), en ayant soin que, dans chaque terme ainsi formé,
les lettres sans accents n’offrent pas d'inversion alphabétique;
qu'aucune ne soit répétée; et qu'une suite de lettres accentuées
soit toujours précédée d'une lettre sans accent (ce qui exige que
I'on cfface toujours la lettre a’).

Nous obtiendrons ainsi une suite de termes tels que

ab'cbe'f'g’, abc'd'e’eq’, bbcd'cf’g,...; (4)

3° Enfin, dans chacun des termes de la suite (A), remplacons
chaque lettre accentuée par la lettre sans accent qui la précéde.
Nous aurons la nouvelle suite :

auabbbb, abbbbee, bbbbecec ... (B)
Si T'on a effectué sur la quantité a'b'c’'d'e’f’g’ les opérations

indiquées, de toutes les maniéres possibles, la suite (B) renfer-
mera toutes les combinaisons avec répétition demandées.
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Or, la suite (A), qui contient autant de termes que la suite
(B), est formée des combinaisons simples des 6 letires ', d,d,
¢, [, g et des 3 letires a, b, c, prises 7 4 7. Donc, en général,

N= Cn+m»~l. m = Cn+m——l, n—1

savoir
N=n+¢n—1‘71+1f1—2...£’ 5)
1 2 m
ou
=m+1.m—t-"'_’mm-ﬁ-n——l. %)
1 2 n—1

Les formules (3) et (4) donnent le nombre des termes du
développement dont (1) est le terme général.

Addition. — (Mars 1881.)

La démonstration précédente peut étre abrégée (*).
Soient les combinaisons

aaabbbb, abbbbcc, bbeccee, aaaaacc,... (B)

[y

Dans chacune, substituons, & chaque lettre répétée, le rang
qu’elle occupe : la suite (B) sera remplacée par

a23b567, ab348¢7, H2c4kbH67, a2345c7, ...

Cette nouvelle suite contient toutes les combinaisons, simples,
des 3 lettres a, b, c et des 6 nombres 2, 5, 4, 5, 6, 7; ete. (**).

(*) Cours d’analyse de U Université de Lige.
(**) Un récent numéro des Comples rendus renferme une démonstration

de la formule
N= Cn-l—m—l, m

remarquable par la longueur : elle contient trois pages!
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Ii. — Aire de Phyperboloide a une nappe. (1839.)

I. Soit
x12 ym :/‘I
e e e M

I'équation de I'hyperboloide. Laire de la partie de cette surface
comprise cntre le plan des xy et un plan paralléle au premier
est déterminée par la formule

i 2 ’2
+~ ~—+(1 +?%>——.—l
o« \ p 6‘ .
A=4 dx'dy’ 5 5 L, @
x—g-&%;—'l

dans laquelle x' et y' doivent recevoir toutes les valeurs posi-
tives satisfaisant aux conditions

Yt =
srEet "
"t oyt = h? .
— 24— 4
a‘—’ ,82 < ,}/;! ( )

I est la distance des deux plans-limites, ou la hauteur de la zone
hyperboloidique.

1. Si nous posons, pour abréger :

’ ’ 2 2 2
x 4 v ¥ , .
—_——x, 17—_:1/, 14+ ==d, 1+==0b, —=¢c, ()
“ P

’ @x? + byt —1
A= laxdy Ty 1 6
nM/c ay g (6)

RS (7)

x? y“? 1 + ¢t (8)
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I1I. Afin de réduire I'intégrale double (6) a une intégrale
simple, j'emploie la méthode exposée dans mon Mémoire sur la
réduction d’une classe d’intégrales multiples, c'est-a-dire que je
suppose, simultanément :

F(v) = //ixdy Vs + biy* — 1, (9)
Byt =130, &y —1Z (10)

alors la formule (6) devient

A=4aﬁ'/.cd-°l;ﬂ; (1)

et le probléme est réduit & trouver I'intégrale (9), ou seulement
sa dérivée relative & v.

1V. A cet effet, soient

: T==1C0SQ, Y=uSsingQ;
dolt

z A ViF
F(v) .—.—_/ : dy udu V' (a* cos* @ + b*sin* @) u® — 1 ;
'0 0

et, par conséquent,

1d.F(v)
v dv

=/?‘dcp\/(a, cos’ @ + b*sin’ @) (1 + %) —1.  (12)
b

Au moyen de cette valeur, la formule (11) devient

s ¢
A= !wp/ gl,(P/\ dv !/(a”cos*qo + braintg)(1 +v)—1. (1

-4

3)

V. En général,

v —
/ tlv\/Pv2+Q=§

0

vV P+ VP Q ) .
ve Y

— Q .
"/P 2~4—Q—-‘—j ()
v v + ‘/i)(

———

(*) Cette lettre désigne un logarithme népérien.




done

fcde(a’ cos® @ + b?sin” @) (1 + v?) —1

1 200520 + bsin’o—
gg ¢V (a’cos’p+b* sin® @)(1 + ¢*)—1 + geosgreing—1 -Q ol

Va*cos’ g+ bsin’o

en posant, pour abréger,

cV a*cos’ @ + bsin® @ + V/(a® cos? @ + b?sin® @) (1 + %) — 1

$ —

Va? cos® ¢ + b*sin® @ — 1

La substitution dans la formule (13) donne

7
A = 2caf / Tdo V/(a* cos* @ + b¥sin’ @) (1 + ¢%) — 1

0
T a’cos’ @ + b¥sin’o — |
+ tZocﬁ/‘2 do ¢ ? "14» ;
. V@ eos® o + b¥sin®g

d’ou enfin, & cause des valeurs (3):

.9 v i
A= '—I: 2oV Wa'B + (h* + ¥*) 9" (§¥ cos’ @ + «*sin” @)
Y

e

(14)

i ?cos’ @ + o sin?
+ 27’2/ *dy : Pz g - -Qq),,
Va6 + o* (B* cos’ @ + asin’ Q)

[3

@, représentant la quantité

h\/a2§2+9f‘(ﬁ’cos’cp+agsinfcp)+\/h"a*@"+ry*(h”+72)(@’cos2¢+a’sin’¢)

»*V/ 8*cos’ o + o*sin’g

Addition. — (Aout 1865.)

VI. Les trajectoires orthogonales des sections paralléles au
plan des xy sont caractérisées par I'équation

ay'dx’ — gx'dy’ = 0. (15)
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Soient ds I'élément d’une section paralléle, do I'élément d’une
trajectoire : dA == dsdo.

Premiérement, si I'on différencie I’équation (1) en y suppo-
sant z’ constante, et que I'on fasse, pour plus de symétrie,

’

z 1, 1 -
Z = V2" +y'cos s, -3/—=—\/z'2+'y’Sln6,
o ¥ B ¥
on trouve
V2t ot —
ds = -———L/{Bl €0s® § + a* sin® 9 db. (16)
Y

En second lieu, I'équation (1), différenciée par rapport aux
trois variables, donne

‘Yr())?
pa'dx’ + o*y'dy’ = —z'dz’;
y?
d’ot1, & cause de la relation (15) :
ﬁ‘ l ' pg r ’
dx' = —dz’, dy' = ———F————d3’;

(ly't + Bt 'Z) '}’2(4 Jl2+ ‘glxl‘.’)

u, cc qui est équivalent :

Iz af®  z'dz’ cos 6
dx' = — —————
v \/.-_,_720 sin?4 + f cos® 6’
I o’ z'dr sin 6
dy =— — - - .
Y Y V4ot a®sin? o + f'cos* 4

Il résulte, de ces valeurs
b b

a?g?z'i
=dz' \/ - +1. 17
d 92 (2 + %) (4 sin? 6 + F* cos® 6) (17)

Par suite,

dA = —I; dodz’ \/ [6* + o (a’sin®6+ Bieos™))z 4 o ("sin’0 + Bicost);
»
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ou plutot

8 Z h
A=— /?(le/dz'ﬂ. (18)
Yy s

R= \/[¢2§’+ % (22 5in? 0+ B* c0s%0)] 22 +9* («* sin*0 + B cos’ )

avec

A cause des notations (3), la relation (18) ne différe pas de la
formule (15).

VII. Ce rapprochement donne lieu 4 la remarque suivante : la
méthode dont j'ai fait usage, en 1839, pour ramener aux qua-
dratures I'aire de I'ellipsoide, équivaut a la décomposition de la
surface en rectangles curvilignes. Cette décomposition, trés
laborieuse quand les rectangles sont déterminés par les lignes
de courbure (*), devient incomparablement plus simple lorsque
ces éléments résultent de sections paralléles & T'un des plans
principaux, et de leurs trajectoires orthogonales.

Autre addition. — (Octobre 1881.)

A la fin d'une Note sur la détermination de Uaire de Pellip-
soide (**), j’ai donné la relation suivante :

™

1 /'% 1—a’sin*g—b?cos’@ 1 4+ V e?sin®g + (2cos'q d
e e @
[}

T . /79 9. ]2 .3
Vatsinte + beos’y 1 —V a’sin* + b*cos’o
o

1 — a?
VA= = — 1+ ak(hp) + —— F(k, ),
a

dans laquelle :
«=sing, b=ak, k1.

(") Voyez Lecenpre, Théorie des fonctions ellipliques, t. 1, p. 554.
(*") Bulletin de I’Académie royale de Belyique, t. XXX,




Elle devient, pour a =1 :

1—b T cospdp 'Q 1 +V1 — (1 — b cosp
" VI—(1 —teossp 1 —V'1 — (1 — 0% cos’p

= — | + E(b);

ou, si I'on a fait

1 — b= (p::f—az
2

c* 7z sin 6 db 1 + V1 —¢tsin®
E| (b)=—“'4 +- f W ———— —
7 V1 Z¢tsinte 14— V1 —csin%

a’x? + by —
IIL. — Sur Pintégrale wx(l i \/ —-—-—; i_

“Au lieu de prendre, pour conditions aux limites,
o+ P, o e YT+

comme dans la Note II, admettons que I'intégrale doive étre
élendue a toutes les valeurs de x et de y satisfaisant aux rela-
tions

o+ yt S, (¢ — a*)x* + (t’—b’)y”"’z ¢t —1;

et Supposons, en Ol"re,

e>a>b> 1.
Soit
o? a? + b y —1

ST e y yt—1
lintégrale, que je désignerai par V, représente le volume com-
pris entre le plan des xy, la surface représentée, elle-méme, par

I'équation précédente, et les cylindres dont les équations seraient

P+ yt=", (*—a%)x® + (¢ — )y =c—1.
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V————x/zd.XY,

z2t— 1 /2t — |
X= Y= .
\/z —a’ \/ 2 — b
On trouve ensuite, par un calcul facile,
= 2z
V==r (a’ —_ ly
- (2t — a®) V(32— a*) (2* — b?)

o 2z
w (b —1 5
o )r/‘ (22— )V (2 — a*) (3* — b?)

puis, en prenant

Conséquemment (*)

en supposant

2 2 2 2\ oin? i /¢—a .
& @ =(F—b)sin'g, b—eq, sina=\ /st
_re=) TdeV/1—csin’y
(|__e’) sin*q
2,2 __ | N,
+ﬁ"i____)/’d@\/1—-esmcp
i =),

ou cncore

= (a?—1) A% do n(a*e?—1) ™ do
V= / + -,
a v cos?o LV 1—¢*sin?e a z

(1—e*sin’o)

pourvu que F'on suppose

. a . a
SiNf =—, Sihpg=-—.
z c

(*) Mémoire sur la réduction, ete. (Journal de Liouville), t. IV, p. 325.
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1V. — Démonstration d’une formule de Dirichlet.

Cette formule, célébre autant que remarquable, est

» e 2 agb, ¢ . - - o
/ ...x"“y"“z‘“...dxdydz...:aﬁy“ B LS
. pqr... ( a b ¢ )
Fi—4 4=
r qr

On suppose les n variables x, , z, ..., positives et satisfaisant i la

condition
-
A gl ) et

dans laquelle les constantes a, B,% o Py @5 7y ... SONL poSilives.
Pour établir la relation (A), je commence, comme le fait
M. Liouville (*), par la réduire i celle-ci :

) fa\ (b [c
o Syt 1 (;)F(F])F<T>
A=J///.\..:L"‘ yoo 2 drdydz..=

dans laquelle

( a b ¢
Pila—4—4—+ )
P qr

T4y +3+. A

Soit maintenant

v b c
B=//..y” ’z;_‘...(lydz...,

la condition aux limites étant
Y+ Z 4. _—<‘ 1,

et so0it V ce que devient la méme intégrale B, lorsque la condition
aux limites est
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Il est visible que
- 4 .-
V=(—ux) g r B,

ou

D ailleurs

1 a b e .
A=B/ x;—‘(1~x,7'+'+ dx;

[

ou, d'aprés une formule connue,

a b ¢
NER
p q T

a b ¢ )
I‘(/l+—+—+—-+w
p q T

A=B8B (€

Cette relation (C), qui réduit le cas de n variables & cclui de
n — 1 variables, équivaut au théoréme proposé; car, dans le
'as d’une seule variable u, I'on a

AU (f) .

V. — Réduction d’une intégrale multiple (7).

Soit
b [dstyle.\ /T
“f/mw'“ @y s

les n variables, supposées positives, satisfaisant & la condition

oyt

N

(*) Cette Note est exlraite, en partie, du Journal de Liouville (t. 1v).
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Je pose, a ordinaire (*),

P — (2 y 2 ) )

= P°
4+ (24 g+ 2 ) ’
d’ott résulte
11—
2Pl =———:
1 +v

les limites de v sont 1 et 0. Si done je représente par F(v) I'in-

tégrale
/ dadydz ...,

la eondition aux limites étant

‘/ x ‘\“2 / y \ 2 —

\\ 1+ v?

1+ 0?

i
A”_—_/ vd . F (v). (2)

Par la formule de Dirichlet,

Jaurai

2
Fv)= -
) (n (’l + v’) ’
ri-+ 1)
2 N
done
<‘/ﬂ)n W
2 1 —»7\?
R
n + v°
ou
‘/n)" '—.l n
A 9 <—§_ (I ——vq>E oy 5
- MM — )
" " n 1+ v? (1 + v
T(-+1
2 0




Y A

Soit
| 1
v=182¢;
2
d’ott
1 —' , 1—coso dv r 1 )
T+ vt S, =Ty (]—.: v'l)fz 500\\ §CP(](P'

2 cos? 59
la formule (3) devient

A

cos?

o}

o(1 —cos @) do,

ou

n n

- =
[
)

—
|
W9

)

A, = — cos® pdp — cos*  wdo (4)
F(é) : g )
On a, par des formules connues:
" of)
n '
cos* ‘cp(lq;——:} 4 21—t Y =‘/: ("-/:—2 )
., :, )
“2 ‘ 2
cos* " od —f—) . a— 0)":2 do =\/—T;r N
! Crf)
done
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Lorsque n =1,

" oy of
\/1 —xt 1 N 'z
rl-

b= NV rEETiY '(5)_1 1)
< ") (/.
Mais
3 T2
F(Z)“ (1)
v
donc

" [rG)]
1 —at n =\ 2z
dx\/'l +.’1:T’=Z V' or —[F(l)]*

4

0
Si I'on pose a == cos @, l'intégrale se transforme en

z siE“_?Llcp 1 z sin cpdcp
/ V1 + cos’o / \/1
. —= sm P

1
(1 —1- += sm cp)({@

=2 S .__ﬁ_:__._t/c) F! /% _E‘( % .
YRV (V-3

Ainsi, l'intégrale eulérienne, I'(3), et les intégrales elliptiques
complétes, E'(1/3), F'(1/}), satisfont a la relation

I
el
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Additions. — (Octobre 1881.)

I. Cette relation (6) est connue. En effet (*),

VR RE

done, par le théoréme de Legendre,

e, en conséquence [
ey L e
’(\/ ) (\/ 2> Vi [l(;:)]e

I1. Si n est un nombre pair 2n', la formule (4) devient

k / ,
Ay = Moy | e cos”" ! pde — cos™ ! pdo |.

0 0

Maintenant, il y a deux cas a distinguer.
1° Si ' est pair :

z 2.4.6 ... (0" —
[ oot 2t =3
o.b.7...(n'—1)

0

/ cos™ ! cpdcp-—? b6
BT (n -+ 1)

0

(") Lesenore, t. U, p. 582. Lillustre auteur écrit

-t
4 Vi—og

puis

1
(T) =F, (sin 45°).
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2° Si n’ st impair :

4 w— 7'1.5.5...(7;’_.9)’
/u'os '<Pd(p=§m’

[
z =1.5.5... n
Teos"Hodp — -
. 22.4.6...(n" + 1)

[
Dans le premier cas,

5
4 2.4.6...(n' —2)

F)5.5.7...(n +1)

A m =

Dans le second :

(7]’ w44
4 138 (0 —2)
P') 4.6.8..(0 4+ 1)

AQn’ =

En résumé, lorsque n est pair, Uintégrale A, dépend, unique-
ment, de la transcendante 7.
VL. — Autre intégrale multiple.

Soit
dxdydz ...

Bll= . v
sin (& Y + 2+ ...)

les n variables z, y, z, ... étant positives et satisfaisant & la con-
dition

]

x+y+z+'--:< .

5

ne

Si 'on pose.

XA Y DA =0,
on aura
%d .F(v)
Bu = )
. Sin v
0
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pourvu que
F(v) = [ dxdydz ...,

et que, dans cette intégrale multiple, les variables vérifient

la relation
TH+Yy+2Z 420

Or, par la Formule de Dirichlet (Note 1V),

v
Fo) = ——;
®) I'in + 1)
done
B 1 Z o= dv _
(), sin v

0
Addition. — (Septembre 1863.)

Si n =1, l'intégrale est infinie.
Sin=2,

Dans le cas général, la détermination de I'intégrale simple,
dont dépend B,, parait exiger I'emploi de séries compliquées (**).

(*) Mémoire sur la transformation des scries el sur quelques intégrales
définies. (Académic royale de Belgique, Savanis étrangers, t. XXXIIL.) La
constante G, égale & la somme de la série 1 — § + 5 — 5+ & — ...,
a pour valeur 0,915 965 594 177 21...

Plus loin, nous reviendrons sur cette transcendante. Dans le petit Mémoire
intitulé : Recherches sur les déterminants (Bulletin de VAcadémic royale de
Belgique, t. X111, 1861), on trouve d’autres cxemples d'intégrales multiples.

(**) Bierens ok Haax, T. 259.
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VIE. — Sur la partition des nombres.

Prosriye. — Trouver le nombre N des solutions entiéres, posi-
tives, de ’équation

x'+x2+x5+...+xn:s’

dans laquelle s est un nombre entier donne.
La solution résulte immédiatement de ce que l'on a vu dans
la Note I. En effet, I’équation ci-dessus peut étre écrite ainsi :

(w,— 1)+ @— )+ o+ (x, — ) =5—n

Done le nombre N des décompositions de la somme s, en n
parties positives, est égal au nombre des décompositions de s — n
en n parties, nulles ou positives (*). Donc aussi, d’aprés la for-
mule de la page 3,

‘ s—N(—2).. (s—n+1)
1.2.5..(n—1)

N=Cs-l,n—~l:

Addition. — (Septembre 1863.)

Dans le développement de
(@+b+c+ -+ k7,
le nombre des termes contenant une seule lettre est, d’aprés la

formule précédente,
n

C: - 1,0 X ',1' ’
n désignant le nombre des letwres a, b, ¢, ... k.

(*) 11 est bien entendu qu'il ne s'agit pas ici des décompositions essenticl
lement différentes : 3 4+ 2 et 2 4 5 sont considérées comme deux décompo

sitions du nombre 5.

urie - UPMC - Cote : 2587
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De méme, les termes contenant deux letires sont en nombre

. n(n—1)
G4 XT;

el ainsi de suite.
Enfin, parmi les termes du développement considéré, le

nombre de ceux qui conticnnent les n lettres cst
Cs—l‘n— 1 X /l-

Drailleurs, le nombre total des termes est, comme on I'a vu

dans la Note I,
Cn+s-~l,x.

On a donc la relation suivante, qui peut étre démontrée
dircetement :

~ )
(‘p.ox Cn,i -+ Cp.l X Cn,2 e Cf),n»~l >< “n,n = Cn+p,p+l.

Par cxemple, sip =12 et n =35

5 12 5.4 1241 5.4 12,4110 b

IX = 4+ — —_
TP T X e e X1 raes X
12.11.10.9 \7.16.45.44
L X e,
1.25.4 1.2.5.4

ou
B412.40 + 66.10 4+ 220 .5 + 49b = 2 380;

ee qui est exact.

VIIE. — Sur la décomposition @’un produit
en facteurs.

ProsLEME. — De combien de maniéres le produit abed...k = N,
composé de n facteurs premiers, inégaux, peut-il étre décomposé

en p facteurs ?
Soit &, , cc nombre inconnu.
Si nous introduisons un nouveau facteur premier {, différent

urie - UPMC - Cote : 2587
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-

de a, b, ¢, ..., k, nous pourrons décomposer le produit N/ en p
facteurs, soit en multipliant par [ un quelconque des p facteurs
dont le produit est N, soit en multipliant par [ le nombre N
décomposé en p — 1 facteurs.

Par conséquent

Tppt,p = PLu,p + Lnp—1y

ou

a'n-p=p‘ru—i,))+ xn—-l,p-—l- (”
On conclut aisément de cette équation, a cause dex, , = 1:

2 —p—1 —-
Lup = Tnt,p 4+ PTuz, 1+ P Loz, g o P P T, o™ (2)

np

Cette nouvelle équation aux différences finies est moins simple
que la précédente : néanmoins, nous allons pouvoir en conclure,
par induction, I'intégrale de celle-ci.

1° Soit d'abord p = 2 : I'équation (2) devient

Koy2 == Ln_y,1 + 2L, 24 + 250, 5 4 e+ L 0my 4+ 22

Mais, évidemment,

Lyt == Ly, | == o0 ==Ly == 1 ;
done
Tpo=2"1— 1 =A@ 3)

Py = (27— 1) R B (2 ) 3R ) s
4+ 32— 1)+ 3P (2— 1)

2(2"7% 4 32" - 3RO 4w e 52 o 50T
— (1 % 3 e 57

~n-—-2 1

B) - 1(5,,_4 . c_)'ﬂn—l + ‘)’

=n-2 -2
=23 = ) — ——— =

ou

1
T 5= AT(1" 1), (%)

urie - UPMC - Cote : 2587




3° Soit encore p = 4 : I'équation (2) se réduit a

1
17,,‘—-—-—(5"2 271—2_’_,1)_'_4‘2(1:.)_2 C)n-~o+])

—

”2%(3"‘—‘2-9"“+1>+~-+4"—5—<~ 2.9+ 1)

e

+4~‘ 5 (B —2.20 1)

= % 525" 4 4.3 e AT ) — (2 A2 e )
1 . "
"‘T,(' b+ B A
1 5 5
= —. 5% (47.-—5 — 5n—3) —9 (4%—3 — Qn—a) n—>5 __ ])
2
471-{ — 3.3* 1 + 5..211——4 __ l
25 ( ? b
ou
J— 5 (gn-1
.1',,,‘——2.5 A (1),

La loi des résultats est maintenant évidente; et 'on a, en
général,

AP (1) (A)

Addition. — (Septembre 18635.)

I. La valeur (A), substituée dans I'équation (1), conduit a la
relation
Ap-l(ln--l) =p Ap»i (17.—2) 4+ (7) . ]) Ap~1 (ln—!),
que l'on peut écerire ainsi :

AP (A"H) = (p + 1) A? (17) 4 p Ar~* (17). (B)

Celle-ci ne différe pas de celle que j'ai employée dans ma
Note sur les différences de 17 et sur le calcul des Nombres de
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Bernoulli (). La concordance de ces relations est une vérifica-

tion nouvelle de la formule (A).

Il. Les valeurs de «x,, sont celles que jai désignées par
A,, B,, C,, ..., dans unc Note sur la somme des puissances sembla-
bles des nombres naturels (**). De la résulte un rapprochement,
assez inatlendu, entre deux problémes dont les énoneés sont bien
différents.

IIl. SiTon veut savoir de combien de maniéres le nombre N
est décomposable en facteurs, il suffit de caleuler

S, =Tp 1+ Ty a0 + Ty

Soit, par exemple, n = 6 : la table contenue dans la Note dont
il vient d'étre question donne

o=, Xg2=231, x55="90, X ,= 63, x5=18, x,,=1;

done

IX. — Analyse indéterminée du premier degré (7).
Si les coefficients @, b sont entiers, premiers entre eux, el
que ¢ soit entier, les solutions entiéres de I'équation
ar + by =¢c )
sont, comme l'on sait, données par les formules :
z=a—0y, y=p8~+ aj 2)
dans lesquelles «, P représentent un systéme de valeurs entiéres

de x, y : 0 est un entier quelconque, positif, négatif ou nul.

(") Annali di matematica pura ed applicata, t. Il

(**) Nouvelles Annales de mathématiques, t. XV, p. 210.
Plus loin, on trouvera ces deux Notes.

(***) Nouv. Ann., 1844.

urie - UPMC - Cote : 2587
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Supposons a, b, ¢ positifs. Alors les solutions positives, néces-
sairement en nombre limité, sont déterminées par les inégalités

a a -
1<g 0> g )
A cause de
da + bp=c,
on a

B aoe — €

T == b

a ab
donc les inégalités (3) équivalent a celles-ci

ax — ¢

ab

ax

Vs 0> (4)

La différence entre les deux limites de 6 est . Conséquem-
ment, la partie entiére de {5, ou celle partie entiére augmentée
d’une unité, indique le nombre des valeurs que Uon peut atlribuer
@ 6. En d'autres termes: le nombre des solutions positives de
Péquation (1) est égal @ Pun des deux quotients entiers de ¢
par ab (*).

Addition. — (Septembre 1865.)

Considérons d'abord le cas ou ¢ serait un multiple de «b:
¢==abg. On peut prendre (3 =0, «=1bq; et il est clair, par les
formules (2), que 6 peut recevoir les g-+1 valeurs 0,1,2, ... ¢ (**).

En second lieu, supposons ¢ = abq + ¢', ¢' étant positifl et
moindre que ab; puis prenons simultanément les équations

ax + by = abg + ¢/, (A)
ax’ + by’ =/, (B)

(*) Ce petit théoréme, que je trouve dans mes notes de 1839, est souvent
attribué a M. Hermite. Jignore si ce profond Géométre I'a publié quelque
part.

(**) A vrai dire, les solutions x == 0, y == aq; * = bq, y = 0 ne sont pas
essentiellement positives ; néanmoins on peut les compter, parce qu'elles sont
non-négalives.




d’ou résulte celle-ci :
a(x—x') + by —y')=abq. (€)
Si I'équation (B), qui ne peut avoir plus d’une solution posi-
tive, en a réellement une, nous aurons, en désignant par o', 8/,
ces valeurs positives de x', y' :
y—p =ad, x—a =Dbq—bs;
ou
y=p +a5, x=2a +b(qg—19) (D)
A cause de ¢’ < ab, on a
p<a, o <b:
done les deux derniéres formules donneront des valeurs positives
silon fait0=0,1, 2,... q.
Ainsi, quand Uéquation (B) admet un systéme de valeurs posi-
tives, Uéquation (A) en admet q + 1.
Sil'équation (B) n’a aucune solution positive, on peut supposer,
dans les formules (D),

0LB<La, 0>d>—b:

ceci résulte des préliminaires de la théorie. Par suite, les seules
valeurs admissibles pour 8 sont 0, 1,2, 5,...q— 1. Done, lorsque
équation (B) n’admet aucune solution positive, Uéquation (A) en
admet seulement (.

En résumé :

1° Si ¢ = qab, I’équation

ax + by =c¢c

admet q + 1 solutions non-négatives;
2 Si ¢— qab + ¢', cetle méme équation admet q + 1 ou

q solutions positives, sutvant que Uéquation auxiliaire
ax’ + by =¢

a ou n’a pas de solution positive.
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€os ax
-+ &)

X. — Sur Pintégrale / T x (*).
o

I. D’aprés une remarque faite par Poisson (**), si I'on appelle
y. celte intégrale définie, on trouve aisément I’équation linéaire,
d’ordre 2n:

n d*y n(n—1) d‘y,, d*y,

- . - — ek —— =, 1
1 do? * 1.9  dot do®” Yo (1)

Yn—

. 9. . o0
dans laquelle « y, représente lmtegrale./ cos axdz.
0

» Cette intégrale est, en général, indéterminée ; mais ici on
» peut la supposer nulle; car, en adoptant cette valeur, on est

» conduit a

F 0’
1——0
Y >

» valeur exacte (***). »

II. A cause de y, =0, I'équation (1) est vérifiée par y, = ¢,
¢ représentant une racine quelconque de

LIS o) PR
1 1.2
ou de
(1 —0)y=0. (2)

Cette équation (2) a n racines égales & + 1, et n racines
égales & — 1. Drailleurs l'intégrale proposée ne peut croitre

(*) Le texte de cette Note, tel qu’il a paru dans le Journal de Liouville
(t. V), renferme quelques fautes de calcul et d’impression.

(**) Journal de PEcole polytechnique (16¢ Cahier, p. 222).

(*"*) M. Serret a critiqué, avec raison (Journal de qumlle, t. VI,
p- 191), 'emploi que j'ai fait de I'intégrale indéterminée / cos axdx, &
’exemple de Poisson. J'avais prévu Pobjection qui pouvalt étre faite; car la
phrase guillemetée, que je n’ai pas reproduite dans le Journal de Liowville,
est tirée de ma rédaction primitive (13 février 1840). Du reste, je donne
cette démonstration pour ce qu'elle vaut.

nériss par 1a Bibl
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indéfiniment avec a; par conséquent, la valeur de cette intégrale
doit étre donnée par la formule

A A A, _ _
3/,.=e"“ I:Ao+'i—‘0£+ 1.;«2+"'+ma"—‘]’ (O)

Ay, Ay, ... A,_, étant des constantes, qu'il s’agit de déterminer.

HI. Pour cela, je représente par P le polynéme entre parcn-
théses, et je prends les n — 1 premiéres dérivées des deux
membres de I'égalité (3), ce qui donne généralement

o pyes|p_ i@ iE—0dP P
w = BET7IREYCRr ™ ] B

Faisant « = 0 dans les équations (3) et (4), j'obtiens

(yn) = Ao’
d'y . e ) i(e—1) L ] ) <
(J;)_(—l) [A‘,—?AM‘._-—L2 A— AL ()

(ya) et (d’;") représentent les valeurs de y, et /" répondant i
a=0.
La nature des équations (3) permet de les résoudre facilement.:

on trouve
¢ (dy, i(i—1) (d'zyn\ <d'_yn‘ ‘ 6
=)+ 1 (dm) - 1.2 da:z) e dac,,) 0)

-

1V. Jobserve, actuellement, que :
/’ cos axdx
o l + 2%)"
dy, / sinax . xdx
—_— IT5 e— ——————— Y
dx (1 + )"

0
j,, /“’(os ax . £'dx
—_— )
. (1 + x"
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d’y, /0 sin ek . xidx
= - ————
de® (1 + o
0

d*y, > cos ax . xtdx
—_—— = _
d« 3 (I -+ xz)"

]

d’ou :

Pour évaluer ces diverses intégrales définies, je considére

généralement
x? dx
B ——/ l -+ &) @)

I'exposant 2p étant moindre que n (*).
Si I'on pose

la formule (7) devient

U A VR
,==§ o *(1 —0) de, (8)

0

(") L'intégrale B, ne devient infinie que pour 2p = 2n; mais, dans la
formule (6), ¢ est inférieur & »; et le nombre pair 2p remplace <.
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ou

/ 4
T (p+é)l‘(n——p—§)
B, = I’ (n) '

P

)

RO | =

Par conséquent, & cause de I'égalité (6),

! AT A k) (§) (,_§>+\
A‘“QT‘(TQ[P(E)F<" 2) iz Ty T - (10)

Lorsque i est pair, le dernier terme de la quantité entre pa-
renthéses est

/

+=T (l—:—-'—) r (n-—l _: i);

et, quand ¢ est impair, ce dernier terme égale

iil‘(i)l‘ (n—i)
2 2

V. Lavaleur de A, peut étre écrite autrement.
Si P'on fait
r=130,
on trouve

z
B, = / % sin¥p cos™ ¥~ odo. (1)
[

Par suite
- i
Z ti—1) .
A= *do|cos™*p — ( )smﬂwcosz"“m 4 e
. 1.2 ' '
0

La quantité entre parenthéses est Ia partic réelle du déve-
loppement de cos™ ~*o (cos o + V'— 1 sin ¢)'; done, par le

Théoréme de Moivre,

T
A‘=/2 cos™ = *gcos (@do. (12)

.
0

VI. On a, identiquement,

08 1 @ == cos @ cos (i — 1)@ — sin @sin ({ — 1) 03

et et Marle Curie - UPMC - Cote : 2587



done

x T
A= / 2 cos®™ ' cos (1—1) pdp— / 2 cos™*psingsin (i—1) odo;

0
ou, en intégrant par parties et observant que le terme

1

mcosh'_i—‘ q)Sin (i—— 1)@

s'annule aux deux limites :
n—zu
A=2_ " A, (15)
M —1—1

Drailleurs,
xr /
A, =/; cos™ % pdo == *"l‘i(n) r (:E) r kn — %) 5

ou, par une formule de Legendre,

x I'(2n—2)
Tem-: T Tin—1)’

A, (14)

done, aprés quelques réductions,

= TI'(2n—i—1)
L= ) 15
A= T ) (13)

La comparaison des valeurs (10), (12) et (15) donne

e e L

+¢(i—4)(i—2)(i-3)1,(§>r( 5) . r T@n—i—t

N—— — | —
1.2.3.4 2

B YT

ou

= w D@n—i—1)
2 20 ~§i—2 . *
/ €08 P cos iy = 2 =i=t T () I (n——i)( (D

.
0

(") Cette formule, qui subsiste pour toutes les valeurs positives de n ct
de n — i — 14, parait due & Cauchy (Journal de Liouville, t. VIII, p. 2)
(septembre 1865).
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VII. Revenant a I'intégrale proposée, je substitue les valeurs
(15) dans la formule (3), et j'obtiens

/‘“cos oxdx ]
. (1 + %)
0

n—A1 o )
=§%-—_T[—I—,W[F(2n——1)+ T(?a)r(972—9)+---+(2a) F(n)]

(18)
we~ %

Si, dans cette formulc (18), on remplace les symboles T' par
les intégrales eulériennes qu'ils représentent, on pourra I'écrire
ainsi :

® 003 d e © -
/fffie)f=ga,._f[r(m]z/ ey (y + 24" dy, (19)

e
0

/ ”c;)iitx?;=[;e(;;]2 / ”e_gzz"*'(z-*a)""dz, (20)
.0 1+«

3
0

ou

ou enfin, en représentant ¢+ 2z par af :

- (a)?n—l 3
xl=
f cos axdx 2 '/. e~ (IP—A)tde. (21)

S Gear T

XI. — Probléeme de minimum. (1841.)

Mener un plan tangent @ un ellipsoide donné, de maniére que
le triangle formé par les intersections de ce plan avec les plans
principaux, ait une aire minimum (*).

I. L’ellipsoide étant rapporté & ses axes, et x, y, = désignant
les coordonnées du point de contact, on a

x? y‘l 22
?+b—’+§=1' )

(") Note rédigée a l'occasion d’'une solution inexacte, publiée dans lc
tome Il du Journal de mathématiques.




Le plan tangent coupe les axcs en des points dont les distances

au ccntre sont

o

1~y

g
L3

5

Les faces du tétraédre tri-rectangle déterminé par les quatre
plans ont done pour aires, respectivement :

1o’ 1 ¢ta®

i e
29z’ 2zx’ 2 ay

Par suite, 'aire cherchée est

] \/ 7h?* (2\2 ca? 2
=3 (y_) ™ (7[)

ou
1 a%h*c?
LT
en Supposam
A a?
—= 5+ i+

P O

(a"b2
4 | —
xy

-t

~

s

C

).

on sait que p cst la distance du eentre au plan tangent.

1. Soient

<
<
]

22
)

= u, — == 0,

<

a

Y

w

= w;

alors les équations (1), (2) peuvent étre remplacées par

U+ U+ w ==

. I a?b%c? ( 1 v

— e 2 + ..:
A wvw \a b*

La condition dg = 0 équivaut &

(u v w) ((lu dv (lw)
— 4 = — | [ 4 — e — ] —
at b 2\ v W

2

\
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ou, plus simplement, a

(v w)du ' (w u)dv (u v)dw 0 7
—_—t | — 4+ |+ —*+ |+ = —=0. 7
b o ¢ v @ b w )
Drailleurs
du + dv 5 dw=0. 8
Si I'on combine par soustraction ces deux égalités, aprés
avoir divisé tous les termes de la seconde par une indéterminée 22,
et que I'on égale ensuite & zéro les coefficients des différentielles
du, dv, dw, on aura

u v w u v
i

e m =0 L +§=0, %+£—1—1§=0; 9)
relations d’ou1 I'on tire aisément
D¢+ (a® + b 4 %) 2f — @it =0. (10)
Cette équation peut étre mise sous la forme

1 1 1 1
+ + = —
@+ b4+ ra-

s (11)

ou encore sous celle-ci :

a? b? ct

—+ -+ .
a4+ A2 b2t ¢t A

(12)

D’un autre ¢oté, si I'on compare deux a deux les équations (9),
on trouve

u 1 -
7 j ) =§; ('13)
(a2 “+ A") ([) + A c + A
d cause des relations (1) et (12). Par suite :
a? bz c'z
T Y= z= 5 (14)

p— p—
V'2(a® + 37 V2(b* + 2 I/Z(c + }’)

1 1 1 N 1 1
p'z_‘.) RTINS TR K

(9]
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cest-3-dire, en vertu de I'équation (12) :
p=1V2 (18)

Enfin, le minimum cherché a pour valeur

o= f VO @) 07+ ) (T &) (). (16)

Addition. — (Octobre 1863.)

I1l. On reconnait, de diverses maniéres, que les équations
(10), (11) ou (12) donnent, pour 22, une valeur positive et deux
valeurs négatives. D'aprés les équations (9) ou (15), la valeur
positive satisfait seule a la question. Pour simplifier I'équation
(10), on peut faire

M= (il:—c s (17)
d’ott I'on conelut

£ —(a* + b* + )t — 2abe = 0. (18,

Cette nouvelle équation, qui est bien connue, se rapporte au
probléme suivant : Trowver le diamétre t d’un demi-cercle
auquel on puisse inscrire trois cordes consécutives, égales a des
droites données a, b,c (**). On voit que si ce demi-cercle était tracé,
il serait facile de construire les diverses lignes qui déterminent
le triangle minimum. Ce rapprochement, entre deux problémes
d'apparences bien différentes, parait assez curieux.

(*) Pour le détail des calculs, on peut consulter le Cours d’analyse.
(**) Avithmétique universelle, de Newton, t. I, pp. 120 et suiv.




Autre addition. — (Octobre 1880.)

1. Soit, généralement,

U— 1 (u v w ) |
Tweo\d TR ET) g

les variables satisfaisant 3 la condition
U4V A+ WA =1, 2

On trouve, en suivant la méme marche que ci-dessus :

v or w vou w w o ou v 5)
— e e = e eey ==t ot = — h)
A2t »2oat ¢ »oa bt

Je pose

u v w
?'FEE-'—’(-:;-F"':X, (4)

égalité d'ou résulte :

1 1 n 1 1 . 1 1
R e B wlrg) =% 0

WI

puis, par substitution dans la formule (3),

1 1 1 ~ 1

r—— .
2

+ + = +
@t 22 b At ¢t )

Cette équation, dans laquelle X est I'inconnue, peut étre écrite
ainsi :

P 12 2
¢ ! ¢ 4 =n—1, (6)

-+ -+
@+ A2 0P a2t ¢t AP
n étant le nombre des variables.

II. On tire, des relations (5), (2) et (6),

x————d—— (7)

—“(n—d)}x”.




1 at v | b? 1 c?
U = —— _ —— —— = e—— —— M
n—1 at+ 22’ b T a e ®)
puis
@ (0 A (¢ ).
A% at bt ... )

U=@n—1)y

XII. — Probléme de géométrie. (1841.)

Déterminer le rayon du cercle circonscrit a un triangle,
connaissant les distances des cotés an centre du cercle.

ABC étant le triangle cherché (*), soient p, q,r les distances
des cotés BC, CA, AB au centre O. Désignons par x le rayon
inconnu, par {3, y les angles OAB, OAC. On a
p *h

(*")-

P . q
M — — _ = CcoS -+ = -
sinf=-, siny=r, @B+ -

D’un autre coté,
sin? B -+ sin®y + 2sin B siny cos (B + ) + cos?* (B + ¥) =1,
Dong, par I'élimination des angles,
x®— (p* + ¢ + %) — 2pqr =0.

D’aprés cette équation, le rayon X est le diamélre d’un demi-
cercle auquel seraient inscriles trois cordes conséculives, égales

aux distances p, q, v (***). Des considérations géométriques con-
duisent 4 la méme conclusion.

(") Le lecteur est prié de faire la figure,
() En effet, 1BOC =A = ( - 7).
(***) Voir la Note précédente.
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XIII. — Théoréme de géométrie. (1840) (°).

De toutes les pyramides ayant méme hauteur et méme angle
polyédre aw sommet, la plus petite en volume a pour centre de
gravité de la base, le pied de la hauteur.

La base est déterminée par un plan tangent a une sphére ayant
pour centre le sommet de la pyramide, et pour rayon la hauteur,
que nous adoptons comme unité. Le sommet étant pris pour
origine des coordonnées rectangulaires, soient x, ¥, z les coor-
données du point ot le plan de la base touche la sphére : nous
aurons

2?4yt =1 (1)

Soient 2, By, 7; les angles que forme, avec les axes, une
premiére aréte, et x;, Yy, z; les coordonnées du point ou elle
perce le plan tangent. Nous aurons encore

xxey ~+ Yy, + 25 =1, (2)

T il G)

cosa;  COSf;  €OS ¥y

en représentant par /; la longueur de l'avéte considérée. D'aprés
ces équations,

1 ;
— == I COS &y -+ 1 €OS By <+ £ €08 9y, (4)
1

Projetons, sur le plan des xy, la base de la pyramide. C étant
l'aire de cette projection, la formule de Stainville donne

20 =Y (%1y: — 2:29)- (5)

Soient d, d,, ... les rayons vecteurs menés, de I'origine des
coordonnées, aux sommets du polygone situé sur le plan des xy;

(*) Publié dans les Nouvelles Annales de mathématiques, t. VI. Cette pre-
miére rédaction présente quelques inexactitudes.
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soient 6y, B,, ... les angles formés par ces droites avec la partie
positive de I'axe des x :

Xy ==0, €08 0, Xy== 0y COS b,
Yyy=27\sin 0, y==27J,sin 6,;
done
Xy 1Ya — Lo yfy = dy J, sin (6, — 0,).
Et comme
d=Ulsiny,, d=1Usiny,,

la formule (5) devient
2C = 2 I,y sin o, sin o, sin (6, — 6,). (6)
L’angle formé par la base de la pyramide, avec le plan xy,
a pour cosinus z; done, P étant I'aire de la base,

2P = —S‘ I, Ly sin o, sin o, sin (9, — 6). (7)

Dans cette équation (7), U, ly, I5, ... sont des fonctions de
x, y, z; les autres quantités sont indépendantes de ces varia-
bles. Dailleurs, le minimum du volume répond au minimum
de P; donc la question est ramenée & un simple probléme de
Calcul différentiel.

Posons

E 0y sin o sin g sin (0, — 6,) = F (x, 9, 2):
en égalant & zéro la différenticlle de : F (x, , z), nous avons

z

dF dF dF
drdx—'-l d“/—i-g—dz>—d/~ (x,y,2)=0. (8)

De plus, a cause de I'équation (1),
xdx + ydy + zdz = 0. (9)

On conclut aisément, de ces deux relations

2

Y=g (10)
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Pour interpréter ce résultat, observons que, d’aprés la valeur
1
de T‘ (4) N

d {1 dl dl
{(l;c 2 =1, Z; + d—; = — [l,(l, cos oy + I, cos ay),
ou
d (U1
((lai' 2 = — Uy (x; + x,)

Le premier membre de I'équation (10) équivaut donc a
——yzl,lgsin ¥y Siny,sin (eif-e,)(x,—!—xq)—-—_—-yEé‘,&z sin (6,—6,)(%) -+ ).

0,0y sin (9,— 6;) représente le double de Iaire du triangle
déterminé par les rayons vecteurs 0y, dy; &y =+ %y est le double
de I'abscisse du milieu de la base correspondante. Désignant
done par t; l'aire de ce triangle, et par ¢, 'abscisse de son centre
de gravité, nous avons

2 6‘46\2 Sin (62 _— 9|) (x‘ —+ 1‘2) = 62 t‘g‘ 5

ou encore

E dyd; sin (6, — 6,) (x) + x,) = 6CX,

X étant I'abscisse du centre de gravité du polygone C.
On aurait, semblablement,

N 0,0 sin (6 — ) (y, + yz) = 6CY.

L’équation (10) devient done

X Y

Yy

Ainsi, les coordonnées du point de contact cherché sont pro-

portionnelles aux coordonnées du centre de gravité de la base;
ce qui démontre le théoréme.
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XIV. — Probléme d’analyse indéterminée. (1842.)
Trouver un triangle dont les trois cotés et la surface soient
représentés par des nombres entiers.
I. D’aprés la formule
Tr=pp—a)(p—>b)(p—c), (1

le périmétre 2p doit étre un nombre pair; donc les nombres
entiers a, b, ¢ doivent étre pairs; ou bien I'un d’eux doit étre pair,
les deux autres étant impairs.

Soient
‘ c=2, p—a=«, p—b=4; (2)
d'ou
« + p=2n, (3)
T = pag (p — 2n). )

La derniére équation donne
T‘!
p=n+\/n’+-—-, (5)
¥

af =y; (6)

en supposant

. T2 R , .
ainsi n? + — est un carré. D'ailleurs, en vertu des équations (3)
et (6), n2 — y doit aussi étre un carré. La question est donc
ramenée a la résolution, en nombres entiers, des deux équations

n*— oy =2a, (7)

2
w o — =y ®)
b

Si I'on prend arbitrairement n et x, I'équation (7) donnera
pour y une valeur entiére, aprés quoi lI'on trouvera T et y au
moyen de I'équation (8), si toutefois cette équation admet des
solutions entiéres.

II. Si y contient un facteur carré 22, T doit étre divisible par 2,
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et I'équation (8) se simplifie immédiatement, sans changer de
forme. Supposons donc que 7 ne renferme aucun facteur carré;
alors T doit étre divisible par y; ainsi

T=yz; 9
puis
Y — =0k (10)
III. Si cette équation (10) admet un systéme de valeurs
entiéres,
y == B, R = C, (’11)
‘on aura

T=Cy, x=Vn*—yp=A, p=n+B, a=n+J), f=n—A;

et enfin
a=B—A, b=B4+A. (12)

IV. Prenons, par exemple,

Il résulte, de ces valeurs, y =275 en sorle que I'équation
(10) devient
Yt - 27551 = 98Y. (15)
En supposant

y=17y', 2=17z,
on réduit I'équation (15) &
y*?— 273z =1.

Au moyen des Tables de Legendre (*), on trouve que cette
derniére relation est vérifiée par

y =127, z'=44;
donc
y=B=12339, z=—C="748;
puis

-

T =748.275 = 20% 204, a=12355, b=1235635, c=>54.

() Théorie des nombres, t. I, table X.
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XV. — Quelques théorémes empiriques. (1842-43.)

En étudiant la série

1 1 1 1 1
ot —
3.4 7.8 8.9 15.16 24.25

1+

4 ey

dont le terme général a la forme \"i":'ﬁﬁ’ p étant une puissance (*),
je fus conduit, par induction, au théoréme suivant :

Deux nombres entiers consécutifs, autres que 8 et 9, ne
peuvent élre des puissances exactes. Aprés avoir perdu pres
d’une année a la recherche d’une démonstration qui fuyait
toujours, j'abandonnai cette recherche fatigante. Néanmoius, elle
ne fut pas complétement inutile, parce qu'elle me conduisit a
quelques propositions sur la Théorie des nombres, dont je
donne aujourd’hui les énoncés. On voudra bien regarder -ces
propositions comme de simples théorémes empiriques, attendu
que, depuis longtemps, les démonstrations, ou plutot les tenta-
tives de démonstration, de la plupart d’entre elles, sont égarées.
Vrais ou faux, ces théorémes empiriques pourront peut-étre
provoquer d’utiles travaux.

I. L’équation (x+1)*—x*==1 est impossible en nombres
entiers, excepté pour x =0, x=1.

[I. X —y*==1 est impossible en nombres entiers, excepté pour
x=3, y=2(*").

1. L’équation x* —1=P, dans laquelle p et P sont premiers,
n’est vérifice que par x=2, p=35, P=T7.

IV. x"—1=P?2 est impossible.

V. Léquation x2 — 1==p" n’est vérifice que par x=3,p==2,
m=3; ou x==2, p=3, m=1.

VI. L’équation x*— q*=1, dans laquelle p et q sont premiers,
est impossible, excepté lorsque x=3, p=2, (=2, y=73.

(*) Journal de Liouville, t. VII, p. 9.
(**) On ne compte pas la solution insignifiante : =1, y = 0. La méme
restriction subsiste pour quelques-uns des énoncés suivants.
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VIL. x5+ y3=0p2 est impossible, sauf le cas de x=2, y=1,
p=3.

VII. L’équation
@ — 1) + 1

no___
= 2!:——2

est impossible en nombres entiers, excepté dans le cas de n=3,
x=1.

XVI. — Lieu géométrique. (1843.)

ProBLEME. — Une ellipse, dont le plan est immobile, tourne
autour de son centre O (*). Dans chacune de ses positions, on
méne & la courbe une tangente TT’', paralliéle @ une direction
donnée. Quel est le liew du point de contact M?

Soient a, b les demi-axes de I'ellipse; OM =u; OA =a’, le
demi-diamétre paralléle 8 TT'; AOM = w.

On a, par les théorémes d’Apollonius :

W? 4 u'=a® 4+ b% a'usin o = ab;

ou, en remplacant les coordonnées polaires par des coordonnées
rectangulaires,

a?+ 2t + yP=a’+ b, dy=ab;
d’ott
2yt (yt — b2
Yy

Addition. — (Décembre 1865.)

I. L’équation (1) appartient au liew décrit par le centre d’une
ellipse donnée, glissant et roulant sur une droile fixe, de maniére
que le point de contact soit immobile sur la droite (**).

(") Le lecteur est prié de faire la figure.
(**) Manuel des candidats & VEcole polylechnique, t. X, p. 424.
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Cette propriété est générale. En effet, si la courbe AMB tourne
~ autour du point P, et que TT'

\& soit la tangente paralléle & la di-
X , rection donnée, les coordonnées
du point de contact M, relative-
ment au pole P et a Vaxe PX
(paralléle a TT"), sont les mémes
que les coordonnées de P, relati-
vement au pole M et a Paxe MT.
IL. D'aprés cela, si I’équation de AMB est

= /() M

I'axe Px faisant corps avec la courbe, on aura

ml

udd
tgw=—— —3 2
go=—"; @
d’ou, en éliminant 8, on trouvera I'équation de la courbe décrite
par le point P.

I1. Si cette derniére équation est donnée, I'égalité (2) prend
la forme
ds = @ (u) du; (3)

en sorte que, par une simple quadrature, on retombera sur
I'équation (1). D’aprés cela, une courbe quelconque A'B' peut
étre décrite par un point P, lié invariablement a une courbe AB,
glissant et roulant sur une droite fixe; ou, sous une forme plus
concise,

Toute courbe plane est une tractoire (*).

IV. On tire, de I'équation (2),

' — du®
do=""""" 4. cos’a. )
du?

(*) Ce théoréme a une grande analogie avec celui que j'ai donné, en
1855, dans les Nouvelles Annales de mathématiques (t. XV, p. 105). Ordi-
nairement, on appelle ¢racloire une courbe dont la génération différe de
celle qui est indiquée ici; néanmoins j’ai conservé cette dénomination, pour
n’avoir pas a créer un mot.




Mais, si I'on désigne par do I'élément de AMB et par p le
rayon de courbure MC, on a
3
do® = du® + ud¢’, de

® T s (do® + dut— ud'u)’

Au moyen de ces valeurs, et a cause de

cos?e = du?
TR
la formule (4) devient
ds
do=do — —. (3)
P

Ainsi, Paccroissement infiniment petit de o est égal a Uaccrois-
sement infiniment petit de Uangle 8, moins Uangle de contingence
de la courbe AMB. Ce résultat est évident par la Géométrie.

V. Si T'on désigne par V I'angle MPS que fait la tangente PS
avec le rayon vecteur u, on a

udeo u ds ude
tgv“'—:’_‘__: —dy— — ) =— tgw———>
du du ? pdu
ou
gVt t
+ I 8w= )
8 s peOsS®
ou encore
sin(V4+o) u (6)
cosV p
, . sin MCP
Le second membre est égal a SeHPC done

sin(V +w) sin MCP
cosV  sinMPC

Cette proportion prouve que PS est perpendiculaire a CP.
Ainsi la droite PC, qui joint le centre de courbure de la GLISSANTE
AMB au point décrivant P, est normale @ la tractoire.

VI. Si la glissante est unc développante de cercle, la tractoire
est une perpendiculaire ¢ TT'; si la glissante est une spirale
logarithmique, la tractoire est une ligne droile, etc.

et et Marle Curie - UPMC - Cote : 2587
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XVII. — Théoréeme sur les surfaces développables.
(1843) ().

Lemme. — Soit un triangle sphérique ABC (**), dans lequel le
coté BC = ¢ est infiniment petit, ainsi que Pexcés 0 du coté AB
sur le coté AC. On a

J
€0s B=—- (1)
(3

La formule fondamentale donne

cos b= cos (b + J) cos & + sin (b + J) sin z. cos B;
ou, si I'on néglige les infiniment petits du deuxiéme ordre :

cos b == (cos b — d'sin b) + (sin b) e cos B,
ou
0=—4Jd +c¢ecosB.

TuEoRENE. — Soient : p, le rayon de courbure d’une ligne c,
tracée sur une surface développable 2; R, le rayon de courbure
de la transformée par développement; 8, Pangle du plan oscula-
teur de ¢ avec le plan tangent ¢ 2. On a

e=Rcoss. (2)

Remplacons la courbe ¢ par un polygone ABCD... Soit BG
une génératrice de 2 : ABG est le plan tangent; ABC est le
plan osculateur.

Soient encore BB’ le prolongement de AB : CBB =z« est
I'angle de contingence de c. Quand on développe 2, les angles

() Publié dans les Comptes rendus (t. XVII). La premi¢re démonstration
cxigeant, pour étre compléte, d'assez longs développements, nous en propo-
sons unc autre, qui remonte & 1874, et dont le principe se trouve dans
la Géomeétric descriptive, de La Gourneric.

(**) Le lecteur est prié¢ de faire les figures.




GBC, GBB' se conservent; et, en conséquence, GBC— GBB'=E
est angle de contingence de la transformée de c.

Le lemme, appliqué au riédre B, dans lequel di¢dre AB=0,
donne

E
CoS 6 = —-
&
Mais
ds ds
Ez—b, g=—
R P
done
e
CO0S g =——-
R

Remarques. — (Décembre 1863.)

1. Si la courbe ¢ est tracée sur une surface quelconque S, on
peut remplacer celle-ci par la développable 3, circonscrite & S
suivant ¢. Au moyen de cette modification, le théoréme devient
beaucoup plus général (*).

I1. L’équation (%) étant mise sous la forme

1 cos )

R,

’

on voit que la courbure de la transformée C ne différe pas de ce
que T'on appelle, depuis quelques années, courbure géodésique
d’une courbe c.

(*) Ce théoréme se trouve, sans citalion d’auteur, dans le Caleul des
variations, de I'abbé Moigno (1861), et dans le Calcul différentiel, de M. Ber-
trand (1865).
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XVIIL. — Sur le tétradécagone régulier. (1843.)

I. La construction au moyen de laquelle on établit le théoréme

relatif au coté du décagone régulier s’applique, jus-

0 qu'a un certain point, aux polygones régulicrs de
quatorze cotés, de dix-huit cotés, ete. (*).

Considérons, par exemple, le tétradécagone réqu-

\ lier. Soit AB le coté de ce polygone, OA étant le

D \ rayon du cercle eirconscrit. En désignant par «

a\ I'angle au centre, et en prenant 'angle droit pour

200N

unité, on a e==3%; done

A Y B 6
ABO = BAO == So.

De Ia résulte que si I'on fait 'angle OBC = o, on aura
ACB = ABC = 2u; en sorte que le triangle ABC est isoscéle.
Soicnt maintenant

OC=BC—==x, AB=AC=y, AO=BO1:

les équations du probléme sont

1 =2z o5 a, 1)
x = 2y cos 2u, (2)
x+y=1 )
Par suite,
©— 2 —x+1=0 (4)

(*) Le polygone de trente-quatre edtés donne lieu a une épure intéres-
sante, dont voici 'indication :

O étant le centre, soit AB le coté du polygone. Construisez les qualorze
triangles isoscéles ABC, BDC, DCE, DFE, FEG, FHG, HGI, HKI, KIL,
KML, MLN, MPN, PNQ, PRQ, dont les sommets sont situés sur OA ou OB :
le triangle restant, QOR, est égal & CBA.

De ce réseau de triangles, on conclut des équations qui peuvent servir
a la résolution du probléme connu :

Au moyen de la régle et du compas, inscrire, & un cercle donné, un poly-
gone régulier de trente-quatre cétés. (Théorémes et Problémes de Géomeélrie
dlémentaire.)
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I1. Cette équation (4) a deux racines positives et une racine
négative. Elle ne change pas quand on y remplace x par 1 — i .
Il s’ensuit que si c, b, a sont ces racines, rangées par ordre de
grandeur décroissante, elles satisfont aux relations :

1 1 1
a=1—-, b=1—-, c¢=1—-.
b c a

En méme temps, a cause de I’équation (3), les valeurs de y

sont indifféremment représentées par

{—a, 1—0bh, 1—¢
ou par

II. La racine b, comprise entre 0 et 1, est celle qui répond au
probléme. Elle donne, pour le ¢oté y du tétradécagone, environ
0,445. Les deux autres racines de I'équation (4) correspondent
aux lélradécagones réguliers étoilés, dont les angles au centre
sont £ et X’ d’angle droit. On trouve aisément que les systémes
d’équations, relatifs & ces deux polygones, sont, pour I'un :

x=2ycosax, y=2c082%, x—y=1;
et, pour l'autre :
| =—2rcos2a, y=2cos5«, —x+1=y.

Dans les deux cas, I'élimination de y et de « fait retomber sur
I'équation (4).

XIX. — Sur Ia toroide. (1843) (*).
On appelle toroides les paralléles @ Uellipse, c’est-a-dire les
courbes qui ont mémes normales qu’une ellipse donnée. Cette

dénomination est fondée sur ce que la projection du contour

() Note extraite des Nouvelles Annales, t. I1I, p. 355.
k
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apparent d’un lore, sur un plan quelcongque, est une toroide (*).
Pour trouver ’équation de cette courbe, il faut éliminer 6 entre
les équations

axt b¥y? &x? &y?
“+
(6 +a’® (6 b%?

— k(.

2:

(6 + a?)? * (6 + %

Cette élimination se fait assez simplement de la maniére sui-
vante.
Chassant les dénominateurs, on a d’abord :

A0+ 0P a® + 0 (0 + Pyt = (9 + a®? (6 + b, M
020 + b a* 5 F (0 + P P =K (0 + ¥ (0 + DB (2)

Multipliant par 62, par a2; retranchant membre a membre, et
supprimant le facteur (8 + a?)?, j'obtiens

(a® — b?) 6y = (6 -+ b)*(u®h* — ). (3)
De méme,
(aF — b%) 602 = (8 -+ a)* (& — bk). (4)

Si I'on ajoute membre & membre les équations (3), (4), et si
'on supprime le facteur commun (a2 — b?), on trouve

8 (x* + y¥) = 0" (¢® + D* + 26) + K*(6* — a®?). 3)

Multiplions I'équation (8) par a2, I'équation (%) par b2; ajou-
tons, et supprimons le facteur (a2 — 62) : il vient

§(a®y® + U'x®) =9 (¢’ — &) + k% (a® + b®) + 2a*h*K%.  (6)
Les équations (3), (6) peuvent étre écrites ainsi :
9 — (2% 4y — @t — b — k%) 6 — @b =0, ()

F 4 (a'y? + b'x® — @k — DR — @??) 9 — 200k = 0.  (6')

(*) Je crois que cette remarque est due a mon regrett¢ camarade de
Ecole de Dessin et de 1'Ecole polytechnique, Fleur Saint-Denis, si connu
par les beaux travaux qu’il a exécutés au pont de Kehl.

(**) Cacvcany, Comptes rendus, t. XIII, p. 1062.
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Jélimine tour & tour, entre ces deux derniéres équations, le
terme en 93 et le terme indépendant; je trouve ainsi :

A¢ + 2B6—3C =0, (7)
39— 246 — B =0; (8)

en posant, pour abréger :

As=x+y"— @ — 0'— 1%, B=d"y’+ 0’2’ — L’ — b — a’b’,
C = b

Les équations (7), (8), traitées comme les deux précédentes,

donnent
2 (A* + 5B) 9 + AB — 9C =0, )

(AB — 9C) 9 + 2 (B* + 3AC) —0. (10)

Enfin, I’élimination de 6, entre ces deux derniéres équations,

conduit &
(AB — 9C)? = 4 (A* -+ 5B) (B? -+ 3AC).

L’équation de la toroide est donc
(a*+y?—a’—— b — ) (a®y*+ 0'x® — a*h* — b — a'b?)?
+ 4’0 (22— @ — 0P — BPP — 27 a* bt
+18a*b*h*(x* + y*— a*— b*— 1) (ay® + O%0*— a®h*— D2 — «*0®)

+ Aty -+ b — kP — D — 0 = 0.

(11)

Addition. — (Juin 1866.)

Si a =20, et que l'on fasse x? + y2=wu?, I'équation (11) se
réduit a
(0= 20— B (' —a*— 202+ 40 (0 — 20— P+ b (0P — 20— a?)?

12
+18a*k (1 — 20’ )1’ —24*—a®) - 27a%kt = 0. (12)

Pour simplifier celle-ci, je pose u2 — a2 — k2 =12 la trans-
formée est
(& — @ (B — B+ Al (P — @) + ha (¢ — &)
+ 182 (1 — o) (' — 1*) — 27a*k* = 0,




ou
8 2(a?+ )+ (@ — R —8a’k (0’ + k)P — 4k (0® + K7)=0.  (13)

Lorsque a =6, l'ellipsc devient un cerele; par conséquent,
la toroide doit se réduire au systéme de deux cercles concen-
triques avec le premier, et dont les rayons sont u=a =k : le
premier membre de I'équation (135) est donc divisible par
(12 + 2ak) (12 — 2ak). Si I'on fait la division, on trouve, pour
quotient, (2 + a* + A?)2, c'est-a-dire ut. Conséquemment,
lequauon (12) est vérifiée par u2=0; cc qui prouve que I'on

a, identiquement,

[('2.a2+ k)@ +2k%) + 9«’/&’]" =42¢* + I*)° -+ ha*(2h* +a%)* -+ 108a*k?;
ou
(@ + TaF + K = I (2a® + K) + o* (2K + o*) + 27a'ké;  (14)
ou encore, en faisant a2 = o3, k2 = {3 :

(68 - THF 4 B = (2076 -+ B -+ (o + 257 + (GLBY. (19)

Cette identit¢ (15) donne une infinité de solutions entiéres de
I'équation o
2y =t (16)

En voiei deux :

1° «a=2, B8=1, =17, y=20, z=12, u=121;
2 a=2, B=25, x=T705, y=>516, z=35000, u=22(89.
En effet,
1247 = 17° -+ 20° 4- 197,

ct
22 689 = 705" + 516° + 3 000°.

Remargque. — L'identité (15) ne fait pas connaitre toutes les
solutions de I'équation (16). Par exemple, on n’en pourrait

tirer celle-ci :
b= 6%

ot

1% 4 2% 4 5

et Marle Curie - UPMC - Cote : 2587




— B3 —

XX. — Sur la toroide.

D’aprés la définition (p. 49) les trajectoires orthogonales, d’une
suite de normales a Uellipse, sont des toroides.
Une de ces normales étant représentée par
ém
y= mxy + ————»
Va* + b'm?
I'équation différentielle des toroides est

dx cidx

p—— )
dy Valdy* + bida?
D’un autre coté, I'équation générale de ces courbes est
‘(xz + yz__ a® — b!_k?)& (aey'z + b — a2k? — b2 — a’b’;’
+ 4a*h?h? (2 + y* — o — * — B — 27a'b*k @)

+ 18’V (* +y* — a® — O*— B?) («®y?+ D% — a*h*— b°K*— a®b?)

-+ & (a®y® + b%x* — @’k — Dk — o*bPY =0 (), )
k représentant la distance arbitraire prise sur la normale, a partir
de Pellipse. Cette équation (2) est donc I'intégrale générale de
Iéquation (1). I serait peut-étre difficile d’arriver directement &
ce résultat.

Addition. — (Juillet 1866.)

Généralement, soit

[ () =0, 1)
I'équation d'une courbe donnée C. Si I'on fait

da

- — =, 2

P @
on pourra mettre, sous la forme

y = mx -+ o (m), (5)

(') Page 51.
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I’équation
6 —_— _“ ) — )
y— a (x —2)

de la normale D au point («, {3).

Cela posé, I'équation différentielle des courbes qui coupent
orthogonalement les droites D ; ou, ce qui est équivalent, I'équa-
tion différenticlle des courbes paralleles & C, est

dx ( dx)
= —— — —_ A
y=—rn T Ty (%)

Bien que cette équation différentielle puisse échapper a toutes
les classifications connues, il est facile d’en trouver I'intégrale
générale.

En effet, cette intégrale appartient a I'enveloppe des cercles
représentés par

(@ — o) + (y — B =~ (5)

Par conséquent, si 'on élimine «, (3 entre les équations (1),

et

B 6
=T (©)
du ds

Iéquation résultante,
F (x, 5, k) =0, (7)

sera cette intégrale générale.

XXI. — Sur Pintégration des équatiens
simultané¢es. (1844.)

Prosuine (*). — Intégrer les deux équations

dx dy
— — 2 4 Gy — 2r =10, 1
a R T M
1 1% dx o dt
O 6x+J— — (@)
dt  de dt V1t t‘
(*) Proposé au concours d’Agrégation des Colléges, en 1844. — La

solution suivante a paru dans les Nouvelles Annales (. IV, p. 243).

et et Marle Curie - UPMC - Cote : 2587
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Mettons I’équation (1) sous la forme

dx dy

—— 2 =2-—= —Qy. (3
T 2
Regardant le second membre comme une fonction de ¢, incon-

nue, nous aurons, par la méthode de la variation des constantes :

e — A, A ("_/_ )
w=Ach, dt dt %)

La valeur de x donne

dx (QA dA )
de = \ T
2

dA  d% )

x=e"(4A RN
dt de?

v

Substituant ces valeurs dans I’équation (2), nous la trans-
formons d’abord en

dy o f[dA A Moode
Yoy : =
dit (/t dt VT - '6

0

Mais
d’A dy d’y)
e [18y — 15— + 2
aw° ( y—13 a T ae)
d’ou
dA  dA dy d"/)
- |97 15 =2 —9_2}.
dt di? ¢ ( y+ o dt de

L’équation (4) devient done

1%y d oot
o'_ |(;ﬁ__96y= _i_._; (")
(“2 llt ‘/] -+ l‘
[ 4

0

et le caleul n’offre plus de difficulté (*).

(’) Ce procédé, applicable a un grand nombre de cas, a quelque analogic
avee celui que I'on peut employer dans I'Analyse indéterminée du premier
degré (Cours de mathématiques, par Auguste Blum, t. I, Appendice).

et et Marle Curie - UPMC - Cote : 2587
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XXIL — Sur Ia partition des nombres. (1848) ().

Soit (n, q) le nombre de maniéres de former une somme =,
avec ¢ nombres entiers, inégaux; et soit [n, ¢] le nombre de
maniéres de former cette méme somme par I'addition de ¢ nom-
bres entiers, égaux ou inégaux. On peut toujours supposer que
les ¢ nombres entiers qui concourent a former la somme n sont
rangés par ordre de grandeur non décroissante. Par exemple, s'il
s'agit de former la somme 57 par I'addition de 3 entiers, on
pourra considérer ces groupes :

12, 12, 15;
5, 8, 2%;

mais non ceux-ci :
13, 12, 12;

9%, 5, 8.
Cela posé, on aura les théorémes suivants (**) :
TuioriME L. (n,q)=(n— q,q— 1)+ (n—q, q). (1)

Démonstration. — Si 'on considére un groupe quelconque
formé de ¢ termes et que I'on retranche une unité de chacun
d’eux, on obtient un nouveau groupe dans lequel la somme des
termes est seulement n — ¢. D’ailleurs, ce nouveau groupe est
formé de ¢ — 1 termes ou de ¢ termes, suivant que le premier
groupe commencait par | ou par un nombre supérieur a 1.
La méme remarque subsiste pour chacun des groupes proposés;
done, etc.

Tuiorene 1. [n, q]=[n—1,q— 1]+ [n—q, q]. (2

Démonstration. — Parlageons nos groupes en deux séries;
mettons, dans la premiére, ceux qui commencent par 1; et, dans
la seconde, ceux qui commencent par un nombre supérieur a 1.

(*) Les démonstrations suivantes, que je retrouve dans unc lettre
adressée autrefois @ M. Terquem, m’avaient été demandées par ce savant
(iéométre.

(**) ls ont é1€ démontrés par Euler.
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Supprimons le premier terme dans tous les groupes composant
la premiére série, puis retranchons 1 de chacun des termes for-
mant les autres groupes. Nous obtiendrons ainsi deux espéces de
sommes : les unes égales a n — 1 et composées de ¢ — 1 termes,
les autres égales & n — ¢ et composées de ¢ termes. C’est la ce
qu’exprime I'équation (2).

Tutorene Il (n, q) = [n 1l :)___Q, ([:I‘

Démonstration. — Soit un groupe formé de g termes inégaux,
dont la somme est n. Retranchons 0 du premier terme, 1 du
deuxiéme, 2 du troisiéme, et ainsi de suite. Il est évident que
nous obtiendrons un nouveau groupe dont un terme quelconque
sera égal ou infériewr a celui qui le suit (*). D ailleurs, la somme
des termes de ce nouveau groupe est

(1 4+ 243+ q—1)
ou

glg—1)
e

~

h —

L’équation (3) est ainsi démontrée.
i=g

Tutorems V. [, q] = 2 [ — ¢, il (%)

i={

Démonstration. — Prenons un groupe de ¢ termes, égaux ou
inégaux, dont la somme soit n, et dont les ¢ — ¢ premiers soient
égaux a 1. Si nous retranchons 1 de chaque terme, nous forme-
rons un nouveau groupe de g termes, ayant pour somme # — g,
et dont les ¢ — ¢ premiers termes seront des zéros; ou, ce qui
est équivalent, un groupe composé de ¢ termes, égaux ou inégaux,
ct dont la somme est » — q. Done, ete.

i=p--1

Tugorene Vo (0, q) = Y (n— iq, ¢ —1), (%)

=1
» ¢tant le quotient entier de n + 1 par q.
(*) Reciproquement : Si, & des termes rangés par ordre de grandeur non

décroissante, on ajoute, respectivement, 0, 4, 2, ... unités, les nouveaux
termes ainsi formés seront inégaux et croissants.
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Démonstration. — Considérons un groupe dont le premier
termge soit %, et retranchons ¢ de chacun de ses termes. A cause de
¢ — ¢ =0, nous obtiendrons ainsi un nouveau groupe composé
de ¢ — 1 termes, formant la somme n — ig. Et comme n — ig
doit étre égal ou supérieur & ¢ — 1, on doit supposer ¢ égal
ou inférieur au quotient de n + 1 par ¢, ce quotient étant pris
par défaut.

Remarque. — Les équations (1), (2), (4), (5) supposent
n S 2q. Si n=2q, elles se réduisent a :

2¢,9)=(q9—1)() (1)
2¢, 9] =[2¢—1,9g—1] + 1, t
[29, q] =[q: 1] + [q, 2] + -+ [q, ¢]. #)

Applications et vérifications. — Soient n =15, ¢=23; les
relations démontrées ci-dessus deviennent :

(15,5) = (12,2) + (12, 5),

[15,5] = [14,2) + [12, 3],

(15,5) =[12, 5],

[15, 5] = [12,1] + [12, 2] + [12, 3],
(15,5) = (12, 2) + (9, 2) + (6,2) + (3, 2).

D’un autre coté, le calcul direct donne :

(15, 3) =12, (12, 2) = 5, (12, 3) = 7, [15, 3]=«19,[ ,2] =1,
[12,5] =12, [12,1]=1,[12,2] =6,(9,2) =4, (6,2) = 2.(3, 2) =

done
12=135 4+ 7,
19 =17 419,
12=12,

19 =1 + 6 + 12,
12=0 4+ 4 +2+1;
ce (ui est exact.

(*) La quantité (q, q) égale zéro.




XXIII. — Sur Phélicoide de raccordement.

I. Soit M un point quelconque de I'hélice BM, tracée sur un
cylindre de révolution dont AO est I'axe. Soit C le centre de cour-
bure relatif au point M. On a, par une formule connue,

CM = OM (1 + Ig%), )
c o r «étant Pangle que fait la tangente MS
| avee sa projection PS.
| Cette relation équivaut a
wpy:
1 CO=0M@%=0M@—»
4T PS
Q N Pour une autre hélice B'M’, tracée
i/ sur I'hélioide déterminé par AO et
N BM, en aurait
, (NP
donc
co oM (P'S')z
co  ow\PS
Mais

PS AP OM
PS AP  OM°

I'équation précédente devient

cO ow
co_om’
ou
CO.OM =C'0.0M = consl. (2)

Ainsi, pour toutes les hélices tracées sur un méme hélicoide a
plan directeur, les distances d’un point et du centre de courbure
correspondant, a Uaxe du cylindre, forment un rectangle constant.




— 60 —

I. Soit R le rayon du cylindre pour lequel o = 43°. Dans ce
cas, C"0=O0OM" = R; donc, en général,

CO..OM =R® (3)

HI. Cette relation est symétrique; en sorte que CM est le rayon
de courbure commun des hélices décrites par les points C, M.

IV. On a, par I'équation (1),
OM = CM cos®a.

De méme, 3 étant I'angle formé par la tangente CT avec sa
projection QT :
OC = CM cos”p.
Mais
OM + OC = CM;
donc
c0s’a + cos*f=1.

Ainsi, les angles aiqus S, T sont complémentaires; d'ou il
résulte que les plans tangents a Uhélicoide, aux points M, C,
sont perpendiculaires entre eux (*).

V. Le lieu des tangentes MS est évidlemment un paraboloide
hyperbolique : ces deux surfaces ont, en chacun des points de
OM, méme plan tangent; c’est-a-dire que, suivant I'expression
consacrée, elles se raccordent le long de la génératrice commune.
Conséquemment, on peut toujours déterminer un hélicoide de
raccordement avec une surface gauche donnée : Uaxe de I'hélicoide
est la commune perpendiculaire & la génératrice donnée et a la
génératrice infiniment voisine; le plan directeur est perpendicu-
laire a I'axe, ete. (**).

(*) Ce résultat cst compris dans un théoréme de Chasles (Journal de
Liouville, t. II, p. 413).

(**) Aujourd’hui, I'on dirait simplement : L’axe est la perpendiculaire au
plan asymptotique, passant par le point central (mai 1866).




— 6] —

XXIV. — Sur Phélicoide a plan directeur.

TueoreME. — L’hélicoide a plan directeur est la seule surface
gauche a courbure moyenne nulle (*).

Soient G, G', G’ trois génératrices consécutives de la surface
cherchée S. Par un point m, situé sur la premiére, faisons passcr
un plan P, perpendiculaire a cette droite &, et soient m', m' les
points ou il coupe G', G". La section normale passant par G
ayant une courbure nulle, il en doit étre de méme pour la section
faite par le plan P; c'est-a-dire que les points m, m’, m"’ sont en
ligne droite (**). Conséquemment, la surface du second degré,
osculatrice de S le long de G (***), est un paraboloide rectangu-
laire, dont I'un des plans directeurs est le plan P, et dont I'autre
plan directeur, Q, est perpendiculaire & P. Trois génératrices
consécutives quelconques étant paralléeles 4 un méme plan, il
s'ensuit que la surface S admet un plan directeur, savoir, lc
plan Q.

Remarquons maintenant que, parmi les génératrices du para-
boloide osculateur, il en est une qui rencontre orthogonalement
G, G', G'’; done la surface S est un conoide droit.

Le reste est évident.

(") Dans le Journal de Liouville (t. VII, p. 205) le méme théoréme est
démontré par le calcul. A défaut d’autre mérite, celte premiére démonstra-
tion a celui de la priorité. Néanmoins, on peut lire, dans le 32¢ Cahier du
Journal de VEcole polytechnique (1848, p. 154) : « Meunier a le premier
démontré cette proposition remarquable dans son Mémoire sar les surfaces,
qui a été inséré au Recueil des Savants étrangers ». Cette assertion si
précise atteste un grand effort d’imaginative : Meusnicr prouve sculement
que, parmi les surfaces engendrées par une droite korizonlale, I'hélicoide
satisfait seul a la propriété énoncée; ce qui est bien différent.

Pour comprendre le procédé que je releve ici, on doit se rappeler les
maximes dc Bertrand et de Raton (La Fontaine, livre IX, fable XVII) —
{mai 1866).

(*’) Autrement dit, la surface S est de telle nature que floule seclion
plane, perpendiculaire & une génératrice, présente une inflexion au point ou
elle coupe cette génératrice. Cette propriété appartient, en effet, a ’hélicoide
(mai 1866).

(***) Leroy, Géométrie descriptive, p. 560.
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XXV. — Sur un cas particulier de Phyperboloide
gauche. (1849.)

On sait que si les faces d’un angle diédre droit passent respec-
tivement par deux droites AB, CD (*), non situées dans un
méme plan, l'aréte du diédre engendre un hyperboloide dont
les trois axes satisfont & une équation de condition. Cette surface
jouit de quelques propriétés qui n’avaient peut-étre pas été
remarquées.

I. Si I'on prend pour origine le milieu de la plus courte
distance des directrices AB, CD; pour axe des z, une paralléle
a la droite AB; pour axe des x, la plus courte distance; et si I'on
désigne par y 'angle des directrices, ces droites sont représen-
tées par

r=—a, x= +aq,

(AB (CD
y=0; ) y==ztgy; (€D)
et I'équation de hyperboloide est
x4+ Y —yz gy =a’. (1)

II. A Tinspection de cette équation, on voit que ’hyperboloide
peut étre engendré par une circonférence dont le plan resterait
perpendiculaire & AB, et qui couperait, aux extrémités B, D d’un
méme diamétre, les deux directrices. Des considérations de
Géométrie descriptive conduisent au méme résultat.

I1I. L'équation (1) est vérifie par x ==+ a, y = 0; donc les
sections circulaires de Uhyperboloide rencontrent deux généra-
trices, perpendiculaires aux plans de ces sections (**).

Puisqu’il en est ainsi, les trajectoires orthogonales des sections
circulaires se projetlent, sur un plan perpendiculaive aux deus:

(") Le lecteur est prié de faire la figure.
(") 1l s’agit ici d’'un des deux systémes de sections circulaires : le second
sysléme jouit d’une propriété semblable.
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génératrices, suivant des circonférences ayant leurs centres situés
sur la droite qui joint les pieds des génératrices.
Ces circonférences sont déterminées par 1'équation

'+ Y+ A+ a’=0, (2)
J étant un paramétre variable.

IV. Si les sections circulaires sont considérées comme des
lignes de niveau de I'’hyperboloide, les projections des lignes de
plus grande pente sont donc des circonférences (*). Ce résultat est
d’autant plus remarquable que, dans le cas général, les trajec-
toires orthogonales des sections circulaires d'un hyperboloide
sont des courbes trés compliquées (**).

V. Remarque. — Le diamétre BP du cercle générateur est
la normale, en B, a I'hyperboloide (***). De la résulte que le lieu
décrit par ce diamétre est le paraboloide normal suivant AB; ete.

XXVI. — Probleme d’algebre. (1849.)

Décomposer un polynome, égal @ la somme de deux carrés, en
une autre somme de deux carres.

I. Si A, B sont des polynomes, et que I'on veuille rendre
identique I'équation
A"+ B = A" 4 BY
(") Voyez, sur ce point, le Journal de Liouwville (t. XIX, p. 132).
(**) Journal de Liouville (t. XII, p. 485).
("**) I y a un théoréme plus général : « Pour oblenir la normale ¢n un
point P de la surface gauche engendrée par 'aréte d'un angle diédre droit,
» dont les faccs sont normales a une courbe donnée, menez, par le point P,
» un plan perpendiculaire a I'aréte; construisez les points Q, R ou ce plan
» perpendiculaire est rencontré par les axes des cercles osculateurs a la
» courbe donnée. pour les points ou cette courbe est normale aux faces
» de l'angle di¢dre; avee PQ et QR comme cotés, construisez un rectangle
» PQNR : la diagonale de ee rectangle sera la normale demandée ». (Société
» Philomathique, 4 novembre 1848.)
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il suffit que P'on prenne, soit

A'=A coso + Bsing,

B'= A sin ¢ — B cos ¢;
soit
A'=Acosg —Bsing,

B = Asing + Bcosog;

o étant un arc quelconque : pour plus de simplicité, on peut le
choisir de maniére que sin @ et cos ¢ soient rationnels.

II. De cette remarque, il résulte d’abord que

2 2 -2

oy oz

St =
@b

étant I'équation d’'un hyperboloide & une nappe, les deux systémes
de génératrices rectilignes peuvent étre représentés par

x oz . | © =z R

— == — €05 0 + sin — = —cos p— sin
P ! P> “ ? P

1 z . ? ¢ .
lz—smcp——cos ?; i:—smcp-e— cos @ (*).
b ¢ b =z

1. De plus, si A, B sont des fonctions de x, y, z, du premier
degré, I'équation
A* 4+ B2=0,
qui, en général, représente une ligne droite, peut, de deux infi-
nités de maniéres, étre remplacée par
A% - B*=0.
Soit, par exemple,
A=z + 2y — 35z + 1,

=2r—y + z.
Si 'on prend

K3

C0sSQ=—; sinQp=—,

[+
Crl o

(*) Cette méthode, que j’ai enseignée il y a bien longtemps, me parait
préférable a celle qui est généralement suivie en France. (Juillet 1866.)

urie - UPMC - Cote : 2587




— 65 —

on pourra substituer, a I'équation
) (x+2—3z + 1)+ (2x —y + 2 =0,
soit
(Mx + 2y — 3z + 3)* + (—2x + My — 1z +4)' =0,
soit
(— Bx + 10y — 13z + 3)* + (10x + by — 9z + 4)* = 0.
En effet, ces trois équations deviennent respectivement, étant
développées :
Ba® + By® + 102® — f4yz — 2z + 2x + by — 6z + 1 =0,
1255 + 1259 + 2502 —550yz — 50zx + 502 + 100y — 150z + 25 =0,
1250 + 128y®+ 2502 — 350yz — 50zx +50x + 100y — 150z + 25=0;

et il est visible que les deux derniéres équivalent & [a premiére.

XXVIL — Sur le probléme des partis. (1855.)

Je rappelle I'énoncé de ce probléme :

A chaque coup, Pun des deux joueurs A, B gagne un point.
Pour que la partie soit terminée, il manque a points au joueur A,
et il en manque b aw joueur B. Sachant que les probabilités de
gagner un point sont a pour A et 3 pour B, on demande quelle
est, pour chacun des joueurs, la probabilité de gagner la partie.

I. En désignant par p la probabilité rclative & A, on (rouve,
par diverses méthodes :

p—at| 1 « - ﬂa+ 1) @2+m+q(a+ 1) (a+b—2) o, ()
177 1.2 1.2..(b—1) °
e, O+ b—1 g a+b—1 ma+17 it (o
p=u e B e 4 — I——)_iap , (2)
_Llarb)fer bt ot (b—)h—)art et -
_— - — —— -+ —_— Ol 5
T@l'®)| a 1 a+1 1.2  a+2 ab—1] "’

De méme, la probabilité ¢, relative a B, peut étre mise sous ces
trois formes :

b(b +1 b 1)... b—2
q=p P Gt DS L eilt) ot Clnal il , (&)
1 1.2 1.2 (a—1)

5
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q=6a+b 14 u:_l“@a+boia+'“+t'—_b____l'_n. b+1 ﬁbaa-l’ (5)
1 a—1
I'(a-+b)[E —1 g (a-1)(a—2) §F? - ot %)
_-————-—-_—-—- e — T .
F@'b)L b 1 b+1 1.2 b+2 a+b-1

. . = .y B .
II. Sil’on fait & =3y ﬁ—z+y, et que I'on combine, par

addition, les égalités correspondantes, on trouve :

—9
(a-+y) =z (90+y)”“+gy(x+y)‘-‘3+...+a(a+I) (a+b-2) |
1 1.2...(b—1) I g
b w(a+b-2) ]
"‘.’/b[(w+y)“ ‘+:ix(x+y)"’"+ ﬁﬂ%‘g)_((z{_"i)ﬂx.
(x4y)yti-t=at I:xb ! *'a—*i-——‘lx”"y-g-..._‘. Sg__‘__b___-!)';(_aj__’)yb»i
! 2...(b—1) 1 s
,,[ ey a+b—1 R (w-+b—1).(b+1) T
+y y “+ xya- +._‘+_————_—* _ ,
1.2..(a—1) ]
I(a+b) M -1 «x o
at-0-1__ P —,
(x-i-.’/) _1( )F([)) 'u(1+y) 1 a+1(x+y) —+- j:a+b_1:| ,
+F(a+b [ (x+1\""—tﬁ:.l! Y ot i_a+b_1.1 ( )
(@)’ 1o e e}

HI. Soit y = (m — 1) x, m étant entier. Les trois derniéres
relations se réduisent a :

)
e N g(m—1)m‘"2+--- + aa+1)..(a+b—2) (m—1)~"
1 1.2..(a—1) (10)
b —_
4+ (m—1) [m""—*——m"“2 e bo+t).farb—1) »
1 1.2..(b—1)
b—1 —1)... ;
1;1,“+’)“‘=1+a+ (m—1)4-.. (a+b—1) (a+l)(m__1)b_‘
1.2...(b—1) an
+(1n—l)"[(m 15"*’4—:’)__(,” 1)t _*_(“"‘_9':'_') j”*‘)
1 1.2 (a—1)
I‘(«+b)[1 b—1 1
P B S b=t -2 4
" T@l'(h) [ a " 1 a1 a+b— I] (12)

!:_(ﬁj‘_b}( *")“[1 -t a—lm~_1mw_2 :t(m__j)a--l].

A+ ————(mn —_ coE—
L(@)I'(h) b Y L
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IV. Les égalités (10), (11) prouvent que les nombres entiers

P P TS a(a+1)..(a+b—2) iy,
m [m +1(m M 2ot 1201 (m—1)

a+b—1 / (a+b—1)...(a+1) rt
(m—|)+~--+ —Téu—(-b—':l—)"‘—(m—1) J

sont divisibles par (m — 1)*; les quotients sont

mevet — [1 +

b+1).. —2
m“-‘+_m“-’+...+b() +__’,)___(a+b ),
1 1.2..(a—1)

SN L ek VRSN el Lot G
1 1.2..(a—1)

Par exemple :

5—[3*+5.2.53+6.2°.3° + 10.2°.3 + 15.2Y

=2

% =3"+3.53+13,
F—[1+7.2+21.92" 4 55.2°+35.2
=204 7.2 4+ 21;
28 ’
ou
2187 — 939 _ 2187 — 939
-—_——=09, —T———-—_—;;’)Q;
52 32

ce qui est exact.

V. Dans lapplication précédente, les parties négatives des
deux dividendes sont égales entre elles : il en est toujours ainsi.
En effet, ces quantités sont des expressions différentes de p, mul-
tipliées par un méme facteur. On a done

afa+1)..(a+b—2)

m“‘-v-;(m—i)m‘—’-;—. T2 =1 (m —1)*~*
b—1 b—1).. 1
=1+ ail—(m-—l))«--w (a:-_gm ()bf:; )(m — 1)
=M 1mb-‘—t_1. .__}__ nlb"a_‘,.,:t__’_ .
T'(a)T' ()] e I oa+1 a+b—1

Conséquemment, le dernier nombre est entier ; cc qui n’élait
pas évident a priori.
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Addition. — (18738) (*).

VI. On a, en série convergente,

ot — gt fp 8 e
1 1.2
Done, da cause de { =p + ¢ :
])+q=a“[1+$ﬁ+?(—f:%2(3*+--]: (13)
puis, par soustraction,
q=0"[Copsr,s B + Copss0a &7 + -] (14)
D¢ méme,
| (T S T R (13)

Ainsi, les probabilités p, « sont développées en séries.

VII. Avant de chercher Pinterprétation de ces formules,
reprenons 'égalité (15), mise sous la forme

1 :'a“+gﬁm"+?—(iﬂ—)ﬁ’a" 4+ (16)
1 1.2
Dans le second membre :
o* est la probabilité que A fera « points en a coups;
2 Bo® est la probabilité que A fera @ — 1 points en a coups,
el un point au coup dont le rang est a + 1;
aletl) B25¢ est la probabilité que A fera a—1 points en @ + 1

1.2
coups, ct un point au coup dont le rang est a + 2;

(*i).

(") Nouvclle Correspondance mathématique, t. IV.
(*") Ce raisonncment est celui dont Poisson fait usage (Recherches sur les
probabilités des jugements, p. 190).




L’équation (13) exprime done ce fait évident :
St Pon prolonge sufflisamment la partie, le joveur A finira par
gagner les a points qui lui manquent.

VIII. Revenons & la formule (15), ainsi écrite :
p=Copiss 1 x’;‘b + Cops ot g+ Coppr, 1-1 “a#ﬁb + o (17)

1e Ca—{—b»J,b—i ot {Bb =G etbbotp—1 % (3b_' X (5 : c'est la proba-
bilité que le joueur B, ayant gagné b — 1 points en a + b —1
coups, gagnera encore un point aw coup dont le rang est a + b ;

2 Cuypppa ' PP=0C,p,,_ a7 x B probabilité que
le joueur B, ayant gagné b — 1 poinis en a—+ b coups, gagnera
encore un point au coup dont le rang est a + b + 1; ete.

Done, le second membre de la formule (7) représente la
probabilité que le joueur B gagnera b points, en un nombre de
coups égal ou supérieur @ b + a. Si l'on se reporte & I'énoneé
du probléme, on voit que cette probabilité est la méme que celle
du joueur A, de gagner a points en a + b — 1 coups.

IX. Soient o= {3 =1 Alors, comme le fait remarquer
Laplace, on peut imaginer une urne renfermant unc boule
blanche ¢t une boule noire; la premiére pour A, la seconde
pour B : & chaque tirage, on remet, dans I'urne, la boule tirée.
Cela posé, la comparaison des valears (1), (17) conduit a cette
proposition :

La probabilité que la boule blunche sortiva a fois, ena + b—1
tirages, est égale d la probabilité que la boule noire sortira b fois,
en un nombre de tirages égal ou supéricur a'b + a (*).

(*) Voir une Note d'Emile Ghysens, jeune Géométre enlevé a la Scienee
(Nouvelle Correspondance mathématique, t. 1V, p. 85).
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XXVIII. — Sur les fractions continues. (1849) ().

I. Soit I'équation

a,;x> — 2byx — a, =0, (1
ay, a;, by étant des nombres entiers tels, que

b2 + apuy = A (2)
ne soit pas un carré.

La plus grande racine est donnée par les deux formules

b,,+\/K 1
r=—

o '—“‘Ii"‘x—]' (3)

Nommons N la racine carrée entiére de A, ct posons
b + N=d, d,=a,q, + r;
nous aurons, de méme :

by + N=d,, dy=ay -+ 1y

bg + N = ({3, d5 = a3q5 -+ ,‘3,

. . . . . .

Mais
by=a,q,— by="0by+ N—r, —b,=N—ry;
conséquemment
dy=2N — r,,
d;=2N —r,,

. .

La loi des dividendes cst done connue.
D’un autre c¢oté, la relation

Ay == dg + QI’o‘]l - a.q? (")

(*) Note extraite d'unc Théorie des fractions continues périodiques, publiée
dans les Nouvelles Annales.
(**) Voir le travail cité.
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donne

ay = @y + , (2by — a,q,) = ¢ + ¢4 (2bg — b, — by)

=ay + ¢ (hg— b)) =a, + q, (d; — dy) = ay + ¢, (r, — 7).
De la le tableau suivant, qui montre la marche du caleul :

dy =by + N=2N — r,
di=aq +r, dy=2N—7r, a=0a,+ ¢ (r,—1y),

dy=ts + 1y, d3=2N —ry, uw;==a, + ¢ (ry — 1),

II. §'il s’agit de I'équation
a2 — 2byx + 1y =0,
il suffit de changer le signe de a,.

I1I. En appliquant cette méthode & I'équation

35— 8xr — 5 =0,

on a
a,=3, b=14, u =325, =31, N=1j;
puis
dy =9, a =3,
9=35+0, dy =10, ag=5—3=2,
10=2.5+0, d; =10, a;=37,
10=35.3+1, di= 9, a,=2+5=1,
9=05. 144, dy= 6, ay=5+3=6,
6=6.1+0, di =10, ug=05—4 =1,
10=1.10+0, d;, =10, a,=6,
10=6.1+4, dy= 8, uy=1+4b=15,
6=514+1, dg= 9, ag=06—3 =3,
9=3.34+0, dy=10, =5 —5=2.;
done

a =(3,5,3,1,1,10, 1,1).
IV. Pour la seconde racine, prise positivement, on aurait

a4y =3, by=—4h a=D5 A=31, N=1;




I
l

puis
d = 1, a =3,

1=3.0+1, di= 9, a =35,
9=5.1+4 d; = 6, a3 =3+ 35=6,
6=6.1+0, d, =10, a, =5 —4=1,
10=1.10 +« 0, dy —10, a, — 6,
10—=6.1+4 d = 6, ag —1+4—25,
6=51+1, d,= 9, a, =6 —-3=3,
9=3.3+0, dg =10, ag =5 —5=2,
10=2 540, dy —10, a —3,
10=3.3+1, dy= 9, ap=24+5=35,
9=5 144, ..

done

—x"=0, (1,1,10,1,1,3, 5, 5).
V. Prenons encore I’équation
6227 — 400x + 645 =0,
laquelle donne
200 +1710 200 — 110

s X o=

62 62

Pour la premiére racine :

ay =62, o= —0645, N==3, d,=203;

puis
205 =625 + 17, dy=—11, a,= — 645+3(203+11)=—35,
—M=—-355—2, d;=38, s =62 — 3.19 =5,

8 =5.1 4 3, d, =73, G=—3+5=29,

5=21 + 1, dy =, Uy=15—2=73,

5=251+2, dg = 4, aGg=2+1=73,

4=51+'1, (17=5, a7=5_1=5‘),

5=22 4+ 1, (l3=5, ag = 5,

B=3d 42 di—k  a=24+1=5,.

A cause de dy = dg et de ayg = ag, la période est en évi-
dence; et
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On trouve, semblablement,
a"=3,5(1,21)=35,51,(21,1).

VI. Pour terminer, résolvons les équations du sccond degré
auxquelles on est conduit lorsqu'on cherche la valeur d'une
fraction continue périodique.

D’abord, I'équation :

Qy+ P —Qy—P=0
donne

— (P — Q)= V(P — Q) + 4PQ’
= - - C)Q e
Mais PQ' — P'Q= =1 (*); done
y o= PV

2Q°

Plus généralement, soit I'équation :

Q' (D'z — D)* — (P" — Q) (D'x — D) (E'x — E) — P (E'x — Ej*=0,
ou

[Q'D?—(P'— Q) D'E' — PE"*|

—[2(Q'DD’ — PEE') — (P’ — Q)(DE' + D'E)  z

+ Q'D*— (P — Q) DE — PE* = 0.

Il en résulte
2 (Q'DD’ — PEE') — (P’ -- Q) (DE' + D'E) =V'L

o 2[Q'D* — PE* — (P — Q) D'E]

L désignant la fonction

[2(Q'DD’ — PEE) — (P' — Q) (DE’ + D'E)J*
—4[Q'D*—PE™* — (P — Q) D'E’} [Q'D* — PE* — (P’ — Q) DE].
En développant cette fonction, et ayant égard aux relations
PQ"— P'Q= =1, DE' — D'E = %1, on trouve qu'elle se
réduit & (P' + Q) &+ 4.

(*) Loc. cit.
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Il suit de la que si 'on cherche la valeur d’'une fraction conti-
nue périodique, le radical contenu dans cette valeur a la forme
Vu2 £ &, laquelle, si u est pair, se réduit 8 2V w2 = 1. Par
suite, d’aprés le théoréme de Lagrange (*), l'irrationnelle VA,
dans laquelle A est un nombre entier, ne doit différer, de l'irra-
tionnelle V'u? = 4, que par un facteur commensurable % En
d’autres termes, on peut toujours satisfaire a I'équation

A= vt 4.

XXIX. — Analyse indéterminée.

(Janvier 1867) (**).

ProsrLiMe. — Trouver plusieurs cubes entiers, consécutifs, dont
la somme soit un carré (***).

I. A cause de la relation

-

. .. ) a(n + 1)]*
P4+ 4+ 5+’ = — |
on a
L (LA P (x+y——|)"'=%(‘2x+y— 1) x4 (y - De+2y (y—1)|;

ou, cn représentant par s la somme des i cubes, et en posant

r+y—1=z: 1
168 = 2yz (y* + z* — 1). 2

(") Loc. cit.

(**) Résumé de deux Noles publiées dans les Atti dell’ Accademia Pon-
tificia de’ Nuovi Lincei.

(***) Cette question m’a été suggérée par la lecture d’un beau Mémoire
de M. Angelo Genocchi (Note sur quelques sommations de cubes). Bien que
ce savant Géométre y donne les solutions rationnelles de I'équation générale

T A (T +TP 4+ (T4 2P 4 - (@ nr—rf =y
il m'a semblé intéressant de chercher les solutions entiéres de ’équation

parliculiére
T (@414 - (T — P =yt
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D’aprés I'égalité (1), y et z sont de parités différentes. Par
suite, 2yz et y2 + z? — 1 sont divisibles par 4.

Soient :
2yz = ha, )
Y2t — 1 =G, (4)
s=1"=uf. (H)
Soient encore
a=0u’, p=4V"

6, 8 ne contenant aucun facteur carré ; autrement dit :
6=nabcde ..., ¢ =a'b'c’de ..;

a, b, ¢, d,e,.., d'une part, eta’, b, ¢, &, ¢, ..., de 'autre, étant
des facteurs premicrs inégaux. A cause de I'équation (d), 66 doit
étre un carré ; done

ou
60 =14,
ct, par conséquent,
w=40u’, §=4hovt ()
Prenons
y=pr, 2=1q7, (9)

P, ¢ ¢tant deux nombres donnés, I'un pair, l'autre impair,

premiers entre eux. Les équations (b), (¢) deviennent, & cause
des valeurs (f) :

pgy* = 20u*, (h)

(p* + g% 9" — 1 = kov'. (k)

Eliminant 6, on trouve
2

u
(P + )02 = 2pgv*==;
donc wu est divisible par y :
U=nyu'; ()
ct la relation (k) devient
pq=26u" (A)
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I1. Dans chaque cas particulier, on décomposera donc ! en
deux facteurs »'2, 8, dont I'un soit un carré, I'autre n’admettant
aucun facteur carré; aprés quoi I'on cherchera les solutions
entiéres de I’équation

P+ ¢ — da* = 1. (B)

Si elle en admet, on emploiera les formules

(q—p)y +1

W+my—l,l
2

2 5 (€)

» xH+yY—-1=
§ == (u'voy)*
1. Applications. — 1° p=3, ¢ = 4. L’équation (A) donne
h=06, u' =1;
en sorte que (B) devient :
(By)— 6(20) = 1. )
La solution la plus simple est
y=1, v=1;

d’ott I'on déduit, par exemple,

puis
x=149, x+y—1=7539, s=(6.97.99)"

Conséquemment
K9 4 BO® 4 51 -+ -+ 539° = (6.97 09);
ce (ui cst exact.
2° p=1>5, ¢=28. On trouve 6 =15, u/ = 2, puis
899% — 5 (207 = 1. 2)

Le développement de




— 77 —
en fraction continue donne, comme fractions complétes :

R R+20 R+16 R+5 R+15 R+18 R+ 1)

5 9  Tao1 T2 1 "1 a0
R+5 R+16 R+2 R+2 R+16
) ) ) > ele.
21 9 5 9 T

Par conséquent (*), I'équation (2) n’admet aucune solution
entiére.
3 p=058,¢=12.0nau =1,6=7350; donc

(15 9) — 120 v* =1. (5)

Cette équation est vérifiée par

159 =11, v=1;
mais, comme la valeur de y est fractionnaire, on doit recourir a
la relation

(11 +1V/120)" = 139 + v1/120,

en disposant convenablement de n. Aprés quelques essais, 'on
trouve que n =9 donne

= 43 DTH 539 447, v = 54 08} 723 209.
On conclut, de ces valeurs :

1695% = 351 031 854 60% 867 350 921 721,
1200 = 351 031 854 604 867 350 921 720,
x =159 513 698 065,

x + y — 1 =387 390 395 299,

s =(50. 45 575 559 447 . 54 085 723 209)*.

(*) Théorie des Nombres, t. I, p. 108. — La Table X renferme unc faute
typographique : au licu de 1 880, on doit lire 7 850.
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Addition. — (Mai 1881.)

1V. Examen d’un cas particulier. Si I'on suppose y==1x + 1,
on est conduit & I'équation

3 ABpr =1, (12)
dans laquelle
S

=(5x +3), = —

A= Py

l\.«l"

Les solutions de cette équation (12) sont données par les
formules

A=%[(4 + LByt (k—V1B)m+1,
1

M= —

215

d’ou il résulte :

[(4+ VA3 — (4 =V TB)1];

=_[(b + VIB)"+ 4 (4 — VB + — 3],

-] e

3,=g[(4+l/1—5)’~+‘ + (b = VB 4 2],

Z—g@[(d‘-!*\/—)?n-l-l (4— \/15)2,.4..] [(4_'_\/_:,.“_,_([* \/lb)”'“ _],

Si, pour abréger, on fait
-+ V15 =4, (4—V15"+ =B,
on a donc, identiquement,

A+B—3P +(A+B+2f+A+B+7P%+..4(2A + 2B — 6)
+(

#*IOI

(A —B)*(A+B— 5)

V. Vérifications. 1° n=0, A=4+V15, B=4—V15.

On doit trouver

3 2 O . . -
5 4. 10°=-.4.15 .52,
4
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ou
1+8=09.
2 na=1, A=(4+ /15 = %4+ 63V15,
B= (4 — V15 = 2%% — 63 V15,
L'identité devient

483% + 490° 4 495° +...+ 970° = 3. 65. 15 . 4857,
ou

97° + 98° + 99° ...+ 1943=9.65*. 97"
Le premier membre égale (97 . 195)? — (97 . 48)2; donc

195t — 48 —19. 63%;
ete.

XXX. — Modification a la méthode
de Newton. (1855.)

1. Si, dans I'équation

2 hl

[ (&) 4o 4 mf’” (@)=0,

] h
f (@) + hf (“)‘*"4.2

on conserve les trois premiers termes, on obtient

[(@) 1,0
he— 1\ e
fl@ 2" @

puis, en appliquant la méthode des approximations successives (*),
@ AP

f@ 2 [P

La formule due 4 Newton peut donc étre remplacée par
celle-ci :

’

h=

m:a_i_ﬁwgi

roor

(*) Manuel des Candidats, t. 1, p. 25.
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dans laquelle nous avons écrit f, {', f” au lieu de f(«), f'(«),
["(2)-

I1. Cette nouvelle formule, qui donnera souvent une valeur
fort approchée de la racine inconnue a, peut, comme celle de
Newton, étre interprétée géométriquement. En effet, si Pon
remplace la courbe dont Uordonnée est f(x), par une parabole
osculatrice, ayant son axe paralléle ¢ Paxe des x, Pabscisse du
point d’intersection de ces deux derniéres lignes est o,.

HI. Application. f(x)=a® —T7x + 7 =0.

Nous prendrons e = 1,357 (*). Cette valeur donne

f=—0,000153 707, [ = — 1475653, ["=8142;
puis
0,000 153 707 4,071 (0,000 155 707)’
oy = 4,557 —_ - -+ .
1,475 653 1,475 655 1,475 653
La fraction ‘% égale, & peu prés, 0,0001. De méme,
4,071 ¢ °

m:S, environ. Par conséquent, le dernier terme de «,
differe peu de 0,000 000 03. 11 suffit done de calculer chacun
des deux derniers termes avec neuf décimales exactes. A ce degré
d’approximation,

0,000 153 707 (0,000 155 707)*
Tt 0,000 104162, (—————— | ==0,000 000 011
1,473 633 ’ 7\ 1,475 655 ’ ’
4071 {0,000 153 707\*
i ( i ' =0,000 000 00;
1,475 655\ 1,475 653
puis

a = 1,357 — 0,000 104 162 + 0,000 000 050,
ol
ay = 1,356 895 868.

La différence entre ce résultat et la valeur exacte est inférieure
4 0,000 000 000 11 (**).

(’) Manuel des Candidats, t. 1, p. 220,
("*) Loc. cit.
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XXXI — Sur la somme des puissances semblables
des nombres naturels. (1853) (7).

La plupart des Traités d’Algébre donnent la relation générale

p+1
g e e 8§y

p+1 (p+1)p
T Y

(n+ ) [(n+1pP—1]=

dans laquelle S, représente la somme des puissances p des n
premiers nombres entiers. Cette relation permet de caleuler,
assez rapidement, les valeurs de S,, Sy, S;, S, ; mais elle devient
presque illusoire dés que l'indice p surpasse 4. Il y a dix ans,
M. Puiseux, probablement frappé de cet inconvénient, donna,
dans le Journal de M. Liouville, la valeur de S,, en fonction
explicite de n et de p. Malheureusement, la méthode employée
par ce savant Géométre est assez compliquée (**); en outre, les
valeurs qu'il trouve, pour les coefficients de S, trés satisfaisantes
en théorie, le seraient fort peu s'il s’agissait de passer anx
applications numériques (***).

La méthode suivante, dont le germe se trouve dans le grand
ouvrage de Lacroix, sera pcut-étre, & cause de sa simplicité,
capable d'intéresser les Géomeétres.

(*) Les quatre Notes suivantes ont paru dans divers Recueils. Si je les
réimprime (avec quelques modifications), c’est parce qu’elles me semblent
pouvoir éire regardées comme les prolégomeénes d’une théorie des Nombres
de Bernoulli.

(**) Cette obscrvation , qui n’est pas une critique, s’applique également
au Mémoire de M. Pépin, inséré aux Nouvelles Annales (janvier 1856).
Du reste, 'auteur, dont je n’ai connu le travail qu’aprés avoir terminé ie
mien, dit expressément, en parlant de la formule trouvée par M. Puiscux :
« L’expression générale de la fonction w, , est fort mal appropriée au
calcul »,

(***) Par exemple, le coefficient 550 exigerait ces opérations :

46 —3 354+3.2°—1 4096 — 2187+ 192—1 2100 550
= —— = e = 0D,

1.2.5 6 g
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1. On a, identiquement,
n=nn—1)+ n
En multipliant les deux membres par

n=(n-—2)+2=mn—1)+1,
on (rouve

w=nn—1)(n—2) + 2{n(n—1) + n,
+ 1
ou
w=nn-—1)n—2 +3n(n—1) «n

Multipliant les deux membres de cette nouvelle égalité par
n=mN—3)+3=Mn—2) +2=((n—1)+ 1,
o a encore

nt=n(n—1)(n—2)(n—3)
+1
ou

we=nn—1)(n—2)(n—3)+ 6nmn—1)(n-—2)+Tn(n—1)+n.

La loi des résultats est actuellement évidente; de sorte qu’en
désignant par A, , le nombre des arrangements de n letires
prises p & p, etpar B, C,, ..., L,, (p — 2) coeflicients, indépen-
dants de u, on peut écrire :

w=A,,+BA, 4+ C A e+ LA+ o (A)

11. Pour démontrer, par l¢ raisonnement connu, la généralité
de cette relation, et pour trouver la loi des coefficients, supposons

W == A, B A+ G A, s e K, 1A, «+n,
et multiplions les deux membres de cette égalité par

ne=m—p+)+(p—"1A=n-—p+r) +(p—2=-=(n-—1)+1;




nous aurons

w=A, 4+ (p—1)[d, ,_ .+ (p—2)B,_, A,,’,_?+-~~+9.K,,_,,A,,,,+ n;
“+ Bp 1 -+ C‘,_[ 4+ 1 |
et, par conséquent :
Br=Bp—l + (P'—”, |
Cp=C,i + (p— 2) Bpoy )
D,=D, +(p—3)C,y, / (B)

Lp =1+ :)-Kp_"

II. Ainsi que I'a fait remarquer Lacroix (*), le caleul des
coefficients B,, C,, ..., L, est fort simple. En effet, si I'on sup-

pose, successivement,
p=1,2,3,4, ..,

on trouve, par les formules (B) :

p AP Bl' Cl’ Dl-' ! El’ _ l FP GI' —H: i{l’ LP

1 1

2 1 1 R

501 |5 | 0 T T
_/: 1 6 7 1 T

3 1 10 | 25 | 13 1 T

7 1 21 | 140 | 350 | 301 63 1

8 1 28 | 266 | 1050 | 1701 | 966 127 1

1o
3%
514
(=

9 1 36 | 462 | 2646 | 6951 | 7770 | 3025

10 1 45

-1
o
<

I

-

I ®

m=
e
8
o

5

~t

Do

1o
ot
e
%
3
a~
Ld
(=1
<

5/ 9330 | 511 1
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Il résulte, de la formation de ce tableau, que le 1™ terme d'une
colonne verticale quelconque est égal aw terme écrit au-dessus,
augmenté de | fois le terme placé a la gauche de celui-ci (*).

Par exemple,
41701 = 501 + % . 350.

IV. Si 'on écrit ainsi les nombres contenus dans le tableau
précédent :

1 1 1 1 i i { i 1 {
1 3 7 15 3t 63 127 225 | 511
1 6 25 90 301 966 | 3025 | 9330

1 10 63 330 | 1701 ) 777034105

-
-
o
-
b
S
-
=)
&
=3
o
©
&
=
L
]
o
[39
o

on voit que les termes de la premiére ligne horizontale sont
tous égaux a l'unité, et que ceux de la deuxiéme sont égaux
aux puissances successives de 2, diminuées de 1. En outre,
un terme quelconque N, ,, occupant le rang r dans la 1*™ ligne

(*) Pour plus de régularité, on a représenté par A, le coefficient de A, .,
coefficient égal a l'unité. Le Mémoire de M. Pépin contient également le
tableau ci-dessus.
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horizontale, est égal a 1 fois le terme écrit @ gauche, augmenté
du terme écrit au-dessus. 1l n'est pas bien difficile de conclure
de la :

1.2.5...(1—1)N,,,=t'+'~=-1—-7—1(1-1)'+'—2+ w1 (€)

Cette formule générale, beaucoup moins commode que la
régle précédente, a été trouvée par M. Puiseux.

V. Revenant & I'équation (A), nous aurons, en changeant
nenn—1,n—2 .35, 2,1, et ajoutant :

1 B C L 1
5’=P_"‘—1 An+1,p+i+ 4 An~H,}A+ ]T-—p_l- A ne-1,p - e abi o 75"’ An WK E An+l.2) (D)
ou

1
S’=7—)—I—i(n +1)nmn—1)..(n—p<+1)

B
+;)5(n +1)n..(n—p+2)

C
+p—_’1—4—(n +A)n..(n—p+3)

Il
4+ 2+ 1)n(n-—1)

)

1
+3 (n+1)n.

Par exemple, si n=10 :

T v

1 13 65
s.;=gn.10.9.8.7.6.5+?"11.10.9.8.7.6+Tn.m.9.3.7
J

90 51
210098+ 0109+ Lan a0
" 3 2

=140 (2 460 -+ 7 560 + 6 532 + 1 620 + 93) + 55 = 1 978 403.
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En effet,

194+ 2 4 oo +10°=1 + 64 + 729 + %096 + 15 625 + 46 656
+ 117 649 + 262 144 + 531 441 + 1 000 000 =1 978 405 (*).

XXXII. — Sur les différences de 17, ¢t sur le ealcul
des Nombres de Bernoulli.

(Juillet 18359.)

I. La formule
n n{n—1)

Ay = u, — 1 Uy g - I (T = TN

donne, en supposant ug=1":

; n(n—1 1
A =(n + 1) — ’Tl n + L(’;'T)(n ) = = §.2”:|: 17,
—1 —1)(n—2 —1
A (AP =P — 714— (n—1)P+ (—’E~51)—(’;—--~2 (n—2)—.. £ 1 i 2’

On conclut, de ces deux équations,
(n+1)A"(17) + nA™* (4*) =

(n 4+ tprt— I:i—’—-—:—i —_ 'l] nrt
[(n+1)n n
| —

) —1—] (=AY oo (nA ) n—n(n—1) |27 [ (n-1)— )1 *

= (n + 1)+ -—;—1 et 4 11(;1_.1)

(0 — 1P o '13 v+t - gr,
Done
A" (17H) = (n 4+ 1) A" (1*) + n A"t (12), (A)

1. La relation (A) donne le moyen d’obtenir, de proche en
(*) On peut rapprocher le développement (E) de celui qui résulte d'une

remarquable formule due a M. Prouhet (Cours d’4 nalyse, de Sturm, t. I,
p. 387) (octobre 1866).
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proche, et par un calcul assez simple, les différences successives
de 12, 15, 14, 13, ..,
En cffet, si I'on prend les nombres naturels :

1,2,3, 4,5, 6, ...
dont les différences premiéres et secondes sont

Lotooo4 1,
0, 0, 0, 0, 0, 0,..

on en conclut que les quantités

oA, AN
ont pour valeurs
1, 1, o

Multipliant ces derniers nombres, respectivement. par

i, 9, 3,
ce qui donne
L, 2, 0,

on a, par la formule (A):
A1) =1 +2=3, A(1)=2+0=2 A(1})=0,

Ainsi, la quantité 12 ct ses différences successives ont pour
valeurs

En continuant, on forme le tableau suivant (*) :

(") Ce tableau est tiré, en grande partie, d’une brochure intitulée Table
des quarrés et des cubes, par C. Séquin Uainé (1801). L'auteur, aprés avoir
donné, suus forme empirique, la relation (A), indique le développement de

Sy =17+ 2° 4 ... 0P,

ordonné suivant les puissances de n. Je dois la eonnaissance de ce curieuy
apuscule, trés rare aujourd’hui, an savant M. Terquen:.
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— ————
12| 3 4 5 1 8 7 8 9
e
e
‘ 2
.12 1
P [1] 3 2
Ll 6| e
13
BUREE 6
—-— . I
MR B
1{13| 50 | 60 2%
g 1] 30| 130 | 240 | 120
|"|1]5t] 180 | 390 | 360 120
!Pl 62| 540 | 1360| 1800 | 720 |
|r] o5 | 02 | 21000 3360 | 230 | 720 5
1
}Pi 126| 1806 | 8400/ 16800 | 15120 | 5040
|" [ 1]127] 1952|10206] 25200 | 51920 | 20160 | 5040
O
qo| 1 254| BT96)40824) 126000 | 191520 | 141120 | 40320
1[255] 6030 | 46620] 166824 | 517520 | 552640 | 181 440 | 40 320

III. Dans unc Note sur la somme des puissances semblables
des nombres naturels, inséréc aux Nowvelles Annales de mathe-
matiques (*), j'ai démontré la formule

S,.::)T%'i—].(n + N nm—1).. (n—p+1)
BP
+—(n + inn—1) ..(n—p+ 2
’ ;o (B)

C
4 _~.J’_i (n+Unn—1) .. in—p+3) + -

p__

L, 1
+§("+“"("""'1)-0—§(n-+1)n. ‘

(") Tome XV, page 250. — Cetle Note est celle qu'on vient de lire
{novembre 1866).
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Les coefficients A,, B,, C,, ... ont les valeurs contenues dans
cet autre tableau :

p|A Bl C | D, | E, | F, | G | H | K, | L, M,

111
21141
31143 1

85| 1110 25 15 1

|| e oo | w0 N
: “1»7 : 140 ;;0 301 63 1 S
8|0 || e [ so0| eoe [ ows | er | 0 ||
-9— T ;; 462 | 2646 6951 | 7770 | 3025 | 238 —] T

10] 1 |45 ] T30 | 5880 22827 | 42525 | 34105 | 9330 | S5M 1

A1) 1 | 85 | 1155 |253980 | 162 687 179 687 246 430| 145 750 28501 | 1023 | 1

Avec un peu d’attention, on reconnait que les nombres placés
en diagonale, dans ce second tableau, sont égaux & ceux qui
constituent le tableau précédent, divisés par les produits 1.2,
1.2.5,1.2.3.4, ... Autrement dit :

3= A(1Y), 7 == A1), 15 =AY, ..

) 1 1
6= AY1), 2= AN, 90 = 5 A* (1), ..

1 ! !
10 = A (14, 65 == A°(19, 250=——A%(15),..
AW 05 = A1, 250 =g a1

nériss par 1a Bibl
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De la résulte que l'on peut écrire ainsi la formule (B) :

1 1
Sp=§(n+ )n +§(n +HDam—1)A¢1r Y
1 “
+m(n+ Dam—1)n—2A 0" Y + . (€)
1
+ (R4 .. (n—p A (171, |

(p+1).2.5..(p—1)

Cette seconde expression de S, (trouvée par M. Puiseux) va
nous donner les Nombres de Bernoulli sous une forme beau-
coup plus commode, pour le calcul effectif, que toutes celles
que I'on connait jusqu’a présent.

En effet, le (p—1)° Nombre de Bernoulli est égal au coefficient
de n, dans le développement de S, ordonné suivant les puissances
de n (*). Done, d’aprés I'équation (C) :

1 1 i l
B = — — _A 11’“4 __Ai lP“l' e —— p-4 ,lp-»l‘;
T3 (A7) + % (1" p - lA (-

ou, pour plus de régularité dans la notation,

1 !

=373

1 |
A 4 — A2(19) — oo A= -
( )+/» (1) q 2

Ar(1s). (D)

IV. Cette relation générale donne successivement, d'apreés le
premier tableau :

1 1 1
B,:———:————,

2 59 (]

1 8 2
= o o= 0,

2 .
gt T2 6 1 1 1
T2 3 4 5 92 3 5 30

1 15 50 60 924 1 1 -
R A -

ete. (**)

(") Lacroix, t. HI, p. 84.
(**) On sait que B, =0, si l'indice ¢ est pair.
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V. Le Tableau des quarrés et des cubes donne, sous forme
empirique, une régle qui équivaut a la formule

1 1 1 1
B, =1— — A1) 4~ A1) —. ..o A({9H) = —— ATH(19+Y) (K
,, 3 ( )+5 (19+) iq+1A(l ) q+2A (19+1), (E)

laquelle est un peu moins simple que la notre. Pour en vérifier
I'accord, il suffit de prouver que

i 1 |

1 —§[A(h+n)+i¢]+§ [Ax(19+1) 4 AW)']—Z[NWH)'* AY(19)] - -
1

+ —q e [AH—‘ (19H) + A7 (141)] —0. (F)

Or, la relation (A) peut étre écrite sous cette forme :
A (174 + A1 (17) = (n + 1) [A" (17) + A4 (1),
puis sous celle-ci :

A (17) -+ A (17)

. = A™! .’(2’) ;

done I'équation (F) équivaut a
1 —(2) + A(20) — A?(29) 4 o 2 AT (29) = 0.

Enfin cette derniére relation est identique, si I'on a égard a la
formule presque évidente :

wy — Auy + A%y — o APy = uy = AP (1)

XXXIIE. — Sur les Nombres de Bernoulli, et sur
quelques formules qui en dépendent.

(Mai 1862.)

1. Développement de ~— . — On peut, de bien des maniéres,
prouver que, pour des valeurs réelles ou imaginaires de x dont
le module soit suffisamment petit, 'on a

X

e —1

X
=1——§+Agx’+.r\‘x‘+ Agat + (A)
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les coefficients Ay, A;, Ag, ... étant donnés, en fonction des
Nombres de Bernoulli, par les formules :

B| B?: Bs
’ A = e A T ———— g s |
1.2 ‘T1.2.3.4° % 1.2.5.4.5.6 ()

Ag =

Il. Développement de x cot x. — Si, dans I'équation (A), on
change x en xV/—1, on obtient, comme I'on sait,

xeotx =1 —4Ax® + 42Ax° — H Aga® + oo (B)

11l. Développement de —. — On a, identiquement,

1
cot — xr — cot x == — H
2 sin x

dong, & cause de la formule (B),

x

—— =1 + 22— 1) A% — 2(P—1)Ax* +2(2 - 1) Agx*—... (C)
sin x

1V. Développement de tang x. — On a aussi

colx — 2cot2x = lang x;
d’ou I'on conclut

langm==4 (b — 1)Agx — £*(#* — 1)A,x; + & (£ — 1) A 2°... (7). (D)

V. Développement de —. — Parmi les différentes maniéres

d’y parvenir, la plus simple (quant & présent) nous parait con-
sister & éerire
1 P x* P, xt P, x®

=1 + - eve
osx T 1 e 1234 1.2345.6 7

[ P, x* P, xt \ a’ xt
{ == (1 e e o ——————— - ) \1 — e o e e o |
1.2 1.2.3.4 1.2 1.2.3.4%

(") M. Schlémilch s'est occupé de cette série (Adrchives mathématiques de
Grunert, t. XVI).

et et Marle Curie - UPMC - Cote : 2587
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Il résulte, de cette égalité :

4.3 6.5 6.5
pg—" :0, p‘ ‘ PQ"“—O ps“‘—m p“’— 1 2P—1=O,...;
et, en général,
2n(2n—1) 2n(2n—1)(2n—2)(2n—3)
Py Py g T Py — 1 =0,
T T T 1.2.5.4 P
Conséquemment

Po=1, P,=3, Pe=061, Py=1385,..;
puis

1 1 5 61 13585
: + x? 4+ xt+ - Xt
cos x 1.2 1.2.3.4 1...6 1...8

V1. Développement de tang (; “+ %) — L’identité

T X 1
tang |~ + = | =tangx + —-
Ve 2 €os T
donne, au moyen des formules (D), (E), en mettant pour les

coefficients A leurs valeurs :

T X 1 1 b ,
taxlg(§+§ =1l+ax+ —o+—a+ at

1.2 15 1254 )
4 61 31 .
5 6 5 (F)
tieasst Tiesaset Tiasassat (1
1588 496 . \
+ ; 1
128 T125415.5.7.9 5

VII. Développement de {Jlangﬁ + ;) — De

2 tan (7; a:)
t — -+ ],
/ cos x J\ g4 2

on conclut
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VIII. Relation nouvelle entre les Nombres de Bernoulli. —
On a, identiquement,

xcot x.sin x = xcosx;
done, & causc de la formule (B) et des équations (1),

4 R‘Za-l + 4 1 1 B’"—--"'
1.2 (2n) 1.2.51.2... (20 —2)

] B, 2

R g ,
1.2..2m—1) 1.2 1.2.5.. 22+ 1)

ou

2 + 1 2 - —
L2 B,,,__,+4”“( n 4.1)2n(.2n ')B,,, -
1 1.2.3

2n + 1) 2n
-+ /&’—-“TT— ‘=‘2n.

.-

4

/
> (H)
\

Cette relation générale difféere de celles qui sont indiquées

dans Lacroix (*).
Si I'on suppose

on remplace I'équation (H) par

. 2n(2n—1) 2n(2n—1)(2n—2) (2n—3) _, \
B i =g 5 Bancst 35 E5  met "
2n n (H)
+ — B =

2 ' a1’ |

Celle-ci serait précisément la relation connue, si l'on sup-
primait les accents, et si I'on éerivait, au lieu du second

2n — 1

o 2t
membre, ek

IX. Détermination d’une intégrale définte. — Dans les

(*) Tome II, page 84 (1819). Celles-ci renferment une faute de signe :
au lieu de (+ §), on doit lire, partout, (— &).
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Mémoires de I’ Académie de Turin (1820), M. Plana démontre
la formule

v g2n—1 ¢
B,,,A_.:L'-——-lln/ E;;‘—-:-T

U

Il en résulte, a cause de la relation générale dont il vient d'étre
question,

= dt o [2 9 (20 — 1) (2n — 2 2
/ A [ )02,
1|1 1.2.3 1

2n — 1

T4 (20 -+ 1)

9
La quantité entre parenthéses est égale &

:’ " ‘/ —___1-)2’."._ (t —— ‘/—_—-—,l )‘.’n

2l

Si 'on suppose ¢ = cot o, on arrive a la formule

1; sin 2nada 2 —1 |
/ e, sinFiy k(20 4 1) (h)

dans laquelle on doit prendre le signe + si n est impair.

X. Autres intégrales. — L'¢équation (H), traitée de la méme
maniére, donne

4

N sin 2nadx + n -

2 = . A
/ (€™t  — 1) sin ™+ q 2n 14 ()
0

De plus, la comparaison de cctte seconde formule avee fa
préeédente eonduit & ce résultat remarquable :

/ il sin 2noda
o —

(cf?'mz:: —¢ 7 cot ;x) sin 20 1-‘2a /“ :

8

urie - UPMC - Cote : 2587
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XI. Si, dans la formule (L), on suppose n=1,2, 3, ..., 2p, on
obtient

"z da 22;: cos2na 1 Ep (An —3  hn-— 4>
2 = — —_ .
./ (7 —1)sin*« %y sin™a S, \dn—1  hn + 1
L]

La valeur du second membre est

ou
1 1 ‘1 p+?
—_—— —/ —-——r—p—(lﬁ.
2 2 1+ g
[

D’un autre co6té, a cause de la formule connue

.e

) . - sina—x*sin(2p+1)a+-x**sin2pa
281N a-+%7°sin 2a+ - +xsin 2pa=x .
{ —2x cosa + x*

on a

Eﬂp sin 2na 1 sin 20 sin®? T2 — sin «sin(4p + 2) 2 + sin hpa

1 sin*a sin®a 1 —2co0s2asin’a + sinfa

Par conséquent,

1 —2cos2zsina 4 sin*a
1 1 ] 4 pirt?
2 9, 1+p
0

On peut observer que, sile nombre entier p augmente indéfi-
niment, le second membre tend vers ’3;'. Il en estdonc de méme
du premier membre, bien que la fonction contenue sous I¢
signefn’ait. aucune limite déterminée.

%’ do sin2asin**+2z—sin’xsin (4p+2) a+sindpa |
’/ (€270 — 1) sinHig
0

-
|
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XXXIV. — Sur le calcul des Nombres de Bernoulli.

(Juin 1864.)

Les relations nombreuses qui existent entre les Nombres de
Bernoulli donnent lieu & des calculs pénibles, parce qu'il s’y
introduit, nécessairement, des fractions de plus en plus compli-
quées. Dans la présente Note, j'établis les formules

P, P, P,

B——, Bj=——",.. B, , =+ 2"
T3 2.15 ! 24" —1)’
2n(2n—1 2n(2n—1)(2n—2)(2n—35 2n

zn~|‘“——(éT2 23+ ( 2)(3 7 5)( O)Pzn_s—"i;ﬂl’,=l;

Py, Ps..., Py, .y, ..., élant des nombres entiers impairs.
I. En partant du développement de _“, on trouve (*)

B B.,
tangm=4(lf—l)l——:—)x- e :i:/k(/f"—i)————'z—x,,,_,:}:-.- (A)

Pour développer directement tang x, il suffit de prendre I'équation
Y €os x = sin x,

et d’employer ensuite la formule de Mac-Laurin. On obtient ainsi

3

X
tangx = y‘x -+ J' T; U _/En-d

.1,2“_

B
1.2.. (‘)n-—l) = (B)
Yt> Yss Y5y -, Clant des nombres entiers, déterminés par la
relation

(2 — 1) (20 — 2)

:'/Qn— 17 1.9 3/?”_ 3
- ©
2n—1)(2n—2)(20n—3)(2n— 2n—1
. (Bn—1)2n—2) n 3)(2n t)ym— ..... + 2 Y=t
1.2.3. %

(‘) Page 92.

et Marle Curie - UPMC - Cote : 2587
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II. La comparaison des formules (A), (B), donne

2n
By 1=ty ,. D
2n—1 4,,(4,,_4).'/2 1 ( )
D’un autre coté, a cause des relations
2n(2n — 1 2 2
4" an—l e _ﬂi;_) B%_z e+ 4 j | = n ,
2.9 2 2n + 1
2n(2n — 1 2n 2n — 1
B,y + —(—:_) By s +--+—B=—rw—— ('),
2.3 2 2(2n + 1)
on a
. 2n(2n—1) 2n 1
(,"n__,l) Bg,,_;l -+ (4' - 1)T Be,,_g,"l-"' +(4 — ‘) T) B‘= E;
d’ou, en posant
B, ,— ot P’_":L, . (E)
. 204" —1) ’
2n(2n — 1)
p?n—ﬂl - —-—";—5_ -3
2n(2n — 1)(2n — 2)(2n — 3) 2n )
+ i Py, y— o =—P,=1.
2.5.4.5 2

IIi. Si, dans la derniére équation, on suppose n=1, n =9,
N =3, ..., on trouve

P,=1, Py=1, Py=23 P,=17, P,=155, P,=20753, ..;

en sorte que les premiéres valeurs de P,,_, sont entiéres. Pour
démontrer que toutes le sont, je m’appuie sur les remarques

suivantes :
1° A cause des formules (D), (E):

Ptn~i° (G)
Done, si P,,_, est entier, ce nombre est divisible par tous les
diviseurs impairs de n (**);

(’) Page 94.
(**) Autrement dit, si n==2"n’, ' étant impasr, Py,_y est divisible par n".




— 99 —

2° g étant la fraction irréductible équivalente &

I'(a +b)
Fa+1)T(b+1)

=C (",

le dénominateur D divise a et b; d’ou il résulte que C se réduit a
un nombre entier, lorsque a et b sont premiers entre eux;
3° Le terme général de I'équation (F) est, abstraction faite du

signe
’ I'(2n 5 1)

F'@ep+2)T(2n—2p+1)

P?n—‘!p -1 (H)

Le dénominateur de la fraction irréductible équivalente au
coefficient de P,,_,, , est un diviseur commun & 2p + 1 et
2n — 2p, ou commun & 2p + 1 et n—p (2°); si done P, _,, ,
est un nombre entier, ce dénominateur divise P,, ,, , (1°);

4° Conséquemment, si Py, P5, Py, ..., P,,_; sont des nombres
entiers, P,,_, est un nombre entier.

1V. Les nombres entiers

ren+1) I'(2n + 1)
TEp+2T2n—2p+1) """ T(2p+1)T 21 —2 +1)

sont tous deux pairs ou tous deux impairs, lorsque P,, _,,_, est
impair. S¢ donc Py, P;, ..., P,,_; sont impairs,

2n (2n — 1
P!n—-lE—_( )
1.2
20 (2n — 1) (2n — 2) 2n — 5) 2n (2n —1)
-+ o5 % —|—---+~——-——1'2 + 1 (mod. 2);

ou, d’apreés la formule du binome,
Py 1 =2"""'—1=—1(mod. 2):
P,._, est impair (**).
(’) a et b sont des nombres entiers.
(**) Les démonstrations précédentes sont longues et difficiles. M. le licute-

nant Mangon, I'un dc mes meilleurs éléves, en a trouvé d'autres, remar-
quablement simples. (Nouvelle Correspondance matheématique, t. V, p. 129.)
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V. Remarque. — D’aprés la formule (D), on pourrait calculer
les Nombres de Bernoulli au moyen des nombres entiers
Y15 Y3, Y5, -..; Mais ceux-ci croissent beaucoup plus rapidement
que Py, P;, Py...

Addition aux deux derniéres Notes. — (Novembre 1866.)

I. Développement de tg . x. — La formule (D) (p. 92) équi-
vaut a

Bl BZ - Bﬂ: —1
ox=b(l—1)— 1 — 4242 —1 5 e o = I ) e 21— .
tgr=tl—t) e g e E )
Soit, comme ci-dessus,

P?q»—l
By 1= W —1) M
La formule devient
P, Py 5 Py 4
or = —- —_— © e —_— 2 -1 et
=g () g B e g, B
ou, par le changement de x en ; x :
1 P, P; Py, _,
tg— 2 =— X -+ A e T gt (A
812" " Tas T2 T @

I1. Développement de tg? § x. — A cause de Py =1, on con-
clut de I’équation (A), en prenant les dérivées des deux mem-
bres :

1 1
—3=
2eos’ —

fﬁx“—*— P, T e e —— PM—' il S,

2.4 2.5.4.6 2.5..(2g—2)2q
ou
tggiw=gz- . -P;, " Py, _, e (B)

2 4 3.4.6 5.4..(20—2)2g
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Il. Calcul des nombres P, — Le ealcul de ces nombres,
tel qu’il résulte de la relation (F), exige des additions et des
soustractions. Il serait abrégé si, pour déduire un de ces
nombres de tous les précédents, on n’avait & faire que des
additions. Une relation qui conduit & un tel calcul se tire de la
comparaison des formules (A), (B) (*).

En partant de

P,—1, P,=1, P,—3, P,=17, P,= 155, P, = 2075,
on trouve
P, = 38297, P, = 929569, P, =28820619 (*") ...;

puis, par la relation (1) :

B 1 B 1 B 1 1 B 5 691
1_07 3 = 50’ b‘—/&a 7 50: Q_E, " 2740,
7 5617 43 867
Bio=75 Be=— 515 Bo= =g
Autre addition. — (Aout 1884.)
I. On a
P
B?q—l=:t > fot
9k —1)

(') Voir la Note XXXV.

(*) 3=22—1, 17=204-1, 155=5(25—1), 2073=691(2* —1),
58227 =5461(2°—1), 929569=7617 (2% +- 1),
28 820 619 =3 202 291 (23 + 1);
ainsi, chacun des nombres considérés admet un diviseur premicr, de la
forme 2% 4= 1. Cette propriété est-clle générale?
(***) Voir, dans le Bulletin de M. Darboux (1880), notre démonstration
de ce beau théoréme.
(™) n', 0, 0" ... sont les nombres premiers, supéricurs & 3, qui, diminués
de 1, divisent 2q. En outre, la fraction est irréductible.
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La comparaison des deux formules donne I'égalité

Sn'n”n"'... qu_l — (294[ — '])Niq-ly
dans laquelle Ny, n’est divisible par aucun des nombres pre-
miers 3, n’, n'’... Ainsi, tous ces nombres divisent 2* — 1.

II. Parmi les diviseurs premiers de 2% — 1, il peut y en avoir
qui aient la forme 2" 41, et qui, en outre, surpassent 2¢ + 1.
Dans ce cas, P,_, admet un diviseur de cette méme forme (*).

Soit, par exemple, 2¢ = 64. Alors

QM — 1= (2% 4+ 1) (2% 4+ 1) (25 + 1) (2 + 1) (2 + 1) (2 + 1),

ou
2% —1=5.5.17.257 (2 +1).
Drailleurs :
n=25, n'=17
Done

P = (2 =+ 1) (2% + 1) Ng.
III. D’aprés le théoréme cité :
. Q=0 —1)f=@0"—1)f" =3
puis
SRR Py y = [ 20— 4Ny, = [20 " — ANy = -
En vertu du Théoréme de Fermat, le premier binéme est

divisible par »’; le deuxiéme (égal au premier) est divisible
par n'’; ete. (**).

() Ceci est un acheminement a la démonstration de la propriété énoncée
ci-dessus.

(*") Le Théoréme de Staudt et Clausen serait-il un simple corollaire du
Théoréme de Fermat?
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XXXV, — Sur les Nombres de Bernoulli et d’Euler.
(Mars 1867) (*).

I Ona(™):

1 . Py,
tgor = M g 1
5p¥ 2,1‘(2q+1)x ’ ™)

%Qx=2 4”—”%wﬂw, ?)
2 r I'(2¢ + 1)

Par conséquent,

© (Qq_'])pgq_g w© pQ —1 *
9 % -2 ¢ 9 -1
29 I'(2¢ + 1) * §2. ]v‘(2q+’l)xl E ’
ou
= (29 + 1) Py ; » Py )’ =
2 ‘Zq-—2= —_q—_ 2y —2 . -
21 I'(2q + 3) m ;2« F(2q+1)xl % )

Dans le second membre, le coefficient de x™~* est

pl p?q—{ P5 Piq -3 p?tl-- 1 Pl

TETR+ D) ToOTRi—1 " TR+

done

1)24+1=

| I'(29 +5)
9 (9 sy Y lpg’l“l
2029 + )| I (3) I'2¢+ 1)
9 + 5 : g
- I'(2q +5) PPy, o+ M_)) =Py pl] )
TRV 9 9J)

e e —1) I'(2¢+ 1)1

(*) Ce travail, qui vient de paraitre dans les Mémoires de I’ Académie
royale de Belgique, compléte mes précédentes recherches sur les Nombres
de Bernoulli (pp. 90 et suiv.).

On peut consulter encore : Démonstration du théoréme de Staudt et Clausen,

Mémoires sur les fonctions X,,, Sur une suite de polynémes entiers, Recherches
sur la constante G, cte. (1884).
(**) Page 100.
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ou, plus simplement,

+1 29 (29 — 1)
| =q—2"" [pw, 1+ '%_ PPy, 5 2(4)
" 2¢9—1)(29—2)(29—5 29(29—1 i
24(2q 3)(4 9=2(24-5) 5P27_5+...+,_q(_5_.17_)p%_5p5+p27_{H

II. Le nombre des termes contenus dans la parenthése est
égal & q. Si q est pair, on peut écrire, au lieu de la formule (4) :

Py v= (g +1) [Peq—-a -+ 34 PPy, 5+ -

L 22g—1)..(q+3) 1
5.4..q

Si q est émpair, il y a un terme du milieu, ayant pour expres-
sion

)

29 (2¢q —1)...(qg + 2)
4...(g+1)

P,P,;

1

done, dans ce cas,

5.4
2/(24—1)... g +4) 199(2—1).n(q+2) ] |
b (g—1) PrePriat =570 (g +1) (P")]"

Le calcul des nombres P, par les formules (%), (58), (6), est
plus simple que par la relation démontréc a la page 98.

2q (29 —
qu+,=(q+1)[P2q__,+M_)ppq_3+

11I. D’aprés la définition des nombres P, jointe & une formule

de Plana,
o (= (g
P,,,;,xSq(lyl_..d)/ e (7)

0

Au moyen de cette valeur, I'équation (2) devient

fo2 90 — - 2 — 1 g2 — %
tg’1x=46/ . an()q 1)@ —1) e 'x ,
© , mt—1 I'2g +1)

I dt w([‘_q+1__1)tzq+lx27
2" L) em— 4 (2 +1)

(8)
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Ona, idenliquemem,

3 (e —nmrten o @Ep e ()
v Tg+1) A T@Eg+1) A T(Ege1)

done, & cause de

2y

e+ ¢ T= y *

= 1 (29 + 1)

2@0 (2’1‘)?" . 1

_ [ p2lr — 2\ __
(2 + 1) ".)(e et =1,

w  (tx)
-y I‘(?([ + 1)

1
=—)(L‘"+P ) — 1

et, par conséquent,

°':([l_q-+.1___,l)l‘i‘q-}-lxiq

24 (29 + 1)

1
1 (e:z; 4 e—ztav___(;))____(ch 4+ (5_“— «._)),

2
ou

® (,"q-i—l — 1) t2q+i x?q ,] L

o\ 2
= et 5) he™ 4 T+ hev). 9
o I(2q+ 1) 2 ( (

La substitution dans I'équation (11) donne

- ade (= _u\ i
——e?—e 2| (he" 4+ T 4 he ") = —1g" = x;
e — 1\ i ®

0

ou, par le changement de x en 2ux :

{7

e dt . o I T
/ ye T (e — e M (A 4 T a- he™™) = tg'x.  (A)

Cette intégrale définie, que je ne trouve pas dans les Tables
dues a M. Bierens de Haan, peut en donner heaucoup d’autres,
dont quelques-unes sont connues.

IV. Soit, par exemple, x="Z : fa formule (A) devient

= dt bl e ] T 1 _
/ W—t—-_‘—’l<es~—(? 8) (/I'C‘+7+[ke ‘):Z(S-“ﬂ\v/ﬂ);

n
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et, si I’'on pose

L
et =;
' —z) (& + Tz + 427 -
/ A+ 20 +2) (1 +29 L d”___("”“z‘/’) (10)

La fraction

21— z)(4 + Tz + 4z°)
(1 +z)(1 +2°)(1+ 2%

est décomposable en

1 Tz ¥ ]
1 — bz — ! !

< 525
. _
20 +z2) 21 +2) 200 +29)

1+ 2
Par conséquent,

1 ] 1
L ode— P 1 r Lzd=
./\tlz 4/~{~d~ 2'/
0 0

1 +z
0
+Z/'z{°zdz__1/"(l—z'z).Qz(lz
2 1+ z° 2 1+ z*
/z&d” ~Z(3—213)
1+ 2z 64

7T
o, Tz 12
1z Lzdz 7 "1 —z) Lzdz /2
/ T+z 48 ,/ 1+ z* 16
G 0
"2 Lzdz x?
. 1 4+ z 192
0
P Ve 7 7 _
e e S val ——==——(5—22);
TR T T TR T W 6 C /3




— 107 —

V. En passant, nous signalerons une sommation de série,
probablement connue.
Il est visible que

Lzdz ¥ iz 2-{zd@__ - (— 1)
/l+z 4n+1 / l+z_ o (4n + 3)*°

Drailleurs,
" —z2) Lzdz ) )
T4 16 ()
o
donc
3 1y 2 + 1 Ve m
b [(bn + 1) (4n +3)] 128
V1. Dans la relation (A), supposons
™
x___;"’ e’ =
2 V'z
elle devient
"M —z) (b + Tz + 42?) =
/ 1+2z+ 2 (zdz:——g. (12)
0
La fraction
I —2)(b+7 4z’
( z)(+z—2|- z)=1_4z+5 2z + 1 .
1+z+z 1t +2+2°

Par suite, la formule (12) se réduit a

2

1 Qn—i-l
L tde——_;
1+ 2+ 3° 9’

0

ce qui est exact (**).

(*) Cette intégrale remarquable a été déterminée par Euler (BIERENS
pe Haax, T. 152). On voit qu’elle résulte de la formule (A).
(**) Bierens, T. 153.
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VII. Plus généralement, soit x = 2, n étant un nombre
entier. Si I'on fait

T
eT=e" =—r,
Vz
on transforme la relation (A) en celle-ci:

/“ P —2) (4 + Tz + 42®

) o) 7‘!‘2 T
zdz = — — tg*—-. B
1+ z428 4 o0 - 57! { ﬂ?g" (B)

La fraction

(1 — 2) (h + Tz + 43?)

1+ 2+28+ o 4 22!

622 4 7278 - 52t - 32 - s - 52 — 1

{ — bz +
1+ 2+ 284 o+ 2t
De plus,
(1
/ (1 — k2) £ 3dz=0;
:
done

/.l ﬁzn—‘l_’_7zu-3+5zn-~4+Szil—5+_..+5z___1

2
T T
;) d 2 v
T =——tg*-. ((.4)
1+2+2"4 o -2 { n? 8 n
(]

Cette formule, qui en donne une infinité d’autres, n’est encore
N . . 1
qu'un cas particulier : en remplacant, dans (A), e par v on
. ’ ’ 2
trouve la relation générale

2
z—"—_a(l—z)’(/y-i-'i:—kl&zﬁ) > i
= {z dz=—ug*c. (D)

1—z*

0

Celle-ci subsiste pour toutes les valeurs de x comprises entre
0 et -; On en trouverait d’autres, aussi générales, en différen-
ciant ou en intégrant par rapport & x. Enfin, I'égalité
273 — 2) (b 4+ Tz + &%) ) =
( ) )=z”‘3(1——z)‘-’(’»+7z+4z2)2z"'

=0

14+2+2" 4 + 2zt

urie - UPMC - Cote : 2587
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conduit & un développement de (;-; tg;—’)ﬁ, assez remarquable. Je
laisse de coté ces détails, afin de passer a un autre sujet.

VIIIL. Si I'on suppose

I v Ea
cosx o ['(2n+ 4)

x‘.’n’ (l 5)

on trouve
Ey=1, B=1, E,=35, E,=61, B, = 1385, ...,

puis (*)

2n(2n—1) 2n(2n —1)(2n—2)(2n — 3)
9 _——’l ) on-2 1.9.5.% Egpg — - y
9 (20 — 1) (14)

Les nombres entiers E sont appelés, par M. Sylvester, Nom-
bres d’Euler (**). De la relation (14), on conclut qu’ils sont
impairs (***). On peut représenter E,, par une intégrale définie.

A cet effet, jobserve que la formule connue

(e./t —(Zr exr -+ e—ocx — ,1)
- — + Q 2 dac
sinx % L |

devient, par le changement de 2 en % — x:

1 2 1
cosx T PA
T
Y T
+ 2 Mf“ [ev 7w _ goirs _ G e'“<?'“)]. (15
e —

0

(*) (Page 95).

(") Comptes rendus des séances de A cadémie des sciences, t. LII, p. 161.

(*"*) La démonstration est plus simple que pour les nombres P (p. 99).
On vérifie aisément que les Nombres d’Euler ont la forme 4k +- 1. Cette
propriété a ¢té signalée par M. Sylvester.
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Si I'on suppose le second membre ordonné suivant les puis-
sances croissantes de x, le coefficient de x* est

] 2n4-1
C?n == (_)

T
2 ® ada oz —aZ
2 (0T p— T e 2 __ 2
* Fanr 1)(/ y [2 (e e~%7) (e e )]
[

L'intégrale se décompose en

® 2nda
2n n
2 / @ do— '/ T 1
0

21
n 22134—1 % p—U g,2n i
T'(@2n+1)— / ¢ v d“;

T2
P n -1 772"-“.‘ 2u 4+ 1
0

Q 2n4-4 2 O\ 244 20 p—t Qn
c2n=2(_) ~____(3) erurdu
= Fen« H)\z/ | e + 1
L]

Et comme

done

Com 2
I'2n + 1)

on a

2 41 9. 241 e e g 2n d
E,,—2 (-) I'@n+1)—2 (_) / _TL T e)
™ . + 1

e
Q

Pour simplifier cette expression, je remplace I' (2n -+ 1) par
f e~"u™du : jobtiens

(]

. .2 244 ® Zn d"
E!n =2 |- " ;,“; (47)
z .. e+ €
0
ou, en posant ¥y = nl:
» l’z:: dt
— Jn+t <
E,, = 4" / L (K)

formule analogue 4 celle de Plana :

B,,_, = = 4n /

t‘Zn-—I dt
ert
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IX. Dans le second membre de I'équation (15), le coefficient
de ™' est

2, o= _oF
(9)‘2» 2 d“ [ (eo:z' +e-0§7f) (Qa)‘zn—i_'- (e “2 +e 2 >a2n—l
A | T'(2n) I'(2n) )

LY 1 3 . .
11 doit étre nul, car _ est une fonction paire; donc

-

2n—1 T 4 Q2 -1
1o gty } _ Pt oz 2 I'(2n)
- e (R (e e "> =—
R A | ="
o

On reconnait facilement que cette relation est une identité.

X. On peut déterminer les Nombres de Bernoulli au moyen
des Nombres d’Euler; et réciproquement.

1° Eecrivons ainsi la formule (1) :
il l')2n+l

tgr =9

=, m (21’)-"1‘ s (18)

puis prenons les dérivées des deux membres ; nous aurons

C)‘ln+l x?u

o 2@ (C)n -+ 1 pz,,_!_i
cos’ x

.. . I3 1
Ainsi, le cocflicient de x™, dans le développement de -, est

DY 1 )
(2n 4 1) Dy, "
I'(2n + 3)

D’aprés I'équation (13), ce coeflicient a pour valeur

E L.!» E2E2n -2 EQuEO
e e
T @e+ 1 TG —1) TrEn+~nray’
done
n -1 EE,, EE.,_,
P = [(2 e T
w = =+ “[r( Nree~1) " PEre—1)

E‘.’ﬂ E .
T <’~_>;,:‘1')ﬁn] ’

et et Marle Curie - UPMC - Cote : 2587
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ou, avec la notation des combinaisons :

n+1

p2n+l = L
*

I:EOE% + C?n, 2E2E271—2 -+ C‘.‘n, 6E4E'Zu—-t habiiie E?nEl‘] (')' (F)

2° On tire, de I’équation (13), en prenant les dérivées des

deux membres :
Ein

sin x 2 -
= ¥t
cos® x T (2n)

Le premier membre égale (1 + tg? x) sin x. Par conséquent,
si I'on multiplie les deux séries

IG) 5P, . 5Py (2n—1)Ps,._,
e 2 P Qe Oty = ytgy
P Te) T T (2n+1) A
x xs xa x?n—»l .
*+ ——F.=sinux,

re rw e T re
le coefficient de «™~", dans le produit, sera E,,. De I résulte la
formule
Eg,, = (2" -_ ']) 22"- ! ___I_‘(;Z"-')—__ 2p—1
INOINCL R

I’ (2n) I'(2n)

— Q = 2‘2:;—5_______ ) [5 I N S, 1s
(2n —5) 1*(4)1‘(2n—-1)1)’“‘3+ i2[‘(°.>n)r(5)p

que I'on peut écrire ainsi :

2n —1 ) 4"_’sz.+|,1p'.'n—-4

N
]:‘21: =

1
eIl

— (2n — 5) 4" Couq1 Pous + - £ Czn.l.a,en_ap:]-

(G)

Par exemple,

Es=m[7.4.9.‘17—5.42.84..)+0.4.'12(;.'1—96.1];
ou, en effectuant,
E;=13585.

(") D’apres la relation (F), sin est pair : 1 le nombre entre parenthéses
est divisible par 4°, ct le quotient est un nombre ¢mpair; 20 Py, ., est divisible

par n—+ 1.
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XL Les relations (F), (G) ne sont pas les seules qui existent
entre les Nombres d’Euler et les Nombres de Bernoulli.
1° A cause de
sin x tgx < E,,

= ‘S 1'2"-]’ (l 9)

cos*x  cosx = T'(2n)

on a, par les formules (13) et (18) :

E?n 2, ® P"n—l * E‘h‘

y —_ ()t —= T on-a.

“~, l"('.’u+l)x XE, [‘(‘.))z+l)( %) E, l’(m)x ’
done
£L= ;.._p.:!_’.':lE - 20 - ’+ M_— 22"‘5.{_... plE’h‘_Q Q,
I(2n)  F@En+1) Ir2e—41(3) re)r@Ea—t)
ou

Ey, =

1 .
; [/’""Pzn By + /"n_lcﬁu,‘il)ﬂn-—\’)E‘) + 4"7%Cy, 4 Po, sEg + oot (H)
-+ C?n,‘lplhin—i’]'

2° L'équation (19) donne aussi

> . N
2“ —l_:fn__l_ Q¢ )2n R ?“’ EQrL_ o 4 » __‘;—_i)_'_ )
e+ 1) “, T 2n) <T@~ 1)

et, par conséquent,

n
~ ~
l):.’u——l= I [Eiu_ Can . 1,2E2n-—2 -+ (“Zn - !,6E?u DA iczn-i, 1 E2]~ (K)

_,B‘n -1

X1I. Dans les relations (&), (K), qui sont, pour ainsi dire,
conjugudes 'une de I'autre, substituons, aux nombres P, E, les
intégrales dont ils représentent les valears. En commencant par
I’équation (K), nous trouvons

4 =t )

n—1 Vv \2n-3

" p‘.’u~i = 2/ e-"‘:l “+ e @t [(2,) " — 4n—1, ‘.!{\‘21) B N 'icinvf.lﬂt]‘
0

La quantité entre parenthéses égale

f_) [(Ql -+ ‘/:_I)m—’ —+ (‘ft __Vj)?rt~{]'
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Conséquemment

7‘

[2t+\/ 1) e (2—V - ‘] (20)

Soit 2t = cotw, d'ou

cos( 2n—1)w
2n— l :

1
td¢=__° o, (204-V )t (2—V T 1
% si sin

I'équation (20) se réduit a

Zeosweos(2n— 1w do 92n=3
* — Pouy (). (L)
gcol w - ?,;:col w 5!“2”-‘_'50 n
e +e 2

0

XII. La formule (G), traitée de la méme maniére, devient

d’abord
o tdt
n(2n + 1) Eg”=./ — T}
e —
0

T représentant le polyndme

n -4

20( 20— (4" 4" —1)Cappy, o1 — (20 —2)(20—5)4" 14" —1) Cyp 5t
(20— ) (20— 32 A2 1) Cap g PO — e =2 A A1) Con 1 g
Pour simplifier cette quantité, je suppose
(?(l)=ciln+{, l(é’l)en_—(;?ni—l,s(/“l)?n— 2'{_ (-:iu-}—l,!i(!“l)zn—4 —k (1‘2111-!,21:-{(4")27
"*xb(l)zcin-'-l, 1(‘2‘)7"'— C.!n-i—i,’d(“")l)?”_.?-" C?n+l.5(2t)?”_ —.. = (;2n+l,‘2u —‘(‘202:
il est visible que
T=o" () — 4" (1)-
(= V) g — V)
21/ —1
2+ V)" — (e — v )

)= ;
0 LT

Mais

K

(") D'apres la note de la page 112, n étant impair, cetle intégrale définie
est égale & un nombre entier pair, excepté quand n = 1.
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dope

(V=) — (e —v =)

Q" () =4n (2n + 1)

s

2V —1
(ot V)" — (2 — V' 1)’" -
") =2n(2 1)
g (1) n(2n + 1) Wt

et, par conséquent,

> tdt
E,, = f")/ et
0

[2(4z+\/:i)2""—(4t~\/—_1)“”_(2t+\/’—_/1)2”' VT,

V=1 V1 ’

ou

. . ¥ owdt (V)M (e —VZ D
4 =
* e — | V—1

! (21)

0 T oade (V)T (e — v )
- . et | V1 '

0

Si, dans la premiére intégrale, on fait t = I cot w; et, dans
la seconde, t =} cot », on change cette équation en

1 ’zisn(%—1)wc05ad» Z sin (20— 1) © cos wdw
Ein - e — — -
2 %rcoloo \ . 9nao - cot & s 942
R e —1)sin"*a0 (€7@ — 1) sin®*2 o
0

Le second membre est réductible a

Zsin (2n— 1) w cos o dw
- )
/ (e? . 1) sin?*+% ¢
7 sin (2n—1) wcos wd
¥ srL( Ywcos o w=2E2“ o). (o)
R (e?mw + 1)sin’”+9w

(*) Cette formule cst en défaut dans le cas de n="0. Cela devait arriver,
attendu qu’elle n’est qu’unc transformation de (G).

cm b9 | =~

done enfin

et et Marle Curie - UPMC - Cote : 2587
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XIV. Dans la Note citée au commencement de ce Mémoire,
Jai démontré la formule remarquable

z in 2neds 1
/\2 SN Znedw B _(*)7 (1)
.0

(e7r cotw ___ c—z’coc (.,) sin’:n—pﬂ © 4

que I'on peut regarder comme une conséquence des relations (2)
et (7). De méme, la combinaison des équations (14) et (E)
donne d’abord

" dt . 2n@n—1) 2n(2n—1)
/ m[mf——m—@’)’ et e QU  |=0;

puis, par la transformation employée plusieurs fois,

z cos 2nsdas .
e - =0. (P)
%coto\: —Zcotw .
(1‘ +e¢ ? )sm“"”w

[ 4
v

XV. Cette intégrale étant nulle (excepté lorsque n=10), il
s'ensuit que la formule (L) peut étre remplacée par celle-ci :

‘Zeinesin(2n—1)o  do 2m=3
: z T ) = pin—l; (Q)
Tz4:otc.; —-;cotw SIn“"t= w
¢ e [
hid

"

d’ott 'on conclut aisé¢ment

421-1

— Py =0Co s Boua— Couy 5 By - - 1 B (R)
n

Cette velation, différente de (K), peat étre déduite de celle-ci,
jointe & I'équation (14).

(") On doit prendre le signe + si n est impair,

urie - UPMC - Cote : 2587
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Addition. — (Mai 1867.)

XVI. On peut substituer, aux équations (2) ct (14), une
relation unique, donnant a la fois les Nombres de Bernoulli et
les Nombres d’Euler. Pour la découvrir, reprenons les égalités

qu 1 . 1 ® E,.

te —x = gt J— A pn
°9 24[‘(2(]+4) 7 cosx 2o I'(2n +1)
¢t posons
1 noo
y= cos @ +igx, Py = e Ga, 1y Eay =G
nous aurons
» xf
Y = Gi-—-—— ’ 29
y 2.0 P (22)
» it
1 ! — G—. .
y=3 G5 G
Mais
o dy 1 a4 sinx 1
Y = — === ———
dx cos*x 1 —sina’
done
T x? 2’ x x® a°
G+Gy - +G;— +G —+---)(1—— e — ---):1.
< R T T s 17125 12545

De la résultent les formules
Gi=1, G,—G, =0, G;—2C,—0,..;
et, en général,
Gi—Cit1-Gioy+ Gy 5 Gy — Gy oGy o= 0. (S)

Les valeurs des nombres G sont, d’aprés cette équation aux
différences :
Gi=1, Gy=1, G;=2, G=D5, G=16, G,—61, G,~—272,
Gy =1385, Gy=7936, Gp==D50521,..
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Par conséquent,

E2=’], E‘=5, E6=61’ E3=1 585, E‘0=50 52‘,...
et

2 b
P,:——G,-—_i, ps-”:ZGz:’], P5=Z-2.G5=5,

comme précédemment.

XVII. Dans le dix-huitiéme Cahier du Journal de I’Ecole
polytechnique, Poisson a démontré les formules

" ezu — e—&xm 1 e @2UT 4 e~
tgx:?/ ———da, =‘2/ — da.
. eTF — ¢~ €os & . e7F - 7T

0 ]

.
Il en vésuite immédiatement, a cause des égalités (1) et (13):

2@ o1 (y

Poy=8¢ [ ——=~ (M)

0

® M da
D b o} | —.
qu /‘- / T — T (U)
. 4 -+ €

0

De ces deux relations, la seconde a été trouvée ci-dessus ; et
la premiére, comme on le vérifie aisément, ne différe pas, au
fond, de la formule :

@ 21 (lu
P?q—a=8’1(’*"”’1)'/ Py 7)

7

0

Du reste, en partant de I'équation (22), et en y remplacant y

pal"
l «® e(/7+2r)l — e (7 + 2x)0;
gg x 4 = 4/ - - dOC,
oS ATU __ o im0

on trouve

@ oI ()i =T
G, — 2+ [ — Ve ™ v)
e __ o Tu

.
0

urie - UPMC - Cote : 2587
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et, suivant que ¢ est impair ou pair, cette formule reproduit (T)

ou (U).

XVIII. La formule

@ 2—=1 (|
Py =8qr—1) [ o ®)
(ﬂ
nous a donné

= dt N
e — (e — e "V (4e"™ 4 T + he ™) =

En adoptant la nouvelle valeur de P,,_,, on trouve, absolument
de la méme maniére que ci-dessus,

@ t(lt (etz . e—-u)i 1 .
/ e =1 g’ x. (A)

e &
0

XXXVEL

Sur Ia théorie des nombres. (1857.)

I. ProsLive . — De 1 d n (inclusivement), combien y a-t-il
de nombres non divisibles par des nombres premiers donnés,
ay By oy e w?

Dans la suite

£,2,5,..,n, n
les multiples de a sont
0y Doy Ty ey (—) a (*): (2)
o

ilyena (Z) Conséquemment, le nombre des termes de la suite

(1), non divisibles par «, est
n

N,:—-n—(—). (2)

@

Supprimons maintenant les multiples de £, premiers avec a.

(*) Pour abréger, je représente généralement par (%) le quoticnt entier
de a par b. Cette notation équivaut a celle-ci : E(%), due 4 Legendre.

urie - UPMC - Cote : 2587
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\

D'aprés la formule (2), appliquée & %, les multiples dont il
s'agit sont au nombre de
(n
)\

Mais, par un théoréme relatif a la division,

n\ /(n
) (6N,
-6
Retranchant de N, la quantité (%)——(;B), nous trouvons donc,
pour le nombre des termes de la suite (1), premiers avec et 3 :

N N MU

En continuant, on voit que le nombre demandé est

v=n=3() 30 -3 ) @

Soient, par exemple :

SN

n=60, a=05Y, B=7, ¥y=15;
on aura
N=060— (12 + 8 + 4) + 1 =737.

En effet, de 14 60, il y a 37 nombres premiers avee 5, 7
et 135; savoir :
1,2, 3,4, 6,8,9, 11,12, 16,17, 18, 19, 22, 25, 2%, 27, 29, 51, 32, 33,
34,36, 37, 38, 41, 43, 44, 46, 47, 48, 51, 53, 54, 57, 58, 59.

II. RemarQues. — 1° Si«, f3, v, ..., © sont tous les nombres
premiers qui ne surpassent pas n, N =1,

20 Sin=0o"3"y ..7% N est le nombre des entiers inférieurs
et premiers @ n : on trouve

N=atfgty =t a a—1)(E—1)(r—1)..(m—1) ().

(‘) Cette démonstration d’'un théoré¢me connu ne dilfére pas de celle
que j’ai donnée dans les Nouvelles Annales de mathématiques (L. 1, p. 466).
La Théorie des Nombres (t. I, p. 8) en contient une autre, peu satisfaisante.
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3 8t n=1.2.5..1, et que = soit le plus grand nombr
premier qui ne surpasse pas i,

10 =—1
N=n. .

()-

S| =~
il re
ol o~
\ll.cn

1 ™
1. Prosrive II. — De n + 1 a n2 (inclusivement), combie
y a-t-il de nombres premiers ?
Soient o, f, v, ..y @ les nombres premicrs qui ne surpassen
pas n. Les termes de la suite
1,2,5, &y . 2%,

non divisibles par ces facteurs premiers, sont ceux que l'or
cherche (I'unité exceptée). Done

Voo =3 ()3 -3 ) -

2By

Si, par exemple, n=12:

N’:-_—MS—[(%)_*_('_;E)_’_CM) (IM) (144)]
e
J

+((444)+(%\+/ﬂ\+1_’+j+,_’l44\ 44 (14 144 (1
6 / ’
1

1014 FRINCII \_5_ s 7

( 44) (‘M"«) (M&) (144) ( &k > M’p)
— + + =]+ — |+

30 42 66 10 105
145 — (72 + 48 + 28 + 20 + 13)

+ (24 + 1+ 10 +6+9+6+4+44+241)

22 35

I

— (A +5+2+24+1 1)
. 12 4 T—1
(*) La fonction numérique ;- = - 5 -+ ——, que nous représenterons
par f(r), a été calculée, par Legendrc jusqu'a 7 =1 229. M. Tchébyche!
a prouvé que la valeur de f(r) est, sensiblement,

C

log =’

C étant une constante (Journal de Liouviile, t. XVII). On doit observer,
a propos de la Table de Legendre, que cet illustre Géométre ayant fait
abstraction du facteur premier 2, les nombres de la Table sont égaux a 2f(=).
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ou enfin
N =129.
En effet, de 13 a 144,11 y a 29 nombres premicrs; savoir :
13, 17, 19, 25, 29, 31, 57, 41, 45, 47, 53, 59, 61, 67,71, 75,79,
83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 157, 139.

IV. Une question trés difficile, résolue sculement par M. Tché-
bychef, est celle qui consiste & déterminer combien il y a de
nombres premiers inféricurs ¢ une limite donnée. Si, dans la
formule (A), on remplace les entiers

B & G
o ' 25 ' ufy ‘

par les valeurs exactes :

o «5 aby
on a, comme premiére approximation,

N=nf(r). (A9
De méme,
N = —1 + n’f (7). (B)

V. Pour plus de régularité, représentons par P (n) la quotité
des nombres premiers qui ne surpassent pas n. Alors la formule
précédente devient, en négligeant le terme (— 1) :

P (n?) = P (n) + n* [ (x). (G

Cette relation, beaucoup moins approchée que la formule
empirique de Legendre et que la formule démontrée de M. Tehé-
bychef, a cependant quclque utilité, au moins jusqua une
certaine limite. Si I'on prend les valcurs de P (n) dans une table
de nombres premiers, elle conduit aux résultats snivants :
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n n? P(n) T f(7) P (n?)
L 10 100 5 | 7 | 0288571 27,8
20 400 9 | 19 | 0471024 74
| 30 900 1| 29 | 0157947 153,1
|40 1600 15 | 57 | 0148721 250,9
i 50 2500 16 | 47 | 0,158704 352,7

60 3600 18 | 59 | 9133780 499,6

70 4900 20 o 0,129 623 655,1

80 6 400 25 | 79 | 0124651 | 8193 i

90 8100 25 | 89 | 0,121570 | 1009,7 l
'@ 100 10000 - 26 97 | 01203517 12291 I
200 40 000 47 | 199 | 0105894 | 42028 |
| 300 | Y0000 65 | 205 | 0097435 | 88542 |
L 500 | 230000 96 | 499 | 0,089610 | 9224985
©1000| 1000000 | 169 | 997 | 0,080963 | 81134
i

Comme termes de comparaison, nous donnons ici les valeurs
de P(n?) qui résultent des Tables, de la formule de Legendre ou
de la formule de M. Tchébychef (*).

(') La formule de Legendre (Théorie des Nombres, t. 11, p. 63) est

n

logn — 1,083 66"

P(n)=

et la formule de M. Tchébychef :
n

P(n)=

iog n—1

II est assez curicux que celle-ci soit moins approximative que I'autre
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; n? Tables L T

| 100 26 2 28 |

400 79 81 80

900 153 137 135

L1600 232 234 230

L2500 568 571 366

| 5600 506 507 500

4900 635 661 654

| 6400 853 835 824

I 8100 1019 1023 1000

| 10000 1230 1250 1218

| 40000 4204 4205 4168

>

| 90000 8715 $717 8647

| 250 000 22065 | 2208 | 287
1000000 | 78495 | 78545 | 78030

VL. Prosrive . — De n-+1 @ n—+i (inclusivement), combien
de nombres non divisibles par les nombres premiers «, 3, v, ... w?
En nous reportant au Probléme I, représentons par N (») ce
que nous avions simplement appelé N; le nombre demandé

sera
N"=N(n -+ {)— N (n).

VII. Prosieme 1V. 2 et p étant deux nombres premiers
conséculifs, combien y a-t-il de nombres premiers entre 2\ et 211 ?

(On suppose 24 > 1) ().

(*) On sait quentre a et 2¢ — 2, il y a au moins un nombre premier,
« ¢tant plus grand que 5.




— 125 —

De 142 u, les termes non divisibles par 2, 3, 5, ... 4, p sont
premiers; car tout nombre non premier, compris entre ces
limites, admet un facteur compris lui-méme entre 2 et p. Le
nombre de ces termes‘est N (2¢). Semblablement, entre 1 et
24, il y a N (22) nombres premiers, autres que 2, 5, 5, ... A, w.
La réponse a la question est done

x =N () — N (2),
les diviseurs étant 2,3, 3, ... A, u.
Soient, par exemple,
A=1327, p=13561, 22=206)4, 2u=2722,

De 1 & 2654, les nombres non divisibles par 2, 3, 5, ... 1 561

sont :
I, 1567, 1575, 1381,.. 2653, 264T;

en tout, 166 nombres premiers. Ainsi, N (24) = 166. Dc méme,
N (2u) =180. Done

x=14.
En effet, les nombres premiers compris entre 2 654 et 2722
sont

2657, 26359, 2665, 2671, 2677, 2683, 2687,

2689, 2695, 2699, 2707, 2711, 2715, 2719.
Soient encore

A==320%, w=73200, 2= 0406, 2u=04l8.

On trouve N (24) =381, N (2v)=7581; donc x=0. En

effet, entre 6 406 et 6 418, il n’y a aucun nombre premier.

VIIL. ProprLive V. — Dans une progression par différence
donnée, trouver 1 termes consécutifs, respectivement divisibles par
n nombres premiers donnes. (On suppose que le premier terme
ct la raison sont des nombres entiers, premiers entre eux.)

Soient les n termes inconnus :

¢+ (l+1D3d, ¢+ +27, a«a+{U+3.. a+{+n)J,
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qui doivent étre respectivement divisibles par les » nombres
premiers :
P> Pas 1)3’ e Prs
Dans chaque cas particulier, les n équations
a+({+1)d=px,, u+(+2)d=pyxs, ..., a+ ({+n)d=px, (1)

feront connaitre la valeur générale du terme a + (I + 1) 0.

IX. Remarques. — 1° Les équations (1) exigent que d soit
premier par rapport a tous les diviseurs donnés.
2° On trouve que le premier terme, a + ([ + 1)d, doit avoir

la forme
a + Mo,

B étant un entier arbitraire, et M désignant le plus petit mul-
tiple des nombres premiers donnés (*).
3° Le nombre n est quelconque; done, dans une progression
donnée, on peut trouwver autant de termes conséculifs qu’on le
voudra, qui soient divisibles par des nombres premiers donnés.
4° Par suite, la différence entre deux mnombres premiers
consécutifs peut dépasser toute limite donnée.

X. AvrpricaTiONS. —— 1° Solent

, 0=058, n=4 p=2, p=7 p;=11, p,=19.

(2]

Q=
Les équations (1) deviennent

S+ 3(l+1)=2x, 3+5(+2)="7Tx, 5+35(+353 =1Uux,

5+ 5 (L + 4) =19x,.
Si I'on résout celles-ci, on trouve, successivement :

l+1=1+2, 0,=—2+78, 6,=0+114, 6,=9+190,
l+1=1467+2.7.11.199, a+({+1)d==7358+2.7.11.19.

Les termes cherchés sont done, par exemple,

7558, 7545, 15348, 7533.

(*) S'ils sont tous inégaux, M =pp, ... p,,.
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En effet, ces quatre nombres sont, respectivement, divisibles
par 2,7, 11 et 19.

2 a=1, d=1, n=06, p,=2, p,="7, p;=9I, p=7, py=11, p=I13.

Opérant comme dans I'exemple précédent, on trouve que les
termes cherchés sont égaux aux nombres

GO 848, 60849, 60850, 60851, 60852, 608355
augmentés d’un multiple quelconque de 180 180.
3° a=l, d=1, n=06, p=13, p,=11, p;=7, p;=H, p;=>7, p;=2.

La progression étant prolongée indéliniment dans les deux
sens, les termes cherchés sont, d’aprés I'exemple précédent :

— 608535 + 1801806, — 60852 + 180180 6,...,
ou, en remplacant 6 par 6 + 1:

119 527+180 1806, 119528+1801804, 119 329+1801804,...,

X1. Remarque. — Si le Probléme V a été résolu pour le cas
de la suite naturelle, il pourra I'étre, immédiatement, pour toute
autre progression. Soient, en effet, n nombres entiers consécutifs :

N+1, N+2,., N+n, ' (2)
respectivement divisibles par

Prs Paseess Py
Si les n termes .

a+(l+1)d, a+({l+2),. «+(+mn)2d (3)

doivent étre divisibles par les mémes nombres premiers, pris
dans le méme ordre, on devra disposer de l'inconnue /, de
maniére que

a+(—N)g
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soit divisible par py, pg, ..., p,. Désignant par M Ie plus petit
multiple de ces diviseurs, on aura donc I'équation

ol — Mz =No—a, (4)

a laquelle on peut toujours satisfaire, puisque 0 et M sont
premiers entre eux (X1, 1°).
Soient, par exemple, les nombres

2658, 2659, 2640, 2641,

respectivement divisibles par 2, 7, 11, 19. Si I'on prend a = 3,
d =3, I'"équation (4) devient

51— 2926 x =15 582.

Elle est vérifiée par x=2, l=1 466 : les nombres cherchés
sont done
7358, 7345, 7548, T7555;

comme on l'a vu ci-dessus.

XI. ProsLEve VI — Si la suite (2) a le nombre maximum
de termes, la suite (3) peut-elle en avoir davantage?

Nous disons que la suite (2) a le nombre maximum de termes,
lorsque N ni N 4+ n + ¢ n’est divisible par aucun des nombres
premiers Py, Poy cees P

Cela posé, admettons que e + [0 soit divisible par I'un de
ces nombres premiers, p, sans que N le soit. Le facteur p ne
divisant pas 9, il ne divisera pas No; done « + 10 — NO, ou
a + (I — N)J, ne serait pas divisible par p; et nous venons
d’établir le contraire. Ainsi les suites (2) et (5), prolongées
autunt que possible, ont toujours le méme nombre de termes.

XIII. ExexpLes. — I° Les nombres conséeutifs

62, 63, 6% 65, 66
étant divisibles par

2 7, 9 5 3

urie - UPMC - Cote : 2587
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sans que 61 ou 67 soit divisible par aucun de ces facteurs
premiers; prenons a = 13, d = 11. L'équation (3), qui devient

141 — 210x = 638,
donne
[ =98 + 210 6.

La suite la plus simple, répondant & 6 =0, est donc
1102, 1415, 1124, 1155, 1146.

Ces nombres sont divisibles par 2, 7, 2, 5; 3; mais 1 091 et
1 157 n’admettent aucun de ces diviseurs.

2° Trouver sept nombres impairs consécutifs, respectivement
divisibles par
3 5 7, 5 11, 15, B.
Si I'on représente ces nombres par

T+3, x+5, x+7 x+9, x+11, x+13, x-+15,

on devra prendre, pour x, un multiple pair des nombres pre-
miers donnés. Les différentes suites qui satisfont a la question
sont donc, a cause de M =3.5.7.11.13=15015:

3, 5, 7, 9, 1, 13, 15;
50035, 30035, 30037, 50039, 30041, 30043, 30045;
60063, 60065, 60067, 60069, 60071, 60075, 60075;
90093, 90095, 90097, 90099, 90101, 90103, 90105;

De plus, chacune de ces suites a le nombre maximum de termes.

XIV. La solution précédente, et les exemples & I'appui, sup-
posent que les diviseurs premiers donnés sont toujours pris dans
Pordre ou ils I'étaient primitivement. Si cet ordre est arbitraire,
la conclusion trouvée ci-dessus (XII) ne subsiste plus. Par
exemple, les nombres impairs consécutifs

5 5 7, 9, 11, 13, 13
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sont divisibles, chacun, par un des nombres premiers
5 5, 7, 11, 13,

tandis que 1 et 17 ne le sont pas. Mais, si I'on suppose ces
facteurs premiers rangés dans I'ordre suivant :

5, 7, 5, 5, 14, '153 57 5? 73 5(*)7

le nombre maximum des termes, au lieu d’étre 7, devient 10. Les
suites cherchées sont alors, a cause de ce changement dans les
conditions du probléme :

9441, 9443, 9445, 9447, 9449, 9451, 9453, 9455,
9457, 9459;

309741, 3509743, 309745, 309747, 309749, 309751,
309 753, 309755, 3509757, 3509759;

610041, 610043, 610045, 610047, 610049, 610051,
610053, 610055, 630057, 610059;

*)

XV. Tukorkne I (Théoréme de Jacobi). — Toute progression

par différence, dans laquelle le premier terme et la raison sont

premiers enlre eux, conlient une infinité de termes non divisibles

par un nombre premier donné.

Cette proposition résulte des deux lemmes suivants, qu’il suffit
d’énoncer :

1° Le premier terme a et la raison 0 étant premiers entre eux,
deux termes consécutifs quelconques sont premiers entre eux;

2° Sur deux termes consécutifs, il y en a un, au moins, non
divisible par le nombre premier p.

XVI. Revaroues. — 1° Si p divise 0, aucun terme west divi-
sible par p.

(*) Cet ordre est admissible, parce que les multiples de 3 doivent revenir
de trois en trois; ceux de 3, de cinq en cing, ete.

(**) Ces exemples sont tirés d'un remarquable Mémoire de M. Desboves
(Nouvelles Annales, t. XIV).
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2° Sip divise a, les termes divisibles par p sont
a, a-+pd, a-+2pd, @+ 5pd,..

3° Si p ne divise ni a ni d, un seul des p premiers termes est
divisible par p. Soit a + 0 ce terme. Alors tous les termes divi-
sibles par p sont compris dans la formule

T =a -+ (¢ -+ po)d,
6 étant un entier quelconque.
XVII. Lemve. — Soit une progression
a, a-+9, a-+ 29, a-+ 3d,..

dans laquelle a est premier avec O et moindre que 0. Si U'on prend,
dans cette progression, les termes divisibles par un nombre pre-
mier p, les quotients forment une seconde progression

a, o +d, a + 2, a +3d,..

dans laquelle a' est premier avec 0 et moindre que 0.
D’aprés la derniére remarque,

, a+1d
P
i étant inférieur & p; done
=0+ (p—1)d
a < _—
p
et, a plus forte raison,
o L 4.

D’un autre coté, si a’ et 0 avaient un facteur commun, ce
facteur diviserait a; ete.

XVIIL. Tutoreme 1. — Si, en partant d’une progression
a, a-+d, a-+24d,..

on forme, comme il vient d’étre dit, la progression

a, a+d a +24..
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uts, qu’au moyen de celle-ci, on passe a une troisiéme progression
pus, g

,

’” ’ .
a’y &’ +d, a’ + 29, ..

et ainsi de suite, on finira par retomber sur la progression primi-
tive. De plus, le nombre des progressions différentes divise le
nombre des entiers inférieurs et premiers a 0.

1° On vient de voir que les termes initiaux a’, a'’, a'”, ... sont,
comme a, inférieurs et premiers & 0; donc ils se reproduisent
périodiquement, en lout ou en partie. Soit a™ = a'. A cause
de

a™= glm=1) § X a4 -1

a(m);zm, a”)_—:_—~———-—-7

p P

a(m-—i) - a(n—-l) + (i(m~{) —_ l‘(n—-l))g j— 0,

on a

équation absurde, 4 moins que

atm=1 — gin—),

Ainsi, quand deux quotients a™, a™ sont égaux, les quotients
a™ ", a"Y, qui les précédent respectivement, sont égaux: a fait
donc partie de la période des quotients.

2° Soient

pa’=a + 19, pa’=a =19,.. pa=a"M+ N5 (1)
n élant le nombre des termes de la période. On conclut, de ces

égalités,
P el g

pr—1

Si done, dans le systéme de numération dont la base est p, on
réduisait en pEciMaLes (%) la fraction 5, on trouverait

ol e

a ) ) s
e 0,6n=Ngln=2) gt ggtn=jta=2)
Or, on sait que le nombre n des termes de la période décimale

(*) Clest-a-dire en fractions de la forme }%

.t Marle Curle - UPMC - Cote : 258 7
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est un diviseur de ¢ (9), ¢ (9) désignant le nombre des entiers
inférieurs et premiers a 0 (*).
XIX. Remarques. — 1° A cause des égalités (1),

1

a®, e ., a’, a
sont les restes de la division, par d, de
pa, pa™ ..., pa’”’, pa’:
les quotients correspondants sont
e, L

2° D'aprés la théorie des fractions périodiques, la période
formée par les progressions a un seul terme sid =p — 1; et, si
d=p + 1, elle en a deuzx.

XX. AppricATiONS. — 1° a =4, 0 =19, p = 11. Les progres-
sions sont

4, 13, 22, 31, 40, 49, 58, 67, 76, 85, 94,..

2, 11, 20, 29, 38, 47, 56, 65, 74 83, 92,..
i, 10, 19, 98, 57, 46, 35, 64, 73, 82, 91, ..
5, 14, 25, 52, 41, 50, 59, 68, 77, 86, 95, ..
7, 16, 25, 34, 43, 32, 61, 70, 79, 88, 97,..
8, 17, 26, 33, %k b3, 62, 71, 80, 89, 98,..
4y 13, 22, 51, 40, 49, b8, 67, 76, 85, Ok, ..

La période a 6 termes, et 6 =9 =10 (9).
2 a=17,0=20, p=3. On trouve

, 27, 47, 67, §7,..
49, 69, 89,..
23, 43, 65, 83,..
21, 41, 61, 81,..
7, 27, 47, 61, 81,..

Ainsi, n—==4, 9(3)=20.1.:—8§,

= o] <l <
S
%)
=

-

(*) Nouvelles Annales, t. 1, p. 465.
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3° a=17,0=10, p = 11. La période doit avoir un seul
terme (XIX, 2°). En effet, de

7, 17, 21, 37, 47, b1, 67, 77, 8T,.
on tire la progression
7, 17, 27, 37,.
4 a=7,0=12, p=11. La progression donnée étant
7, 19, 31, 43, B3, 67, 79, 91,.
on en déduit
5, 17, 29, 41, 53, 65, 77, 89,.

aprés quoi ’on retombe sur la premiére progression.

XXXVII. — Sur une application de la formule du
binéme aux intégrales culériennes. (1858) (*).

I. Le coefficient de x*, dans le produit des polynomes

l L —1
14+-x+ ( )x2+---+ x,
1 1.2
U Ui —1
1+—x“+—£——,—)x"“+-«-+x‘",
1 1.2

est, en représentant par C,, le nombre des combinaisons de
[ lettres, prises k a k :

U U —1
LC’"‘—PIC“‘“-‘- (1.2 )

Cl,’f+2 e

D’un autre coté, ce coeflicient est égal a celui de x*, dans le
développement de (1 + x)*"«™"; done
U Uir—1

C'+l': Ik = 1. Cl,k -+ " Cl,k+l -+

e

(*) Un extrait de cette Note a paru dans les Comptes rendus (t. XLVII).
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Il. On a
I—k (—kil—k=—1)
- "¢ Cping = A
Ciiga o Cuis k42 k= 1) (k +2) bk
De plus,
Tg+1 1
Cl,k= ( ) =

ThaD)IT(l—k+1) (—kBk+1,1—k
C _ 1
IR B+ k1,1 —k)

Au moyen de ces valeurs, 'équation (1) devient

Blk+1, I—k)  Ul—k =) (I—k)l—k—1)

_— = — -— + ey 9
BU-kat, —k) Tkt T 1.2 (ke d)k+2) @

ou, en posant

k+l=p, l+bk+1=q, l—k=m:
Bpm) , mp—q mm—=Np—gp—9+1)

B (q, m) 1 P 1.2 P(P"‘“) (A)
_mm— ) —(p—q(p—g+Np—g+?
1.2.3 pp+1)(p~+2) !

IIl. L’égalité (A) a été trouvée en supposant [, I' et k entiers
positifs. Par conséquent, elle parait soumise & de nombreuses
restrictions. Néanmoins elle est générale, cest-d-dire qu’elle
subsiste lorsque p, ¢, m étant des quantités positives quelconques,
le second membre est un polynéme ou une série (*).

(*) Cette série est toujours convergente. En effet, lorsque p surpasse g,
les termes du second membre sont, en valeur absolue, respectivement
moindres que ceux de la série

m  mm—1) mm—1)m—2)

14—+
1 1.2 1.2.3

(a)

laquelle est convergente (Comptes rendus, t. XLV); et, si ¢ surpasse p, les
mémes termes, pris encore en valeur absolue, sont, a partir de Vun d’eux,
respectivement moindres que ceux de la série (), multipliés par un factcur
constant,




— 136 —

Pour démontrer cette proposition, évidente si p=g¢, nous
distinguerons deux cas :

1°p>q.0Ona
p—q_Bp—g+lq p—g+1_Blp-q+2q
P B(p—q,q) p+1  B(p—g+1,9)’°
donc le second membre de la formule (A) égale
1 m m(m—1) ]
—— | B(p—q,q)— — B(p—q+1,q)+ B(p—q-+2,g)—--
mp_qﬂ{(p PO— 7 Bp— b == Blp—g2)—
,1 A
e —— P — gt —o)mde
B@—%m// =
_Blp—gm+gq) Bm+gqp—yq)
Blp—¢:9 B(gp—9)
Ainsi, I'équation (1) se réduit &
B(p, m P —
(pm) _B(n+qp—g) -

B(q, m) B(g,p—9)
[ ]

Mais, en vertu d’'un théoréme d’Euler :

B (p, m)___B(p, m =+ q)
B(q, m) B(q,m+ p)
Bm~+gq,p—q) Bm~+q,p)

= ’

Blgp—q)  B(gm~+p)

done I'équation (3) est identique.
2° p < q. L’équation (A) étant démontrée pour les valeurs
de ¢ inférieures a p, il suffit de faire voir qu’elle subsiste quand

on y change ¢ en ¢ + 1. A cet effet, appelons ¢ (m, p, q) le
second membre : on trouve aisément

m
w%%w~wmmw+ﬂ=-iwm~hwﬂw+ﬂ.m

D’autre part,

B (p, m) B (p, m) m B (p, m) m

m%m"3@+mm=—ZMmM=—;wm%m.@
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Conséquemment, il reste & vérifier que

pe(m, p, ) =qep(m —1,p + 1, g + 1),
ou que

p[1—'r£p_q+ m(m—'l)(P—(I)(P"“‘I'*‘4)__,]

=q[b_m‘4p—ﬂ*fm“UW%ﬁﬂn—m@—q+1t_
prip+ . p+0)p+2 |

Le premier membre de cette égalité peut étre écrit ainsi :

|t =9 —g+ D) m=tin—y)

p ‘ —r—q 1 p+1 1.2
(p—9)p—g+1| (p—9)(p—g+1)(p—4+2) )
—(P—q)ﬂ-——-m-— (p+1p+2) e
Or,
p—r—9=¢;
p—q)p—q+1)_  p—gq,
P—=9= p+1 Cip w1’

et, en général,
P—qp—g+N)-(p—q+i)  (p—@QP—g+1)(p—g+i+1)
p+Dp+2 .. (p+19) p+Np+2 .. (p+is1)

_ =9 —g+N)-(p—g+9)
(p+1(p+2 ...(p+z'+1)’

ou
1__p-—q+i-&-1_ q

p+i+1  paia+1

La relation (6) est donc identique.

1V. Dans son savant Mémoire sur les intégrales définies eulé-
riennes, Binet démontre une formule équivalente 4 :

B(p,m) B +(p—q)(p—q——1) m(m + 1)

B(q,m) 1 m+q 1.2 (m—+q)(m+q-+-1)

- ()
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Par le changement de p—¢ en m, de m en p— q, et de p en
m + q, celle-ci devient
Bm+q,p—q)_, mp—q mm—D)p—qp—g+1) .
Blg,p —q) Tp 1.2 pp+1)

d’ou, & cause de la formule (A) :

B(m+q,p—q) _Blp,m),
B(g,p—9g)  Blgm)’

ce qui est précisément I’équation (3). Ainsi, le Théoréme d’Euler
donne l'une des formules (A), (A’) au moyen de I'autre; et,
réciproquement, ce théoréme est une conséquence des deux
formules.

V. La formule (A) permet de développer, en séries conver-
gentes, I'intégrale eulérienne de premiére espéce et son inverse.
En effet, si I'on suppose ¢ entier,

1.2.5... (g — 1)
m(m 4 1)..(m + ¢g—1)’

B(g, m) =

done, par le changement de m en ¢ et de ¢ en m :

_ 1.2.5... (m—1) |',l qp—m+q(q—l)(p—m)(p—m+4) ":I:(B)
glg+1).(g+m—1) 1 p 1.2 plp+1)

B(p,q)

m est un nombre entier arbitraire. Si, par exemple, m =1 :

p—i[l g1 90— 1 qlg—N)g=2 1 ¢,.].(c)

B = )
(p>9) q Lp—1 1p 1.2 p+1 1.2.3 p+2

De méme,

1 _plp+d)(prmA), pm—g plp—1)(m—g)(m—g-+1) ] )
Bip,g) 1.25..(m—N)[ 1 m = 1.2 m@m~+1)

et

1 —1 —1)(g—1)(g—2
_=p[1+11_0q1 +P(l;.2 )(q 4).(3 )+.”]_(E)
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. : L(p)T(m~+q)
VI. Le premier membre de la formule (A) égale OICET

Si I'on suppose p==q + ¢, ¢ étant un nombre entier, ce premier
membre se réduit a

qglg+1)..(g+7—1) .
(m+q)m+q+1)(m+q+1i—1)

Conséquemment,

qglg+1)..(g+i—1) _
(m+q)(m~+q+1)..(mn+q+i—1)

. , " (F)
g_m i +m(m——1) i(i+1) _
1qg+1¢ 1.2 (g+1i)(g+i+1)
Par exemple,
9 4™ m(m—1) _ m{m—1)(m—2) (). (6)
m--q g+1 (g+1)(g+2)  (g+1)(g+2)(g+3)

VII. Parmi les applications de la formule (A), I'une des plus
intéressantes me parait étre le développement de = ou de 71[, en
séries convergentes. Pour obtenir une infinité d’expressions de
la premiére transcendante, il suffit de supposer

1

1
q entier, p—q=i+§, m+q=i’+§,

i et ¢' étant des nombres entiers. On trouile, en effet,
e—1) 1.2.5.. ({+7)
( )(5) B -
p 2/\2/ "\ 2 (H)

% [1__r_n_p —q, m(m—'l)(p—-q)(p—q+4)_ ] !
1 1.2 p(p + 1) j

Soient, par exemple,
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1.3.3
4 2.5 2.4.3 2.4.6.7 2.4.6.8.9

De méme, en prenant

4
p entier, q~-p.—:£+§, m+p=7 +§,

on trouve

B 656 6)- )
1.2.5.. (p—1) 1.2.5..0+ 1) (K)

mp—q mm—1)(p—q)p—q+1)
x[d_i_ P * 1.2 p(p+1) _:I

4 1\ 1 \? 1.5\
=1+ |- + 4 [ — ] (L)
m 2 2.4 2.4.6

VIII. La formule (L) équivaut & la proposition suivante, que
P'on peut interpréter géométriquement : La somme des carrés
des termes du développement de V' 2 = (1 + 1)3, égale;.

IX. Plus généralement, puisque la formule (A) est la traduc-
tion de I'équation (1), celle-ci subsiste en méme temps que la
premiére. Par conséquent : soit k un nombre entier, positif ou
nul; soient I > k, I' > —1 : le coefficient de 2*, dans le produit
des séries

v Li—1)

I+ —x+
1

s =1 0—9
1.2 1.2.3
l’ '—‘, ’ ’_ ’
r—n _, te—=n
1.2 1.2.3

P oo,

—2) s )

1+ o'+
+ 1

(") Comme une de ces séries est néeessairement divergente, il est bien
entendu que l'expression : coefficient de x*, dans le produit, signifie : somme
des produits des termes dans lesquels lo. somme des exposants égale k.
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égale
Feg+0+1)

T +k+DT{l—k+1)

Par exemple,

L0 L= nl@—1) D +l+1) )

117 1.2 1.2 7T rienrg

X. Considérons les séries :

1\ 1 1.5 \?
y=‘+(§) x’*(n)”*(z i 6) g (0

\ (4)2 . <4 .5)2 . (1 3 .5)= - -
=14 |=] 2+ xt + x% 4. 7
z ) 2.k 2.%.6
pour x =1, la prefniére se réduit au développement (L).

On trouve aisément les équations différentielles

dy\’
xrZ== (x (E) > (8)
Xz = [x (1 -z %] ,, (9)

dans lesquelles les accents indiquent des dérivées (**). Si done
la fonction z était connue, nous aurions

x l X
y=1 + i xzdx.
Y X

'h ;)

(*) Laplace avait remarqué I’équation

1 1)2 (1(1—1)2+ T+
+(? + 1.2) TR

mais sa démonstration (rapportéc par Lacroix) suppose 1 entier positif.

(*) L’intégrale générale de I'équation (9) est

1 do ! do
z=A — e -+ B/
S Vi—a—ae) S V(=)= et

(Journal de mathématiques, t. X1X); mais cetle formule n’est pas nécessairc
a I’objet que nous avons en vue.
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On sait (*) que

9 z
Z = —/ ' dcp —5
7 V1 —asin® g
0
d’ot résulte

‘/' aczdac—— _xsin‘pdx
sin® <P V1 — x%sin? q)

0

ou
® 2 _—
/ xzdy = — — x%sin qp)
. kg sin? Cp
0 0
puis
2 7 do ** dx
y=4+;/2sin’¢ x( — V1 — a*sin cp)' (10)
¢ o
Posant
v sin 6
o sing ’
j’obtiens

P 9 o . 1
da sméoda
——(1 —V1 = x’sinch)= sinodg— ,
x i
cos — 8
0 G 2

dx —_
/ —(1—=WV1 —x’sin’cp)=1 —cose+2(cos—4—e.
» 2

ou

Par suite,
Z do 1
=1+ — °cos—46 | ;
) / qu)[ coso+2{cos20],

(*) Voir, par exemple, la Mécanique, de Poisson, t. I, p. 346.
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et enfin, par un calcul plus long que difficile,

A C
y=-—|2 doV/ 1—a*sinp—(1—a? — T |-
Tl e l/l—xzsin’cp

0

Telle est, sous forme d’intégrale définie, la somme de la série
(6). Pour x =1, y se réduit a 7—':,; ce qui devait étre.

XI. Dans la formule (B), changeons p en m et m en ¢ : il en
résulte

[1+m—p2+(m“‘P)(m—P*'l)q(q—l) ]

P 1.2 p(p+1)
X[l_nz—P1+(m—P)(fn—P+1)‘7(q—1)_...] ‘ (M)
I m 1 2 mim—1)
=1. |

Si, par exemple,

1 1
m:-ﬂ-; p=1, q=—2-;
11 1.5 1.4 1.3.51.1.5
299 2.4 2.4 2.4.6 2.4.6
AL 1.1 .
e e
X 21 2.4 1 ’

ou

XII. Ecrivons ainsi la formule (A) :

Blp,m) _,  ma—p mm—1g—pG—p—1
B (g, m) 1 p 1.2 p(p+1) )
mm—1)(m—2)(g—p)(g—p—1)(g—p—2)
+ e
1.2.5 1.2.5
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En y remplacant p par ¢ et ¢ par p, puis en combinant par
multiplication, on trouve

[1+ﬁq—p+m(m—4)<q—-p) (q—P——i)_F_._]

1 p 1.2 pp+1) ™
p—q mm—Np—q (p—q—H1)
1 e =
x[+1 T2 7+ 1) +] g

Cette relation remarquable, qui n’est peut-étre pas nouvelle,
peut étre déduite de la formule (M), par un changement de lettres.
Elle donne, en particulier,

4 L35 4.5.6 4 k.5 4.3.2
1—5-4+5. — — " ) 45 5. —— ) =1,
9 9 9.10.11 5 5.6 5.

XIII. Soient, dans la formule (A) :

=1, m=17+ —> —1 4 —:
P z+2 q z+2,

¢ étant un nombre entier. Le premier membre devient

B(’i i+~) .
’ 2 FE+2  1.2.5..06+1) 1
- 2_ ¥ . 2_
B(i+§,i+1) 1‘(i+3) 15, 3..2”4 .
2 9 2 2 2 2 2
ouae 1:2:3. (1) 1'
[1.2.3.. 2+ 17’

et le second membre :

(2i+~1)2 2 +1 2%'—'1)’ 2 +1 2%—2 27— 3\2
1+ +( . +( . . RN
2 2 4 2 4 6

Done

1=(1)2:+2[ B3.5..(20+1))? [1+(2i+4>2+(2i+l .21'—4)’_'_”]‘ ®)

7 \2)  1.23.34+1) 2 2

On a ainsi une infinité de développements de la transcendante
1 :1a formule (L) en donne un.
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Addition. — (Aot 1884.)

XIV. Si, dans la formule (A) (p. 155), on fait
M=o, (=y—u, p=9y —a—27,

elle se transforme en

By —a—fon)_, 2 F +¢(a_;_j') Ee—1
B(y —«, ) ly —a—p -2 (r—e=p)ly—a—f+1)

En vertu du Théoréme d’Euler, le premier membre est la
méme chose que
By —a—p, y)__ Iy — a— ) ]‘(7)
By —a,y—8) I'(y—a)l'iy—25)

Ainsi
P(y—a—8)1'(>) 2 B a{z—1) 5(6 — 'l)

; E D Cu + - (R
Iy -2l —5) +'I ¥ - a—§+ 1.2 (y—a—P)y—a- ®)

Cette relation, dans laquelle les arguments sont positifs (*),
a une grande analogie avec la célébre formule de Gauss :

it 1 BT IR 1L L DU
Uy — )y —5) iy 1.2 »+1)

Il'y a plus : on peut passer de I'une & 'autre, au moyen de la
formule de Binet (p. 137). En effet, ce savant Géométre I'a
donnée sous la forme

B(p—u, I/)=‘] L Y (u “+ )q(q 4])
B{p, 9 Prqg 2+ q)p+g+)
. L1/Rd VL N
2.5.p+q)p+q+1)p+q-+2)

(1)

(') Draprés les hypothéses faites sur m, n, p (p. 155).
(") Jowrnal de Ecole polytechnique, 27¢ Cahicr, p. 150.
10
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Or, si F'on suppose
g=a a=f peq=r,

le second membre devient la série de Gauss. Quant au premier
membre, il a pour valeur

By —o—p2)_Dor—a- T

By —ms  Lr—ale—p

Aiusi, la formule de Binet ne différe pas de celle de Gauss.
Drailleurs, on a vu ci-dessus (p. 156) que lcs relations (R), (T)
se raménent 'une & l'autre; ete.

XV. Remarque. — D’aprés ce que nous venons de rappeler,
(1) est une simple transformée de (S). Néanmoins, si la quan-
tité o+ {3 est positive, la premiére formule est préférable a la
sceonde. Voici les motifs de cette appréciation :

1° Lorsque a ou (3 sont des nombres entiers, le second membre
de (R) est composé d'un nombre limité de termes, le sccond
membre de (8) est une série.

2° La série (R) est plus convergente que la série (8).

Soient, cn effet, u,, U, les termes généraux des deux séries;
savoir :

a(x+1) . (z+n—26(0FE+«1)..(8+n—2)

e = 1.2..n—1) Y1) (r+ n—2)
G alx —1)..(z—n+2) EB(E—1) (b —n +2)
T2 (n— 1) (r—a- By —a— B 1) (y—a—frn—2)

Oe la résultent :

Upy 2+N— 18 +n—1

o ,
u, n v +n—1

Chy a+n—1 B—n-+ 1

U n v —a— 54+ n—1

n &

Ces fractions tendent vers l'unité. Done la proposition énoncée
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sera établie si nous vérifions que, a partir d’une certaine valeur
de n, on a constamment

Ut Uais
U, u,

Or, au moyen d'un caleul fort simple, cette inégalité se trans-
forme en

(e +B)[(r— 1)+ 2y —a — &) (n —1) —«B] > 0.

XVL. Décomposition d’une fraction. — Si o est un nombre
enlier, égal ou inférieur & 3, on a

I'(»)

Ly — 1)y —2)...(y — ),

o —2 (o ) (v ) (¥ — )
Iy —a—p) 1

Mo —8 b= —f—2)ulr—x—p)’
et I'égalité (R) se réduit a

r—=N0—2)..(r —9a _
v —8—1D—p—2) .y —f—a)
R BE—1)
Ty—a—B 1.2 (r—a—Plo—a—ptl)
Bip—1)..(B—a+1) )
(v—e—=fr—e—FB+1).0—F—1) l

©)

-+

Ainsi, la fraction rationnelle formant le premier membre est
décomposée en 1, plus la somme de a fractions rationnelles.

XVII. Décomposition d’un produil. —— Remplagons y par x,
a par n, (3 par a, et chassons les dénominateurs; nous aurons

(¢ —1)(x—2) .(x—n)=

(x—a—1)..(x—a -—n)+¥a(x——a—-1)...(.r —a—n+1)

— 1
+?—(—:—o———)a(a—l)(x——a—1)..(m—-a~n+2)+~

. -

V)

+a(e—1) . (0 —n+ 1) |
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XVII. Remarques. — 1. Dans cette identité, n est un nombre
entier, a est une quantité quelconque.

1. Le second membre est indépendant de a.

III. La formule (V) est analogue a celle du binome des facto-
rielles, mais plus générale que celle-ci.

IV. Si l'on désigne par f(x) le second membre, les racines
de f(x)=0sont 1, 2, 5, ... n.

XXXVIIE. — Théoréeme d’analyse. (1858.)

Soient

I

[ (x)

@) COS X ~+ (s COS 2T +-+++ @, COS NX —-+++, (1)
(x)—_— b,

cos x + b, cos 2+ 4 b, cos nax +-- (2)
deux séries convergentes. Je dis que
2 7
by + by + o+, 4= —/ f@)o(x;dx(*). (3)
Te
0
En effet,
[(x)o(x) = E ab,, cosnxcosn'x + 2 a,b, cos® nx;

done

0

e tha T
/ f(x)o(x) dx—_-z.a“b,, €08 12X €OS n'xd:t—!—z anl)/ cos’ nxda;
L= e
0 [

(') Ce théoréme, énoncé d’unc maniére un peu différente, est connu sous
le nom de Formule de Parseval. Mais la démonstration donnée par ce Géo-
métre est inadmissible, car elle suppose I'emploi des deux séries

g+ @yt + azl® + -,
by byt V0t 24

et, si unc est convergente, 'autre est ordinairement divergente.
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ou, d’aprés les relations

VT e
/ cosnxcos n'xdx =0, / cos* nxdx = —
e e

/ [(0)p(x)dr == - S‘ b,

Application. — SiT'on part des formules connues :

cos X €08 2x  cos ax

- + - + )
1+ d* h4+d@ 9+a

cosx c0s 2x  cos ox .
:)_gg 1——!(71"—“7——-—_—‘; == ria 2+‘ T ),
2 e — 7 1 +a A+a )+ a
on a
1 1 1

(I +a (b +a) " Y+ &y o

‘1 4 ea(?r—a;) 4- e a7 -x) e 4 el
= / tr ——eeee — A {1 — ur ————— | dx.
Q= . T T et — T

o
Le produit des deux binomes est

99

a'rw

[6(4;7 4 7 4 ea(?f—‘iz) e a(,‘.’-?r)]
(eaz' —_— e—ux)‘z

arw - _
—— — [ea(“-;) + e~a(u—1)+caz + e»—tu-] + 1.
T __ g o7
De plus
124 a —
T —1 iz | — et
/ il = —— ) / e “dyx = )
e u . a
0 0
T 0‘.‘07'___ ' (. ‘ —e [
/ e = ——— / o2y ==
. 2a . 2a
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Si donc nous appelons A Tintégrale définie cherchée,

2,2 - 20T 20
«’n 4 —e e —1
A=———— |2 ("7 + ¢) + &7 + e
(e — em7)? 2a 2a

k3

e [(ﬁ“”('l — ) 4 T (T — ,!) + T — e—aﬂ'] + 7

a’r o om L ET— 7
= | 7 (¢"7 + e7°7) + — 7.
(ca/‘r — c—a:)z ( ) p

Par suite,
1 1 1

— + —
(I +a?)  (b+a) Y+ a?)
(eaz' - e—-m)‘z . (eayr — ) — a’n® (7 + e—-“ﬂ)
Qa‘ (eaz- — e—u;‘r)‘z

Lorsque a =0, lc second membre se réduit & -5 =*; done

1 1 1 1 7

—— - Ty

———
Y R L A 720

résultat connu.

Addition. — (1884.)

Dans le Traité du Calcul des probabilités, de M. H. Laurent,
on lit (*) ce qui suit :
« Silona

V3 2V 1 e

o(eV) —ay + e + e

Pl =by + b~V - be Yt 4

b

» cn faisant le produit..., on trouve

1 (2T

(A) = 0 (V)G (V) dt = agy + aiby + aghy + -

4

» Cette formule permet, ..., de trouver la valeur de la série dont

(") Page 7.
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» le terme général est a,b,, quand on connait les valeurs des
» séries (supposées convergentes, lorsque le module de x est 1),
» dont les termes généraux sont a,x, et bix,; et c’est en cela
» que consiste le théoréme de Parseval. »

Marc-Antoine Parseval (*) dit tout autre chose (Mémoires
des Savants étrangers, t. 1, p. 639) :

« Si 'on a done deux suites

A+Bf+ Cf* +Ff* +cte. =T

1 1 1

fr'r

» dont on a les deux sommes respectives T, T’, on aura la somme
» de la suite

+ ete. =T’

Aa + Bb + Cc + Ff + ete.=V

» en faisant opération suivante...... Je dis que 'on aura

1 /V’+V”
V=- —du
U 2

» u étant fait égal.a 180° aprés Uintégration »

I n’est question, pi de convergence, ni de module, chose peu
étonnante en 1'An VII. L’exemple choisi par I'’Auteur est fort
curieux :

« On a, comme on sait,

1+ 2f + 2+ &f° + cte. =

1 —x/"
N :
1+x/—c+xﬁ+x i,—a+etc.=4 "
» Je demande la somme de la suite /

1+ 2% + x* + a5 4 ete. »
Si I'on suppose x = f < 1, la seconde série devient
1+1+1+14..

et tout I’édifice s’éeroule!

(*) Dans la plupart des Biographies on ne trouve aucun renseignement
sur ce Géométre.
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XXXIX. — Sur la séric harmonigque (1856) (*).

I. On sait que

1+1+1+ —i—4 £ C |
,1 2 3 e 7—1—_ n—¢(n)+ ’ ()

@ (n) s’annulant quand n devient infini, et C représentant une
constante dont la valeur, calculée par Euler ¢t Mascheroni, est

C=0,577 215 664 901 532 860 ..

En remplacant £ n par

n n—1 1
GGy Gl

on a

(2 (g3t n_ N g
‘P("):(‘_H( 1 2)+( 2“5)““"'4 ('Qn-—a“Z)‘ @
Soit

d’ott

el

:P(IL)=-‘=C—-—1+/’ d—a(i—— - )(c‘“——e‘”“). (3)

e¥ —
Cela posé, cn appliquant mot & mot la méthode employée par
M. Liouville, dans sa Note sur Uévaluation du produit 1.2.5 ...x,
on trouve
1 1 1
on) > — 50 ofn) < — 5+

J— y/
2 120’ ®
(*) Relativement a la série harmonique, on peut consulter les Mémoires

intitulés : Sur la constante d’Euler et la fonction de Binel; Recherches sur la
constante G, ete.
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et, par conséquent,

1 1 1 1 1
T+§~+g+m+;<_{’n+2—n-» c, (4)
1.;-1+1-|....+1>_{3n+l— ! + C. (B)
1 2 3 n 20 A7

Les formules (A), (B) donnent ainsi deux limites entre les-
quelles est comprise la somme S, des n premiers termes de la
série harmonique. Si I'on fait n =1 000, on trouve

Sioew < 7,485 470 95, Sy > 7,485 470 86.

Ce résultat est d’accord avec celui que donne Lacroix.

Il. La série dont le terme général est u, est convergente (*).
Draprés le § 1, elle a pour somme

1 —C=0,,422784 555098 476 139...

INl. La série harmonique cst trés peu divergente, puisque la
somme de ses mille premicrs termes est & peu prés 7,5 ; mais
la série dont le terme général est-i diverge encorc bien plus
lentement. En effet, si I'on suppose

et

on trouve :

1 ( 1 1 1>‘
"1>")_J)") +:+:+“'+_v

ou, par ce qui précéde :
b
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Soit
p = 1000,

auquel cas
n = 24000’

nombre de trois cent deux chiffres. Les formules (C), (D) donnent

Sn—l > 5:4" Sn—l < 1018'

Ainsi, bien que la série considérée soit divergente, la somme
de ses premiers termes, jusqu’a un rang marqué par un nombre
de 302 chiffres, est inférieure 2 11. On arriverait & des résultats
encore plus curieux si I'on considérait la série divergente

1 -+ 1 d-eer ____1._—._ -+
2L02LL20 3L5(L£L3) nPn (L9 n)
1V. Ecrivons ainsi les formules (A), (B) :

1 1 1
P — 4+ €S, <P+ —aC.
N 2n

b 2n A2

Nous aurons, en changeant n en 2n :

i 1
Y — D] —_—
J\(n +1m 43:@+C<’"<‘(("+/ + C;

, par conséquent :

' 1 1
‘QQ'_"L_ <‘~?n B <‘C2'——+

kn 48n 4n 120t

Ainsi, la somme des n termes qui, dans la série harmonique,
suivent les n premiers, est comprise entre
1 1 1 1
S )
\ hn 48n? N hn 1207
De la résulte

I ( 1 1 1) 9 (*
n + - e — | = L9 (.
! n+1 n -+ 2 * 2n .Q ( )

(*) Voyez, sur ce point, les tomes XVII et XVIII des Nouvelles Annales
de mathématiques, et aussi le Traité élémentaire des séries.




Addition. — (Juillet 1872.)

La derniére formule cst une conséquence de Cidentité, presque
évidente :

1 | 1 { | 1

e — ] —

n+1 n -+ 2 20 2 3 2n

XL. —Sur unce fonction homogeéne entiére. (18538) ().

Plusieurs Géométres, parmi lesquels il suffit de eciter
MM. Cauchy, Bertrand et Serret, ont indiqué divers procédés
qui permettent d’évaluer la fonction

n4+p—1 nitp-14 n+p-14
a b l
v e ——

— e
[Tw) (b)) 1
au moyen des cocfficients de I'équation f(x)=10, dont a, b,
¢, ..., k, [ sont les n racines (supposées inégales); mais personne,
que je sache, na fait attention a Pidentité de cette fonction
symétrique fractionnaire avec la fonction homogéne entiére, du
degré p :
H,,== 2 arbBe? 1.

Cette identité résulte de la proposition suivante :

Tuéorime. — Soient a, b, ¢, ..., k, | des quantités quelconques,
inégales; el soil, pour abréger,

fla)=(x—a)(x—h)..(x— k) (x — ).
La fonction, entiére et homogene, des n leltres a, b, ¢, ... k, |,

dont p est le degré, est égale a la somme des valeurs que prend la

(") Note sur une formule de M. Botesu (Bulletin de '’Académie royale d¢
Belgique).
(**) Cette Note a paru dans les Comples rendus.
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/raclwn T ) , quand on y remplace x par a, b, ¢, ... k, . En
d’autres termev
artet bn+p—l [rtp-t
”,,_,'——-S' Ll‘xb’g(?'/..l)="7——-+—.,_—— e ———— ('l)
v [la)  [(b) ()

les exposants a, (3,7, ..., }, entiers et non négalifs, étant déterminés
par Péquation
2Py d=p. (2)

Pour démontrer I'équation (1), qui devient identique si n
égale 1 ou 2, il suffit de faire attention que

]ln, = ”n——l,p -+ ["u-l.y‘i -+ Pun—l,gn— g + oo lp”n-l.l) ’

et d’avoir égard aux relations connues :

” un—l "n—l ln—i

n 0=/ ., -+ e s -+ .,—= )
["(@  [(b) )
an—! 1)71—2 ]n—?

- -+ — +...+-’——-=
["la) ~ ["(b) [ )

CoroLLaire. — Si Uon multiplie la fonction H, ,, qui renferme
C, oy termes, par

Pe=(a—0) (a—c)...(u—l) X (b—e) (b—d)...(b—1) X--- X (K — 1),
le produit contiendra seulement n termes.
Par exemple,

(@ + 0" + ¢ + a®h + da¥¢ + 0'a + b + c’a + ¢*b + abe)

X(u—>b)la—¢)(b—c¢)==a®(b—¢)+b(c — a)+ ¢ («—b).

Remarques. — 1. Le dernier énoncé suppose que l'on ne
développe pas les produits qui multiplient @™, ™+, ¢"tot,

=% Dans le cas contraire, la fonction H, ,, P prend la forme

E artrt 2 bt -3 L K

d'apres un théoréme de Vandermonde; et alors clle contient un
nombre de termes égal 4 1.2.5...n.
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Il. Si T'on divise x™*-* par f(x), et que l'on désigne par
¢ (x) le reste, on a

ave -t Jnp A
o101 = 0 [y - )

donc le premier terme de ce reste est

un+p-—l bn-]-p-i ln+p—l

XLI. Sur les surfaces cyclotomiques. (1859) (7).

I. DerinitioN. — La surface cyclotomique est engendrée par une
circonférence de rayon variable, dont le centre O est fixe et dont
le plan passe par une droite fixe Oz (***).

Il. Equation de la surface. — Ox, Oy étant deux axes perpen-
diculaires a Oz, soit M un point quelconque de la surface, situé
sur le méridien GMH (™). Posons

OM=u, MOG=4¢, GOx=o.

I1 est clair que u est une fonction de w; donc nous pouvons
prendre, pour équation de la surface, soit,

u = [{a), <))

soit

By t=0 (1/) (2)

r

(*) En général, le reste dc la division de F(x) par f{x) cst

. F(a) F(l)
) =[(@)| ——p o ———— |-
(@—a)/"(a) @—=0r0

(**) Cette dénomination, trés bien choisie, m’a été proposée par
M. de Saint-Venant.

(***) Le lecteur est pri¢ de faire les figures.

(") Le point G est supposé dans le plan xOy, et le poiut H, sur Oz :
GMH est donc un quadrans du cercle générateur.
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1. Normale. — Il est visible que la droite MN, normale en
M a la surface, rencontre 'axe Ol du méridien GMH : cet axe
est d'ailleurs la perpendiculaire 4 OG, située dans le plan £0y.

IV. Trajectoires orthogonales des sections meéridiennes. —
Considérons le cone de révolution engendré par OM tournant
autour de Oz, et projetons la figure sur le plan méridien GMH.
La tangente MT, & cette section, est normale au eéne. D’un autre
¢01é, la normale-a la eyclotomique est projetée suivant MO (III).
D’aprés un théoréme connu, ces deux droites sont perpendicu-
laires entre clles; donc le cone coupe orthogonalement la surface.
La tangente a l'intersection PMQ est perpendiculaire 4 MT, ou
normale & GMH ; donc les trajectoires orthogonales des sections
méridiennes sont les sections de la cyclotomique par des cones de
révolution aulour de Oz (*).

V. Equation des trajectoires. — L’équation (1), qui représente
la surface, représente aussi la directrice, supposée située dans le
plan ay. Si nous appelons r la projection de OM sur ce méme

plan, nous aurons
== ucosd,
ou
r=cosf [ (). (3)

Par conséquent, les trajectoires orthogonales des sections méri-
diennes se projettent, sur le plan de la directrice, suivant des
courbes semblables a celle-ci.

VL. Relations entre les coordonnées d’un point. — On a
X = ucosfcosw, y=wucosbsinw, z==wusinA. (%)

On déduit, de ces formules :

ﬂ:——businacosw l—y=—usin99inw iz—uco )
dux [du .\ dy du .
= cosf (’—l; c0Sw— U sin :o), o =0s9 (% sine + uCOS:o),
dz  du (6)
‘7; = (—w sin 4.

(") Démonstration nouvelle (février 1867).
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VIL. Elément de la génératrice. — 11 a pour valeur
ds = ud. (7)

VIII. Elément de la trajectoire. — En désignant par o la
longueur de I'arc PM, comptée a partir d’'une certaine origine,
on a, par les relations (6) :

do =V di* + u* cos' ot (%) (8)

1X. Angle du rayon vecteur avecla tangente a la trajectoire. —
Soient o, {3, y les angles formés par cette tangente avec les trois
axes; soit 2 son inclinaison sur le rayon OM. On a

x Y z
€OS ) == — COS% + — COS 3 + —cos9y,
u

u m
Mais
dx ds dy ds dz ds
COSo == — : —> CO0SB==——:—> COSY ==— : —;
> do  dw do do v do do

done, a cause des valeurs (4) et (6):

du do
COS A == — | —»
llco dw

ou, avec la notation de Lagrange,

’

(12

Cos A = —; 9
i (9)
et, par conséquent,
. wCos 6
sin ) = -——-. (|0)
G
X. Distance de Uorigine au plan tangent. — 1l est visible

qu'elle ne différe pas de la distance & comprise entre I'origine et
la tangente a la trajectoire ; done

b = usina,
ou
2
u cosd

b= — (11)

G

(‘) Cette formule devient évidente, sans calcul, si 'on considére le déve-
loppement du cone de révolution.
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XI. Aire de la surface. — On peut prendre, pour élément de
la surface, le rectangle infiniment petit déterminé par deux sections
méridiennes et deux trajectoires. Ainsi

dA = dsds,
ou . o
dA = udadoV u™* + ucos’s. (12)

L’aire totale est donc exprimée par la formule
= s E—
A= ‘.2/2 de/ wdo \/ W’ + w*cos’o. (13)
B 0
XIL. Volume. — Le corps limité par la surface cyclotomique
se compose de pyramides infiniment petites, ayant chacune pour

base un élément de la surface, et pour hauteur, la perpendicu-
laire h. Par conséquent,

1
dV = =’ cos 8dsd »,
D

2 (kd 27
V== / 2 coshdo / wdaw,
) .

d

oe

ou, plus simplement,

2 LT
V= -_-/ wde. (14)
5

X1I. Remarque. — D’aprés la derniére formule, I'onglet
compris entre deux demi-méridicns consécutifs a pour volume
2 u® dw. Cette expression représente aussi le volume de I'onglet
appartenant & la sphére dont le rayon serait u. En effet, la diffé-
rence entre ces deux éléments est infiniment petite par rapport
al'un et a Pautre.

XI1V. Application. — Supposons que la directrice soit une
circonférence, située dans le plan des xy, et passant par I'origine.
Si nous appelons a le diamétre, 'équation (1) devient

* == acosa, (19)
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et 'équation (2) :
(x* + y* + 2%) (2% + y%) = a'x? (16)

Dans ce cas, la surface cyclotomique est donc du quatriéme
degré. Elle se compose de deux nappes fermées, symétriques par
rapport a la droite Oz, ligne de contact mutuel (*).

Le volume de cette cyclotomique circulaire est, par la for-

mule (14) :
2 T
V=- a3/ cos® edw,
5

0

8 T
V=:a5/2€083wdw (*);

B
0

ou plutot

et enfin, par un caleul trés simple,

T 16 5
‘2?0. (’17)

Ainsi, chacune des doubles-cornes dont se compose le corps
dont il s’agit est les § du cube ayant @ pour aréte.

XV. La formule (13) devient
¥4 .z
A= 8([2/ % (s / % ¢os wdo V/sin* & + cos* w cos® 0,
0 h

T %s
= 8d? /f2 de / ? cos wdo V cos* 6 + sin* g sin®w.  (18)
QU '0

ou

(*) Jugeant qu’il ne serait pas facile, au moyen d’une figure, de repré-
senler convenablement cette singuliére surface, M. de Saint-Venant a eu
I’obligeance de m’en faire exécuter un modéle.

(*) La trace de la surface, sur le plan xy, a pour équation

u==acosw;

mais, si I’on adoptait la double valcur de «, on trouverait V=10. On doit
donc chercher le volume limité par I'une des nappes, puis doubler le résultat.

1
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Pour réduire celle-ci aux quadratures, il suffit de poser

sin w = col 4 tg @;

d’ou
Zcos?s 0 do
A~8a/. / —-
sin cos® @
0
En effet,
b d 1 [sineo x 0
P sin 5 <, )
=- tgl -+ =] 1;
./«os5cp 2[005’6 ‘& °\4 2
done ‘
L z cos® 4 U/z’ E)
A=la /2([a[l+—sin ( S\ %%
ou

SiI'on fait tg + 6 = ¢, on trouve

T cos? 4 4 T —Pde 5 1+t
ds tr( _> 2/ ( )
,_/ sin 6 {5 2 (1+t")"’t~C -
0 0

1—t
ou encore, en remplacant - par 5 :

AT Sy

La substitution dans la formule (19) donne enfin

1 ‘ld
A=°27ra,2—5"2af/ 1= ﬁ e L6
0

Addition. — (Février 1867.)

XVI. Détermination d’une intégrale définie. — Soient

! x?dx " ?dx
_/ (1 + xz?_(l —x“ x, Q /(I + xf)
0

)

(20)
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et, par conséquent,

r=[oga] — /o =

On a, identiquement,

2
%2

1 1 1 1 1
1+ —x) 81 4+2x 81—z 41+x 2(l+x)

done

1 1+2 1 1 dx
Q=§{1_x+zarclgx—-§ /}———;,

1+ %
puis, comme on peut le vérifier,

1 g1+ 1 o
—lplre 1

I—z  &l+a

Par conséquent,
Q-Qx=1{x-(1+x-——-ﬁ {1—90 .Qa

rIx dx o1 +2 1 1 dx
/ QT / £1—x / 1+ 2
Ydx o1 + hd
/ / Qd—x
0

O 4-x

ou

En développant -, On trouve aisément

/”dxflﬂ-x ni.
. T M —a 4’
0

./“de_ z° T o=
T 32 16 (25)

Il reste & déterminer la différence des valeurs que prend Ia
fonetion Q £ a pour x=1 et pour x=0.

Les termes £ x (1 + ) et =~ L, nuls lorsque x =1,
sannulent encore avee x : en effet, x £ =0 pour x=0.
Quant au terme px (1 —x), je dis quil est nul aussi aux

done




— 164 —

deux limites : comme il est symétrique par rapport a x et 1—ux,
il suffit de vérifier qu’il s'annule avec x.
Or, sil'on fait x =1¢"%, on a

-facf(i-—m):—z-f'(l —<e")==z-(’('l +c:l1)=6ezii,

6 étant compris entre 0 et 1. Lorsque z augmente indéfiniment,
la fraction tend vers zéro; ete.
En résumé, la formule (21) se réduit a

ou

et, en conséquence,
A =7"d. (25)

XVIIL. Autre intégrale. — D’aprés les formules (19) et (25) :
T (Z f)_f(f__/), \
./ sinf}da{tg 73 T35 1) (). (26)

XVIII. Remarque. — Si nous écrivons ainsi la formule (18) :

z T —
A=8u2/\2(305wdw/ TdoV1 — cos’wsin® 0,

et si nous employons la notation de Legendre, nous aurons ce

résultat curieux :
2

g
/ * E' (cos @) cos odw =% - (27)

0

XIX. Cyclotomique a directrice rectiligne. — Si la surface
coupe le plan xy suivant une ligne droite, les trajectoires ortho-

(*) Cette valeur résulte aussi de deux intégrales rapportées dans les Tables
de M. Bierens de Haan.
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gonales des scctions méridiennes se projettent, sur le méme
plan, suivant des paralléles & cette droite (§ V). Conséquemment,
ces trajectoires sont des hyperboles.

XX. Remarque. — Les deux surfaces que nous venons de
prendre comme exemples sont réciprogues I'une de I'autre. En
effet, leurs équations sont

a

U —=
COS @

» U == COSw.

XLIL — Sur ia théoric des roulettes. (1858) ().

I. Soit une courbe DCM, roulant sur une droite fixe EF.
Pendant le mouvement, un
T point quelconque A, inva-
__ riablement lié¢ 4 la courbe
A[\\\-M B roulante, décrit une roulette
! P AA’B. On sait que, pour tra-
E c ™ K ¥  cer cette courbe par points,
il suffit de construire la tan-

gente MT en un point quelconque M de DC, et de prendre

CM' =arcCM, FM'\'=TMA, M'A'=MA:

A’ est la nouvelle position du point A. De plus, M'A" est la
normale, en A’, & la roulette.

Cela posé, au point d’inflexion I de cette courbe, 'angle A’'M'F
devient maximum ou minimum; donc il en est de méme pour
son égal AMT. Ainsi :

Pour trouver le poing d’inflexion 1 de la roulette décrite par
le point A, cherchez, sur la courbe roulante DCM, le point K
pour lequel AMF est maximum ou minimum : 1 correspond a K.

() Cette Note peut étre considérée comme faisant suite a celle qui a paru
dans les Nouvelles Annales de mathématiques (t. XV, p. 102).
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I1. Dans le cas ou la courbe roulante est une circonférence O,
le point K, comme on le
voit aisément, est situé sur
/éA S o la paralléle & EF, menée

0 \ par le point A. Par suite,
! la tangente en I est la

nouvelle position D'O” du
rayon DO.

B
E c K F B

III. Si le point A se déplace sur OD, le point d’inflexion I
se déplace aussi : le liew de ce point est Uenveloppe du diamétre
CD, c’est-a-dire la cycloide décrite par le point C, considéré
comme appartenant ay cercle dont CO serait le diamétre (*).
Cette courbe enveloppe les cycloides engendrées par tous les points
de CD.

IV. Soient
AM=u, CAM=0, arcCM=s, arcAA’'=cs, AMT=V.

Représentons encore par p le rayon de courbure de AB, au
point A’. On a (**)

dscos V=du, dssinV=udv= (1 -+ ﬁ) ds,
P

udo  ds
tg Ve=— y —== dv.
p 14
De 1a résulte

do = u(do — dV).

Or,
V=uarctg 11:7 ;
donc .
v=""""2 g, (1)
u +n

(*) Géomeétrie descriptive de Leroy, p. 394.
(**) Voir la Note citée.




puis
rr
U+ u
do =u’ — —da,
w4+ u
u+u’
P= u?
w'?t— uu”’

V. Soit A T'aire de la figure CAA'M'. A cause de

AM=AM=u, ANF=ANT =YV,
on a

dA =% [(9 + u)— p"] dv;

-~

ou, par les formules (1), (9) :

1,2+ w4’
(lA\ _ - l“ _:_—_',';—'_ dw.
2 w4+ u

La fraction contenue dans le seecond membre égale

w'? —uu"
2— ——0
w4
done

|
(A = udo — — u'dV.
2

Par conséquent, si I'on fait

I (e
—/u?dw:B, ~/u"dV—C:
2 2

A=2B—C.

(6)
(7)

B est l'aire du secteur ACM. Quant & I'intégrale C, elle repré-
sente I'aire de la courbe obtenue en menant, par A, des droites

égales et paralléles aux normales A'M’ (*).

() I semble, d’apreés la formule (7), que A ne peut surpasser 2B; et le
contraire a lieu sur la figure. Mais, comme I'angle V augmente ou diminue
avec u, les éléments de I'intégrale C peuvent étre négatifs aussi bien que
positifs : dans lc cas actuel, ils sont négatifs; et la soustraction indiquée

devient une addition.
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VI. Considérons le cas général d’une courbe ACB roulant
sur une courbe DCE et entrai-
nant une ligne FPG. Soient PC,
MN, M'N’ des normales &4 FPG;
soient mn, m'n’ les nouvelles
positions de ces droites.

La ligne mn, normale & la
trajectoire.du point M (§ I), est
normale, aussi, & la nouvelle
position de FPG. Donc cette
ligne FPG, quand elle est entrainée par ACB, touche succes-
sivement, en P, m, m', ... les trajectoires de ses différents
points P, M, M', ... Ainsi, non seulement la courbe Pmm' est
lenveloppe de FPG (théoréme connu), mais encore : cetle
courbe Pmm’ est Uenveloppe des trajectoires de tous les points
appartenant ¢ FPG. Autrement dit : Quand une courbe ACB
roule sur une courbe DCE, en entrainant une ligne FPG, Uen-
veloppe de celle-ci coincide avec Uenveloppe des trajectoires de
tous ses poinis.

VIIL. Si, rendant la courbe ACB immobile, on fait rouler DCE
sur ACB, FPG deviendra I'enveloppe de Pmm’' et des trajec-
toires des points P, m, m/', ... En particulier, lorsque la ligne FPG
se réduit & un point P, la ligne Pmn', dans toutes ses positions,
passe par ce point P.

XLIIL — Lieu géoméirique. (1859.)

ProsLiME. — Quel est le liew des sommets des paraboles tan-
gentes aux cotés d’un triangle rectangle isoscéle ACB (*)?

D’aprés le Théoréme de Simpson, si I'on décrit, sur ’hypo-
ténuse AB comme diamétre, une circonférence ACBD ; que 1'on
prenne un point quelconque F de cette circonférence; que
I'on méne FP perpendiculaire & CA, FQ perpendiculaire 4 CB;;

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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que I'on trace la droite PQ; enfin, que I'on abaisse FS perpen-
diculaire & PQ : S est le sommet d'une des paraboles tangentes
aux cotés du triangle donné.

Prenons CA, CB pour axes; désignons par o, 3 les coordon-
nées du foyer F; par x, y les coordonnées de S; et soit a la lon-
gueur commune des cotés CA, CB. Les équations du probléme
sont

Yy

— __,l,

a+ﬁ_ (1)

y—8 z—a

—_—— e — 5 2
= @)

o + [ —a(z + B)=0. (3)

Afin de les simplifier, posons
a==)cos8, P==1sino:
I'équation (3) donne, immédiatement,
X ==a(cos § + sin 0).
Par suite, les équations (1), (2) deviennent

x sin 8 + y cos § = a sin 6 cos 6 (cos § + sin ),

Z ¢0s 6 — y sin 0 = a (cos®§ — sin®6) (cos 6 -+ sin 6).
On tire, de ces derniéres,

x = a(cos 0 + sin 0) cos’,
y = a(cos 6 + sin 6) sin®0;
puis
¢ 2
(cos 6 + sin6)°, x*+ y’=a

U -
©

E
2+ P =

X

©

o

<IR%3
N

(cos 8 + sin 0)
et enfin
: 2y [
(x“ + y“) = a(ﬂlcz + y) (A)

Telle est I'équation du lieu. L'emploi des coordonnées polaires
la transforme en

1 1
€0s* @ -+ sin® @
U=q ——— (B)

2 2\
(COS“ @ + sin® 0)
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XLIV. — Sur un produit convergent. (1859.)

L. Pour établir la convergence du produit

P=l++@1+U +¢)..(1+qY) ., (1)

composé d’'un nombre indéfini de facteurs, il suffit de prouver
que la série

LA+P+LUA+@)+ o+ LA +q") + ey (2
est convergente (*).
Or, la somme S,, des n premiers termes, est comprise entre

qt—q"

g+ + -+ q"
q 1—q

|

et

1, 1 1 (=g 1¢°(1—¢™)
——q? 1___ ot s n___gn|= —_—— 3
(q 2q)+(" 2q)+ +(q 2") 1—¢ 2 1—¢

donc la série (2) est convergente. De plus, S étant la limite de

S,,ona
2

1
9 g5 1 q

S - .
<1—q 1—q 21—4¢°

(3)
II. A cause de

1 (] 1
,I n\ — g% — — 2n _ 5n__6n et
L0+ =g =g+ — 0"+

N ® on I‘ ® on 1 ®  3n l i
s=3 =33 @ +33 =73 ¢+
ou
2

9 1 ¢ t ¢ 1 ¢
S — 2 - - &
T—q 2T—¢ 31—¢ &l—g¢ ®)

(*) On suppose q compris entre 0 et +- 1. Lorsque ¢ est négatif, le déve-
loppement de P, suivant les puissances de ¢, forme une série trés remar-
quable, étudiée par Euler, Jacobi et d’autres Géométres.
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On reconnait encore que la somme S est comprise entre les
limites indiquées ci-dessus.

I11. Développant chacun des termes de la série (4), on trouve

S=q+1|¢+1|¢F+1]|¢+1|¢F+1] ¢+

1 1 1 1 |

2 5] 2 5 2

1 1

— — +_

& )

1

6

Il est visible que le coefficient de q" est égal a la somme des
inverses des diviseurs impairs de N, diminuée de la somme des
inverses de ses diviseurs pairs (*).

XLV. — Remarques sur un Mémoire
de Poisson. (1859.)

I. Dans le 18 Cahier du Journal de UEcole polytechnique,
Poisson donne I'importante formule

1+e? 2 *sin px dx
T —er 3= ‘*/ SRS (4)
1—e P / e — 1

(*) 1° Si N est impair, le coefficient de ¢ a pour valeur

1
CN:N N,

fN désignant, suivant la notation d’Euler, la somme des diviseurs de N.
20 Soit N = 2*N’, N’ étant impair. On trouve aisément

9+ __ 3
Cx=——— /[ N.
s N/

Dans les deux cas, Cy est positif. — (Mars 1867.)
La question précédente, et d’autres du méme genre, sont traitées dans
les Recherches sur quelques produils indéfinis (scptembre 1884).
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mais il y parvient au moyen des intégrales indéterminées

> * e7t 4 e~ 7%
/ sin px dex, / —————— sinpx dx :
. . et —e~
0 0

Poisson les suppose, respectivement, égales a ~ et a

1
P

Il'y a plus : ce grand Géométre obtient la premiére valeur en
faisant b =0 dans une formule qui suppose b >0 ; et la seconde,
en faisant 6=m dans une intégrale qui exclut cette valeur-limite.
La formule (A) n’est done pas rigoureusement démontrée. Mais
il est facile de rectifier la méthode employée par Poisson.

En effet, 4 cause de

— 2
_ 2 e nﬂ':
iﬂ’z__

on a d’abord

smpxdx . P
'/‘ 027"——1 El./ 27anpxdx_'21p + 4n’x

0

ou
“ sin pxdx P\ 1
P 2 - p?
— 4+ n?

0 bx?

Mais, d’aprés une formule connue (*),

r _r
2@ 1 2 pet+e ? 1l
e e
‘—I-)-—-ﬁ-n’ p et—e *
4r?
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/smpxdw 1 |pet+e® !l
827”—-’1—% 2 P 2_— 4
2

[

done

ce qui est précisément la relation (A).

I1. Cette formule (A) peut étre considérée comme un cas-
limite d'une formule plus générale, & laquelle on parvient aisé-
ment en partant de I'équation

er — e~ P eez 4+ e—(h

— =2 —_— Sll] xdx 1
€+ 2c0s9 + eF e — e~ pres, M
démontrée par Poisson (*).

En effet, le second membre est la méme chose que

© oTT 4 e(;r-‘zO)z
2/ —_— e~ =9 sin px dar
e — e

plr—20)e  o—me )
= 2/ [1 e ] =79 sin pxc dar

[1]
© —0z (27{—9)
et - e”
=2 e mrginpado + 2/ — sinpxdx.
/ P . et — e p
0 0

Lorsque 6 est inférieur a 7, chacune de ces intégrales est finie

ct déterminée : la premiére a pour valeur (**) pT-T-‘(g———e)ﬁ; done

P @~ P 2p —0z_ o—(27-0) )
"/ —————— sinpxdx;
¢+ 2coso+eP P+ (m — 6 eTt — e

ou

® (r-Ble y o- (=0 1 er—e?
/ f_—g;:—__—i—S|llpxdx — P - (B)

9 ¢P - 2c086+ ¢ P+ (m—0)
0

(*) Journal de UEcole polytechnique, 18¢ Cahier, p. 297.
(**) Journal de PEcole polytechnique, 16¢ Cahier, p. 219.
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III. Si, dans cetie relation générale, on suppose successive-
ment

on trouve :
wez'r_'_eﬂ'x ,]er_1
sinprder = - —— — 2” 3’ (]
e — 1 2 +1 pP' 4=
?
** sinprdx 1 —1
e (D)
%r z 1 2e? 4 1 9 T~
¢ e (e —1) P
'wsinpxdr 1er —1 1
T — 1 ke 1 2
lo,

La derni¢re ne différe pas de (A). Elle est, comme nous I'avons
annoncé, comprise dans la relation (B) (*); mais, 4 cause de
I'hypothése 6 < 7, d’ott I'on est parti, une démonstration directe
était nécessaire.

IV. Multiplions les deux membres de I'équation (B) par db, et
intégrons a partir de 6 = 0. A cause des formules

] 0

] — 0= L |
e‘e"dx:————, e de = )
N x x
U
6 » o _r i
do 2 et—e * 1
, = arctg| ———— 1g=96 |,
e e 4+ 2¢c0s0 +¢? eP—e? z -2 72
0 et 4 e
6
do 1 po
-=—arctg ————
Pt (r—o7 2 PP+ 7 (m—6)

(*) Celle-ci est due aussi & Poisson (mars 1867).

urie - UPMC - Cote : 2587
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que l'on vérifie aisément, nous aurons

» 7L I__ .- Bz -7 ,6:_1 "
/. e (1 —e ;:— e (e ) sin px i
. e — 1 x

r _r ‘
| gl t i
=arclg g—6 |—arctg — ",
P _2 =9 hrw(r—40
e +e * J P (e —9)
ou
. b 5 A
(e‘2 —e 2w)[c(r “’) +e (” 2>]sin px
o — . dx
0
t (eﬂ_dt Ile) t P E
=are g—0) —arctg ——©———.
S\ 192 gp°‘+7r(7r—0) (E)

V. Soit, comme cas particulier, 6=;5: la derniére formule
devient, aprés quelques simplifications,

I® ZI
e —e* 41

sinpx e"—'l) pr
7 x=arctg |- —arelg ——— -
el x du=arety (e”+1 are’s 2p* + =*

Le premier membre se décompose en

@ 0
. "? .
sin px e sin px
‘/ em 0P g T P dx .
x TE
0 0

.3
e+ 1 x

D’ailleurs (*),

sin px
f P Ll arc tg’—);
x 7

0

done

3® T
e * sinpx % <ep - 1)
— dx = arclg — — urctg —; (F
'o/ e+ 1 x 8 ° ; (F)

e’ + 1

(*) Journal de VEcole polylechnique, 16¢ Cahier, p- 220.
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et, si p=

o] 3

o

ye i T
c_T s Y / T
= T
. dx = arc cot (e )
0

e +1 x

VI. SiTl'on prend les dérivées des deux membres, par rapport
au paramétre p, I'égalité (F) donne

® cos px dx 9z e (©)
= - 5
e%’z (& + 1) o Apt e? + 1

0

et, en supposant p = 0:
® dx 2 1

Ze
) e (e™+ 1)

formule presque évidente.

XLVI. — Sur la sommation de certains coeflicients
binomiaux. (1861) (*).

I. ProsuiMe. — Dans le développement de (1 + z)™, on prend
les termes de p en p. Quelle est la somme de leurs coefficients ?
(L’exposant m est supposé entier positif) (**).

Représentons par S, Sy, ..., S, , les sommes dont les premiers
termes sont

m mm—1)...(m—p~+ 2)
' 2. (p—1

Soit 6 une racine primitive de I'équation

o —1=0. (1)

(") Extrait des Nouvelles Annales de mathématiques, t. XX.

(**) Un jeune Géométre, M. Haton de la Goupilliere, a résolu la méme
question pour le cas d'une fonction quelconque. Néanmoins, & cause de la
simplicité du résultat exprimé par la formule (C), j’ai cru pouvoir le faire
connaitre.
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En remplacant z, successivement, par 6, 62, ..., 6%, nous aurons,
en vertu de cette équation,

(1 + 0 =8+ 86 -+ -+ §,_ 6",
(1 4+ ™ =S8, + §6° 4+ o 4§, 71,

(2)
(1 4= 6r )" =S; + §,67" + ... 4 §,_ g0

(1 +1) =85+8 + - +5,,.

I1. Pour tirer, des ¢quations (2), la valeur de S,, il suffit de
les ajouter membre & membre, aprés avoir multiplié par 6=* les
deux membres de la premiére, par 6-* les deux membres de la
deuxiéme, etc. En effet, le coefficient de S, dans I'équation
résultante, est

Gk e gHER) L R = (),

attendu que k' et k, étant inégaux et inférieurs a p, 68~ est une
racine primitive de I'équation (1).
Par suite,

PSp==(1 4 )" ~* + (1 + 0*)"0%* + ve. 4= (1 4 OP)"p~P (5)

II1. Soit maintenant

. 6 =cosg +V — 1 sinog; (4)
d’ou
1 “?’V‘_‘
1+0=2cos ~0.e? ’
2
2 2oy
1 —e-e’=£).cos—cp.e”’W Y
2
p fsoV—_l
1 +0P=2cos —g.e?
2 1
La formule (3) devient
1 2KV (™ g
cos"‘-go.e(2 DA cos”‘gcp.eg\r'k)?‘/-‘
2

pS, == 2"
+ e + cos"'gcp. eP(T k)?v"’.
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Par conséquent :

1 2
o oo — k) oS a2 (Gt
Pslc=9'm (4)
P m
4 e ~+ cos™ 3P cosp (———— k) )

0 1 . (m Ic) 2 9 (m k)
— m_ —_—— + " — @ SIn —_—
cos 5 @ sin ) © + oS 5 ] 3 ] (B)

[0
e + cos"";wsmp \’—l—-—k) .

IV. Trés souvent, 'évaluation de la quantité entre parenthéses,
dans la formule (A), est plus compliquée que la détermination
directe de S,. Mais, par cela méme, I'égalité (A) peut étre
regardée comme représentant cette quantité. Pour plus de sim-
plicité, posons

m—2k=q,

et rappelons-nous que

Qz'
¢ = P
nous aurons

cos™ —cosq <+ cos™ bjcos@q e cosm PD cosp Y (€)
PP PP p oy T

Par exemple,

5 ,2r 107 3 =
cos’ —co;— + €08” — €0s —— ~+ €08’ 7 c08 B = — P (T + 33+ 1).
5

V. Si k+ p surpasse m —+ 1, la somme S, est composée d'un
seul terme, égal a C,, ,; donce, dans ce cas,

7 ™ 27 V2 T bl
€0s™ — COS  — =+ COS™ — €08 2q — ~+ -+ ~+ COs™ i . COS pq —
p p p P p g

=zﬂm(m——d)...(m-—k-% 1) ()

i 1.2...k

no
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Soient, pour fixer les idées,

m=135, p=1, k=3, q=7:

cos® = gos — 4+ cos”g—ﬂcosd—h—- -+ cos”?—t cos %1—”-9—
11 11 11 1 11 11

R 1
+ cos® 7 cos T = — . 286.

913 :

XLYII. — Sur le Théoréme de Fermat. (1861.)

I. A la page 4 du Mémoire de Legendre (Académie des
Sciences, 1862), on lit :

« p" est divisible par x + y. Par une semblable raison p" est
divisible par y 4+ z et par z + 2. Donc n étant un nombre impair
quelconque, p" sera divisible par le produit

» (X +y)(y +2)(z+2)() »
Dans sa démonstration, Legendre a égard a I'équation
" 4+ y" 4+ 2" =0, o)

dont il s’agit de prouver I'impossibilité, x, y, z étant des entiers,
positifs ou négatifs; donc il ne peut étre question que de divi-
sibilité numérique. Or, rien ne prouve que les nombres x + v,
Y + z, 2+ x soient premiers entre eux, deux i deux; ct, par
conséquent, la démonstration laisse & désirer. On peut la com-
pléter comme il suit.

pn_xn_yn_z”=p

est divisible, algébriquement, par les bindmes x + y, y + z,
z—+x. Done, ceux-ci étant des quantités premiéres, P est divisible,
algébriquement aussi, par le produit (x + y) (y + z) (z + x).
Si I'on remplace x, y, z par des nombres entiers quelconques,
le quotient Q deviendra un nombre entier ; et, si Véquation (1)

(‘) Le Mémoire roule sur I'équation 2n-+yr—+:"=0; p représente x-+-y-+2.
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est vérifide par les valeurs attribuées a x, y, z, p" sera divisible,
numériquement, par (x + y) (y + z) (z + x). D’aprés le Théo-
réme de Fermat, non encore démontré, I'équation (1) est impos-
sible en nombres entiers ; done a, b, ¢ étant des nombres entiers,
(a + b + ¢)" n'est peut-étre jamais divisible par

(b + ¢)(c + a)(a =+ b).
II. On peut se proposer de connaitre le quotient de P par

(x+y)(y +2)(z+ =) ()
Soient
P=@+y)Q, Q=(y+2Q, Q=(z+ z)Q".
-—pn_x”_y”_zn_—,)”_z”—xﬂ+y'l

:x:+y p—z :1,'+y7

1° Q
ou
Q= p,._j 4+ zpn_2+z2pn—5 A eer - zn—-l
. (xn»l _— yxﬂ—i 4 yixn-s —ee !/"_‘)-
2° La premiére ligne, divisée par y + z==p— x, donne
pour quotient

PP (X 42) PPt (P 227 P e e (X7 2 T e e 2,

et, pour reste,

—1

" 2"t 4 220 A e - A

Par conséquent, si nous représentons par H (x, z) la fonction
homogéne
27 4 zx? 2t e 4 2,
nous aurons

Q = p 7 + Hy(x, z)p"* + Hy(x, 2)p"~* + --» + H,_s(x, 2)

1

y+z

-+

[(y+z)xu—2_(y‘l_z‘2)xn—5+(ys+ZS)xn-l_.“_(yn—l__zu—l)],

(*) Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons n impair ct plus grand
que 3.
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ou
Q' =p"* + Hy(x, z) p* + Hyfr, 2) p"~* + -+ + H,_y(x, 2) )
(

+ 2" (y—2)a" P (Y —y 22— (P —y -y 22 (3)
— (Y =2y Yy e — Y,
3° Le quotient de la premiére ligne, par x 4 z2 =p — y, est
Pt Hp" = - Hop™™® 4 oor 4= 1,5 ()5
et le reste :
Y+ Hy(x, 2)y"= + Hy(, 2) ™" + oo + H,_y(x, 2).

Done

Q' =p" % + Hp"* + Hp**+ ... ++ H

n—3

-+

— [y"=> + Hy(z, 2)y"~* 4 Hy(or, 2) y»~* oot H, (1, 2)

+ 2" —(y—z)2** + (y' — yz + )"t — e
. (yn—z _ Zy"_5 + zzyn—L e zn—i)].

Les fonctions

Hyx, z) =2 + z, Hyx, 2) =2 + zx® + 2% + 27,

Hy(x, 2) = o® + zx* + 2%° 4 %% + 2%z + 25, ...,
sont divisibles par x + z : les quotients
1, x4+ 2%, ot 4+ x2z2% 4+ 24 ...
sont des fonctions honiogénes de a2, z2; par conséquent

er J— pn—z 4+ H‘pn—6 -+ Hzp”—b' P R Hn_s

+ y" %+ Hy(2? 2% y"~° + Hy(a%, 2% 4" 7 + oo 4+ H, _5(x?, 2°
y Y Yy n

1
[ n—2 4+ Hz(x’ Z) y”_‘ -+ H4({17, z) :l/”—s e H1:—5(x, Z)y
r+2z

2"t —(y — 2)2" "+ (Y —yz + 2 —

— (yn-2 — zyn—5 4+ z?yn—-l e e — Z”_g)].

() lei, , =2 +y + 2z, Hy=2* + y* + 22 +yz+ 2z + ay, ete. Voyez,
sur ce point, la Note XL, p. 155.
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La premiére ligne entre parenthéses, ordonnée par rapport aux
puissances déeroissantes de x, devient

YL Py zat T (y 2y (Y D ey D) S (g 2P eyt T

+y2n-5+yazn~5_‘_."+yn—422+yu—‘l;
donc la quantité cntre parenthéses égale

x" 2 4+ Z.ZI""S 4+ y‘._*_ z‘l)xn-:&_‘_ (!/Qz'.— z-’n)xn—S 4 (yL + y‘zzz &+ zl)xn—ﬁ
+ (Y2 + Y2 4 2 T A YT A Y e

c’est-a-dire

2"+ za"? 4 H (v 2%) am ™t 4 T (YR 2%) zaemt o g (% 27) an

+ H, (9% 2% za™" e 2l 5 (3P, 2P).
-
De la résulte

Q= p 7 + Hp"* + Wpp"® +. -+ H, ;5

4y 4 Hy(a?, 2%yt Hy(o®, 2%) 7 e - H, ;(2*, 2°) (%)
2

4 2" e (R 2 Tt Hy (7, 2 a7 e 1,5 (4%, 2%);
3

ou, plus simplcment,

9

Q' =p" + Up"™* = Hyp™™® oo oy + 2H, 5 (2% 3% 2%, (B)

2

En effet, chacune des deux derniéres lignes, dans la formule (4),
représente la fonction homogéne de x2, 42, z2, du degré n — 3.

I11. Comme application, prenons n =7 ; nous aurons

(x+y—+z)y—x"—y —z’

(y + 2) (z + a) (x + ¥) =@y 2 (@+y+2)(x+y-+z)
(%4 y* 27 Y2 4+ 200+ 1Y) (X + y + z)

+ (XY’ + 2y T+ YT+ P 20 1Y 4 2y - xyz) (T4 y+z) | (6)
ot 4yt 2 Y+ s 4 2P a4 2 4 oty ay?

+2'yz + yzx + 2y + 2?22 - xly?

+2(xt 4yt + 2f 4 %2 2t 4 2.
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IV. Divisons, par y + z, le polynome entier Q”; représentons
par A le quotient ct par « le reste, de maniére que
(x 4+ y+z) —x"—y*—2z"
(y +z)(z +x)(x +y)

=A(y+ z2)+ a (7)

La reégle ordinaire donne
xn—l — zn-l
a=n
2 g2
Conséquemment,

Q' (@ —2)=A(y + z)(x* — 2%) + n (z* ! — z*");

et, par une permutation tournante,
Q" (y* —o*) =B (z + x) (y* — 2%) + n(y""' — "),
Q' (2 —a)=C(x +y)(z* —y’) + n(" —y ).
Ajoutant ces trois égalités, nous trouvons
Aly +z)(2* — 2% + B(z + x) (y* — o) + C(x + y) (" —y*) = 0.

Les deux derniers termes sont divisibles par x + y; donc A
est également divisible par ce hinome. Autrement dit :

Le polynome Q" w’est généralement pas divisible par y—+1z;
mais, A désignant le quotient entier de Q)" par y +z, A est
divisible par y+ x. De méme, le quotient de Q" par z—+ y est
divisible par z + x; le quotient de Q" par z + x est divisible
par z + y; ete.

V. Si n est premier, tous les coefficients du polynome
(x+y+z2) —a"—y —2z"

sont divisibles par n; et, d’aprés ce qui précéde, il en est de
méme pour les coefficients du polynome entier
(x+"l/ 4 z)"—x"—y"-——z”

GraGraEry

(’) Le dividende et le quoticnl sont supposés développés suivant les
puissances et les produits de «, y, z; sans quoi la proposition n’aurait pas
de sens.
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On vient de voir que le polynome A est divisible par x + y.
L’égalité (7) prend donc la forme

(x+y+z)n_xn_yn_zn xn—l__zn—l

(y +z)(z+x)(x+y)_n x— z? =n(y+z)(x+y)q>(w,y,z); (8)

o(X, y, Z) élant un polynome entier, a coefficients entiers.

Dans I'exemple ci-dessus, le second membre de 1'égalité (6),
ordonné suivant les puissances de y, devient d’abord (*) :

2y + 8(x + z)y° + 12(x + 2)%%* + 8(x + 2’y + 2(x + 2)
+ 4+ 3(x + 2)y° + (ha® + Tz + L2%)y* + (x + 2)(32° + bz + 32%)y
+ & + 32’z + ho’z® + Foz® 4 2t
+ y* + 2(x + 2)° + (20" + Sxz + 22%y? + (& + 2)(20® + 2z + 220y
+ ot + 20%7 + 22’2 + 2u7’ + 2
+ 3y’ + (& + 2)y° 4 (3% + 2z + 32y + (x + z) (2 + 2y

+ 3x* + 2% + 3x%2? 4 x2° + 324
Si, de ce polynome, on retranche

xn—l - zn—l
N————— =T (x* + 2222 + 2>
x?—7?

on trouve
Ty* + 1 {x + 2)y° + 7(52* + Baz + 32%)y°
+ 7 (x + 2) (22 + 32z + 22%)z + 14wz (2* + %z + 27%).
Ce nouveau polynome, abstraction faite du facteur 7, est le
produit de
Y+ (¢ + 2)y + a2

par
Y+ (x + 2)y + 2(x* + xz + 2%).

Done, dans le cas particulier considéré,
Q(x, 1, 2) =1 + (x + 2)y -+ 2(x* + a2 + 2%).

(*) Pour plus de clarté, nous isolons, pour ainsi dire, les diverses par-
ties du développement.
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VI. Si x, y, z sont remplacés par des nombres entiers, la
propriété (8) peut étre formulée ainsi :

(a+b+cy*—a"—b"—c*  at—c+!

=N . (a+b)(b+c)(*). (9)

nb+c)c+a)a+b  at—¢
Exemples :
15355575 3—T7* 789 575—245—3 125—16 807
5.8.10.12  5—7° % 800 ~(9+-49)
739200 o e o y
= g0 — 08 =184 — 58 =196=01 [3+3)(B+7)]
De méme,
157 — 57— 57— 77 37
6720 T
70859575 —2 187 — 78 125 — 823 543

6720 — (81 + 441 +2401)

169 955 520

6720———2925:255.96=J¥L.96.

XLVIIIL. Sur Péguation du troisieme degré.

(1861) (**).

I. En désignant par A, la somme des puissances n”™ des
racines de I'équation
2+ px + q=0, 1

on a, comme I'on sait,
A, =—pA, s —qA,_;.
a partir de n =3. En méme temps,
Ag=3, Aj=0, A;=—2p.
(*) Dans la premiére édition, par suite d'une crreur de copic, le second

membre est, fautivement, JTC (b + ¢) (¢ + ¢).
(**) Comptes rendus, t. LIV, p. 659.
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II. Si I'on forme successivement les valeurs de Az, A;, Ay, ...,
on trouve bientot qu’elles sont comprises dans les deux for-
mules

k— 2)(k— 5
=+ Agyy = (2k + 1) I:quq ( i)( et
.0
(k—3)(k — %) (k—5) (k—6) ,
- 2.5.4.5 P (5)
(lc—é) k —35) (k —6) (k—T7)(k—8)(k—9) pogir ]
2.3.4.5.6.7 |
. k—2 (k—5) (k—4) (k—3B)
Au=2p" —(2k) [ 5P — 3. P W
(k"“é’)k—5)( )(""‘7)(1‘—‘8) k~9.6__ ...
9.5.4.5.6 P ’
dont la vérification est facile (*).
HI. Le cas particulier de p =1, ¢ = -— 1 conduit a4 un
résultat curieux.
On trouve, en effet, a cause de
An = — A,,,_g -+ An—S: (5)

—-——""2, A5=5, A5=2, A5=— 5, A6='|, A7=7, A3=6’
Ag=—6, A“):-'I5, A“—-———'O, A‘2=“—‘49,...

Ainsi, au moins jusqu'a une certaine valeur de n, le nombre
entier A, est ou n’est pas divisible par n, suivant que n est ou
n’est pas premier. Au moyen de la formule (3), on démontre
aisément la premiére partie de cette proposition.

Si la seconde partie était également démontrée, on aurait un
criterium, analogue au Théoréme de Wilson [mais incompara-
blement plus simple (**)], pour reconnaitre si un nombre est
premier ou non premier.

(*) On doit prendre les signes supérieurs si & est pair.
(**) Les valeurs de A, croissent trés lentement : A;;=3, A,,——26 924.
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IV. Si I'on suppose p=—1, ¢ = — 1, on trouve des résul-
tats analogues a ceux qui viennent d’étre indiqués :

Ai=2, As=3, A=2 A;=35 A;=35, A =7, A,—10,
Ao=12, A, =22=11.2, A,=29, Az=>59=13.5...

Addition. — (Juillet 1866.)

V. Quelque temps aprés la publication de la Note précé-
dente, M. Eisenlohr (*) démontra I'inexactitude de la proposition
que javais énoncée sous forme dubitative. Malheureusement,
M. Eisenlohr prend, pour point de départ, I'équation

2
Am - A 2m

9 ) An—‘lm - An—?xm’

0=A,—AA_,. + (
qui uv’est nullement évidente : la démonstration proposée est done
incompleéte (**).

Les choses étant ainsi, j'ai cru nécessaire de continuer,
beaucoup plus loin que je ne l'avais fait, le calcul des sommes
désignées par A,. On verra, par le tableau suivant, que A g est
divisible par 121; donc A, peut étre divisible par n, sans que n
so0it premier.

(*) Comptes rendus, t. LV, p. 64.
(**) Je n’affirme point qu’elle soit fausse.
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Sommes des puissances n*™* des racines de I'équation

x*+x—1=0.

A, |n n A, n A,
1 0 31 61 61.5 731 91 54 392 631
2| —2 32 62 | — 117 647 921 33359466
3l 3 33 63 | — 233063 93 | — 103 843 022
4| 2 34 64| 346458 94 19035 165
50-—5 35 63 157 418 93 139 202 488
6] 1 36 66 | — 601 523 96 | — 122 876 187
70 7 37 67| 67.5120 97 | —97.1 238 859
8| —6 38 68| 738941 98 262 078 673
9/—6 39 69 | — 810 363 99 | — 2706 864
10 13 40 70 | — 329 901 100 | — 382 247 998
1 0 41 ! 71.21 284 | 101 101.2 621 639
12| —19 |42 72 | — 280 662 102 379541 154
15| 13 |45 75| —173.28485 | 105 | — 103.6 281 879
14| 19 44 T4 1830166 | 104 | — 114755595
15| —52 |43 3] 1798743 | 105 1026 574671
16| —6 46 76| —3909571 | 106 | — 332277942
17 7.3 |47 47.987 | 77| 31493 107 | — 107.10 666 638
18| —26 |48 78| 5708314 [108 1 558 852 613
19| —19.5 | 49 79| —179.49886 | 109  109.3 587 636
20| 77 50 80| — 5676891 | 110 | — 2700182879
21 31 51 81 96493508 | 111 949 800 289
22| —134 |52 82 1735897 | 112 3309255203
25| 23.2 |53 |-—153.508 |83 | —83.184653 | 113 | —113.32300 756
24 165 | 54 84| TUS4 | 114 — 23559454914
251 —180 |55 83 17062096 | 115 | 6959218371
26| —119 |56 86 | — 23239610 | 116 | — 1290 548 254
27| 343 |57 87| — 9148685 |117|— 9318653285
28 | — 61 58 88| 40301706 | 118 8249 766 625
291 —29.16 | 59 | —59.2439| 89| —89.158325 | 119| 8028103031
30| 406 |60 90 | — 49450391 | 120 | — 17568419910
121 121.1851914

2587
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Rayon de la sphere circonscrite a un
polyédre semi-régulier.

(Mars 1862) (*).

XLIX.

Le centre O de la sphére, les centres C, C’' de deux faces
adjacentes, et le milieu P de I'aréte ¢ commune & ces deux faces,
sont les sommets d'un quadrilattre OCPC’, dans lequel les
angles G, C’ sont droits : ce quadrilatére est done inscrit & la
circouférence décrite sur OP comme diamétre.

Représentons par p, ¢ les diagonales OP, CC’; par « I'angle
CPC’; par a, o' les apothémes CP, C'P des faces dont C, C’ sont
les centres. Soient, en outre, n, n’ les nombres de cotés de ces
faces, et n” le nombre des cotés de la face qui, avec les deux
premiéres, constitue un angle triedre du polyédre (**).

La diagonale OP = p est perpendiculaire au milieu de ¢;
done, R étant le rayon de la sphére circonscrite,

cﬂ

R = p? A
Py (1)

La corde CC’ sous-tendant un arc capable de I'angle o, dans
une circonférence dont le diamétre est p,

g=psina. 2)
De plus,

¢'=a* + a* — 2aa’ cos «. (3)

La formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique
donne ensuite, comme on le voit aisément,

2r 2x or
€0S — —+ C0S— €0S —
n n n
€0S &= — . (&)
L 27 . 2x ’
Sin — sIn -
n n

(*) Question résolueal’occasion de mon Mémoire sur la théoric des polyédres
(Journal de I Ecole polytechnique, 41¢ Cahicr).
(**) Voir le Mémoire cité. Voir aussi la brochure intitulée Histoire d’un

concours.




De plus (*):

= ot Z 5
——éco ;I,’ ()
[ T
,=— t—‘ 6
a 2co - (6)

I1 s’agit donc d’éliminer p, ¢, «, @, a’ entre ces six équations.
Pour simplifier I'écriture, posons

T T T
—_——= ), _7=y,, —_—=y, (7)

Nous aurons d’abord, en éliminant a, a’:

c?
= n (cot® A + cot? & — 2 cot A cot p €S «), (8)

cos 22 + cos 24 cos 2x
COS o == — - - . 9)
sin 22 sin 2u«

On conclut, de la derniére formule :

sin? L €08 (A= pr 4 ) €08 (—+v— 1) €08 (v+4+1 — ) €0§ (X 4+ — )
S o= — £
(sin 2 sin 2x)?

. . cos v 2
cot* A 4+ cot’ u — 2cot Acot wcosa = | —— | ;
sin 1 sin
done
¢ cosv
Q=—=————"
2 sin A sin g
. N cos? X cos? i cos? v
p=—c

COS (A + (£ —+ ) €OS (4 — A) €OS (v 4+ X — ) €0S (A +pr — ) .
La substitution dans (1) donne ensuite

cos® A cos?  cos?y
4 €08 (A+ e —+)COS (2 + v — 1) €08 (v A— ) €08 (A4 p—v) |’

ou, par un calcul que nous omettons (**),

RE=
_ f (€05 2-4-€08 u~4-C0S v)( — €OS I~+C€OS 4 COS v)(COS X — COS €08 3)(C0S I4-CO8 12— oS ..)
4 €08 (2~ 2. ~+v) €08 (22— 1) €OS (v + h — 12) €OS (1~ pr—v)

(*) Voir le Mémoire.
(**) Nouvelles Annales de mathématiques (1863), pp. 275 et 456.

nériss par 1a Bibl
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L. — Sur une fraction rationnelle.

(Décembre 1862.)

I. Soit
(I +x+ 2?4 x")?
1 b e g7 M
A cause de
l+z+x4+ 42" 1 — g™ | —2° 1+x
p _ . == k)
1 4+ x4 &t 4™ {—x 1 —x™? {4 gt
+x+ a2 +-+ua")(1 + x)
Y= 1 4 g+ ’
ou
[ B g SR R
y=1+2 . 2)

II. Quand x est compris +~ 1 et — 1, 0on a

1
i p— R 1.n+1 4+ x2n+2 - x.’m+3 4+ e
-+ X

donce
y=1+2 2 B (— 1)y [x”("“"“ - pPEDF2Z L x"("'“H'"]‘ (3)
=0

Par exemple,

(I + o+ 2% + &°)? p=»
=1+ 2 2 (— )P afrrt 4o gttt 4 gtees
2 '3 6
1+ o0+ 2t p=0 ’
ou

(1+x)(1+2*) . -
—1—:—90—“—:1_‘-2 A2 42— — 2 — "+ Ot .:I; (%)

ce qui est exact.

urie - UPMC - Cote : 2587
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IIl. Si, aprés avoir multiplié par dx les deux membres de

I’équation (5), on intégre entre 0 et 1, on trouve

1

e Lt 1 1
B/ ydx:h-?ES;l) [p(n+1)+2 - p(n+1)+5+m+ (p+’l)(n+1):|' 5)

D’un autre c6té, ’égalité (2) peut étre écrite ainsi :

4+ 2+ 2+ 0! x"

2

y=1+2 + 2

1 + x"+ BRI Y T

done

1 I L 2 1o
ydx=1+2 dg+-—— £.2-2 T
. . 1+ am+ n-+1 . 14+
0 0 0

En vertu de la formule

a—b—1

Lot - o w A
- dx=- )
1+ x° a . b
sin — 7
a

0

due a4 Euler, on a

K B R B Y 7 1 1
[ 1 dxz — -+ B b ud
1 4+ gt n+1l | = . 2n
i

On a aussi

Y dx p=z 1
Ve e et
(0 p=0 p(n+1)+

Par conséquent,

! T 1 1
ydr=1+ + e
n+i| . = . 27 .
. sin sin sin

0 o+ n+1
2 p=» 1

L.2—2Y) (—1y

n+1 p=0 p(n+1)+1'

1
nr

n+1

) (6)
I
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Egalant les valeurs (3) et (6), nous trouvons

p==» ] 1 1
—A4) -+ e ——
EFO( ) I:p(n—irl)—r-l p(n+1)+2 (p+'1)(n+1)]
| 1 1 1 7
S T -+ s kil -+ -Q. 2. ( )
2n+1)] . 7 . 27 . nr n+1
sin Sin SIp ———
n-+1 n+1 n—+1
Par exemple,
i 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1
A ——— = ——— o — e ———
2 3 A5 6 7 879 10 1112
z 1 1 1 i .
= — _— “J)Q
8 71+ . 7r+ 3z +/t- T
s — sin — sin —
2 &
ou
1 1 1 1 1 bl — i
s o =—(2V 2a-1)4+-p2. (8
5RO 6 * 8( )+4{ (8)

IV. Si, aprés avoir mis la fonction y sous la forme

(1—%”"")2 1_“,2 4—x"+‘1 4 1 +$_mn+l_xn+2‘

= = =
1 —x /) 4 —a™2 {4+l —2 1 —g+ g "2

on prend la dérivée, on trouve

’

y =2

(1 +2x)[4 + 2+t 2™ — (n + 1) 2]
(t —x) (1 + &™) '

Le polynoéme cntre parenthéscs est divisible par 1 — «; donc,
Q représentant le quotient,

y =2 (;1—?;%1 (9)
Ecrivant ainsi le polynome dividende :
(1) (1 — %) — (1 — 2) — (1 —2) — o= (1 — ™),
on a, immédiatement ,
Q=@m+1)(1 +x+ 2%+ +u" ") — (I +x) — (1 + 2+ 2"+ 27 (10)

— (x4 2P+ af 2% — e — (L g+ L g
15
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ou

Q=(1+2)+2 (x*+2%) +3 (x*+2’) 4+ — 2 (¥ "4 2*)
_— (x‘Zn—? 4 xﬂn—l) (').

(11)

V. Malgré la complication du polyndme Q, on s’assure aisément
qu'il ne peut admettre, comme diviseurs réels, que 1 — x et
1+ x ().

En effet, de

1—2)Q=1+2*+ 2"+ + 2" — (n+ 1) 2",
résulte

—x)(1 —2)Q=1—a™*—(n+1)2" + (n + 1) 2"
et I'équation

p@)=a"—m+1)a"P+n+1)ax"—1=0 (12)
n’a pas plus de quatre ou de six racines réelles, suivant que n
est émpair ou pair. Or, dans le premier cas, ¢(x) est divisible

par (1 — x)3 (1 + x); et, dans le second, ¢ (x) est divisible par
(1 — )3 (1 + x)3; ete.

VI. Daprés cette discussion sommaire, la fonction y a un
seul maximum, répondant & x =1, et dont la valeur estn + 1;
elle a aussi un seul minimum, répondant a 2 = — 1, minimum

1 . . .
dont la valeur est 0 ou -—, selon que n est éimpair ou pair.

(*) Suivant que n est émpair ou pair, la partie centrale du polyndme est

n-+1

pu—i __ pnr
(@ z")

=

ou
n n
5 (3?""‘2 +mn—1) . S (l’" +a¢n+l>.
Dans ce dernier cas, le polynome est divisible par 4 + .
(**) D’aprés la formule (10) : 1° Q est loujours divisible par 1—x; 2° Q est
divisible par 1 + x quand n est pair.
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LI. — Sur les normales a une surface.
(Janvier 1863.)

1. Dans le Journal de Ecole polytechnique (58° Cahier),
M. Abel Transon démontre ce remarquable théoréme, di &
Sturm (*) :

« Soit AN la normale d’une surface auw point A; toutes les
» normales, relatives aux points voisins (**) de A, rencontrent
» les deux droites élevées perpendiculairement ¢ AN dans les
» plans des deux sections principales et par les centres de cour-
» bure de ces deux sections respectivement. »

Si ’'on remplace la surface S par Iellipsoide osculateur en A,
et si I'on considére la section s de cet ellipsoide par un plan
paralléle au plan tangent en A, et infiniment voisin de celui-
ci (™), les normales en tous les points de s rencontrent les
droites dont il vient d'éire question. On peut se demander si,
la section s étant située 4 une distance finie de A, la méme pro-
priété subsisterait. Et comme on peut substituer, a Uellipsoide, le
cone droit circonserit suivant s ("), la question revient a celle-ci :

Les normales @ un cone droit, a base elliptique, menées en tous
les points de cette base, rencontrent-elles deux droites fixes ?

II. Prenons, pour plan horizontal de projection, le plan
méme de la base du cone; ct,

\ ., pour plan vertical, celui de
~ la section principale as'b. Les
- s m/ - 7 traces du plan tangent en un
ky point quelconque (1, m') de
1/ " la base sont la tangente m¢

r

et la droite ¢s'. Par suite, la

(") Comptes rendus, t. XX, p. 1244,

(**) Lisez : infiniment voisins.

(***) La courbe s est I'indicatrice de S, pour le point A.

(™) La courbe s est dans un plan paralléle au plan d’une scection prin-
cipale de I'ellipsoide.
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projecticn verticale de la normale est m'n’, perpendiculaire a (s'.
Les triangles sm'r’, ss't sont semblables ; done

m's r's

= —

7

s st
ou
m's. st=ss".r's.
Mais, par une propriété de I'ellipse,

, —2 2
m's.st=as = a’;

done
r a2
r§$s= —
55
ou
a‘!
r's=—, 1)
h

h étant la hauteur du cone.

La distance r's ¢étant constante, il s’ensuit que les normales
rencontrent une droite fixe, projetée en »’. Si I'on avait projeté
sur le plan de profil s'sr’, on serait arrivé a une conclusion
semblable. Ainsi :

TutoriMe I. — Les normales a un cone droit, a base ellip-
tique, menées en tous les points de celte base, rencontrent deux
droites fixes A, B, perpendiculaires a Uaxe du cone, et respective-
ment situées dans les deux plans principaucx.

III. D’aprés ce qui précéde (§ I), cette proposition peut étre
ainsi généralisée :

Tutorime 1. — Les normales a une surface du second degré,
en tous les points d’une section paralléle ¢ Pun des plans princi-
paux, rencontrent deux droites fixes, perpendiculaires a Uaxe
principal correspondant, et respectivement situées dans les deux
autres plans principausx.

1V. Revenons au cas du cone; appelons «, {3 les distances des
droites A, B au plan de la base. Nous avons, d’aprés I'équa-
tion (1) :

urie - UPMC - Cote : 2587
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Si o est pris arbitrairement, il en résulte

et, par conséquent :

Tutorene HI. — Si les normales & une ellipse rencontrent une
droite fixe A, paralléle @ Pun des axes, et située dans le plan
passant par cet axe, perpendiculairement au plan de la courbe,
elles rencontrent aussi une droite fixe B, paralléle au second axe,
et située dans le plan passant par cet axe, perpendiculairement
au plan de la courbe.

V. L’équation du liew des normales a la base du cine est

aaxz b2y2
@ —hap G — b

Cette surface gauche, qui admet deux directrices rectilignes,
admet aussi deux sections circulaires, déterminées par z = =+ T

Addition. — (Avril 1867.)

VI. La derniére remarque démontre les propriétés suivantes :

Trkorene IV, — Les normales a un cone droit, a base elliptique,
menées en tous les points de cette base, rencontrent devx circonfe-
rences fixes, ayant pour axe commun Uaxe du cone.

TutoreMe V. — Les normales & une surface du second degré,
en lous les points d’une section paralléle ¢ Pun des plans princi-
paux, rencontrent deux circonférences fixes, ayant pour axe
commun celui qui correspond au plan principal considéré (*).

(*) Ce dernier énoncé, pris @ la letire, est en défaut dans certains cas,
dont le lecteur fera aisément la discussion. Par exemple, les normales & un
paraboloide, en lous les points d’une seclion paralléle & Vune des paraboles
principales, rencontrent une droite fixe.
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LIE. — Lieu géométrique.
(Mars 1863.)

En un point quelconque M d’une ellipse donnée, on méne la
tangente TMT', la normale MN, puis les cordes MP, MQ, bis-
sectrices des angles NMT, NMT'; puis encore les tangentes PS,

QS en P, Q.

Quel est le liew du point S?

I. Supposons, pour un instant, que le point M soit fixe; pre-
nons MT pour axe des abscisses, MN pour axe des ordonnées :
I'équation de 'ellipse sera

Ay* + Bxy + 2 + Dy =0. (n
Le systéme des droites MP, MQ est représenté par
Y —a?=0. 2)

Ajoutant, et supprimant le facteur y, on trouve I'équation de
la corde PQ) :
(A+1)y + Bx —D=0 (Y. (3)

Soit R le point ot PQ rencontre MN : d’aprés I'équation (3),

D
MR =-—— -
A+1
II. Pour trouver les équations des tangentes PS, QS, il suffit
de combiner, successivement, I’équation (1) avec

(y—2x)=0, (y+z}=0.

(*) Clest ainsi que Terquem démontrait le Théoréme de Frégier : Si un
triangle rectangle PMQ est inscrit & une conique, et que le sommet M de Pangle
droit soit fixe, Uhypoténuse PQ passe par un point fize R, situé sur la nor-
male en M (Nouvelles Annales, t. II, p. 186).

et et Marle Curie - UPMC - Cote : 2587
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On obtient ainsi :
(A—1)y + (B +2)x—D=0, %)
A—NDy+B—2)a—D=0. (5)

Ces deux équations sont vérifiées par

D
=0 y=rr

donc les tangentes PS, QS se coupent sur la normale MN.
De plus,

MS =

A=
el, conséquemment,
1 1 2
—_— e — == ——
MR MS MN

Cette relation prouve que les points R, S divisent harmoni-
quement la corde MN.
En effet, PQ est la polaire de S.

III. Rapportons Pellipse & son centre et a ses axes; puis
cherchons le lieu du point R. I est facile de voir, par le Théoréme
de Frégier, que ce point est situé sur le diamétre M'M” conjugué
de OM. On a done, simultanément :

a*y? + b’x? = a’b?, (6)
y___ Yy
L=, 7
Z——12 (7
a’x'y — bPxy' = "y, (8)

D’aprés I'équation (7), le liew du point R est une ellipse sem-
blable a Uellipse donnée. Eliminant x et y, on trouve

x? oy a® — b1\ 2
§+F=(aﬁ+bz)' ®)

IV. Le point S étant I'intersection de la normale en M avec la
polaire de R, il faut, pour trouver I'équation du lieu cherché,
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éliminer x, y, x', y' entre les équations (6), (8), (9) jointes a
a*ay — U*Bx = c’xy, (10)
a’y'B + bx'e = a’b*: (1)

dans celles-ci, «, (3 représentent les coordonnées de S.
On satisfait aux équations (6), (8), (9) en prenant

. , ac? , be?r
r=acosp, y=bsing, B= P Y= S asing.

Ces valeurs, substituées dans les équations (10), (11), les
transforment en

ao sin @ — b cos @ = ¢* sin @ cos g, (10")
bacoscp—a@sinrp:tw—(ai—zﬂ); (1)
et il ne reste plus qua éliminer o.

V. Soient, généralement, les équations
A sin@+ B cos p = Csin @ cos @, (12)
A’sin o+ B’ cos o =C'". (13)

On peut les remplacer par

G'—B'cosp  Beoso C—A'sing  Asing

A T Ccosg—A’ B’ " Csing—B’

ou
CB’ cos’¢ + (BA" — AB' — CC') cosp + AC' =0,
CA’sin*@ + (AB' — BA’ — CC’)sin ¢ + BC' = 0.

On conclut, de ces deux-eci,
— B (AB"—BA' — CC')sing + A" (AB’ — BA' + CC') cos @
=(AA" + BB')C’' + CA'B';
ou, pour abréger,

Psing + Qcosg =R. (14)
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Les équations (13), (14) donnent, immédiatement,
(BR — C'Q)* + (C'P — AR = (A'Q — B'P)?;
cest-a-dire, aprés quelques réductions,
(A” + B™)[(A*+ BY) C*— (AB'— BA'?|
+ 2CC' [AB'(B — C*) + BA' (A" — C'?)] (15)
+ C(A” — C%) (B — C%) = 0.
VI. Dans la question proposée :

A=ao, B=—108 C=c
ab (a* + b%)

P )

A =be, B=—a, C=
c

en sorte que I'équation du lieu décrit par le point S est :

(awﬁa + beaz) [(aa “ bz)z (azaz + bepz) — (az_ @2)2]
+ 2 (az + be) [04(0&2@4 - b%c‘) —ath? (a2 + be)z (ae - @2)] (4 6)
+ [¢8 — b?(a* + 0] [fa* — a* (@® + b¥)*] = 0.
VIIL. Sil'on veut construire la courbe par points, ou en faire

la discussion, il est plus simple de résoudre les équations (10),
(11") par rapport a «, 3. On trouve :

acoso (a® + b?) b* — c*sin’@
2

o = P ’
¢ b? cos®  — a®sin’ g
b sin @ (@® + b a* — ¢ cos® @
= 2

¢ b cos* @ — a’sin® @

LITL. — Quelques intégrales définies.
(Mai 1865.)

I. @ étant une variable dont le module est inférieur a I'unité,
soit
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ou, ce qui est équivalent,

(4+1)4(1 4)4(4+1> 20(a). (2)
1—a 4+a—§‘2—a+m+g5—a 3+a =)

Soient ensuite :

xl—a 1 m%—a 1 xS»-a
y= —3 + o —
f—a 22—a 35—a
xl+a 1 x‘2+a { x5+a

R = —_— +: .;
14+a 22+ a 33+ a
d’ou

dy . dz .
d—x=x ‘-((1-;—90), £=x ‘-C(l+x);

et, par conséquent,

o=y [ e L w0 ®)

0

On a d’ailleurs, par une formule connue (*),

? @ =g (o —1); W

sin ar
donce

Jleerrta A

0

I1. Multiplions par ade les deux membres de I'équation (A),
et intégrons & partir de @ = 0. A cause de

a 1
f (e 4+ ") ada = _eix (e — e~w=) — T (¢ + e~ — 2)
0

a 1
=" — 27 ——— (" + X" — 2),

{ (L)

(*) Traité élémentaire des séries, p. 113.

8
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et de

(wda da) { 2
sinar  a ar

nous aurons

1 a
. g
a La(rt—x ) —(x"+x7"—2) Jdr 2
(_(c x)z {(4 +a’)'; = ‘Q g (B)
0 2

II1. Si, dans les relations générales (A), (B), on suppose a==3
on trouve, en changeant x en x2 :

a1 1
/ ('l+a—c§)-c(1+x’)dx=¢r—2, (€)

0

A/v, (1—x)[(x—a(—x1-)f_{°)x+ 1—x]{1+x dx—‘)-t— (D)

1V. Ces mémes relations deviennent, si 'on y remplace a
par aV/—1:

dx 1 2ar
/ cos\a(x ((l-l-:r =2_(ﬁ[1_m], (E)

0

Y e

o sin (§{°x)-e(l+x)d—;

4

0

N (F)
1 e* —e ?
P (F ) |
|
Done, en particulier,
i
25111 xcos—- z _T
{ s fx-CM )dx 1(‘, et—e ¢
in=— L (142)—=-
(-Q 4 x 2
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V. Enfin, la combinaison des formules (D), (G) conduit
aisément a celle-ci :

‘/ 4x[sm% -Qxcos'i—}sm%-u—(l x)[ x-+1) -Qx+1—x] |
" G fx)“ - .Q(i +2%)dar

. (H)
—9 {,eﬂ—-—e

e+ e

s

Addition. — (1873.)

VI. Des formules

! i 1 L[ o7 4 eem
-+ -+ L= Q[aw————:a—”—l], (3)

| oy bh+a® 9+a 2a

1 1 1 1 2ar .\
2 : + 2 T o2 1_mr ~ar ()’
1 +a b4+a 9+a 2a e —e

on déduit, par addition et soustraction :

1 1 1 7 [ e 7 —2
S+ S+ s+ = )
14+ 9+ a 25 +a 4a e —— e o7
1 1 1 1 €T e 42 5
-+ + + o= |t — — 2}
h+a® 16+a> 36+ a? 4a® e — goT ’

ou, plus simplement.:

1 . 1 1 T T — 1 K

1+a 9+a2+25+a2+“m};t;e“7r+1, (K)
1 1 1 9T 4 A 1

+ + - ...=1f_+_____(") (L)
A+d  16+a® 56+ ha 7 — 1 2?

(") Traité élémentaire des séries, p. 115,
(**) Les égalités (5), (L) ne différent qu'en apparence.
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VII. Lorsque a=1, la relation (K) devient, & cause de la

formule de Leibniz,
1 1 1 1

e"—1 2710 2% "507"
" +1 1 1 1

Conséquemment ,
(3 -Gw G -
{+-]—|z—— -t — | — |- =] +
2 3 10 5 26 7 50
e R R )
—_——]— = — —— ] — =+ —] +
2/ 5710/ 5 T 26/ T \77 B0

VIIL. Des relations (K), (L) on conclut encore, en suppo-
sant a=1:

2 (4 R ) (1 141 )(,) \
e e — e — e e [ = —_— — — G\
6\ 3T 970" 26 50 ()

Autre addition. — (Février 1881.)

1X. A cause de la formule, presque évidente,

* i
/ ™™ sin zdz = —
1+ m?

0

1 1 1 / sin z
§+§+76 17 o e‘—l

Mais cette série numérique peut étre représentée par une
autre intégrale définie.
Posons

on a

2

_q q“+ﬁ’+q"

R TIN
2 5 10 17

égalité d’our résulte :
du

7{/:(1 + gt g g

(*) Silon effectue, chaque terme du produit prend la forme

1
P g
(**) Bierens pe Haan, T. 264.
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On a, par la théorie des fonctions elliptiques,

Donc, pour g=1:

1 ;2 ! z d(p
u=—|—1 +\/— dq 2 Y
2 4 . V1 —ksin’e
0 0

et, finalement, a cause de la formule (5),
I 27 l
d : — \/” E0
f q\// \/l—kzsmcp . 27 —1 ®)

LIV. — Sur une transformation de série.

(Juin 1864.)

I. Dans un Mémoire sur les séries des nombres aux puissances
harmoniques (?), imprimé & Kasan, en 1832, M. Simonoff se
propose la question suivante :

Connaissant
Q(x) = Ag + A + A2® + -, )
trouver
P= A sinx + A,sin 2% 4+ -+, (2)
et
Q=A, + A cos x -+ Ay COS 2T 4 -+ (3)

L’emploi des exponentielles imaginaires le conduit aux for-
mules :

vV 1 -+ ,—a:V:l
0= 2 )2@0 ). )
p = ( 1V~ l) + (P \e—:ﬂ/—_l)' (B)
) g

(") Voir, par excmple, les Recherches sur quelques produils indéfinis.
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Prenant ¢ (x) = £ (1 + ), ce qui lui donne

Q=-Q(2005%x)»

— 1
1+V—1 g—x

1 o 2
P= ==

—y 1
Vi—1 1=V —Tigzx

L,

NO| ==

I'auteur arrive enfin aux relations connues :

| ! ] 1
§x=sinx—;sin 2 + gsin 3x —Zsin hr+ (Y, (4)

-Q(Qcos :1- x) =cosac—1 0s 2 + é oS 5 — 1cos bx + - (). (B)
2 2 3 4
II. De ce déveioppement, M. Simonoff en veut déduire un
autre, ordonné suivant les puissances de x ; mais la méthode qu'il
emploie est inadmissible (pour ne rien dire de plus); en effet, il
s’énonce ainsi :
« La derniére série nous donnera

2

1 x
fogecos—ax=— (1 —2+ 3 — 4 4 etc.
279 ( )4.2
x&
+ (1 —2 43— 4+ —
1.2.5.4%

+ ete. » (**).

11 est facile de trouver, rigoureusement, la série demandée.

(") Celle-ci a été donnée par Fourier (Théorie de la chaleur, p. 238).

(**) Rapportée dans mon Traité élémentaire des sérics.

(***) Le Mémoire est plein de résultats de ce genre. Dans son préambule,
Pauteur, aprés avoir dit que Péquation

1
1 —24+4—84.c.=~
3

a Papparence d’un paradoxe, ajoute : « Tous les analystes cependant ne con-
viennent point de cc paradoxe »;¢’est-a-dire, probablement: Tous les analystes
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En effet, de

Y= ((2 cos% x) , (6)
on tire
dy 1 1
iz 33"
Or(*):

gr =4 (b — 1) A — 42 (A8 — 1) A + 4° (4> — 1) Aa® — ..,

1 1
§tg§x=(4—-4)A2w—(42——1)A4x"' + (A — 1) Agx® — .

et, par conséquent,

2 x& 6

X
y=C— (b= 1) A+ (P — 1) A — (¥ — ) AT+ -
D’aprés I'équation (6), C = {’2; done
2 13 xG

1
— £ (cos§x>=(4-—4)A2%— (14-“—1)A‘avZ +(45—'1)A6~é.__ ey (7)

pour des valeurs de x suffisamment petites.
1. Si I'on combine I'équation (5) avec celle-ci :

91 1 1 1

= _—— e — —— = o= e

£ 2 5 &

et que I'on change ensuite x en 2x, on trouve cet autre dévelop-
pement :

1 . 1. L 1.
—3 £ (cos x)=sin*x — 5 sin®2x + 3 sin® 3x — i sin® 4x + - (8)

n’admettent pas les séries divergentes. 11 ne faut pas oublier que M. Simonofl
écrivait en 1832 : a cetle époque, un célébre Géométre allemand (cité par
M. Simonoff) cherchait les sommes des séries
1 — 25— g
1 —3n o Bn—Tr
(') Note XXXIII, p. 92.

et et Marle Curie - UPMC - Cote : 2587
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IV. La série (5) peut étre rattachée a I'intégrale définie

omf D [

ou

T ! —[ax (*

c=7e2—f Fh 0, (9)
0

ou encore
en SUppOSHI][

1 1 -

G= 1 __gz + sz.—_. .--=0,915 695 594‘...

En effet, si 'on remplace x par tg ¢, on a

G=——'/%{°<ts¢)d¢- (11)
Mais '
s =[] + Lo— Lone. (12)

Pour développer £ (ﬂ'g), représentons par z cette fonction ;

nous aurons
dz  qcotg —1
—_— = —— ;

de ¢
ou, a cause de (**)
Peotp —1 =—4A 0" + LA ¢ — P A0 4+ -
sin @ ¢ ¢* .9
2= — =—4A, PAL-— P A
® 2"" 44 66 ~+
Et comme

-C(cosqz):— -Q‘.’+cos2cp—— %cosécp+ %cosﬁcp——%cos&p 40 (B)

(*) Mémoire sur la transformation des séries (Académie de Belgique,
t. XXXIII, p. 32). Les formules rapportées ci-dessus datent de 1859.
(**) Note XXXIII, p. 92.
14
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I'équation (12) devient

2 & 6
Jf(‘s?)=——4A2%+ PA‘%-—E’AG%.;. w4+ L1209
(13)

1 1 /
— €05 20 + 508 4o ——cos6p + Zcos&p—--u
3

Multipliant par do les deux membres, et intégrant, nous
trouvons

G 4A? (ﬂ:) AW (1:)5 4 A (7:') ™ (7:) ™
== (= —] — —) 4 e 4 — ) I
93\ T&.5\e 6.7\ +: L %
1 1 1

J— —_— e —— — ..
1

9756 5.10 714

La derniére ligne a pour valeur — %; done

G_ A, 7t A, =5 Ay =7 Ay =°

97 938 LBK T 6TH 898

—Z[{%—Qa—d].

(14)

B{ B5 B5
A = — A _ — A -y e
*T1.2 YTT1.2.3 .4 7 1.2.5.4.5.6

et, d’'un autre coté, si 'on représente par Sy, S;, S, ..., les sommes
des puissances 2%, 4™, 6*, ... des inverses des nombres
naturels :

1.28, 1.2.5.458, 1.2.3.4.5.68
s BT T hE T
done

S‘Z 54 SG Ss

Aa:ﬂ?’ A‘=—£§Z$ A5==‘-2?;’ A8=—c‘-;7—73y-'

Au moyen de ces valeurs, I'’équation (14) devient

. T 82 S‘ S(; SS T
_E[2.5+4.5.46 ' 6.7.162"'8.9.165+"']_§(f"_f2_’)‘ (15)
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Addition. — (Mai 1867.)

V1. Dans mon Mémoire sur la transformation des séries et
sur quelques intégrales définies, j'ai donné diverses expressions
de la constante G (*). En partant de la formule (12), on peut
exprimer cette constante par de nouvelles intégrales définies,
assez remarquables.

A cet effet, jobserve d’abord que, de la relation connue

4 © g20F . gm0

—_—=2 ——da (™
cos X ‘ 7Y - T ),
résulte
e?xr — ek da
'f lg 5 = —_— mx?’
ou

DD
'() "’CP'— o __ g% ?'

Drailleurs :

/%e‘a(?__) dop = ;— (1—e7),
o

0

/'_ el _)d@=—4l(4 — 7%);
o

0

done, & cause de la formule (11):
G 1 /’” 7% T —2du
T4, e e TE gt
0
ou, par le changement de 7 en o :

x “e” + e“’— 2 da
G=1_ — ——— 16
4/ e* + e —o o* ( b)

0

(*) Voir aussi les Recherches sur la constante G et sur les intégrales culé-
riennes (Académic de Saint-Pétersbourg, 1883).
(**) Note XXXV, p. 118.




— 212 —
VIL Si l'on intégre par parties, la fonction

e e %—21

e 4-e"% «
s'annule aux deux limites ; done

(-]
w e — =% (o
G=~—

2. (e* + e“")ﬂz
0

(17)

VIII. La constante G étant connue, il en est de méme des
intégrales (16) et (17), ainsi que de toutes celles qu’on peut
déduire de ces deux-ci. I parait difficile d’en tirer des dévelop-
pements en séries, plus convergents que ceux auxquels je suis
parvenu dans le Mémoire cité.

Autre addition. — (Octobre 1884.)

IX. La formule (5) (p. 207) peut étre écrite ainsi :

1 © 1
-Q(“) cos & x) = 2{(—— 1y -~ £0s N (18)
1len résulte
2cos 2ax ((QCOS 1 x) = Ew (=1 1 cos (n+2a)x + cos(n—2a)x |;
2 ' n ?

puis, en supposant que a soit un nombre entier :

2cos2ax ((2 cos :; x)= 2

© 1
-+ E (=)= [cos(n+‘.’a)x+cos (n———ﬂa)x]
2a4-1 n

1
—_— [cos hax + 4]-
2a

2a—1 1
(—1)- ;[eos(n-q-fla)x -+cos (n—-—?a)x]
1




z 1 - 1 sin(n+2a)2
cos 2ax (2cos—x)dx= —q)— -
c‘:/. ( 2 2,( ) n| n+2a * n—2a |

0
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o qe . ’ T
Multiplions par dx, et intégrons entre 0 et 7 :

— —_

T T
Z sin(n—2a)~
= sin(n a)2

. T 7]
sm(n+2a)§ sin(n—Qa)—Q-

© 1
+ Y (=1)1-
27(a+l) nl n+ 2 - n— 2a

™
4a

X. Lorsque n est pair, les sinus s’annulent. D’autre part,
a cause de

(n+§2a I_ n — 2a z=20(7r:
\ 2 2

z ™
sin (n—ﬂa)—:sin n =+ 2a| —-
2 2

Conséquemment, si 'on pose :

. 5 L Sin(n + Qot):—T
S = _—— = —_—
! 2, n n + 2a S: 2{ n n— 2a (20)

les valeurs de n étant ¢mpaires, on aura
z 1 1 b3
/’ cos 2ax {(2 €os 3 x) dx = 3 (S, + Sg) ~ s (21)

XI. Selon que a est pair ou impair,

sin (n + 2a) z

[3

2 2

. ™ .o
sin (n + Qa) = =+ sin ny
Done
. ™ . T
@151""‘ °°1smn—
S-—"=j: - > S=:|: —— 22
! 24 nn + 2a ? E, nn—2a’ (22)

le signe + répondant au cas de a pair. Mais ces formules peu-
vent encore étre simplifiées.

(19
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En effet :

1 L 1 1 1 ( 1 1)
n(n+2a)_2a n n+ 2 n(n—‘.)a)_% n—2a nl

Ainsi
1 E 1
S;= &+ — - i -
! 20 “~, [n n+2a] s
1 -1 i T
Si=+— — ~|sinn —;
204, |n—2a n
puis
1 o] 1 4 x
S Sy =+* — — i —- 23
1S 2a§‘, | n— 2a n+2a]smn2 (23)

XII. La somme contenue dans le second membre peut étre
décomposée en
.7 .o .o
sinn — sin n — sinn —
ba—1 2 o

°©
3 -
y n—2a S, n—2a ( 1+ 20

Si, dans la deuxiéme somme partielle, on remplace n par 4a+p,

elle devient
. 7? . ﬂ‘
sinp — sinn ~

©

242a+p=2,n+2a;

en sorte que la formule (23) se réduit a

. T
1 M_‘smné
S| +82=j:—

. 2%
2a«, n—2a (24)

Faisant n=1, 3, 5, ..., 2a—1, 2a+1, ..., 4a—1, on trouve

R
s n —
ta—1 2 1 1 1

—_ — - R = =% §= =PI ’
y, n—2a 11— 2a 5—2a+ F 20— 1

)

ou
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selon que a est pair ou impair. La substitution dans les éga-
lités (24), (21) donne enfin

z 1 1 1 1 A 7

2 —xldy = —\|1— = —— ——| (). 5
/' cos?ax((?cOSQac) x—Qa{l 5*5 " Faag ,J() (25)
0

XIII. De cette formule remarquable (**), on conclut, en inté-
grant par parties,

z 1 1 1 1 T
Tsin2axtg—xdr=2|1—= + c—veep——— —_|: (26
/ in2az tg - x dx [ =+ 3 F 5o 4], (26)

puis, de celle-ci :

z 1 2
* |sin (2 2)x — sin 2 tg—xdr = = .
/ [sm( a + 2)x — sin ax] g5 wdx 2a+1( ) (27)

LV. — Sur un probléme d’Algébre 1égale, et sur une
transformation de série (V).

(Mars 1862.)

I. Draprés le Code civil (art. 757), le droit de Uenfant naturel
est d’un tiers de la portion héréditaire qu’il aurait eue, s’il eut
été legitime (7).

(*) La méthode précédente, bien connue, est applicable a la détermi-
nation de I’intégrale
T

z 3 1
. 9 onc 1 .
/ sin 2ax { <.. cos 2 a:) dz;

0

mais le résultat est moins simple que le précédent.

(**) Je ne Iai pas trouvée dans les Tables de M. Bierens de Haan.

(***) Cette formule, démontrable directement, est en défaut pour ¢ = 0.
On en peut déduire toutes les autres.

(") Note extraite des Nouvelles Annales de Mathématiques.

(") Cette partie de I’article 757 se rapporte au cas du partage entre
enfants légitimes et enfants naturels. Lorsque des enfants naturels con-
courent avec des ascendants ou des collatéraux, la loi a des conséquences
bizarres et méme absurdes, dont je ne parlerai pas ici. (Voyez une brochure
intitulée : L’Article 787. — Application de I’Algébre au Code civil.)
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Soient : / le nombre des enfants légitimes; n le nombre des
enfants naturels ; 2, la part d’un enfant légitime; y, , la part d'un
enfant naturel.

On a d’abord, en prenant pour unité la somme & partager
entre les [ + n enfants,

lx, + ny,,=1. 1)
D’un autre coté, conformément 4 la preseription ci-dessus,

1
Yin=— :,; L, nt> (Q)

De ces deux relations, on conclut aisément la formule suivante,
connue depuis longtemps (*),
n n(n—1) n(n—1)...3.2.1

1
T =TI T S (14 2) —E 3ol 1) (l+n) (5)

II. La complication de cette formule est peut-étre ce qui
empéche les jurisconsultes d’obéir, sinon 4 I'esprit, du moins au
texte de la loi, quand il s’agit pour eux d’effectuer un partage
entre enfants légitimes et enfants naturels. Mais on peut la rem-
placer par une autre expression, beaucoup plus commode.

On a en effet

! = ! {(1 o)r6="do;
z(l+4)(l+2)...(z+p)“4.2.5...p,/ ’
]

done
xl.n=

! 1n 1 nin—1) 1
g l— =1 —0) + — ———— 2 (4 — ) —ere = — (1 — )"
/6 ([ 51( )+32 " (1 —o) :|:5n(l e)]

0 1 P
:—_5'/. =1 (2 + o) do

N 0
d’ou enfin

1 1 n 1 n(n—1) 1 1
= Qn_ _Qn—l___ _______2'-—2__ vee JE— 4‘
o 5"[ [ R DY A B S A S +l+n] *)

() Elle a été donnée dabord par M. Cournot ( Bulletin de Férussac,
t. XVI, p. 3).
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Il est visible que, pour former la quantité entre parenthéses,
il suffit de développer (2 + 1)" et de diviser, par I, I+ 1,
l+ 2, .., 1+ n,les termes du développement. Du reste, il est
facile de vérifier, par un procédé purement algébrique, I'équiva-
lence des deux expressions de x,,,.

III. Cette équivalence étant démontrée, il en résulte que
I'on a

1 n n(n—1)

e 2

TR TR Rl 1 ) YTy R Ty S ey e 2 5)
. n_l_ n_i_ 4 . n(n—1) 1 z \?
=(1—) t+[h+1 (I—z) 1.2 l+2(1-—z) +]}

méme quand les deux membres, au lieu d’étre composés d’un
nombre fini de termes, deviennent des séries convergentes. Par
exemple, en supposant

n(n—1)(n—2)

1
l=1, n=——4, Z=§’
on trouve
A 1(1) l('l)’ 1(1)5 2(4 1 1 1 )
=]+ zi=] +=|= = — = =— =+
T2\a) 5\ T2 2 3T
ce qui est exact.
IV. Si I'on pose
z
=—t,
1—z
d’oui résulte
—t
=
11—t
I'équation (B) devient
1 n 1 nin—1) 1
R i 1?2 —
I+t T T2 Te2

L n t n(n—1) L
== [t+m+m—t+lal+4)(l+2>(‘—’)+ ]
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ou plutdt, par le changement de t en z :

1 n 1 nn—1) 1
-—= z+
I 1141 1.2 1+2

_(1_31’,[1_’_ n : n(n—1) ( z )a+
o Ul —z I+ (+2) 1 —2

2—

(6)

Cette seconde transformation est, pour ainsi dire, conjuguée
de la premiére. On peut les renfermer dans la double formule :

1 n 1 nn—1) 1

11" 12 14 2°
1 n z n(n—1) z \*
7*l(t+4)1—z+z(t+1)(t+2)(4_z)
1 n n(n—1) . @)
T R T I
1 =n | z nn—1) 1 ( z )2

2

(1 —2)P=

I e ii—z " 1.2 (=2

{1—z

Celle-ci a d’assez nombreuses conséquences, sur lesquelles je
pourrai revenir dans une autre occasion (*).

LVI. — Une proprié¢té des déterminants.
(Octobre 1863.)

I. Soient les équations

Ax, + Baxy + Cix; =0,
Agty + Byxy + Cox; =0, 1)
Azxy + Bixy 4+ Coaxy =A,
dans lesquelles
A =bye; — e3bs5, By =ay0; — cottz;, C; = ab; — bsas,
Ay=be;—cbs, By=ai;—ca;, Cy=ab;—ba;,
Ay =Dbiy — by, Bi=aeo— e, C3= ab, — byas,

A = aybyc; — a,csb; + ¢,ash; — byascs + bicsas — ciboas.

(*) Voir le petit Mémoire intitulé : Sur quelques sommations et transfor-
mations de séries (Académie des Nuovi Lincei, 1870).
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On y satisfait en prenant
Ty=a;, Xy=—Db;, x3=0¢;
Mais, par I'application des formules de Cramer, on trouve

N, N, N,
(L‘,_-—:—, .T2=—’ x3=—"’
D

D
en supposant

D= A{B2C3 —_ A1CQB5 + ClAgBa -_ B‘A2C5 -+ B1C2A3 - C‘B2A5,
N‘ =(B.lcg— ClBg)A, Ng - (A|C2 - C‘AQ)A, N5 =(A1B2’— BlAQ)A;

done

BC, — CB, AC—CAy,  AB,— BA,

as bs c3

=2—=A. @)

Ainsi : 1° les déterminants de déterminants,

BlC2 - ClBZ’ Al02 - JIA?7 AlBi - B1A2’
A,B.C; — A,GB; + C,A.B; — BA,C, + B,C,A; — C,BA;

sont proportionnels aux quantités

asz, bs, Cs3,

a‘b205 —_ a|CgI)5 -+ C‘a«zb;, —_— bl(lgC:, -+ b‘Cga5 —_ c‘bgaz.
De plus, comme le calcul direct donne

B,C, — C,B,

as

A A:
2° le déterminant de déterminant, D, est égal au carré du
déterminant A.

II. Soient maintenant les équations

Ay + By + Cix; + Dyix; = 0,
Asxy + By + Cyxxy + Do, =0, 3)

A;l,xi -+ B5x2 -+ C5x5 -+ sz‘ == O,
Axy + B, + Cxy + Dy, = A,
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dans lesquelles :

A= Ebzcadi » Bi= Eaic:’;dh C= zazbsdu D= Eaabsfu
Ag = Eblc;;d‘,, BQ = Ea{t'zd‘, CQ = 2alb5d" D2 == Ealbz,c‘,
A3 = Eb‘c‘gd‘, B3 = Eal(fgd,“ Cg. = Ealbidh D5= 2“4’720‘,
A‘ = Eblcgds, B‘ = Eaicgdz, C‘ = Ealb.zd;, D‘ = 2(14()205,
A =Ea,bgczd‘,
suivant la notation de Cauchy (*).
On reconnait facilement que les équations (3) sont vérifiées

par
XTy=—a, Xo=+ by, xz=—c, x4=+d‘,

d’out I'on conclut, comme dans le premier cas,

Y B,C.D; _ 3a.CD; B EA,B2D3~ Y ABC;

a by I A

— =i W

cette fois,
D= 2 A,B,C;D,.

HI. 1° Considérons, par exemple, I'égalité

@y A,cegz

2 B,C.D; = i

Le premier membre est entier; b, est premier avec a,; done b,
divise T A C,D;. Autrement dit, le rapport commun ) est un
polynome entier.

2° Le déterminant A, contient les lettres b, ¢, d et les indices
2, 3, 4. De méme By est composé des lettres a, ¢, d, affectées
des indices 1, 3, 4. Enfin, C; renferme les lettres a, b, d et les

(*) Dans chacun de ces déterminants, un terme a le signe +- ou le signe —
suivant qu'il contient un nombre pair ou un nombre impair d’inversions
alphabétiques.
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indices 1, 2, 4. De la résulte que chaque terme de A (abstraction
faite du coefficient numérique) a la forme

P1GaTsSs + PigarsSi

psq, 1,8, et p',q, v, s, tenant liew des lettres a, b, ¢, d.

3° D’aprés le mode de formation des quantités A, By, C;,
chacun des facteurs pyqqorss, , piqs7ss; a le signe + ou le signe —,
suivant qu’il renferme un nombre pair ou un nombre impair
d’inversions alphabétiques; conséquemment, ce facteur est un
terme du déterminant A.

4 Ces remarques tendent a faire croire que A = A2 (*).

IV. Dans le cas de cinq équations & cinq inconnues,

Y ABC;D,

Y=
€y

Cette fonction, du quinziéme degré, serait probablement
(2 aybyczd,ex)®. Et ainsi de suite (**).

LVII. — Démonstration de la formule de Stirling.
(Novembre 1866) (***).

I. Si I'on suppose

x
a1 Ty @ )

() Cest la une simple induction, qui aurait grand besoin d’étre justifiée,
au cas qu'elle le puisse étre. Si je me décide a faire paraitre cette ébauche
de démonstration, c’est afin de provoquer des recherches sur une question
intéressante (mai 1867).

(**) La propriété qui faisait I'objet de cette Note est démontrée, au moins
en partie, dans le célébre Mémoire sur le nombre des valeurs qu’une fonction
peut acquérir, etc., par A. L. Cauchy (Journal de VEcole polytechnique,
17¢ Cahier). (Octobre 1884.)

(***) Cette démonstration a quelque analogie avec celle qui a été donnée
par M. Serret (Calcul différentiel de Lacroix, 6¢ édition). Cependant, si je
ne me trompe, elle est plus simple et plus directe que celle-ci (mai 1867).
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on trouve
1
F(0) =0, F'(0)=0, F'(0) =,
puis
P=" _poyoy 4P R PP—=1 po-ngy ..+ PF(0), (¢
(p+1) =) + £ Fo-n(0) + L= pr-ng) Lo 9

Cette relation générale ne différe pas de celle qui existe entre
les Nombres de Bernoulli (*); done, & cause de

F”’(0) =-=B,,

1
6
on a

FP(0) =B,; ©)
et, pour des valeurs réelles ou imaginaires de x, dont le module
soit suffisamment petit :

B1 B;;
Flo)— —— g — 5 b e
e N i o v v R S

II. De l'identité

—2n7ra
Sraz = 2 e

on tire

27!’06

.-
** sin ax .
/ doc = S‘ e~ 7% sin axda ;
e
0

eu, par une formule connue (***),

® sinax T o 1
/ ee""‘—ida:!:;’z, x? ' (8)
— + n?

0 hm

(") Voyez Note XXXVI, p. 119.
(*) La fonction F(x) est paire; done F*»—1(0) = B,,_o = 0.
(***) Note LIII, p. 205.




4n? w
ou
° 1 2r?
2‘ o =— F(x). (6)
e + n?
Conséquemment
“ sin ax “
[

III. ax étant un are positif, de grandeur quelconque, et 6
désignant un nombre compris entre 0 et 1, on a

ax a3w3 aﬁn—l xin—! a2n+l x2n+(
sinar=— — —— 4o &= ==’ ).
1 1.2.3 1.2.3..2n—1 1.2.3...2n+1

La formule (7) équivaut donc a
1 F x? * ade xt / -
2 (x)_T,/ o1 1.2.5) em_q "
0 0

xﬂn ®© aZn—-l d“ .’172”'*'2 * a?n-]-l da
F— F pu— 6 - (8)
1.2.35..2n—1 et 1.25..9n+1 e |

0 0

Chacun des éléments de la derniére intégrale est moindre que

o2 d %

e __ | 5

(*) Traité élémentaire des séries, p. 115.
(**) Note XLV, p. 474.
(***) Quand on développe sin az par la formule de Mac-Laurin, on vérifie
seulement que 6 est compris entre — 1 et + 4 (Sturwm, Cours d’Analyse, t. I,
p- 98). Mais, par des considérations trés simples, on prouve les inégalités

BT o8 3 aSxs

sin ax < ax, sinax L ———, sina¥ ol — ——+—7F, clc;
«0 s 2o — o5 Smerlad—ortesas O

d’ou résulte

0L0L1.
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'1F ) x? ®  ada ¥ *  oddda .
9 (%) =7 T 1 1.9.3 gra_q " (
4

0 0

xin @ a‘zn—lda x?n-l-ﬁ ® az"'“da
T F4 ;
4-2-5~--9n—1./ T —1 " Y 25, 9u+1 f ¢re—1

[}

0

(9)

0, désignant, comme 6, un nombre compris entre 0 et 1.

1V. Si I'on compare les développements (4) et (9), on trouve
d’abord la formule de Plana :

3 “Qn-‘ da
By, =:I:4-n/ 6'27:-—’1; (10)
0
puis I'équation
B B B,,_ B,,
F (x):—i-xgq- S U I -t a2, (11)
1.2 1234 1.2.3..2n 1.2.5...2n+2

due 4 Cauchy, et qui subsiste pour des valeurs quelconques de x,
réelles ou imaginaires.

V. A cause de

W0 . 0z
J(x:/ p A (12)
R o

0

on a, comme [’on sait, pour toute valeur entiére et positive de x,

.((l .2.5...a‘)=/ %[e‘“w—%} ™. (13)

Si done, comme I'a fait M. Liouville, on représente par u la
fonction de x contenue dans le second membre, on aura

du wda[
_ e —

dx a
0

e‘“{l . (14)

e*—1

La fraction

o
c"‘—1=4_§+F(a);

(*) Journal de Mathématiques, t. IV, p. 318.
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ainsi
du et —e | F(«)
—_— — g | (g
dx « 2 o
0

ou, 4 cause de la formule (12),

du 4 ““F (a) »
—= —— — 7% da.
T T + % » e o (15)
0
Le n° terme de F () étant
B?n-—l

T2n+1)

2n
H

I'intégrale définie correspondante devient

0
. =
I@n+1) 2n x™

0

Quant a l'intégrale

/ 6|e—061 aint! (l(l,

elle se réduit a 0

I' (20 + 2)
62 x2ﬂ+2—_ ’
6y étant compris entre 0 et 1.

Par suite,

du 1 1B, 1B, 1 B,,_ ' |
_=_Qx+ ——-_._;——.—:__..._ il —?_~?_H; (16)
dx 2 2x° huo 2n a?  (2n+2) ™7
et enfin, par un calcul facile et trés connu,
1 B B

195..0) =z £ L ) —x —

LO25.0)=x Lo+ 2-Q(;rac) iy .
7

B‘InAl + 0 B?n-l—l
(2n —1)2n. ™1 (2n + 1) (20 + 2) g™+

Telle est la formule de Stirling. Le facteur @, qui entre dans
Pexpression du reste, est, bien entendu, compris entre 0 et 1 (*).

(*) On peut consulter, sur cette question, les Mémoires intitulés : Sur la
constante d’Euler et la fonction de Binct, Recherches sur la constante G, etc.
15
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LVIII. — Sur les lignes de courbure de Pellipsoide.

(Mai 1867.)

I. On sait que, 4, u, v étant les angles formés , avec les axes
de coordonnées, par la normale MN & une surface quelconque S,
les lignes de courbure de cette surface peuvent étre ainsi repré-

sentées :
dx dy dz

(1)

d.cosr d.cosu d.cos

Introduisons, comme nouvelles variables, le rayon vecteur u et
la distance v de I'origine au plan tangent ¢n M; de maniére que

w=a+ y’ + 27, 2)

==X ¢0S A + Y COS & + Z COS . (3)

La normale étant perpendiculaire a I'élément MM’ de la ligne
de courbure,

€0s ). dx + cos . dy -+ cosv.dz =0;
et, par conséquent,
dv = xd (cos A) + yd (cos ) + zd (cos »). (%)
La valeur commune des rapports (1) est donc

xdx + ydy + zdz udu .

wd (cos 2) + yd (cos ) + zd (cosv)  dv

et 'on peut prendre, comme ¢équations des lignes de courbure,

dx dy dz udu .
= = = e—— e J
d.cosr d.cosg d.cosy dv )
I1. Dans le cas de I'ellipsoide :
1.2 y2 z‘Z .
2 2 zi 1
+L P )
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De ces équations, jointes a la relation (2), on tire

?Q—Zi + u?— b —
2 __ b v . 8)
¥ ¢ (a® — b (a® — ¢ (
De plus,
vx vdx + xdv
cos ) =—, d(c0si)=——7—;
a a
done
a’de udu
vdx + xdv  dv
ou

(a*dv — vudu) xdx = ux’® dudv.

Si I'on remplace x2 et xdx par leurs valeurs, on trouve, apreés
quelques réductions,

wvtdu? — uv® (@ + 0 + ¢ — u®) dudv + a®’cdv* =0. (9)

Telle est Péquation differentielle des lignes de courbure de
Pellipsoide, rapportées aux variables u, v.

I11. Pour la simplifier, posons

212 .2
w="U4a + b+ ¢} v’=al;6' (10)
il vient
VdU? — UdUdV + dV* =0,
ou
du dv
U=V— + —-
v n

Cette équation, qui rentre dans la classe considérée par
Clairaut (*), a pour intégrale :

1
U=mV + —,
m
m élant une constante arbitraire.
(‘) I y a quelques années, M. Mansion a démontré ce beau théoréme :

Toute équation du premier ordre est réductible & Péquation de Clairaut (Bul-
letin de 'Académic de Belgique, février 1877). (Octobre 1884.)
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Par suite, I'intégrale de I'équation (9) est

212 .2
a’bc 1
U —a?— 0 —=m - + —
v? m
s i,
ou, si 'on remplace m par — - :
abe
2 2 2 2 LJ—
abc+(u—-a—b—c)l+Fl—O. (12)

A cause des valeurs de w2, v?, cette équation équivaut &

bel cal abl abe
(—- +4) 2+ (—5 +4> Y+ (——- +’l> Z=a?+b*+c*— — . (15)
a b ¢ l
1V. Les surfaces représentées par I'équation (13) sont des
ellipsoides ou des hyperboloides, ayant mémes plans principaux
que l'ellipsoide donné, et dont les intersections avec celui-ci sont
les lignes de courbure de cette surface. Lorsque
! abe
T b
I'équation (13) représente I'origine. De méme si = =+ oo, cte.
SiI'on élimine le paramétre [ entre I'équation (12) et sa dérivée
relative a [, on trouve
hatb’c

2 2 2 22
(W —a— 00— )= —;

- (14)

Cette relation est une conséquence de :

ha®h?c? .

3
,ui

w=a®>+ b+ + I,

done la surface (14), enveloppe des ellipsoides (15), peut étre
engendrée par les intersections d’une série d’ellipsoides semblables
et de sphéres.

En outre, la combinaison des équations (12), (14) conduit a

2abe + (* — @ — b* — ¢}) { = 0; (1%)

par suite, chacun des ellipsoides enveloppés touche, suivant wne
courbe spheérique, la surface-enveloppe.




— 229 —

V. Combinons, par addition, les équations (6), (13), aprés
avoir multipli¢ par 23 les deux membres de la premiére; le
résuliat peut étre écrit sous la forme abrégée :

- [2 3
2(l+b%+2>x_k’4—(a 4+ 0* 4+ A —abe.  (16)

Pour une valeur donnée de I, cette relation appartient & toutes
les surfaces du second degré qui passent par la ligne de courbure
correspondante : on doit done pouvoir déterminer 2 de maniére
que l'équation (16) représente les hyperboloides homofocaux
avec ellipsoide donné. Cette condition donne

P (@Dl —abe ¥+ (P B )] —abe
ar® + a®l + bel? b¥® 4 bl + cal?

=a"’—b*;

équation d’ou I'on tire
G P b%* + c*a® + a®b* /
T abe ’

L’équation (16) devient ainsi :

2 l:l . bc’l2 . f;- b%c? + cia’ + a®h? l{l "

«® a a®be

b + c*a® + aeb2

=2

2 4 (a® + b 4+ A — abe;
be ( ) ;

ou, plus simplement,

S-S === =) -%)

ou enfin

=1. (17)
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LIX. — Sur le plus grand commun diviseur
algébrigque.

(Septembre 1865.)

I. Tutorime. — Soient Fy, Fy deux polynomes a coefficients
entiers, dont les degrés sont m, m — 1. Soit Fy le reste de la
division de B;F par Fy, B, étant le coefficient du premier terme
de F,. Soit, semblablement, Fy le reste de la division de CiF,
par Fy, Cy étant le coefficient du premier terme de F,. Si les degrés
des restes Fy, F5 sont, comme il arrive ordinairement, m — 2,
m — 3, le second reste est divisible par Bj (*).

En supposant :

Fo=Apx™ 4+ Ax™ ! 4+ Apx™ % 4 o 4 A, (1)
F, = Byx™* + Bix™ % + Ba™® 4 ... + B,,_,, (2)
BﬁFo = FAQI -+ F‘la (5)
Fg == Coxm—z -+ C‘wm—z e A= Cm—?) (4‘)
CiFy =F.Q, + F;, (5)
Fy=Dea™® 4+ Dya™* + -+ + D, _s; (6)
on voit, d'abord, que Q, est le quotient entier de
BS(Agx? + A + Ay)
par Byx + B,.
Ainsi
Q= A, Byx + AB, — AB,,
ou
Q| = Bo(on -+ A‘) _ AoB,. (7)
De méme,
Q. = B, Cix + B,C, — B,C,,
ou
Qg = BO(Cﬂx —_— C‘) -+ B‘CQ' (8)

(*) Ce théoréme est dd, en parlie, & Labatie (Méthode d’€limination par
le plus grand commun diviseur, 2¢ édition, p. 8). Mais la démonsiration de
I’Auteur exige que les coefficients de F,, F, soient des polynimes; et cette
condition n’est pas nécessaire.
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En outre, d’aprés I'égalité (3), Cy est le coefficient de x™~* dans
B . A% — (Bix™? + Byx™ %) [AoBox + A,B, — AB,];
c'est-a-dire que
Co = (AsBy — A.B3) B, + (AB, — A,B,)B,. 9)
Pour la méme raison, C, est le coefficient de «™* dans
B2Ax"—® — (Box”~® + By %) [AByx + ABy — ABy];

done
C, = (AsBo— A¢B:) By + (AB, — A,B,)B,. (10)
Maintenant, I'élimination de F,, entre les égalités (3), (3),

conduit a
F; = (C} + Q,Q,)F, — B}Q.F,. (1)

La seconde partie du second membre est divisible par B : il
suffit done, pour démontrer le théoréme énoncé, de faire voir
quc la premiére partie I'est également.

Or, d’aprés les formules (7), (8), (9) et (10), on a, relativement
au module B; :

Q,Q.= + BB, (A,Cy + AC) — A,BIC,,
ACo -+ AC, = — (2A,A,B; -+ A?B, + AZB;)B, + AB,(AB, -+ A,B)),
0,0, = + A,ByBI(A,B, -+ A,B;) — A,B}(A,B! — A,B,B,— A,B/B,)
= + 2A,BBI(A,B, + A.B;) — A.B!,
Co = — (AOBQ -+ AlB‘) BO -+ AOBQI’
= — QAOBE(AoBz -+ AIBI) By + AZBY;
done enfin
G + Q,Q. = JIL . B,
II. Application.
Fo=at+ 2+ 22 +2 +1, F,=72"+ 42+ x + 1.

On trouve, en multipliant Fy par 72 :

Fo =792 + 39x + 46;
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puis, en multipliant Fy par 792 :
F;= — 20 874x + 4 263 = 7* (— 426x + 87).

Ainsi, le deuxiéme reste est divisible par 72,
Si maintenant on prend 4262F, pour dividende, et 426x — 87
pour diviseur, le reste R égale
79 .87 + 59 .87. 426 + 46 . 426°

=79 .87 + 426 (3 593 + 19 596)

=79 [87® + 426 . 991];
ou enfin

R=79".1665.

LX. — Sur Péquation du quatrieme degré. (1863.)

I. Pour résoudre I'équation
zt + Ax? + Bx + C =0, (1)
a coefficients réels, posons
xt + Ax® + Bx + C=(2* + px + ¢) (a® —px + ¢'):

nous devons trouver, pour les inconnues p, ¢, ¢', au moins un
systéme de valeurs réelles.

En égalant les coefficients des mémes puissances de x, dans
les deux membres, on obtient

B :
(+q=A+p, ¢ —q=-, 9¢ =0C;

puis, en éliminant q et ¢, '
(8 P =2 = e @
Soit P
A+ pi=gq +q=z; (3)
I'équation (2) devient
2 — Az* — 4Cz — (B* — 4AC) = 0. (4)

Telle est la réduite de 'équation (1).
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II. D'aprés la relation (5), I'équation (4) a au moins une
racine plus grande que A (*). Si 'on désigne par y cette racine,
on trouve

(8)

ete.

I11. L'équation
2+ 2+ 8x—15=0
a pour réduite
2°— 2 + 60z — 124 =0.

Celle-ci donne y = 2. Donc

et enfin
'+ x* + 8 — 15 = (2" + x — 3) (x* — x + D).

IV. Remarque. — Lorsque la réduite (4) a trois racines réelles,
plus grandes que A, la proposée (1) a toutes ces racines réelles.
Mais alors les formules de Cardan (**) deviennent illusoires; et
les valeurs de p, ¢, ¢' ne peuvent étre exprimées, sous forme
réelle, en fonction des coeflicients A, B, C. Il en est de méme si
la réduite a ses racines réelles, mais non supérieures, toutes trois,
a A. Les formules de Cardan ne sont donc applicables, utilement,
& la résolution de I'équation (1), que si la réduite (4) a une seule
racine réelle (***). Ce cas est celui ou les coefficients A, B, C
satisfont & la condition

— 16 (A* — 4C)? C + 4AB? (A — 36C) + 27B* > 0.

(*) On reconnait aisément qu’elle en a un nombre impair.

(**) Ou plutét de Tartaglia. Voyez la savante Notice insérée, par
Terquem, au tome XV des Nouvelles Annales de Mathématiques.

(***) Je mets de coté, bien entendu, le cas ou I'équation (1) aurait des
racines égales.
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LXI. — Sur les coordonnées curvilignes (*).

I. Soit un ellipsoide donné, ayant pour équation

2 2

r© .y

z!
“+ -
al b% 2

+c =1. 1

Les hyperboloides, homofocaux avec cette surface, peuvent
commodément étre représentés par

X Y z
=17 "_)
at—ut PP—ut F—ut 2
2 3/2 P _
az‘_vq_*‘b?__vz"_cz_v?:/l‘ (a)
Nous supposons
a>u>b>v>¢ (4)

de maniére que 'équation (2) représente des hyperboloides a deux
nappes, et 'équation (35), des hyperboloides & une nappe.

IL. On tire, des équations (1), (2), (3) :

) G (e
(a’—b%)(a*—c?) y= (b’—a?)(b?—c”), B

xi=

ey

puis, de celles-ci :

d — a (a* — v*) udu + (a* — u)vdv
V(e — b (a* — ¢ V(a* — u?) (a* — vY
b b — v udu + (b* — w*)vdv
dy=— ( (6)
Vbr—a) (P —¢) V(b — ) (b — )
I ¢ (¢ — v®) udu + (¢* — u®) vdy
dz = —

Vet — a®) (¢F — bY V(e* — u?) (¢t — v?)

(*) Résumé de quelques lecons faites & I'Université de Liége, en juin 1866.
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Nous allons calculer, au moyen de ces valeurs, les quantités

dx?

x2
2 xg, E -a?r E d.’xz, y 7 s 2 a!dxi,

and
dont nous aurons besoin plus tard.

III. 1° En posant
(a* — b%) (b* — *) (¢* — a*) =P,

on a d’abord

2 2= — :—) 2 a?(b* — c*) {a® — u?) (a® — V7

1
e DL S ) B Bl
Or:
St (bt — )= —P (@ + b+ o),
E a(b* — )= —P,
Y@ — ) =0;
done
Va2 = + b+ ¢ — u? — %
- 5
ou
2yt =t b — ' — V(). (7)
2° De méme,
xi
M
zb-z 2p l: a’b’ E a a’b%’(u2+v?) 2 (b*— cﬂ)_'_u?v'z 2 becg(b‘z
ou
2yt 2w’
@ b TR e (8)

(*) Cette relation, trés connue, est comprise dans un théoréme général,
que j’ai démontré autrefois (Mémoire sur la transformation des variables, etc.;

Académie de Bruxelles, 1840).
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3° Des formules (6), on déduit

2 dx?

@ @ — vt e
= 2 (@ —b?) (@ =) [a, i wdu? + 2uedudy + — dve] ;

ou, en supprimant une somme nulle,

S dx?

1 az_ u?
13[ dut Y a¥(h? +v2dv Y a¥(b*— m’]' (9)
Or:
Q a—v*
2012 .2
S ax(b ”w_w
T @ —w) (b — 112) —u?) 3 (0 — (@ — o) (6 — w)(¢ — ),
a? — u?
Sl — ) ——

=(a2_vﬁ)(b,_v)( 172)2 a¥(b* — ¢ (a® — u?)(b* — o) (¢* — V).

De plus, a cause de
(@* — o) (b* — u?) (¢* — u?)

= a’b’c* — a®(b* + ¢*) u? + a®uf — bich? 4 (D% + ) u® — utvt:
2 a?(b* — ¢*) (a* — v?) (b — u?) (¢ — u?)
= b’ 2 a (b — %) — u? 2 at (bt — ¢
+ut Y at (b — ) — abe? S —
+u’v’2a’(b‘ )—uvz (b*—c*
=u‘2a‘(b’—c ) + ulv’ Ea (b* — ¢
= — Pu? (u* —2?).

La relation (9) devient, simplement,

dz® + dy* « dz* = (u* — v*) [UnuPdu® — V3¥de?] : (10)
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dans celle-ci,

2
2 __ u 7]

(@) =)

v? .
(az_ ,U‘Z)(bﬁ__ vz)(cg _ vz) ( )

4° On trouve, avec la méme facilité,

d'}. d? 12
%+%+%=W~MWW_Wﬂ 1)

5° La quantité 2 a?dx? se décompose en

widu?® a? — o?

3‘ (0P — ) =

a? —ut
uvdudv

— 2 P E a*(b*— ¢%)

2

vdv a*—-—u
S at (0= :

a’—v2

a*—v?
Y at(b? — B

u

= AT e 2 O O = v — e — )

VYat(* — ) =—P,

sl

2 2
a—u

e 2
Ea(b—c) 5 ;
a4 — v

= (@®— v*)(b*— v¥)(c*— v?) E a¥(b® — ¢*)(a* — u®) (B* — v*)(c* —v%).

De plus, en négligeant deux termes nuls :
2 a* (b — &) (@ — v’) (b* — (c2 — zﬁ)
= — P a®%*® — u* 2 a® (b )4+ u E a® ) -+ Puty
= P[a’b’c’—— (B + @+ @b 4 (aF + 0+ Fut— uv?)

= —P|(a'— ) (0 — u?) (¢ — u?) + vt (e — v’)l

(") En vertu des inégalités (4), les fonctions U2, V* sont positives.
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La somme cherchée cst done
1+ Uhi(u® — o) | wide® + 2uvdudo + [1+ Vi — w) Jolde?;
et, par conséquent,
2 a’dax?
= (udu + vdv)* + (u* — v*) (Uutdu® — Vioidv?). (12)
IV. Soient {, p les distances du centre O & un point quel-
conque M et au plan tangent en M (*). Soient, en outre, ds, ds’

les éléments MM', mm’ d'une courbe et de sa transformée sphé-
rique, déterminée par les formules

’

z=uax', y=>by', z=1cz":

les équations (7), (8), (10), (11) deviennent :

P=a+ b+ —u*— (7)
puv = abe, 8)

ds* = (u* — v*) [Uu’du? — Viide?), (109
ds? = (4* — v*) [Udu? — V3dv?)]. ()

V. Considérons, sur I'ellipsoide, deux espéces de courbes : les
unes, intersections de cette surface par des sphéres concentriques
avec I'ellipsoide; les autres, lieux des points de contact des plans
tangents dont la distance au centre est constante. D’aprés les
relations (7"), (8'), les équations de ces courbes sont, respecti-
vement,

u’ + v* =const (**), uv== const.

Ces mémes relations (7'), (8') expriment, dailleurs, que les
parallélipipédes ayant pour arétes 1, u, v ou p, u, v, ont les
diagonales constuntes ou un volume constant.

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
(**) Tl est assez remarquable que, dans ce systéme de coordonnées,
ellipse sphérique soit, pour ainsi dire, représentée par I'équation du cercle.
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VI. Soient Ry, Ry les rayons principaux en un point quel-
conquc de I'ellipsoide. On sait que
2 b2 2 __ | be
R+ Rom e 2 PO RR=220).
P P
Au moyen des équations (77), (8"), on transforme ces formules
en celles-ci :

(W + v*) uv utyt

R|+B2= ) R‘R

e TCICE)
abe a’bic?

d’ou I'on conelut, en supposant Ry > R, :

) uv’

abe’

(15)

' abe’
valeurs remarquables par la simplicité.
Il en résulte, en particulier, que les équations des ombilics sont

ou

L0t — b , L0 —d
, y=0, Zf=c¢

rr=a

at— ¢ a* — ¢*

VII. Dans un beau Mémoire de Joachimstal (**), I'équation
générale des lignes géodésiques est mise sous la forme

2 dXde N 2 XdX _ 2 dxd’x _
E dXdax 2 X3 2 dax?

0, (14)

X, Y, Z étant les dérivées partielles de la fonction F(x, y, z)

(") DuriN, Développements de Géométrie, p. 212. 1 résulte, de la dernicére
relation, que si un plan roule de maniére & toucher constamment un ellipsoide
el une sphére concentriques, le licu de ses points de confact avec Uellipsoide est
une ligne de courbure constante. On peut consulter aussi le Mémoire intitulé
Rechercles sur les surfaces gauches (Académie de Belgique, 1866).

(**) Journal de Crelle, t. XXVI.




— 240 —

qui forme le premier membre de I'équation de la surface donnée.
Dans le cas actuel ,

8l Y

2y 2z
X= ) Y=bga cz.

Par suite, une intégrale premiére de I'équation (14) est

2 2

1 dz® + dy? + dz*
— A, _
at b ¢ gtde  dyt dR
PR

RNy (15)

z?
—6=

g représentant une longueur arbitraire.
Au moyen des formules du paragraphe 111, on transforme cette
intégrale, soit en la relation

l »
s’=-(F/pds, (16)

soit en celle-ci :

(Udu® — Vo) uv? = h? (Uuldu® — Vi'ldv?), (17)
dans laquelle
abe
Ilr = o .
9

VIII. On tire, de I'équation (17),

Uud Vod:
udu vdv (18)

VF:T— Vi — R

Par conséquent Pintégrale seconde de I'équation (14), ou
I'équation des lignes géodésiques, est

2 wdu
VA" — ) (5 — o) (¢ — ) (u — ) tm

? vidv
x = const.
V(a? — %) (b* — %) (¢ — v*) (v' — h?)

Elle équivaut a

F (u) == F (v) = const., (20)
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F() représentant, en général, I'intégrale abélienne
: aidcx

Vie*— o) (b — o) (¢® — o) (o — B?)

*

IX. La combinaison des équations (10") et (18) donne

s (u? — v Utnidu?

W=——
u* — h?

ou

(u* — v*) Uudu

ds =-
Vi — i
Le second membre est la méme chose que

Uuddu Uuvldu

Vi — k2 B Vit — ke ’

donc, en vertu de I'équation (18),

Uvdu Vi dv

ds = F .
Vur— b Vol—R?

« Iei, » dit M. Liouville, « les variables sont séparées comme
dans T'équation méme de la courbe; on a donc celte formule
trés remarquable » :

s=
udu : vido
/ =+ / © 3 (21)
[/(a”—-u.’)(bﬂ—u*)(c*—u’)(ug—h?) . l/(a"—v’)(b2 —0?)(E—v?)(v:— h?)

-+ const.

Il en résulte que I'arc de la ligne géodésique s’exprime par la
somme ou la différence de deux intégrales abéliennes.

(') Voir, sur ce point, une Note de M. Liouville (Journal de Mathéma-
tiques, t. IX). La plupart des résultats auxquels nous venons de parvenir
ont été démontrés déja par ce savant Géométre; mais il les a trouvés en
considérant la ligne géodésique comme la trajectoire d’un point qui ne serait
sollicité par aucunme force accélératrice; nos méthodes sont done essentielle-
ment différentes.

16
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X. D’aprés une remarque de Joachimstal, le rayon de courbure
d’une ligne géodésique est donné par la formule

m#

f———1 _5 tl
p
2 h2e2
dans laquelle m est une constante. A cause de p* = ‘;‘:’l: , cette
2

formule ¢quivaut &

= const. (22)

Si la ligne géodésique est une section principale, p = Ry, et

3
2
— == consl.

1
. . . 2 2
Au sommet C de la section principale AOC, Ry = %, Ry=—"2:
6 , 4
la valeur de la constante est done a—”?, et, par conséquent,

R_" (23)
R, &
XI. Pour chaque valeur attribuée a la constante g, I'équation
(15) représente une série de lignes géodésiques. Cherchons les
trajectoires orthogonales de ces courbes (*).
En représentant, pour un instant, par dx, oy, 0z les différeu-
tielles relatives a la trajectoire, on a

dxdx + dydy + dzdz = 0, :—de+%dy+§dz=0;
d’ou
dx . dy dz
Y z z x x Y

() Il est bon d’observer que, d’aprés une remarque de M. Michael Roberts,
toutes ces lignes géodésiques sont tangentes & unc méme ligne de courbure
(Journal de Liouville, t. X). Conséquemment, les trajectoires orthogonales
cherchées sont, pour ainsi dire, des développantes de la ligne de courhure.
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Substituant dans (15), et réwablissant dx, dy, dz au lieu de
dx, 0y, 0z, on trouve

(24)

équation différentielle des trajectoires cherchées.

La somme placée en numérateur est égale a
E(y )d.r —QSJZ dydz

bt Hbe 2

ds? (xdx ydy zdz) ds*

+ +
P a’ b? ¢

= = "—2-‘ .
P
De méme,

1 [y z 2 1 [y 22 2
S gl — 5] =3 g+ ) = s Sy

dx? 1
== 2;};——2—— e 2(.xctlac + ydy + zdz)?

1
== E T [E @’dx® — (xdx + ydy + zdz)”]-

L’équation (24) devient donc, par cette premiére réduction,
E a'da® — (xdx + ydy + zdz)* = hds®. (25)
Nous avons trouvé :

E o*dx® = (udu + vdv)® + (w* — v*) [Uutdu® — V3idv?],
ds® = (u* — v*) [U*du® — V*idv?).

De plus, a cause de la relation (7),
xdx + ydy + zdz = — (udu + vdv).
Par suite, I'équation (25) devient

Uutdu® — Vv = h? [Unddu® — V3oidv?),
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ou, ce qui est équivalent,
UuV u — B du = == VoV v* — h* dv. (26)

L'intégrale de celle-ci, c'est-a-dire I'équation des trajectoires,
est done

/ wdu \/(a — u?) (Zaﬁhz (¢ — )

v? —h2

/ = t.
:r./vdv \/ @ — v oy cons

Addition. — (Aout 1867.)

(27)

XII. Le dernier calcul peut étre simplifié et généralisé. A
cause de
dr— —a (a®* — v*) udu + (0 — u*) vdv ,

V(e — b?)(a® — ¢*) (¢* — u?)(a® — v?)

s (@® — v*) udu + (a®> — u?) vov
X = —2aq )
‘/(aa — b?) ((IF _ 62)(\64,2 — wd(at — ,vfz)

la condition
dxdx + dydy + dzdz =0,
éauivaut a

2
PG [ . tﬂdué‘u+uu(duz% ug vedvév] =0,
@ —u

ou, par les transformations employées ci-dessus (111, 3°), &
U*u’dudu = Vv'dvdv. (28)

Il est facile de comprendre I'usage et I'utilité de cette relation
générale : si I'on se donne I’équation différentielle
Mdu = Ndv (29)

d’une série de courbes G, on en conclut immédiatement, pour
leurs trajectoires orthogonales Gy ,

Ju = —— dv. 30
u N 1% (30)
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XIII. 1° Siles courbes C sont les lignes géodésiques consi-
dérées dans le paragraphe VIII,

Uu \Y
N==% v

Me——, —_
Vit — B2 2 — )2
et I'équation (30) devient
UuV ' — Bou =+ VoV ' — vidy

celle-ci ne différe pas de la relation (26).

2° Si les courbes G sont définies par u? + v? = const, ou par
* uv == const. (V), on a, dans le premier cas,

RI-:-M, N=-—v;

et, dans le second,

L’équation différentielle des trajectoires G est donc, soit

Un ou + Vv dv =0, (31)
soit
UA*du + V2o = 0. (32)

Dans chacune de cclles-ci, les variables sont séparées, et
I'intégration est facile.

3° Supposons que les courbes C constituent un systéme de
sections circulaires de D'ellipsoide. L'équation différentielle de
ces courbes est, comme I'on sait,

dz ¢ a®— b

dz  a \/ b — ¢’
le radical pouvant étre pris avec un signe quelconque. Mais, par
les formules (6),

dz ¢ \/ a*—b  (—vPudu+(—uvdy \/ (@*—u?)(a*—v?)

dz a P—g (a*—vudu+(a*—wodv V (¢ —u?)(—v?)
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conséquemment, I'équation différentielle des sections circulaires,
rapportées aux coordonnées u, v, est

(¢ —v)udu + (¢ —wvde  (0® — v)udu + (a® — u?)vdv

\/(02 — u¥) (¢t — v l/(T;2 — u¥)(a? ___v—_e)

ou, plus simplement,

udu vdv .
= . (33)
Vie—w) (¢ —u?) V(e —v%)( — v?)
Par suite, 'équation (30) devient :
udu v v (54)
e ———————eena O L J
B =) (@ —w =) = )V (@ =) — &)
X1V. Pour intégrer, on peut prendre :
v a_zp2 + (‘2’ s aq* + c“;
1+ p? 1+ ¢
on (rouve ainsi :
a’p’ + ¢ dp aqt + ¢ dg

(a® — b%)p* — (B — H 1 + p? - (a®— b g* — (* — ) 1+ q".

ailleurs
ap? + ¢ 1

(@—b)p* — (' — )1 + p?

h? 1 |
2\/62——62[[)\/a2— -V —¢ pVad—b Vb — ce:|

L'intégrale de I'équation (34) est donc

b* L, pVad—b—Vi—¢
— — —-& + arctgp
oV (@—b)b—c}) T pVal— b+ Vi — ¢
b > gV @ —b— Vb — ¢
-+

+ arclgq==const.;

oV (@—t)P—¢) gV ad—b 4 V- ¢
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ou, si I'on fait
b? — ¢
p=189, g=1g4, \/m=tg'y:
b? sin(@ —y)sin{6 — )

— : . “+ @~ 6= const (*). (35)
QI/(a'z—b?)(b?—cZ) sin (@ + )sin (9+ )

XV. REMARQUE. — L’intégrale de I'équation (33), ou I'équation
des sections circulaires, rapportées aux coordonnées @ et 6, est

@ — 6 = consl. (36)

Pour interpréter ce résultat, considérons les deux hyperbo-
loides passant par un point quelconque M de la section circu-
laire C, puis les cones asymptotiques correspondants. Soient OG,
OH les traces de ces cones sur le plan zx, de maniére que OG
soit I'asymptote de I'hyperbole représentée par

a2 z?

+
a?—u® & —u

On a
9 =G0x, 6= GOH;

et, par conséquent :

Les génératrices principales (situées dans le plan zx) des cones
asymptotiques aux hyperboloides passant en un point quelconque
d’une section circulaire de Uellipsoide, font entre elles un angle
constant.

(*) On trouvera, dans la Note suivante, une autre solution du probléme
des trajectoires orthogonales des sections circulaires d’un ellipsoide.
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LXII. — Trajectoires orthogonales des sections

circulaires d’un cllipsoide.
(Novembre 1865) (*).

I. Soit un ellipsoide OABC (**) ayant pour centre le point O,
et dans lequel les demi-axes, rangés par ordre de grandeur
décroissante, soient A = a, OB = b, OC = c. Si, dans le plan
de la section principale CA, nous prenons un rayon vecteur
OE = OB = b, le plan BOE coupera I'ellipsoide suivant un
cercle; et il en sera de méme pour tous les plans paralléles a
celui-la. Les limites de ces cercles, c’est-a-dire les points I, 1’ ou
I'ellipsoide est touché par deux plans paralléies 8 BOE, sont des
ombilics de la surface.

Cela posé, si nous rapportons I'ellipsoide aux droites OE, OB
et a une perpendiculaire Oz au plan BOE, la projection P du
contour apparent de la surface pourra étre représentée par

2 2
=10 (n

IL. Les sections circulaires paralléles & BOE, ou les lignes de
niveau de I'ellipsoide, se projettent, en vraie grandeur, suivant
des circonférences doublement tangentes a I'ellipse P, et dont les
centres sont situés sur Q. '

(") Rédaction nouvelle d’une Note publiée dans le Journal de Mathé-
matiques (t. XII).

(**) Le lecteur est prié de faire les figures.

(***) 11 est évident que ¢ = b. De plus, un calcul fort simple donne

, _ a%D* +D%* 4 c%a?
b2 )
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On trouve aisément que I’équation de ces circonférences est

=y = —=]o @

r
en supposant
rt=p’— g’

Par conséquent, les trajectoires orthogonales des sections circu-
laires de Uellipsoide, ou les lignes de plus grande pente de cette
surface, ont pour projections, sur le plan xOy, les trajectoires
orthogonales des circonférences dont il s’agit.

I1I. Le calcul ordinaire conduit a
(Pydx — g*xdy)* = r*(p’q® — py* — @*z°)dy’, (3)
équation différentielle des trajectoires (**).

Avant de chercher a I'intégrer, on peut reconnaitre, soit par
le calcul, soit graphiquement, que chacune des courbes repré-
sentée par cetle équation (3):

1° Passe par les deux foyers; 2° présente un rebroussement
au point o elle coupe Pellipse.

Conséquemment : 1° les trajectoires orthogonales des sections
circulaires de Pellipsoide, paralléles au plan BOE, passent toutes
par les ombilics 1, I'; 2° au point d’intersection P d’une de ces

(*) La discussion de I’équation (2) donne lieu aux remarques suivantes :

1o Si « est compris entre 0 et r;" la circonférence touche en effet I'ellipse
en deux points, symétriquement placés relativement a 'axe des abscisses;

20 Lorsque » = %E, la circonférence devient osculatrice a I'ellipse : son
rayon p= %2;

3° Si « est compris entre ” et r, la circonférence est intérieure i Pellipse;
mais, au point de vuc algébrique, ces deux courbes sont doublement tan-
gentes 'une a 'autre;

4° Enfin, lorsque o = =1, Iéquation (2) représente les foyers de Pellipse :
ces points sont les projections des ombilics I, 1 (Journal de Mathématiques,
t. XII, p. 486). .

(**) Elle ne différe, que par la notation, de celle qui se trouve dans la Note
citée [Journal de Mathématiques, t. XII, p. 484, éq. (2)].

utie - UPMC - Cote 12687
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courbes, avec le contour apparent de Uellipsoide, relatif au plan
BOE, la tangente PS est perpendiculaire & ce méme plan (*).

IV. La variable « étant moindre que r, on peut supposer
«=rsin Q.
De plus, on satisfait & I'équation (2) en prenant
x=rsinQ -+ qcospecosd, Y= qcossinb(*) (%)
On conclut, de ces valeurs,

PPy — 2’ =(g*+1")q* — (¢*+17) g cos’psin®*0 — ¢*(rsing+gcospcoss)?
=q"sin* @ — 2¢°rsin @ cos @ cos 6 + ¢*r* cos*p cos® 6

=¢*(q sin @ — r cos @ cos 6)*;
puis, au lieu de I'équation (3),
p*cosgsinodu={q(r sin 9=+ g cos 9cos 6)%=r(g sing — r cos pcos6) | dy ;
c’est-a-dire, en séparant les deux valeurs de Z—fc :

dy_
Fre

dy p* cos @ sin 0

tg o, (3)

dx 2qrsing + (q* — %) cos 0 cos 6
V. Draprés les formules (4),

dy cos @ cos 6do — sin @ sin 6do

5

dr~ Trcos @do — q sin @ cos 8dp — ¢ cos @ sin 6d6

(*) De la résulte, suivant une remarque de M. Chasles (Journal de Mathé-
matiques, t. 11, p. 293), que le plan osculateur en P, & la trajectoire orthogo-
nale considérée, est normal, tout le long de Paréte PS, au cylindre qui projette
Vellipsoide sur le plan BOE.

(**) Si c cst le centre d'une circonférence doublement tangente a l’ellipse P,
et que m soit lc point ol cette ligne est coupée par la trajectoire correspon-
dan'e, a est 'abscisse de ¢, et 8 est 'angle formé par le rayon me avec Oz.
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en sorte que I'équation (5) devient, aprés quelques réductions,

dp="- )

1 ! )
_.r((x g0 ) (8)
X étant la constante arbitraire (*).

VI. Le point m, considéré tout a I'heure, est I'intersection de
la circonférence c¢m avec une circonférence ¢'m, doublement
tangente a l'ellipse E. En appelant ¢', 0 les quantités analogues
a o et 0, relatives a cette seconde circonférence, on aurait

x=rsing + qecos@ cosl’, y==qcosq siné';
done, pour le point m :

¢0s ©' sin ¢’ = cos @ sin 9,
rsin @’ -+ q cos @’ €os 6’ = r sin @ + ¢ cos © cos 0.
On tire, de ces équations :
, p?cos @sin g

f=1tgo, tgf = . {
's g% 8 2qr sin @ + (¢* — 1% cos @ cos 4 )

De ces deux formules, la premiére équivaut a 6’ = 6; la
seconde, compardée a I'équation (6), donne

Yy )
~ =tg6 ,
de  7°
ou
1 ,
" rsine’ (7
et, par suite,
(p’:glt()" to-_d_g’). (8')
r °9

(*) On peut comparer cette équation des trajecloires orthogonales avec celle
que nous avons trouvée ci-dessus (p. 247).
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Cette intégrale ne différant, de I'équation (8), que par la nota-
tion, il en résulte que le systéme des formules (4) et (8) peut
étre regardé comme étant Uintégrale générale de Péquation (3).
Autrement dit, cette équation (3), du premier ordre et du second
degré, représente seulement les trajectoires orthogonales qu'il
s'agissait de trouver.

Addition. — (Juin 1877) (*).

VII. M. Boset, Professeur & I'Athénée de Namur, s’est proposé
ce probleme :

Une conique C étant donnée, trouver une circonférence telle
que, si, d’un point quelconque M de C, on méne une tangente MP
a la circonférence, la longueur de cette tangente soit une fonction
rationnelle, du premier deqre, des coordonnées x, y du point M.

L’énoncé donne I'équation

(x —a) + (y — B — R* = (my + nx + 1)}, (10)
laquelle doit pouvoir étre identifiée avec I'équation de C :
Y’ = 2px + qx’. (an

Identifiant, et appliquant la théoric connue, on trouve, en
supposant m = 0 (**) :

g=0, n—1=gq, lil+oc=p, | —a*+ R =0;

puis, par I'élimination des inconnues /, n :

R%=“ﬂ_(p_—i1)_‘. (12)
q+

L’équation de la circonférence focale est done

(p—o)

(x—a)f +y=o*— p

(13)

() Tirée, en partie, d'un Rapport sur la Note de M. Bosct.
(**) L’hypothése n = 0 serait inadmissible.
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Si I'on y remplace y2 par sa valeur (11), on trouve que I'équation
en x a ses racines égales. Par conséquent :

1° Chaque circonférence focale est doublement tangente d la
conique; 2° les circonférences focales sont celles dont il a été
question ci-dessus (II).

VIII. Supposons, pour fixer les idées, que C soit une ellipse,
rapportée a son centre et i ses axes. Dans'équation (15), posons :
b b?
T=x+a, a=a4+d, p=—: =——-
a a
Cette équation devient

(.T—O&)2+y2= bz(']—;?_). (14)

1l en résulte, pour la longueur de la tangente MP :

a C
d=-a——p
4 a
La longueur de la tangente MP’, menée du méme point M de
I'ellipse, & la circonférence conjuguée de la premiére, serait don-
née par la formule

' =-a+—ux
4 a
Par conséquent,

a
Jd+ ¢ = 2— x = const.
¢

On a donc ce théoréme, qui n’a peut-étre pas été remarqué :

Si un fil, de longueur constante, est tendu de maniére qu_e ses
deux parties soient constamment tangentes a deux cercles égauc,
le sommet de Pangle, formé par le fil, décrit une ellipse double-
ment tangenle @ chacun des cercles, el symétriquement placée par
rapport @ ceux-ci. )

IX. L’équation
a®y® + b'x® = a?h?,

mise sous la forme (10), donne, non seulement I'équation (14)
des circonférences focales, mais encore les équations

T=—se z=+=a (15)
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de deux séries de droites remarquables, que I'on peut appeler
~droites radicales. Chacune de ces droites est la corde de contact
(réelle ou imaginaire) commune a Iellipse donnée et & une
circonférence focale. En outre, la distance d’un point M de la
courbe, et la longueur de la tangente correspondante, sont dans
un rapport constant, égal a celui qui existe entre les distances de
M 4 une directrice et au foyer correspondant.

LXIIL. — Sur les surfaces a courbure moyenne
nulie (*).

(Mai 1867) (™).

I. On sait qu’en représentant par a, b les cosinus des angles
formés par la normale avec les axes des x et des y, on peut
melttre I'équation des lignes de courbure sous la forme

da: dx =db:dy,

on plutét sous celle-ci :

da da ) (db db )
= —dy | dy = |— — dy | dx. 1
(dwdx-'-dy y | dy dacdx_'—dy y | dx m

D’un autre coté, dans un Mémoire (***) sur les surfaces dont
il s’agit, j’ai prouvé que leur équation est, si I'on veut,

da db
“ LD P)
dx - dy )
1l résulte, de celle-ci,
d d
o= b=— ?, 3)
dy dx

(") Dans un beau Mémoire couronné par I'Académic de Belgique,
M. Ribcaucour a proposé, pour les surfaces & courbure moyenne nulle, la
dénomination d'Alesséides.

(**) La présente Note est, en grande partie, rédigéc depuis plus d'un an;
jen ai indiqué les résultats dans mon cours a I'Universit¢ de Liége.

(***) Journal de UEcole polytechnique, 57¢ Cahicr, p. 130.
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@ élant une certaine fonction de x ct de ¥. Soit z, cette fonction;
soient py, qy, 71, 81, ty les dérivées partielles de z; : d’aprés les
formules (3) :

da da db db

a=={q, I)=—Pl7 ;E=3n @ztn ‘E= T, @=—8,;

puis, au lieu de I'équation (1),
rdx® + 25, drdy + t,dy* = 0. (4,

Soient S la surface & courbure moyenne nulle, S, la surface
qui a pour équation z; =¢ (x, y). En observant que I'équation
(%), transformée de (1), appartient aux lignes asymplotiques de
Ss, on a ce théoréme :

Les lignes de courbure de la surface S, et les lignes asympto-
tiques de la surface Sy, ont mémes projections sur le plan xy.

II. Si la surface S est connue, et qu’elle ait pour équation
z={[(x,y),onaura

dz, = pdz + q,dy = — bdx + ady,

ou
q p >
dzgy = ———— dox — ——————dy ("), (5)
. ‘ VI +pt + ¢ V1w p+ ¢
puis

? q
Ry = ——— dx =Y. (6)
Vi+p+ gt

Pour déterminer Y, on a la relation

N
.1
—_—q-_‘= dx l/1+l)2+q2—.d~Y.
V14 pr+ ¢ dy dy

() 11 est plus simple de prendre

11=~/bdx+fady+fdy/2—bdx.
Y
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Drailleurs
o—31 i +p*+q* l—q _ps+at
VA+pi+ ¢ _ \/1+p2+q2= (1+p)t—pgs
d 1 4+p*+q? 37
y +p +q (] . p‘z 4 q‘Z)Z
done

dy 1 Nt —
= N - -+ (————————+ P pzs dy. (7)
Yy Vi+p'+gq A + p*+ ¢

A cause de
“ +P2)l—-2pqs+(1 + ¢ r=0, (8)

on vérifie aisément quc le second membre de 'équation (7) est
indépendant de x; ce qui doit étre.

III. Soit, par exemple,

z= fcosy— f cosx;
d’ou L {
1 1
p=1tgx, q=—1t3y, r= —> s =0, o= — —— .

L’équation (7) devient

dy /' €0S X €OS ¥ sin x cos y
— = dx + ;
dy 3

/o

2 2 n?
cos* y + cos? x sin® y)’ Vcos® y + cos* x sin’y

ou, si I'on fait sin x =2:

av cos ! da Acosy
ay et VT ey
. (l — 2Zsin? 1/)4 -_— sty

L’intégrale a pour valeur

X

V1 —Fsinty

2

done¢

dy
— =0, Y=const.
dy
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Si, pour plus de simplicité, on suppose cette constaute nulle,
on trouve, au moven de la formule (6),

sin 2, = — sin x sin y. 9)

Telle est I'équation de la surface Sy, la surface S étant repré-

sentée par ,
z=1Leosy— Lcosax.

IV. L’équation des lignes de courbure de la surface S, est,
en général,

dx + p, dz, . dy + ¢, dz,

ou ap: da
dx — b (ady — bdx)  dy + a(ady — bdx)
-+ = 0,
ou db da

P 9
(1+0*)dx—abdy |d. —-"——— +[(14-a*)dy—abdx [d. ———==0.
[ 1 V4piag? [ ] V1+pieg?

Si TI'on effectue les différenciations indiquées, et que I'on
remplace a, b par leurs valeurs, on trouve, au lieu de cette
équation,

[(4 + 2¢°) 7 — 2pqs] da?
+2[(1 + p* + ¢)s — pq (r + )] dxdy g (10)
+  [(1 +2pY) t— 2pgs]dy* =0").

L’équation des lignes asymptotiques de la surface S étant

rdx? + 2sdxdy + tdy* =0, (11)

(*) On arrive plus simplement a cette égalité en partant de celle-ci :

da, da, ) db, db,
—dr+ —dy|dy=|— do+—dy) d
(dx dy I (da: a: dy y) o
et en observant que
a, = g b= P

Vieeprg  Visraag
17
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ces courbes auront mémes projections que les lignes de courbure
de Sy, sil'on a

alps—gr)_plps—qn)+qlgs —ph_ plgs—pl) _ 2
r — 25 t 1
11 résulte, de ces proportions,
__pes ., P§S . PS5 _gsr
r—-q Y t_p"-.-A ps-—qr qH-A’ qs—pl= - ),(l )

et, en supposant s différent de zéro (*) :

w4+ + 2=0. (1%)

Les racines de cette équation sont :
1
MN=—(p"+q), A=— ;(p’ + ¢, (15)

V. 1° La premiére valeur donne

r=— fI_ Sy l=—-35,
p q
c'est-a-dire
dp dq dp dq
=0, =0;
R e p dy +q- dy
dou
P gt =k (16)

Cette équation exprime que foules les normales a la surface S
sont également inclinées sur Uaxe des 7. Cette méme équation a
la forme F(p, ¢) =0; donc la surface S est développable. En
combinant ces deux propriétés, on conclut que la surface S est

(*) Je laisse de coté le cas ou I'on aurait, simultanément :
gr=ps, pt=gs:

la surface S est alors un cylindre.
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Uenveloppe d’un plan qui fait un angle constant avec le plan xy;
elle ne différe donc pas de la surface a pente constante (*).

D’aprés un théoréme dont j'ai donné autrefois la démon-
stration (**), cette surface réglée ne saurait étre a courbure
moyenne nulle. Par conséquent, la premiére racine de I'équation
(14) ne répond pas au probléme. Dans le paragraphe XII, je
reviendrai sur cette circonstance.

2° Si I'on prend X =1, = —  (p? + ¢?), on trouve
2pqs 2pgqs
=q2__p2’ t=~q2_pz‘ (17)

La premiére équation équivaut &
dp dg
PR Nt 1,
@ =) =215,

Pour intégrer, je suppose p ==aq : il vient

dp da

dv dx 0

—5 - a1
et, conséquemment,

_ Y
p= a1
ou
P+ ¢ =pY,

Y éiant une fonction de y.

La seconde équation (17) donnerait, pareillement,

P+ ¢ =qX;
done
XY XY

P=ray 1TFav 18)

(*) Monek, Application de P’ Analyse a la Géométrie, § VIII; Lo GOURNERIE,
Traité de Géométrie descriptive.
(") Journal de Mathématiques, t. VII.
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Si I'on a égard & la condition

dp dg

dy~ dz’
et si 'on opére un déplacement d’origine, on trouve enfin, pour
I'équation de la surface S,

Z= arec tgf, (19)
9 y

g étant une constante arbitraire : la surface S est donc un hélicoide
a plan directeur. Cherchons la surface S, correspondante.

VI. On a
g9y gz

3’ =—-————-—;
x2+y2 q x‘z_‘_yi

p=

de sorte que I'équation (5) devient
xdx + ydy
x* + du (20)

——dz= == ’
' g\/—T Vs
1+a“’+ 5
g K)

w=2a+ yo

si 'on suppose

Intégrant, et déterminant la constante de maniére que z; =0
pour v =0, on trouve

- (,ﬁ__e’?). @1

2

Cette équation appartient a une surface de révolution : la
section méridienne, représentée par

g 4
x=g.(e9—e 9),

2

a une liaison remarquable avec la chainette dont I'équation serait

ac=—g—(e?l +e_~7l) :
2
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ces deux courbes ont pour diamétre asymptotique la logarith-
mique représentée par

R
9

VII. La surface de révolution S; est donc telle, que ses lignes
de courbure se projettent, sur le plan xy, suivant des circonfé-
rences el des rayons, projections des lignes asymptotiques de
I'hélicoide S. Cette propriété subsisterait pour toute autre surface
de révolution autour de Oz. Mais il y a plus: les lignes asympto-
tiques de Sy, et les lignes de courbure de S, ont mémes projections
sur le plan xy; en sorte que les surfaces S, Sy, sont conjuguées.

Pour vérifier ce dernier point, jobserve qu’en vertu de
I'équation (20) :

A N |
W g Wi g
puis
. u? (u? + ¢%) — o? (2 + ¢%)
= — 3 9
w? (u’ + ga)i
2u* + ¢*) x
o — g( 9)&

w® (u? + g’f

W (W + ¢Y) — y* (2u® + g7)

by = — 5
u? (ue + ge)E

L’équation des lignes asymptotiques de S; est done

(u* — 2u'a® + ¢*y?) da* — 2 (2u® + ¢*) xydady
+ (u* — 2u*y? + g%x®) dy* = 0. (22)
On peut I'écrire ainsi :

ut (do® + dy?) — 2° (xdx + ydy)® + ¢* (ydx — xdy)*=0.

Mais, si I'on prend des coordonnées polaires, on a

dx? + dy? = du* + w'do’, zdx + ydy = udu, yder — zdy = — w'do;
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d’ou I'on conclut
du 5
do= = ———- (23)
Vg +

Or, cette équation (23) appartient aux lignes de courbure de
I'hélicoide (*).

VIII. Le résultat auquel nous venons de parvenir nous parait
d’autant plus remarquable que, par une autre voie, on peut
trouver une seconde surface conjuguée de Uhélicoide; savoir,
le caténoide représenté par

u=%(e§ +e_7). (24)

IX. On peut se demander dans quel cas la surface S, est-elle,
comme la surface S, a courbure moyenne nulle? Pour qu’il en
soit ainsi, z; =¢(x, y) doit étre une intégrale de

da, db, —0
@y
c’est-a-dire, de
d. 9 d. P
V1 29+ 29° V1 4 2p + 2¢*
dx o dy '
En développant, on trouve

p_pr+4s, (25)
q ps + qt

Ainsi, la surface S, qui satisfait 4 1'équation
(1 +p)t—2pgs + (1 + ¢*)r=0,

doit satisfaire encore & I'équation (25). L’intégrale premiére de

celle-ci est .
z={¢ (P + ¢), (26)

¢ étant une fonction arbitraire. Cette équation (26) exprime que,
pour tous les points appartenant a une ligne de niveau, Uincli-

(*) Journal de PEcole polytechnique, 29¢ Cahier, p. 143.




— 263 —

naison de la normale a la surface, sur le plan de cette ligne, est
constante. De la résulte que toutes ces courbes sont équidistantes
et qu'elles se projettent, sur le plan xy, suivant des courbes
paralléles & une premiére ligne donnée.

La surface =, représentée par I'équation (26), peut étre engen-
drée par une ligne plane G, dont un point M décrit une ligne D,
pendant que les deux plans restent perpendiculaires entre eucx.
St la directrice D est une ellipse, les lignes de niveaw sont des
toroides; etc.

X. Soit 3= F(a) I'équation de la directrice D, que nous

supposerons située dans le plan des xy. Une paralléle & cette
courbe a pour équation :

s—arly—PF =0, (oo + = fF=r

Dans le cas actuel, le rayon p est une fonction de z; done
I'intégrale seconde de I'équation (23), ou I'intégrale premiére de
I'équation (26), est représentée par le systéme

x—a+ (y—FF =0, (x—af+(y—FP=[f(z), (27)

dans lequel f et F sont des fonctions arbitraires. Dans chaque
exemple particulier, I'élimination de « donnera I'équation d’une
surface 2, a lignes de niveau équidistantes, et ayant une directrice
donnée.

XI. La surface Z jouit des propriétés suivantes : 1° Les lignes
de plus grande pente, toutes égales entre elles, sont situées dans
des plans verticaux ; 2° ce sont des lignes de courbure; 3° les
courbes de niveau sont des lignes de courbure (*); 4° si 'on consi-
dére la courbe C suivant laquelle la surface touche le cylindre
vertical, enveloppe des plans qui contiennent les lignes de plus
grande pente, cette courbe C est une développée de la surface 2.
C’est-a-dire que si le cylindre se déroule, C engendre 2; ete. (**).

(*) En effet, ces courbes sont des trajectoires orthogonales des lignes de
plus grande pente.

(**) Voir, sur le méme sujet : Remarques sur la théorie des lignes et des
surfaces ; Note sur les surfuces orthogonales, etc. (Novembre 1884.)
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XII. La surface 2, dont nous venons de nous occuper, n’est pas,
en général, a courbure moyenne nulle : pour qu'elle le soit, la
directrice D et la génératrice doivent satisfaire & certaines condi-
tions. )

Afin de les découvrir, remarquons d’abord que, le plan de la
ligne de courbure G contenant la normale & la surface, cette ligne
G est une section principale. De plus, en tous les points d'une
méme ligne de niveau, le rayon R, de cette premiére section
principale a une valeur constante. A cause de

ot

R, R,
le rayon R, de la seconde section principale doit aussi étre
constant. D’aprés le Théoréeme de Meusnier, joint a la définition
de la surface, Ry est égal au rayon p de la ligne de niveau, divisé
par le cosinus d’un angle constant. Done p = const. : les lignes
de niveau sont des circonférences. De plus, elles doivent étre équi-
distantes (IX); et cette propriété caractérise une surface de
révolution. En résumé, la surface S est un caténoide.

LXIV. — Sur la partition des nombres.
(Octobre 1867) (*).
ProBrimME. — De combien de maniéres peut-on former une
somme n, avec q nombres entiers, égaux ou inégaux ?
I. Désignons par N, (**) le nombre cherché, et considérons
I'équation
Ty~ Ly + Xy + oo+ L, =1, 1)
En supposant que les valeurs des inconnues soient rangées par
(*) Cette Note peut étre considérée comme faisant suite a celle de la

page 56.
(**) Dans la Note citée, N,,, était remplacé par [n, q].

urie - UPMC - Cote : 2587
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ordre de grandeur non décroissante, nous pourrons attribuer a x;,
successivement, les « valeurs entiéres :

1, 2, 3, .. «,

a représentant le plus grand nombre entier contenu dans g; de
sorte que

Soit, en particulier, x; =a : les valeurs de x,, xz,... x, ne
pouvant étre inféricures a a, nous ferons

To=yYo+a—1, x;=y;+a—1, .. 0,=y, +a—1;
et nous aurons ainsi, au lieu de (1), « équations dc la forme
Yt Yoty =n—1—(a—1)g, (3)

dans lesquelles les ¢ — 1 inconnues pourront recevoir les valeurs
1, 2, 3...... Le nombre des solutions de I'équation (3) étant
No_i—ta- 14—t il S'EDSUIL quE

a=0
Nn, = E n:.l..N”_’_(a_ 1) g—1> (4)
ou

N,., q =Nn—l, g1+ Nn—l—q» -1+ Nn—l-% g—t e+ N, —A—{o—1)g, g1 (")~ (5)

II. Le nombre des termes du second membre, dans I'équation
(B), est a. Si ¢ = 2, chacun de ces termes se réduit & 1; done
N,,=a, ou

wel

relation évidente.

(*) Comme nous I'avons déja dit, la notation (g) équivaut a celle-ci : E(g)’
adoptée par Legendre.

(") Cette relation générale résulte, immédiatement, de celle qui constitue
le Théoréme II (p. 56).
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II1. Si ¢ = 3, 'équation (5) devient
N, ;= Nuogo+Nuy o+ Nogo+ oo + Noje 50,9 (7)

ou, d’aprés la formule (6),

Nn,5=(n-2—1)+(n-;4)+(n—2—"7) o ("_i_c‘;_—_gﬁ) (8)

Par exemple,

o (2 (2 (2] ) 9+

-

9 + 7 + 6 =+ 4 + 35 + 1
30;

I

I

A cause de a = (1;-’) = 6.

En effet, les décompositions du nombre 19 sont :

141417, 242415, 543415, b+4+11, 5+5+9, 6+6+7,
1+2+16, 24+3+14, 3+4+12, &+5+10, 5+6+8,
143418, 244+15, 5+84+11, 4+6+ 9, D+T7+7,
b1k, 345412, 346410, b+ 7+ 8,

1+5+13, 3+6+11, 5+7+ 9,

1+64+12, 547410, 3+8+ 8,

1+7+11, 3+8+ 9,

1+8+10,

1+9+ 9,

IV. Pour déterminer le second membre de I'équation (8), on
doit considérer les diverses formes du nombre n, relatives au
diviseur 6. On trouve ainsi, sans difliculté :

Pour n = 6n/, N, ;=N=3n"% !
n==6n" + 1, . N=n'(3n" +1);
n=6n" + 2, N=n'(3n"+2); .
n=6n" + 3, N='(n"+ 1) —n";
n=06n" + 4, N=(n'+1)(5n’+i);)
n=6n" + 5, N=(n'+1)(5n" + 2).
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V. Remarque. — Au lieu de ce systéme de formules, on peut
prendre celui-ci :

2
n= 6n', N=ﬁ-;
12
P—1
n==6n"+1, N= ;
12
2_—
= 6n' + 2, N=”‘12 *
e, 3 (10)
n==6n"+ 3, N=" +°;
12
L
n=06n" + 4, N=" ",
12
2—-—
n==06n" + B, N2 1 ,
12

Il enrésulte ce théoréme curieux, proposé par M. Vachette (*):

Parmi les quatre nombres n?, n2 — 1, n2 — 4, n? + 3, il en est
un divisible par 12 : le quotient égale le nombre des maniéres
différentes de partager n en trois parties entiéres, positives, égales
ou inégales.

VI. Si ¢ surpasse 3, il parait difficile d’exprimer le nombre
des solutions de I'équation (1), au moyen d'une formule qui ne
soit pas illusoire; et I'on est réduit a faire usage, une ou plusieurs
fois, de la relation (8). Soit, par exemple, n =389, ¢ = 4; d’olt
a==9. Cette relation devient

Nao,s=Nyg 5+ Nai 5+ Nyg, 5 + Nag s + Naa g + Nyg 5+ Nyg 5 + Nyg 5 + No 5

Mais, par les formules (10) :

. 58 — 4

Ny, 3 = TR 120,
54 — 4

N, s =_1_2_—= 96,

(*) Nouvelles Annales de mathématiques, octobre 1867.
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30°
Ny, s —1—5-——75,
26% — 4
st,s—- 12 —*56,
222 — 4
Ny 5 = = 40,
22,3 12
18 27
48,3*—’12— 1)

N W=t _ 6
14,3 — '12 - ’
10 — &
Np,g,— 12 _8,
62

Ns.a _F’E——B,

done

Ny s =120 + 96 + 75 + 56 + 40 + 27 + 16 + 8 + 3 =441,
résultat conforme a celui que donne Euler (*).

VII. Si, comme I'a fait ce grand Géométre, on veut construire
une table des valeurs de la fonction N, , on peut, au lieu de la
relation (3), appliquer avec avantage le Théoréme 1I de la
Note XXI1I, lequel équivaut a I’équation

(1)

Nn, ¢ Nn—l. -t + Nn—q.q’

ou a celle-ci :
Norgs = Nuygt g1 + Noor

Au moyen de cette relation, et des valeurs initiales :
Nn,l= 17 Nn+i,l = 1? N,,_,,=1,

on forme aisément la table suivante, qui contient les valeurs de

N

ni-g, g

(*} Introduction & I’Analyse infinitésimale, t. I, p. 252,
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Valeurs de n.

i125456 718 olof)ref13] 14| 15|16
tlafafafa|o|afafoe|alafalal a1 |1
alt|2(al5]5| 44|55 6|6|7|7 8|80
51]2(5|4]5|7 |8 |10]12]14]16 19| 21 | 24 | 27 | 30

a|1|2f5]5]6] 0 |1n|1s|1s|25| 27|30 | 50 | 47 | 54 | 64
s (1 ]23]5]7[10[13]18 |25 |50 |57 47| 57 | 70 | 84 |101
6 (1|2 |5]5[7| 1| 14|20 |26 |35 44|58] 71 | 90 | 110|136
S |7 [2[5]5]7| 11 [15]ar 28] 58| 40 [ 65| s2 | 105|151 [ 104
E sl |2]5]5|7]1e|1s]22 |20 40|52 |70] s0 116 146 [ 150
= |l
"L oltlals]s]7|11|15]22]50|41|54]75]| 04 [125] 157|201
10125 5[7| 0| 15|22 |50 |42 |55 | 75| 97 | 128 | 164|212
111 2| 5|5 [7| 11| 15|22 5042|356 | 76| 99 [131 | 169|219
1212|357 11 15|22 |30 | 42| 56 | 77 | 100 | 133 | 172 | 224
13112 |3]5|7 11| 15] 22|50 | 42|56 |77 | 101 | 134 | 174 | 227
112|557 11| 15) 22 |50 [ 42|56 |77 | 101 | 155 | 175 | 220

D’aprés la formule (12) :

Un terme quelconque de la troisiéme ligne horizonlale est égal
a celui qui le précede de trois rangs, augmenté de celui qui est

écrit au-dessus ;

Un terme quelconque de la quatriéme ligne horizontale est égal
a celui qui le précéde de quatre rangs, augmenté de celui qui est

écrit au-dessus;
Etc.
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VIIL. De la relation (11), on peut déduire, trés facilement, la
fonction génératrice de N, . En effet, soient

F(x, ¢) =27 + Npgy, g @™ 4+ oo + N, , x" + -o,
F(r,q—1)=2v 4+ N, 2?4+ o 4+ Noy g 8" 4+ oo
Multipliant par 1 — 2 les deux membres de la premiére égalité,

par x les deux membres de la seconde, on trouve deux déve-
loppements qui doivent étre identiques; done

F(x, q) = F(x, ¢ —1).

X
y —a?
Et comme

x
Flr, )=z +2*+2° 4+ .. =

’

1—x
la fonction géneratrice cherchée est

%7
—a)(1 —a) (1 — &%) ... (1 — )

F(x, q)= i *)- (13)
IX. Le second membre de la derniére équation est égal au
produit des séries

R AR S A ST
T4 2 422 x4 e
A AR S A S v S S
x4+ 2t 4+ x4 a7

. . . . . . . .

i . AT S o LR B o o T

L’exposant de x", dans ce produit, étant la somme des exposants
de x dans les facteurs de chacun des produits partiels, on a ce
théoréme remarquable (**) :

Il y a autant de maniéres de décomposer un nombre n en q
parties entiéres, égales ou inégales, qu’il y en a de décomposer ce

(") Ce théoréme est du & Euler, aussi bien que tous ceux que nous avons
donnés dans la Note XXII.

(**) Il a été donné, sous une autre forme, par Euler (Introduction & I’ Ana-
lyse, t. 1, p. 244).
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méme nombre en q parties appartenant, respectivement, aux

progressions
, 2, 4 5, 6,..

5’
, 3,05 7, 9, 11,..
, 4 7, 10, 13, 16, ...
, 5,9, 13, 17, 2f,..

e . .

1,(g+1), (29 +1), (Bg+1), (bq+1),..
Par exemple, nous avons trouvé que le nombre 19 admet 30

décompositions en trois parties. Or, cc nombre 19 admet aussi
les décompositions suivantes :

Y4 1417, bt 1414, T+ 1411, 10+-1+8, 13+1+5, 16+1+2;
1+ 3418, %+ 5+12, 7+ 3+ 9, 104-54-6, 154-5+5,

14+ 5413, 4+ 5+10, 7+ B+ 7, 10+5+4, 153+45+1,

1+ 7411, 4+ 74+ 8, T+ T+ B, 10+7+2,

14+ 94+ 9, 4+ 9+ 6, 74 9+ 3,

{+114 7, b+114 4, T4+114 1,
1-+13+ 5, 4+15+ 2,

1+15+ 3,
1+17+ 1,

et celles-ci sont également au nombre de 30 (*).

LXV. — Aire d’une surface du quatrié¢me degré.

L. Cette surface, bien connue, est engendrée par une droite
D, de longueur donnde, dont les extrémités glissent sur deux
droites fixes A, B, non situées dans un méme plan, et, pour
plus de simplicité, supposées perpendiculaires entre elles.

(*) Le Mémoire ayant pour titre Recherches sur quelques produils indéfinis
est consacré, en grande partie, & la question qui fait 'objet de la présente
Note. (Novembre 1884.)
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En appelant 2¢ la longueur de la commune perpendiculaire
aux directrices, et y I'angle constant formé par les directions
de cette droite et de la génératrice, on trouve aisément que
I'équation de la surface est réductible a

.’]?2 y2
(c + z)? - (c— 2)?

=tg*y (). 1)

Quant & la génératrice, elle peut étre représentée par
=(c+z)tgycosp, y=(c—2z)tgysing, (2)

¢ étant I'angle de A avec la projection de D sur le plan xy.
Les angles «, 3, que fait D avec les axes des x et des y, sont
déterminés par les formules

cos @ = sin  €0s @, ¢os p = — sin y sin ¢. 3)

II. Lorsque la génératrice se déplace, un point M de cette
ligne décrit un petit arc d’ellipse : la longueur et les projec-
tions de cet arc vérifient les relations

ds* = dx* + dy?, A
dx = — (¢ + z)tg ¥ sinpdo, dy = (c — z)tgy cos pdo. *)

V étant I'angle de ds avee D, on a

d d sin’y | d )
cosV=£cos«+£cos@=——c sancp_Z_J. (5)

Si I'on prend sur D, & partir du point M, une distance infini-

M ' dz I} .
nrfex'lt petite MM = do = w557 'le parallélogramme qui a pour
cotés ds ct do peut étre considéré comme I'élément de la surface.

L'aire de ce parallélogramme est

dA =dsdssin V.,

(*) Chacune des deux parties dont se compose la surface (limitées aux
directrices A, B) a la forme d’un de ces bonnels de police en usage vers 1830.

Curie - UPMC - Cote 12587
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Mais, par les formules (3), (4), (3) :

ds*sin*V == tg*y [(c +2)*sin®@ + (c— z)* cos’p — ¢*sin*y sin* 20| do*
= tg*y [(z— ¢ cos 2¢)? + ¢’ cos ¥ sin® 20| do?;
donc

sin o

dA = ——dod — 20 ;
o5y pdz V/(z — ¢ cos 29)* + ¢* cos® » sin® 20 ;

puis

siny T ke - .
o / *de dzV/(z — c cos 29)* + c*cos*y sin*2¢ (*). (6)
’,'

III. En général,

» P —— 4 o 1 "
/du\/u2 + aﬁ_——..§ uV u @ + 2 a’ .C(u +V '+ d*) + const ;
donc, R étant le radical qui entre dans la formule (6) :

1 1 .
/ Rdz—= §(z—c cos 2¢)R+§c’cos“’ysm22cp .([z—-c c0s 2p-+R]-+const;

“+c - e
/ Rdz=2¢" [sin’tp 1/ 1—sin*y cos’p+cos’p L/ 1—sin’y sin’cp]

(sing+V/1—sin’y cos’g) sing @

1 .
+=c cos?y sin*2¢ -~ T .
2 (—cos@+V"1—sin% sin’cp)coscp

Au moyen de cette valeur et de I'identité

sing + V1 — sin*y cos® p

—cos@ + V1 —sin®y sin’p

(smq) + VT —sin*y cos’) (cos @ + /T —sin’ sin qo)
sin® @ cos®

(*) On ne considére ici que la partie de la surface limitée par le plan zz,
le plan zy et les dircctrices.

18
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la formule (6) devient cos® A
ctsiny

z s -
=2[/’ sin® pdoV/ 1 —sin*y cos’qH-/ ? cos® pdopl/ 1 —sin*y sin’cp]
1 T o :
+gcos’y [ / * sin* 2pdo -Q(sm ¢ + V1 — sin*y cos® q:o)
° z
+/2 sin® 2pdo -Q(cos ¢ +V'1 —sin*y sin® cp)
' x
— 2 [ *sin’2¢do -Q(sin 9) — 2 .Q(cosry)'/ % sin* 2pd ] .
0

IV. Les quatre premiéres intégrales sont égales deux 4
deux (*); donc : ’
cos?

T
— T 02 T cinZa Sin? o
c’sinyA 4:/ cos® pdopl/1 — sin’ sin® @
0
T S ——

+ cos’y /'Esin2 20do -Q(cos ¢ + V1 —sin’y sin’® go)

' x
— cos®y / *sin* 2pdo -Q(sin @) — cos’y .((cosy) / *sin*20do;

. :

0
ou

5
¢*sin ¢
A::

[4M + N cos? fy:\ — siny [P +Q -Q(COS 9’)] 5 (9)

cos® ¢
en supposant :

T
M =/7cos3 edoV/ 1 —sin®y sin® g,
5
4 -
N= /V?sin2 ¢dp £ (cos ¢ -+ V1 —sin’ y sin® %)
’ z
P ==/ * sin*2pdo ((sin ?),
0

. z
Q .——:/’ sin® 2pdg.
o

(*) 11 est visible que la bissectrice de I'angle Oy est un axe de symétrie
de la surface. Nous aurions donc pu, au lieu de la formule (6), en prendre
une autre, dans laquelle les limites seraient O et ;i-', 0 et ¢. Mais cette sim-
plification est plus apparente que réelle.
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La question proposée se réduit donc & la détermination de ces
quatre intégrales (*).

V. 10 Q-——/ (1—cos bg) dg— - (1)
2° Pour caleuler M, posons
sin 6
SIN Q@ =
¢ sin o
Il résulte, de cette transformation :
o5’ 0 — sin®y — sin? ¢ i cos6ds
= sin? ¢ » CsRdp= singy

puis

/ (sin® y — sin® 6) cos® 66
~ sin®

1 v
=2siny/ (4+00526)de-85in5y/ (1 — cos 46)ds;
0 0

cest-a-dire :

( 4st) ! ( 4sn&)
+ — —_— |y —=si
25infyy 2 4 8 sin’ ¢ v b v

et, aprés quelques réductions,

1
" 16sin’y

z 1 z
3° P==%/.’f(sincp)dqa—-é/’cosl*cp-g(sincp)dq)
0 0

On sait que

[(2— cos 2) sin2y + 2y (1 — 2 cos 2y)]. (12)

/gﬁ(sin@)d¢=—g{°2(")-

(*) Les valeurs de M, P, Q sont connues. Voir les Tables de M. Bierens
de Haan.

(**) Bierens pE Haan, T. §30. — L’en-téte de cette table contient une faute
typographique. Au lieu de : Lim. 0 et 7{, on doit lire : Lim. O et 72_r




— 276 —

De plus, & cause de x £ =0 pour x =0,

7 T
/?coslkcpf(sincp)dcp=——1z/?sinl;qﬁ(_)—%ipdcp,
. ,

sin
4 P
ou

T z z
/ ?cos4cp((sincp)dcp=—~1z[2 / * cos2pd + g + / "‘cos!*cpdcp]
(1 R 6 0

0

@l A

Par suite,
T
=—\1—4 . 13
= li-ses) .

VI. La détermination de I'intégrale

4 T
N— / Zsin? 20do {’ <cos 0+ V11— sin*y sm‘(p)
(0

présente d’assez grandes difficultés. Pour essayer de les lever,
je considere d’abord les cas particuliers de y =0 et de y =12’ ;
savoir :

T
N =/ * sin? 2pdo -Q(L—l— €0s @),
0

T
N, =/ ? sin® 2pdg £’ (2 cos @).
0

LN d Z
1° N,=‘f‘2/—“_sin2 2¢do +/25in22@dq).[°(cosq3).

La premiére intégrale égal;: Q =% ; la seconde ne change pas
quand on y remplace ¢ par 5 — ¢; c'est-d-dire quelle est égale

4 P. Conséquemment,

T
N, =—-
=75 (14)

2° La comparaison des intégrales N, ct P conduit &

z 1
No—P=—/’sin22@f.tg§¢d@.
0
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cos

Remplacant sin2 2¢ par ‘_—2—4—?, puis intégrant par parties,

on trouve aisément, au lieu du second membre,

e 7z
géf?sif@d?_%u/§(1 — 25sin® ) cos @dg.
0

La premiére intégrale a pour valeur le double de la constante
G (*); l'autre est égale & 3. Conséquemment,

1
NO_P—::G—E,
ou
No— o (l — & £9) + G— 15
b=l — b £+ 6— (") (15)

VII. Remarquons, maintenant, que la dérivée de N, relative
au parameélre y, est

dN : ’

—=—sinycosy

dy J  (cosg+V1—sin*y sinp)l/1—sin’y sin’p
0

r ———3
T — cosp + V1 —sin*ysin®o

V1 —sin*y sin? P

e

sin? 29 sin® pdo

sin® 2pdo,

0
ou

B dr + 9
‘i“_‘=tgy[ 7osinicsele ol e
dy V1 —sinty sin® @

0

Pour calculer I'intégrale

Z  sin® 29 cos @dp
S=f’l/—-——-———.‘,-—.,-’ (17)
1 — sin®y sin* @

0

je pose, comme ci-dessus,

. sin 4
sin @ =

sin o

(*) Bierens e Haan, T. 239. Voyez aussi la Note LIV.
(**) Un calcul direct, beaucoup plus long que celui-ci, conduit au méme
résultat.
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Cette transformation donne

4
sin® o

v
S= / (sin®o — sin® 6) sin® eds.
B

Comparant avec I'intégrale M, on a

1 . 4
ZS sin®y + Msin®y =/ (sin® » — sin®0) d4
0

- 1 1.
= sin’ ¢ ——§ y—§s1n27' H
puis, & cause de la formule (12),

1
T 2sin’y

[(1 4+ 2cos* ) sin y cos ¥ + o (1 — & cos*»)]. (18)

Substituant dans la formule (16), on trouve

dN v
dy ~ 2sin*y cosy

(1—4‘<:0s’fy)+2 (i+2cos’fy)—7—[:tgy;

sin® o

et, par conséquent,

N = No -+
1/7,,(4-—4c0s2y).-|—‘sin«ycosy(1 +20052?/)dfy+ Z_Q(cos'y). (19)
2 sint ¢ cos ¢ 4

o

L’intégrale indéfinie se décompose en

ydy , [ reosydy / dy ( 1 )
—_—— ——— —-2 te — == F .
/sin‘y cosy */ sin* o +o sin®y -Q ®9 4 »)

On peut vérifier que

/' dy 1 1 , 14 siny 1
. =—— ——
sin*y cos ¢ 3siny 2 1 —siny siny

Drailleurs,
/‘ cos ydy 1
sinty  3sinty
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On a donc, en intégrant par parties,

|+Sinfy) 1%
smfy V-Q( i S

1 —siny sin y

1 4+ siny ( 1 )
2 2ol
+/smy 2/ {1—.~,mey .Ctg2'y,

ou, a cause de

Flr)=

> dy 1, ( 1 ) 1 cosy
= — to — —— .
sin® ¢ 2{ 527 2 siny
F(y)=
v ] 1 4+siny cos 4 1 +-sin
ey ..,._,,_{0(__‘_)__.._7/___4__/‘1,,):0( .?/)’
sin’y 2 1—siny sinyy  sin*y 2 1 —siny

ou

F () cos ¥ (v cos ¢ — sin ) /',,d,,
Y= sin® o cos ¥

La fraction en dehors du signe/se réduit & — 3 pour y=0;
conséquemment

/‘79/(1 — 4 cos®y) + siny cos ¢ (1 + 2 cos®y)

sin* ¢ cos ¢
1 cosy (v cosy —sin fy) 7 ydy
= — - —
3 sin® cos o’
0

puis, par la substitution dans la formule (19),

1 cosy (vecosy —siny) =
=N - —
N 0+6-o- 25y +4_£’(COSfy)

1 /‘"’ vdy
+ = H
2. cos y

0

ou encore, en réunissant les deux termes qui deviennent infinis
pour y =7
1  cosy (ycosy —siny
N=N, + -+ — )
6 2 sin’ ¢

1 V(x| (20)
-—5'/' (ésmo—e>d9

0 €cos 4
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VIII. Si I'on fait

9=§—U,

on change la derniére intégrale en

T

2 ™

T
—COSV— = + U
2 2

z 1
2 sin 5Y
™ 4
. —dv=— dv +
sin v 2
C()S—)U
T T - N
T7 37 37
Drailleurs,
L |
2 sin —»

L3 T Y
1 dv=-—2-€(cosz> + Q-Q[COS (Z_E)]
- cos§v
—2-*—7
=2f(cos§+ sin%);

donc la formule (20) devient

N=No

1 cos y(y cosy —sin y)
%

2 sin®y

¥ ¥\ 1
- ,[° (cos 2+sm 2)

Zudv
2. sinv’
-
ou plus simplement, et & cause de la valeur de N,
™ cos ¥ (y cosy —sin n v .Y
Ne=—(1—4£2)+ ( ’; fy)+—_(°(cos—+sm—)
16 2 sin® 2 2 2
N 1/‘%-7 vdv
2 sinv’
0
ou enfin

Nl Z .[“

(1 + sin y) cos ¥ (
+
'16

v cosy — sin ¥)

2 sin’® ¢
/ —v vdv
+

21)
sin v’

0|y

vdy

sin v
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On voit ainsi que la fonction désignée par N se compose d’une
somme de quantités données, augmentée de la moitié d'une
intégrale de forme trés simple, mais dont la valeur n’est pas
connue généralement. Le probléme que nous nous étions proposé
de résoudre se réduit donc, en derniére analyse, & la recherche
de cette méme intégrale.

IX. Reprenons les formules (9), (11), (12), (13) et (21) :

¢® sin
A= — y[4\1+cos 9/]—0251n7/[P+Q_[° (cosy)],
l 9 9, M Y
T [(2 — cos 2¢)sin 2y + 2 (1 — 2 cos 2y)],
N P L™ (1 +siny) +cosof(yco.5ry—-sinfy)
16 4 2sin® o

L1 /__yvdv
sin v
T T
p=(1—ss), 0
16( L2 0 4

La substitution des valeurs de M et de N donne d’abord, au
moyen de quelques réductions,

-

5
4M~+-Ncos?y=—cos y + 4
2 Qsmfy

x 1+siny 1 Z_yvdv
—cos?y | 1+4 ( ) —cos? /’ —_
T ”[ £ ]+2 o sinv
0

De plus,

(5sin*y + 2cos’y)

P+ cos _——— ( )
Qf )= f cos v
Conséquemment
A 5 v 1 4 siny
—=—1 —(3t 2)+ —
¢ ‘.)g 2( gy + s1ny_[°( cos ¥ )(
1 T _y vdy (22)
-*-—sin'y/'2 _ S
2 ) sin v
0
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X. Si I'on compare cette valeur a celle qui résulte de I'équa-
tion (6), et que I'on prenne ¢ pour unité, on trouve

r +1

/ 2 dp dzV/(z — cos 29)° + cos? ¢ sin® 29
'0 -1

3

1 o T
= ——(3 2 cos?y )+ — cos?
2co ¥+ 5 sn ( sin®y + ¥)+ i yﬁ

/
cos
1 Z _y vdv \
02 z .
+2cos Y/ sinv() }

l
+smfy (23)

0

LXVI. — De guelques prepositions inexactes,
relatives aux séries.

(Novembre 1867) (**).

I. Dans une Note intitulée : Addition @ la premiére partie des
Recherches sur la nature et la propagation du Son(***), Lagrange
répond ainsi a de trés justes critiques :

« .. 3° M. d’Alembert attaque aussi les calculs que jai fait
» dans le Chap. VI pour trouver d'une maniére directe & géné-
» rale la somme d’une suite infinie, telle que

« sin@ X sin 8 + sin 20 X sin 20 + &c. »

(*) Cette formule semble cn défaut lorsque ¥ = % Mais dans ce cas,

Tintégrale relative a z doit étre décomposce ainsi :

c0s 29 +1
/ (cos 2 — ) dz +- / (z —cos 2¢)dz;

-1 cos 29

parce que, dans le premier membre de (23), le radical est supposé positif.

(**) Cette Note renferme certaines vivacités d’expression. Peut-étre, aujour-
d’hui (juin 1884), I'écrirais-je autrement. Néanmoins, j’ai cru devoir ne rien
changer a ma rédaction primitive.

(***) Miscellanea taurinensia, pp. 326 et suiv. (1760-61).
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Cette série est sinon divergente, du moins indéterminée. En
effet, la somme des n premiers termes a pour valeur

cos (n+1)p—0) in n(p— o) cos (n+1)(p+0) in n(Q -+ 6)

2 9 ‘ 9 ° D)
S, = ] - 0
QSin(P— ‘.)sincP+
2 2

et, lorsque n croit indéfiniment, cette quantité ne tend vers
aucune limite fixe. Néanmoins, a I'endroit cité, Lagrange cherche
a prouver que la somme de la série égale zéro. On va voir
comment l'illustre Géomeétre arrive a un pareil résultat.

« La méthode que j'ai emploiée dans cette recherche est
» trés-simple ; aprés avoir transformé la suite proposée en deux
» autres composées de simples cosinus, jai mis & la place de
» chacun de ces cosinus son expression exponentielle imaginaire,
» & j'ai cherché la somme de suites résultantes, par la méthode
» ordinaire de la sommation des series géométriques, en suppo-
» sant le dernier terme nul comme on le fait communement
» lorsque la serie va a l'infini.

» M. d’Alembert m’objecte que cette supposition n’est point

» exacte, parce que dans la suite = 4 V7T &e. le dernier

» terme est e*” ' quantité qui est infinie au lieu d’'étre zéro. »

Non seulement Lagrange n’admet pas I'objection, mais encore
il ne la comprend pas; il y a plus : il s’étonne que d’Alembert
conteste une proposition completement absurde! Le Géométre de
Turin continue en effet ainsi sa polémique avec le Philosophe de
Paris :

« Or je demande si toutes les fois que dans une formule
» algébrique, il se trouvera par exemple une serie géométrique
» infinie, telle que 1 + x + x2 + a3 + &c. on ne sera pas en
» droit d’y substituer ’—_‘—m, quoique cette quantité ne soit réelle-
» ment égale & la somme de la serie proposée qu’en supposant
» ledernier terme z” nul.Il me semble qu’on ne sauroit contester
» D'exactitude d’une telle substitution sans renverser les Principes
» les plus communs de I'Analise. »
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Ainsi, ce serait renverser les principes que de contester I'exacti-
tude de la substitution d’une quantité A a une quantité B, lorsque
B différe de A'! On croit réver quand on lit de pareilles choses,
signées d’un si grand nom! Mais ce n’est pas tout :

« M. d’Alembert apporte encore un argument particulier pour
» prouver que la somme de la suite

» €0S T + €0s 2x + c0s 5x + ete. d Uinfini

» ne peut pas étre — 1 comme je I'ai trouvée par mon calcul 1l
» suppose x = 4d°, et il lrouvc que cette suite devient —= l/‘ , 0,
» o o-— Va’ —1,— V_,O + —= V =, + 1, ele. aprés quoi elle recom-

» mence : or (dit-il) la somme de cette suite finie est, ou —=, ou 0,

» ou—1,0u—1— ‘7— selon qu’on y prendra plus ou‘/moms de
» termes. Donc la somme de la suite entiére est aussi ou —= V ,ou0,
» ou — 1, ou —1 — V_’ selon le nombre des termes qu'on y
» prendra, quel que soit d’ailleurs ce nombre de termes fini ou
. infini, & cette somme ne serait point =0, @ moins que m X 45°
» ne s0it = a une infinité de fois la circonférence, ou 155° + une
» infinité de fois la circonférence. »

Sauf peut-étre les mots somme de la suite entiére, il n'y a rien
a objecter au raisonnement de d’Alembert : aujourd’hui, on ne
s’y prendrait ni autrement, ni mieux que lui, pour établir I'indé-
termination de la série

€OS X -+~ €0S 2x -+ COS DXL + -

Au lieu de se rendre a des arguments si clairs, présentés en
si bons termes, le futur comte de I’Empire le prend de trés haut
avec Jean-le-Rond ;

« Je répons qu'avec un pareil raisonnement on soutiendroit
» aussi que —— n'est point I'expression générale de la somme
» de la suite mﬁme 1 — x + x2 — 23 + etc. parce qu'en faisant
» x=1onal—1 +1—1 + elc. ce quiest ou 0, ou 1, selon
» que le nombre des termes qu'on prend est pair, ou impair,
» tandis que la valeur de 1+:c est 3. Or, jene crois pas qu’aucun
» Géométre voulut admeltre cette concluszon.

urie - UPMC - Cote : 2587
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Depuis longtemps tous les Géomélres sont d’accord sur cette
proposition :
L’équation
1

=1 —x + x> —x* + ..
1 +x

est absurde si x égale ou surpasse l'unité;

et tous les étudiants en mathématiques sont en état de la démon-
trer. D’Alembert avait done raison ; et il ne reste rien, absolument
rien, de la réfutation de Lagrange (*).

II. Un Mémoire sur la convergence des séries, du a I'un des
plus éminents Géométres de ce siécle, commence ainsi (**) :

« Soient
Uy, Uy, Uy, Uz, + - €LC... (1)

» les différents termes d'une série réelle ou imaginaire ; et
S, ==1Ug+ Uy ~+ +oo + Uy, 2

» la somme des n premiers termes, n désignant un nombre entier
» quelconque. Si, pour des valeurs de » toujours croissantes, la
» somme s, s'approche indéfiniment d’une certaine limite s, la
» série sera dite convergente, et la limite en question sera ce
» qu’'on appelle la somme de la série. Au contraire, si, tandis
» que n croit indéfiniment, la somme s, ne s’approche d’aucune
» limite fixe, la série sera divergente et n’aura plus de somme (***).

(*) Comment le nouvel éditeur des ceuvres de ce grand Géométre a-t-il
laissé passer, sans les signaler aux lecteurs, des théories aussi fausses?
M. Bertrand, dans sa belle édition de la Mécanique analytique, avait donné
un exemple bon a suivre.

(**) Exercices de Mathématiques, t. II, p. 221 (1827).

(***) On voit que Cauchy n’admet que deux espéces de séries. Cette clas-
sification, acceptée par la plupart des auteurs, ne me semble pas rationnelle.

Dire que

=t — gl — s
est une série divergente, c’est attribuer au mot divergent unc acception
contraire & son scns habituel.




— 286 —

» D’aprés ces principes, pour que la série (1) soit convergente,
» il est nécessaire, et il suffit que les valeurs des sommes

Xy

S, s,,.H 3 Sn+2s

» correspondantes & de trés-grandes valeurs de =, différent
» trés-peu les unes des autres, en d’autres termes, il est néces-
» saire, et il suffit que la différence

Sugm —— Sy = U, = Upyy & oo = Uy gy (5)

» devienne infiniment petite, quand on atlribue au nombre n une
» valeur infiniment grande, quel que soit d’ailleurs le nombre
» entier représenté par m... »

Jai déja fait remarquer (Traité élémentaire des séries, p. &)
que la phrase imprimée en italiques énonce (si je I'ai bien com-
prise) une proposition fausse; car le sens le plus naturel qu'on
lui puisse attribuer est celui-ei :

Une série est convergente si la somme d’un nombre quelconque
(mais déterminé) de termes conséculifs tend vers zéro, lorsque le
rang du premier d’entre eux croit indéfiniment; et il est évident
que la série harmonique satisfait a cette condition.

On peut, il est vrai, supposer que par I'expression quel que
soit le nombre entier m, Cauchy a voulu entendre que m peut
étre infini, ou plutot indéfiniment grand. Mais alors le théoréme
énoncé (et non démontré) se réduirait & cette proposition aussi
insignifiante qu’incontestable : une série est convergente..... quand
elle est convergente!

En effet, pour que la quantités, ., — s, tende vers zéro quand
on y fait croitre indéfiniment et successivement, d’abord m, ensuite
n, ¢l faut et il suffit que cette quantité tende vers une limite finie
et déterminée quand on vy fait d’abord croitre indéfiniment m ;
cest-a-dire il faut et il suffit que la série soit convergente; ce qui
n’apprend rien.

III. Cette proposition fausse ou insignifiante, que I'on est
étonné de rencontrer chez I'illustre Géométre a qui I'on doit les
vrais principes sur la convergence des séries ; cette proposition,
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dis-je, a été reproduite, avec aggravation, dans un grand nombre
d’ouvrages didactiques, la plupart trés recommandables. Voici
quelques citations :

1 « Réciproquement, lorsque toutes ces conditions (*) sont
» remplies, la série est convergente; car les sommes s,, s,,,,
» 8, .9 8,45, €lC., pouvant devenir aussi peu différentes les unes
» des autres qu’on le veut, ces sommes convergent nécessaire-
» ment vers une limite...... » (dlgébre de Choquet et Mayer,
p. 584, 1849.)

Ici, erreur est manifeste : la différence s, , — s, peut tendre
vers zéro, pendant que s, et s, , croissent indéfiniment.

2° « Réciproquement si la somme ¢ (**) tend vers zéro, quel
» que soit m, quand n augmente indéfiniment, toutes les
» sommes désignées par s,,,,, différant trés peu les unes des
» autres, quand n est trés grand, tendent évidemment vers une
» limite commune, et la série est convergente. » (Briot, Lecons
d’Algébre, 2% partie, p. 31, 1853.)

Evidemment, les sommes désignées par s,,,, peuvent croitre
au dela de toute limite, tout en différant trés peu les unes des
autres.

3° « Pour qu’une série soit convergente, la condition néces-
» saire et suffisante consiste en ce que la somme d’un nombre
» quelsonque de termes au-deld du n*"™, u,, soit aussi petite que
» lPon voudra, si n est suffisamment grand. Cette condition.....
» est suffisante, car si

Uppy + Uppo + oo Uy,

» est compris entre — e et + ¢, S, scra comprise entre S, — ¢
» et S, + ¢, limites qui se rapprocheront de plus en plus a
» mesure que n augmentera.... » (Sturm, Cours d’Analyse,
. I, p. 34, 1857.)

-

(*) Celles dont il vient d’étre question.
(**) e désigne Syqm — Su-
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Si 8, croit indéliniment avee n, il en est de méme pour S, ;;
donc la proposition et la démonstration sont inexactes (*).

IV. Une théorie des séries, trés rigoureuse et trés compléte,
se trouve dans le Traité de Calcul différentiel et de Calcul
intégral, de M. Bertrand. Comment se fait-il que ce Géométre,
dont personne ne conteste I'érudition et la sagacité, ait imprimé
la formule suivante, laquelle est toujours absurde ?

siny 1sin2 1sin3y
- =

T
2 cosy 2 cos’y 3 cos’y

R ("}

Il est bien vrai que, quelques lignes plus has, 'auteur ajoute :
« Nous retrouverons la plupart d’entre elles (e plupart de ces
» séries) par d’autres procédés qui nous permettront de décider
» dans quels cas elles sont applicables ». M. Bertrand s’est-il
réservé le plaisir d’apprendre plus tard, 4 ses lecteurs, qu’il a
voulu leur tendre un piége mathématique? Ce serait la une
étrange espiéglerie (***).

V. Dans un Cours de Calcul différentiel et intégral (sic), que
fait paraitre M. Serret, on lit:
« Réciproquement, la série

Ugy Uy, Uz, Uy gy o

(*) Le Cours de Sturm a été publié, aprés la mort de I'auteur, par Prouhet,
I'un de ses meilleurs éléves, dont la fin prématurée est bien regrettable.
Il est donc possible que la faute signalée ne soit pas le fait du profond
Géometre qui sut toujours, dans ses démonstrations, allier la rigueur  la
simplicité.

("*) Tome I, page 504. — Ce volume, publié en 1864, est le seul qui
ait paru.

(***) Le grand Traité de M. Bertrand, beaucoup plus complet, beaucoup
plus exact que celui de Lacroix, ne remplacera pas cette ceuvre remar-
quable : il y manque (je parle du 7raité nouveau) l'ordre et le style. Puis,
contrairement & son respectable devancier, qui cherchait & rendre justice
a tous, M. Bertrand ne cite presque personne, sauf ses amis, bien entendu.
Croirait-on que, dans la Table des maticres, M. Liouville est signalé, uni-
quement, pour avoir inventé une dénomination ?
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» est convergente lorsque la somme

Up 4 Uy + oo A+ Uy,

» tend vers zéro, quel que soit p, quand n augmente indéfiniment.

» En effet, désignons par ¢ une quantité positive aussi petite
» que I'on voudra, et par S, la somme des n premiers termes
» de la série. Comme la différence

Suip— Sy =t + Uppy + -+ Ungp—t

» tend vers zéro, quel que soit p, par hypothése, quand n tend
» vers I'infini, on peut donner a n une valeur déterminée assez
» grande pour que la différence dont il s’agit soit comprise, quel
» que soit p, entre — ¢ et + . On aura done

Sn—'5<sn+p<sn+£°

Cela posé, le nombre n restant invariable, faisons tendre p
» vers l'infini... »

On voit que le théoréme de M. Serret est la proposition de
Cauchy, accompagnée d’une démonstration trés peu claire : I'au-
teur en convient. On voit aussi, par les derniers mots cités, que,
suivant M. Serret, le nombre p doit étre supposé indéfiniment
grand. Nous avons déja démontré (§ II) que la proposition de
Cauchy, entendue ainsi, équivaut & ce théoréme inattaquable :
Une série est convergente quand elle est convergente; mais, afin
d’élucider entiérement une théorie sur laquelle tant de Géométres
se sont trompés, croyons-nous, nous allons, a propos du théoréme
de M. Serret, reprendre et compléter notre démonstration.

Soit

Suip — S, =F (n,p).

Si, laissant n constant, on fait croitre p indéfiniment, il peut
arriver deux choses : ou F(n, p) tend vers une limite finie et
déterminée A == F(n, 0 ) = ¢(n), ou le contraire a lieu. D’aprés
I'énoncé de M. Serret, la seconde hypothése doit étre rejetée :
car dire qu'une quantité infinie tend vers zéro quand on fait
croitre une variable n qui n’y entre pas, ou qu’une fonction de n,

19
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périodique, a pour limile zéro, c’est proférer deux non-sens.
Reste done le cas ol F(n, oo)=09(n)=2 Mais alors la
somme des n + p premiers termes de la série tend vers S, + ¢(n)
lorsque, n restant invariable, n -+ p eroit indéfiniment; ainsi, la
série est convergente, et elle a pour somme la quantité constante

S, +omn)=S().
Ajouter, comme le fait M. Serrct, la condition
lim.@(n) =0,

c’cst demander que, dans une série convergente, la différence
entre la somme des n premiers termes el la limite de celte somme
lende vers zéro; cest-d-dirc, cest demander que ce qui est, ail
liew. Le théoréme de M. Serret se réduit done, comme nous
I’avons annoncé, a cetle naivelé : Une série est convergente, quand
elle est convergente.

VI. Le Traité élémentaire des séries renferme, a la page 110,
les relations

H 1 e 1Sin25 __Z (l)
sin® @ — = sin® 3¢ + o I

1 1 N T .
cosicp—gcos°25cp+gcos?:)(p— = (2)

que jai tirées d'un Mémoire de Lobatto (**).

Si on les ajoute membre & membre, on trouve ce résultat

exact
1 1 1 T

o — 4 —— — 4 e == —

s 5 7 2
(*) Je dis que S, + p(n) = constante. En effet,
Syt = S =+ Unt1s
et
Sni1 = #(n) — Unta.

(**) M. Lobatto, Professecur d’Analyse a I'Université de Delft, ct auteur
d’un grand nombre de travaux intéressants, est mort 'année derniére.
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Pour découvrir ou git 'erreur, posons

1 1
sin® @ — = sin® 3¢ + = sin® Jp — -« = 4, (5)
5 5
2 1 2 = 1 2
cos (p-—gcos aqo-f—gcos 5¢ — ... = B; (4)

ou, ce qui est équivalent :

T 1 1
i [cos .)cp-—gcos 6o + 5 °08 109 — ] = 24,

{

1 1
+ l:cos 20 — 5 €08 (o + 5 €08 109 — J = 2B.

B~y

k] . T T .
Or, lorsque I'arc a est compris entre — 3 et ~+ - (exclusive-
ment), on a (*)

T
COS X —- = €OS 3L + — COS DL — »or == —;
3 5 4
done, 2¢ étant compris entre les mémes limites, on a aussi

A=0, B—

=13

En résumé, les formules (1), (2) doivent étre remplacées par
celles-ci :

sin® ! sin® 30 -+ ! sin® 5 =0 1
@ 5 (P 5 @ =Y, ( )

1 - 1 P2
cosgcp—gcosiacp+ 500525go—~-=;;; 2

auxquelles on doit joindre la double inégalité

Si I'on supposait




on trouverait

1 1
'1—"‘+g— =0,

1 1 T
| — - o — o=

b 2

relations fausses et contradictoires.

VII. Nous terminerons par deux remarques importantes, déja
publiées (*) :

1> Une série, dans laquelle la somme d'un nombre indéfiniment
grand de termes consécutifs a pour limite zéro, peut étre diver-
gente.

Soit, par exemple, la série divergente

1 1
4 e

1
2£27505 T L)

Prenons n termes & partir du #*" : la somme
1 1
Sp—S, = 4 e
’ (n+2){‘(n+2) (2n + 1) {2n+'l)
est inférieure & —-; done

-i’ ’
lim (S5, — S,) =0.
2> Une série d termes alternativement positifs et négatifs,

dans laguelle le terme général a pour limite zéro, peut élre diver-
gente.

La série

1 1 1 1 1 1

— —_—— + — —_— + — —_—— —“+
V2—1 V2+1 V5—1 V541 Vi—1 Vit

(*) Traité élémentaire des séries, pp. 6 et 29.




— 293 —

satisfait aux deux conditions énoncées. Mais, si on I'écrit ainsi

L
Vo—1 Vort] \V3—1 V341! Wi—1 Vi1
on voit que

i 1 1 1
Sp =2 |4 — 4 =4 o+ + —
1 2 3 n

)

donc la série est divergente.

Addition. — (Novembre 1884.)

Dans le Cours d’Analyse de I’Ecole polytechnique, par M. C.
Jordan, on lit (*) :

« ... On doit done, quelque petite que soit la quantité ¢, pou-
» voir déterminer une quantité n telle que I'on ait, pour toute
» valeur de p,

Spgp == $p = Upqy & o0 = Upyy < €
(en valeur absolue).

» Réciproquement, si cette condition est satisfaite (sic), deux
» quelconques des sommes considérées s,,, et s, différeront
» de moins de 2:. Les sommes successives sy, Sy, ... S, CONVer-
» geront donc vers une méme limite. »

Comme nous I'avons fait observer ci-dessus (p. 287), la diffé-
rence s,,,—S, peut tendre vers zéro, pendant que s, et s,
croissent indéfiniment. La proposition énoncée est donc inexacte.

(*) Tome I, page 102. Le titre du paragraphe est Séries infinies. Pour-
quoi infinies?
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LXVIL — Sur un théoréme d’Abel (%).

I. Le théoréme de I'illustre Norwégien a été ainsi énoncé par
auteur :
« Si la série

» f(2) =10y 4 Vya 4 Vea® 4 o 4 V™ A e

» est convergente pour unc cerlaine valeur 0 de «, elle sera
» aussi convergente pour toute valeur moindre de «, et, pour
» des valeurs toujours décroissantes de 3, la fonction f(a— 3
» s'approche indéfiniment de la limite f(), supposé que o soit
» égal ou inférieur & d (**). »

II. En 1862 parut, dans le Journal de Mathématiques, unc
Note ayant pour titre : Démonstration d’un théoréme d’Abel;
Note de M. Lejeune-Dirichlet, communiquée par M. Liouville.
Voici le commencement et la fin de cette Note :

« Il s’agit de prouver que si la série

Dl o @y Uy v U, e
» est convergenle et a pour somme A, la somme de la série

» g = Uyp + @07 A e " A

@

qui sera convergente & fortiori cn prenant la variable p positive
et < 1, tendra vers la limite A lorsque 'on fera tendre indé-
» finiment p vers I'unit¢ (***). Causant un jour avec mon excel-
lent et si regrettable ami Lejeune-Dirichlet, je lui disais que je
» trouvais assez difficile 4 exposer (et méme & comprendre) (™)
» la démonstration qu’Abel a donnée de ce théoréme important.

w

B3

(*) Cette Notc a paru dans Mathesis.

(**) OEuvres d’Abel, 1re édit., t. I, p. 69; 24 édit., p. 225.

(***) Ces six lignes sont, pour ainsi dire, la traduction du texte d’Abel,
rapporté ci-dessus.

(") Ieci, je suis complétement d’accord avec mon excellent el si regretté
ami Liouville.

urie - UPMC - Cote : 2587
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Dirichlet se mit sur-le-champ & écrire sous mes yeux, dans le
seul but de me venir en aide, la Note ci-aprés, qui m’a été
d’un grand secours et qu’on me saura gré de livrer au public.
Le mode de démonstration qu’on y trouve comporte de nom-
breuses applications.

. . . . . . . . . . . . . . . .

A

» Je ne pense pas que personne puisse songer désormais &
demaunder de nouveaux éclaircissements. »

HI Larticle du Journal de Mathématiques provoqua la lettre

suivante, qui n’a jamais été publiée. Elle ne le serait pas cnecore
aujourd’hui, si je ne la croyais propre a provoquer la discussion
sur une partie, assez obscure, de la théorie des séries. Sauf peut-
étre en un seul point, mes opinions, touchant le théoréme d’Abel
et la démonstration de Dirichlet, n’ont pas varié. Ceci dit, voici

la lettre ¢

T

» Mon cher Monsieur Liouville,

» Yotre numéro d’Aoqt, que je recois ce soir, me jette en de
terribles perplexités : d'un coté, le Théoréme d’Abel me semble
c¢vident ; de T'autre, la démonstration de Dirichlet exige, si je
ne me trompe, de nowveaux éclaircissements : je veux dire
qu’clle est bien compliquée. Accordez-moi, pour chacun de
ces dcux points, trois minutes d'attention.

» 1° Si une série

» @y 4 QUL A e Uy T A e (1)

est convergente pour toutes les valeurs positives de x qui ne
dépassent pas une certaine quantité b, de facon que, pour cha-
cune de ces valeurs, lo somme de la série (c’est-i-dire la limite
vers laquelle tend la somme de ses n premiers termes, quand
n augmente indéfiniment) soit F (x); peut-on révoquer en
doute I'exactitude de I'équation

» ay + ayb + apb* + a3l 4 .. =F(b)?
Autrement dit, peut-on contester celle-ei :

» imF () =F { limx | =F ()?
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» 2° Quoi qu'il en soit, si le Théoréme d’Abel a besoin d’étre
» démontré (ce que je ne puis me persuader), voici un essai de
» démonstration (*).

» Soient f,(x) la somme des n premiers termes de la série (1),
» 9,(x) le reste : cette dénomination est permise, puisque la série
» est convergente. On aura

» Dans les deux membres, faisons tendre x vers b : la limite
» du premier membre étant égale & la somme des limites des
» deux parties qui composent le second, on aura encore

» F(b) = £, (b) + .(b). ®)

» Maintenant, faisons croitre n indéfiniment : d’aprés I'hypo-
» thése, le terme f,(b) tend vers une certaine limite B; le terme
» ¢,(b) tend vers zéro (**). D’ailleurs F(b), ne contenant pas =,
» n’a pas changé; done enfin

» F(b)=B. %)
» Votre bien affectionné et dévoué ancien éléve,

» E. CATALAN.
» Paris, 23 janvier 1863 (9 h. 1).

» P. S. En relisant mon 2°, je m’apercois qu’il n’ajoute rien a
I'évidence que je crois reconnaitre dans le Théoréme en ques-
tion; et, malgré moi, je pense aux gens difficiles qui voudraient
démontrer ce postulatum, moins célébre que celui d’Euclide :

¥

» Deux points G, D, étant situés de part et d’autre d’une
» droite indéfinie AB; la droite qui joint ces deux points coupe

» nécessairement AB. »

(*) lci, trois lignes étrangéres a lobjet en litige, et que, par ce motif,
je supprime.
(**) Voir le paragraphe IV.
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IV. Dans certains cas trés rares, la somme désignée par f,(b)
est indépendante de n : cette somme est une simple constante.
Par suite, le reste ¢,(b) se réduit, aussi, & une constante.
L’égalité (5) prenant la forme

F(b)=B + G, (5)

le raisonnement employé ci-dessus n’est plus applicable; et la
formule (4) se change en la derniére (*).
Soit, par exemple, la série

. 1. .
smx—gsm 20 +- gsm 3L — e,

citée par Abel (**). Pour toutes les valeurs de x, inférieures a m,
on a, comme I'a trouvé Fourier (***), F(x) = ;. En méme
temps,
. L L .
fo(x) = sin £ — - sin 2x + —sin 50 — -« 2= —sin nx.
2 3 n
Mais, lorsque x =, la derniére somme s’annule : elle est

donc indépendante de n. Aussi la formule (4), appliquée mal a
propos, donne-t-elle ce résultat absurde :

T
Z =0.
2

(*) Sije ne me trompe, cette remarque, sur laquelle je reviendrai peut-
étre, rend compte de certaines difficultés, bien connues, que présentent les
sérics périodiques.

(**) OEuvres, t. 11, p. 267.

(***) Théorie de la Chaleur, p. 238.
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LXVIIE. — Démonstration d’une formule
de Poisson.

(Février 1867.)
Pour établir la relation

m
o™+ Ta"'_'@ + o Gy, a™ P B0

W% pm--p A
=(p+1)C 1@p+i/ o s
m, p+- (ﬁ 4 9)m+l

»

(1)

Poisson commence (*) par démontrer que le premier membre
équivaut a

[4 +:(llﬁ +—(L(£4]~-—‘_2—1)§2 4 e G,,,_,,,,(s”] o!

Ce lemme préliminaire, qui pourrait étre vérifié directement,
est inutile.
En effet, de I'identité

[ m-p tm—p—l J m—p
di——=m—p)——— dt — p—————dt 2
(,1 + t)m ( p) (,1 + l)m+4( (l 4+ [)m—{—p( ’ ( )
on conclut

km ¥4 ) ok tm—p——l dt (™= dt *. 5
T CR G AT P/ T e
0
puis, en multipliant les deux membves par

mm—1 m—p+1 C
17 2 p Y

ke kgner-t g ogmer (i
Cp,p ———=(p + 1)C, — = L
Tk (p=-1) ”’*‘// (1 4 gmt p(‘””"/ T

0 [}

(") Recherches sur la probabilité des jugements, p. 189. Dans les équa-
tions (1) et suivantes, « +8=1, p +q¢=1m.
(**) On a ainsi une relation simple entre deux intégrales définies trés com-

plexes : chacune d’elles serait exprimée par un polyndme ou par une série.
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Maintenant, si I'on change penp—1,p —2..2,1,0, et
que l'on ajoute membre a membre les p+1 équations ainsi for-
meées, on trouve

k

m
k™ +Tl L ol DY / "
_ -+ 'l Cm 5
(1 " ,‘,)m (P ) > p-1 (1 o+ t)m-l-l’

0

et cetle équation ne différe pas, au fond, de I'équation (1).

LXIX. — Démonstration d’une formule
&’Euler. (1840) (")

Euler trouve

™ 1 1 1
:——:1—"—+—~—-—+
3 7 15 19
1 1 1 1
o — = — .
5 11 17 25

Soient A, B les sommes des séries partielles. 1l est visible que

todxe U gtdax
A: ) B= .
. 1+ a° . 1 + b
0 [}

Or, géndéralement,

=4t 2 1 x
/ - dx==§ arctg x + F e tg 5 ()

1 +x 1 —x
Done
1 4 1
/ 1re dx=A+B=—_+~f=7:r
N ! P 59 5

(*) Novi Commentarie, 1740.
(**) Pour vérifier cette formule, il suffit de différencier.
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Addition. — (Juin 1884.)

Soit la relation connue (*) :

2 2z w |
== ’
P " (1
m sin —
m

0

dans laquelle, bien entendu, m surpasse n.
Le premier membre égale

1 zn—l dz © zn—l dz
-+ .
1 +2z" 1+ z"
0

1

Si, dans la seconde intégrale, on change z en 12, elle devient

1 zm-n~i
dz.
. 1 + 2"

0

On a donc cette autre relation connue :

1 on—1 m—n—14
z + z V4
dz= > (2)
1 +z" . nrw
m sin —

0 m

d’ott T'on peut conclure divers développements de w3 et, en
particulier, celui qu'Euler a trouvé (**).

(’) Due a Euler.
(**) La question actuelle est résolue, plus généralement, dans Ia
Note XXXVIIL
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LXX. — Série de Saigey. (1841.)

M. Saigey (*) a trouvé que

2 2.4 2.4.6 .
5757 5.7.90 T %

Sa démonstration repose sur les égalités successives :
2 2.4

9
9=9, -+ _"—9 4
J

5 5

2.4 2.4.6
— +
5.7 5.7

On peut, généralement, établir la proposition suivante :

a, b, 0 élant des quantités positives, on a

a alea+d) afe~+J)(a+ 29)
bbb bbrbr2 T O

d=0b—a—1.

Démonstration. — 1° Le n*™ terme de la série étant

a(a+d (a+n—’l<§)
b(b+ d)- b+n—10)

n

soit S, la somme des n premiers termes. Posons :

U,=S, + u, (a + nd).

Le changement de n cn n <+ 1 donne, par soustraction ,

Upps — U, = Uy + Uy (¢ +n+16)—u, (@ + nd),

ou
Ui — Uy =tps [1 + @4+ 0+ 10— b —nd];

ou encore, d’aprés la condition (2) :
Uppy — U, —0.

Ainsi, la quantité U, est constante.

() Savant Physicien ct Mathématicien, mort vers 1871.

et et Marle Curie - UPMC - Cote : 2587
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Drailleurs,
U=u (1 +ea+ J):%“ +a+d)=ua;

done
U,=a. (5)

2° Cela posé, la relation (4) devient

«+da—+ 29 a+ nd
Sn=a ’1-—- s B
b b+ b+n—17

ou

b—1b—1+6¢ b—1+n—17¢
S,=a|l— — E— . (6)
b b+ ¢ b+n—1d

Si donc le produit
_b—1b—1+d b—1+n—17

P, — (7)
b b+ ha+n—179

a pour limite zéro, on aura
lim S, = a. (8)

Or, il est connu que l'inverse de P,, savoir

1 1 ) ( 1 )
fe— e — ) el — ),
( +b_1)(+b—1+a b — 14w
est un produit divergent. La proposition est done démontrée.

Application. — Soient a =12, b=2+V"2, d=1. On
trouve, aprés suppression de facteurs communs :

1 1
I+V)E2+12) C+196+1v2)

i
Gryanry g T TVESL

Cette égalité devient évidente quand on I’écrit ainsi :

1 1 1 1
(1 +\/2_2+\/2)+<‘-’+\/‘-’—5+\/2)

+( ! ! ) Va—1
—+ con = 9 —
501/2 k2 21




LXX1.

Une proprié¢té des hélicoides.
(Octobre 1881.)

I. Soit une hélice H, tracée sur un cylindre de révolution.
Soit G une génératrice de ce eylindre. On sait que si une droite D
s’appuie sur ces dewx lignes, en restant perpendiculaire i la seconde,
la surface ainsi engendrée est un hélicoide a plan directeur.

Jignore si I'on a fait attention a la propriéié suivante, réci-
proque de la premiére :

Si deux hélicoides égaux ont méme plan directeur, leur inter-
section est une hélice.

Prenons, pour plan de la figure, le plan directeur commun.
Soient alors O, O' les projections
des deux directrices rectilignes ; et
0A, O’A les génératrices situdes
dans le plan directeur.

Quand une droite engendre un
hélicoide, sa vitesse de translation
est proportionnelle @ sa vitesse an-
gulaire (*). Si done nous tracons
les droites Om, O'm faisant, avec
0A, O'A, un angle arbitraire «,
les nouvelles droites pourront éire
regardées comme les projections des sections faites, dans les deux
surfaces, par un plan quelconque, paralléle au plan directeur.
Le lieu du point m cst la circonférence OO'A; done le lieu du
point M, de I'espace, est une hélice, tracée sur le cylindre dont
cette circonférence est la section droite.

II. La méme figure démontre cet autre théoréme :
Si deux hélicoides égaux ont méme come directeur (**), leur
intersection est une hélice.

(*) En effet, I'équation de cette surface est
Y
r=harctg .
x

D'aillcurs, la propriété énoncée résulte de la définition méme de I’hélice.
(**) 1 sagit, cette fois, de la surface de vis & filet triangulaire.

urie - UPMC - Cote : 2587
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LXXIE. — Courbure des lignes et des surfaces (°).

1. Tutorime principAL. — AMB étant une ligne quelconque,
tracée sur une surface S ; soient
MT la tangente, MC =p le
rayon de courbure de AMB.
Soit encore MN la normale a S.
En désignant par 6 'angle NMC,
ct en conservant les notations
ordinaires, on a

\/1 B 2
p==0C0s9 mall sl |

(™) (4)

ra® + 2sab + tb?

2. Remarque. — Pour une
méme surface S, une méme
tangente MT, et un méme plan

osculateur CMT, le second
membre ne change pas. Donc :

e

Tutorime 1. — Toutes les courbes G, C', (', ..., tracées sur
une surface S, et ayant méme plan osculateur, ont aussi méme
cercle osculateur.

8. Tutorime 11, — Le cercle osculateur d’une ligne C, tracée
sur une surface S, est osculateur a la section faite, dans S, par
le plan osculatewr de C : les lignes C, C' ont méme courbure.

En effet, parmi les courbes C', C’, ..., on peut considérer
I'intersection de S par le plan osculateur commun.

4. Remarques. — L (***). Ce Théoréme 111, dont M. Bertrand
a donné une démonstration assez obscure, est, on le voit, un
simple corollaire du Théoréme II.

II. La formule (A) a été donnée par Poisson (). Mais ni iui,

(*) Lecons faites & 'Université de Liége (1876).

(**) Démonstration connue. Voir, par excmple, le Mémoire de Poisson
(Journal de PEcole polytechnique, 21¢ Cahier).

(***) Due a M. Mansion,

(™) Ou plutét par Euler.
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ni la plupart de ses continuateurs, n'ont fait observer qu'elle
s’applique & toute courbe, plane ou & double courbure, tracée
sur une surface (*).

5. TuioriMe IV. — Les mémes choses étant posées que dans
le Théoreme 1, soit MI le rayon de courbure d’une ligne C,, tracée
sur S, et dont le plan osculatewr soit NMT : le rayon MC, de C,
est la projection du rayon MI (**).

6. Supposons que C soit une courbe donnée. Par cette ligne
faisons passer une surface quelconque S, dont la normale soit MN.
Draprés le dernier théoréme, 1 est le centre de courbure de la
section normale, faite par le plan NMT. Donc :

TuioreMe V. — Les sections faites par un méme plan TMN,
dans toules les surfaces, S, §', S”, ... contenant une méme courbe
AMB et ayant une normale commune MN, ont méme cercle
osculateur.

9. Cororraires. — 1. Quand la normale MN varie, le lieu
des cenlres 1, des circonférences osculatrices a toutes ces sections
planes, est Uaxe du cercle osculateur a la courbe AMB.

IL. Le lieu des mémes

/A / circonférences est une

/ cyclide @  directrices
rectilignes : I'une des
directrices est MT;

MY G
\,\ / Pautre est la droite
B HGH', perpendiculaire

/ a MT, et passant par
H le point G, diamétrale-
T ment opposé & M (***).

(*) On lit, dans le Cours d’Analyse de Sturm (t. I, p. 201) : « Tellc est
la formule qui donne lc rayon de courbure d’une section quelconque... »
Pourquoi section ?

(**) Théoréme de Meusnier, un peu généralisé.

(***) Jai proposé, pour cctte droite remarquable, la dénomination d’ani-
tangente (Remarques sur la théorie des courbes ct des surfaces).

20
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8. Remarque. — D’aprés le dernier théoréme, le second
membre de la formule
V4 p+ ¢
R— P +q

S —— B
ra® + 2sab + (b (B)

est constant pour toutes les scetions faites, par le plan TMN,
dans les surfaces S, §', S”... La normale commune MN et la
tangente MT dépendent seulement : I'une, des quantités p, ¢;
l'autre, des quantités a, b. Done, pour toutes les surfaces S, ',
8", ..., la fonction ra® + 2sab + th2 est invariable (*).

9. Relation entre deux théorémes. — La proposition démon-
trée dans la Note XVII, et le Théoréme de Mcusnier, ont une
grande analogie. On peut la développer comme il suit :

Soit une développable 2, coupée par un plan P. Soit M un

point de la courbe d'in-

N tersection, C. Supposons

le plan de Ia figure per-

| pendiculaire 4 la tan-

gente en M. Soicnt alors

MP la trace du plan P,

et MT la trace du plan

tangent & S, en M. Me-

nons encore MN perpen-

diculaire 8 MT : MN est
/" la normale & S.

3

/ Draprés le Théoréme
de Meusnier, le centre

/ de courbure O, de la

/ ligne C, est la projection

=
=

G du centre de courbure I,
de la section normale :
T
e =R coso.
(*) A cause de
CoSvy = ———'———

Vi+p+¢

celte fonction représente Pinverse de la projection de MI sur Paxe Oz.
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D’un autre coté, si R, est le rayon de courbure de la trans-
formée par développement,

o = IRy cos TMP,

ou
p = Ry sin 6.

Donc Ry est représenté, en grandeur, par MG.
De la résulte, en particulier,

1 1 1
10. Généralisation. — Si C est une courbe quelconque, tracée
sur une surface S, non développable, on remplace P par le plan
osculateur, et S par la développable Z, circonscrite suivant C.

11. Tutoréme VI (de Hachette) (*). — AMB étant linter-
section de deux sur-
faces S, S'; soient MI,
MI' les rayons de
courbure de deux sec-
tions normales, conte-
nant la tangente MT.
Si, du point M, on
abaisse MO perpendi-
culaire a I, O est le
centre de courbure de
AMB, et OMT est le
plan  osculateur de
celle ligne.

N

A
£

T
En effet, parmi toutes les droites finies, menées du point M,
perpendiculairement & MT, MO est la seule qui soit, 4 la fois,
projection de MI et de MI'.

(*) Retrouvé par Binet (Comptes rendus, t. XIX), et généralisé par
M. Gilbert (Mémoire sur la théorie géncrale des lignes..., 1868).
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12. Remarques. — 1. Si les surfaces S, S’ sont orthogonales,
il résulte, de la comparaison des deux figures précédentes, que
les points G, I' eoincident. Ainsi :

Tueorine VII. — Le rayon Ry, de la transformée par déve-
loppement, est égal au rayon R’ de la section faite, par le plan
tangent a S, dans la surface S', orthogonale a S (*).

II. Parmi toutes les surfaces orthogonales & S, le long de la
courbe AMB, on peut choisir la normalie ayant AMB pour
directrice. Le dernier énoncé prend done celte autre forme :

Tutorime VIIL. — Soit une courbe C, tracée sur une surface S.
Soit N la normalie a S, ayant C pour directrice. Si Uon trans-
forme, par développement, la courbe C, le rayon Ry, de la trans-
formée, est égal au rayon de la section faite, dans N, par le plan
tangent @& S, en un point quelcongue de C.

III. @ étant I'angle des normales MN, MN’, le double de I'aire
du triangle IMI" est

MO . Il = MI. MI" sin ¢ = RR’ sin @.

Mais,
11" =R® + R’ — 9RR’ cos ?;
done
o’ (R* + R”> — 2RR' cos 9) = R*R"*sin* ¢,
ou
sin® @ 1 1 2
= — 4 — — —— €05 Q;
Pz R2 sz RR» ¢ (P
et, si les surfaces sont orthogonales,
' S I
PR T

(') Bien entendu, si, @ la surface S', on circonscrit, suivant AMB, unc
développable X', le rayon de la nowvelle transformée égale R. A ce point de
vue, deuzx surfaces orthogonales quelconques sont conjuguées.

(") Cette relation, semblable a la formule (C), peut servir a démontrer
le Théor¢me VII.
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IV. Soient, en un point M d’une surface S, MN la normale, et MG

une droite située dans le plan

| tangent. Le plan GMN déter-

mine une section normale. Soit [

M le centre de courbure de cette

~——  scetion. Par le point M, faisons

passer une surface S, choisie de

maniére que la normale MN’,

a §', soit perpendiculaire &4 MG.

G I' étant le centre de courbure

de la section normale GMN’, le

centre de courbure O, de I'intersection des deux surfaces, est le

pied de la perpendiculaire abaissée de M sur II'. Ce point appar-
tient a la circonférence décrite sur MI comme diamétre. Done

TreoriMe IX. — Le lieu des centres de courbure de toutes les
lignes qui, tracées sur une surface S, ont un point commun M
et une langente commune MG, est la circonférence décrite sur le
rayon MI de la section normale GMN, pris comme diamétre.
Cette circonférence est située dans le plan NMN', perpendiculaire
a la tangente MG.

13. Si MG varie, le centre O varie aussi, Il en est de méme
pour la circonférence dont nous venons de parler. Mais cette
circonférence passe au point M, et rencontre toujours la nor-
male MN. En conséquence :

TutortMe X. — Si lon trace, sur une surface S, une infinité
de lignes ayant un point commun M, leurs cenires de courbure,

relatifs a ce point, appartiennenl a une surface cyclotomique
ayant, pour directrice rectiligne, la normale MN a S (*).

(*) Cette surface est I'osculalrice de Ghysens ( Remarques sur la théorie
des courbes et des surfaces, p. 10). Nous appelons cyclide toute surface
engendrée par une circonférence variable; la cyclotomique cxceptée.

urie - UPMC - Cote : 2587
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LXXIIE. — Une intégrale définie.
(Septembre 1868.)

Suivant Poisson (*) :

22n+l

z
/* c0s™ x ¢os (2n + 2 — 4p) xdx. ()

0

C?n, 2p-—1 =
k4

Par conséquent, si I'on fait, pour abréger,

S =

P
c0s(2n — 2) & + c0s(2n — 6) & + «++ + cos (2n + 2—4p)x, (2)

on a
©2n4-1 v
Copy + Cops ++ - Copgpy = - /’ cos™ x.S,dx.  (3)
0
En général k1
8 ’ sin —— 4
€03 @ + €0s (¢ + 6) + - + cos (¢ + kd) = ————cos [a+ 76‘];
. sin=¢ -7
done, & cause de 2

a=2n +2—4p)x, d=lkr, k=p—1:

sin 2px
= — cos (2n — 2p) x.
sin 2z

La formule (2) devient

C2n,1 -+ C2n,5 + e C?n,‘Zp—l

gt sin 2px 4
== / * cos™ x P2 cos (2n — 2p) xda. *)

3 in 2
0

Lorsque p = n, le premier membre est la somme des termes
de rang pair, dans le développement de (1 + 1)™; c’est-a-dire
2*1. On a done

z sin 2n. G
/" cos™ 1~ - ;—_ *)- (4)
0

sin 2x

(*) Recherches sur les probabilités des jugements, p. 181.
(**) Lasimplicité de cc résultat est le seul motif qui m’engage & le publier.
(Décembre 1884.)
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Addition. — (Décembre 1884.)

En général (*) :

g1 T
C, , =- /* cos” x cos (n — 2q) xdu; (5)

™

.
0

done

gt r
Coo+Cpy+C,y+a-C, = /"cos"xS},dx; (6)
T
0

S, représentant
oS nx + €08 (0 — 2) & ~+-- 4 cos (n — 2¢q) x;
ou, par la formule rappelée ci-dessus :
,osin(g+ x
S, == _——I cos (n — ¢) x.
sl X

Conséquemment,

Cn,l} -+ Cn,l - Cn,qz‘: — COS(n—(])xdx 5 (7)

T
0

Qntt z sin(q +1)x
/ 2 cos™x —(i———)—

sinx

et,si g=n:

z N 4 4
/7cos" wi——-————m (n. + 1) do ==+ (B)
s sin x 2
0
Remarques. — 1. La comparaison des formules (A), (B)

donne ce résultat connu :

/7005?” Yxcos (20 + 1) xdx = 0.

.

Il. D’aprés une relation démontrée dans la Note LXVIII
(p- 299), le premier membre de I'égalité (7) égale
Pom-a Ut
2" (g + 1) C, q+16 Zl_"‘_{)—"“ :

(*) Recherches sur les probubilités des jugements, p. 181.
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Par conséquent,

/gcos"x sin (g + “xcos(n— q) xdx = Z

sin x

g+ 1 C f’ ! th ) (©)
— ) T . ,.,q-i—l' (1 -+ l)"'“ ’
0

ou, si I'on suppose t=1g%9 :

/'% cos” chos (n — q) xdx

sin
()
=(g+1)~GC, q+4/T sin®*=%1 @ eos™*' @do.

0

0

II1. En particulier,

z sin nx z .
/ 2 cos™tt 4 — dx = nr / ¢ cos™ ! @ sin @do;
. sin 2 .

0 0

¢'est-a-dire,

T sin [ ]
/ T o5 ot e = g (1 — _),,) ()- (E)

sin x
0

LXXIV. — Application d’une formule de Jacobi.
(Novembre 1868.)

I. Cette formule remarquable, assez facile a vérifier (**), est

R C R R - 2% T R I
dzt =(=1 l——n sin na : (1)
on y suppose
o == COS . (2)

Nous allons en déduire un déceloppement de sin ne, suivant
les puissances de cos c.

() Cette valeur simple résulte aussi de la relation (C).

(**) Dans le tome VI du Journal de Mathématiques, M. Liouville en a
donné une démonstration,
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II. Soit, pour abréger,

2 —1 2m—3 2m—2p -+ 1

A= 2 b o 2p ’ (3)
alors ’
1 r==
y=@—ap=i=3 (= 1yA,a> (%)
p=0

Prenant la dérivée d’ordre n — 1, on a done

dn~ 1 p=

dx—n_yl =Y (1A, —1)..2p—n+2a¥ " (5)
p=0

pourvu que la série soit convergente.

HI. Si 2p est inférieur & n — 1, la dérivée (n — 1)*™* de x*
est nulle. On doit done, dans I'égalité (3), supposer 2p Sn — 1 :
lous les fucteurs qui suivent A, sont positifs. En outre,

A, 2p(2p—1).. (2p—n+2)=
(2 —1)(2n — 3) ... (20— 2p + 1)
2.4.6..2p
(2n —1)(2n — 3)... (20 — 2p + 1) 1.2.3...2p
2.4.6...9 1.2.5..(2p—n+1)
(2n—1)(2r—3)..(2n —2p + 1).1.3.5....(2p — 1)
1.2.5..92p—n+1)

2p2p—1)..(2p—n+2)=

La formule précédente devient :

d*'y
dz—
A\ (— /l)p('.)n—~ 1)2n—3)..(20—2p+1).1.5.5...(2p —1)
I 2.5..02p—mn-+1)

—n—1
(7’> 2 )

1V. Comparant les expressions (1) et (6), nous avous done
le développement annoneé :

le,_"-H. (6)

n

n—1

sin nx = (— 1) —_—
1.5.5..2n—1

v _1),,(:211—1)(Fm—S)...('.)n—‘.)p+l).l.5.5..../:),;—1)
= 1.2.3..(2p—n+1)

()

(cosa)? -+,
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Par excmple,

5.3..(7T—2p)

sin 50— —— S (—1) 1.5.5...(2p — 1)(cos o) 2,

1.5.5 1.2.5...2p—2)
ou :
sin do =
i . 535 . 5.5.1 5.5.1.1 o
- —5+—1.3cos’a— ——1.5.5c08"2 - ————1.5.5.7cos’ - -+ |
by 1.2 1.2.5.4 1.235.45.6
ou enfin
9 15
sin 3a = — 1 + — cos®’ o — — cos* & — — cos® & — -
2 8 16

V. On peut, de plusieurs maniéres, vérifier la convergence
de la série (A), pour les valeurs de cos « différentes de == 1.
D’ailleurs, il est facile de prouver, « priori, la possibilité du
dévcloppement de sin ne, suivant les puissances de cosea. En
effet

:]0

sin na
—=(2cosa)" ' — C,_o (2 cosa)?
sin o ( ) w1 { ) (7)

n -1

4+ C,ge(2c0s o) — o (— 1)-2_

n étant ampair (*).

2° sina==(1 — cos’ a)’;..—’l—lcos a——ll——u)s @ — - (8)

2 2.4

Par conséquent, si I'on muliiplie cette séric (8) par le poly-
nome (7), on aura le développement de sin na, lequel devra étre
identique avee (A). En exprimant cette identité, nous allons
trouver une formule de sommation qu’il n’est peut-étre pas
inutile d’indiquer.

V1. Le second membre de I'égalité (8) peut éwre éerit ainsi :

1 — F (cos® )

1.5.5..9¢g 5 -1 (20—1)(2¢+ |
— _Z)____z_?cog?'larfl [P A (] cos a+ __(’_M.) COS‘O&+~-~ y
2.4.6 . 2q L2942 (2q+2)(2q + 4)

(*) Sur quelques développements de sin nx et de cos nx (NOUVELLES ANNALES,

1883). L’application & » =7 renferme une faute de signe : au licu de

snTr sin7x
22T, on doit lire — x

sSinx
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F(cos? a) étant un polynome entier, dont le degré ne surpasse
pas 2q — 2. Autrement dit, dans le développement de sin ne,
le coefficient de (cos «)"*** égale

1.5.5..29—35 —1 _ -
—_—— (I [2"—‘_2'1—52(] 2, ‘_'_‘C)-n—ti(Qq 4)(2(’_'_1)(:" 50— |-
2.4.0...2¢ 2q+2 (2+2)2q+4)

Comparant avec la formule (A), on a done

4;5'5"'2(’—0 9n-1__gn- 5-‘]— C gn— 5(2(7 1)_?(]1'_'_) \
2.4.6...29 2q+2 " (2¢-+2)(29+4) Cos.2
- n (2n—1)(2n—35)...(2n—2p+1)..1.5.5... ‘)77—1
1.53.5...2n—1) 1.2.5...2p—n+1)
Eh)
2p—n+1=n—1+2q;
c’est-a-dire, si
p=n-+q—1.
Cette relation peut étre notablement simplifiée.
D’abord, la valeur de p transforme le sccond membre en
(— 1yt n (2n—1)(20n—>3)...(5—2¢).....1 5.5...(2n+2¢—37)
- 155.(2n—1) 1.2.5.. (n+ 20 —1)

En second lieu, le produit

(2n —1) (2n — 5)...(3 — 2¢)
égale
1.5.5...2n—1) X (— 1) (- 5)...(3—2¢)
(— 1) 1.5.5..2n—1) X 1.5.5...(20 — 3).

L'égalité (9) devient done, par la suppression de deux facteurs
communs :

Oy G — 9
on-t—gn- 2072 1C,, “+°.’."‘5( 9=+ g —
2q + 2 (Qq+2) (2 +4) "7
1.5.5..(2n + 29 —5)
=24.6.2¢.n .

.9.0..(n+ 29— 1)’
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ou, finalement,
ont —2"‘5Q-q—_ ! Cioog + 2,,_5(9_7___— 1) (2q + 41).(]
2 + 2 ' (29 + 2)(2q + &)
(29 + 3) (29 + B) .. (29 + 2n—53)
(29 + 2) (29 + 3)... (29 + n—1)

n-32

(B)

VII. Remarques. — 1. Cette relation, trouvée en supposant n
impair, est générale.

II. Lorsque ¢ croit indéfiniment, clle donne Pidentité¢ con-
nue (*):

2”_1 - 2””5 C”_g. g 2”_5 C”_z, 9 2”_7 C,._‘, 3+ e =N

LXXV. — Sur les asymptotes des courhes

algébriques (™).

1. Lemme. — Soit F(x, 1) =0 une équation algébrique, du
degré m par rapport a x. Soit, pour A=a, n le nombre des
racines reelles : m — n est un nombre pair.

En effet, m — n est le nombre des valeurs imaginaires de «,
répondant & A =oa.

2. Remarque. —— L’énoncé et la démonstration supposent que
le coefficient de x™ ne s’annule pas pour » = a. En outre, pour
plus de simplicité, nous admettons que les valeurs réelles de x,
répondant 4 2 — a, sont inégales.

3. CororLaire 1. — Si, pour A=a, &, o, ..., Péquation
F(x,))=0 an,n’,n", ... racines réelles, les nombres n,n’, n", ...
sont de méme parité.

4. Cororraire 1. — S¢ une courbe algébrique est rencontrée,
en p, p's p’s ... points, par des droites d, d', d”, ... paralléles
entre elles, les nombres p, p', p", ... sont de méme pariteé.

(*) Sur quelques développemenls de sin vx et de cos nx.
(**) Nouvelle Correspondance mathématique, t. 1.
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5. Cororrare IlI. — Les courbes algébriques n’ont pas de
point d’arrét.

Supposons qu'un arc AB se termine brusquement en A.
Menons, de part et d'autre du point d’arrét A, deux paralléles
d, d', infiniment voisines de ce point. Si la droite d, qui coupe
AB, a p points communs avec la courbe, la droite d’ n’en a que
p — 1. Done la courbe considérée n’est pas algébrique.

6. Remarque — Soit une ligne plane queleconque, trajec-
toire d’'un point M qui s’arréte aprés étre revenu a sa posi-
tion initiale A (*) : le nombre des points d’intersection de celle
ligne, avec une transversale quelconque, rectiligne ou curviligne,
est pair.

En effet, si la transversale rencontre la courbe aux trois
points A, B, C, par exemple; les ares AA', CC/, situés de part
et d’autre de la transversale, donnent lieu, en se réunissant, a
un quatriéme point d’intersection (**).

%. Remarque. — La derniére proposition parait en défaut
dans ce probléme, bicn connu des écoliers : tracer, d’un seul
coup de crayon, les cotés et Uune des diagonales d’un rectangle
ABCD. Mais, si A est la position initiale du curseur, celui-ci,
aprés avoir décrit la diagonale AG, doit, d’aprés I'hypothése (6),
revenir en A : cctie condition entraine la construction d'une
nouvelle ligne CEA, allant de C en A.

8. Des BrancHes INFINIES. — Si un point M, parti de la posi-
tion A, décrit une ligne ABCD, de maniére que la distance
rectiligne AM puisse croitre au deld de toute limite, rous dirons
que la trajectoire ABCD a une branche infinie.

9. Remarque. — D’apres cetle définition, un seul arc continu,
indéfini dans les deux sens, est considéré comme composé de

(") Cette ligne est un trait de plume, une toile d’araignée, ete.
(**) Ce raisonnement est celui dont on fait usage pour établir, par la
Géométrie, les théorémes sur 'existence des racines réelles.
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deuox branches infinies. Par exemple, I’ hyperbole ordinaire a quatre
branches infinies; la ligne droite a deux branches infinies; etc. (*).

10. Tutorine. — Dans toule courbe algébrique, le nombre
des branches infinies (**), asymptotiques @ une méme droite,

est pair.
/B
G/ (I L
e\
o K
M\ G\
F

Soit F(x, y) = 0 T'équation de la courbe, rapportée a
I'asymptote X'OX, prise comme axe des abscisses : F(x, y) est
un polynome entier. Soient y==+4=¢ les équations de deux
droites MQ, M'Q’, paralléles &4 X'X : ces transversales rencon-
trent la courbe en divers points M, G, I, L, Q, ..., M', G/, ...
Soient M, Q, ... M’, ... les points qui s’éloignent indéfiniment de
I'origine O et se rapprochent indéfiniment de X'X, lorsque
tend vers zéro. Pour exprimer ce fait, nous dirons que les
points M, Q, ... M’ se transportent & Uinfini, ou que chacune
des branches infinies rencontre asymptote en un point situé a
Pinfing (***).

(v

A p

> oo

(*) Pour éviter toute confusion, on pourrait reprendre les dénominations
de bras ou de rameaux, employées par les anciens Géomelres. Cest ce qu’a
fait M. de La Gournerie: « chaque branche (infinic) est formée de deux Ras... »
(Traité de Géométrie descriptive, p. 91.)

(") Ou plutét : des bras.

(***) Plusicurs Géomélres, trés estimables d'ailleurs, admettent, a priori,
que Pasymplole, et une méme hranche de la courbe, ont au moins, deux poinis
communs, silués @ Pinfini. Celle maniére de voir ne me parait pas acceptable.
A plus forte raison ne saurais-je croire a Paxiome suivant : on peul considérer
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Cela posé, il s’agit de démontrer que le nombre des points
M, Q, ... M, est pair.

Soicnt n, ' les nombres de valeurs réelles de x, répondant &
y=+¢ y=—c:n~+ n' est pair (Corollaire II). Supposons
que, pour y == "0, I'¢quation F(x, y) = 0 devienne X = 0 (*).
Les racines réelles de cette nouvelle équation déterminent les
points H, K, ... situés sur X'X, 4 des distances finies de l'ori-
gine. Soit p le nombre de ces points, ou le nombre des racines
réelles de X = 0. Comme on le voit & I'inspection de la figure,
ces racines sont les limites communes des racines réelles, soit de
Péquation

F(x, &) =0,
soil de Uéquation
Flx,—¢ =0,

qui ne croissent pas indéfiniment quand ¢ tend vers zéro. Le
nombre de celles-ci est done 2p (**). Conséquemment, le nombre
des points situés a Uinfini est n + n' — 2p.

Remarque. — Le théoréme peut encore étre énoncé ainsi :
Dans toute courbe alyébrique, le nombre des points situés a Uinfini,
sur la courbe et sur une asymptote quelconque, est nécessairement
pair.

une droite comme une courbe fermée, dans laquelle un point situé & Vinfini
forme la jonction des deux bras qui s’étendent dans les deux sens opposes;
ou a d'autres du méme genre.

(*) On fait abstraction des valeurs infinics de «.

(**) Le point II est la limite commune de G et G'; le point K est la limite
commune de [ et de L; ete. On voit que la démonstration serait en défaut
si la courbe considérée pouvait avoir des points d’arrét. Aussi avons-nous
commencé par établir qu’elle n’en a pas.




— 320 —

LXXVL — Théoréme de Staudt et Clausen. (1880) (*).
I. Lemues prévimiNaiges. — 1. 87 n est un nombre non pre-
mier, supérieur a 4, on a
1.2.3...(n —2)= M n

Soit # == abc ..., les facteurs a, b, c, ... étant premiers enire
eux, deux a deux. Chacun de ces facteurs ne surpasse pas - ;
donc il se rencontre dans la suite 2, 3, ..., (n — 2). Par consé-
quent, le produit1.2.3... (n — 2) est divisible par abc ...

I1. S n est un nombre premier, supérieur @ un nombre entier k,

n—2)(n—73)...(n—Fk)
1.2..(k—1)

= Mn=xk,

selon que k est pair ou impair.

1° Le numérateur, composé de k — 1 facteurs consécutifs,
est divisible par le dénominateur.

2° Si k est pair, ce numérateur est un multiple de n, diminué
de 2.3 ... k.

En représentant par Pr ce multiple, et en appelant F la frac-
tion proposée, on a donc

Pn

Fee
1.2..(k—1)

— k = entier.

5° A cause des hypothéses faites sur n et k, le produit
1.2...(k—1), qui divise Pn, est premier avec n : il divise P;

et, finalement,
F=Jln—k.

Méme démonstration si k est impair.

(*) La démonstration suivante a ét¢ mentionnée ci-dessus (p. 101). Nous
croyons pouvoir la reproduire, en y introduisant quelques améliorations.
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1. n étant un nombre premier, impair, et p un nombre entier,
moindre que n — 1, on a

Sp, n_t = AP - 9P - oo - (n J— 1)p _____mn (i).
IV. Si n est un nombre premier, impair, on a
Sptag =1""1 2 i (=1 = INn— 1.

D’aprés le Théoréme de Fermat,chacune des puissances n — 1
est un multiple de n, augmenté de I'unité; done

Sptna=Nn+@n—1)=INMn—1.

V. (Corovrraire pEs LMyES L T IV). n étant un nombre pre-
mier, impair, la somme S, ,_, est un multiple de n, diminué de
Punité, ou un multiple de n, selon que n — 1 divise ou ne divise
pas Pexposant p.

VI. Les nombres de Bernoulli sont donnés par chacune des
deux formules :

1 1 1 1 q+2
— e N — A1) — o = — A2 )z e — L
B, 3 5A(l )+ 7 A%(19) + nA (19)== y Ai(17),  (A)

{3

1 1 1.2
Bq=§—(¢( e AT M

1.2.5..(n—2)
n

c

=+

¢(n—2,q) F -~ (B)

2.

2 ?(q,

q +

dans lesquelles q est impair (**).

(*) Ce curieux théoréme, presque évident, a été démontré par Lionnet
(Nouvelles Annales de Mathématiques, t. 1, 1843), J’ignore a qui on le doit.
Voir le Mémoire intitulé : Quelques théorimes d’ Arithmétique (1884).

(**) Sur les différences de 1?, et sur le calcul des Nombres de Bernoulli
(MELANGES MATHEMATIQUES ; ANNALI DI Marematica, 1859). Dans cette Note,
les nombres entiers ¢(1, q), ¥(2, q), ... sont désignés par B,, C,, ...

21
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I1. Turonremt pE Staupt BT CLAuses. — Soient n, n’, n”, ... les
nombres premiers, impairs, lels quen — 1, n' — 1, n" — 1, ...
divisent q + 1. Le ¢*™ Nombre de Bernoulli, B,, est donné par

la formule

1 1 1 1
_B[I;—_Eq+§+;—l4—;;+;+"', (C)

dans laquelle E, est un entier, positif ou négaltif.

Démonstration. — 1l s’agit d’examiner quelles sont, dans la
formule (A), les fractions réductibles @ des nombres entiers.

1 1
10 ZA‘Z(I‘])=Z(5(I—Q.2"+’19)

q élant impair, 3’ = T & — 1. Done la quantité entre paren-
théses est un multiple de 4; et, en conséquence,

1
n A? (1Y) = entier.

2° Si n est un nombre composé, supéricur d 4,

1.2 3..(n—2)
n

o(n—2, q) = enlier;

d’aprés le Lemme L.
3° Soit n premier, impair.
Ona
A1) = (n— 1) —

n—=2

2 —9
(n— 2o ZZ 911 (D)

Par le Lemme II, le second membre égale
Mo+ (n—1)+2(n—2)7+3(n—5)T+ - + (n— 2) W+ (- 1)1,

ou
I —[(n— 1)+ (n— )7 e ekt o],

Ainsi
A" (1) = M n—S,.\ .y (E)
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Il y a, maintenant, deux cas a distinguer :
Si n — 1 ne divise pas q —+ 1, le second membre est un mul-
tiple de n :

1
— A2 (19) = entier.
n

87, au contraire, n — 1 divise ¢ + 1, I'égalité (E) devient

A2 (1) = NTn — (JNn—1),

ou
— A"?(19) = enlier + —-
n n
En résumé,
1 1 1 1 1 .
B=—-——-—— — —— —5; — -+ == entier,
2 3 n n n

ou, ce qui est équivalent,

1 1 1
—B,=E, +—-+ -4+ — 4+ — 4 — . F
q q 2 5 n/ nlr+ 1/// ()
HI. Remarques. — 1° Soit
1 1 1 1 N
O aitin albvie i ety e PP
2 5 a w n 2.5.n'n"'n

Cette fraction est érréductible (*). Donc la forme la plus simple

des nombres de Bernoulli est

N,
: ' (G)

Bq=:t Pl 10t
2.3.02'n"n""...

20 Tous les dénominateurs sont divisibles par 6.

En cffet, le nombre pair, ¢ + 1, est divisible par 2 —1
et par 3 —1.

3° Sin' =3, =V 4—1:B;, B;, Byy, ... contiennent, en
dénominateur, le facteur 5.

De méme, By, By, By7, ... contiennent, en dénominateur, le
facteur 7; ete.

(*) Proposition démontrée dans les éléments d’arithmétique.
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& Si & divise q + 1, et que les nombres 2n' — 1, 2n" — 1, ...
soient composés, B, et By, ont méme partie fractionnaire.
Les diviseurs de ¢ + 1 étant

1, 2, n'—1, a"—1,..,
ceux de 2g + 2 sont
1, 2, 4, 9’ —2, 20" —2, ..
Ceux-ci, augmentés de I'unité, deviennent
2, 3, 5, 2n'—1, 2n"—1,..

. , L. . . . . 1
Si 2n' —1 était premier, B, ,, contiendrait la fraction ;—— ;

mais, par hypothése, 2n’ — 1 est un nombre non-premier. Donc
B,,,. et B, sont composés des mémes fractions.
Par exemple,

1 1 1 1
— By = 15116315766 + = += + - + —;
2 3 5 A7

done
By — B,y =15 116 515 760.

Be Généralisation du Lemme 11 :

Cpia ¢ F Camp, g = I ().
Exemple :

11.40.9.8 21.20.19.18
1.2.3.4 1.2.5.4

=JI 29.

(*) Si q est pair, on doit prendre le signe —.
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Addition. — (Janvier 1885.)

1V. Le Lemme II peut étre énoncé ainsi :
n étant un nombre premier, supérieur & k,

Cos sy =IMn=xk,

selon que k est pair ou impair.
Si I'on change k en k — 1, on a donc

Comsg rp = M £ (k—1);
et, par conséquent,
Cogpa + Cpg o= n+ (— 1)+ (H)

Ainsi, dans le développement de (x + a)"* (n premier), la
somme de deux coefficients conséculifs est un multiple de n,
augmente ou diminué de 1.

En outre :

la somme des deux premiers coefficients égale JTin —1,
la somme des quatre premiers coefficients égale M n — 2,
la somme des six premiers coefficients égale I n —3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n—1

la somme de tous les coefficients égale M n — ")
V. On sait que
Coo bt + Cogpa=0C,_4 sy
Par conséquent :
Dans le développement de (x + a)*™' (n premier), chaque

coefficient est un multiple de n, augmenté ou diminué de 1 (**).

(*) Cette derniére somme est 2"~*, Donc
1= n+1,

conformément au Théoréme de Fermat.
(**) La démonstration directe est semblable & celle du Lemme II.

urie - UPMC - Cote : 2587
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VI. Si n — 2 est premier, le premier membre de I'égalité (H)
a, simultanément, la forme nx &= 1 et la forme (n — 2)y. Done,
pour satisfaire a I'équation

nx —(n—2)y=-=41,
on peut prendre

S
(-’n—l, k-3

Y =
Y n—2

k étant compris entre 3 et n — 3, inclusivement.

Exemple :
158 — 1y — %= 1.
Faisant
k=35, k=4, ..k=10,
on trouve

y=06, y=20, y=4b, y=172, y==84;
puis
r=05, x=19, x=38, =61, x=71.

VII. De la relation

Cotg o E Compon,y =,

ou

Coiy g+ (—1HC,_ .y, = JNn,

+¢ ¢
on conclut aisément

Cn—p—l, q =+ Cn._q-q,p = Y'I n (');
puis
Cn—p—-l,o -+ Cn—p—-l,l + e Cn—p—i. n-p-4 7
E [Coeg,p — Cpg,p + =+ £ C, ] + M

Le premier membre égale 2"*~'. Done, si I'on multiplie
par 2, et qu'on applique le Théoréme de Fermat, on a

+2°[C,yp— Cug, + - EC, ] =Jn — 1 (™). (K)

(*) On doit prendre le signe supérieur, si p et g sont de méme parité.
(**) Le signe +, si p est pair.
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Par exemple,
25[Cyp,6 — Cy, 6 + Cs,5 — Cp6 + Cg,6] = JILI — 1.

En effet, la quantité entre parenthéses égale 148; et, si I'on
néglige les multiples de 11, il reste

2x 5=11—1.

VIII. Remarque. — La relation (K) deviendrait plus intéres-

sante si ’on savait évaluer
Cot,p— Chgyp+ - =C

123 24

mais cette recherche nous semble difficile.

LXXVIL. — Sur une série double (*).

1. TutoriME. — Soit
flx)=ay + a;x + ax® +-..
Soit la série double, supposée convergente :
S=ap+ ax + ayx*® 4+

m + 1
-+

Y + agx® +--)

1 2
.(ﬁl;i_)_(?;——‘—_) y’(agx2 -+ a5x5+ ...)

-+ e
m étant un nombre entier.

Si Pon pose

y"l
I—y

S= 1 d'"cp(x,y)
1.2.3.m dy"

o, y) = [f(@)— yf(xy)],

ona

() Bulletin de U’ Académie (juin 1883).
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Démonstration. — En admettant que les termes puissent étre
groupés dans un ordre arbitraire :

m + 1
S=a,+ [1 +—1-y] ax
[ m+ 1 m+1)(m + 2
all : 4).(2 )yi] e
-+ .o
1 1)...
-+ 1+T—’:_y+".(m+ ) (m+p)y1’ apw}'
i 1 1.2..p
-+ Ce . 3
ou, si I'on fait
Y, —1 +ﬁ.+_1_y+,..+(m+ 1) ...(m + p) ,.
1 1. 2..p
p:w
S= Y, a,0".
Ep=0 p%p
Le polynome Y, est la dérivée m*™ de
1 y(1 —y™
_— m m4-1 vee m+p —_—— . J ' |
1.2...m[y -y ey 1.2..m(1 —y)

Done S est la dérivée m™ de
—_— ,l —_ p;
1.2..m(1—y) 2,,=0 (A =)o

c'est-a-dire, la dérivée m™™ de

TQ?TMUTy) (/=) — yfy)],

conformément a I'énoncé.

®. Remarque. — Si m = 0,

s — [@® —yl(=y),
1—y
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8. Exemple (*):
m=1,

1 x 2

X
T1.23.4 1.2.3.4.5.6 1.2..7

f(x)

Il est visible que

[(x) -——% [cos(\/x) —1 + :;-x]
Done
. 1 1
flxy) = o [005(1/ xy) —1 + gxy]-
1— cos(\/“x/) N cos(\/oE) — cos(\/xy)
(1 —y)*

dp 1 M—y)Va sin(\/@) . _ —1
@ - (1 —y)? |: m/?; + LOS(\/x)—cos(\/xy) ;

et, finalement,

o o=y Vasin (Vay) _ ’_'J
5= (1 — y)a? [ 21y -+ Cos (‘/3) — cos V'zy |.

LXXVIII. — Quelques théorémes de Géométrie
¢élémentaire (**).

1. Annexes d’un triangle. — Soient M, N, P les points symé-
triques des sommets A, B, C d’un triangle, relativement aux
cotés BC, CA, AB. Si 'on méne les droites PB, NG, elles déter-
minent en général, avec BC, un triangle BCA'(***), que I'on peut
appeler annexe de ABC, suivant BC. De méme, CAB', ABC' sont

(") Proposé par un Astronome.

(**) Bulletin de I’Académie, 1882.

(***) N est visible que, si 'angle A est droit, les lignes PB, NC sont paral-
l¢les entre elles. Cette conclusion résulte, d’ailleurs, des valeurs suivantes.




des annexes. Ces triangles jouissent de propriétés assez remar-
quables.

2. Angles des annexes. — Soit Bx le prolongement de AB.
D’aprés la construction,

A’Bx = PBA = CBA = B;

donc
A'BC = 2% — 9B.
De méme,
BCA' = 2¢ — 2C.
Par suite,
A =2¢—2A ().

Ainsi, les angles de Uannexe suivant BC sont les suppléments
des doubles des angles de ABC. 1l en est de méme pour les deux
autres annexes. Conséquemment, les irois annexes sont sembla-

bles; et, en outre :
A'BC = ABC' =1,
BCA’ = ACB' =C,
BAC'=CAB ' =A".

(") Lorsque A=14, A’ est nul, conformément & la remarque précédente.




8. Remarque. — Soit O le centre du cercle circonserit au
triangle ABC. L’angle au centre, BOC, est double de A. Done
BOC + A" =2":

le quadrilatére BOCA' est inscriptible. De méme, COAB’, AOCA’
sont des quadrilatéres inscriptibles (*).

4. Hexagone des annexes. — Dans I'hexagone A'CB'AC'BA’,
les angles en A’, B’, C' ont pour valeurs, respectivement :

9 _9A, 2¢_9B, 9¢—9(C.
L’angle en A égale
CAB' + A + BAC' = 2A" + A =4 — 3A.

Donc Cangle extérieur (**), B'AC’, est le triple de A. Sembla-

blement : angle ext B'CA’= 3G,

angle ext. C'BA'= 5B.

5. Remarques. —I. La somme des angles intérieurs, en A, B, C,
est 12¢ — 5(A + B + C) = 6%;
donc un au moins, de ces lrois angles, surpasse 2 droits.

1. L’hexagone est non-convexe.

H1. La somme des angles intérieurs,en A', B', €', égale 2 droits.

6. TuioriMe. — 1° La droite
AA’) qui joint un sommet de ABC
au sommet correspondant d’une
annexe BCA', contient le centre O
de la circonférence circonscrite
aw premdier triangle et le centre o
de la circonférence inscrite a
UPannexe; 2° le second centre est
situé sur la premiére circonfé-
rence.

Soient Bf perpendiculaire a BA,
Cg perpendiculaire & CA. D’aprés
la définition (1), ces droites sont

(") Nous reviendrons sur cette propriété.
(**) L’expression : angle extéricur, n’a pas, ici, la signification habituelle.




bissectrices des angles CBA', BAC’; donc elles se coupent au
centre o du cercle inscrit & I'annexe.

En second lieu, la circonférence déerite sur Aa, comme
diamétre, contient les sommets B, C: elle est circonserite au
triangle ABC.

Menons la droite @A’, laquelle est bissectrice de I'angle A'.
Nous aurons :

BaA'=2"—f—)(A'+ B)= A + B;

et, parce que BxA, BCA sont inscrits au méme segment :

BaA = BCA = C.
Done
BoA’ 4+ BeA = A + B + C = 9¢:

A’aOA est une ligne droite.

¥. Cororrares. — 1. Si, dans le cercle O, la corde BC est fixe,
et que le point A soit mobile, le liew du point A’ est un arc de la
circonférence BOC (3).

I1. 8¢, au contraire, le point A est fixe, et que la corde BC soit
mobile, le liew dupoint A’ est le prolongement du diamétre passant
en A ().

8. Aulre construction de Pannexe. — Soit « le point diamétra-
lement opposé & A, dans la circonférence circonscrite au triangle
ABC. De ce point, comme centre, décrivez la circonférence tan-
gente au c0té BC. Des extrémités de ce coté, menez les tangentes
BA’, CA’: elles se coupent en un point A’, situé sur AOqa; et
BA’C est I'annexe demandée.

9. Annexes d’un polygone inscrit, ayant un nombre impair
de cotés. — Soit, par cxemple, le pentagone ABCDE, inscrita la
circonférence O. La construction indiquée ci-contre détermine les
annexes DA’C, EB'D, ...; puis le décagone AC'EB'D..., dans
lequel les diagonales se coupent au centre du cercle donné (**).

(*) On verra, tout 4 I'heure, comment on doit prendre la corde mobile,
pour que le point A" soit fize.

(**) En outre, les quadrilatéres AC'EO, EB’'DO, DA’CO, CE'BO, BD'AC
sont inscriplibles.




10. Circonférence des neuf points. — Supposons que A, B, C
soient les milieux des cotés d'un triangle FGH. La circonfé-
rence O devient la circonférence des neuf points (milieux des

Fig. 4.

cotés, pieds des hauteurs, milieux des segments compris entre les
sommels et le point de concours des hauteurs), relative & ce
wriangle. D’aprés le Théoréme (6), cette circonférence contient les
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centres a, 3,y des cercles inscrits aux annexes de ABC; et ces
centres sont diamétralement opposés ¢ A, B, C.

Voila done trois points ajoutés aux neuf (*) que I'on con-
naissait (**).

1. Cercles ex-inscrits aux annexes. — A’A est la bissectrice
de T'angle A" (6). Le coté BA, perpendiculaire & la bissectrice
Be: de A'BC, est bissecteur de I'angle extérieur A'Bx. Pour la
méme raison, CA est la bissectrice de A’Cy. Done A est le centre
du cercle ex-inscrit ¢ Pannexe BCA’, tangent au c6té BC. Le
rayon de ce cercle est la hauteur AH.

Fig. 5.
X

(*) Ou plutét aux quinze. (Théorémes et problemes de Géomélrie élémen-
taire, 6¢ édit., p. 177.)

(**) Je fais abstraction, bien entendu, des points remarquables, en nombre
indéfini, ou la circonférence O touche certains cercles. (Loc. cil., p. 181.)
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Considérons les deux autres cercles ex-inserits & BCA'. Le
centre de I'un est I'interscetion de AB avee la droite YZ, menée
par A’, perpendiculairement & A'A ; le centre de l'autre est I'in-
tersection de cette méme droite YZ avee AC. Par conséquent :

Les centres des cercles ex-inscrils aux lrois annexes sont :

1° Les sommets du triangle ABC;

2° Les intersections des cotés de ce triangle avec les droites YZ,
ZX, XY, menées par A', B', €, perpendiculairement ¢ A'A,
B'B, C'C.

12. Remarque. — Ces droites sont parallé¢les aux tangentes,
en A, B, C, au cercle O.

13. Lemue. — Soit ABC un triangle isoscéle, inscrit ¢ un
cercle 0. Si Uon trace la corde AD, coupant en E la base du
triangle, on a .,

AD.AE =AB.
Menons le diamétre AOG et la corde GD. Le quadrilatére DEHG,
qui a deux angles opposés droits, est inscriptible (*). Donc

Fig. 6. AD . AE = AG . AH.
A
’/7;??\\\\\ D’aprés un théoréme connu,
e | AN le second membre égale
B s H; A\ =N ¢ —
. N AB.AC=AB';
! i A \
/ ! \\ \ donc la proposition est démon-
i: : z \ " trée.
! ! N ! . ry o
\ | N/ 14. Relation métrique. —
/
N\ ,' X’ p Le Lemme précédent, appli-
i ) "y ,
N | 7 qué a la figure 5, donne
N H Vi s
N | e ,// N
~ e 0oB.0C R’
“~‘§_!,:-—” OA': = —
G 0] Ol
uis Al
P AN =R=,
Ol
ou R Ol
AA AL

(*) Autrement dit, les triangles ADG, AHE sont semblables.
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De méme :
R __OK R OL
BB BK CC CL
Par conséquent,

R R R O OK OL
e = —— - — -
AL TBB T CC Al BK T CC

Mais il est connu (et évident) que la somme des trois derniers
rapports se réduit & 'unité (*). Donc enfin

1 1 P
— — 4 ——=—;
A TTBR T CC T RS

relation semblable & celle qui existe entre les rayons des cercles
tangents aux trois cotés d’'un triangle (**). Par suite, on peut
construire un triangle dans lequel ces quatre rayons soient égaux
a R, AA', BB, CC' (*™).

15. TaioriMe. — Si un triangle inscrit ABC a un sommet
fixe A, et que le coté BC passe par un point fixe 1, appartenant
au diamétre Ao, le sommet A' de Uannexe est invariable.

En cffet, on vient de voir que

RZ
OA'= — .
0l
16. Remarques. — 1. La réciproque est vraie : Si le sommet

A’ est fixe, toutes les cordes BC passent en un point fixe, situé
sur AA'.

II. La propriété qui vient d’étre démontrée compléte I'une de
celles qui I'ont été ci-dessus (7, II).
(*) De la résulte que, dans tout triangle rectiligne,
sin 2A ~+ sin 2B + sin 2C = 4 sin A sin B sin C.

Cette proposition, également connue, est facile a vérifier directement.
(**) Théorémes et Problémes..., p. 198.
(***) Ibidem, p. 116.
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IlI. Les points I, A’ sont réciproques (*). Donc la polaire du
point 1 est la droite YZ (II). De méme, ZX et XY sont les
polaires des points L, K.

17. Hexagone de Brianchon. — Les diagonales de I'hexagone
A'CB'AC’'B se coupent au point O. Donc cet hexagone est cir-
conscrit a une conique.

18. Hexagone de Pascal. — On vient de voir que C'BA'CB’A
est un hexagone de Brianchon. Donc les droites C’'A, BC, A'B’,
CA, B'C, AB, jonctions successives des sommets de cette figure,
sont les cotés successifs d'un hexagone de Pascal (**). Cet hexa-
gone est DEFGHI. Autrement dit, les points D, E, F, G, H, 1
sont situés sur une conique.

9. Circonférence des neuf points. — Supposons, comme
précédemment (10), que A, B, C soient les milieux des cotés
d’un triangle T (***). Soit O la circonférence des neuf points,

() Eléments de Géomélrie, p. 114.
(**) Note LXXXIX.
(***) Non représenté sur la figure.
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relative & T, et soient ABC’, BCA’, CAB' les annexes de ABC.
Les derniéres remarques donnent lieu & la proposition suivante :
1° L’hexagone AC'BA'CB est circonscrit a une conique;
2> L’hexagone DEFGHI, formé par les intersections succes-
sives des droites AB, C'A’, BC, A'B’, CA, B'C’, AB, est inscrit
@ une conique.

20. Remarque.— Si, comme au n° 9, on remplacait le triangle
ABC par un polygone convenablement choisi, on pourrait géné-
raliser les derniéres propriétés.

LXXIX. — Sur les surfaces orthogonales (°).

M. Bouquet a montré (**) que les surfaces S, représentées
par une équation de la forme

F(x, y, z) == a,

ne font pas toujours partie d'un systéme orthogonal triple.
Autrement dit, & la série des surfaces S ne correspondent pas,
nécessairement, deux autres séries de surfaces Sy, S,, représen-
tées par
Fy(x, y, 2) =1y, Fyx, y, 2) = 1,,

et telles qu'une surface quelconque, prise arbitrairement dans
une des séries, coupe orthogonalement toutes les surfaces appar-
tenant aux deux autres groupes.

Récemment, on est allé plus loin dans cette voie restrictive; et
un jeune Géométre, déji célcbre, suppose qu'une surface quel-
conque ne peul faire partie d’un systéme triple orthogonal (***).
Quand il a énoncé cette proposition, M. Darboux ignorait pro-
bablement l'existence du Mémoire (") dans lequel j'ai établi,
implicitement, le théoréme contraire. 1l n’est done peut-étre pas

(") Bulletin de Aecadémic (juin 18068).

(**) Journal de Liouville, t. X1, p. 646.

(***) Annales de UEcole normale, t. 1, p. 59.

() Académic royale de Belgique (Mémoires couronnés, t. XXXII, p. 15).




inutile de revenir sur ce théoréme, en y insistant un peu plus
que la premiére fois.

I. Commencons par rappeler une définition et quelques
théorémes (*).

« Définition. — Par un point M, pris sur une surface S, on
» éléve une normale MM', ayant une longueur donnée I. Le lieu
» des points M’ est une surface S' qui peut étre dite paralléle
» 4 S.»

« THEOREME. — S7 une surface S' est paralléle @ la surface S,
» réciproquement celle-ci est paralléle a S'.

« Tutorene. — Les surfaces paralléles ¢ une surface dévelop-
» pable sont développables.

« THEOREME. — Des surfaces paralléles S, S', S", ... appar-
» tiennent loujours a un systéme orthogonal, »
CoroLLAIRE. 1. — Toute surface fait partie d’un systéme triple

orthogonal. En effet, quelle que soit une surface donnée, S, on
peut construire une infinité de surfaces S’, S”, ... paralléles a S.

Cororraire Il — Le nombre des systémes orthogonaux triples
est infini (**).

II. On connait peu de systtmes orthogonaux, sans doute &
cause des difficultés que présente la recherche de I'équation des
surfaces paralléles a une surface donnée S. Par exemple, on n’a
pas encore, parait-il, écrit I'équation des surfaces parall¢les &
Iellipsoide. M. Cayley lui-méme a reculé devant ce travail (***).
Dans le Mémoire cité plus haut, j’indique, sans effectuer les
calculs, le systéme triple déterminé par des tores elliptiques
paralléles. Pour compléter la présente Note, je chercherai suc-
cessivement :

1° L’équation des tores elliptiques S, §', S, ... enveloppes de
sphéres dont les cenires parcourent une ellipse E donnée ;

(*) Les passages guillemetés sont extraits du Mémoire cité.

(**) Dans un trés beau Mémoire sur les surfaces orthogonales (Journal
de Liouville, t. XII, p. 242), M. Serret a émis, sous forme dubitative,
cette opinion : Le nombre des surfaces susceptibles de faire partie d’un
systéme triple pourrait bicn étre assez limité. On voit que ’hypothése de ce
Géomeétre ne s’est pas réalisée.

(***) Annali di Matematica, t. 111, p. 345,
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20 L'équation des plans 2,, 2,, 3, ... normaux d celte
ellipse (*);

3° L’équation des surfaces developpables 2,, 2;, 25, ... ortho-
gonales a S, S', S", ...et a 2, 2}, 2}, ...

1. Equation des tores elliptiques. — Soit une ellipse E,
déterminée par les équations

a*y? + b’ = a’b’, (1)
z=20. (2)

Si le centre d’une sphére s déerit E, le tore elliptique S, enve-
loppe de s, ne différe pas de la surface qui serait engendrée par
la circonférence ¢ du grand cercle dont le plan est normal a E (**).
Dans ce mouvement, un point quelconque de ¢ engendre une
toroide T, dont I'équation est (***)

(AB — 9CJ* = 4(A® + 5B) (B* + 3AC), (A)
en supposant

A=zt + oy’ — =V — &,

B=a’y® + b%2® — a?k* — b%k* — a®?, (3)

C = a®b*.

Drailleurs k2 = 22 — z2%, A désignant le rayon de la sphérc;
done les tores elliptiques S, S’, S/, ... sont représentés par
I'équation (A), dans laquelle

A=+ y' + 22— a*—b"— %
B =a%® + 0% + (&’ + 02" — (a® + b%)2% + o?b?, (%)
C = a'by(x* — 22).
1V. Equation des plans normaux. — Cette équation est
(@® — b)m

Yy=mr + ——,
Va + bnid
(*) Mémoire cité, p. 18.

(**) Mémoire cité, p. 18.

(***) Note XIX, p. 51.
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ou sous une forme plus symétrique,
(2 sin p — y cos )* (a® cos® & +b* sin® k) = (a* — b*)? sin® wcos’p..  (B)

V. Equation des développables =. — Chacune de ces sur-
faces est engendréc par une normale a lellipse E et a la
toroide T; d’ou il résulte que =, est une surface a pente constante,
dont les lignes de niveau sont des toroides (*). Si v est I'angle

de la génératrice avec 'axe des z, on a
k=ztg>.
Ainsi, Péquation cherchée est encore
(AB — 9C)* = 4(A? + 5B) (B* + 3AC), (A)
pourvu que

A=o+y' — 2 1g%r — a* — b,
B = a%® + b%* — (¢’ + b%) 2% tg* v — o'}, (5)

C = a0’z tg°».

Addition. — (1873.)

V1. Autres systemes orthogonaux. — 1° s étant une surface
donnée, soit S la surface déduite de s an moyen dc la transfor-
mation due a Mac-Cullagh : les surfaces s, S ... sont dites
conjuguées (**). Cela posé, les conjuguées de surfaces paralléles
étant des surfaces paralléles (***), il s’ensuit que :

A tout systéme orthogonal, composé de surfaces paralléles
S, 8, .., de surfaces deéveloppables o, o,, o}, ..., et d’autres
surfaces développables oy, a;, 03, ..., correspond un second sys-
téme orthogonal, composé de surfaces paralléles S, S', S, ..., de

(") Mémoire cité, p. 19.
(*') Mémoire sur une transformation géométrique el sur la surface des ondes

(pp- 1, B).
(***) Ibidem, p. 29.
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surfaces développables 2,, 3, 2, ..., et d’autres surfaces déve-
loppables Z,, Z,, 2, (*).

2° Soient, dans un plan P, un systéme de courbes AB, A;By,
AB,y, ... dont les trajectoires orthogonales soient CD, C,D;,
CyDy, ... Supposons que le plan s’enroule sur une développable s,
de maniére a prendre les positions Py, Py, ... Chacune des
courbes engendrera une surface d’enroulement (**), et les
surfaces appartenant @ la premiére série seront orthogonales a
toutes les autres (***). De plus, ces surfaces coupent, orthogona-
lement, les plans P, Py, P,.

Voila done un systéme orthogonal triple, composé de plans et
de surfaces d’enroulement.

LXXX. — Théorémes d’Arithmétique (7).

Les propriétés suivantes, qui n’ont peut-étre pas encore été
signalées, sont des conséquences immeédiates de la théorie des
équations binomes. 11 suffit donc de les énoncer.

Quelle que soit la base b du systéme de numération :
1° p, q étant deux nombres impairs, premiers entre eux,

bla=hr - pl-p i BP 41 b g hPB oy BT

bt - b2 e+ b1 P P e b 1

= enlier.
Par exemple, pour p=3, ¢=25:

1001 001 001 001 10 000 100 001
1111 o 11

== entier.

(*) Mémoire, p. 51.

(**) Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces, p. 16.

(***) Deux surfaces de révolution, qui ont méme axe, sont orthogonales
si leurs sections méridiennes le sont. Or, & chaque instant, les lignes AB, ...,
CD, ... tournent autour d’une génératrice de s. °

(™) Mémoires de la Société des sciences de Liége (février 1877).
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2° Le plus grand commun diviseur, entre deux nombres de la
forme 111 ... 11, a cette méme forme.

9° 8i le premier nombre contient n chiffres et que le second en
contienne n', le plus grand commun diviseur en contiendra A;
A étant le plus grand commun diviseur entre n et ',

ExempLE : Le plus grand commun diviseur entre

11 411 111 111 et 411 111 111,
est 111.

Autre ExempLE. — Les nombres 11 111, 11 111 111 sont pre-
miers entre eux.

4&° Les nombres

1,40 44, 1 1 LA A, i i1, L

composés de un, deux, trois, cing, sept, onze, ... chiffres, sont
premiers entre eux, deux a deux;
Ete.

LXXXE. — Probléemes et théoremes
d’Arithmétique ().

1. Prosrime I. — De 1 a n (inclusivement), combien y a-t-il
de nombres non divisibles par des nombres premiers donnés,

By . m?

Soit N le nombre cherché. On sait (**) que

n n n
TS IC LS PO
ik ﬁ 2 py 2 Kf”,g ( )
2. Tuioreéme I. — Soit n un nombre entier, compris entre 2* et

(*) Mémoires de la Sociélé des sciences de Liége (1882).
(**) Note XXXVI, p. 120.
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2+ —1 (inclusivement) ; soient (3, 7,9, ... les nombres premiers,
supérieurs a 2. On a

=333 e

Dans la suite
1, 2, 3,..n,

les seuls nombres premiers avec

=3, y=35, 0=17,..
sont

1, 2, 2%, 25 ... 9%
Ainsi, N=Fk + 1.

8. Remarque. — De n==4 a n==14%, le premier membre se
réduitd n — 3 (%) ;
De n=15 & n=104 (**), ce premier membre se réduit a

33 ()
et ainsi de suite. ‘

4. ProsLEne [I. — Connaissant les nombres premiers qui ne
surpassent pas n, trouver combien il y a de nombres premiers
compris entre n -+ 1 et 2n.

Soit 7 le plus grand nombre premier, non supérieur & n.
De 1 a4 2n, les nombres non divisibles par

f=35, y=05, d=1T,..,m,
sont, d'une part,

2 3 .
1,2, 98, 9,

(") Lrégalité (2), a peu prés évidente, est une simple variante de celle-ci :

)33 (3o

qui résulte de la Remarque 2° (p. 120).
(**) 15=38.5, 104=3.5.7—1.
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et, en second lieu, les nombres premiers compris entre n + 1
et 2n. Soit x la quotité (*) de ceux-ci. Nous avons, en vertu de
I'égalité (2) :

2n 2n 2n
k+2+x=2n—2 <—.5—> -+ E (@y)-z (?)(yd) + o (3)

5. Application. — Entre 25 et 50, combien y a-t-il de nombres
premiers ?
Dans cet exemple,

n=28, 2u=2>50, k=4.
En outre, les diviseurs simples sont :

35,5, 7, 11, 13, 17, 19, 25;
et les diviseurs composés :

15, 21, 33, 539, 55.
Par conséquent,

6 +2=50—[164+10+7+4+3 +2+ 2+ 2]
+B+2+1+1+1];
d’ott
x = 0.
En effet, entre 25 et 50, il y a six nombres premiers, savoir :

99, 51, 57, 41, 43, 47.

6. Remarque. — La combinaison des égalités (2), (3) donne

celle-ci : ‘ ‘ ’
2|56 2[E) -+ )]
SCREE

Pour simplifier le second membre, on peut s'appuyer sur la
proposition suivante.

\

k—x ==

(%)

(*) J'emploie ce mot pour éviter I'expression : nombre des nombres.
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o
w

)

Mm=a.2u+r,

7. LeuMe. — Selon que ( est PAIR Ol INPAIR,

égale zéro ou un.
1° De

on déduit
2

n=aux -+ —-
r

Done, & cause de » < a, u est le quotient entier de n par a (*).
Autrement dit :

N

2= a(2u + 1) + r;

2° Soit

et, par conséquent,
a + r

9

-

n==ap +

De » < a, on conclut “—}:—r < a:p est le quotient entier de n
par a. Nous avons donce, simultanément :

2n n 2n n
TN=u a1, (=)=, [—)—2(-]=1.
@ al a 9
8. Revenons & la formule (4). En vertu du Lemme, chacun
des binémes soumis au signe 3 égale 0 ou 1, selon que son pre-
mier terme est pair ou impair.
Draprés cela, si I'on appelle :

2n . . .
l;, le nombre de ceux, des quotients (—), qui sont tmpairs;

. n . . .
Iy, le nombre de ceux, des quotients (@—), qui sont impairs;
Y

. . . . . . . . . . . . . . . . e . . .

() Ce petit théoréme se trouve dans tous les Traités d’arithmétique.
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I'égalité (%) peut étre énoncée ainsi :

Tutorene 1. — En conservant les hypothéses et les dénomina-
tions précédentes, on a

x=k—1 +l —Il; + . (A)
9. Application. — Entre 25 et 50, combien y a-t-il de nombres
premiers ?
Je divise
50
par
5, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 25;
+ +
puis par

15, 21, 33, 39, 35,
-+ + 4+ o+

en négligeant les quotients pairs.
Je trouve |y =2, I, =4 done

T=4—2+4=06;
comme ci-dessus.

10. Aulre application. — De 61 ¢ 120, combien y a-t-il de
nombres premiers ?

Dividende :

Premiers diviseurs :

3,5, 7,1, 13, 17, 19, 25, 29, 31, 37, i, 45, 47, 53, 59.
+ o+ o+ + + + [, =6.

Deuxiémes diviseurs :

15, 21, 55, 59, 51, 57, 69, 87, 95, 111, 55, 55, 65, 85,
+ 4+ + + o+ o+ o+ + + o+
95, 115, 77, 91, 119.
+ o+ o+ o+ o+ ly=15.
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Troisiemes diviseurs :
105.
+ l;

I

r=5—6+15—1=13.

Les treize nombres premiers, compris entre 61 et 120 (inclu-
sivement), sont

61, 67, 71, 75, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 115.

14. Remarque. — Si I'on admet qu'entre n + 1 et 2n, 4l y a,
aw moins, un nombre premier (*), I'égalité (A) donne

Ic—ll+l.,—l5+-~-_>;1.

Inversement, si 'on pouvait, @ priori, établir la relation (B),
le postulatum serait démontré (**).

42. Turorene 1. — n étant toujours un nombre entier, com-
pris entre 2* et 2'** — 1, soient 3,7,9, ... les nombres premiers,

supérieurs a 2. Soient, en outre :
2n
M, le nombre de ceux, des quotients (E) , qui sont YMpairs ;

. 2n . Lo
Xy le nombre de ceux, des quotients (T , qui sont Dnpuirs;
By
Ona
A= Ag =4 k5 — oo = k. (B)

Ce théoréme, conséquence des égalités

71—2(%)_;_2(’1)_...:/(4.1, @)

By
on—Y (%) + Y <§;_j> =k 2(*), (@)

résulte aussi du Théoréme 11.

(*) Cette proposition ne différe pas, au fond, du postulatum de M. Ber-
trand, démontré par M. Tchebychel (Journal de Liouville, t. XVII, p. 381).

(**) Nouvelle Correspondance mathématique, t. VI, p. 263.

(*"") Voyez les paragraphes 6 et 8.
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Soient, en effet, p, o, 0, ... » les x nombres premiers, compris

entre n + 1 et 2n.
. 2n 2n 2n ' .
Chacun des quotients (F)’ (7), (T),...egale 1; et chacun des

quotients (g%), (%), ... est nul (*). Done

M=z, =1L, y=I,..

Par suite, ['égalité (A) devient
T=k—(d—2)+2— 2+,
ou
A=A + dg— o=k, €
18. Application. n =25, k= 4.
Dividende :
50.
Premiers diviseurs :

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 531, 57, 41, 43, 47.
+ -+ + 4 4+ 4+ 4+ + =8,

Deuxiémes diviseurs :
15, 21, 33, 59, 55.
-+ + + + A= k.
8 — b=k

14. Remarque. — La fonction qui constitue le premier membre
de T'égalité (C) dépend, uniquement, de n : appelons-la F(n).
Cette fonction conserve la méme valeur quand n varie entre 2* et
2**' — 1 (inclusivement). En outre, chaque fois que n dépasse
une nouvelle puissance de 2, F(n) augmente d’une unité. Cet
excmple de discontinuité, analogue & celui que présente la fone-
tion E(x), nous parait remarquable.

15. Sur une équation indéterminée. — L’identité

(2 + B)* (2 — 26)°(B— 2)* + 27e’B* (¢ — B)* = h(a®— aB + £*), (D)

(") A causede 8>2, p>n.
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facile a vérifier, donne une infinité de solutions, en nombres

entiers, de
x* 4 3yt =2z’ (3)

En effet, on peut prendre

[SoF ]

2= g et Ba—20) (p—20), Y= aBla—p), 2=s'—ap+E" (0

Ces valeurs seront entiéres, si «, 3 sont de méme parité.

16. Remarque. — Ces formules ne donnent pas toutes les
solutions. Par exemple, on n’en saurait déduire

xr = y =2 =4,
4%, Autres identités.

(a* + bt = (a' — 6a%* + b%)* + [4(a® — b?) ab '
= (a* + ') + (20°D)* + (2a%%)* + (2ab?) ®

Ainsi, (a* + b2)* est : un carré; une somme de deux carrés;
une somme de quatre carrés. Généralement, ce nombre n’est pas
la somme de trois carrés.

M. Realis, & qui j'avais communiqué les identités (D), (E),
m’a répondu par l'intéressante Note suivante :

« La résolution de I'équation

2 3

» &F 4+ Syt =20

» en nombres entiers, se rattache directement & la théorie géné-
rale développée, par Lagrange, dans le § IX des Additions
» @ UAnalyse indéterminée d’Euler.

» Le nombre z, diviseur du premier membre, ne peut étre
que de la forme o2 + 3(32; on a donc I'identité

T

¥

» 0(,(0(2 — 9@2)‘2 + 5'6'2(5‘12 - 5@‘2)2 J— (0:‘2 + 5@‘2)5’

z

renfermant toutes les solutions entiéres de I'équation. En effet,
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» & toute valeur de z de la forme indiquée, c’est-a-dire a tout
» systéme de valeurs de « et {3, correspondra un systéme de
» valeurs de x et y; comme « et 3 peuvent toujours étre supposés
» premiers entre eux, autant il y aura de maniéres de représen-
» ter' z par la forme susdite, autant il y aura (pour le z considéré)
» de solutions distinctes de I'équation. On s’assure sans peine,
» d’ailleurs, que l'identité ci-dessus, ou « et {3 restent indéter-
» minés, ne saurait étre remplacée par aucune autre formule
» donnant I'expression de (a2 -+ 3(32) sous la forme requise.

» Quanta I'égalité 42 + 3. 42=43, ou 42 est facteur commun
» & tous les termes, elle ne conduit pas & une solution, car en
» écrivant comme on doit le faire 12+ 3.12=4.13, on n’a pas
un cube dans le second membre.
» Quant, enfin, 4 I'identité

» (o + ) (a— 20)" (p— 2a) -+ 270’ (e — B) =& (2" — o + B},

rapportée par M. Catalan, elle n’est manifestement qu’une
» transformée de celle qui précéde.

» Il. L’expression (a? + b?)* est assurément : un carré, —
une somme de deux carrés, — une somme de quatre carrés.
On ne peut pas affirmer qu’elle est généralement une somme
de trois carrés effectifs, puisque (12 + 12)¢=16, par exemple,
ne I'est pas. Cependant, pour des nombres a, b premiers entre
eux (ou simplement inégaux), on peut mettre en ¢vidence,
» par des formules, que I'expression considérée est toujours une
somme de trois carrés.

» 1° Si @ et b sont premiers avec 3, posons I'identité

=

=

» a® + (a + 3h) = (a + Ay’ + (a + 2R)* + (2h)* ("),

» dans laquelle on prendra a premier avec /; il s'en déduit, par
» I'emploi répété de la formule connue

(@ B ) = (o B ) - (200 (267

(") Lettre de M. Catalan & D. B. Boncompagni, en date de « Liége,
14 novembre 1880 ».
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le théoréme général exprimé par la relation
» [a* + (@ + 3h)]" = A? 4 B + C,

ou A, B, C sont des entiers dont aucun n’est nul, et m est
une puissance de 2.

» 11 s’ensuit, comme corollaire, que : a et b étant deux entiers,
dont un seul est divible par 3, et m désignant une puissance
de 2, I'expression [2(a?+ b2)]" est la somme de trois carrés.
» 2° Si I'un des nombres a, b, premiers entre eux, est un mul-
tiple de 5, par exemple, a = 3a’, on posc I'identité

» (9a” + b* = (7a” — b%? + 164 (¢’ + 0)* +- 16a*(a’ — b)?,
et I’'on en déduit, comme ci-dessus, la relation

» (90 + U™ = A% + B 4+ CY,
en nombres entiers, m étant une puissance de 2.

» Observation. — Tout ce qui précéde est entiérement indé-
pendant de la Théorie des nombres proprement dite; on n’y fait
usage que de formules directes, exprimant les propositions, et
indiquant en méme temps les calculs a effectuer. Mais si I'on
sort des éléments, et que I'on s’appuie sur les théorémes de
l'arithmétique supérieure, toutes les propositions énoncées, et
bien d’autres, se présentent comme des conséquences imme-
diates de ce principe, que : tout bicarré impair, autre que
Punité, est la somme de trois carrés. D’apres ce principe (qui
ne se démontre pas a l'aide de simples identités algébriques),
un nombre de la forme (a% + 02)% est toujours décomposable
en lrois carrés, s'il ne se réduit pas ¢ une puissance de 2. »

» Turin, 6 mars 1882. »

urie - UPMC - Cote : 2587




Mmoo Sov.des se.ae Lidge. 22 S T.XII.

Frobléme’ de .Mc’dfa[ﬁ;

UPMC - Cote : 2587




Addition. — (Janvier 1885.)

Quelques-unes des questions traitées ci-dessus ont été reprises
et développées dans le Mémoire sur certaines décompositions en
carrés (*). Parmi les nouveaux résultats auxquels nous sommes
parvenu, indiquons ceux-ci :

Toute puissance entiére, d’une somme de trois carrés, est une
somme de trois carrés;

X, y étant deux nombres entiers, premiers enlre eux,

xln m—zyz + x‘n-by‘ PR yln

est la somme de deux carrés et la somme de lrois carreés.
Soit, conformément au Théoréme de Gauss,

2%+ |
4—~—~———Y
2+ 1 i— A

le polynome Y; est la somme de quatre carrés et la somme de
cing carrés.
La somme des puissances &n, de devix nombres entiers, inégaux,
est une somme de quatre carrés, dont deux sont égaux entre eux.
Soit s le nombre des puissances de 2 ayant n pour somme :
4" est la somme de 4" carrés impairs.

LXXXIIL — Sur le probléme de Malfatti ().

La solution de ce célébre probléme, que j'ai donnée (d’aprés
M. Lechmiitz) dans les Nouvelles Annales de Mathématiques
(t. V, p. 61), peut étre notablement réduite.

1. ABC étant le triangle donné, dont les angles sont A, B, C;
soienl :

= 0A' = 0B’ = 0C' le rayon du cercle inscrit;

ro, 20, 2y les suppléments respectifs de A, B, C;

X, Y, Z les centres des cercles cherchés;

x, 7, = les rayons de ces cercles.

(*) Académie des Nuovi Lincei, 16 décembre 1883.
(**) Bulletin de UAcadémie royale de Belgique, octobre 1874.




2. PU étant la tangente commune aux cercles X, Y, il
est visible que le triangle XUY est rectangle en U; donc
PU = DU = GU = Vxy. Projetant AXYB sur AB, on a la
premiére des trois équations du probléme :

ziga + 2V wy + yig B = plg a + tg p). (1)

Pour la simplifier, résolvons-la par rapport a1z : la valeur
positive de cette inconnue est

——\/ycota +Vycota(cota — tgB) + p(1 + cotatgp).

Ainsi

1 -
1y cosa cos (+ )+ p sin a sin (x+B).
cosf3

VEsing + Vycosa=

Et comme « + (3 + y = =, cette égalité devient

- -~ 1 .
Vasing+Vyeosa=———Vpsinasingy —ycosacosy. (2

cos 3

3. Le sccond membre est une fonction symétrique de «, y;
done

Vasina + |/ ycosa=/zsiny + 1 ycosy; (3)
puis, au moyen d’une permutation tournante :

Vysing + /zcosp = xsina +\/zcos a, (4)

Vzsiny + /% cosy = |y sin § + }/x cos f. ()

Ces équations (3), (%), (5) déterminent les rapports de
\/ac, \/y, V'z. Au moyen des deux premiéres, on trouve

Vy(cos & — cos ¥ + sin B) = z(cos « — cos § + sin ¥);

ou, par une transformation simple,

1 1 r b
V'y cosz)ﬁcos (Z—g) =z €os 5 ¥ €08 (Z——E>;

Vb 2
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ou encore
— 1 - 1
\/y (1 + tg—y) =\/z('l + tg—ﬁ) .
2 2
Nous pouvons donc prendre, au lieu des équations ci-dessus,

les proportions

e ©

1\ 1 \* 1\
(1 +tg§ac) ('I + tg§p) (1 -+ tgéry)

4. 1 étant la valeur commune des trois rapports, soient, pour
abréger :

1 1 1
tg—éa——:f, tg§@=g, tgéy_—_-h,

L’équation (1) se transforme en

[—f(::,/.')»f (1+/)0 +g>+-"(1‘:;’)] 2= _ff, . l__g_g_)

On tire, de celle-ci,

A:P f+g .
A+NU+g9+[+9g—[9)

Mais, 4 cause de

™
—a 4+ -0+ —
2 2' 2 2

on a la relation connue :

9+ gh + hf =1, (7)
ou

1—fg=(f+ g)h;
done

P .
A=('l + Y1 +g)(1 +h) )
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puis, par les relations (6) :

e A

TPhag+h)’

— %9

Y=t aana+1)

1+h

N EIEr) ¥
o P __f Y —— .
\/yz=m, \/z—x—-d_'_g \/wy o7 (10)

5. Pour construire ces expressions, il suffit d’observer que
1 1 ( 1 - 1 )
COS — COS— a2 |{COS—a— SNl —a
1 2 2 2 2

1+f— 1 1 cos
cos-2—a+sm-a

11 4+ cosa—sina 1( 1 )
—_ = — -l-'l-—tga .
2 cos a 2 \cos a

En effet, cette transformation donne

_—f =\ yz =FS = —(AO + 0C' — AC),

1+
— V7 —KT— (BO + 0A” — BA)), (1)
1 + g
1
1_:_h_\/acy—DU 5 (CO -+ OB' — CB). |

1

On trouve, de la méme maniére :

)

=
<
RO == DO = po| =

_ (A + OC' + ACY), |

—
l
~~

Jr

(BO + OA’ + BA'), (12)

©

I

~(CO + OB’ + CB)).

—
I
=
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6. Remarque. — Si I'on se rappelle les propriétés des cercles
tangents aux trois cotés d’un triangle donné, on arrive & cette
interprétation géométrique des formules (11), (12) :

A langle AOC', inscrivez les deux cercles tangents a C'A : les
distances du sommet O, aux points ou ces cercles touchent le

" ' , 4 P . . . .
coté OC', représentent w2 La méme construction, %pph-

; ; A g ine-2 5 &, 8 . 0,
quée aux triangles BOA', COB', détermine g’ T-7 1% O i

¥. Autre remarque. — Chacune des équations

VEsinae +\/ycosa =\|/zsiny + |/ycosy, (3)
VysinB + |/zcos =\ xsina + |z cos «, (%)
Vzsiny + }/xcosy =\"ysinf + |/ x cos (5)

exprime une propriété assez curieuse, dont il serait intéressant
de trouver une démonstration directe. Considérons, par exemple,
I'équation (4). En I'écrivant ainsi

Vxz sin« + z cos « = V/yz sin B + z cos 8,
et en observant que V'xz = KT, z = KZ, etc., on en conclut :
projection de TZ, sur AO = projection de SZ, sur BO.

De méme,

projection de UX, sur BO = projection de TX, sur CO,
projection de SY, sur CO = projection de UY, sur AO.

8. La valeur commune des bindmes

Viazsina +zcosa, V'yzsinB + z cos B

est '
p__® w'+9 ‘f“ 1—f
1+g1+f° 1+ +g1+[f°
e [2f+ (1 + k(1 —p]

ORI
La quantité entre parenthéses égale

LU=l —N_@+Mi+g.

= »

f+9 f+9

L f+h(l —f)=1+
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done
P
P=——, 13
N — (13)
formule trés simple.

9. On a
AU=AD + | axy==xtga + |/ xy;

et, par les formules (9), (10) :

Ueo 1 tl+9—1g
— .
A+g Q1+~ —f)

Mais, & cause de la relation (7),

1+ — f
Vb P91y,
f+yg
done
f+y
AU=p—n-———7 (14
i+ gi—1) ’
ou, ce qui est équivalent,

1 1
AU:P[K_]"_T:?:I. (14)

10. D’aprés les formules (11), (12), (14) :

AU = (AO — BO + AC’ + BA),

[9

N | =

ou

1
AU =2 (A0 + AB— BO). (15)

Cette valeur a la méme forme que I'expression de DU (5);
donc la remarque faite ci-dessus (6) est applicable, et, en consé-
quence :

Le point U est celui ou le coté AB touche la circonférence
inscrite au triangle AOB (*).

(*) Propriété connue. En outre, la droite PU, tangente commune aux
cercles X, Y, touche aussi les cercles inscrits aux triangles BOC, COA
(Théoréme de Steiner).
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De méme, les circonférences inscrites aux triangles BOC, COA
déterminent les points S, T.

Ces points U, S, T étant construits, il en résulte les points
D, G, F, ... ou les circonférences cherchées touchent les cotés du
triangle donné.

11. Remarques. — 1. On a
AD=AU—~DU=%(AO + AB — BO — CO — OB’ + CA');
ou, si I'on désigne par p le demi-périmétre du triangle ABC :
AD=%(AO——BO — CO + p—op).

Pour que le second membre devienne une fonction symétrique,
il suffit de le retrancher de AO; on trouve ainsi

1
A0 —AD=B0 — BF = C0 — CK=_ (A0+BO+CO —p-+p). (16)

Ce résultat simple et la construction qui en résulte sont dus
a M. Simons (*).

II. D’aprés les relations (11),

1 1 1 1
é(A0+BO+CO+p——p)—p[1+f+ l+g+1+h—1J' (17)

IIL. Si I'on désigne par a, b, c les rayons des cercles inscrits
aux triangles BOC, COA, AOB, on trouve :

g+h h+f [+

S aagrh) AR raenirg Y

1V. Enfin, p, étant le rayon du cercle inscrit au triangle XYZ :

—_f .
P{—/'+g+h+1 (19)

(*) Bulletin de VAcadémie, juillet 1874,
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LXXXIII. — Nouvelle formule d’intérét
composé (*).

I. La relation
A=a(l + 1),

conséquence nécessaire du principe de I'intérét proportionnel au
temps, conduit & des résultats presque absurdes (**).

D’un autre coté, il est admis que, si Pon paye Pintérét simple,
on doit toujours le capital. De cet axiome résultent les rentes
perpétuelles (***), I'accumulation des capitaux dans quelques
mains, ete.

II. Il s’agit de remplacer la formule ci-dessus par une autre
qui ne présente pas les mémes conséquences antisociales, et qui,
cependant, s’accorde sensiblement avec la premiére, tant que n
ne dépasse pas la durée des contrats ordinaires : 40 ans, 50 ans,
ou au plus 100 ans. Cette nouvelle formule doit encore satisfaire
aux deux conditions suivantes :

1° Que, pour de petites valeurs de n, I'intérét soit & peu preés
proportionnel a n;

2° Que, n augmentant indéfiniment, A tende vers une limite
assez restreinte : on peut la supposer, par exemple, inféricure
410 a.

(*) Un résumé de eette Note a été communiqué au Congrés de Bor-
deaux, le 6 septembre 1871.

(**) Un franc, placé & B pour 100 au commencement de I'an 800,
aurait valu, a la fin de 1869, 47 049 000 000 000 000 000 francs.

(**") La France vient de contracter un emprunt de trois milliards, au
taux de 85. Notre malheurcuse patrie doit donc distribuer, & ses créanciers
bénévoles, environ 176 millions par an. Dans cent ans, aprés avoir payé
presque six fois la valeur de la dette primitive, elle ne sera pas plus avancée
que le premier jour!
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III. Aprés quelques tatonnements, j'ai trouvé, comme solution
de ce probléme indéterminé,

y=p[e-—-(4 +1_:').6)~] (1)

] o
n\" )
A=a+ pa e—(1+——) J (2)

d’ou résulte

100
c’est-a-dire
A=a(l +y). (3)

y représente l'intérét de 1 franc, pour n années;

e est la base des logarithmes népériens ;
p est un nombre entier, constant, déterminé par la condition

100
4 [e — (1 + —-) ] = taux de Uintérél de 1 franc (*).

100
IV. Soit

fﬁq

(1 )

=\ * 100/ ’

alors
100 100 + n

logz=—- log o0 (4)
y=p(e—z) ®

Au moyen des formules (4) et (5), on peut facilement con-

(") Plus exactement p est le quotient entier du second membre par

l 100
[+ —] = )
e ("'mo) 0,013 468

0,05

Si, par exemple, 1 — T =
y P ple, le taux est 5 pour 100, comme 7013 268

p=4.

3,7..., on fait
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struire une Table numérique, sorte de Baréme des intéréts.
Voici un spécimen de cette Table, calculé pour p=14 :

INTERETS
n |0g 100+n lOg 3 3 e—13 y successifs
100 de 100 fr,

fr.
0,0043214 | 0,432137 |2,704814 | 0,013468 0,05387 5,887

0,0086002 | 0,430009 | 2,691587 |0,026693 0,10678 5,201
0,0128372 | 0,427907 |2,678599 | 0,039683 0,15873 3,195
0,1703334 | 0,423833 |2,665836 | 0,052446 0,20978 5,105
0,0211893 | 0,423786 | 2,653297 | 0,064985 0,25994 3,016
0,0253059 | 0,421764 | 2,640974 | 0,077308 0,30923 4,929
0,0293838 | 0,419768 |2,628864 |0,089418 0,55767 4,844
0,0354237 | 0,417797 | 2,616959 |0,101323 0,40329 4,762
0,0374263 | 0,415850 | 2,6052531 |0,113051 0,45212 4,683
0,0413927 | 0,413927 |2,593742 |0,124540 0,49816 4,604
0,0791812 | 0,393906 | 2,488320 | 0,229962 0,91983 3,925

~N O e O 9 =

19 -
[==IEN =Ty~ ]

30 | 0,1139434 | 0,379811 |2,397790 |0,520492 | 1,28197 3211
40 [ 0,1461280 | 0,365520 |2,519100 |0,599182 | 1,59673
50 | 0,1760913 | 0,552185 |2,250000 |0,468282 | 1,87313
60 | 0,2041200 | 0,340200 |2,188770 |0,529512 |  2,11805
70 | 0,2304489 | 0,329215 |2,134090 |0,584192 | 2,13677
80 | 0,2552725 | 0,5190906 | 2,084926 | 0,633336 |  2,53342
90 | 0,2787536 | 0,509726 |2,040451 |0,677831 | 2,71132

100 | 0,3010300 | 0,301030 |2,000000 | 0,718282 2,87315
500 | 0,7781513 | 0,153630 | 1,430969 |1,287513 5,14913
1000 | 1,0415927 | 0,104139 | 1,270981 | 1,547301 6,18920

® p(e—1)=6,873
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LXXXIV. — Une trisection de Pangle.
(Septembre 1882.)
(A PROPOS D'UNE NOTE DE M. B.)

I. Voici le commencement de la Note.
« Diviser un angle AOB ou arc quelconque AB en trois par-
» lies progressives et proportionnelles aux nombres 3, 4&, 5.

—

» Construction. — Achevez le cercle, tirez le diamétre AOC,
» ainsi que CBE et OBD, de maniére que BD et BE soient égaux
» au rayon en décrivant de B I'arc DE. Joignez EO coupant le
» cercle en F; tirez et prolongez DF en G et joignez ce point &
» du cercle avec le point E coupant alors le cercle en H, enfin
» joignez OH. La construction se trouve faite : BF, FH, HA sont
» suceessivement proportionnels aux nombres 3, 4, 5. »

La somme de ces nombres est 12, et 4 en est le tiers. Le
probléme que M. B. croit avoir résolu est done celui de la tri-
section de Pangle.

Tous les éléves qui ont vu quelque peu d’Algébre et de Géo-
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métrie analytique connaissent cette proposition,surabondamment
démontrée : « au moyen de la régle et du compas, on ne peut
diviser, en trois parties égales, un angle quelconque » . Néanmoins,
de méme qu’il y a des quadrateurs, il y a des trisecteurs qui,
ordinairement, ignorent les premiéres notions de la Géométrie.
L’auteur de la Note n’appartient pas a cette classe : circonstance
aggravante, il est, parait-il, ancien Professeur de Mathématiques !

Quoi qu'il en soit, la construction indiquée donne lieu & une
intéressante discussion.

II. Le rayon OA étant pris pour unité, représentons, par 4z,
I'arc AB. De la résulte

OCB = OBC = DBE = 2«.

Par construction, BD = BE = OB ; donc le triangle OED est
rectangle en E; et, dans le triangle isoscéle OBE, chacun des
angles BOE, BEO égale « (*).

Dés lors,
1

BF =a = - AB.
4
Soit
FOH = § (**).

Prolongeons EO jusqu’a sa rencontre, en F', avec la circon-
férence; et tracons la corde F'G.

L’angle F’GF, inscrit & un demi-cercle, est droit. Et comme
OED Tl’est également, la circonférence, décrite sur DF’ comme
diamétre, contient les points E, G.

Par conséquent,

DGE = DF'E.

Mais DGE, ou FGH, est la moitié¢ de 3. Donc aussi

DF'E = - 6.

ol -

(*) 11 faudrait dire : @ pour mesure «; mais il est permis d’abréger.
(**) Suivant M. B., 8 = £ a.
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Dans le triangle rectangle DEF’,

1 EF’
DF'E = —B = —
cos wsSB=ss

Le triangle isoscéle OBE donne OE =2 cos «; donc
EF =2cosa —1, EF = 2cosa -+ 1.

De plus, DE = 2sina. Par suite,

DF' = V/(2cos « + 1)* + 4(1 — cos* @) =V/B + 4 cos «;

et, finalement,
2cosa + 1

EES—— 1
VB + hcosa M

1
cos = f =
2 p

Si cette valeur satisfaisait & la condition B=%a, ou § B=12a,
on aurait, identiquement,

3
cos§p=cos 2u;

ou, en faisant cosa=c¢ :

2 1\ 2 1
4<_i+— 5 0 Ve 1. 2)
V'8 + ke V'B + 4¢

Or cette équation, vérifiée par c=1, est loin d’étre identique.

11. Soit I le point ot DF’ coupe la circonférence. L'égalité des
angles F', G entraine celle des ares IF, FH. On a vu que BF=a.

Si donc FH, ou 3, était égal a £ «, on aurait IB=1BF. Ainsi,
la construction proposée peut étre réduite a ce qui suit.
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Soit FB larc donné. On trace la circonférence FBF'; on prend
OBD=FF'; on trace la droite DIF'. I étant le point ow elle coupe
la circonférence, on doit avoir Bl= ; FB.

Or, c’est ce qui n’a pas lieu. Soient, en effet, y et x les deux
arcs. On a :

DF" =1 + 4+ 4hecosx =35 + 4cos z,

—2 9
D1 =m=5—4cosy;
puis
b+ Bcosx
cosy=5+4cosx. (2)

Le second membre n’est pas égal & cos:x; mais, si Parc x est
suffisamment petit, on peut adopter la formule approximative :

1 4+5cosx(‘)
oS =& = ———— (*). 5
3 b4+ 4cosx 5)
(*) Sil'on suppose
1 1+acosx
Cos =& = —
3 b-+ccosx

on trouve, en remplacant les cosinus par leurs développements, et en négli-
geant les puissances supérieures a la sixiéme :

7 23 1
a=—, b=—, c= .
20 20 b1
Par conséquent,
1 20 + 7 cos @
COS= = ———,
3 23 +4cosx

Cette formule, moins simple que la formule (3), est beaucoup plus
approximative.
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LXXXYV. — Sur les équations linéaires.
(Novembre 1868.)

I. Soient, pour fixer les idées :

dy dy dy
P Y =h @
&Y Y dY
e Y = 3

y et Y étant les intégrales générales, je suppose
Y=Y +z (3)
La substitution donne

3 2

;l—;+P%;+Q%+Bz=V. (%)
On voit que z est une intégrale particuliére de I'équation (1).
Cette intégrale ne doit contenir aucune constante, sans quoi y en
contiendrait trop. De plus, d’aprés la formule (3), z est ce que
devient y quand on suppose Y = 0 ; ou encore, z est ce que devient
y quand les constantes de Y sont nulles. Enfin, la fonction 1z est
unique. En effet, si cette quantité pouvait avoir deux valeurs,

2y, zq, I'équation (1) aurait deux intégrales générales.
II. Par conséquent : Uinlégrale compléte, de U’équation avec
second membre, se compose de Uintégrale compléte de I'équation
sans second membre, augmentée de Uintégrale particuliére dont

il vient d’étre question (*).

(*) Dans son Traité de Calcul infinitésimal (t. 11, p. 425), M. Hoiiel
énonce la proposition suivante :

« Si z est une intégrale PARTICULIERE QUELCONQUE de Uéqualion compléte,
» et siy est UVintégrale générale de Véquation sans second membre,

y=Y+z

» sera Uintégrale géncrale... »
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Addition. — (Avril 1884.)

IIL. On sait que yy, ¥q, ¥5, étant trois intégrales particulieres
de I’équation (2), I'intégrale générale de I'équation (1) peut étre
représentée par

Y= Ca?/A + Czyz + Csy:'.; (5)
les fonctions inconnues Gy, Cq, C; satisfaisant aux relations
dC, dC, ac, dc, 0,
Yt et T
dyl dC| d'h dCLz dy3 dC5

dr dr Tiz e i @ (6)

d’y, dC, ? ye dCe d*y; (le

Ao dz - da® dx dx dx ’ )
Il en résulte :

dC, N, dcC, N2V dC; N

%A LAY moav ™
en supposant :
d di d di d d
r—Je—yf—ys Jﬁ, N2—'/3d—31:“"/1 {:a Ji'i?_.h !/; (8)
dy, dy, &y,
A= N'-—*‘Vzd"’—Nd’ 9)

IV. On conclut, des formules (7) :

N N N
Ci=c¢, 4/—A1de, Cg=cg+/—iV(lx, C;=c5+/HA-—3de; (10)

puis, en supposant nulles les constantes ¢y, cq, ¢5, €t en substi-
tuant dans I'égalité (3):

N, ' N . ‘N;
z=y,/ZV(lx+y,/ K‘(lx+?/3/Zde' (11)
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V. Il est visible que, pour une équation linéaire d’ordre »,
on aurait des résultats analogues & ceux-la. En particulier,

n ’Ni
z ==2‘ y,.' / X Vdx. (A)

Telle est I'expression de I'intégrale sans constante (*).
VI. Soit I'équation

dry -y
+ Ap—=
dx™ dam!

4 e A”y =V, (12)

les coefficients A,, ... A, étant des constantes. Dans ce cas, les
intégrales particuliéres de I'équation sans second membre sont
données par les racines de I'équation caractéristique :

f1) =17 4 A" e e e A, =0, (13)

Si, pour plus de simplicité, ces racines sont supposées inégales,
la formule (A) devient, comme on sait,

noptt

— —t;x
z = E,f’(l,-) e~# Vdx. (14)
VII. Supposons, en outre, que V soit un polynéome entier,
du degré p. Il en est de méme pour z, ainsi qu'on le reconnait
aisément. On a done ce théoréme :
Soit f(t) le produit de n facleurs inégaux : t—a, t—b, ..,
t — 1. Soit V un polynome entier. La quantité

e ,
zzz(a—b)(a——c)...(a—«l)/e Vi

est un polynome entier, de méme degré que V.

(*) 11 serait bon de trouver, pour cette fonction si remarquable, une
autre dénomination.

24
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LXXXVI. — Sur la ecyclide de Dupin ().

1. Génération de la cyclide. — Soient ¢, , ¢y, 5 trois circonfé-
rences, sections principales de trois sphéres données, sy, sy, $5-
Soient », Q deux circonférences conjuguées, tangentes a ¢y, ¢y, C5-

Soit enfin ¢ une circonférence quelconque, tangente a w, Q : ¢ est
ia section principale d’une sphére mobile s, dont trois positions
particulicres sont sy, g, s3.

La cyclide est enveloppe de la sphére s (**).

(*) Cette Note compléte I'article sur le méme sujet, qui a paru dans la
Nouvelle Correspondance mathématique (t. VI, p. 439), et auquel nous ren-
verrons fréquemment

(**) Loc. cit.
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De plus, le lieu du centre ¢ est I'ellipse E qui a pour foyers
w, Q, et dont deux sommets sont les milieux M, N des segments
A'B’, AB du diamétre B'wQB (*).

II. Equation de la cyclide. — Prenons ce diamétre pour axe
des abscisses, et placons I'origine au centre I de E, milieu de »Q.

A représentant le rayon du cercle ¢ et de la sphére s, I'équation
de cette surface est

(x—a) + (y — ) + 22 =12% )
Soient encore :
MN=2a, wQ=2¢, wA=p, QB=R
Nous aurons, par les propriétés de I'ellipse :

a? 2
LB

a? a— 62= 1y (2)

c
w==p -+ A=0a+ —a,
a

c
Q=R—)=a—-qa;

a
puis
o+ R—=21, 2 +o—R=214 3)
a
Si nous posons
R—p=2, r—b=uq, (%)

les paramétres p et A seront déterminés, en fonction de «, par
les formules
c c
p=—-o, A=0b+ —u (5)
a a

On satisfait 4 I"équation (2) en prenant

a=uacosp, B=—V"a*— ¢'sing. (6)

(") Loc. cit.
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Au moyen de ces valeurs, I'équation (1) devient, aprés
quelques réductions fort simples,

oyt e’ — 02— =2(ax + be) cos g+ 2V @ — P ysin g, (7)
La combinaison de celle-ci, avec
0=—Q(aac+bc)sincp+'2\/mycoscp, (8)
donne I'équation d'une nappe de la cyclide :
(®+ y* + 22+ @* — b* — ) = h(ax + bc)® + 4(a* — Py (A)

L. Remarques. — 1. L’équation (8) représente une infinité de
plans cycliques. Elle est vérifiée, indépendamment de toute
valeur attribuée & ¢, par

X = — "; 5 y = 0.

Ces plans passent done par une droite fixe, axe radical des
sphéres données (*).

II. L'équation (A) peut étre écrite ainsi :
(x® +y* + 2' — a® — 0 + ) = 4(cx + ab)’ + &(¢* — a®)z% (B)

Conséquemment, la surface admet un second systéme de plans
cycliques ; cte.

IV. Nouvelle génération de la cyclide. — Soit P I'un des deux
plans-limites qui touchent la eyclide suivant une circonférence.
Soit ¢ le point ol la sphére s touche ce plan P. Le ravon ct est
perpendiculaire & P, et ¢ appartient a I'ellipse E. Par suite :

La cyclide est Penveloppe d’une sphére dont le centre ¢ parcour!
une ellipse E, tracée sur un cylindre de révolution, et dont le
rayon est la partie de la génératrice du cylindre, comprise entre
¢ et la base (**).

(*) Théoréme connu (Nouvelle Correspondance mathématique, t. VI,
p- 443).
(**) Un calcul, semblable au préeédent, conduit a la méme conclusion.
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V. Remarque. — Toute section droite du cylindre peut étre
prise comme base. Done : les surfaces, paralléles & une cyclide
donnée, sont des cyclides (*).

Addition. — (Décembre 1884.)

VI. Circonférence de Dupuis. — La sphére s touche la cyclide
suivant une circonférence dont le plan est représenté par I'équa-
tion (8). Le coefficient angulaire de la trace de ce plan est

a
Ve —¢
D’un autre coté, le coefficient angulaire de la normale a
I’ellipse E, au point ¢, est

tg .

2 a

g
——_— tg .
z Vgt — ¢ ¥

a

@t — ¢

Ainsi, le plan cyclique (8) est paralléle & la normale a Uellipse E,
au point ¢ (**). En particulier :

Le plan de la circonférence suivant laquelle la sphére sy touche
la cyclide (circonférence de Dupuis) est paralléle a la bissectrice
intérieure de Pangle we,Q (***).

VII. Coniques sphériques. — Dans I'équation

(0 + y*+ 2+ a® — b — &) = h(ax + be)* + 4(a® — *)y?, (A)

supposons
'+ Y+ 2+ o — b — = 2p? (9)

(") De la résulte un systéme orthogonal fort simple : des cyclides paral-
léles entre clles, et deux séries de cones de révolution.

(**) Cette propriété devient évidente a I'inspection du triangle ccQ.

(**") Cette remarque, peut-étre nouvelle, compléte le Théoréme de Dupuis.
Comment ce Géométre, prédécesseur de Dupin, a-t-il laissé échapper, pour
ainsi dire, la théorie de la cyclide?
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équation d’une sphére ayant son centre a lorigine. Il résulte, de
ces égalités,
(ax + be)* + (a* — ¢t)y* = p*. (10)
Par conséquent :

Les intersections de la cyclide, avec une infinité de sphéres
ayant leur centre commun au point 1, se projettent, sur le plan
principal xy, suivant des coniques homothétiques : le centre
d’homothétie est celui des circonférences w, Q.

De méme, si 'on combine I'équation
(27 + y* + 2 — &> — U + ) = 4(cx + ab)® + 4(c* — a*)z* (B)
avec
2+ g+ 2 —a’— b0+ P =2¢}, (11)
on trouve
(cx + ab)* + (¢ — a®z® = ¢* (). (12)
Drailleurs, les sphéres (10) et (12) coincident si les para-
métres p, g satisfont a la condition

pz _ qz — a2 — % (15)

Ainsi, la cyclide peut éire considerée comme le liew des inter-
sections de sphéres concentriques, soit avec des cylindres ellip-
tiques, soit avec des cylindres hyperboliques (**).

VIII. Volume de la cyclide. — Soit d'abord, pour plus de
généralité, unc surface =, engendrée par une circonférence dont
le centre = parcourt une directrice plane amb, dont le plan est
perpendiculaire & celui de amb, et dont le diamétre, MM', varie
proportionnellement aw rayon vecteur Om (***).

(*) SiI'’équation (10) représente des ellipses, I'équation (12) représente
des hyperboles.

(**) La forme remarquable des équations (A), (B), conduit, aisément,
a d’autres générations de la cyclide; mais elles semblent peu intéressantes.
Notons, cependant, celle qui résulte de I'intersection des cylindres (10)
et (11), si les paramétres satisfont & la relation (13).

("**) Le lecteur est prié de faire la figure.
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En observant que, d’aprés une propriété connue, les tangentes
en M, M, m sont paralléles, on peut prendre, comme élément,
le volume de la tranche cylindrigue comprise entre deux plans
consécutifs OMmM’, ONaN.

D’aprés une autre propriété, également connue, ce volume
a pour expression

= . Mm . mnsin m. (14)

= [(«)

est I'équation de ab, que I'on suppose Mm = uk, et que I'on ait
égard A la formule

Si done

ds . sin m = udo;

27
V= nk?/ w'do, (15)

0

on aura

V étant le volume cherché.
Dans le cas de la cyelide, I'équation (14) est
U= r(e cose + V1 —é'sin®w),

r représentant le rayon de la directrice, et e, une fraction
donnée (*).
De la résulte, avec la notation de Legendre :

w?

—=2¢"cos’ @ + 5e*cos’w. A + Fe cos w(1 — €’ sin’ ) + A’
p
Donc, en négligeant les intégrales nulles :

r
V = 27k%" / (3€* cos® @ 4+ 1 — e® sin® 0)Adw,
ou

T
V= /mkzr3/.7 [(1 + 56% cos®w + (I — €% sin® Cv] Ado.
'0

(*) Pour abréger, nous admettons cette hypothcese.
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On sait que ()

z 1
/  costo Ado = — [(1 + €*E, — (1 — ¢)F,],

e‘z

(1

.
0

z 1
/ sin® o Ade = = [—(1 — 2e)E+(1 — A)F,].

Par suite,

, v
V=;71'Ic'27‘5 L(7 + ¢)E, — (1 + 3e)F, l (©)
3

LXXXVII. — Théorémes empiriques (*).

I. 2° — 1 étant un nombre premder p, 2* — 1 est un nombre
premier p', 2 — 1 est un nombre premier p", elc.
Exemple. Si n=3, on trouve p=7, p'==127, p"=2""—1 (***).

1. Le triple de tout carré impair, non divisible par B, est égal
a la somme des carrés de trois nombres premiers, autres que 2

et 3 ().

HI. n étant un nombre entier, 602 -+ 6n — 3 est la somme de
trois carrés, enliers et positifs.

(*) Bierens pe Haan, T. 55.

(**) Nouvelle Correspondance mathématique, t. I, 1IT et VI.

(***) Suivant M. Edouard Lucas, p” est premicr (Nouvelle Correspondance
mathématique, t. 11, p. 96).

(™) Nous avons fait la vérification jusqu’au nombre 5.87*=107*-+97*+43*
(Nouvelle Correspondance mathématique, t. JII, p. 50). Mais, trés probable-
ment, la proposition cst incxacte.




— 377 —

LXXXVIII. — Théorémes sur les coniques (*).

I. Soit ABCDEF un hexagone inscrit & une conique C, et dont

M7 Mo ™M’

M
e

e

(*) Ces théorémes datent de 1848. A cette époque, ils ont été publiés
dans un ouvrage lithographié, intitulé : Application de I’Algébre & la Géo-
métrie, épuisé depuis longtemps. En 1852, afin de prendre date, je les ai
reproduits, sans démonstration, dans les Nouvelles Annales (t. XI, p. 175).

Malgré cette précaution, ils ont été si bien oubliés (méme par I'auteur)
que M. Folic, mon savant Confrére & I’Académie de Belgique, a réinventé
les deux premicrs (Bulletin de PAcadémie, aout 1877, p. 186). Un peu plus
tard, M. Folie a spontanément reconnu mes droits d’ancienneté [ Restitution
de priorité en faveur de M. Catalan (BeLLeTin, octobre 1878)].

Sauf quelques légéres corrections ct abréviations, le texte qu'on va lire
est conforme au texte primitif.

par UPMC - Coto 2587
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les cotés se rencontrent en H, G, I. Prolongeons les coiés
alternatifs AB, CD, EF : nous obtiendrons un triangle MNL.
De méme, les cotés BC, DE, FA, prolongés, forment un
triangle M'N'L'.

Les points G, H, I, situés sur un méme droite (Th. dc Pascal),
sont ceux ou se coupent les cotés correspondants de ces deux
triangles; donc les droites MM’, NN/, LL’ concourcnt en un
méme point p (Th. de Desargues); donc aussi, par la réci-
proque du Théoréme de Brianchon, I'hexagone MM'NN'LL’
est circonscriptible & une certaine conique C'. Ainsi :

Tutorime 1. — Les intersections successives des cotés alter-
nants d’un hexagone de Pascal sont les sommets successifs d’un
hexagone de Brianchon (*).

II. La réciproque est vraie. Par exemple, les droites MN,
L'N’, NL, diagonales de I'hexagone circonserit ML'NM'LN’,
forment I'hexagone inscrit ABCDEF. Autrement dit :

TutoreMe 1. — Les jonctions successives des sommets alter-
nants d’'un hexagone de Brianchon sont les cotés successifs d’un
hexagone de Pascal.

I11. Par les sommets de I'hexagone ABCDEF, menons des
tangentes a la conique C : nous formerons un hexagone circon-
serit, abedef. Considérons, avec celui-ci, 'hexagone ML'NM'LN'.
Les points a, ¢ sont, respectivement, les poles des cordes
AB, CD; donc le point M, olt concourent ces cordes, est le pole
de ac (**). De méme, M’ est le pole de df. Donc MM’ est la
polaire du point de concours, s, des droites ac, df.

Semblablement, NN’ est la polaire du point de concours, ¢,
des droites ce, bf; LL' est la polaire du point de concours, u,
des droites db, ae. D’ailleurs, MM’, NN’, LL’ concourent en un

(*) Comme dans la Note sur les hexagones de Pascal et de Brianchon
(BuLLeTiN, décembre 1878), j’adopte, presque textuellement, les énoncés
de M. Folie, qui ont le double avantage d’étre concis et clairs.

(**) On a omis les droites ac, df, be, pour ne pas trop compliquer la figure.
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méme point p; donc les poinis s, t, U sont situés sur une méme
droite, poluire de p.

Les diagonales ac, bd sont, d’aprés ce qui a été démontré
plus haut, les cotés d’'un hexagone inscriptible; et les points
s, 1, u sont ceux ou concourent les cotés opposés de cet hexa-
gone. En conséquence :

Trtoreme I — Lorsque deux hexagones H, H' sont lun
inscrit, l'autre circonscrit a une méme conique G, de maniére
que les sommets du premier soient les points de conlact des colés
du second; Uhexagone de Brianchon, déduit de H (Th. 1), et
Chexagone de Pascal, déduit de II' (Th. 11), sont polaires réci-
proques, relativement ¢ la conique C.

IV (*). Voici, je pense, la maniére la plus simple de formuler
les relations entre les théorémes de Pascal, de Desargues et de
Brianchon :

Dans deux triangles homologiques : 1° les cotés sont ceux d’un
hexagone de Pascal; 2° les sommets sont ceux: d’un hexagone de
Brianchon (**).

LXXXIX. — Trajectoires orthogonales des lignes
de courbure constante, sur la surface d’un cllip-
soide donné.

(Juin 1869.)

I. Ry, Ry étant les rayons principaux, en un point M d’'unc
surface S, jappelle ligne de courbure constante le lieu des
points M pour lesquels le produit ELR est constant (***).
Dans le cas ou S est un ellipsoide, cette hone C, liew des points

(*) Bulletin de U Académie royale de Belyique, décembre 1878.

(**) D’aprés une bienveillante communication de M. J. Neuberg, mon
savant Collégue a I'Université de Liége, les théorémes précédents seraient
dus a Mobius. Nil novi sub sole! (ler février 188%).

\u.

) Recherches sur les surfaces gauches, p. 43.
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de contact des plans tangents dont la distance au centre est une
constante (*) A, ne différe pas de la polhodie de Poinsot (**).

II. Les équations du probleme sont :

a.‘Z ,'l‘l z2
;é -+ _[)—2 -+ - = '1, (1)
x* y? z‘z 1
xdr  ydy  zdz
T e @)
xdx Jd‘J 2dz
e ®
cdx dy zdz
al b'z L,.!
dxdx + dydy + dzdz =0 (***). (6)
II. Des équations (5), (4), on déduit
xdx yy =9 )

a(b* = ¢t bt — o) Hur— 1)
Par suite, la condition (6) devient

dx di d
at(b* — ch‘)—ir + b4 — a?)—‘z + Ha*— b?) g 0,
% y z

& a\de (0*  0*\dy (cz )llz
= - _ —] —=0. 8
(c~I b‘“’) P (a2 cf) b* 'z 0 ®)

L’intégrale de cette équation est, évidemment,
b*
Y. ( ) 9
( )'Qh ( ) Nh oAb (h )

(") Recherches sur les surfaces gauches, p. 45.

(**) Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces, p. 37 (janv. 1885).

{**") La caractéristique J se rapporte aux courbes C, et la caractéristique d,
a leurs trajectoires orthogonales.

ou
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ou

of_a® b @
x\ ¢ B 1/‘ a2 2 (z)a'l‘bz
z <z - —_1:
(/z) (lz) h ’ (A

h étant la constante arbitraire ().

~—

IV. Remarques. — 1. Les surfaces 2, représentées par I'équa-
tion (A), sont orthogonales & I'ellipsoide S, et a tous les ellip-
soides homothétiques & celui-ci. En effet, la condition

@b — &)

- x

£
';;"=O’
est remplie.
II. Elles sont orthogonales, également, aux ellipsoides S,,

que représente I'équation (2), si A est un parameétre variable;

car la condition

a(h*— ¢*) x
—_— 7 == 0
a

>

-l x
se réduit a Videntité :
2 (0* — ¢*)=0-.

HI. Toutes ces surfaces sont homothétiques; car I'équation (A)
n'est pas altérée si I'on y change

x,y,%, h

en
Ax, Ay, Az, Ab.

Addition. — (Janvier 1883.)

V. L’équation (9) a la forme
gLe+hLy+kLz=0. (B)

(*) On voit que I'équation (B) est inutile. C’est & quoi I'on pouvait s’at-
tendre : chaque trajectoire est I'intersection de S avec une certaine surface.
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D’aprés une intéressante remarque, due & M. Bouquet (*), les
surfaces 2, qu’elle représente, appartiennent a un systéme ortho-
gonal iriple.

En appliquant la méthode que nous avons développée
ailleurs (**), nous trouvons I'équation homogéne, et par consé-
quent intégrable :

godB® — [(h + B — (g + k)] dadf — hda®* = 0, (C)
déja rencontrée par M. Serret (***).

VI. Remarque. — Les surfaces 2, orthogonales aux surfaces
3y, 2o définies par I'équation (C), sont orthogonales, encore, aux
ellipsoides S, S; (IV). Mais chacune de ces séries d’ellipsoides,
comme I'a démontré M. Bouquet (), ne peut faire partie d'un
systéme orthogonal triple. Ainsi, particularité assez curieuse :
les ellipsoides Sy, les ellipsoides Sy, les surfaces 3, et les sur-
faces 24 rencontrent, orthogonalement, toutes les surfaces 2.

XC. — Enoncé d’un théoréme de Liouville ().

Soient :

n
X,=£L‘, X2=(x——1)X,+

n
Z, X3=(.’r—-2)x~2+le,...,

Xpp = (& —n + DX, +2Xn-.:

Véquation X, =0 a toutes ses racines égales a ..

() Journal de Liouville, 1846, p. 449.

(**) Recherches des lignes de courbure de la surface..., p. 8; Note sur les
surfaces orthogonales (CompTES RENDUS, juillet 1874); ele.

(***) Journal de Liouville, 1847, p. 246. Dans cctte équation :

i(y? = 1 (x? =2
a==|=—=], B=={——-=].
a\n k) 2(g k)
(%) Loc. cit.

(*) Retrouvé dans des notes de 1838. J'ignore si mon illustre maitre
I'a publié.
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XCI. — Sur une formule de Gauss.

(Juin 1867.)

). Cette formule, I'une des plus importantes de la théorie des
surfaces, est, comme on sait (*) :

G\* dEdG 3G
(EG-F?)?Ig——E(d ) GIBAE g &6 g
dp dp dp dp* :
]2
+ G (dE) d—G il—l—a —2G (—E
dq dgdg dg’
d°F dF dG dF dE
AEG — el ot
TR d(] ( dp dg * dg dp)

A Fem 4 Foe — 2 TR
dp‘“’+ d¢*  dpdp dqdq

T (dE dG tﬁ (E)
dp dq dq dp
dF dF d*F
+AF (d_p_@— ‘dpdq)'

*G I’E ,
QP( ‘ d dF dG (leE)

Dans cette équation, k est la mesure de la courbure, c'est-a-
. 1 ’ . .
dire R R, , R, étant les rayons principaux ; etc.

1. Dans le Journal de Mathématiques (t. XII, p. 506),
M. Liouville a fait observer que, si les courbes coordonnées,

représentées par
p = const., q==const.,

sont orthogonales, et que, de plus, E=1, la formule (1) sc
réduit &

b __4_d\/G )
VG dp ®

(") MonGE, Application de I’Analyse @& la Géométrie, édition de Liouville,
p. 523. A la deuxiéme ligne, au licu de ~—Z—E§9-, on doit lire : +d: Z}?
Cette faute a été corrigée dans la traduction du Mémoire de Gauss, faite

par M. d’Abadie (Nouvelles Annales, t. XI, p. 218).
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III. Pour généraliser ce résultat, supposons d'abord F = 0.

Alors dG\* dE dG G
[ E 2
4E9G2k=E(—) +G6= _9petZ
dp dp dp dp*
G (dE)"’ EdG dE 9 GE d*E
—| +E———2GE—,.
+ dq dq dq dg*
La premiére ligne égale dG
d dp )
— Q(EG)g__l/[;E(E._ :
ap
la seconde :
dE
d| dgq
. (EG); WEG!
dq

Ainsi, lorsque F =0, la formule de Gauss est remplacee par

celle-ci :
_d_G_ dE
d( dp j d| dg

VEG VEG/ -
— (). )
P q
IV. Quand les courbes coordonnées ne sont pas orthogonales,
on peut, comme il suit, simplifier la relation (1).

1° La somme des deux premiéres lignes est, par ce qui précéde,

—2kVEG =

[ dG / dE
d| dp rl\ @ )
— 9(EG)}| LoV
dp dy

(") Au lieu du second membre, M. Bertrand obtient, par une méthode

particuliére :
fas (1
@ d_p} ‘l‘l dq_

VE Ve
2 “+ 2

dp dgq

(Calcul différenticl, p. 763.) Mais les deux expressions sont équivalentes.
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2* La troisiéme ligne égale

dF dF)
9EG d dwq d<173
E G/
E + G
dp dq

3° La quatriéme :

dE (dG T
d d‘q d(@)

2 [
F K
g T Ty
4 La sixiéme :
(dF <dF\
.| didp d I}’
Y Fa — —
2 g P/
dg - dp
On a done, finalement
I dG dE \
sl d| dp dgq
286 — Pk — — B6* | || 4| L
\VEG } V'EG

E + G

L dp dg
i //dE ¥ dG  dF
dy dg  dp d(&} dq
=/ T
dq - dp
1o (dE dG  dE dG)
T2 \apdy " agdpl

(%)

|
l
dp ) dg
B dF dF\~
 EG d d_q) d @)
E G !
)
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XCII. — Sur les roulettes et les podaires (°).

Soit une courbe ACB, roulant sur une droite fixe DE, en
entrainant un point M, de maniére & lui faire déerire une rou-
lette MM'M"... Soit ensuite PP'P”... le licu des projections du
point M sur les tangentes DCE, D'C'E/, ... & la courbe ACB,
c’est-a-dire la podaire du point M (supposé fixe) relativement
a cette courbe (supposée fise).

Comme le fait Legendre (**), rapportons la podaire au point M,
pris pour pole, et & un certain axe Mz : soit u == f(w) I'équation
de cette ligne. Désignons par p, r, R les rayons de courbure des
trois courbes, aux points correspondants G, M, P. Désignons
encore par v la droite MC. On trouve aisément
p=u+u', R=(—u—2-;—li7;.
Uy —u
D’ailleurs,

3

(1* + u"?
et

u? + 2u'? — uu

La comparaison des deux derniéres valeurs donne la relation
suivante, qui n’a peut-étre pas été remarquée :

1
-+
r

1
- )

=)

On a done ce théoréme :

La somme (***) des courbures de la roulette et de la podaire,
en deux points correspondants, est égale a Uinverse de la distance
comprise entre le point décrivant la roulette et le point ou la
courbe roulante touche la droite fixe.

(*) Bulletin de UAcadémie de Belgique, 1869.
(**) Traité des fonctions elliptiques, t. 11, p. 588.
(***) Il s’agit ici, bien entendu, de somme algébrique.
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Les applications de la formule (A) sont nombreuses. On en
conclut, par exemple, le Théoréme de Steiner, retrouvé par
MM. Mannheim et Paul Serret, puis généralisé par notre Con-
frére M. Lamarle (*).

XCIII. — Quelques intégrales définies (*).

I. Considérons, en premier lieu, 'intégrale

A = / * sin® 20 £ (1 + cos ¢) do. (1)

0

11 est visible que 1
1 /»cos?:cp

T 2
z\:/‘ sm-?go. -e -—2—-——dCP>
0
=-.Q 2/§sin? % do + Qfgsiniﬂqo-( (‘.’. cos 1 cp) do.
[J ' . 2 ‘
0

0

N

La premiére intégrale a pour valeur ~. Conséquemment, si

I'on pose
- 1
B= [ *sin*2 (Q - ) dy: p
/ sin® 20 - {2 cos 5% 4 (2)

0

A=—2 L2+ (3)

On a (p. 207)

/‘ ‘1 Il 'I

o) -

) Q J— — —0s 20 -+ —cO0S —_— S 4
{(- cos ‘)cp = C0S @ > cos ZCP + —CO0S 2@ n €0S 19 +

1
sin® 20 = - (1 — cos k) ().

(") Journal de Ecole polytechnique, 40¢ Cahier ; Bulletin de I’d cadémic,
2¢ série, t. V.

(**) Sous ce titre, déja employé (p. 201), je réunis certains résultats,
plus ou moins intéressants, obtenus a diverses époques.

(***) C'est cette décomposition qui donne ’

)Z ~
/ 2 Sillea.’?di":—‘-




— 388 —

Donc le produit est

1 1 1
“leos @ — — cos? Z 0S50 — — cos k& .
3 COSq) QLOS -Cp+ 5(’O ’).P [1‘(09 LC.D—G— .

1 1 1 1
— ~ | 2cospcos bp——. 2 €05 2Qeoshp+ = . 20550 C0sbQ — —. 2005 4PCOS AT+ -
4 2 3 ‘ A ‘

ou bien :

1( 1 1 1 )
—|cos o — — 20 4+ — €0S 5@ — — COS AQ + -+
2 P 2cos ) 3coqacp 4(’ sho s

1 1
~3 [(cos 30 + cos Hy) — 5 (cos 20 + cos 60)

-

| 1
+ g(coscp + cos 7p) — - (1 + cos 80) + ] .

{7

Multipliant par dg, puis intégrant entre 0 et %', je trouve :

L T I I
CANRE TR S A

1( 1) 'l< 1 1) 1(1 ’|)
+ -1+ +=|l——— += |+ =]+ .
5 9 7 5 N 9\ 15

La premiére ligne égale ; G. La seconde peut étre écrite ainsi :

= 17 4 4 4 4 4
e -+ —_— |
32 8(t.3 3.7 5.9 7.11  9.13

T 1 A 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
32 8 5

c¢’est-a-dire :
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Par suite :

| i 1
=—(1+-—-—-
2 32 12

I1. Soit la relation

1 7 1 —a?sin’p— b*cos’o £ 1 +V a*sin®p + b*cos’p J

Z e ' dp —
” Viatsin’p + 6*cos’e 1 +V a’sin’p + b*cos’e

2

___-a ,
F(kw“)a

V(A —a)(1 —b)—1 +aE(l¢',;¢)+1

dans laquelle
a=sinu, b=ak’ ().

Si I'on fait

—— T
E=V1—k" cp:;——e,
le premier membre devient

1 Tl —a(l — k‘zsin?e)ﬁl + a1 — k*sin®o "
- do.
™ e a1 —k*sino 1 —alV/1 — [¥sin’s

0

Ainsi, avec la notation de Legendre :

1 T —a’A* A
—/2 @A > +aA=\/(l——a’)(l-—a"k'Q)

7 aA 1 —dA
0
l__?
— 1+ a«E(K, u)+————a*[‘(/» ),
ou

"_gd( A sin? )J)l—t-Asm,u

w e A

A 1 — Asinp )

0

=r[sinueos VA—ksin i — sin gt sinuE(K, )+eostuF(k', ).

(") Bulletin de I’Académie, aott 1870.
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Daprés M. W. Roberts (*),

1 + Asinpu .
/ = J\d_mmﬂ_mk,m.

0

Done, par soustraction,

14+ Asing }
A LAY ———
/ A -{ 1 —Asingu (
’ — » (6)
1 —cos V1 — k*sin’
=7 [F(/c',,u)— E(k', )+ - 3
sin u )
puis, par une nouvelle soustraction,
/_smzo do o1 + Asingu ;
. A ’Q1 — A sin u /
° — (7)
Ary 1 —cosuV 1 — k?*sin?u <
= k) (g,,u)———-—— —;n—‘;—m——»vv — | . }

A cause de la relation évidente

L —A)==2 £ (k) + 2 £ (sin o),
on a

Zd
/ Af I—A“’—219(/:)F,(k)+‘2./“gf(sino).

0

Cette derniére intégrale a pour valeur

——f (k) Fy (k )———lL (k) (*)-

Done

zd T
/ : Z"f“ — &)= LR F () — S F (k) (8)

(*) Journat de Liouville, t. X1, p. 163.
(**) Bierens pe Haan, T. 322.
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La formule de W. Roberts donne, lorsque p. _%’ :
Tdo 1+ A
/ 1Lz =B ®)
Par suite :
(k) + ;—TF, (k"), 9)
{7

[ Y puan=Lewr
. A

0

Tdo _'l)€‘6_5_7f.,
SIS eu— = e R W )

0

(10)

On a trouvé, ci-dessus,

T d T
/ 2 (—A—a L (sin b)) = — g £ (k) ¥y (k) — n Fy (K').

Il en résulte, par la comparaison avec I'égalité (9)

Q/I%r‘j—;-ﬁ[ﬂ +A)sino]=

III. Nous avons considéré, précédemment (*), I'intégrale

(1)

T 1 —sin®y sin*@
N = / 7 sin? 29 do £ (cos ¢ + V1 — sin®» sin? ?-  (12)
‘0
Soit
.)I T — sin®~ sin‘o)
Ny= / 2 5in? 29 llCP'(J(—COSQO + V1 —sin?ysing); (15)

et, par conséquent,

T 4
N+N= 9.!(cosry)/7sinfﬂcpdcp+'2/?sin’ﬁcpclcp.e(sincp). (14)
I3

0

(*) Page 274.
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La premiére intégrale auxiliaire égale 7 (*). La seconde se
décompose en

) s z
%,/ﬂ?d¢1wan¢>—-%L/f?““4¢d@€ﬂ““®~

-~
0

Ainsi déja :

T z . z o, "
N +N‘=§.Q(005 (;/)4:/‘ do L (sing) —/ ‘cos ko d(p-((sm o). (13)
0 0
On sait que

'z T
/ * do -Q(sincp):———‘; 2.

0
D’un autre coté, l'intégration par parties donne

z ! 1 s ,
/ * cos 4 do { (sin cp):;[sin&p-fi(sincp)]’ - /’ M;
e 0 .

. sing@

0 0

ou, comme le terme intégré s'annule aux deux limites (**) :

>z / 7 sin 46
/2m@@q@@=_;/zyﬁﬁﬂﬂ;
: i
0 0

sing

ou encore, par des simplifications évidentes :

/é* cos 4pdg L (sin ¢) = — /‘;— c0s’p cos 20dg = ——%
'0 .

0

L'égalité (15) devient

. T cos v |
N+1\,=3[(< 5 )+Z]‘ (16)

(") Page 587.
(") En général, x {>x=0 pour x=0.




Drailleurs (*),

7 x 1 4+ sin o €os ¥ ( €S — siny’)
N=—,+—_§°( )+ —3 )
16 4 2 2ssin’

l/"?"_'/ ada
+ = et
2, sin «
0
done
r 7  1—siny  cosy (v cosy — sin y)
Ny=—+

16

2 2 sin®y

1 T_y ada
— 2 —
2,/ sina (17)

0

e~

Si y=0, ces formules donnent :

a T o { )
=|—6——7{2——+ G,
/8
_ . (18)
’ )‘ —
N,_E”[—pl\ + G

La premiére valeur ne différe pas de celle que nous avons
obtenue pour 'intégrale A. En cffet, lorsque y=0, N sc réduit
aA.

1V. Soit
A
A, =/‘?cosw * xdx, (19)

m étant un nombre entier.

Posant, suivant I'usage, cos2ax=90, on trouve

e

/,

7

Am—;) T*T——z—;
2 F( m + )

&

(") Page 280.
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et, par le changement de m en m — 1 :

4 T (‘2 ml—— 'l)
Am*i—: ',_\/; -
2

r (2 m —0:_1) '
A

Conséquemment,
A= Sm—1 5 (21)
relation simple et remarquable.
Il en résulte, si m est pair :
15 9 2m — 3
Am'_'AO:':'_”'_—————; (2:)
3711 2m—1
et, si m cst empair :
T o 7 11 2m —3
A= s m e i (25)
A, D 915 2m—1

Drailleurs, par la formule (20), combinée avec un théoréme
d’Euler,
| 2
Rl
Bp=E "= (26)
2V 27

Cette derniére expression est réductible & une intégrale
elliptique, de premiére espéce. En effet, la formule (19) donne

Ao=/§ dx
S Ve

S X

Done, si I'on pose cos x = cos? :

_ T - .
A, =V"2 /"--———dﬁ’i——=l/2n(\/j—,)- (25)
,1 -
[ \/1——§sin’cp
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Par suite, F, (\/ %) —- “/’_ [p G)Y (26)

relation connue (*).

V. Liintégrale

g ==
n+ / }\ — €0s x)n+4

dans laquelle 2 surpasse I'unité, peut, généralement, étre déve-
loppée en série convergente; mais, si n est entier positif, clle
est exprimable sous forme finie.

En effet,
C, _/ ,..);
A— oS x l/ PO

et il est visible que

ou

S rlo vy | (-

fne ) v -

Or, d'aprés 'une de mes Notes d’Algébre et d’Analyse (") :

1
d [(1 — %) 9] et
R 2 2
{0 = (I —2% P,,
P, étant un polynome a coefficients entiers, du n*™ degré, dans

lequel les exposants sont de méme parité que n;

(*) Lecexore, Traité des fonctions elliptiques, t. 1I, p. 586. Dans les
Recherches sur la constante G (MEMOIRES DE L'ACADEMIE DE SAINT-PETERSBOURG,
1883), j’ai donné le dévcloppement, en produit indéfini, de I'intégrale

/ % cost-! zdx.
.

0

(*') Bierens pE Haan, T. 82.
(***) On suppose

! 1
PF—1) t=(—1) 21— 2,

1..

(") Mémoires de UAcadémie de Belgique, 1877.
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F(n +1 =
2° P, = —(—n—)/ (1 + cos @)"do.
T

Par suite,

)t _mit gom
Copp=(—1) *(1—2y * / (A + cos @Y"do,
ou ’

_wmtt
Cop=x—1) * / (2 + cos @)*do (*).

0
Finalemcent,

T dw . _mat oA
/ m= (=1 / (» + cos @)do (**). (28]

0 0

V1. Dans la relation connue :

(2q+1)29 1.
1.2.5 By e By, = §( ), (29)

9 DY DY
quBﬁ_(Zq 1)2q(29—1)

(*) Parce que, en vertu de I’hypothése précédente,

_2n+l 241 _2_;z+~_{
(1—13y) 2 =(-1) T2 1) @

Ainsi, des identités équivalentes :
a=—ax —1, —a=ax —1,

on ne doit pas conclure celles-ci :
Vae=V"=al/=1, V=a=Val/ =1,

lesquelles sont contradictoires, si lec symbole V' =1 a I méme signe dans
I'une et dans I'autre.
(**) Cette relation est démontrée, d’une autre maniére, dans mon premicr
Mémoire sur les fonctions X, (p. 24). Elle subsiste pour toute valeur de n.
("**) Elle résulte de ces deux-ci :

9 3 Dyl 7 9 )
29 + 1 (29 +1)2q(2g — 1) (2q+1)2 !
Bu-t+——753 Boostb oot == Bi=0— 5
29 + 2) (29 +- 1 20 +2) (29 +1)29(2¢q - 1
(29 (2q )B,H_F(q ) (2q +1)29(2¢ >B%I I
1.2 1.2.5.4

(2¢+2)2¢ + 1),
— by =g,
1.2

+

dont la premiére est attribuée & Moivre, et la seconde a Le Besgue.

UPMC - Cote 12587
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remplacons les Nombres de Bernoulli par leurs valeurs, expri-
mées en intégrales définies (*). Elle devient

“  Tdt
i

0

: (50)

x| -

si nous posons, pour abréger,
T = Capan L — 2 Copugys £ 4 3 Coppy s 15— oo ok g Gy g 151,
Soit encore
Ty = Coppa, ol — Coppa st + o 3= Cyppy, 1 1%;

e maniére que
1 dT,
=5
Evidemment,

_l(rl VT — V)
oV 1 ’

T,

T [ VT — (= T
bV —1

+ 2q/+ ! t [(1 -+ tl/—-—-_—f)w + ('l —t l/j)zq].

(]

Au moyen de cette valeur, la formule (50) est réduite &

Il

/'NQ—W‘”—— g(l + VTP — (1 — V)
« e :
(g + ) VT eV (1 — V=] O
e
2

(*) Voir, page 99, la formule de Plana.
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Pour simplifier celle-ci, j'emploie la transformation habi-
tuelle :
=130
I1 en résulte :

oS @ + V' 1 sin 9

1T+1V—_1 =
cos @
| __t\/__—1=coscp—\/~1 sinzp’
€0s ©
ele. ;
puis
z do sin(2g+1) 9, 05290 |
/z (@ 1) co S +(29+ l)lgcp "~ A 7
; 0s'p  cos*to o) 4
ou

z d
/ 2 WLS“] (29+1)p+(29+1)singcos ”qco]— -. (32)

0

J’ai donné, autrefois, la formule

/%’ sin ".)qacdfx o+ 29 — 1 -
(e7 % — 1) sin¥H o T 4 (29 + 1) )
0

Si I'on y remplace o par  — o, elle devient, sans ambiguité

de signe,
/; sin 2¢ o do _2q—1
= (€7 — 1) cos™™ o A (2 + 1)

Il en résulte, a cause de I'égalité (52) :

/‘Z singcos 2qpdp 1

(627!3?'— 1) COS?II+5C‘D - 4 ((I “+ ]) (2(] -+ ')-

(53)

(") Voyez page 95.
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VII. La théorie de la fonction de Binet donne, comme on
sait (*):

«f 2 1\e " o
Aé/nbt4+4—ﬁ;%w=h—£z (3%)
0
B w( 9 | 2)6‘”‘d R 30y —
=/ emi ) re==Len @
0

) s Qeﬂz /l e—w »

0

Il en résulte :

c—A—=% 2 A+C—-8B=F 7 %—B=@«9~
* e—x 5] e-i;
1° C——A::/F U——rﬁ——dx:u/'wf—w)—-ML
e X X
0 0
Ainsi
» e—‘lac 7
s ) ——de = L. 2(*). 5
==L (7)
[
» 2r __ 4T -
2 A+ C—B= P? —rﬂ—m,
e —1
ou 0 .
o (g — e” + 1) e
AwC—po [l DO+ )™
e+ 1 x
Conséquemment,
» x___,l e ,1 —2x
/ E=hee e e,
e’ + 1 x

[

*) Recherches sur la constante G, et sur les intégrales enlériennes; for-
mules (57), (58), (64).
(**) Pour vérifier ce résultat connu, il suffit d’observer que le développe-
ment de la différentielle est

x z?
Bz | 1+ — + + - |,

1.2 1.235

d’intégrer chaque terme et de faire la somme des intégrales.
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ou
(1 —_ e"“) (24+e)e .
T ————-d": <. T'
/ A4e® P Lo (58)
0
9° 20 — B =
® k 9 z wet ] g7
/ RSP — do / ¢ da
. e —1 et —-1 e +1 x
0 0
Done

s

0

VIII. Considérons I'intégrale
© | —
— / e xda. (40)
1+ e‘””
Il est visible que

D=1-—-2 / e"xt’xz yrtene

0

=1 — “)2 — 1 ’/ e~ Hredi,

/‘w e~y = ————I*— ’
. (n + 1)y

0

Sy B

2R

Or,

ou, par une formule connue,

2.,9 (___ 4)7:—-1 : p
y (-1 12
Conséquemment,

A | z*
~pdy = — 1. m
/ er1’ TS (4)

0

(*) Cette formule, due a Euler, est une conséquence des égalités (34), (35)
Elle se vérifie aussi facilement que la premiére

rte et Marie Cure - UPMC - Cote : 2587
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Des formules (39), (41), on conclut, par le changement de x
enigo:

Ty — '8¢ do ~ (z')

s = ——— -] 2
/ i+ e%fsinpcos’p 6 1+{ 2 42)
]

1X. On a
1 /‘ adx arc tg «
A+ 2% 1+a’m’—1+a”
0

* “ Qo
= t. 2,
5/ dxo./ T (1 oy retse)

La fraction

puis

1 1 1 x?
(A +o)(Il +a2?) 1—2*|1+a 1+ o2
done l'intégrale relative & « est

1

1 —=x

;[ L0+ &) — L0+ a’x’)].
Par suite, I'égalité précédente devient

/ _(3(1 + o) — .e‘ -+ a'x?) dx = (arc tg ) (43)

1 —x*

Cette formule (™), peut-étre nouvelle, en donne plusieursautres.
Soient, par exemple :

a=tgh, ar=1g9;

1+ c0sQ do
(1 +a’x’—2‘€ cos B dx_‘t—gﬁcos‘(p' ete-

d’ou

(‘) On y arrive, d’'une autre maniére, en faisant le carré de

& o af

——— — — 000

1 3

26
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puis
1B cos @
{D'cos B dp B
Y 1g'p —tg'pcos’e  21gf
ou
P cos @

/ Cws ¢ (4

< sin® B cos®* ¢ — sin*@ cos*f sin*B
ou encore :

L Il ¢
/ (Pf cos 3 _ g . (5)
¢ sin (5 + @) sin (f —¢)  sin’*f

En particulier,

z Y 9 o 3 )
/A‘dcpf\l/?coscp):;. (46)
cos® @ 32

[
Dans la formule (44), posons
€os @ == Z 08 3.

Elle se transforme en

séc 3 fz (iz ﬁz - (47)
(2t — 1) V1T — 2" cos’ ~ 2sing

-

() Note interrompue par une grave maladie de I’Auteur. 11 ne désespére
pas de la compléter dans le tome second.

Lidge, 19 avril 1885.




ERRATA.

Page 179, ligoe 7, au lieu de 1862, lisez 1823.

— 243, derniére ligne. Le second signe = doit étre supprimé.
z z
— 274, ligne 16, au lieu de N :f’ sin? pdy..., lisez N =f’ sin*2pdp...
0 0

— 305, — 28, — perpendiculaire 8 MT, — paralléle & I'axe.

— 309, — 27, — cyclotomique, lisez cyclide.
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