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PREMIÈRE THÈSE. 

ESSAI D'UNE THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DES SURFACES, 

PREMIÈRE PARTIE 

ÉTUDE DE LA FORME GÉNÉRALE D'UNE SURFACE AUTOUR DE CHAQUE POINT. 

La forme d ' u n e surface est ca rac té r i sée en c h a q u e po in t pa r la c o u r b u r e 

des sect ions p lanes qu i passen t en ce p o i n t , et pa r la pos i t ion re la t ive des 

norma les in f in iment vois ines m e n é e s à la surface a u t o u r de ce po in t . 

Loi suivant laquelle varie la courbure des sections normales en un point 

d'une surface. — Formule d'Euler. 

1. La c o u r b u r e va r i an t d ' u n e m a n i è r e con t inue a u t o u r d u p o i n t A, nous 

pouvons p r e n d r e d e u x sect ions n o r m a l e s AX, A Y ( f i g . 1 ) qu i a ient la m ê m e 

c o u r b u r e . 

Menons un p lan para l lè le au p lan t a n g e n t en A, à u n e d i s tance in f in iment 

pe t i t e . Ce plan r e n c o n t r e AX, AY a u x po in t s B et C, et la n o r m a l e AZ au 

point P . Les d e u x l ignes AX, AY ayan t la m ê m e c o u r b u r e en A, PB est égal 

à PC. Par les po in t s B et C, m e n o n s un p lan p e r p e n d i c u l a i r e au plan BPC: 

ce plan d é t e r m i n e dans la surface u n e sect ion RS . I m a g i n o n s enfin la sect ion 

n o r m a l e AT don t le p lan est b i ssec teur de l ' angle BPC, et qu i r e n c o n t r e RS 

au po in t K. 

Dés ignons par R le r ayon de c o u r b u r e de la sect ion AT en A, et pa r R' le 

r ayon de c o u r b u r e en K de la sect ion p e r p e n d i c u l a i r e RS ; ce de rn i e r r ayon 

diffère in f in iment peu de celui de la sect ion n o r m a l e p e r p e n d i c u l a i r e à AT 

et passan t p a r le po in t A . 

Soit une sect ion n o r m a l e q u e l c o n q u e AV d o n t n o u s dé s igne rons le rayon 
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de c o u r b u r e pa r r. Du po in t M , in te r sec t ion de AV et R S , aba issons la 

p e r p e n d i c u l a i r e MQ sur la n o r m a l e AZ et la p e r p e n d i c u l a i r e MI su r le 

p lan BPC. 

Nous avons 

ou 

(a) 

Soit PH la t race d u plan b i ssec teur su r le p lan BPC : cet te d ro i t e est p e r p e n 

d icu la i re s u r la co rde BC, et l ' ang le IPH est l ' ang le q u e forme la sect ion nor

male AV avec la sect ion AT. Dés ignons cet ang le p a r a. N o u s avons 

et 

or 

d 'où 

P o r t a n t les va leurs de MI dans l ' égal i té (a), nous o b t e n o n s 

ou , en r édu i san t , 

(1) 

Il r é su l t e de là q u ' e n un po in t d ' u n e surface il existe d e u x sect ions n o r 

males r e c t a n g u l a i r e s d o n t les r a y o n s de c o u r b u r e sont m a x i m u m et m i n i 

m u m . Ces sec t ions sont appe lées sections principales. Le r ayon de c o u r b u r e r 

d ' u n e sect ion n o r m a l e q u e l c o n q u e est lié a u x r ayons de c o u r b u r e R et R' 



des sect ions p r inc ipa les pa r la re la t ion 

dans l aque l le a dé s igne l ' angle q u e forme la sect ion n o r m a l e cons idérée 

avec la sec t ion p r inc ipa l e de rayon R. 

Remarque. — Nous avons supposé les r a y o n s de c o u r b u r e des sect ions 

p r inc ipa les d i r igés dans le m ê m e sens . S'ils é ta ien t d i r igés en sens con t r a i r e , 

il f audra i t d o n n e r à R et R' dans la formule des s ignes d i f fé ren t s , et le 

rayon r se ra i t d i r igé dans u n sens ou dans l ' a u t r e , su ivan t qu ' i l sera i t p o s i 

tif ou négatif . 

Indicatrice. 

2 . Le plan BPC d é t e r m i n e sur la surface u n e courbe in f in iment pet i te 

q u ' o n appe l le l'indicatrice de la surface au po in t A . 

11 est facile d ' o b t e n i r son é q u a t i o n en coo rdonnées po la i res . 

P r e n o n s PH p o u r axe ; d é s i g n o n s par u le r ayon vec teur PN, pa r a, c o m m e 

p r é c é d e m m e n t , l ' ang le HPN, et posons a A P = h. 

La re la t ion jo in te à la fo rmule d ' E u l e r , d o n n e 

( 2 ) 

C'est là l ' équa t ion po la i r e d ' u n e l igne du second o r d r e qu i a son cent re 

en P sur la n o r m a l e Az et d o n t les axes , d i r igés su ivan t les sec t ions p r i n c i 

p a l e s , on t p o u r l o n g u e u r s elle r e p r é s e n t e u n e e l l ipse , si R 

et R' sont de m ê m e s igne , et une h y p e r b o l e si R et R' son t de s ignes c o n 

t r a i r e s . L o r s q u e l ' un des r a y o n s est inf ini , l ' ind ica t r ice se r é d u i t à u n s y s 

t è m e de d e u x d ro i t es para l lè les in f in iment vo is ines . 

Le rayon de courbure d'une section normale est proportionnel au carré du 

rayon vecteur correspondant de l'indicatrice. Cette courbe indique donc les 

var ia t ions de la c o u r b u r e des sect ions n o r m a l e s , a u t o u r du po in t A . De là 

le nom d o n n é à cet te l igne par M. D u p i n , q u i , le p r e m i e r , en i n t rodu i s i t la 

cons idé ra t ion dans l ' é tude des sur faces . 

Remarque.— L o r s q u e R et R' sont de s ignes con t r a i r e s , il y a deux d i r e c 

t ions p o u r l esque l les le r ayon de c o u r b u r e r est infini : ce sont les d i r ec t ions 

des a s y m p t o t e s de l ' i nd ica t r i ce ; elles c o r r e s p o n d e n t a u x va l eu r s de a d o n -



nées par la formule 

Courbure d'une section quelconque. — Théorème de Meunier. 

3 . Le rayon de c o u r b u r e d ' u n e sect ion q u e l c o n q u e de la surface en u n 

po in t se dédu i t a i s émen t du rayon de c o u r b u r e de la sect ion n o r m a l e qu i lui 

est t angen te en ce po in t . 

Soient AR u n e sect ion p lane q u e l c o n q u e et AS la sect ion n o r m a l e qu i lui est 

t angen t e en A. Dés ignons pa r y l ' angle (fig- 2) que fo rment les p l ans de ces 

sec t ions , pa r r le r ayon de c o u r b u r e de la sec t ion n o r m a l e , et pa r r' ce lui de 

la sect ion ob l i que . P r e n o n s su r la t a n g e n t e c o m m u n e AT u n po in t M i n f i n i 

m e n t voisin de A et m e n o n s les p e r p e n d i c u l a i r e s MN, MH à cet te t a n g e n t e 

j u s q u ' à la r e n c o n t r e des d e u x sec t ions . Nous avons 

Menons H N . L e t r i ang le inf in iment pe t i t MNH, dans lequel l ' angle NMH = y 

et l ' angle MNH diffère inf in iment peu de l ' angle d ro i t , d o n n e la re la t ion 

d 'où 

A i n s i , le. rayon de courbure de la section oblique AR est la projection sur le 

plan de cette section du rayon de courbure de la section normale A S . 

Théorème de Hachette. 

4 . Cons idérons d e u x surfaces S, S, qu i se c o u p e n t su ivan t u n e courbe a. Pa r 

u n po in t M de cet te cou rbe m e n o n s u n plan t a n g e n t à c h a c u n e des surfaces . 

Le p lan t a n g e n t à la surface S coupera la surface S, su ivant u n e cou rbe s,, 

et le p lan t a n g e n t à la surface S, coupe ra la surface s su ivan t une cou rbe s. 

Quel le est la r e la t ion qu i exis te en t r e la c o u r b u r e de la cou rbe "c et celle des 

deux sect ions s et s,? Soient 0 , O t (fig. 3 ) les cen t re s de c o u r b u r e des sec

t ions no rma le s t a n g e n t e s en M à la c o u r b e d ' i n t e r sec t ion a. Comme le cen t re 

de c o u r b u r e de ce t te de rn i è r e cou rbe doi t ê t re la p ro jec t ion , su r son plan 

osc i l la teur , des cen t r e s de c o u r b u r e 0 et 0 , , le plan oscu la t eu r de cet te 



c o u r b e doi t ê t re p e r p e n d i c u l a i r e a O O t , e t le po in t N ou ce plan r e n c o n t r e 0 0 , 

est le cen t re de c o u r b u r e de la c o u r b e . Les r a y o n s de c o u r b u r e des courbes 

s e t s, son t d i r igés su ivan t les d ro i t es MP, MP, r e spec t ivement p e r p e n d i c u 

laires à MO, et MO , et l eu r s cen t re s de c o u r b u r e son t les p i eds des p e r p e n 

d icu la i res abaissées des po in t s 0 e t O, su r ces d e u x d ro i t e s . 

Les t r i ang les semblab les OMP, 0 , M P , d o n n e n t 

ou 

Les d e u x t r i ang les OMN, OMP d o n n e n t 

d 'où 

donc 

La courbure de chacune des trois courbes et le sinus de l 'angle formé par les 

rayons de courbure des deux autres sont dans un rapport constant. Donc, si l'on 

porte sur les rayons MP, MP, des courbes s, s, des longueurs qui représentent les 

courbures de ces courbes, la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux 

longueurs représentera en grandeur et en direction la courbure de la courbe a. 

Lignes de courbure. 

5 . Les n o r m a l e s à la surface S, a u x différents po in t s de l ' ind ica t r ice , se 

p ro j e t t en t su r le p lan de cette cou rbe su ivan t des d ro i t es qui lui sont n o r 

m a l e s . Or , dans u n e courbe du second o r d r e , il n 'y a q u e les no rma le s aux 

s o m m e t s qu i passen t pa r le c e n t r e . Donc , su r la surface il n ' y a a u t o u r du 

po in t A q u e d e u x d i rec t ions p o u r lesque l les la n o r m a l e en A soit r e n c o n t r é e 

pa r la n o r m a l e in f in iment vois ine . Ces d e u x d i rec t ions sont rectangulaires : 

ce son t celles des sec t ions p r i n c i p a l e s . 

De là on d é d u i t faci lement i ' ex i s tence su r la surface de d e u x sér ies de 

l ignes o r t h o g o n a l e s le long desque l l e s d e u x n o r m a l e s in f in iment voisines se 

r e n c o n t r e n t . Ces l ignes ont été appe lées p a r Monge lignes de courbure. 

Les n o r m a l e s à la surface le l ong d ' u n e l igne de c o u r b u r e forment une 



surface déve loppab le don t l ' a rê te de r e b r o u s s e m e n t est le l ieu des cen t re s 

de c o u r b u r e des sect ions p r inc ipa les de la surface d i r igées su ivan t les é lé

men t s successifs de la l igne de c o u r b u r e . Les a rê tes de r e b r o u s s e m e n t r e l a 

tives a u x différentes l ignes de c o u r b u r e des d e u x sys tèmes fo rment u n e 

surface à deux n a p p e s qu i est le lieu des cen t res de c o u r b u r e de tou tes les 

sect ions p r inc ipa l e s . Nous ne nous a r r ê t e r o n s pas a u x p r o p r i é t é s b ien con

nues de cette surface . 

Distribution des normales à une surface autour d'un point. — Torsion 

géodésique d'une ligne tracée sur la surface. 

6 . Le p lan d ' u n e sect ion p r inc ipa l e de la surface en u n poin t con t i en t la 

n o r m a l e à la surface au po in t in f in iment voisin p r i s su r la sec t ion . Il n ' e n est 

pas de m ê m e p o u r une sect ion n o r m a l e q u e l c o n q u e . P r o p o s o n s - n o u s de 

t rouver l ' angle que fo rme la n o r m a l e à la surface, en un poin t N inf in iment 

voisin de A, avec le plan de la sect ion n o r m a l e en A qu i passe pa r le 

point N (fig. 4 ) . 

La n o r m a l e NS se p ro je t te en NP ' su r le plan de la sec t ion n o r m a l e NAZ : 

P'NS est l ' ang le qu ' i l s 'agi t de d é t e r m i n e r . Dés ignons - l e pa r du; A P ' est le 

rayon de c o u r b u r e r de la sect ion n o r m a l e . Soit NG la n o r m a l e en N à l ' i n d i 

cat r ice : elle est la pro jec t ion su r le p lan de cet te cou rbe de la n o r m a l e NS. 

P a r le po in t P ' m e n o n s la p e r p e n d i c u l a i r e P'K' au p lan NAZ j u s q u ' à la r e n 

cont re de N S , et par le po in t P la p e r p e n d i c u l a i r e PK au r ayon vec teur PN 

j u s q u ' à la r e n c o n t r e de NG. Le t r i ang le NP 'K ' d o n n e 

PK est la sous -no rma le de l ' ind ica t r i ce , re la t ive au po in t N . Or , on sait q u e la 

s o u s - n o r m a l e , en coo rdonnées po la i r e s , est la dér ivée du rayon vec teur pa r 

r a p p o r t à l ' a r g u m e n t . Nous avons dés igné le r ayon vec teur de l ' i nd ica t r i ce 

pa r u, et l ' a r g u m e n t compté à p a r t i r de la sect ion p r inc ipa le de r ayon R 

par a ; donc 

En dif férent iant l ' équa t ion de l ' ind ica t r ice p a r r a p p o r t à a, on ob t ien t 



d 'a i l leurs 

donc 

(4) 

Cette formule a été d o n n é e p o u r la p r emiè re fois pa r M. B e r t r a n d . 

L ' ang le dw est posit if ou négatif , su ivan t q u e la n o r m a l e NS est s i tuée , par 

r a p p o r t au plan N A Z , d u côté où croi t l ' angle a, ou du côté opposé . 

Si AN est l ' é l ément ds d ' u n e l igne passant pa r le point A, nous a p p e l l e 

rons torsion géodésique de cet te l igne au po in t A le r a p p o r t et angle de tor

sion géodésiaue la q u a n t i t é dw. 

Cet ang le est n u l , c o m m e n o u s le savions déjà , p o u r (n é tant 

u n n o m b r e en t i e r q u e l c o n q u e ) . Il est m a x i m u m en va leur absolue p o u r 

Il a la m ê m e va leur , au s igne p rè s , pour d e u x d i rec t ions r e c 

t angu la i r e s . 

Angle de deux normales infiniment voisines. — Diverses formules. 

7. Menons par le po in t N u n e para l lè le NQ à la n o r m a l e AZ (fig. 4). 

L'ang le des d e u x n o r m a l e s in f in iment vois ines AZ et NS est SNQ. Dés ignons 

cet ang le pa r dO. L ' ang le t r i è d r e r ec t ang l e , d o n t les a rê tes sont NP ' , NS , NQ, 

d o n n e 

(5) 

Remplaçan t pa r l eurs va leurs c i - d e s s u s , on ob t ien t 

(6 ) 

L'angle PNG m e s u r e l ' angle d ièd re Il est le complémen t de l ' angle 

a igu <p q u e forme PN avec la t a n g e n t e NT. Le t r i èd re , déjà cons idé ré p r é 

c é d e m m e n t , d o n n e 

(7 ) 
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et 

( 8 ) 

(8 ') 

R e m a r q u o n s que p o u r la va l eu r de a , d o n n é e par la re la t ion 

l ' angle dô est égal à 

Plus courte distance de deux normales infiniment voisines. — Pôle et distance 

polaire : théorèmes de Joachimsthal. 

8. Abaissons du po in t P la pe rpend icu l a i r e PH sur la d ro i te NG (fig. 4 ) . 

PH est la l o n g u e u r X de la p lus cou r t e d i s tance des d e u x n o r m a l e s AZ et NS, 

Le t r i a n g l e PNH d o n n e 

(9) 

Or 

donc 

( 1 0 ) 

Le m a x i m u m de X cor respond au m i n i m u m de cp. 11 est d o n n é par la va leur 

de x , don t la t a n g e n t e est égale au m o d u l e de 

On ob t ien t le pied P" de la p lus cour te d i s tance en m e n a n t par le po in t H 

u n e para l lè le HH' à AZ, j u s q u ' à la r e n c o n t r e de NS, et pa r le po in t H' une 

para l lè le à HP. N o u s a p p e l l e r o n s , avec J o a c h i m s t h a l , ce po in t P" pôle de 

l ' é l ément ds, et sa d is tance P"A à la surface distance polaire de cet é l émen t . 

R e p r é s e n t o n s cette d i s tance par A. Le t r i ang le NHH' d o n n e 



mais 

donc 

( 1 1 ) 

On dédu i t fac i lement de là : 

I° Que les distances polaires de deux éléments conjugués sont entre elles 

comme les rayons des sections normales correspondantes ; 

2° Que pour deux éléments conjugués, la somme des valeurs réciproques des 

distances polaires est constante, et, par suite, les pôles de six éléments conjugués 

deux à deux sont six points en involution. 

Si, dans la formule (11 ) , on r e m p l a c e r et sin œ pa r l eurs va leurs en fonc

t ion de a, on ob t ien t 

( 1 2 ) 

Tangentes conjuguées. — Théorème de M. Dupin. 

9. Cons idérons les p lans t a n g e n t s à la surface en deux po in t s inf in iment 

vois ins A et N (fig. 4 ) . Ces p lans se c o u p e n t su ivan t une d ro i te p e r p e n d i 

cula i re à la fois a u x d e u x no rma le s AZ et NS. Or la t a n g e n t e à l ' ind ica t r ice 

en N est p e r p e n d i c u l a i r e à la fois su r AZ et NS ; donc l ' i n te r sec t ion des p lans 

t a n g e n t s à la surface en A et N est para l lè le à cet te t a n g e n t e . Mais cet te t a n 

gen te est para l lè le au d i a m è t r e con jugué de PN ; donc enfin 

La droite AN qui joint les points de contact de deux plans tangents infini

ment voisins et l'intersection de ces plans sont parallèles à deux diamètres conju

gués de l'indicatrice relative au point A. 

En d ' a u t r e s t e r m e s , si une surface développable est circonscrite à une surface 

quelconque, l'élément de la courbe de contact et la génératrice correspondante 

ont des directions conjuguées sur la surface. 

Autre expression de l'angle de torsion géodésique. — Conséquences. 

10 . Soien t ABC (fig. 5) u n e cou rbe q u e l c o n q u e t racée su r la surface, AM 

la n o r m a l e en A, A P la pro jec t ion de AM su r le p lan oscu la t eu r de la courbe 

en A, BN la n o r m a l e in f in iment vo is ine , BQ la project ion de BN sur le plan 

2. 



osci l lateur de la courbe en B ; BO l ' in te rsec t ion du p lan NBQ avec le 

plan MAB ; BR l ' in te r sec t ion de ce m ê m e plan avec le p lan oscu la teur P A B . 

NBO est l ' angle de tors ion géodés ique du ; RBQ est l ' ang le des d e u x p lans 

oscu la teurs : nous l ' appe l l e rons dy, NBQ est l ' angle que le p lan oscu la t eu r 

en B forme avec la n o r m a l e BN, et OBR l ' ang le q u e forme le p lan oscu la t eu r 

en A avec la n o r m a l e AM : nous les d é s i g n e r o n s pa r s, et s, et , p o u r fixer le 

s igne de tous ces a n g l e s , nous ferons la convent ion su ivan t e . 

I m a g i n o n s t ro is axes r e c t a n g u l a i r e s Ox, Oy, O s , le p r e m i e r Ox d i r igé 

su ivant l ' é l ément AB de la c o u r b e cons idé rée , le t ro i s ième Oz su ivan t la 

normale i n t é r i e u r e à la surface, et le second O r d i r i g é , pa r r a p p o r t a u x d e u x 

a u t r e s , c o m m e est d i r igé l 'axe des y p a r r a p p o r t à l ' axe des x et à l 'axe des z 

dans le sys tème o rd ina i r e des axes de c o o r d o n n é e s . 

Les ang les don t les p l ans sont para l lè les a u x trois plans c o o r d o n n é s se ron t 

positifs s 'ils sont comptés pa ra l l è l emen t a u pian xAy de A x vers Ay, pa ra l 

l è l ement au plan yAz de Ay vers Az, pa r a l l è l emen t au plan zAx de Az 

vers Ax, et ils s e ron t négat i fs s 'ils sont compté s en sens c o n t r a i r e . Avec 

cet te conven t ion , il faut c h a n g e r le s igne du second m e m b r e de la f o r 

mule ( 4 ) . 

Cela posé , on a 

NBO = NBQ — OBR — RBQ ; 

d 'où , en ver tu de la conven t ion p r é c é d e n t e , 

s, — s est la var ia t ion de 1 ang le q u e forme le p lan oscu la teur de la courbe 

en A avec la n o r m a l e c o r r e s p o n d a n t e . R e p r é s e n t o n s cet te var ia t ion par ds, 

et nous a u r o n s 

( 1 5 ) 

Ainsi l'angle de torsion géodésique d'une courbe quelconque est égal a l'angle 

de torsion absolue de cette courbe diminué de la variation de l'angle que forme 

le plan osculateur de la courbe avec la normale à la surface. 

La formule (15) a été d o n n é e pa r M. Bonne t dans son Mémoire sur la 

théorie générale des surfaces. 

Conséquences. — 1° Si deux surfaces se coupent partout so'us le même angle,, 

la courbe d'intersection a en chaque point la même torsion géodésique sur les 

deux surfaces. 

Soient en effet S et S' deux surfaces se c o u p a n t sous le m ê m e angle le 



long de la cou rbe MN (fig. 6). L ' ang le de tors ion géodés ique de cette 

cou rbe en A est su r la p r e m i è r e surface dy — dz et su r la seconde dy — ds!. 

Menons les n o r m a l e s i n t é r i eu re s AO, AO' a u x d e u x surfaces , et p r e n o n s 

su r ces d ro i t es les cen t res de c o u r b u r e des sec t ions n o r m a l e s d i r igées su ivant 

l ' é l émen t AB de la c o u r b e d ' i n t e r s ec t i on . Le p lan oscu la teur de cet te courbe 

en A est pe rpend icu l a i r e à 0 0 ' , et sa n o r m a l e pr inc ipa le est d i r igée s u i 

vant AH. On a donc 

d 'où 

Donc 

d ' a i l l eu r s dy' est i d e n t i q u e à dy; donc enfin 

2° R é c i p r o q u e m e n t , si la courbe d'intersection de deux surfaces a en chaque 

point la même torsion géodésique sur les deux surfaces, celles-ci se coupent 

partout sous le même angle. 

3° En pa r t i cu l i e r , si deux surfaces se coupent partout sous le même angle 

et que la torsion géodésique de la courbe d'intersection sur la première surface 

soit nulle, elle est aussi nulle sur la seconde, c'est-à-dire que si la ligne d'in

tersection est une ligne de courbure de la première surface, elle est aussi une 

ligne de courbure de la seconde. 

4° R é c i p r o q u e m e n t , si la courbe d'intersection de deux surfaces est une 

ligne de courbure de chacune d'elles, les deux surfaces se coupent partout sous 

le même angle. 

Comme tou te l igne t racée su r u n p lan ou sur u n e sphè re est u n e l igne de 

c o u r b u r e du plan ou de la s p h è r e , on peu t d é d u i r e de ce qu i p récède les 

d e u x t h é o r è m e s su ivan t s : 

5° Si un plan ou une sphère coupent une surface partout sous le même angle, 

la ligne d'intersection est une ligne de courbure de la surface. 

6° Si une ligne de courbure d'une surface est plane ou sphérique, le plan ou 

la sphère qui la contient coupe la surface partout sous le, même angle. 

Ces t h é o r è m e s sont d u s à J o a c h i m s t h a l . 



DEUXIEME PARTIE. 

ÉTUDE DES LIGNES TRACÉES SUR LES SURFACES. 

I . — D O U B L E SYSTÈME DE LIGNES PLANES. 

Variation de l'élement curviligne compris entre deux lignes consécutives 

du même système. 

1. Soient ad, a'm (fig- 7 ) d e u x é l émen t s consécut ifs d ' u n e l igne du 

sys tème ( X ) , et ab, bn d e u x é l émen t s consécut ifs d ' u n e l igne d u sys tème ( Y ) . 

Soient bb', a' b' les é l émen t s de d e u x l ignes in f in iment voisines des p r é c é 

den te s dans l 'un et l ' au t re sys t ème . Dés ignons aa' p a r dx, ab p a r dy, les 

ca rac té r i s t iques d et â é tan t affectées r e spec t i vemen t a u x var ia t ions dans le 

sens des l ignes (x) et ( y ) . R e p r é s e n t o n s pa r v l ' ang le sous l eque l se c o u p e n t 

ces l i gnes , et pa r px, py l eu r s r ayons de c o u r b u r e au po in t a, en convenan t 

de r e g a r d e r un rayon de c o u r b u r e c o m m e posi t i f ou néga t i f su ivan t qu ' i l est 

d i r igé pa r r a p p o r t à l ' é l ément c o m m e l ' axe des y p a r r a p p o r t à l ' axe des x, 

ou en sens c o n t r a i r e . 

Menons par le po in t b la d ro i t e bc para l lè le à aa', et la d ro i t e bq faisant 

avec bn l ' ang le v : b'bq est l ' accro issement de v le long de la l igne (y) et 

cbq est égal à l ' angle de con t ingence de cet te l igne . 

Menons de m ê m e par le p o i n t a! la d ro i t e a'c pa ra l lè le à ab et la d ro i te a'p 

faisant avec dm l ' ang le v : pa'b' est la va r ia t ion de v le l ong de la l igne (x) 

et cap est égal à l ' angle de con t ingence de cet te l i gne . 

Décr ivons des po in t s a' et b c o m m e cen t re s les a rcs dh, b'k. Nous avons 

d'où 



ou 

(1) 

Si l ' angle v est cons t an t , ce t te fo rmule dev ien t 

E t enfin, si l ' angle v est d r o i t , elle se r é d u i t à 

(3) 

On t rouve ra i t de m ê m e 

( 3 ) 

Variation de l'inclinaison d'une ligne quelconque sur les lignes d'un même 

système. 

2 . Soient d e u x l ignes in f in iment vois ines aa'm, bb'p du sys tème (X) et 

u n e l igne abn d u sys tème (Y) (fig- 8 ) . Soit u n e l igne ab'c f o rman t avec l 'élé

m e n t ad l ' angle i et avec l ' é l émen t b'p l ' ang le i -+- di. Il s 'agit de d é t e r m i n e r 

la va r ia t ion di de cet a n g l e . 

P r o l o n g e o n s ab', bb' et ab. Nous avons 

et 

d 'où 

nbq, Ib'p, cb'k sont les angles de con t ingence des courbes abn, bb'p, abc. 

Dés ignons par ds l ' é l émen t ab' et pa r ps le rayon de c o u r b u r e de la l igne ab'c. 

L'éga l i té p récéden te dev ien t 

(4) 

Si c h a q u e l igne d u sys tème (Y) forme le m ê m e ang le avec tou tes les l ignes 

d u sys t ème X, dV = o, et la fo rmule se r é d u i t à 

( 5 ) 



Cette f o r m u l e s a p p l i q u e , en pa r t i cu l i e r , au cas où les l ignes coo rdonnées 

se coupen t p a r t o u t sous le m ê m e ang le . 

Condition pour que deux systèmes de lignes planes se coupent partout sous 

le même angle. 

3. Considérons d 'abord d e u x sys tèmes de l ignes te l les , que c h a q u e l igne 

d 'un sys tème coupe tou tes les l ignes de l ' au t re sys tème sous u n m ê m e a n g l e . 

Soit le quad r i l a t è r e curv i l igne aa'b'b formé par deux couples de l ignes infi

n i m e n t vois ines (fig-ty). Les ang les en a et a' sont é g a u x , ainsi q u e les 

angles en b et b'. Par conséquen t la somme des ang les de c o n t i n g e n c e des 

côtés curv i l ignes de ce quad r i l a t è r e est n u l l e , pou rvu q u ' o n r ega rde c o m m e 

positifs ceux qu i sont comptés de dro i te à gauche , et c o m m e négat i fs ceux 

qui sont comptés en sens c o n t r a i r e . On a donc 

ou 

(6) 

ou 

(7) 

Nous achèverons d e x p r i m e r q u e les d e u x sys tèmes de l ignes se c o u p e n t 

pa r tou t o r t h o g o n a l e m e n t en r e m p l a ç a n t dans la de rn i è r e égal i té d. <?y et âdx 

respec t ivement par 

Il v ient a lors 

ou 

(8) 

I I . — DOUBLE SYSTÈME DE LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE QUELCONQUE. 

Courbure géodésique.-— Nous appe l l e rons c o u r b u r e géodés ique d ' u n e l igne 



t racée sur u n e surface en u n po in t la c o u r b u r e de la pro jec t ion de cet te l igne 

su r le p lan t angen t en ce p o i n t . 

On reconna î t a i sémen t q u e la c o u r b u r e géodés ique d ' u n e l igne est égale 

au p r o d u i t de sa c o u r b u r e absolue pa r le cos inus de l ' ang le q u e forme son 

p lan oscu la teur avec le plan t a n g e n t . 

Le p r o d u i t de l ' é l ément ds d ' u n e l igne pa r sa c o u r b u r e géodés ique est 

l 'angle de con t ingence g é o d é s i q u e . 

L ' ang le de con t ingence géodés ique est égal à l ' angle q u e forment d e u x 

p lans n o r m a u x à la surface menés par d e u x é l émen t s consécutifs de la 

c o u r b e . 

Ligne géodésique. — Nous appe l l e rons l igne géodés ique u n e l igne don t 

la c o u r b u r e géodés ique est nu l l e en t o u s ses p o i n t s , c ' e s t - à - d i r e don t le p lan 

oscu la teur est en c h a q u e po in t no rma l à la surface . 

Variation de l'élément curviligne compris entre deux lignes consécutives du 

même système. 

1. Les formules ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) , ( 3 ' ) qu i on t été t rouvées p o u r u n double 

sys tème de l ignes p lanes conv iennen t à u n doub le sys tème de l ignes t racées 

su r u n e surface q u e l c o n q u e , pou rvu q u e px, pr r e p r é s e n t e n t les r ayons de 

c o u r b u r e géodés ique des l ignes c o o r d o n n é e s . Car si l 'on pro je t te ces l ignes 

sur le p lan t a n g e n t , les é l émen t s ete, dy se p ro je t t en t en vraie g r a n d e u r , a u x 

quan t i t é s du t ro i s i ème o rd re p r è s , et le rayon de c o u r b u r e g é o d é s i q u e n ' es t 

a u t r e chose que le r ayon de c o u r b u r e de la p ro jec t ion . 

Nous cons idé re rons spéc ia l emen t les formules re la t ives à un doub le s y s 

tème de l ignes o r t h o g o n a l e s , savoir 

(3) 

(3') 

et n o u s en d é d u i r o n s q u e l q u e s conséquences r e m a r q u a b l e s . 

1° Ligne de plus courte distance. — Soit AMB la l igne de p lus cour te d i s 

tance en t r e les po in t s A et B . P o u r une l igne inf in iment voisine q u e l c o n q u e 

AM,B la var ia t ion de la d i s tance do i t ê t re n u l l e . Décomposons les deux 

l ignes en é l émen t s c o r r e s p o n d a n t s pa r des t ra jec to i res o r thogona l e s : soient 

mn, min{ d eux de ces é l émen t s [fig. 1o). Dés ignons mn, m,n,, mm, pa r 

3 



ds, ds,, w, et appe lons p, le r ayon de c o u r b u r e géodés ique de la l igne AMB 

au po in t m. 

On a, d ' a p r è s la fo rmule (3 ' ) , 

donc 

Cette i n t ég ra l e doi t ê t r e nu l le que l q u e soit w. Il en résu l te 

donc la ligne de plus courte distance est une ligne géodésique. 

2° Ligne de longueur donnée comprenant une aire maximum sur une sur

face.— Soit APB u n e cou rbe fixe (f ig . 11) ; il s 'agi t de t rouve r p a r m i tou tes 

les l ignes de m ê m e l o n g u e u r q u i abou t i s sen t a u x deux po in t s fixes A et B, 

celle qu i forme avec APB l 'a i re m a x i m u m . 

Supposons q u e AMB soi t la l igne c o r r e s p o n d a n t au m a x i m u m , et soit AM,B 

u n e l igne in f in iment vois ine de m ê m e l o n g u e u r . Décomposons ces d e u x 

l ignes en é l émen t s co r r e spondan t s pa r des t ra jectoires o r t h o g o n a l e s , et d é 

s i g n o n s c o m m e p r é c é d e m m e n t mn, mtn, p a r ds, dst, mm, p a r M , e t le r ayon 

de c o u r b u r e géodés ique de la cou rbe AMB au po in t m pa r ps. 

La var ia t ion de l 'a i re devan t ê t re n u l l e , on a 

(a) 

de p lus 

mais 

donc 

L ' é l é m e n t w n 'es t pas c o m p l è t e m e n t i n d é t e r m i n é le long de la courbe AMB, 

p u i s q u ' i l doi t satisfaire à l ' égal i té (a) . 



Posons 

o(s) est une fonction a rb i t r a i r e q u i n est assuje t t ie q u ' à p r e n d r e la m ê m e 

valeur p o u r les l imi tes o et c . Par su i te 

Remplaçons w par cet te va leur dans l ' égal i té (b) et i n t ég rons pa r pa r t i e s 

il v ient 

Comme <j> (s) est tou t à fait a r b i t r a i r e le long de la courbe AMB, il en r é 

su l te 

donc la courbe qui renferme une aire maximum est celle dont la courbure géo

désique est constante. 

3° Théorème de Gauss.— Si les l ignes du sys tème (X) son t des l ignes géo

dés iques , la formule (3') d o n n e 

donc les trajectoires orthogonales d'un système de lignes géodésiques intercep

tent sur ces lignes des longueurs égales. 

COROLLAIRE I . — Si des différents points d'une courbe partent à angle droit 

vers la même région une infinité de lignes géodésiques de même longueur, la 

courbe qui joint leurs extrémités coupe toutes ces lignes orthogonalement. 

E n pa r t i cu l i e r , si d'un même point partent une infinité de lignes géodésiques 

de même longueur, la ligne qui joint leurs extrémités est normale à chacune 

d'elles. 

COROLLAIRE II . — Si un fil appliqué sur une surface se déroule en restant 

constamment tangent à une courbe tracée sur la surface, un point du fil décrit 

une trajectoire orthogonale des lignes géodésiques tangentes à cette courbe. 

4° Condition pour qu'un double système de lignes découpe la surface en car

rés infiniment petits. — On peu t tou jour s d isposer des var ia t ions des p a r a m è 

t res q u i définissent deux sys tèmes de l ignes t racées su r u n e su r face , de 

3 . 



m a n i è r e q u e clans c h a q u e sys tème il y ai t d e u x l ignes consécut ives qui c o m 

p r e n n e n t des ca r r é s . 

Supposons donc q u e les é l émen t s superficiels compr i s en t r e x et x, d ' u n e 

p a r t , y et y, d ' a u t r e p a r t so ient des c a r r é s ; e t e x p r i m o n s que l ' é l ément 

b'b"c"c' est aussi u n ca r ré (fig- 12). 

D'après les formules (3), (3 ' ) , on a 

é tan t des q u a n t i t é s in f in iment pe t i t e s du p r e m i e r o r d r e . De m ê m e , 

pu i sque 

ou , si 1 on r e m p l a c e dans ces deux de rn i è r e s égal i tés a'b' et bb' pa r leurs 

va leurs c i -des sus , 

Il suffit d ' éga le r ces va leurs de b'b" et b'c', il vient a lors 

(9) 

Ains i , la cond i t ion cherchée est que les variations que subissent les cour

bures géodésiques de deux lignes coordonnées passant par un même point, pour 

des déplacements infiniment petits et égaux, effectués sur ces lignes, à partir de 

ce point, soient égales et de signes contraires. 

Ce résu l t a t a été ob tenu par M. B o n n e t . 

Variation de l'inclinaison d'une ligne quelconque sur les lignes coordonnées 

d'un même système. — Ligne géodésique. 

2. Les formules (4) et ( 5 ) t rouvées p o u r u n doub le sys tème de l ignes 



planes s ' app l iquen t à un doub le sys tème de l ignes t racées su r une surface 

q u e l c o n q u e , p o u r v u que ps, px, py r e p r é s e n t e n t les r ayons de c o u r b u r e géodé

sique de la l igne cons idé rée et des d e u x l ignes c o o r d o n n é e s . 

On a donc g é n é r a l e m e n t 

(4) 

Si c h a q u e l igne d u sys tème (Y) coupe les différentes l ignes du sys tème (Xj 

sous le m ê m e a n g l e , et en pa r t i cu l i e r si les d e u x sys tèmes de l ignes se c o u 

pen t p a r t o u t sous le m ê m e ang l e , cet te formule dev ien t 

(5) 

Ligne géodésique. — Si la l igne cons idérée est une l igne g é o d é s i q u e , 

et l ' égal i té p r é c é d e n t e se r é d u i t à 

Telle est l ' équa t ion géné ra l e d ' u n e l igne géodés ique su r u n e surface que l 

conque pa r r a p p o r t à u n doub le sys tème de t ra jec to i res o r t h o g o n a l e s . 

Application. — Cons idé rons u n e surface de r évo lu t ion , et p r e n o n s pour-

l ignes coordonnées la doub l e sér ie des m é r i d i e n s et des para l lè les . L ' équa t ion 

géné ra l e des l ignes géodés iques devient 

i d é s igna n t l ' angle qu ' e l l e forme avec u n m é r i d i e n , ds l ' é l ément de cet te 

l i gne , Q l ' ang le q u e forme le p lan d ' u n para l lè le avec la surface , et r le rayon 

de ce para l lè le ; mais 

d 'où 

ou enfin 

C'est là l ' équat ion c o n n u e de la l igne géodés ique sur u n e surface de r é v o 

lu t ion . 



R e m a r q u o n s q u ' e n ve r tu de l ' équa t ion (15) de la p r e m i è r e pa r t i e , si u n e 

l igne géodés ique est en m ê m e t e m p s une l igne de c o u r b u r e , elle est n é c e s 

sa i r emen t p l a n e . 

Transformation sphérique des lignes tracées sur une surface.— Théorème de 

Gauss. 

3. Cons idérons sur une surface une l igne q u e l c o n q u e , et i m a g i n o n s q u e 

par les différents po in t s de cet te l igne on m è n e des no rma le s i n t é r i eu re s 

à la sur face . P r e n o n s ensu i t e u n e s p h è r e de r ayon égal à i e t pa r son cen t r e 

m e n o n s des para l lè les à ces n o r m a l e s . Nous d é t e r m i n e r o n s a insi su r la 

s p h è r e une cou rbe qu i sera une sor te de perspec t ive de la courbe t racée su r 

la surface. 

On reconna î t faci lement q u ' à un doub le sys tème de l ignes de c o u r b u r e 

d ' u n e surface co r r e spond u n doub le sys tème de l ignes o r thogona le s su r la 

s p h è r e ; de p l u s , les p l ans n o r m a u x à la surface , t angen t s à une l igne de 

c o u r b u r e , sont para l lè les aux p lans n o r m a u x c o r r e s p o n d a n t s de la sphè re : o r , 

su r la surface , c o m m e sur la s p h è r e , l ' angle de deux p lans n o r m a u x m e n é s 

p a r deux é l émen t s consécut ifs d ' u n e l igne est l ' angle de con t ingence g é o d é 

s ique de cet te l igne ; donc l ' angle de con t ingence géodés ique d ' u n e l igne de 

c o u r b u r e est égal à l ' angle de c o n t i n g e n c e géodés ique de la l igne s p h é r i q u e 

c o r r e s p o n d a n t e . 

Considérons su r une surface le doub le sys tème de ses l ignes de c o u r b u r e , 

et su r la sphè re le doub le sys tème o r thogona l c o r r e s p o n d a n t . 

On a sur la surface , p o u r u n e l igne q u e l c o n q u e , 

et su r la s p h è r e , p o u r la l igue c o r r e s p o n d a n t e , 

or 

donc 



d 'où , en i n t é g r a n t , 

(11) 

1° P o u r un con tou r fermé pa r c o n s é q u e n t 

( 1 2 ) 

Ains i , si l'on considère sur une surface un contour fermé quelconque, et sur 

la sphère le contour correspondant, la somme des angles de contingence géodé

sique a la même valeur pour les deux contours. 

Or, S dé s igna n t l 'a i re du c o n t o u r s p h é r i q u e , la s o m m e des ang les de c o n 

t i n g e n c e géodés ique de ce c o n t o u r est égale à in — S ; donc p o u r un contour-

fermé q u e l c o n q u e , t racé su r u n e surface , 

(13) 

20 Cons idérons su r la surface u n po lygone curv i l igne dont nous r e p r é s e n 

t e rons les angles pa r A, B , C , . . . , et sur la s p h è r e le po lygone c o r r e s p o n 

d a n t don t les ang les s e ron t A1, B1, C 1 . . . On a, d ' ap rès la formule (II) : 

Mais l ' a i re du po lygone s p h é r i q u e est égale à in m o i n s la s o m m e de ses 

ang les ex t é r i eu r s e t de ses ang les de con t ingence géodés ique , ou 

La formule p récéden te dev ien t d o n c 

(14) 

Ains i , l'aire sphérique correspondant à un contour polygonal quelconque est 

égale à l'excès de la somme de ses angles sur autant de fois deux droits qu'il y 

a de côtés moins deux, moins l'intégrale étendue à tout le contour. 

3° Si le con tou r est formé de l ignes g é o d é s i q u e s , et on a a lors 

le t h é o r è m e su ivan t qu i est d û à Gauss : 

Dans un polygone quelconque de n côtes, formé par des lignes géodésiques, 



l'excès de la somme des angles sur 2n— 4 droits est égal à l'aire du polygone 

correspondant sur la surface de la sphère. 

Courbure d'une surface. 

4. Si l 'on cons idère en u n po in t d ' u n e surface u n con tou r q u e l c o n q u e infi

n i m e n t pe t i t , et su r la sphè re le c o n t o u r c o r r e s p o n d a n t , la c o u r b u r e de la s u r 

face en ce po in t est, d ' ap rè s Gauss , le r a p p o r t de l 'a i re du con tou r s p h é r i q u e 

à l 'a i re d u con tou r t racé su r la surface . 

THÉORÈME I. — La courbure d'une surface en un point est mesurée par l'in

verse du produit des rayons de courbure principaux en ce point. 

So i t , en effet, une por t ion de surface compr i se en t r e d e u x couples de 

l ignes de c o u r b u r e s in f in iment vois ines (fig- 13 ) : son a i re est égale à ad. ab ; 

l 'a i re s p h é r i q u e c o r r e s p o n d a n t e est 

le r a p p o r t est donc 

Or , on p e u t tou jours décompose r u n e a i re q u e l c o n q u e in f in iment pe t i t e 

en rec tangles ana logues à aa' b'b : le r a p p o r t des r ec t ang le s c o r r e s p o n d a n t s 

sur la s p h è r e et la surface é t a n t les a i res totales se ron t e n t r e el les d a n s 

le m ê m e r a p p o r t . 

THÉORÈME I I . — Lorsqu'on déforme une surface, la courbure géodésique 

d'une ligne quelconque tracée sur cette surface n'est pas altérée. 

Cela résu l te de la formule 

car la l igne p e u t tou jour s ê t re cons idé rée c o m m e faisant pa r t i e d ' un doub le 

sys tème de l ignes o r t hogona l e s , et la déformat ion n ' a l t è r e pas l a . g r a n d e u r des 

é léments l i néa i r e s . 

THÉORÈME I I I . — Dans la déformation d'une surface, la courbure en chaque 

point reste constante. 

Si l'on cons idè re , en effet, un t r i ang le in f in iment pe t i t formé par t ro i s 



l ignes géodés iques , l 'aire s p h é r i q u e co r r e spondan t a ce t r i angle est 

m a i s , l o r squ 'on déforme la surface, les ang les A, B , C sont cons tan t s , les 

côtés du t r i ang le r e s t en t des l ignes g é o d é s i q u e s , donc l 'a i re s p h é r i q u e c o r 

r e s p o n d a n t e res te la m ê m e ; ma i s l 'a i re d u t r i ang le t racé su r la surface ne 

c h a n g e pas non plus : donc le r a p p o r t de ces deux a i res ou la c o u r b u r e 

res te cons tan te . 

Conditions pour que deux systèmes de lignes se coupent partout orlhogo-

nalement. 

5 . Soit le quad r i l a t è r e cu rv i l i gne inf in iment pe t i t ad b'b don t les q u a t r e 

angles sont d ro i t s . Si on a p p l i q u e à ce q u a d r i l a t è r e la formule ( 1 4 ) , on 

obt ient 

ou 

(15) 

Celte équa t ion convien t g é n é r a l e m e n t au cas où chacune des l ignes d 'un 

sys tème coupe tou tes les l ignes de l ' au t re sys tème sous le m ê m e ang le . Si 

donc les l ignes des d e u x sys tèmes sont des l ignes géodés iques , comme 

sont n u l s , do i t ê t re égal à o . 

Par c o n s é q u e n t , la surface sur laquelle on peut tracer deux systèmes de lignes 

géodésiques, telles que chaque ligne de l'une des séries coupe toutes les lignes de 

l'autre série sous le même angle, est nécessairement une surface dèveloppable. 

Si l 'on r emplace dans l ' équat ion p r é c é d e n t e dèy, à dx r e spec t ivement 

par on ob t ien t 

(16) 

Telle est la condi t ion p o u r q u e deux sys tèmes de l ignes t racées sur une 

surface se coupen t p a r t o u t o r t h o g o n a l e m e n t . 

4 



Variation de la courbure géodésique des lignes coordonnées. — Diverses formules. 

6. Si l 'on différentie les é q u a t i o n s 

( 3 ) 

(3') 

en r e g a r d a n t dans la p r e m i è r e dx et dans la seconde ây c o m m e cons tan t s , 

on ob t i en t 

ou , en r e m p l a ç a n t dèy, à dx pa r l eu r s v a l e u r s , 

( 1 7 ) 

( 1 8 ) 

Si l 'on r e t r a n c h e ces équa t ions m e m b r e à m e m b r e , ap rè s les avoir divisées 

r e spec t ivement pa r dx, èy, on ob t i en t , en v e r t u de l ' équa t ion (16), 

(19) 

Les équa t ions (17) , (18), combinées avec l ' équa t ion (19), dev iennen t 

(20) 

(21) 

Si les l ignes du sys tème (X) sont des l ignes géodés iques , è dx = o ; par 

sui te t? 2 dx — o. Les équa t ions (19), (20) d e v i e n n e n t 

(22) 

(23) 



Ces d e u x de rn i è r e s formules sont re la t ives à u n sys tème de l ignes g é o d é 

s iques et à l eurs t ra jec toi res o r t h o g o n a l e s . El les e x p r i m e n t d ' u n e m a n i è r e 

t r è s - s i m p l e , en fonct ion de la c o u r b u r e de la surface , l ' u n e , la dér ivée 

seconde de l ' é l é m e n t d ' u n e t ra jec to i re compr i s en t re d e u x l ignes g é o d é 

s iques in f in iment vo i s ines , l ' a u t r e , la dér ivée p r e m i è r e de la c o u r b u r e géodé 

s ique de cet é l é m e n t . 

Variations des courbures principales d'une surface. — Formules nouvelles. 

7. Cons idérons su r u n e surface les d e u x sys tèmes de l ignes de c o u r b u r e et 

p r o p o s o n s - n o u s de t r ouve r la var ia t ion que sub i t la c o u r b u r e p r inc ipa l e de 

la surface relat ive à une l igne de c o u r b u r e , dans le passage de cet te l igne à 

la l igne inf in iment vo is ine . 

Au r ec t ang le inf ini tés imal aa'b'b co r r e spond sur la sphè re un rec tang le 

mm'n'n (f ig . 14)- Dés ignons l ' a rc m m ' c o r r e s p o n d a n t à aa' pa r s, et l 'arc 

nn' c o r r e s p o n d a n t à bb' pa r Ç. La c o u r b u r e p r inc ipa l e su ivant aa' est 

su ivant bb', Re p ré sen tons p a r Rx, R' les r a y o n s de c o u r b u r e p r i n c i p a u x 

su ivant les l ignes (x) et ( y ) ; n o u s avons 

Mais 

en ve r tu de la fo rmule ( 3 ' ) , car la c o u r b u r e géodés ique de l ' é l ément mm' 

est égale au p r o d u i t de la c o u r b u r e g é o d é s i q u e de l ' é l ément ad p a r R x . 

De m ê m e 

R e m p l a ç o n s Ç et bb' pa r ces va leurs , il v ien t 

Or 

donc 

(4) 
4-



On t rouve ra i t , de la m ê m e m a n i è r e , 

(25) 

On dédu i t i m m é d i a t e m e n t de là cet te conséquence bien c o n n u e , savoir : 

qu'une surface qui a en chacun de ses points ses rayons de courbure princi

paux égaux et de même signe est nécessairement une sphère. 

E n effet, les d e u x formules p récéden tes d o n n e n t const , cons t . 

Les r ayons de c o u r b u r e p r i n c i p a u x é tan t p a r t o u t les m ê m e s , il en r é su l t e 

que tou tes les no rma le s à la surface c o n c o u r e n t en u n m ê m e po in t . 

III . — SYSTÈME TRIPLE DE SURFACES ORTHOGONALES. 

Théorème de M. Dupin. 

1. Soient t ro i s surfaces se c o u p a n t d e u x à d e u x o r t h o g o n a l e m e n t su ivan t 

les l ignes Ax, A y , Az. Nous savons q u e lo r sque d e u x surfaces se c o u p e n t 

sous u n ang le cons t an t , la l igne d ' in te r sec t ion a la m ê m e to rs ion g é o d é s i 

q u e sur les d e u x sur faces ; de p l u s , n o u s avons vu q u e , su r une m ê m e s u r 

face, les tors ions géodés iques de d e u x l ignes o r t h o g o n a l e s , en leur po in t 

d ' i n t e r sec t ion , sont égales et de s ignes con t r a i r e s . Si donc on dés igne pa r tx, 

ty, tz les to rs ions géodés iques des t ro i s l ignes Ax, Ay, au po in t A, 

on a 

ce qui exige que tx, tr, tz so ient nu l s ; donc les p r e m i e r s é l émen t s A a , Ab, 

Ac des t ro is l ignes Ax, Ay, Az sont d i r igés su ivan t les l ignes de c o u r 

b u r e des t ro i s surfaces . 

Il r é su l t e de là q u e trois séries de surfaces orthogonales se coupent suivant 

leurs lignes de courbure. 

Formules de M. Lamé. 

1. Soient t rois surfaces § x , S r , S . se c o u p a n t o r t h o g o n a l e m e n t su ivan t 

les l ignes Ax, Ay, Az, r e spec t ivemen t n o r m a l e s à Sx, S r , S s (fig. 15). 

Dés ignons par R r , R', les r ayons de c o u r b u r e p r i n c i p a u x de la surface Sx ; 

pa r Rz, R'x les r a y o n s de c o u r b u r e p r i n c i p a u x de la surface Sy; et pa r Rx , 

R' ceux de la surface Sz ; ces r a y o n s de c o u r b u r e sont positifs ou négat i fs , 

su ivan t qu ' i l s son t d i r igés vers Ax, Ay, Az, ou en sens c o n t r a i r e . 



D'après le t h é o r è m e de Hache t t e , les r ayons de c o u r b u r e géodés ique des 

l ignes x, y, z su r les surfaces SrSz, SxSy, SxSy sont les r ayons de c o u r b u r e 

p r i n c i p a u x RxRx , R r R ' r , R Z R' Z p r i s avec u n s igne convenab le , car il ne faut 

pas oub l i e r que nous avons fait, p o u r fixer le s igne de la c o u r b u r e g é o d é 

s ique sur une surface, une convent ion différente de celle q u e nous venons 

de faire p o u r fixer le s igne des r ayons de c o u r b u r e p r i n c i p a u x . 

Si m a i n t e n a n t nous a p p l i q u o n s à c h a q u e surface les formules \ et ( a 5 , , 

nous avons les six fo rmules su ivan te s 

(26) 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

( f ) 

De p lus , les l ignes de c o u r b u r e su r c h a q u e surface se c o u p a n t o r thogona

l emen t , on peu t l eu r a p p l i q u e r la fo rmule ( 1 6 ) ; on obt ien t ainsi 

(27) 

(g) 

( A ) 

(k) 



Si l 'on a joute m e m b r e à m e m b r e les é q u a t i o n s (b), ( e ) , mu l t i p l i ée s respec

t ivemen t pa r on ob t i en t 

ou 

(28) 

On a de m ê m e 

En a jou tan t m e m b r e à m e m b r e les é q u a t i o n s on obt ien t 

enfin 

( 2 9 ) 

Variation de l'élément superficiel compris entre deux couples de surfaces 

orthogonales infiniment voisines. 

3. Cons idérons l ' é l émen t dxdy ; su r la surface inf in iment vo i s ine , .il 

devient 

La var ia t ion de cet é lément est donc égale à 



Si donc n o u s dés ignons les é l émen t s dxdy, dydz, dz dx r e spec t ivemen t 

par w z , w x , wy, les va r i a t ions de ces é l émen t s sont e x p r i m é e s par les 

fo rmules 

(3o) 

(31) 

(32) 

On dédu i t a i s é m e n t de là q u e parmi toutes les surfaces limitées à un même 

contour, celle dont l'aire est minimum est la surface dont la courbure moyenne 

est nulle, c ' e s t - à -d i r e dont les l'ayons de courbure principaux sont égaux et 

de signes contraires. 

Et parmi toutes les surfaces de même étendue limitées à un même con

tour, celle qui renferme un volume maximum est la surface dont la courbure 

moyenne est constante. 

TROISIÈME PARTIE. 

É T U D E D E S S U R F A C E S G A U C H E S , 

Rayon de courbure géodésique d'une trajectoire orthogonale des génératrices. 

1. Soient d e u x géné ra t r i ce s in f in iment vois ines G, G' d o n t nous d é s i g n e 

rons l ' angle pa r w et la p lus cou r t e d i s tance 0 0 ' pa r p (fig 1 6 ) . Menons pa r 

le po in t 0 ' u n e para l lè le O 'S à la géné ra t r i c e G; d ' un po in t q u e l c o n q u e M' de 

la géné ra t r i c e G', abaissons u n e p e r p e n d i c u l a i r e M ' P sur O 'S , et du point P 

u n e p e r p e n d i c u l a i r e PM sur G; MM' est l ' é l émen t de la t ra jec to i re o r thogo 

na le (y) qu i passe pa r le po in t M. Posons MM' = èy, OM = x. Le t r i angle 

r ec t ang le MPM' d o n n e 

( 1 ) 

Différentions p a r r a p p o r t à x, il v i en t 



Mais, d ' ap rès u n e formule c o n n u e , 

d ' o ù , en posan t 

(2) 

On voit q u e la c o u r b u r e géodés ique des t ra jectoires o r thogona le s est nu l le 

aux po in t s où elles r e n c o n t r e n t la l igne de s t r i c t ion . 

Courbure géodésique d'une trajectoire quelconque. 

2 . Pour une t ra jec to i re qui fait l ' angle i avec les géné ra t r i ce s r e c t i l i gnes , 

l ' é lément ds est d o n n é p a r la formule 

d 'où , pa r d i f fé ren t ia t ion , 

Mais, d ' ap rès u n e fo rmule c o n n u e , 

donc 

(3) 

11 résul te de là que pour deux trajectoires perpendiculaires passant par le 

même point, la somme des carrés des courbures géodésiques est constante. 

Torsion ou seconde courbure géodésique d'une trajectoire orthogonale. 

3. On sait q u e les tors ions géodés iques de d e u x l ignes pe rpend icu l a i r e s 

sont éga les , au s i g n e p r è s : c h e r c h o n s donc la seconde c o u r b u r e géodés ique 

de la g é n é r a t r i c e . 

Le p lan t a n g e n t en O à la surface est O'OG; le p lan t a n g e n t en M est 

OMM'. Dés ignons pa r « l ' angle M'MP de ces deux p l ans . Le t r i ang le M'MP 



d o n n e 

(4) 

k est le coefficient de d i s t r ibu t ion des p lans t a n g e n t s . 

Différent ions , il v ien t 

d 'où 

(5) 

dx est l ' angle que forment les p lans t a n g e n t s en d e u x po in t s in f in iment 

vois ins de la géné ra t r i c e G est la tors ion géodés ique de la généra t r i ce 

en M. 

Si donc on dés igne par la seconde c o u r b u r e g é o d é s i q u e de la t r a j ec 

toi re o r thogona l e en M, on a 

ou 

ou enfin 

(6) 

Le rayon de seconde courbure géodésique d'une trajectoire orthogonale, le 

long d'une génératrice, est proportionnel au carré de l'élément de cette trajec

toire. 

Courbure de la surface. 

4 . Nous savons ( p r e m i è r e pa r t i e , n ° 7 ) q u e la c o u r b u r e est égale à 

donc 

(7) 
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Courbure de la section normale perpendiculaire à la génératrice. 

Formule nouvelle. 

5 . Cons idérons t rois géné ra t r i c e s G, G', G", e t m e n o n s par le cen t r e c d ' u n e 

s p h è r e de rayon I des paral lè les cg, cg1, cg" à ces géné ra t r i ce s (fig. 17). 

Si c h a q u e po in t de la surface est r e p r é s e n t é su r la s p h è r e pa r l ' ex t r émi t é 

d u r ayon paral lè le à la n o r m a l e en ce po in t , a u x po in t s O, O, qu i sont les 

p ieds des p l u s cour tes d i s tances des géné ra t r i ce s GG', G'G" c o r r e s p o n d r o n t 

les po in t s o, o, s i tués r e spec t ivemen t su r le p r o l o n g e m e n t des arcs de g r a n d 

cercle gg', g'g", à u n e d is tance d ' u n q u a d r a n t de g et de g''; a u x g é n é 

ra t r i ces G, G' c o r r e s p o n d r o n t des arcs de g r a n d cercle oi, o,i pa s san t p a r 

o et o, et pe rpend icu l a i r e s r e spec t ivement à cg et cg'. Par su i te o,a est égal 

à w ; oa m e s u r e l ' angle a / d e s d e u x p lus cour tes d is tances inf in iment vois ines 

0 0 ' , 0,0\; oo, est l ' ang le des no rma le s en 0 et O, : il est égal à 

l ' angle o, io des d e u x arcs de g r a n d cercle oi, o, i est égal à w. 

Cela posé , cons idé rons les no rma le s a u x d e u x po in t s M, M ; leur angle dû 

est m e s u r é par l ' a rc mm'. Dans le t r i ang le r ec t ang le mnm' 

donc 

(8) 

m a i s , d ' ap rès u n e formule c o n n u e , 

dé s igna n t la c o u r b u r e et la torsion géodés ique de la sect ion n o r m a l e 

qu i passe p a r MM'; c o m m e 

il en résu l t e 

(9) 

De l ' équa t ion t a n g a = kx, on t i r e 



dx est égal à 0 ' 0 , : c 'est la p lus cour te d is tance p' des d e u x géné ra t r i ce s 0 0 ' , 

0 , 0', de la surface g a u c h e c o n j u g u é e ; donc 

d'où 

(10) 

On sait que la s o m m e des c o u r b u r e s de d e u x sect ions n o r m a l e s p e r p e n d i 

cula i res est cons tan te et égale à la s o m m e des cou rbu re s des sect ions p r i n c i 

pales ; donc 

( » ) 

On dédu i t a i s émen t de là q u e l'héliçoïde à plan directeur est la seule surface 

gauche dont les rayons de courbure principaux soient égaux et de signes 

contraires. 

Si, en effet, on e x p r i m e q u e le second m e m b r e est nul que l q u e soit x, on 

t rouve 

Remarque. — Les d e u x formules ( 7 ) et (11) d o n n e n t les r ayons de c o u r 

b u r e p r i n c i p a u x d ' u n e surface gauche q u e l c o n q u e . 

Variation de l'angle sous lequel une ligne quelconque coupe les génératrices. 

— Ligne de striction. — Ligne géodésique. 

6. L ' équa t i on d ' u n e l igne q u e l c o n q u e t racée su r la surface g a u c h e est 

(12) 

i d é s igna n t l ' angle var iable sous leque l cet te l igne coupe les géné ra t r i ce s . 

Le l o n g de la l igne de s t r i c t ion , d ' ap rès la fo rmule (2), les t ra jectoires 

o r thogona le s on t u n e c o u r b u r e géodés ique nu l l e ; donc , p o u r la l igne de 

s t r ic t ion , on a 

( . 3 ) 

Il r é su l t e de là que si la ligne de striction coupe toutes les génératrices sous 

5 . 



le même angle, elle est en même temps une ligne géodésique; et r é c i p r o 

q u e m e n t , si la ligne de striction est une ligne géodésique, elle coupe toutes les 

génératrices sous le même angle. 

L 'équa t ion de la l igne géodés ique est 

(14) 

Si donc une ligne géodésique coupe toutes les génératrices sous le même angle, 

cette ligne n'est autre que la ligne de striction. 

On voi t , de p lu s , que la var ia t ion de l ' angle i, d ' u n e géné ra t r i ce à l ' a u t r e , 

est i n d é p e n d a n t e de cet angle : elle est la m ê m e p o u r tou tes les l ignes g é o 

dés iques qu i passen t pa r le m ê m e po in t de la géné ra t r i ce G. 

Si dans l ' équa t ion (14) on r emplace dy pa r dx tang i et py pa r sa va leur 

t rouvée ci -dessus , on ob t ien t 

(15) 

Supposons que d ' u n e géné ra t r i ce à l ' au t re la var ia t ion de x soit dx et 

q u e k res te cons tan t : ce qu i ex ige que la l igne de s t r ic t ion soit une t r a j ec 

toi re o r t h o g o n a l e , et q u e , d ' ap rè s la formule (6) , sa seconde c o u r b u r e soit 

cons tan te . L ' é q u a t i o n p r écéden t e s ' in tègre i m m é d i a t e m e n t 

(.6) 

ou 

(17) 

Telle est l ' équa t ion des l ignes géodés iques de la surface g a u c h e e n g e n 

drée par les b ino rma le s d ' u n e l igne courbe don t la seconde c o u r b u r e est 

cons t an te . 

Lignes de courbure. — Lignes asymptotiques. — Lignes conjuguées des tra

jectoires orthogonales. 

7. Soit MN (fig. 18) l ' é l ément d ' u n e l igne q u e l c o n q u e . Le plan t angen t 

en M est coupé par le p lan t a n g e n t en N su ivant M 'R . Dés ignons MR par u. 

Menons par le po in t O' u n p lan p e r p e n d i c u l a i r e à O ' N : ce p lan coupe le 

p lan t a n g e n t en N su ivan t O ' A : p ro longeons 0 0 ' , et pa r le po in t 0 ' m e n o n s 

u n e paral lè le O 'B à 0 , 0 ' , . Nous avons 



AO'C est l ' angle que le p lan t angen t en N fait avec le plan O'OM ; A O ' B est 

l ' angle que le plan t a n g e n t en N fait avec 0 ' , 0 , N ; BO' C est l ' ang le w'. 

Le t r i èdre qui a p o u r arê tes O ' N , O 'R, O ' S d o n n e 

d 'où 

L 'angle est égal à donc 

(18) 

I° Si M'R est pe rpend icu l a i r e sur MN, l ' é lément MN ap p a r t i en t à une 

ligne de courbure ; d ans ce cas 

par su i te 

De sor te que l ' équa t ion des l ignes de c o u r b u r e est 

(19) 

20 Si M ' B est para l lè le à MN, l ' é l ément MN app a r t i en t à u n e ligne asymp-

totique. Dans ce cas 

De sor te que l ' équa t ion des l ignes a sympto t iques est 

(20) 

3° Si MR se confond avec M 'M, MN est l ' é l émen t con jugué de MM'. Dans 

ce c a s , u = o , et l ' équa t ion des l ignes con juguées des t ra jec toi res o r t h o g o 

nales est 

( 2 1 ) 

En ver tu de l ' équa t ion t a n g a 

Si l 'on r emp lace , dans les équa t ions p récéden te s , âa par cette va leur , elles 



deviennent : 

(19') 
( 2 0 ' ) 

(21') 

Au h e u de 1 é l émen t dx, o n p e u t i n t r o d u i r e 1 angle i q u e fait la l igne c o n 

s idérée avec la g é n é r a t r i c e . On a 

Si l 'on por te dans les équa t ions ci-dessus la va leur de dx t i rée de cet te d e r 

nière égal i té , elles p r e n n e n t la forme su ivan te : 

(19") 
(20" ) 

( 2 , " ) 

On dédu i t a i s émen t de l ' équa t ion ( 19') q u e si wp -+- u'p' = o , la l igne de 

s t r ic t ion est u n e l igne de c o u r b u r e ; e t , dans ce cas , si le coefficient de d is t r i 

bu t ion des p lans t a n g e n t s est cons tan t , t ou te s les l ignes de c o u r b u r e du 

m ê m e sys tème sont équ id i s t an te s de la l igne de s t r i c t ion . 

L 'équa t ion (19") m o n t r e que l 'hé l içoïde à p lan d i r ec t eu r est la seule s u r 

face gauche dont les l ignes de c o u r b u r e c o u p e n t les géné ra t r i ce s rec t i l ignes 

sous un ang le cons tan t : cet ang le est de 45 deg ré s . 

On sait que si x et y dé s ignen t les d is tances var iab les de d e u x po in t s 

a deux po in t s fixes su r deux d ro i t e s , la cond i t ion , p o u r que ces p o i n t s 

forment deux divis ions h o m o g r a p h i q u e s su r les deux d ro i t e s , est 

A, B , C, D é t an t des coefficients cons t an t s . 

Posons il v ient 

Pour q u e z res te inf in iment pe t i t que l que soit x, il faut et il suffit q u e A, 

B + C et D soient inf in iment pe t i t s , et que C soit fini ; a u q u e l cas la formule 

p récéden te se r édu i t à 

m, n, p é tant des quan t i t é s inf in iment pe t i t e s . 



R é c i p r o q u e m e n t , si la différence inf in iment pet i te des d is tances de deux 

po in t s var iab les à d e u x po in t s fixes su r d e u x droi tes est e x p r i m é e par une 

fonction du second degré en x de la forme 

les d e u x poin ts var iables forment d e u x divis ions h o m o g r a p h i q u e s sur les deux 

d ro i t e s . 

Or l ' équa t ion (20') donne 

donc les lignes asymptotiques forment sur deux génératrices infiniment voisines, 

et par suite sur deux génératrices quelconques, deux divisions homographiques. 

Ce t h é o r è m e , qu i est une généra l i sa t ion d ' u n e p r o p r i é t é b ien connue des 

généra t r i ces de l ' hype rbo lo ïde , est dû à M. Paul Ser re t (Théorie géométrique 

des lignes à double courbure). 

L'équa t ion ( 2 1 ' ) d o n n e de m ê m e 

donc les lignes conjuguées des trajectoires orthogonales déterminent sur deux 

génératrices infiniment voisines, et par suite sur deux génératrices quelconques, 

des divisions homographiques. 

Surfaces gauches applicables l'une sur l'autre. 

8. Nous suppose rons que les géné ra t r i ce s rec t i l ignes des deux surfaces 

soient des l ignes h o m o l o g u e s : dès lors l eurs t ra jec toi res o r thogona les sont 

aussi des l ignes co r r e spondan t e s . On sait q u e , clans la déformat ion d ' u n e 

surface, la c o u r b u r e géodés ique d ' u n e l igne q u e l c o n q u e ne c h a n g e pas . Les 

t ra jec toi res o r thogona le s doivent donc avoir la m ê m e c o u r b u r e géodés ique 

a u x po in t s cor respondants .«Or les po in t s d ' une surface gauche où la cou rbu re 

géodés ique des t ra jec to i res o r thogona le s est nu l le a p p a r t i e n n e n t à la l i^ne 

de s t r ic t ion ; donc les l ignes de s t r ic t ion su r les d e u x surfaces sont des l ignes 

h o m o l o g u e s . De p lus , les deux surfaces devan t avoir la m ê m e c o u r b u r e aux 

po in t s c o r r e s p o n d a n t s , et la c o u r b u r e en un po in t de la l igne de s t r ic t ion 

é t an t — k2, il en résu l te q u e le coefficient k doi t ê t re le m ê m e p o u r les deux 

surfaces . R é c i p r o q u e m e n t , si les géné ra t r i ces c o r r e s p o n d a n t e s des deux s u r -



faces coupen t la l igne de s t r ic t ion sous le m ê m e ang l e , et si le coefficient de 

d i s t r ibu t ion des p lans t angen t s est le m ê m e pour les d e u x surfaces , cel les-ci 

sont appl icables l ' une su r l ' a u t r e . 

Applications. — I ° Surfaces gauches applicables sur l'héliçoïde à plan direc

teur. — La l igne de s t r ic t ion de l 'hé l içoïde est p e r p e n d i c u l a i r e su r tou tes les 

géné ra t r i c e s , et le coefficient k est cons t an t p o u r cette surface . Il en r é su l t e 

q u e les surfaces gauches appl icables sur l 'hé l içoïde à p lan d i r ec t eu r sont les 

surfaces formées par les b ino rma le s à u n e courbe don t la seconde c o u r b u r e 

est cons tan te et égale à k. 

20 Surfaces gauches applicables sur l'hyperboloïde de révolution. — La l igne 

de s t r ic t ion de l ' hype rbo lo ïde de révolu t ion est le cercle de gorge qu i coupe 

tou tes les géné ra t r i ce s sous le m ê m e ang le ; de p lus , le coefficient k est c o n 

s tant e t égal à 

0 é t an t l ' angle cons tan t q u e forme la géné ra t r i ce avec l ' axe , et R le r ayon du 

cercle de g o r g e . 

Donc les surfaces gauches appl icables sur l ' hype rbo lo ïde de révolu t ion 

sont celles d o n t la l igne de s t r ic t ion coupe tou tes les généra t r i ces sous le 

m ê m e angle Q, et don t le coefficient k est cons tan t et égal à 

Si l 'on se b o r n e aux surfaces gauches à p lan d i r ec t eu r , on r econna î t faci

l emen t que celles de ces surfaces qu i sont appl icables sur l ' hype rbo lo ïde de 

révolut ion son t e n g e n d r é e s pa r u n e d ro i te qu i est t a n g e n t e à u n cy l indre de 

rayon R p e r p e n d i c u l a i r e au plan d i r ec t eu r , e t qu i s ' appu ie sur une hél ice 

ayant p o u r pas 27 Rcot ô. 

Théorèmes de Malus et de M. Dupin. 

9. Malus a d é m o n t r é que des r ayons de l u m i è r e par t i s d ' u n m ê m e po in t 

et réfléchis su r u n e surface q u e l c o n q u e r e s t en t après l eu r réflexion n o r m a u x 

à une m ê m e surface . 

M. Dup in a généra l i sé ce t h é o r è m e en faisant voir q u e des r ayons de 

lumiè re d i r igés su ivan t les no rma le s à u n e m ê m e surface p e u v e n t ê t re réflé

chis ou réfractés à t r avers une surface q u e l c o n q u e sans p e r d r e la p r o p r i é t é 

d 'ê t re n o r m a u x à u n e m ê m e sur face . 

On peut le r e conna î t r e de la m a n i è r e su ivan t e . 



Des rayons de l u m i è r e n o r m a u x à u n e m ê m e surface sont en m ê m e t e m p s 

n o r m a u x à tou tes les surfaces para l lè les q u ' o n ob t i en t en p o r t a n t su r c h a q u e 

rayon u n e l o n g u e u r cons tan te à p a r t i r de la surface p r imi t i ve . Ces surfaces , 

en n o m b r e infini , d é t e r m i n e n t su r u n e surface q u e l c o n q u e S u n e sér ie ( X ) 

de l ignes d ' in te r sec t ion (fig- 19) . 

I m a g i n o n s les t ra jectoires o r t h o g o n a l e s (Y) de ces l ignes , et cons idé rons 

les r ayons qu i se réf léchissent a u x po in t s d ' in te r sec t ion de d e u x sér ies de 

courbes in f in iment vo is ines . Les r a y o n s AM, A, M, , e t c . , qu i t o m b e n t su r la 

l igne x, se réf léchissent , dans le p lan no rma l à ce t te l i gne , su ivan t MN, M, N , . 

P r e n o n s su r ces r a y o n s réf léchis , à pa r t i r de la surface , des l o n g u e u r s 

éga les MB, M, B , ; les e x t r é m i t é s de ces l o n g u e u r s fo rment u n e l igne z qu i 

coupe les r a y o n s o r t h o g o n a l e m e n t . 

Les r a y o n s A ' M ' , A', M\ qu i t o m b e n t su r la l igne x' se réf léchissent s u i 

van t M ' N ' , M ' j N ' , . Aba i s sons du p o i n t M' la p e r p e n d i c u l a i r e M ' K sur le 

r ayon MB, et p r e n o n s à p a r t i r de M' u n e l o n g u e u r M ' B ' = K B . Si MK est 

cons tan t le long de la l igne x, le l ieu des po in t s B' sera u n e l igne z' c o u 

p a n t o r t h o g o n a l e m e n t tous les r a y o n s réf léchis su r x'; e t l ' ensemble des 

l ignes z, z' formera une surface à l aque l le tous les r a y o n s réfléchis se ron t 

n o r m a u x . 

Dés ignons par i et r les ang les d ' i nc idence et de réflexion : 

on doi t donc avoir 

Mais MH é t an t p e r p e n d i c u l a i r e su r A' M', HM' ou MM' sin i est aussi c o n 

s t an t ; d o n c 

R e m a r q u o n s q u e le r a i s o n n e m e n t qu i p r écède s ' app l ique tou t aussi b i en 

a u x r a y o n s réfractés . Nous pouvons donc é n o n c e r le t h é o r è m e su ivan t : 

La condition nécessaire et suffisante pour que des rayons normaux à une 

même surface restent, après leur réflexion ou leur réfraction sur une surface 

quelconque, normaux à une même surface, est que le sinus de l'angle d'inci

dence soit au sinus de l 'angle de réflexion ou de réfraction dans un rapport 

constant. 

Théorème de Jacobi. — Théorème plus général. 

10. Cons idérons u n e l igne fe rmée q u e l c o n q u e : ses b i n o r m a l e s fo rment 

6 



u n e surface g a u c h e don t elle est la l igne de s t r i c t ion , et c o m m e elle coupe 

tou tes les géné ra t r i ces o r t h o g o n a l e m e n t , elle est en m ê m e t e m p s u n e l igne 

géodés ique de la surface . Or n o u s avons vu q u e l 'a i re s p h é r i q u e c o r r e s p o n 

dan t à u n c o n t o u r curv i l igne fermé est égale à m moins la s o m m e des ang les 

de con t ingence de ce c o n t o u r . Donc , si par le centre d'une sphère on mène 

des rayons parallèles aux normales principales d'une courbe fermée quel

conque, le lieu des extrémités de ces rayons divisera la sphère en deux par

ties équivalentes. 

L'ai re compr i se dans u n e courbe s p h é r i q u e fermée est égale à 2M moins 

la s o m m e des ang les de con t ingence géodés ique de cet te c o u r b e . Cela r ev ien t 

à d i re que si l 'on m è n e à u n e courbe s p h é r i q u e fe rmée des arcs de g r a n d 

cercle t a n g e n t s , et q u ' o n p r e n n e sur ces a r c s , d a n s le m ê m e sens , à p a r t i r du 

point de con tac t , des l o n g u e u r s égales à u n q u a d r a n t , le l ieu des e x t r é m i t é s 

de ces l o n g u e u r s divise la sphè re en deux pa r t i e s équ iva len te s . 

Si donc les r ayons m e n é s pa ra l l è l emen t a u x géné ra t r i ce s d ' u n e surface 

gauche d é t e r m i n e n t su r la s p h è r e u n e cou rbe fe rmée , on voit fac i lement , 

d ' ap rès ce qu i p r écède , et en se r e p o r t a n t au n° 5, q u e les rayons d'une sphère 

parallèles aux normales d'une surface gauche, le long de la ligne de striction, 

déterminent sur cette sphère une courbe fermée qui divise la surface sphérique 

en deux parties équivalentes ; en d ' au t r e s t e r m e s , la somme des angles de 

contingence géodésique de la ligne de striction d'une surface gauche est égale 

à zéro. 

QUATRIÈME PARTIE (*). 

ÉTUDE DES SURFACES A LIGNES DE COURBURE PLANES OU SPHÉRIQUES. 

La théor i e de ces surfaces a été t ra i tée a n a l y t i q u e m e n t pa r MM. Bonne t 

et A. Se r r e t . Nous al lons a p p l i q u e r à leur é tude u n e m é t h o d e p u r e m e n t 

g é o m é t r i q u e . 

I. — SURFACES A LIGNES DE COURBURE PLANES. 

Si l 'on r a p p o r t e su r u n e s p h è r e de rayon , les différents po in t s d ' u n e s u r 

face par des r ayons para l lè les à ses n o r m a l e s e x t é r i e u r e s , u n e l igne q u e l -

(*) Cette dernière partie a fait l'objet d'un Mémoire présenté par l'auteur à l'Académie des 
Sciences le 15 février 1858. 



c o n q u e de la surface se t r ans fo rme en u n e l igne s p h é r i q u e c o r r e s p o n d a n t e . 

Les t a n g e n t e s à u n e l igne de c o u r b u r e et à sa t r ans formée en d e u x po in t s 

c o r r e s p o n d a n t s sont pa ra l l è l e s ; pa r c o n s é q u e n t , les p lans oscula teurs c o r 

r e s p o n d a n t s sont e u x - m ê m e s para l lè les , et forment le m ê m e a n g l e , l ' un avec 

la s p h è r e , l ' au t r e avec la sur face . 

De là les p ropos i t i ons su ivan tes : 

Les lignes de courbure de la surface ont pour transformées sphériques un 

double système de lignes orthogonales. 

À une ligne de courbure plane correspond une ligne sphérique plane, c'est-

à-dire un cercle. 

Le plan d'une ligne de courbure plane coupe la surface partout sous un même 

angle qui est égal à celui que forme le plan du cercle correspondant avec la 

sphère. 

Les p r o p r i é t é s d 'un doub le sys tème de l ignes de c o u r b u r e p lanes von t se 

d é d u i r e de l ' é tude d ' un doub le sys tème de cercles o r t h o g o n a u x sur une 

s p h è r e . 

Double système de cercles se coupant orthogonalement sur une sphère. 

THÉORÈME I . — Si l'on considère deux cercles infiniment voisins sur une 

sphère et un système de lignes qui les coupent orthogonalement, les plans oscu

lateurs de ces lignes aux différents points de l'un des cercles passent tous par 

une même droite. 

En effet, ces p lans oscu la teurs passen t pa r les s o m m e t s des deux cônes 

c i rconscr i t s à la s p h è r e le long des d e u x cerc les . 

THÉORÈME I I . — Lorsque deux systèmes de cercles se coupent orthogona

lement sur une sphère : 

1° Les plans des cercles d'un même système passent par une même droite; 

2° Des deux droites d'intersection, l'une est extérieure à la sphère, et l'autre 

est la ligne de contact des deux plans tangents menés par la première; 

3° Les plans des deux systèmes de cercles coupent la sphère sous un angle 

dont le cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle que forment ces mêmes 

plans avec un plan parallèle aux deux droites d'intersection. 

1° Cela r é su l t e i m m é d i a t e m e n t du t h é o r è m e p r é c é d e n t . 

2 ° Cons idérons la l igne d ' in te r sec t ion des p lans d ' u n m ê m e sys t ème . Si 

elle est e x t é r i e u r e à la s p h è r e , les d e u x p lans t a n g e n t s m e n é s pa r cet te d ro i te 

feront pa r t i e du sys tème de p lans don t elle est l ' in te rsec t ion ; les deux cercles 

6. 



c o r r e s p o n d a n t s s e ron t r é d u i t s a u x d e u x po in t s de con tac t , e t , dès lo rs , les 

cerc les de l ' au t r e sys tème pas se ron t tous p a r ces d e u x p o i n t s . Si elle coupe 

la s p h è r e , les d e u x p l ans t a n g e n t s aux po in t s d ' i n t e r sec t ion feront pa r t i e des 

p l ans de l ' au t re sys t ème , e t , pa r c o n s é q u e n t , ces d e r n i e r s p lans passe ron t 

tous p a r la d ro i t e d ' in te r sec t ion de ces p lans t a n g e n t s . 

N o u s appe l l e rons droites réciproques les d e u x l ignes d ' in te r sec t ion des 

d e u x sys tèmes de p lans : le p r o d u i t de l eurs d is tances au cen t r e de la s p h è r e 

est égal à l ' u n i t é . 

3° D é s i g n o n s pa r l l ' angle sous lequel les p l ans d ' u n m ê m e sys tème 

c o u p e n t la s p h è r e , pa r dla d i s tance de la d ro i t e d ' i n t e r sec t ion de ces p lans 

au cen t r e de la s p h è r e , et pa r f l ' ang le q u e fo rment ces m ê m e s p lans avec 

u n p lan para l lè le a u x d e u x d ro i t e s r é c i p r o q u e s . La p e r p e n d i c u l a i r e abaissée 

du cen t re de la sphè re su r l ' un de ces p l ans es t égale à cos l : ce t te m ê m e 

p e r p e n d i c u l a i r e est égale à d cos ç ; donc 

En d é s i g n a n t pa r l', d', <p' les é l éments a n a l o g u e s 

second sys tème de p l a n s , on a, de la m ê m e m a n i è r e , 

d 'où 

(I) 

COROLLAIRE I . — Si les plans d'un système de cercles tracés sur une sphère 

passent par une même droite, le système orthogonal est formé de cercles dont 

les plans passent par la droite réciproque. 

COROLLAIRE I I . — Si les plans d'un système de cercles tracés sur une sphère 

sont parallèles à une droite fixe et coupent la sphère sous un angle dont le 

cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle que forment ces mêmes plans 

avec un plan parallèle à la droite fixe, ces plans passent par une même droite. 

E n effet, cons idé rons le p lan P qu i passe pa r le cen t r e de la s p h è r e , est 

para l lè le à la d ro i t e fixe et es t p e r p e n d i c u l a i r e au p lan fixe, et soit L l ' i n 

te r sec t ion de l ' un des p lans d u sys tème de cercles avec le p lan P . E n d é s i 

g n a n t pa r l l ' ang le sous l eque l ce p lan coupe la s p h è r e , p a r <p l ' ang le qu ' i l 

forme avec le p lan fixe, et p a r d la d i s tance de la d ro i t e L au cen t re de la 

s p h è r e , on a 



Or, d ' a p r è s l ' h y p o t h è s e , cons t ; donc d est cons tan t et tous les p lans 

passen t pa r la d ro i t e L . 

Double système de lignes de courbure planes. 

THÉORÈME I I I . — Si deux lignes de courbure infiniment voisines d'une sur

face sont planes, les plans osculateurs des lignes de courbure de l'autre système, 

aux différents points de l'une de ces lignes, sont parallèles à une même droite. 

THÉORÈME I V . — Si toutes les lignes de courbure d'une surface sont planes, 

les plans des lignes de courbure d'un système enveloppent un cylindre, les plans 

des lignes de courbure de l'autre système enveloppent un autre cylindre, et ces 

deux cylindres ont leurs génératrices perpendiculaires. 

THÉORÈME V . — Lorsque toutes les lignes de courbure d'une surface sont 

planes, les plans des lignes de courbure de l'un et de l'autre système coupent 

la surface sous un angle dont le cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle 

que forment ces mêmes plans avec un plan parallèle aux génératrices des deux 

cylindres enveloppes. 

THÉORÈME V I . — Si les lignes de courbure d'un même système sont planes, 

si leurs plans sont parallèles à une droite fixe et coupent la surface sous un 

angle dont le cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle que ces mêmes 

plans forment avec un plan fixe parallèle à la droite, les lignes de courbure de 

l'autre système sont aussi planes. 

THÉORÈME V I I . — Si les lignes de courbure d'un même système sont dans 

des plans parallèles, les lignes de courbure de l'autre système sont aussi planes ; 

leurs plans coupent la surface orthogonalement et sont parallèles à une même 

droite. 

E n effet, a u x l ignes de c o u r b u r e s i tuées d a n s des p lans para l lè les c o r r e s 

p o n d e n t su r la s p h è r e des cercles pa ra l l è les , et le sys tème des l ignes s p h é -

r iques qu i c o u p e n t ces cerc les o r t h o g o n a l e m e n t est fo rmé de g r a n d s cercles 

passan t pa r les pôles c o m m u n s de tous ces pe t i t s ce rc les . 

On voi t fac i lement q u e les l ignes de c o u r b u r e du p r e m i e r sys tème son t les 

déve loppan tes des sect ions q u e d é t e r m i n e n t l eu r s p lans dans le cy l indre 

enve loppe des p lans des l ignes de c o u r b u r e d u second sys t ème . 

De là r é su l t e la g é n é r a t i o n c o n n u e des surfaces d o n t les l ignes de c o u r 

b u r e d ' u n sys t ème son t dans des p l ans pa ra l l è l e s . 



THÉORÈME VIII . — R é c i p r o q u e m e n t , si les lignes de courbure d'un système 

sont dans des plans parallèles à une même droite et coupant la surface ortho

gonalement, les lignes de courbure de l'autre système sont dans des plans paral

lèles entre eux, et elles sont les développantes des sections droites que leurs 

plans déterminent dans le cylindre enveloppe des plans du premier système. 

Surfaces développables à lignes de courbure planes. 

Les géné ra t r i ce s rec t i l ignes d ' u n e surface déve loppable fo rment u n p r e 

mier sys tème de l ignes de c o u r b u r e ; l ' au t r e sys tème est formé des t r a j e c 

to i res o r thogona les de ces g é n é r a t r i c e s . On sait q u e les po r t i ons des diffé

r en t e s géné ra t r i ce s compr i ses en t re d e u x t ra jec to i res o r thogona l e s son t 

égales : de p l u s , si l ' une de ces t ra jec to i res est p l a n e , le p l an de ce t te l igne 

coupe tou tes les géné ra t r i ce s sous le m ê m e a n g l e . Il r é su l t e de là q u e si 

l 'une des l ignes de c o u r b u r e d u second sys tème est p l a n e , t ou tes les l ignes 

de c o u r b u r e de ce sys tème sont p lanes et s i tuées dans des p lans pa ra l l è les . 

E n o u t r e , les géné ra t r i ces de la surface fo rmant le m ê m e ang le avec le p lan 

d ' une de ces l ignes de c o u r b u r e , l ' a rê te de r e b r o u s s e m e n t est u n e hé l ice 

s i tuée su r u n cy l ind re don t les géné ra t r i ce s sont p e r p e n d i c u l a i r e s à ce p l an . 

Ainsi : 

THÉORÈME IX. — L'héliçoïde est la seule surface développable dont toutes les 

lignes de courbure soient planes. 

II — SURFACES A LIGNES DE COURBURE PLANES ET SPHÉRIQUES. 

THÉORÈME I . — Si les lignes de courbure d'un système sont planes, et si 

leurs plans passent par une même droite, les lignes de courbure de l'autre sys

tème sont sphériques, et les sphères qui les contiennent ont leurs centres sur la 

droite et coupent la surface orthogonalement. 

E n effet, cons idé rons d e u x géné ra t r i ce s in f in iment vois ines de la surface 

déve loppable c i rconscr i te à la surface le l o n g d ' u n e l igne d u second s y s 

t è m e . El les von t é v i d e m m e n t concour i r en u n cer ta in p o i n t de la d ro i te pa r 

laquel le pas sen t les p lans des l ignes de c o u r b u r e du p r e m i e r sys tème , et ce 

po in t de concour s est le m ê m e p o u r tous les couples de géné ra t r i c e s i n f i n i 

m e n t vo is ines . Donc la surface déve loppable c i rconscr i te est u n e surface 

c o n i q u e . Dès lo rs , la cou rbe de con tac t qu i coupe o r t h o g o n a l e m e n t les g é n é 

ra t r ices de ce cône est s i tuée su r u n e s p h è r e ayan t p o u r cen t re le s o m m e t 



du cône ; de p l u s , cet te s p h è r e , c o u p a n t le cône à ang le d ro i t , coupe aussi 

o r t h o g o n a l e m e n t la surface à laque l le le cône est c i rconscr i t . 

Remarque. — L o r s q u e les l ignes de c o u r b u r e d ' un sys tème sont dans des 

p lans para l lè les , les l ignes de c o u r b u r e p lanes de l ' a u t r e sys tème sont des 

l ignes g é o d é s i q u e s , p u i s q u e l eurs p l ans sont n o r m a u x à la surface . Lo r sque 

les l ignes de c o u r b u r e d 'un sys tème sont dans des p lans passan t pa r une 

m ê m e d ro i t e , les l ignes de c o u r b u r e s p h é r i q u e s de l ' au t r e sys tème ont une 

c o u r b u r e géodés ique c o n s t a n t e ; car l ' une q u e l c o n q u e de ces l ignes a la 

m ê m e c o u r b u r e g é o d é s i q u e , soit su r la surface , soit su r le cône c i rconscr i t 

le l o n g de ce t te l igne ; de p l u s , la c o u r b u r e géodés ique d ' u n e l igne t racée 

su r u n e surface ne c h a n g e pas dans la déformat ion de cet te surface, et, l o r s 

q u ' o n déve loppe le cône sur un p l a n , la l igne s p h é r i q u e devient un cerc le . 

THÉORÈME I I . — Si les lignes de courbure d'un système, sont sphériques et se 

trouvent sur des sphères ayant leurs centres en ligne droite et coupant la surface 

orthogonalement, les lignes de courbure de l'autre système sont planes et leurs 

plans passent par la ligne des centres. 

E n effet, les t angen te s à une m ê m e l igne de cou rbu re du second sys tème , 

é t an t no rma le s aux sphè re s qu i c o n t i e n n e n t les l ignes de c o u r b u r e du p r e 

m i e r sys t ème , von t passer r e spec t ivement pa r l eu r s cen t r e s . Comme ces 

cen t res son t sur u n e m ê m e d ro i t e , tou tes les t angen t e s r e n c o n t r a n t cet te 

d ro i t e sont é v i d e m m e n t dans un m ê m e p l an . 

THÉORÈME III. — Si deux lignes de courbure infiniment voisines d'une sur

face sont situées sur des sphères concentriques, les plans osculateurs des lignes 

de courbure de l'autre système, le long de l'une d'elles, passent par le centre 

commun des deux sphères et coupent la surface orthogonalement. 

Soient A B , A ' B ' d e u x l ignes de c o u r b u r e a p p a r t e n a n t à des sphères de 

m ê m e cen t re O, et CD u n e l igne de c o u r b u r e de l ' au t r e sys tème coupan t les 

p r e m i è r e s en M et M' (fig- 20) . Menons la n o r m a l e MN à la s u r f a c e ; le 

p lan OMN est n o r m a l à la courbe AB et con t i en t , pa r c o n s é q u e n t , l ' é l é 

m e n t MM' de la courbe CD. La n o r m a l e à la surface en M' est s i tuée dans le 

p lan OM'MN; donc ce p lan est no rmal en M' à la cou rbe A ' B ' et con t ien t 

l ' é l émen t M ' M " de la l igne CD. Ainsi le p lan OMN, normal à la surface en M 

et M', est le p lan oscu la teur de la cou rbe CD au po in t M. 

THÉORÈME I V . — Si toutes les lignes de courbure d'un même système sont 

situées sur des sphères concentriques, les lignes de courbure de l'autre système 



sont planes, et leurs plans passent par le centre commun des sphères et coupent 

la surface orthogonalement. 

Remarque I. — Ce t h é o r è m e n o u v e a u c o m p r e n d , c o m m e cas pa r t i cu l i e r , 

le t h é o r è m e de Monge re la t i f a u x surfaces à l ignes de c o u r b u r e d 'un m ê m e 

sys tème s i tuées dans des p lans pa ra l l è les . Car, si le cen t re c o m m u n des 

s p h è r e s se t r a n s p o r t e à l ' inf ini , les l ignes s p h é r i q u e s d e v i e n n e n t des l i gnes 

p lanes s i tuées dans des p l ans para l lè les , et les p l ans des a u t r e s l i gnes de 

c o u r b u r e , au l ieu d ' enve loppe r u n cône , e n v e l o p p e n t un c y l i n d r e . 

Remarque II. — Les no rma le s à la surface cons idérée sont tou tes t a n 

gen tes à une surface c o n i q u e . Ains i , les seules surfaces à l ignes de c o u r b u r e 

s p h é r i q u e s s i tuées su r des sphè re s c o n c e n t r i q u e s sont les surfaces, é tud iées 

pa r Monge , d o n t t ou t e s les n o r m a l e s sont t angen t e s à u n m ê m e cône . (Nous 

faisons abs t r ac t ion des surfaces déve loppab les qu i se ron t é tud iées p l u s lo in . ) 

COROLLAIRE. — Les lignes de courbure planes du second système sont des 

courbes superposables. 

E n effet, les r a y o n s vec teurs de ces l ignes m e n é s d u cen t r e c o m m u n des 

sphè re s et c o r r e s p o n d a n t à u n e m ê m e l igne s p h é r i q u e sont é g a u x ; de p l u s , 

les é l émen t s de ces l ignes compr i s en t r e d e u x l ignes s p h é r i q u e s consécut ives 

font le m ê m e ang le avec les r ayons vec t eu r s c o r r e s p o n d a n t s . 

De là il r é su l t e q u e les surfaces à l ignes de c o u r b u r e s p h é r i q u e s s i tuées 

su r des s p h è r e s c o n c e n t r i q u e s sont e n g e n d r é e s pa r u n e cou rbe p lane q u e l 

conque don t le p lan rou l e su r un cône . Ce sont des surfaces moulures r e l a 

tives au cône . 

THÉORÈME V . — Si les lignes de courbure d'un système sont situées dans des 

plans passant par un même point et coupant la surface orthogonalement, les 

lignes de courbure de l'autre système sont situées sur des sphères ayant leur 

centre commun en ce point. 

On voit en effet a i s émen t que les p lans n o r m a u x à u n e l igne de c o u r b u r e 

du second sys tème passen t tous pa r ce po in t . 

THÉORÈME V I . — Lorsqu'une surface a deux lignes de courbure sphériques 

infiniment voisines situées sur des sphères non concentriques, lesplans oscula-

teurs des lignes de courbure de l'autre système, le long de l'une des lignes 

sphériques, passent par un même point ou sont parallèles à une même droite. 

Soient AB, A' B' d e u x l ignes de c o u r b u r e a p p a r t e n a n t à des s p h è r e s don t 

les cent res sont O et O' (fig. 21). Soit CD u n e l igne de c o u r b u r e de l ' au t r e 



système c o u p a n t les d e u x l ignes s p h é r i q u e s en M et M'. Cons idérons le p lan 

oscu la t eu r de la l igne CD au po in t M. Les angles q u e ce p lan forme avec la 

d 'où 

En dés ignan t pa r R' le rayon de la seconde s p h è r e et pa r l' l ' ang le sous 

lequel elle coupe la surface, on a de m ê m e 

d 'où 

Cette d e r n i è r e re la t ion , qu i convient à tous les p lans oscu la t eu r s des l ignes 

de c o u r b u r e du second sys tème le long de AB, m o n t r e q u e tous ces p lans 

passent pa r le po in t I . 

Si R c o s / é t a i t égal à R' cos l', le po in t I sera i t à l ' infini , c ' e s t - à -d i re que 

t o u s les p lans oscu la teurs se ra ien t para l lè les à la dro i te XY. 

La re la t ion ( 2 ) m o n t r e de p lus que cos À est p r o p o r t i o n n e l à cos y , c 'es t -

à -d i r e q u e le long d'une des deux lignes sphériques, les plans osculateurs des 

lignes de courbure de l'autre système coupent la surface sous un angle dont le 

cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle que ces mêmes plans forment 

avec un plan perpendiculaire à la ligne des centres des deux sphères. 

Si les p lans oscu la teu r s sont pa ra l l è les à X Y , les cos inus des angles que 

ces p lans fo rment avec la surface sont p r o p o r t i o n n e l s à l eu r d is tance à cet te 

l igne X Y ; car , dans ce cas , la formule ( 2 ) doi t ê t re r emplacée par cet te a u t r e 

( 3 ) 
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centres XY. Menons la tangente MT à la l igne CD. Du po in t 0 aba issons la 

p e r p e n d i c u l a i r e OP sur cette t angen t e et la p e r p e n d i c u l a i r e OK sur le 

p lan IMT. L 'angle OMT est le c o m p l é m e n t de l 'angle l sous lequel la p r e 

m i è r e s p h è r e coupe la sur face . L 'angle KPO est le c o m p l é m e n t de l ' angle >. 

q u e le plan oscu la t eu r forme avec la surface en M et M', et l ' ang le OIK est 

le c o m p l é m e n t de l ' angle o que ce m ê m e p lan oscu la teur fait avec un plan 

p e r p e n d i c u l a i r e à XY. Soit R le r ayon de la p r e m i è r e s p h è r e . Les t r i ang les 

OPM, OKP, OKI d o n n e n t 

surface en M et M' sont é g a u x . Soit I le po in t où il coupe la l igne des 



THÉORÈME VII . — Si toutes les lignes de courbure d'un même système appar

tiennent à des sphères dont les centres sont sur une même droite XY, et si de 

plus pour toutes ces sphères le produit R cos l est proportionnel à la distance de 

leurs centres à un point fixe I de la droite XY, les lignes de courbure de V autre 

système sont dans des plans passant par ce point fixe et coupant la surface sous 

un angle dont le cosinus est proportionnel au cosinus de l 'angle que forment 

ces mêmes plans avec un plan perpendiculaire à XY. 

Si R cos l est constant, les lignes de courbure du second système sont dans 

des plans parallèles à XY et coupant la surface sous des angles dont le cosinus 

est proportionnel à leur distance à cette droite. 

Ce t h é o r è m e est u n e conséquence i m m é d i a t e du p r é c é d e n t . 

THÉORÈME VIII . — Si les lignes de courbure d'un système sont planes, que 

leurs plans passent par un même point et coupent la surface sous un angle dont 

le cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle que forment ces mêmes plans 

avec un plan fixe, les lignes de courbure de l'autre système sont sphériques. 

et les sphères qui les contiennent ont leurs centres sur une même droite perpen

diculaire au plan fixe. 

Soit I le po in t pa r lequel passen t les p l ans des l ignes de c o u r b u r e d u p re 

mie r sys t ème , et XY u n e dro i te p e r p e n d i c u l a i r e au plan fixe (fig. 2 2 ) . Con 

s idérons u n e l igne de c o u r b u r e AB du second sys t ème . Menons en M un plan 

normal à cet te l igne : ce plan n o r m a l coupe XY au po in t 0 . Aba issons de 

ce po in t la p e r p e n d i c u l a i r e OP sur la t a n g e n t e MT à la l igne de c o u r b u r e CD, 

et la p e r p e n d i c u l a i r e OK sur le p lan IMT de cet te l i gne . En dés ignan t pa r . 

l ' angle q u e ce plan forme avec la surface , et pa r o l ' angle qu ' i l forme avec, 

un plan p e r p e n d i c u l a i r e à XY. on a 

d 'où 

Pour un au t r e plan no rma l en M' à la l igne AB et c o u p a n t XY au po in t 0 , 

on a de m ê m e 

Les d e u x t angen t e s MT, M ' T à deux l ignes de c o u r b u r e inf in iment v o i 

sines du p r e m i e r sys tème son t dans un m ê m e plan p e r p e n d i c u l a i r e au 



plan OMT ; pa r c o n s é q u e n t On a donc 

d 'où 

De là il résu l te q u e si les p l ans n o r m a u x à la courbe AB coupa ien t la 

dro i te X Y en des po in t s différents, les no rma le s à la surface déve loppable 

c i rconscr i te le long de AB formera ien t le mémo angle avec X Y . Cette surface 

déve loppab le sera i t un hé l iço ïde , et la l igne AB serai t dans un plan p e r p e n 

d icu la i re à X Y . Comme tou t e s les l ignes du second sys tème ne peuven t ê t re 

dans des p lans pe rpend icu la i r e s à X Y , on peu t d i re g é n é r a l e m e n t que les 

p lans n o r m a u x à une l igne de c o u r b u r e du second sys tème passent pa r un 

m ê m e po in t O de la d ro i te X Y , et q u e , pa r c o n s é q u e n t , cet te l igne de 

c o u r b u r e est s i tuée su r une s p h è r e a y a n t p o u r cen t re ce po in t O. 

En dés ignan t pa r R le r ayon de cet te s p h è r e , pa r d la d is tance de son 

cen t re au po in t I, et par l l ' angle sous lequel elle coupe la surface , on a 

ou 

THÉORÈME I X . — Si les lignes de courbure d'un système sont planes, si 

leurs plans sont parallèles à une droite fixe et coupent la surface sous un angle 

dont le cosinus est proportionnel à la distance de ces plans à la droite fixe, les 

lignes de courbure de l'autre système sont sphériques, et les sphères qui les 

contiennent ont leurs centres sur la droite fixe. 

Soient X Y (fig. 22) la d ro i te à laquel le les p lans des l ignes de c o u r b u r e 

du p r e m i e r sys tème sont pa ra l l è l e s , et AB u n e l igne de c o u r b u r e du second 

sys t ème . Menons les p lans n o r m a u x en deux po in t s inf in iment vois ins de 

cette l igne ; ces p lans c o u p e n t X Y en O et O'. On a 

donc 

ce qui ex ige q u e le p o i n t O' soi t confondu avec le po in t O. Ains i les p lans 

n o r m a u x à une l igne q u e l c o n q u e d u second sys t ème passen t pa r u n m ê m e 
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poin t de X Y : les l ignes de c o u r b u r e du second sys tème a p p a r t i e n n e n t donc 

à des s p h è r e s ayan t leurs cen t res su r la dro i te X Y . 

En dés ignan t c o m m e p r é c é d e m m e n t pa r d la d is tance de la dro i te X Y à 

l ' un q u e l c o n q u e des p lans des l ignes de c o u r b u r e d u p r e m i e r sys tème , 

pa r R le r ayon d ' u n e s p h è r e et pa r l l ' ang le sous lequel elle coupe la s u r 

face, on a 

d 'où 

THÉORÈME X . — Si deux lignes de courbure infiniment voisines d'un sys

tème sont sphériques et que les lignes de courbure de l'autre système soient 

planes, les plans de ces dernières passent tous par un même point et coupent la 

surface sous un angle dont le cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle 

qu'ils forment avec un plan fixe, et, par conséquent, toutes les lignes de cour

bure du premier système sont sphériques. 

Le po in t pa r lequel passen t les p l ans des l ignes de c o u r b u r e du second 

sys tème peu t ê t re à l ' inf in i ; et a lors ces p lans son t para l lè les à u n e m ê m e 

dro i te et c o u p e n t la surface sous un angle don t le cos inus est p r o p o r t i o n n e l 

à leur d i s tance à cet te d ro i t e . 

THÉORÈME X I . — Si trois lignes de courbure infiniment voisines d'un sys

tème sont planes et que les lignes de courbure de l'autre système soient sphé

riques, les centres des sphères qui contiennent ces dernières sont en un même 

point ou sur une même droite; dans ce d e r n i e r cas, R cos l est constant ou 

proportionnel à la distance des centres des sphères à un point fixe de la 

droite; pa r c o n s é q u e n t , toutes les lignes de courbure du premier système sont 

planes. 

THÉORÈME X I I . — Si trois lignes de courbure infiniment voisines d'un sys

tème sont planes, les sphères osculatrices des lignes de courbure de l'autre sys

tème, le long de lime des lignes planes, ont leurs centres en un même point ou 

sur une même droite, et de plus, dans ce dernier cas, pour toutes ces sphères, 

R cos l est constant ou proportionnel à la distance de leurs centres à un point 

fixe de la droite. 

Conclusion. 

THÉORÈME X I I I . — Dans une surface à lignes de courbure planes et sphè-



tiques, les plans des lignes de courbure planes passent par un même point ou 

sont parallèles à une même droite, ou passent par une même droite. 

Dans le p r e m i e r cas, les sphères qui contiennent les lignes sphériques ont 

leurs centres en un même point ou sur une même droite. 

Dans les au t r e s cas , les centres des sphères sont sur une même droite. 

Lorsque les centres des sphères sont en un même point, les plans coupent la 

surface orthogonalement. 

Lorsque les centres des sphères sont sur une même droite, suivant que R cos l 

est constant ou proportionnel à la distance de ces centres à un point fixe, les 

plans coupent la surface sous un angle dont le cosinus est proportionnel à leur 

distance à la ligne des centres, ou au cosinus de l'angle qu'ils forment avec un 

plan perpendiculaire à cette ligne. 

Surfaces développables à lignes de courbure sphériques. 

THÉORÈME X I V . — Si l'une des lignes de courbure d'une surface dévelop

pable est sphérique, toutes les autres lignes de courbure sont aussi sphériques et 

situées sur des sphères concentriques. 

Cela résu l te de ce q u e les por t ions de géné ra t r i ce s compr i ses en t r e deux 

l ignes de c o u r b u r e sont éga les , et q u e les géné ra t r i ce s fo rment le m ê m e 

ang le avec les r ayons c o r r e s p o n d a n t s de la s p h è r e qu i con t i en t l ' une des 

l ignes de c o u r b u r e . 

THÉORÈME X V . — Les seules surfaces développables dont les lignes de cour

bure soient sphériques sont les surfaces circonscriptibles à une sphère. 

On voit en effet q u e les p lans t angen t s à la surface, fo rmant le m ê m e 

ang le avec la s p h è r e qu i con t i en t l ' une des l ignes de c o u r b u r e , sont tous à 

éga le d i s tance du cen t re de cet te s p h è r e . 

Suif aces dont toutes les normales sont tangentes à une même sphère. 

La g é n é r a t i o n de ces surfaces , donnée pa r Monge , se dédu i t faci lement de 

ce qu i p r é c è d e . E n effet, les surfaces déve loppab les formées pa r les no rma les 

aux différents po in t s des l ignes de c o u r b u r e d 'un même système sont c i r 

conscr i tes à u n e m ê m e s p h è r e ; dès lo rs , ces l ignes de c o u r b u r e son t s p h é 

r i q u e s et s i tuées su r des sphè re s c o n c e n t r i q u e s . Pa r su i t e , en ver tu d 'un 

t h é o r è m e p r é c é d e n t , les au t r e s l ignes de c o u r b u r e de la surface sont p l a n e s : 



l eurs p lans c o u p e n t la surface à angle d ro i t et passent par le cen t re c o m m u n 

de tou tes les s p h è r e s . 

Ainsi les surfaces don t il s 'agi t on t la m ê m e géné ra t i on que les surfaces 

don t toutes les n o r m a l e s son t t a n g e n t e s à u n cône ; s eu l emen t la g é n é r a 

t r ice , au l ieu d 'ê t re u n e courbe q u e l c o n q u e , est la déve loppan te d ' u n cercle 

ayant p o u r cen t re le s o m m e t du cône . 

APPENDICE. 

Les t h é o r è m e s VI et XII peuven t ê t re p ré sen té s sous une forme qu i e x 

p r i m e une p rop r i é t é généra le des surfaces ayan t u n seul sys tème de l ignes 

de c o u r b u r e p lanes ou s p h é r i q u e s . 

THÉORÈME XVI. — Dans les surfaces qui ont un système de lignes de cour

bure sphériques, les plans osculateurs des lignes de courbure de l'autre système, 

le long d'une ligne sphérique, passent par un même point ou sont parallèles à 

une même droite. De plus, ou ils sont normaux à la surface le long de cette 

ligne, ou ils la coupent sous un angle dont le cosinus est proportionnel au 

cosinus de l'angle qu'ils forment avec un plan fixe, ou à leur distance à une 

droite fixe. 

THÉORÈME XVII . — Dans les surfaces qui ont un système de lignes de cour

bure planes, les sphères osculatrices des lignes de courbure de l'autre système, 

le long d'une ligne plane, ont leurs centres en un même point ou sur une même 

droite, et, dans ce dernier cas, R cos l est constant ou proportionnel à la dis

tance de leurs centres à un point fixe. 

III . — SURFACES A LIGNES DE COURBURE SPHÉRIQUES. 

1. On peu t r a t t a che r la théor i e de ces surfaces à celle des surfaces à l ignes 

de c o u r b u r e p lanes ou à l ignes de c o u r b u r e p lanes et s p h é r i q u e s , en m o n 

t r a n t que les p r e m i è r e s se dédu i s en t des de rn i è re s au moyen d ' u n e t r a n s 

format ion p a r r ayons vec t eu r s r é c i p r o q u e s . 

Il suffit de cons idé re r les s p h è r e s qu i c o n t i e n n e n t t ro i s l ignes de c o u r 

b u r e in f in iment vois ines d ' un m ê m e sys tème . Ces t ro is sphères on t ou d e u x 

po in t s c o m m u n s ou u n po in t c o m m u n avec une t a n g e n t e c o m m u n e en ce 

po in t , ou u n cercle c o m m u n qu i peu t se r é d u i r e à un po in t , ou b ien elles 

n ' o n t aucun po in t réel c o m m u n . 

Lorsqu ' i l y a au m o i n s un po in t c o m m u n , en p r e n a n t ce po in t p o u r cen t re 



de t r ans fo rma t ion , on ob t i en t u n e surface qu i a t ro i s l ignes de c o u r b u r e 

p lanes d a n s un sys tème et des l ignes de c o u r b u r e p lanes ou s p h é r i q u e s dans 

l ' au t re ; p a r conséquen t , ce t te surface t r ans fo rmée a tou tes ses l ignes de 

c o u r b u r e p lanes dans u n sys tème et p l anes ou s p h é r i q u e s dans l ' a u t r e . 

Mais si les t rois sphè re s n ' o n t aucun po in t c o m m u n , la m é t h o d e p r é c é 

den te se t rouve en défaut . 

Ce cas peu t - i l se p r é s e n t e r , et , s'il se p r é s e n t e , p e u t - o n , au moyen d 'une 

d i la ta t ion ou d ' u n e con t rac t ion convenab le de la sur face , le ramener au cas 

géné ra l ? 

P o u r r é p o n d r e à ces q u e s t i o n s , nous a t t a q u e r o n s le p rob lème d i r ec t emen t 

en c h e r c h a n t la r e la t ion géné ra l e qu i exis te en t re les s p h è r e s auxque l l e s 

a p p a r t i e n n e n t les l ignes de c o u r b u r e des d e u x sys tèmes . 

Une formule t r è s - s i m p l e lie e n t r e e u x les ang les sous lesquels les sphères 

c o u p e n t la sur face , et l ' ang le que les sphè re s d ' un sys tème forment avec les 

sphè re s de l ' au t r e s y s t è m e ; et cette formule n 'es t pas pa r t i cu l i è re à d e u x 

sys tèmes de s p h è r e s : elle s ' app l ique é g a l e m e n t à d e u x sys tèmes de p lans ou 

à un sys tème de s p h è r e s et u n sys tème de p l ans . 

De là u n e théo r i e nouvel le t ou t é l é m e n t a i r e , et des surfaces à l ignes de 

c o u r b u r e p l anes , e t d e s surfaces à l ignes de c o u r b u r e p lanes e t s p h é r i q u e s . 

et des surfaces à l ignes de c o u r b u r e s p h é r i q u e s . 

Nous i n d i q u e r o n s r a p i d e m e n t l ' app l ica t ion de cet te nouvel le m é t h o d e aux 

deux p r e m i è r e s ca tégor ies de surfaces qu i on t été déjà é tud iées en dé ta i l , 

et n o u s déve lopperons tous les résu l ta t s qu ' e l l e fourn i t p o u r les surfaces à 

l ignes de c o u r b u r e s p h é r i q u e s . 

Nouvelle méthode applicable aux trois catégories de surfaces. 

2 . Théorème fondamental. — Cons idérons deux l ignes de c o u r b u r e s p h é 

r i q u e s AA' , BB' (fig. 23), a p p a r t e n a n t à des sphè re s qu i c o u p e n t la surface 

sous des ang les l et X. Les p lans t a n g e n t s à ces d e u x s p h è r e s e t le p lan t a n 

gen t à la surface en M forment u n angle t r i è d r e qu i d o n n e 

(4 ) cosd = cos/cosX, 

<1> d é s i g n a n t l ' angle des p lans t angen t s aux d e u x s p h è r e s . 

On p e u t subs t i tue r à ces s p h è r e s d e u x p l a n s , ou un p lan et une s p h è r e . 

Donc : 

Lorsque toutes les lignes de courbure d'une surface sont planes, le plan de 

chacune de ces lignes coupe les plans des lignes de l'autre système sous un angle 



dont le cosinus est proportionnel au cosinus de l 'angle que forment ces mêmes 

plans avec la surface. 

Lorsque les lignes de courbure d'un système sont planes et les lignes de cour

bure de l'autre système sphériques, chaque sphère coupe les plans sous un angle 

dont le cosinus est proportionnel au cosinus de l 'angle que forment ces mêmes 

plans avec la surface; et chaque plan coupe toutes les sphères sous un angle 

dont le cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle que forment ces mêmes 

sphères avec la surface. 

Lorsque toutes les lignes de courbure d'une surface sont sphériques, chacune 

des sphères d'un système coupe toutes les sphères de l'autre système sous un angle 

dont le cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle que forment ces der

nières sphères avec la surface. 

Surfaces à lignes de courbure planes. 

3. Cons idérons les p l ans de d e u x l ignes de c o u r b u r e d 'un sys tème , et 

c h e r c h o n s le sys tème de p lans qu i les c o u p e n t sous des angles don t les c o s i 

n u s ont un r a p p o r t cons tan t . 

Menons par le cen t re d ' u n e s p h è r e des d ro i t es p e r p e n d i c u l a i r e s a u x p l a n s . 

L 'angle de deux de ces dro i tes é t an t égal à l ' angle des deux p lans c o r r e s 

p o n d a n t s , on voit faci lement que la ques t ion est r a m e n é e à ce l le -c i : 

Quelle est sur une sphère le lieu géométrique des points dont les distances an

gulaires à deux points fixes ont des cosinus proportionnels entre eux? 

Le l ieu de ces po in t s est un g r a n d cercle p e r p e n d i c u l a i r e su r celui qu i 

j o in t les d e u x po in t s fixes. Donc les p e r p e n d i c u l a i r e s m e n é e s par un m ê m e 

po in t su r les p lans des l ignes de c o u r b u r e du second sys tème sont dans un 

m ê m e plan ; donc enfin : 

Les plans des lignes de courbure du second système enveloppent un cylindre. 

De m ê m e , les plans des lignes de courbure du premier système enveloppent un 

cylindre ; et les deux cylindres enveloppés ont leurs génératrices perpendicu

laires. 

Les pe rpend icu l a i r e s m e n é e s par le cen t re de la s p h è r e su r les p l ans des 

deux sys tèmes de l ignes de c o u r b u r e d é t e r m i n e n t d e u x g r a n d s cerc les AA' , 

BB' (fig- 24). Cons idérons d e u x po in t s M et N c o r r e s p o n d a n t à d e u x p lans 

de sys tèmes différents . L ' a rc MN m e s u r e l ' angle de ces d e u x p l ans . D é s i 

g n o n s cet angle pa r à. E n appe l an t oc et jS les arcs CM et CN, on a, dans le 

t r i ang le s p h é r i q u e MCN, 



mais , l et ). dés ignan t les ang les sous lesquels les d e u x p lans coupen t la s u r 

face, on a éga l emen t 

d 'où 

(5) 

La d ro i t e OC est p e r p e n d i c u l a i r e a u x géné ra t r i ce s des d e u x cy l indres en

ve loppes ; donc les plans des lignes de courbure d'un système coupent la surface 

sous un angle dont le cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle que forment 

ces mêmes plans avec un plan fixe. 

Comme le p lan oscu la t eu r d ' u n e l igne de c o u r b u r e forme en d e u x po in t s 

inf in iment vois ins le m ê m e angle avec la surface, on peu t encore d é d u i r e de 

ce qu i p récède le t h é o r è m e su ivan t : 

Dans toute surface à lignes de courbure d'un système planes, les plans oscula

teurs des lignes de courbure de l'autre système, le long d'une ligne du premier, 

sont parallèles à une même droite et coupent la surface sous un angle dont le 

cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle que ces mêmes plans forment avec 

un plan fixe. 

Surfaces à lignes de courbure planes et sphériques. 

4 . Cons idérons les p l ans de deux l ignes de c o u r b u r e p lanes et p roposons -

nous de t rouve r u n sys tème de sphères qu i c o u p e n t ces d e u x p lans sous des 

ang les don t les cos inus soient p ropo r t i onne l s a u x cos inus des ang les q u e ces 

p lans fo rment avec la surface . Dés ignons pa r R le r ayon d ' u n e s p h è r e , pa r ù 

et <b' les angles sous lesquels elle coupe les deux p l ans , et appe lons p et p' les 

p e r p e n d i c u l a i r e s abaissées de son cen t r e sur les d e u x p l a n s . On a 

d 'où 

donc les cen t re s des sphè re s sont s i tués dans un m ê m e p l an . Si au l ieu de 

d e u x l ignes p lanes nous en cons idé rons t ro i s , n o u s r econna î t rons q u e les 

cen t res des s p h è r e s se t r ouven t g é n é r a l e m e n t su r u n e m ê m e d ro i t e . 

E x a m i n o n s r a p i d e m e n t les différents cas qu i p e u v e n t se p r é sen t e r . 

1° Les t ro i s p lans cons idérés passen t pa r u n m ê m e po in t . On voit fac i le 

m e n t que les cen t res des sphè re s sont su r u n e m ê m e dro i te passan t pa r ce 

8 



point , et pa r sui te q u e tous les p lans des l ignes de c o u r b u r e du p r e m i e r s y s 

tème passent pa r ce m ê m e po in t (nous exc luons le cas où les p l ans des l ignes 

de cou rbu re p lanes coupen t la surface o r t h o g o n a l e m e n t , auque l cas les l ignes 

de c o u r b u r e de l ' au t re sys tème sont s i tuées su r des sphè re s c o n c e n t r i q u e s ) . 

Si l 'on dés igne par d la d i s tance du cen t re d ' u n e s p h è r e au po in t de c o n 

cours des p l ans , et pa r <p l ' angle que forme un de ces p lans avec un plan 

perpendicu la i re à la l igne des cen t r e s , on a 

mais 

donc 

(6) 

formule déjà o b t e n u e par u n e a u t r e m é t h o d e , et don t les conséquences ont 

été énoncées p r é c é d e m m e n t . 

20 Les t rois p lans sont para l lè les à u n e m ê m e d ro i t e . Dans ce cas , les 

cent res des sphè re s sont su r une m ê m e d ro i t e , et t ous les p lans des l ignes de 

cou rbu re du p remie r sys tème sont para l lè les à cet te d ro i t e . De p l u s , on a la 

re la t ion 

(7) 

donc , e tc . 

3 ° L o r s q u e les t ro is p l ans passent pa r u n e m ê m e d ro i t e , les cen t res des 

sphères sont nécessa i r emen t su r cette d ro i t e , et p a r sui te tous les p lans des 

l ignes de c o u r b u r e d u p r e m i e r sys tème c o n t i e n n e n t cet te m ê m e d ro i t e . La 

formule ( 7 ) dev ien t dans ce cas 

(8) 

donc tous les p lans coupen t la surface o r t h o g o n a l e m e n t , auque l cas la s u r 

face est de révo lu t ion , ou tou tes les sphères coupen t la surface o r t h o g o n a l e 

m e n t . 

Il n 'y a pas l ieu d ' e x a m i n e r le cas où les t ro is p lans sont para l lè les , car on 

sait q u e , si tous les p lans des l ignes de c o u r b u r e d ' u n sys tème sont pa ra l l è les , 

les l ignes de c o u r b u r e de l ' a u t r e sys tèmes son t p l anes . 

Comme la s p h è r e oscula t r ice d ' u n e l igne de c o u r b u r e forme en t ro is po in t s 

inf in iment voisins le m ê m e angle avec la surface , on d é d u i t de ce qu i p récède 

le t h é o r è m e su ivan t , déjà énoncé ( t h é o r . XVII) : 

Dans une surface à lignes de courbure d'un système planes, les sphères oscu-



latrices des lignes de courbure de l'autre système, le long d'une ligne plane, ont 

leurs centres en un même point ou sur une même droite ; et dans ce dernier cas, 

le produit du rayon de chaque sphère par le cosinus de l'angle quelle forme avec 

la surface est constant ou proportionnel à la distance de son centre à un point 

fixe situé sur la ligne des centres. 

Si on cons idéra i t deux sphè re s et q u ' o n c h e r c h â t le sys tème de p lans 

qu i coupen t ces s p h è r e s sous des angles dont les cos inus sont p r o p o r t i o n n e l s 

aux cos inus des ang les q u e ces sphè re s fo rment avec la surface, on r e c o n n a î 

t ra i t a isément q u e tous les p l ans passen t pa r u n m ê m e po in t ou u n e m ê m e d r o i t e . 

De là on peu t dédu i r e le t h é o r è m e relatif a u x p lans oscu la teurs des l ignes de 

c o u r b u r e d 'un sys tème , le long de d e u x l ignes de c o u r b u r e s p h é r i q u e s i n 

f iniment voisines de l ' au t re sys tème , l eque l t h é o r è m e a déjà é té énoncé 

( théor . XVI ) . 

Surfaces à lignes de courbure sphériques dans les deux systèmes. 

5 . Comme nous au rons dans ce qu i sui t à d i la ter u n e surface d ' u n e quan t i t é 

cons tan te dans le sens de ses no rma les , nous é tab l i rons d ' abord u n t h é o r è m e 

relat if à cette d i l a t a t ion . 

Lorsqu'on dilate une surface d'une quantité constante dans le sens de ses 

normales, à une ligne de courbure plane correspond, après la dilatation, une 

ligne de courbure plane, et à une ligne de courbure sphérique une autre ligne 

de courbure sphérique ; de plus, les plans correspondants sont parallèles, et les 

sphères correspondantes sont concentriques. 

Considérons d 'abord u n e l igne de c o u r b u r e p l a n e . Les no rma le s à la s u r 

lace le l ong de cet te l igne fo rment le m ê m e angle avec son p l an . Donc , si 

l 'on p r e n d sur ces no rma le s des l o n g u e u r s égales à par t i r de leur p ied , les 

ex t r émi t é s de ces l o n g u e u r s se ron t à la m ê m e d is tance du plan de la l igne 

de c o u r b u r e , c ' e s t - à -d i r e se ron t e l l es -mêmes dans u n plan pa ra l l è l e . 

Soit m a i n t e n a n t u n e l igne de c o u r b u r e s p h é r i q u e . Les n o r m a l e s à la sur 

face le long de cette l igne forment le m ê m e angle avec les r ayons cor respon

dan t s de la sphè re qu i la cont ien t ; si donc on p rend sur ces n o r m a l e s , à 

par t i r de l eu r p i ed , des l o n g u e u r s éga les , les ex t r émi t é s de ces l o n g u e u r s 

se ron t à la m ê m e d is tance du cen t re de la s p h è r e , c ' e s t - à - d i r e se ron t s i tuées 

sur un sys tème c o n c e n t r i q u e . 

Si l 'on dés igne pa r r le rayon de la p r e m i è r e s p h è r e , pa r l. l ' angle sous 

lequel elle coupe la surface, pa r R le r ayon de la seconde s p h è r e et par n la 

quan t i t é de d i l a t a t ion , on a la re la t ion 

(9) 
3. 



Soit m a i n t e n a n t u n e surface don t tou tes les l ignes de c o u r b u r e sont s p h é 

r i ques . 

Premier cas. — Considérons t rois sphè re s q u e l c o n q u e s d ' un m ê m e sys tème 

et supposons leurs cen t res en l igne d r o i t e ; p r e n o n s cet te d ro i te p o u r axe 

des z ; dés ignons pa r 7 ' , y", y'" les d is tances des cen t res au plan des xy ; 

par p', p", p'" les r ayons des sphè re s , et pa r >.', X", X'" les angles sous lesque ls 

elles coupen t la surface . Soit R le r a y o n d ' u n e s p h è r e de l ' au t r e sys tème , 

/ l ' ang le qu ' e l l e forme avec la surface, et a, b, c les coo rdonnées de son 

c e n t r e . Cette s p h è r e coupe celles du p r e m i e r sys tème sous des angles don t les 

cos inus sont é g a u x r e spec t ivemen t à cos /cosX' , cos /cosX" , cos/cosX" ' . On a 

donc 

(I) 

(2) 

(3) 

et pa r su i t e , 

(4) 
(5) 

1° Supposons p' cosX' différent de p" cosX" et de p'" cosX'". 

Les équa t ions (4) et (5) d é t e r m i n e n t p o u r c et R c o s / des va leurs c o n 

s tantes ; donc les centres des sphères du second système sont dans un même plan 

perpendiculaire à l'axe des z, et le produit du rayon de chaque sphère par le 

cosinus de l'angle qu'elle forme avec la surface est constant. 

P r e n o n s p o u r p l an des xy le p lan des cen t res des s p h è r e s d u second s y s 

t è m e , c ' e s t - à - d i r e faisons c = o dans les é q u a t i o n s (4) et (5 ) . Les va leurs 

de R c o s / q u e l 'on t i re a lors de ces é q u a t i o n s do iven t ê t re égales : 

d 'où 

ou g é n é r a l e m e n t , p o u r les t rois s p h è r e s , 

(6) 

L'équa t ion (I) donne 



ou 

(7) 

L'équa t ion généra le des s p h è r e s d u second sys tème , savoir : 

dev ien t , pa r la subs t i tu t ion de la va l eu r de R 2 , 

(8) 

Cette équa t ion est vérifiée, que l s q u e soient a et b, p o u r 

Donc toutes les sphères du second système passent par deux mêmes points situés 

sur l'axe des z. 

Si k' = o , les deux po in t s se r é d u i s e n t à u n seul ; tou tes les sphè re s ont 

une t a n g e n t e c o m m u n e en ce po in t . 

Si k' > o , les d e u x po in t s c o m m u n s sont i m a g i n a i r e s ; mais si l 'on 

d i la te la surface de la q u a n t i t é n, l ' équa t ion des sphères du second sys tème 

devient 

(9) 

On p e u t tou jours d isposer n de m a n i è r e à r e n d r e le second m e m b r e de cette 

équa t ion positif, c ' e s t - à - d i r e les deux po in t s c o m m u n s rée l s . 

2 ° E x a m i n o n s m a i n t e n a n t le cas où 

Les équa t ions (4) et (5) d e v i e n n e n t , dans ce cas , 

(4') 

(5') 

et p o u r q u e ces de rn i è re s é q u a t i o n s soient compa t ib le s , il faut que l 'on ait 

d ' où 

( 1 0 ) 



L'équa t ion généra le des t ro is sphères est 

Si l 'on remplace p- par sa va l eu r , elle devient 

Cette équat ion est vérifiée, que l que soit y, p o u r 

Donc les sphères contiennent un même cercle. 

Dans le cas où le cercle c o m m u n se r é d u i t à u n po in t ; les sphères 

sont t angen te s en ce po in t . 

Si k" est p lus pe t i t q u e le cercle c o m m u n est i m a g i n a i r e ; ma i s si l 'on 

di late la surface de la q u a n t i t é n, les équa t ions du cercle c o m m u n d e 

v iennen t 

On peut d isposer de la quan t i t é de d i la ta t ion n de m a n i è r e à r e n d r e posit if le 

second m e m b r e de cette de rn i è re é q u a t i o n , c 'est-à-dire le cercle rée l . 

L ' équa t ion (4 ' ) m o n t r e que les centres des sphères du second système sont 

tous dans un même plan perpendiculaire à l'axe des z. 

Si l 'on p r e n d ce p lan p o u r p lan des xy, l ' équa t ion ( i ) d o n n e 

( I I ) 

Telle est la re la t ion qu i exis te en t r e les r a y o n s des sphères du second s y s 

t ème , les coo rdonnées de leur cen t re et l ' ang le sous lequel elles coupen t la 

surface. 

Second cas. — Cons idérons g é n é r a l e m e n t t ro is sphè re s dont les cen t res ne 

soient pas en l igne d ro i t e . 

P r enons p o u r p lan des yz le p lan des t ro i s cen t res et dés ignons pa r o p ' y ' , 

ofi"y". ojS"'y'" l eurs c o o r d o n n é e s . Nous avons 

(1) 

(3) 



d 'où 

(4) 

(5) 

i° Soit d ' abord 

Les équa t ions (4 ) et ( 5 ) dev iennen t , dans ce cas , 

(4') 
(5') 

Ces de rn i è re s équa t ions é tan t du p r e m i e r d e g r é par r a p p o r t à b et c 

représenten t u n e l igne d ro i te ; donc les centres des sphères du second système 

tont sur une même droite perpendiculaire au plan des yz. 

Prenons cet te dro i te p o u r axe des x, c ' e s t - à - d i r e faisons, dans les é q u a 

tions (4 ' ) et ( 5 ' ) , b — o, c = o : elles d o n n e n t a lors 

d 'où 

ou g é n é r a l e m e n t , p o u r les t rois s p h è r e s , 

(6) 

L 'équa t i on généra le de ces sphè re s devien t , pa r la subs t i tu t ion de cette 

va leur de o2, 

(7) 

On voit qu ' e l l e s passent par les deux po in t s d o n t les coo rdonnées sont 

Si k' é tai t négatif, on r econna î t r a i t , c o m m e p r é c é d e m m e n t , q u ' e n d i la tan t la 

surface d ' u n e quan t i t é convenab le , on p o u r r a i t r e n d r e les deux po in t s c o m 

m u n s rée l s . 



L 'équa t ion (I) d o n n e 

(8) 

20 Supposons m a i n t e n a n t (o'cos/.' différent de p" cosX" et de p"'cosl"'. 

Il y a d e u x cas à e x a m i n e r . 

Soit d ' abo rd 

Les équa t ions (4 ) et ( 5 ) r e p r é s e n t e n t , dans ce cas , u n e l igne d r o i t e ; donc 

les centres des sphères du second système sont sur une même droite perpendicu

laire au plan des yz. 

P r e n o n s cette d ro i t e p o u r axe des x, c ' e s t - à - d i r e faisons b — o, c — o , 

dans les é q u a t i o n s (4 ) et (5 ) : el les d o n n e n t a lors 

ou g é n é r a l e m e n t , 

(9) 

De l ' équa t ion (I) on t i re 

ou 

(10) 

S u b s t i t u o n s cet te va leur de R 2 dans l ' équa t ion des sphè re s d u second s y s 

t ème , elle devient 

(11) 

Cette équa t i on est vérifiée, quel q u e soit a, p o u r x — o , y- -+- z2 = — k'; 

donc les sphères du second système contiennent un même cercle qu'on peut 

toujours rendre nul, s il ne l'est pas, par une dilatation convenable de la 

surface. 

Soit R cos / var iable d ' u n e s p h è r e à l ' au t r e : c 'est le cas g é n é r a l . 

L ' é l imina t ion d e R c o s / e n t r e les équa t ions ( 4 ) et (5 ) condu i t à l ' équa t ion 

d 'un p lan p e r p e n d i c u l a i r e au p lan de yz ; donc les centres de toutes les sphères 

du second système sont dans un même plan perpendiculaire au plan des centres 

des trois sphères de l'autre système. 



Prenons ce p lan p o u r p lan de xy; il faut faire c — o dans les équa t ions ( t\) 

et (5), et a lors elles do iven t ê t re i d e n t i q u e s . On a donc 

d 'où 

ou g é n é r a l e m e n t 

(12)et 

ou 

( , 3 ) 

S u b s t i t u a n t dans cet te de rn i è r e é q u a t i o n la va leur de p cosX, t i rée de l ' équa

t ion (12), n o u s ob t enons ainsi 

(14) 

L ' é q u a t i o n g é n é r a l e des t ro i s sphè re s dev ien t a lo rs 

El le est vérif iée, que l s q u e so ien t S et 7 , p o u r 

les trois sphères ont donc deux points communs. 

L 'équa t i on (4) d o n n e 

( 1 5 ) 

et l ' équa t ion (1) 

ou 

9 

( 1 6 ) 



L'équa t ion des s p h è r e s du second sys tème, q u a n d on y a r emplacé R 2 par sa 

va leur t i rée de l ' équa t ion p r écéden t e , dev ien t 

Cette équa t i on est vérifiée, que l s que soient a et b, p o u r 

donc toutes les sphères du second système passent par deux mêmes points. 

Si k'" es t p l u s pe t i t q u e k"2, les po in t s c o m m u n s se ron t i m a g i n a i r e s . D i l a 

tons la surface de la q u a n t i t é n : l ' équa t ion des sphè re s du second sys tème 

devient 

ou 

On voit qu ' e l l e s passen t tou tes pa r les d e u x po in t s 

Le coefficient de n2 sous le radica l est I — k2. L ' é q u a t i o n des t ro i s sphè re s 

du p r e m i e r sys tème devien t , après la d i l a ta t ion , 

Cette équa t ion est vérifiée, que l s q u e so ien t jS et y, p o u r 

Le coefficient de n2 sous le radical est I — ^> D o n c , que l l e q u e soit la va leur 

de k, on p o u r r a tou jours d isposer de la q u a n t i t é de d i la ta t ion n, de m a n i è r e 

à r e n d r e rée l s , s inon les po in t s c o m m u n s a u x sphè re s de l 'un et l ' au t r e s y s 

t ème , mais au moins les po in t s c o m m u n s a u x s p h è r e s de l ' u n . des sys tèmes . 

Conclusion. — Il r ésu l t e de cet te d iscuss ion q u e les centres des sphères qui 

contiennent les deux systèmes de lignes de courbure sphériques d'une surface 

sont, ou sur une même droite, ou dans un même plan. 

Lorsque les centres des sphères d'un même système sont sur une même droite, 

les centres des sphères de l'autre système sont dans un même plan perpendicu-



laire à cette droite ; de plus, si pour les premières sphères jscosX est constant, 

elles contiennent toutes un même cercle qu'on peut toujours rendre réel par une 

dilatation convenable de la surface; et si p cosX est variable, les sphères de l'autre 

système passent par deux mêmes points qu'on peut toujours rendre réels. 

Lorsque les centres des sphères d'un système sont dans un même plan, et que 

l'un des deux produits p cosX ou R cos / est constant, les centres des sphères de 

l'autre système sont sur une même droite perpendiculaire à ce plan, et alors 

ou les sphères du premier système passent par deux mêmes points ou les sphères 

du second système contiennent un même cercle. Si aucun des deux produits 

o cos). , R c o s / n'est constant, les centres des deux systèmes de sphères sont situés 

dans des plans rectangulaires, et les sphères de chaque système passent par 

deux mêmes points. En dilatant la surface d'une quantité convenable, on peut 

toujours rendre réels les points communs aux sphères de l'un au moins des deux 

systèmes. 

Enfin, dans le cas où les sphères d'un système dont aucun point commun 

réel ou imaginaire, il existe entre la position du centre de ces sphères, leur rayon 

et l'angle sous lequel elles coupent la surface de certaines relations qui ont été 

établies dans la discussion précédente. 

Si l 'on t rans forme par r a y o n s vec teu r s r é c i p r o q u e s u n e surface à l ignes de 

c o u r b u r e s p h é r i q u e s , en p r e n a n t p o u r cen t re de t r ans fo rma t ion u n po in t 

c o m m u n a u x sphè re s d ' un sys t ème , cet te surface dev iendra u n e surface à 

l ignes de c o u r b u r e p lanes dans les deux sys tèmes , ou à l ignes de c o u r b u r e 

p lanes dans un sys tème et s p h é r i q u e s dans l ' au t r e ; donc les surfaces à lignes 

de courbure sphériques sont des transformées par rayons vecteurs réciproques des 

surfaces à lignes de courbure planes et à lignes de courbure planes et sphériques, 

ou des surfaces parallèles à ces transformées. 

Surfaces dont les lignes de courbure d'un système sont des cercles, ou surfaces 

enveloppes de sphères. 

6 . Premier cas. — Pa rmi les surfaces enve loppes de s p h è r e s , c h e r c h o n s 

celles don t tou tes les l ignes de c o u r b u r e sont p l a n e s . 

On sai t que les l ignes de c o u r b u r e d ' u n m ê m e sys tème de ce gen re de s u r 

faces son t des cerc les . Les l ignes de c o u r b u r e de l ' au t r e sys tème se ron t donc 

p lanes , si les p lans de ces cercles sont pa ra l l è les à u n e m ê m e d ro i t e et c o u p e n t 

la surface sous un ang le d o n t le cos inus est p ropo r t i onne l au cos inus de 

l ' ang le , qu ' i l s fo rment avec u n plan para l lè le à la d ro i t e . 

La p r e m i è r e cond i t ion exige q u e les cen t re s des s p h è r e s enve loppes so ien t 

9-



sur u n e cou rbe p lane ; la seconde va se rv i r à d é t e r m i n e r la loi de var ia t ion 

du rayon de ces s p h è r e s . 

Soit MN (fig. 25) le lieu des cen t r e s des sphè re s enve loppes : cons idé rons 

deux s p h è r e s consécut ives ayan t p o u r cen t r e O et O'; elles se c o u p e n t su ivant 

un cercle de d i a m è t r e A B , d o n t le p lan est p e r p e n d i c u l a i r e à la t angen te OT 

L 'angle sous lequel le plan de ce cercle coupe la surface est égal à AOT. Il 

faut que le cos inus de cet angle soit p r o p o r t i o n n e l au cos inus de l ' angle que 

le plan d u cercle forme avec Une ce r t a ine l igne XY s i tuée dans le p lan de la 

courbe MN. Dés ignons par R le rayon de l a s p h è r e m o b i l e , pa r s l ' o rdonnée OP 

de la courbe MN, par X l ' ang le q u e le p lan du cercle forme avec la surface, et 

par y l ' ang le q u e forme ce p lan avec XY : n o u s avons 

d ' o ù 

d 'où enfin. 

( I ) 

On pet i t dép lacer la l igne XY pa ra l l è l emen t à e l l e - m ê m e de m a n i è r e que 

la cons t an te m' soit n u l l e ; donc : si le rayon de la sphère mobile varie propos 

tionnellemént à l'ordonnée de la courbe MN, la surface enveloppe aura toutes 

ses lignes de courbure plane. 

De p lus , les plans des lignes non circulaires passent tous par la droite XY. 

En effet, la p e r p e n d i c u l a i r e AY au rayon OA va r e n c o n t r e r la t a n g e n t e OT 

en u n po in t D de X Y ; dès lo r s , les l ignes de c o u r b u r e c i r cu la i r e s peuven t 

ê t re r ega rdées c o m m e a p p a r t e n a n t à des s p h è r e s don t les cen t re s son t su r la 

dro i te XY et qu i c o u p e n t la surface o r t h o g o n a l e m e n t , e t , d ' a p r è s u n t h é o 

rème c o n n u , les p lans des l ignes de c o u r b u r e de l ' au t r e sys tème passen t par 

la dro i te X Y . 

Cas particulier. — Si les p lans des cercles c o u p e n t la surface o r t h o g o n a l e 

men t , les l ignes de c o u r b u r e de l ' au t r e sys tème sont dans des p lans p a r a l 

lèles et les s p h è r e s enve loppes on t le m ê m e r a y o n . La surface est a lors une 

sur face-cana l don t la d i rec t r i ce est u n e cou rbe p l a n e . 

Si les p l ans des cercles sont para l lè les , on voi t faci lement q u e la surface 

est de r évo lu t ion . 

R é c i p r o q u e m e n t , si les lignes de courbure d'un système sont dans des plans 

passant par une même droite, et si les lignes de courbure de l'autre système sont 



planes, ces dernières lignes ne peuvent être que des cercles ; car il a été démontre 

que ce sont des l ignes s p h é r i q u e s . 

Second cas. — Cherchons m a i n t e n a n t pa rmi les surfaces enve loppes de 

sphè re s celles d o n t les l ignes de c o u r b u r e sont s p h é r i q u e s . 

Cons idé rons success ivement le cas où les p ians des cercles qu i cons t i t uen t 

un sys tème de l ignes de c o u r b u r e passen t pa r un m ê m e po in t , le cas où ils 

sont para l lè les à u n e m ê m e d ro i t e , et celui où ils passen t par une m ê m e 

d r o i t e . 

I° Les p lans des cercles passen t pa r le po in t O. 

Le poin t O é t a n t , pa r r a p p o r t à d e u x s p h è r e s consécut ives q u e l c o n q u e s , 

dans le p lan de l e u r cercle c o m m u n , est le cen t re rad ica l de tou tes les 

s p h è r e s enve loppées ; donc , en dé s ignan t pa r p la d i s tance du cen t re d ' u n e 

s p h è r e au po in t O, et pa r R s o n r a y o n , on a, p o u r tou tes les s p h è r e s . 

( 2 ) 

k- é tan t une c o n s t a n t e . 

P o u r q u e les l ignes de c o u r b u r e de l ' au t re sys tème soient, s p h é r i q u e s , il 

faut que les p l ans des cerc les c o u p e n t la surface sous un ang le don t le c o s i 

n u s soit p ropo r t i onne l au cos inus de l ' angle q u e ces m ê m e s p lans forment 

avec u n p lan fixe. 

P r e n o n s ce plan p o u r p lan des xy et soit MN la l igne qu i con t i en t les c e n 

tres des s p h è r e s enve loppées ( fig. 26). Cons idérons les sphè re s qu i on t 

p o u r cen t res O et O' . El les se coupen t su ivan t le cercle AB don t le p lan est 

p e r p e n d i c u l a i r e à la t a n g e n t e OT. L ' ang le q u e ce plan forme avec la surface 

est égal à AOT. Dés ignons cet ang le pa r X, et appe lons o l ' ang le q u e ce 

m ê m e plan forme avec le p lan xcy ; cet ang le <p est le c o m p l é m e n t de l ' angle 

q u e la t a n g e n t e OT fait avec le p lan xcy. On a é v i d e m m e n t 

d 'où 

ou 

La formule (2), p a r la subs t i t u t i on de cet te va leur de R, devient 

(3) 



ou 

(4) 

C'est là l ' équa t ion d ' u n e surface du second o rd re qui est de révo lu t ion 

a u t o u r de l 'axe des z. 

Des é q u a t i o n s (3) e t (4) on d é d u i t u n e g é n é r a t i o n t r è s - r e m a r q u a b l e d ' u n e 

famille de surfaces enve loppes de s p h è r e s don t les l ignes de c o u r b u r e sont 

s p h é r i q u e s . 

Si m = o , on r e t rouve u n e surface-canal d o n t la d i rec t r i ce est u n e l igne 

s p h é r i q u e . 

2° Les p l a n s des cerc les son t pa ra l l è l e s à u n e m ê m e d r o i t e X Y . 

Les cen t re s des s p h è r e s enve loppées do ivent ê t re d a n s u n p lan p e r p e n d i 

cu la i re à cet te d r o i t e . Soient O, O' les cen t re s de d e u x s p h è r e s consécut ives 

qui se c o u p e n t su ivan t le cercle AB (fig. 27). Le plan de ce cercle doi t f o r 

m e r avec la surface un ang le d o n t le cos inus soit p r o p o r t i o n n e l à sa d i s tance 

à la d ro i te X Y . Dés ignons pa r p ce t te d i s t ance , p a r R le r a y o n de la s p h è r e 

de cen t re O, et p a r >. l ' ang le sous lequel le p lan du cercle AB coupe la s u r 

face. On doi t avoir 

mais 

donc 

ou 

d 'où 

(5) 

Telle est la re la t ion qu i doi t ex is te r en t r e le r a y o n de c h a q u e s p h è r e e n 

veloppée et la d i s tance de son cen t r e à u n po in t fixe C. 

3° Les p lans des cerc les passen t pa r u n e m ê m e d ro i t e . 

Les cen t res des s p h è r e s do iven t ê t re s i tués dans un p lan p e r p e n d i c u l a i r e 

à la d ro i t e , et en a p p e l a n t R le r ayon d 'une s p h è r e et p la d i s tance de son 



cen t re à la d ro i t e , on doit avoir 

(6) 

k2 é t an t u n e cons t an t e . 
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