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PREMIERE THESE.

3
©
[-]

ESSAT D’'UNE THEORIE GEOMETRIQUE DES SURFACES.

PREMIERE PARTIE.

ETUDE DE LA FORME GENERALE D’'UNE SURFACE AUTOUR DE CHAQUE POINT.

La forme d’une surface est caractérisée en chaque point par la courbure
des sections planes qui passent en ce point, et par la position relative des
normales infiniment voisines menées a la surface autour de ce point.

Lot suivant laquelle varie la courbure des sections normales en un point
d’une surface. — Formule d’Euler.

1. La courbure variant d’'une maniere continue autour du point A, nous
pouvons prendre deux sections normales AX, AY ( fig. 1) qui aient la méme
courbure.

Menons un plan parallele au plan tangent en A, 4 une distance infiniment
petite. Ce plan rencontre AX, AY aux points B et C, et la normale AZ au
point P. Les deux lignes AX, AY avant la méme courbure en A, PB est égal
a PC. Par les points B et C, menons un plan perpendiculaire au plan BPC:
ce plan détermine dans la surface une section RS. Imaginons enfin la section
normale AT dont le plan est bissecteur de I'angle BPC, et qui rencontre RS
au point K.

Désignons par R Je rayon de courbure de la section AT en A, et par R le
rayon de courbure en K de la section perpendiculaire RS; ce dernier rayon
differe infiniment peu de celui de la section normale perpendiculaire a AT
et passant par le point A.

Soit une section normale quelconque AV dont nous désignerons le rayon

.
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(4)
de courbure par r. Du point M, intersection de AV et RS, abaissons la
perpendiculaire MQ sur la normale AZ et la perpendiculaire MI sur le
plan BPC.
Nous avons

Q—M2: 2r.AQ,

(@) PI = 2r(AP — MI).

Soit PH la trace du plan bissecteur sur le plan BPC : cette droite est perpen-
diculaire sur la corde BC, et 'angle IPH est I'angle que forme la section nor-
male AV avec la section AT. Désignons cet angle par @. Nous avons

ﬁ’z PH
cos? o
el
AP —MI=— AP —HK 4+-HK —MI;
or
] KG PH
AP—-HK_AG__EE:E,
W” -ITI—: Fﬁylan 2o
H — o ::—:-—:__—g
k=M =0K= =1 p 2R
d’oti
——— —1
AP-—MI:E +PH tang’a

2R 2R’
Portant les valeurs de PI, AP — MI dans ’égalité (a), nous obtenons

f’_ﬂ_z —_ (ﬁi P—Hztang2a>
cosia - 2T\aR T 2R ’

ou, en réduisant,

(1) 1 cos’a | sin’w

r R+R'.

Il résulte de 12 qu'en un point d’une surface il existe deux sections nor-
males rectangulaires dont les rayons de courbure sont maximum et mini-
mum. Ces sections sont appelées sections principales. Le rayon de courbure 7
d’une section normale quelconque est lié aux rayons de courbure R et R’
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(5
des sections principales par la relation

I Cos’a sin?a

r—R+R’

dans laquelle o désigne P'angle que forme la section normale considérée
avec la section principale de rayon R.

Remarque. — Nous avons supposé les rayons de courbure des sections
principales dirigés dans le méme sens. S’ils étaient dirigés en sens contraire,
1l faudrait donner & R et R’ dans la formule des signes différents, et le
rayon r serait dirigé dans un sens ou dans I'autre, suivant qu’il serait posi-
tif ou négatif.

Indicatrice.

2. Le plan BPC détermine sur la surface une courbe infiniment petite
qu’on appelle Vindicatrice de la surface au point A.

I est facile d’obtenir son équation en coordonnées polaires.

Prenons PH pour axe; désignons par « le rayon vecteur PN, par o, comme
précédemment, I'angle HPN, et posons 2AP = 4.

La relation f’—l\fz: ar.AP, jointe 4 la formule d’Euler, donne

{2) u= h

T cos*e  sinta

R TR

(est la I'équation polaire d’une ligne du second ordre qui a son centre
en P sur la normale Az et dont les axes, dirigés suivant les sections princi-
pales, ont pour longueurs 2yAR, 2yAR'; elle représente une ellipse, si R
et R’ sont de méme signe, et une hyperbole si R et R’ sont de signes con-
traires. Lorsque 'un des rayons est infini, I'indicatrice se réduit & un sys-
teme de deux droites paralieles infiniment voisines.

Le rayon de courbure d’une section normale est proportionnel au carré du
rayon vecteur correspondant de Uindicatrice. Cette courbe indigue done les
variations de la courbure des sections normales, autour du point A. De 1
le nom donné a cette ligne par M. Dupin, qui, le premier, en introduisit la
considération dans I’étude des surfaces.

Remarque.— Lorsque R et R’ sont de signes contraires, i1l y a deux direc-
tions pour lesquelles le rayon de courbure r est infini : ce sont les directions
des asymptotes de I'indicatrice; elles correspondent aux valeurs de « don-
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nées par la formule

Courbure d’une section quelconque. — Théoreme de Meunier.

3. Le rayon de courbure d’une section quelconque de la surface en un
point se déduit aisément du rayon de courbure de la section normale qui lui
est tangente en ce point.

Soicnt AR unesection plane quelconque et AS la section normale qui lui est
tangente en A. Désignons par y 'angle ( fig. 2) que forment les plans de ces
sections, par 7 le rayon de courbure de la section normale, et par " celui de
lasection oblique. Prenons sur la tangente commune AT un peint M infini-
ment voisin de A et menons les perpendiculaires MN, MH a cette tangente
jusqu’a la rencontre des deux sections. Nous avons

Ca

"moaw U T omn

Menons HN. Le triangle infiniment petit MNH, dans lequel 'angle NMH = 4
et 'angle MNH differe infiniment peu de I'angle droit, donne la relation

MN = MH cosy,
d’ols

Ainsi, le rayon de courbure de la section oblique AR est la projection sur le
plan de cette section du rayon de courbure de la section normale AS.

Théoréeme de Hachetie.

4. Cousidérons deux surfacesS, §, quise coupent suivant une courbe . Par
un point M de cette courbe menons un plan tangent 4 chacune des surfaces.
Le plan tangent & la surface S coupera la surface S, suivant une courbe s,,
et le plan tangent a la surface S, coupera la surface s suivant une courbe s.
Quelle est la relation qui existe entre la courbure de la courbes et celle des
deux sections s et s,? Soient O, O, ( fig. 3) les centres de courbure des sec-
tions normales tangentes en M a la courbe d’intersection ¢. Comme le centre
de courbure de cetie derniere courbe doit étre la projection, sur son plan
osculateur, des centres de courbure O ct O,, le plan osculateur de cette
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(7)
courbe doit étre perpendiculaire 2 00,, et le point N olt ce plan rencontre GO,
estle centre de courbure de la courbe. Les rayons de courbure des courbes
sets, sont dirigés suivant les droites MP, MP, respectivement perpendicu—
laires a MO, et MO, et leurs centres de courbure sont les pieds des perpen-
diculaires abaissées des points O et O, sur ces deux droites.
Les triangles semblables OMP, O, MP, donnent
MP  OM  sinNMP
MP, — OM ™~ sinNMP,

ou
1

\TP—‘\_[]F =sinNMP:sin NMP..

Les deux triangles OMN', OMP donnent

MN=OM.sinNMP,, MP = OM.sinPMP,,
d’out
1

I LA i DD
ﬁ]‘v—]i = sinNMP,:sinPMP, ;

done
I . L i

W M W M ]\_’N frm Siﬂ NNIP:Sln Nl\'IP, . sin PBIP,.

La courbure de chacune des trois courbes et le sinus de Uangle formé par les
rayons de courbure des deux autres sont dans un rapport constant. Donc, st l'on
porie sur les rayons MP, MP, des courbes s, s, des longueurs qui représentent les
courbures de ces courbes, la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux
longueurs représentera en grandeur et en direction la courbure de la courbe .

Lignes de courbure.

5. Les normales a la surface S, aux diftférenis points de Uindicatrice, sc
projettent sur le plan de cette courbe suivant des droites qui lui sont nor-
males. Or, dans une courbe du second ordre, il n’v a que les normales aux
sommets (ui passent par le centre. Done, sur la surface il n’y a autour du
point A que deux directions pour lesquelles la normale en A soit rencontréce
par la normale infiniment voisine. Ces deux directions sont rectangulaires :
ce sont celles des sections principales.

De la on déduit facilement P’existence sur la surface de deux séries de
lignes orthogonales le long desquelles deux normales infiniment voisines se
rencontrent. Ces lignes ont été appelées par Monge lignes de courbure.

Les normales & la surface le long d’une ligne de courbure forment une
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surface développable dont I'aréte de rebroussement est le lieu des centres
de courbure des sections .principales de la surface dirigées suivant les élé-
ments successifs de la ligne de courbure. Les arétes de rebroussement rela-
tives aux différentes lignes de courbure des deux systemes forment une
surface & deux nappes qui est le lieu des centres de courbure de toutes les
sections principales. Nous ne nous arréterons pas aux propriétés bien con-
nues de cette surface.

Distribution des normales a une surface autour d’un point. — Torsion
geodesique d une ligne tracée sur la surface.
<

6. Le plan d’une section principale de la surface en un point contient la
normale a la surface au point infiniment voisin pris sur la section. Il n’en est
pas de méme pour une section normale quelconque. Proposons-nous de
trouver I'angle que forme la normale & la surface, en un point N infiniment
voisin de A, avec le plan de la section normale en A qui passe par le
point N (fig. 4).

La normale NS se projette en NP" sur le plan de la section normale NAZ :
P'NS est 'angle qu’il s’agit de déterminer. Désignons-le par dw; AP’ est le
rayon de courbure 7 de la section normale. Soit NG la normale en N a I'indi-
catrice : clle est la projection sur le plan de cette courbe de la normale NS.
Par le point P’ menons la perpendiculaire P'K” au plan NAZ jusqu’a la ren-
contre de NS, et par le point P la perpendiculaire PK au rayon vecteur PN
jusqu’a la rencontre de NG. Le triangle NP'K’ donne
PK _PK

r r

do —

o

PK est la sous-normale de 'indicatrice, relative au point N. Or, on sait que la
sous-normale, en coordonnées polaires, est la dérivée du rayon vecteur par
rapport & Pargument. Nous avons désigné le rayon vecteur de U'indicatrice
par u, et I'argument compté a partir de la section principale de rayon R
par «; done

do = s
Fo différentiant I’équation de P'indicatrice par rapport & «, on obtient
‘0 o COS 1o 3
(/u‘usmx ox T{—R—;/

da cosza+sin2a
R i R’
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d’ailleurs
i [ 374 sin? »
_—— T T
r R R
done
. I I
(4) r]a>:zcs;nacusa<[—{—ﬁ)~

Cette formule a été donnée pour la premiere fois par M. Bertrand.

L’angle d o est positif ou négatif, suivant que la normale NS est située, par
rapport au plan NAZ, du cdté ol croit I'angle «, ou du cdté opposé.

Si AN est 'élément ds d’une ligne passant par le point A, nous appelle-

. , .. . . 4 ‘ dw )
rons lorsion géodesique de cette ligne au point A le rapport —» et angle de tor-

sion geodésique la quantité dw.

Cet angle est nul, comme nous le savions déja, pour o = n . 7;_ (n étant
un nombre entier guelconque). Il est maximum en valeur absolue pour
o= % + n. g I a la méme valeur, au signe pres, pour deux directions rec-

tangulaires.

Angle de deux normales infiniment voisines. — Diverses formules.

7. Menons par le point N une parallele NQ a la normale AZ (fig. 4).
L’angle des deux normales infiniment voisines AZ et NS est SNQ. Désignons
cet angle par d4. L’angle triedre rectangle, dont les arétes sont NP’, NS, NQ,
donne

(5) d6 =dwp + —-

P

Remplacant d»* et 7{—’ par leurs valeurs ci-dessus, on obtient

A

coS® o sin? «
R? R )

(6) a9 = ds |

I3 /1\‘ - 3 ’
L’angle PNG mesure 1'angle diedre NQ. 11 est le complément de I'angle
aigu ¢ que forme PN avec la tangente NT. Le triedre, déja considéré pré-
cédemment, donne
ds
(7) df =

" rsing
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et

(8) do—mt B _
: rtang ¢

(&) dw ==+ df cos g.

Remarquons que pour la valeur de o, donnée par la relation

tang o == \/i“/
== R b
1
ds\/iRR"

Plus courte distance de deux normales infiniment voisines. — Pole et distance
polaire : théorémes de Joachimsthal.

'angle d0 est égal a

8. Abaissons du point P la perpendiculaire PH sur la droite NG (fig. 4).
PH est la longueur A de la plus courte distance des deux normales AZ et NS.
Le triangle PNH donne

(9) A= dscos g.
Or
dw -
COS?:iW;
done
Is . d ds.sinoc0054<i—-l—,)
(10) =S de R_R/,
d cos? o sin? o
RZ R/x

Le maximum de X correspond au minimum de ¢. Il est donné par la valeur
, ®
de «, dont la tangente est égale au module de \/T’f'

On obtient le pied P” de la plus courte distance en menant par le point H
une parallele HH' 4 AZ, jusqu’a la rencontre de NS, et par le point H' une
parallele &8 HP. Nous appellerons, avec Joachimsthal, ce point P” pdle de
"élément ds, et sa distance P"A i la surface distance polaire de cet élément.

Représentons cette distance par A. Le triangle NHH' donne

ds sin o
A=—Tg

9
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mais
d5=—L_.
" rsino’

donc
(11) A:I’SiI]z(‘D.

On déduit facilement de 1a :

1° Que les distances polaires de deux éléments conjugués sont enire elles
comme les rayons des sections normales correspondantes ;

2° Que pour deux eléments conjugues, la somme des valeurs récyproques des
distances polaires est constante, et, par suite, les poles de six éléments conjugués
deux a deux sont six points en tnvolution.

Si, dans la formule (1 1), on remplace r et sin ¢ par leurs valeurs en fone-
tion de «, on obtient

cos? o sin’o

. R W
f12) A\t — .
‘ cos?y sin?«
R TR
Tangentes conjuguées. — T héoréme de M. Dupin.

9. Considérons les plans tangents a la surface en deux points infiniment
voisins A et N (fig. 4). Ces plans se coupent suivant une droite perpendi-
culaire & la fois aux deux normales AZ et NS. Or la tangente a I'indicatrice
en N est perpendiculaire 4 la fois sur AZ et NS; donc I'intersection des plans
tangents a la surface en A et N est parallele & cette tangente. Mais cette tan-
gente est parallele au diametre conjugué de PN; donc enfin

La droite AN qui joint les points de contact de deux plans tangents infini-
mentvoisins et [intersection de ces plans sont paralléles a deux diametres conju-
gues de l'indicatrice relative au point A.

En d’autres termes, st une surface developpable est circonscrite a une surface
quelconque, Uélement de la courbe de contact et la generatrice correspondante
ont des directions conjuguées sur la surface.

Autre expression de I'angle de torsion géodésique. — Conséquences.

10. Soient ABC ( fig. 5) une courbe quelconque tracée sur la surface, AM
la normale en A, AP la projection de AM sur le plan osculateur de la courbe
en A, BN la normale infiniment voisine, BQ la projection de BN sur le plan

2.
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osculateur de la courbe en B; BO Pintersection du plan NBQ avee le
plan MAB ; BR Pintersection de ce méme plan avec le plan osculateur PAB.

NBO est I'angle de torsion géodésigue dw; RBQ est 'angle des deux plans
osculateurs : nous l'appellerons dy; NBQ est 'angle que le plan osculateur
en B forme avec la normale BN, et OBR P'angle que forme le plan osculateur
en A avec la normale AM : nous les désignerons par ¢, et ¢, et, pour fixer le
signe de tous ces angles, nous ferons la convention suivante.

Imaginons trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, le premier O« dirigé
suivant ’élément AB de la courbe considérée, le troisieme Oz suivant la
normale intérieure a la surface, et le second Oy dirigé, par rapport aux deux
autres, comme est dirigé 'axe des y par rapport a 'axe des x et a 'axe des =
dans le systeme ordinaire des axes de coordonnées.

Les angles dont les plans sont paralieles aux trois plans coordonnés scront
positifs 8’ils sont comptés parallelement au plan x Ay de Ax vers Ay, paral-
lelement au plan yAz de Ay vers Az, parallelement au plan zAx de Az
vers Ax, et ils seront négatifs s'ils sont comptés en sens contraire. Avec
cette convention, il faut changer le signe du second membre de la for—
mule (4).

Cela posé, on a

NBO = NBQ — OBR — RBQ;
d’ott, en vertu de la convention précédente,
dw=-—¢ + ¢+ dy;

¢, — ¢ est la variation de Vangle que forme le plan osculateur de la courbe
en A avec la normale correspondante. Représentons cette variation par de,
et nous aurons

(15) do=dy—de.

Ainsi angle de iorsion geéodesique d’une courbe quelconque est égal a l'angle
de torsion absolue de cette courbe diminué de la variauon de U angle que forme
le plan osculateur de la courbe avec la normale & la surface.

La formule (15) a été donnée par M. Bonnet dans son Memoire sur la
théorie geénerale des surfaces.

Conséquences. — 1° Si deux surfaces se coupent partout sous le méme an gle.
la courbe d’intersection a en chaque point la méme torsion géodesique sur les
deux surfaces.

Soient en effet S et S’ deux surfaces se coupant sous le méme angle le
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long de la courbe MN ( fig. 6). L'angle de torsion géodésique de cette
courbe en A est sur la premiere surface dy — de et sur la seconde dvy'— d¢'.
Menons les normales intérieures AO, AO" aux deux surfaces, et prenons
sur ces droites les centres de courbure des sections normales dirigées suivant
I'élément AB de la courbe d’intersection. Le plan osculateur de cette courbe
en A est perpendiculaire & 00’, et sa normale principale est dirigée sui-
vant AH. On a donc

: = 0AH, ¢ = — O’AH;
d’ol
g — ¢/ = QA0 = const.
Done
de =d¢;

d'ailleurs dy est identique & d; donc enfin
do = do.

2° Réciproquement, st la courbe d’intersection de deux surfaces a en chague
point la méme torsion géodesique sur les deux surfaces, celles-ct se coupent
partout sous le méme angle.

3° En particulier, st deux surfaces se coupent partout sous le méme angle
et que la torsion géodesique de la courbe d'intersection sur la premicre surface
sout nulle, elle est ausst nulle sur la seconde, ¢ est—a~dire que si la ligne d’in—
tersection est une ligne de courbure de la premiere surface, elle est aussi une
ligne de courbure de la seconde.

4° Réciproquement, si la courbe d’intersection de deux surfaces est une
ligne de courbure de chacune delles, les deux surfaces se coupent partout sous
le méme angle.

Comme toute ligne tracée sur un plan ou sur une sphere est une ligne de
courbure du plan ou de la sphere, on peut déduvire de ce qui précede les
deux théoremes suivants :

5° St un plan ou une sphére coupent une surface partout sous le méme angle,
la ligne d’intersection est une ligne de courbure de la surface.

6° St une ligne de courbure d’une surface est plane ou sphérique, le plan ou
la sphére qui la contient coupe la surface partout sous le méme angle.

Ces théoremes sont dus & Joachimsthal.
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DEUXIEME PARTIE.

ETUDE DES LIGNES TRACEES SUR LES SURFACES.

I. — DOUBLE SYSTEME DE LIGNES PLANES.

Variation de ['elément curviligne compris entre deux lignes consécutives
du méme systeme.

1. Soient aa', a'm ( fig. 7) deux éléments consécutifs d’une ligne du
systeme (X ), et ab, bn deux éléments consécutifs d’'une ligne du systeme (Y).
Soient bb', @' &' les éléments de deux lignes infiniment voisines des précé-
dentes dans P'un et P'autre systeme. Désignons aa’ par dx, ab par 'y, les
caractéristiques d et ¢ étant affectées respectivement aux variations dans le
sens des lignes (@) et (). Représentons par ¢ I'angle sous lequel se coupent
ces hignes, et par p,, g, leurs rayons de courbure au point a, en convenant
de regarder un rayon de courbure comme positif ou négatif suivant qu’il est
dirigé par rapport a I'élément comme U'axe des y par rapport a I'axe des «,
ou en sens contraire.

Menons par le point & la droite bc parallele & aa’, et la droite bg faisant
avec bn Pangle ¢ : &'bg est I'accroissement de ¢ le long de la ligne (y) et
cbq est égal & angle de contingence de cette ligne.

Menons de méme par le point @' la droite a'c parallele & ab et la droite ap
faisant avec a’m Pangle ¢ : pa'd’ est la variation de ¢ le long de la ligne (x)
et ca'’p est égal a angle de contingence de cette ligne.

Décrivons des points @’ et b comme centres les arcs dh, &'%. Nous avons

ab=d c=a' h + he,
dh=dd=adb +bd,

S0 97
b i :a’x<ou P.v>

sin ¢ sinv

he =dhcote = 6}/’((10—)— ﬁ) cote;

Pz /
d’ou
. gy
dx(oe'— Y .
, 1 D, . f dzx
ab=a'b' + —>— L 1 5y do+ == )cote,
sin ¢ Y 0 ;
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Ut

——t

ou

(1) sinv.ddy = dxéy(i — Lcosu> —dzdv—0dydvcosy.

or Pz
Si I'angle ¢ est constant, cette formule devient
(2) sinv.déy:dxay<—l——icosa>-
[ )

Et enfin, si 'angle ¢ est droit, elle se réduit a

(3) ddy=dxdy
On trouverait de méme

(37) am:—wm%

Variation de Uinclinaison d’une ligne quelconque sur les lignes d’'un méme
systéme.

2. Soient deux lignes infiniment voisines aa'm, bb'p du systeme (X et
une ligne abn du systeme (Y) ( fig. 8). Soit une ligne ab’c formant avec I'élé-
ment aa’ I'angle 7 et avec 'élément &'p I'angle ¢ + di. 1l s’agit de déterminer
la variation dz de cet angle.

Prolongeons ab', bb' et ab. Nous avons

I+ di=kb'l+ Ib'p—cb'k

et
fb'l=>bb'a =v40dv—nbg—(v—1i)= i+ d¢— nby,

d’otr
di=20v—nbg—+ b'p—cb'k;

nbq, Ib'p, cb'k sont les angles de contingence des courbes abn, bbp, ab'e.
Désignons par dsV'élément ab’ et par p, le rayon de courbure de la ligne abe.
I’égalité précédente devient

(4) di—=odp 2 __ 2% _ 2V,

Si chaque ligne du systeme (Y) forme le méme angle avec toutes les lignes
du systeme X, d¢v = o, etla formule se réduit a

(5) ._ds dx oy
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Cette formule s’applique, en particulier, au cas ol les lignes coordonnées
se coupent partout sous le méme angle.

Condition pour que deux systemes de lignes planes se coupent partout sous
le méme angle.

3. Considérons d’abord deux systemes de lignes telles, que chaque ligne
d’un systeme coupe toutes les lignes de I'autre systeme sous un méme angle.
Soit le quadrilatere curviligne aa’t’b formé par deux couples de lignes infi-
niment voisines (fig.9). Les angles en a et a’ sont égaux, ainsi que les
angles en b et &'. Par conséquent la somme des angles de contingence des
cotés curvilignes de ce quadrilatere est nulle, pourva qu’on regarde comme
positifs ceux qui sont comptés de droite & gauche, et comme négatifs ceux
qui sont comptés en sens contraire. On a donc

LA L \ N
d—x——+—<9~l+d.(ﬁ>—<dx+6(—{;€)—y—:o

Sz fx Br Pz 2 &y
ou
/ 6 Y N dx
\b) v T = =0,
By Lz

ou
L . N 1 1 I
(7] —ddy +drd. — — — ddxr — drd— =o.

Fr Oy P Pz

Nous acheverons d’exprimer que les deux systemes de lignes se coupent
partout orthogonalement en remplagant dans la derniere égalité d.dy et ddx
respectivement par dx d\ypla — dydx pi

’ T

Il vient alors

1 I I 1 I i
—dxoy——+dyd.— +—90ydr — —dzxd— =0
e J Pr Y br  ps J P P=

vy

ou

[« 5

1
2

(VL (R,
o dx —(Pz> +<|OJ’>

II. — DOUBLE SYSTEME DE LIGNES TRACEES SUR UNE SURFACE QUELCONQUE.

&

(8)

Courbure géodesique.— Nous appellerons courbure géodésique d’une ligne
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tracée sur une surface en un point la courbure de la projection de cette ligne
sur le plan tangent en ce point.

On reconnait aisément que la courbure géodésique d’une ligne est égale
au produit de sa courbure absolue par le cosinus de 'angle que forme son
plan osculateur avec le plan tangent.

Le produit de I'élément ds d’une ligne par sa courbure géodésique est
I'angle de contingence géodésique.

L’angle de contingence géodésique est égal a 'angle que forment deux
plans normaux & la surface menés par deux éléments consécutifs de la
courbe.

Ligne géodésiqgue. — Nous appellerons ligne géodésique une ligne dont
la courbure géodésique est nulle en tous ses points, ¢’est-a—dire dont le plan
osculateur est en chaque point normal a la surface.

Variation de U élément curviligne compris entre deux lignes consécutives du
méme systeme.

1. Les formules (1), (2), (3), (3') qui ont été trouvées pour un double
systeme de lignes planes conviennent & un double systeme de lignes tracées
sur une surface quelconque, pourva que p,, g, représentent les rayons de
courbure géodésique des lignes coordonnées. Car si I'on projette ces lignes
sur le plan tangent, les éléments dx, 'y se projettent en vraie grandeur, aux
quantités du troisieme ordre pres, et le rayon de courbure géodésique n’est
autre chose que le rayon de courbure de la projection.

Nous considérerons spécialement les formules relatives a un double sys-
teme de lignes orthogonales, savoir

et nous en déduirons quelques conséquences remarquables.

1° Ligne de plus courte distance. — Soit AMB la ligne de plus courte dis-
tance entre les points A et B. Pour une ligne infiniment voisine quelconque
AM,B la variation de la distance doit étre nulle. Décomposons les deux
lignes en éléments correspondants par des trajectoires orthogonales : soient
mn, m,n, deux de ces éléments ( fig. 10). Désignons mn, m,n,, mm, par

3
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ds, ds,, w, et appelons p, le rayon de courbure géodésique de la ligne AMB
au point m. _
On a, d’aprés la formule (3'),

ds[-——a's:—m.ds.—]—;

s

4 I
f wds. — = o.
o 0s

Cette intégrale doit étre nulle quel que soit w. Il en résulte

donc

I
— =0,

05
donc la ligne de plus courte distance est une ligne geodesique.

2° Ligne de longueur donnée comprenant une aire maximum sur une sur—
Jace.— Soit APB une courbe fixe (fig. 11); il s’agit de trouver parmi toutes
les lignes de méme longueur qui aboutissent aux deux pomts fixes A et B,
celle qui forme avec APB I'aire maximum.

Supposons que AMB soit la ligne correspondant au maximum, et soit AM,B
une ligne infiniment voisine de méme longueur. Décomposons ces deux
lignes en éléments correspondants par des trajectoires orthogonales, et dé-
signons comme précédemment mn, m,n, par ds, ds,, mm, par », et le rayon
de courbure géodésique de la courbe AMB au point 7 par p;.

La varlation de I'aire devant étre nulle, ona

(a) fcoods:o;

de plus
f ‘ds. = flds :
(e O
mais
ds, — ds = — wds —;
done

¢ 1
(b) f ods. > =o.
0 )

L’élément o n’est pas complétement indéterminé le long de la courbe AMB,
puisqu’il doit satisfaire a I'égalité (a).
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7

$
f wds = ofs);

<o

Posons

(s) est une fonction arbitraire qui n’est assujettie qu'a prendre la méme
valeur pour les limites o et ¢. Par suite

w=2q'(s).

Remplagons o par cette valeur dans I’égalité (b) et intégrons par parties :
il vient

{¢) fQ(S) <D—I> ds —o.

Comme ¢ (s) est tout a fait arbitraire le long de la courbe AMB, il en ré-
sulte
< I \’ I
—1 ==0 0Ou — = const;
os/ ps
donc la courbe qui renferme une aire maximum est celle dont la courbure geo-
desique est constante.
3° Theoréme de Gauss.— Si les lignes du systeme (X) sont des lignes géo-
désiques, la formule (3") donne

ddr =o;

donc les trajectoires orthogonales d'un systéme de lignes géodesiques intercep~
tent sur ces lignes des longueurs égales.

COROLLAIRE 1. — St des différents points d’'une courbe partent a angle droit
vers la méme région une infinité de lignes géodesiques de méme longueur, la
courbe qui joint leurs extrémutés coupe toutes ces lignes orthogonalement.

En particulier, st & un méme point partent une infinité de lignes géodesiques
de méme longueur, la ligne qui joint leurs extrémites est normale a chacune

d’elles.

CoroLLAIRE II. — St un fil appliqué sur une surface se déroule en restant
constamment tangent a une courbe tracee sur la surface, un point du fil decrit
une trajectoire orthogonale des lignes géodesiques tangentes a cetle courbe.

4° Condition pour qu’un double systéme de lignes découpe la surface en car-
rés infiniment petits. — On peut toujours disposer des variations des parame-

tres qui définissent deux systemes de lignes tracées sur une sueface, de
3.
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maniere que dans chaque systeme il y ait deux lignes consécutives qui com-
prennent des carrés.
Supposons donc que les éléments superficiels compris entre x et -, d’une
part, y et y, d’autre part soient des carrés; et exprimons que I'élément
/

b'b"c’c’ est aussi un carré (fig. 12).
D’apresles formules (3}, (3'), ona

ab'=ab + ab.ad <—I-—i— 3 >,
r

I
bb' = ad’ —aa’.ab(——i— s.),
Pz
¢, ¢ étant des quantités infiniment petites du premier ordre. De méme,
puisque a'a’ = a'b’, et be = bb/,

brb;/:a/bl___alblz <pl _|_(Z._I___‘_ €|>’

z

e = bb' -+ bb'z(‘_+s.-'_ e )
oy ey
ou, si I'on remplace dans ces deux derniéres égalités a’d’ et b&’ par leurs
valeurs ci-dessus,
bb" — ab +ab.aa’<l— —+ ¢ )—abz (L —+—(l.i—+—e. >—2ab”.aa’—l-—»
By P 0z Pz 0Oy

1

b’c’.—::aa’——aa’.ab(%—{—s.) +aa’2< +a.i + ¢ )—zab.aa”i-—'--

y By 2

Il suffit d’égaler ces valeurs de 6’6" et &'¢’, il vient alors

Ainsi, la condition cherchée est que les variations que subissent les cour—
bures géodésiques de deux lignes coordonnées passant par un méme point, pour
des déplacements infiniment petits et égaucx, effectués sur ces lignes, a partir de
ce point, sotent égales et de signes contraires.

Ce résultat a été obienu par M. Bonnet.

Variation de Uinclinaison d'une ligne quelconque sur les lignes coordonnées
'y A N g y L
d’un méme systeme. — Ligne geodesique.

2. Les formules (4) et (5) trouvées pour un double systeme de lignes
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planes s’appliquent & un double systeme de lignes tracées sur une surface
quelconque, pourvu que p,, p,, p, représentent les rayons de courbure géode-
sique de la ligne considérée et des deux lignes coordonnées.

On a donc généralement
(4) di=do4 S22 2L

2

Si chaque ligne du systeme (Y) coupe les différentes lignes du systeme (X
sous le méme angle, et en particulier si les deux systemes de lignes se cou-
pent partout sous le méme angle, cette formule devient

(5) dl:——--——__:‘_.

Ligne géodesique. — Si la ligne considérée est une ligne géodésique,
ds R TITEIY T
o= o et 'égalité précédente se réduit a
s
. dz oy
{1a) di+%E L.
Pz or
Telle est 'équation générale d’une ligne géodésique sur une surface quel-
conque par rapport & un double systeme de trajectoires orthogonales.
Application. — Considérons une surface de révolution, et prenons pour
lignes coordonnées la double série des méridiens et des paralleles. L’équation
générale des lignes géodésiques devient
di _ cosf sini
ds™  r ’
¢ désignant Uangle qu’elle forme avec un méridien, ds 1'élément de cette
ligne, ¢ 'angle que forme le plan d’un parallele avec la surface, et r le rayon
de ce parallele; mais

dr
(ZS = ———
cosi cosf
d’olr
di dr
: + — =0,
tangt r
ou enfin

rsini = const.

C’est la 'équation connue de la ligne géodésique sur une surface de révo-
lution.
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Remarquons qu’en vertu de 'équation (r5) de la premiere partie, si une
ligne géodésique est en méme temps une ligne de courbure, elle est néces-
sairement plane.

Transformation spherigue des lignes tracées sur une surface. — Théoréme de
Gauss.

3. Considérons sur une surface une ligne quelconque, et imaginons que
par les différents points de cette ligne on mene des normales intérieures
a la surface. Prenons ensuite une sphere de rayon égal & 1 et par son centre
menons des paraileles & ces normales. Nous déterminerons ainsi sur la
sphére une courbe qui sera une sorte de perspective de la courbe tracée sur
la surface.

On reconnait facilement qu'a un double systeme de lignes de courbure
d’une surface correspond un double systeme de lignes orthogonales sur la
sphere; de plus, les plans normaux & la surface, tangents a une ligne de
courbure, sont paralléles aux plans normaux correspondants de la sphere : or,
sur la surface, comme sur la sphere, 'angle de deux plans normaux menés
par deux éléments consécutifs d’une ligne est ’angle de contingence géodé-
sique de cette ligne; donc V'angle de contingence géodésique d’une ligne de
courbure est égal a Pangle de contingence géodésique de la ligne sphérique
correspondante.

Considérons sur une surface le double systeme de ses lignes de courbure,
et sur la sphére le double systeme orthogonal correspondant.

On a sur la surface, pour une ligne quelconque,

ds__ dzx oy

di— L= _ % _ T,

Ps P= Pr

et sur la sphere, pour la ligne correspondante,

di, s dx oy
Ps, Pz, Er

or

dx _dx. oy oy,

_— b3 —_—— =

p= Pn Py P
done

di — iif == di, —_ @‘l

P: P‘l
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d’ou, en intégrant,

S 5’:
(1) L g— f dj—i"——i'—— ds,
L3

1° Pour un contour fermé i = ¢', ", = ¢,, par conséquent

di_ [ds

(12) =
P’ P«H

Ainsi, si lon considere sur une surface un contour fermé quelconque, et sur
la sphére le contour correspondant, la somme des angles de contingence geode—
sique a la méme valeur pour les deux contours.

Or, S désignant I'aire du contour sphérique, la somme des angles de con-
tingence géodésique de ce contour est égale & 2w —S; donc pour un contour
fermé quelconque, tracé sur une surface,

ds
(13) — = a7 —8.
ps
2° Considérons sur la surface un polygone curviligne dont nous représen—
terons les angles par A, B, C,..., et sur la sphere le polygone correspon-

dant dont les angles seront A,, B,, C,,... On a, d’aprés la formule (11} :

A4+BCoh. .. — f%’f:Al+B.+c.+..._ ds.

p5|

Mais P'aire du polygone sphérique est égale A 27 moins la somme de ses
angles extérieurs et de ses angles de contingence géodésique, ou

S=A+B+C+...—(n—2)m— %‘9—‘
La formule précédente devient done
(14) A+B+C...—(n—2)7n— ic:S.

Os

Ainsi, Vaire sphérique correspondant a un contour polygonal quelconque est
égale a Uexces de la somme de ses angles sur autant de fois deux drovts qu'il v

s . ey ds \
a de cotés moins deux, moins l'intégrale o étendue a tout le contour.
£

. , . Ly ds
3 Si le contour est formé de lignes géodésiques, | — =o, et on a alors

Intd

le théoreme suivant qui est du 4 Gauss:
Dans un polygone quelconque de u cétes, formé par des lignes géodesiques,
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lexces de la somme des angles sur an — 4 droits est egal a I’ aire du polygone
correspondant sur la surface de la sphere.

Courbure d’une surface.

4. Silon considere en un point d’une surface un contour quelconque infi-

niment petit, et sur la sphere le contour correspondant, la courbure de la sur-
face en ce point est, d’apres Gauss, le rapport de P'aire du contour sphérique
a I’aire du contour tracé sur la surface.

TakorEME 1. — La courbure d’une surface en un point est mesurée par l'in-
verse du produit des rayons de courbure principaux en ce point.

Soit, en effet, une portion de surface comprise entre deux couples de
lignes de courbures infiniment voisines ( fig. 13 ) : son aire est égale a aa’. ab;
I'aire sphérique correspondante est

ad’ ab
R R
le rapport est done
1
R

Or, on peut toujours décomposer une aire quelconque infiniment petite
en rectangles analogues 4 aa’ 0’6 : le rapport des rectangles correspondants
\ ’ 1 .
sur la sphere et la surface étant R les aires totales seront entre elles dans
le méme rapport.

TutoreME 1I. — Lorsqu'on deforme une surface, la courbure geodesique
d'une ligne quelconque tracée sur cette surface n’est pas altérée.

Cela résulte de la formule

o A 1
d.oy= a’xo}‘p—;
y

ear la ligne peut toujours étre considérée comme faisant partie d'un double
systeme de lignes orthogonales, et la déformation n’altere pas la.grandeur des
éléments linéaires.

Takoreme UI. — Danrs la déformation d’une surface, la courbure en chaque
pownt resie constante.

Si 'on considere, en effet, un triangle infiniment petit formé par trois
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lignes géodésiques, I'aire sphérique correspondant & ce triangle est

A+B+C

I

mais, lorsqu’on déforme la surface, les angles A, B, C sont constants, les
cotés du triangle restent des lignes géodésiques, done Vaire sphérique cor-
respondante reste la méme ; mais I'aire du triangle tracé sur la surface ne
change pas non plus: donc le rapport de ces deux aires ou la courbure
reste constante.

Conditions pour que deux systémes de lignes se coupent partout orthogo-
nalement.

5. Soit le quadrilatere curviligne infiniment petit aa’ &6 dont les quatre

angles sont droits. Si on applique a ce quadrilatere la formule (14), on

obtient |

dx 3 oy ‘dx L dx ay dx oy
‘."‘( /—{—(1;})*(——*—0-—-)"—'—/:—*“,—;‘,
= \pr o5 ox P or RE
ou
) I N
oy . ax dxr oy
(5] a8 _ydz _dziy
or fa RR

Celte ¢quation convient généralement au cas ou chacune des lignes d’un
systeme coupe toutes les lignes de l'autre systeme sous le méme angle. Si
donc les lignes des deux systemes sont des lignes géodésiques, comme
% et Z—: sont nuls, KIP\_ doit étre égal a o.

Par conséquent, la surface sur laquelle on peut tracer deux: systemes de lignes
geodesiques, telles que chaque ligne de I'une des séries coupe toutes les lignes de
[ autre série sous le méme angle, est nécessairement une surface developpable.

Si Pon remplace dans I'éguation précédente d oy, d dx respectivement
par dx o“yé, — oy dxpi, on obtient

k2

6 R _+(> o
Lo oy dx_<o,> Dy T RW

" ¥} Y

Telle est la condition pour que deux systemes de lignes tracées sur une
surface se coupent partout orthogonalement.

—
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Varwation de la courbure géodésique des lignes coordonnées. — Diverses formules.
6. Si I’on différentie les équations

£3) dSy:dxayi,
2y
(3%) de::—é‘ydxpi,

en regardant dans la premiere dx et dans la seconde dy comme constants,
on obtient
d oy = dx.{;'—d&y—i— dzdyd.—,
r

Ly

6’dx:——6yplt3.dx—-6}"dx.(§oiy

ou, en remplacant d dy, ¢ da par leurs valeurs,

v 4.y 1\?
(1/) d;:_——dxay—-d‘x(;j),
I c.dx o (1\?

Si 'on retranche ces équations membre & membre, apres les avoir divisées
respectivement par dz, dy, on obtient, en vertu de 'équation (16),

dzx*dy:

19 o0y . d* 0y +dx . o' dw = R

Les équations (17), (18), combinées avec I’équation (19}, deviennent
1 1\? I 0. dx
' d.~=— VL
(2) 0y o [(Pf) + RR’] 3y’

NS O IV Y 1 d:. oy
(21) O.E_S)/'l—(;)—;> —}—W]_*_W

Si les lignes du systeme (X) sont des lignes géodésiques, d dx = o; par
suite 0 do = o. Les équations (19), (20) deviennent

d: By‘__ oy
(22) e = T RR
2 I
3 d. L= do [<i> +_~,].
(23) [ pr RR
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Ces deux derniéres formules sont relatives & un systeme de lignes géodé-
siques et 4 leurs trajectoires orthogonales. Elles expriment d’une maniere
tres—simple, en fonction de la courbure de la surface, I'une, la dérivée
seconde de I'élément d’une trajectoire compris entre deux lignes géodé-
siques infiniment voisines, 1’autre, la dérivée premiere de la courbure géodé-
sique de cet élément.

Variations des courbures principales d une surface. — Formules nouvelles.

Considérons sur une surface les deux systemes de lignes de courbure et
proposons-nous de trouver la variation que subit la courbure principale de
la surface relative a4 une ligne de courbure, dans le passage de cette ligne a
la ligne infiniment voisine.

Au rectangle inﬁnitésimal aa'b' b correspond sur la sphere un rectangle
mm'n'n ( fig. 14). Désignons I'arc mm’ correspondant & aa’ par ¢, et larc

nn' correspondant a bb' par . La courbure principale suivant aa’ est —(7,

suivant b8', 57 - Représentons par R,, R, les rayons de courbure principaux

’ bb’
suivant les lignes (x) et (v); nous avons
6—1————;- _s~ C.ad —e.bb
R. ™ 00" ad aa’ . bb’

Mais
I
—c¢—c.mn.R;. —»

Ps
en vertu de la formule (3'), car la courbure géodésique de I'élément mm’'
est égale au produit de la courbure géodésique de I'élément aa’ par R,
De méme

b= aad —ad’ .ab. pi

Remplacons § et bb' par ces valeurs, il vient

1 I
c.ad —c.ad .mn . R,— —c.ad’ +c.ad .ab. —

o I — & t'
O'IT,_ aa’ . bb’
Or
1 ;o1
mn:ab.Rj:, e__aa.Rz,
done
1 I 1 1
== )&y
(24) b= (E—w)®
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On trouverait, de la méme maniére,

/

1 1/ i
(25) d. E—:_——‘—O;(\R;—E—)dx.

7

On déduit immédiatement de la cette conséquence bien connue, savoir :
quune surface qui a en chacun de ses points ses rayons de courbure princi-
paux égaux el de méme signe est nécessairement une sphere -

En effet, les deux formules précédentes donnentRL = const, é = const.
& r

Les rayons de courbure principaux étant partout les mémes, il en résulte
que toutes les normales & la surface concourent en un méme point.

III. — SYSTEME TRIPLE DE SURFACES ORTHOGONALES.
Théoréme de M. Dupin.

1. Solent trois surfaces se coupant deux a deux orthogonalement suivant
les lignes Ax, Ay, Az. Nous savons que lorsque deux surfaces se coupent
sous un angle constant, la ligne d'intersection a la méme torsion géodési-
que sur les deux surfaces; de plus, nous avons vu que, sur une méme sur-
face, les torsions géodésiques de deux lignes orthogonales, en leur point
d’intersection, sont égales et de signes contraires. Si donc on désigne par ¢,
Z,, t; les torsions géodésiques des trois lignes Ax, Ay, Az au point A,
on a

tz:—ty’ t_T:'—[:’ ti—=— 1,

ce qui exige que #,, ¢, I, soient nuls; donc les premiers éléments Aa, A6,
Ac des trois lignes Aw, Ay, Az sont dirigés suivant les lignes de cour-
bure des trois surfaces.

H résulte de 1a que trois series de surfaces orthogonales se coupent suivant
leurs lignes de courbure.

Formules de M. Lame.

2. Soient trois surfaces S,, S,, S, se coupant orthogonalement suivant
les lignes Az, Ay, Az, respectivement normales a S,, S, S, ( fig. 15).
Désignons par Ry, R, les rayons de courbure principaux de la surface S,
par R;, R, les rayons de courbure principaux de la surface S,; et par R,
R, ceux de la surface S,; ces rayons de courbure sont positifs ou négatifs,
suivant qu’ils sont dirigés vers Ax, Ay, Az, ou en sens contraire.
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D’apres le théoreme de Hachette, les rayons de courbure géodésique des
lignes x, y, z sur les surfaces S,8,, S;8,, S, 8, sont les rayons de courbure
principaux R, R, R,R,, R, R, pris avec un signe convenable, car il ne faut
pas oublier que nous avons fait, pour fixer le signe de la courbure géodé~
sique sur une surface, une convention différente de celle que nous venons
de faire pour fixer le signe des rayons de courbure principaux.

Si maintenant nous appliquons 4 chaque surface les formules (24 et (25,
nous avons les six formules suivantes

1
iﬁ,_ 1/ 1
(a) dy TR \\R*,—“T)’
d.-
b R,’—_L I 1 )
) dx ’—R7 iz:——l-{;/’
N
CZ-E ; . ;
o UE_ ey,
) dz ROAR, R,
{26} . :
d. —; .
. T /1 1
@ pewlew)
1
d'ﬁz_ I (1 I
@ @ TR RTE)
I
d'ﬁT

= _ v T
(f) PP —RI<R; R)

De plus, les lignes de courbure sur chaque surface se coupant orthogona-
lement, on peut leur appliquer la formule (16); on obtient ainsi

| doo d.-
() R, UK _ LV (L)
5 dy dx (R’I R, RR,
1 1
d. = d. —
R, R, P \? 1 \? I
7] (h) dz T ar —K—’) +<1T> TRE’
d. L R
P A SR AN
\ dx dz~ T \R] R./ " R.R,
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SiVon ajoute membre 2 membre les équations (), (e), multipliées respec-

tivement par R—'a I%’ on obtient

d. -
R, Rf, - 1 I o+ I 1 1
ax KRR RER, KR\ R)
ou
I
" L (1 CRE )
RRA\E TR)  "d " RERTREK
On a de méme
(28) | t
| {m) l (—l— + = ‘ R.R, 1 . !
) RR\R. "R,/ & — RERR " RRR’
! I
! d. .
! (n) I I i 1 R, R, . I r
. REA\K TR) T &% TRRE KRR

En ajoutant membre 2 membre les équations (g), (), (£), on obtient
enfin

x

(__I_+L2+I+l’+1+l>’ H 1 I
T \R, TR R. R R." R, KRR R.R, RR,

Varation de lélément superficiel compris entre deux couples de surfaces
orthogonales infiniment vousines.

3. Considérons I'élément dxdy; sur la surface infiniment voisine, il
devient
dz dz
dx <1—— IT1> dy (x—- R—',>
La variation de cet élément est donc égale a

I T
— dedyds <R—, + R‘)
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Si donc nous désignons les éléments dx dy, dydz, dz dx respectivement

par w,, w., ,, les variations de ces éléments sont exprimées par les
formules

: i I

(30) dow,=—dz.0, (\E—l—}_',)’
1 1

(31) d.(,),_—dx.co,(E—i—RT:),
I 1

(32) d.w,—=—dy.», <E—}—E’;>

On déduit aisément de 1a que parmi toutes les surfaces limitées & un méme
contour, celle dont l’aire est minimum est la surface dont la courbure moyenne
est nulle, ¢’est-a-dire dont les rayons de courbure principaux sont égaux et
de stgnes contraires.

Et parmi toutes les surfaces de méme étendue limitées a un méme con-
tour, celle qui renferme un volume maximum est la surface dont la courbure
moyenne est constante.

TROISIEME PARTIE.

ETUDE DES SURFACES GAUCHES

Rayon de courbure geodesique d'une trajectoire orthogonale des generatrices.

1. Soient deux génératrices infiniment voisines G, G’ dont nous désigne-
rons I'angle par w et Ia plus courte distance 00" par p (fig 16). Menons par
le point O’ une parallele O'S a la génératrice G; d’un point quelconque M’ de
la génératrice G', abaissons une perpendiculaire M'P sur O'S, et du point P
une perpendiculaire PM sur G; MM’ est I'élément de la trajectoire orthogo-
nale (y) qui passe par le point M. Posons MM’ = &y, OM = «. Le triangle
rectangle MPM’ donne

(1) 0y = p* + w?a’.
Différentions par rapporta , il vient

oy.doy =w*zdz.
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Mais, d’apres une formule connue,

™ kY '
ddy=dzxéy —:
p.

A o)
d’oi, en posant ;_):]c,

14+ krxt
) N TP

On voit que la courbure géodésique des trajectoires orthogonales est nulle
aux points oit elles rencontrent la ligne de striction.

Courbure geodésique d’'une trajectoire quelconque.

2. Pour une trajectoire qui fait Pangle ¢ avec les génératrices rectilignes,
I’élément ds est donné parla formule

l]sz o pz _+__ &)2 xz
~ sini

d’our, par différentiation,

o'z dx
sin*g

ds.d.ds =
Mais, d’apres une formule connue,

sinid.ds =dx.ds. —;~
done
l_l_kzxc

(3) _rar
Y b= Jizsing

Il vésulte de la que pour dewx trajectoires perpendiculaires passant par le
méme point, la somme des carres des courbures geodésiques est constante.

Torsion ou seconde courbure géodesique d'une trajectoire orl/zogonale.

3. On sait que les torsions géodésiques de deux lignes perpendiculaires
sont égales, au signepres : cherchons done la seconde courbure géodésique
de la génératrice.

Le plan tangent en O a la surface est 0'0OG; le plan tangent en M est
OMM'. Désignons par « 'aungle M'MP de ces deux plans. Le triangle M'MP
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donne

[OWA
4) angs = — —kaz;
p

% est le coefficient de distribution des plans tangents.
Différentions, il vient

da_‘ =kdx;
cOS8’ o
d’ol
(5) do = 0247
oy

da est I'angle que forment les plans tangents en deux points infiniment

.. L, . da . L s L
voisins de la génératrice G : — est la torsion géodésique de la génératrice
en M.

. o 1§ ) , . .
Si donc on désigne par o la seconde courbure géodésique de la trajec-
4

¥

toire orthogonale en M, on a

I kp
o, oy
ou
@ COS«
- = x ?
?, ay
on enfin
(6) T k
\ ¢ 1+fra

ks

Le rayon de seconde courbure geodésique d’une trajectoire orthogonale, le
long d'une géneratrice, est proportionnel au carré de Iélément de cette trajec—
towre.

Courbure de la surface.

4. Nous savons (premiere partie, n°7) que la courbure I{I_R' est égale a
{ ot
%, donc
o b
(7) rRI_—'(I_‘_I{zxz)z'
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Courbure de la section normale perpendiculaire a la génératrice.
Formule nouvelle.

5. Considérons trois génératrices G, G’,G”, et menons par le centre ¢ d’une
sphere de rayon 1 des paralleles cg, cg’, cg” a ces génératrices ( fig. i7).

Si chaque point de la surface est représenté sur la sphére par 'extrémité
du rayon parallele 2 la normale en ce point, aux points O, O, qui sont les
pieds des plus courtes distances des génératrices GG', G'G” correspondront
les points o, o, situés respectivement sur le prolongement des ares de grand
cercle gg’, g'g”, 4 une distance d'un quadrant de g et de g"; aux géné-
ratrices G, G’ correspondront des arcs de grand cercle oZ, o, passant par
o et o, et perpendiculaires respectivement a cg et cg’. Pdr suite o,a est égal
4 w; oa mesure I'angle »’des deux plus courtes distances infiniment voisines
00’, 0,0'; oo, est 'angle des normales en O et O, : il est égal & yo* + w';
'angle 0,70 des deux ares de grand cercle o, 0,7 est égal & .

Cela posé, considérons les normales aux deux points M, M’; leur angle 4
estmesuré par I'arc mm’. Dans le triangle rectangle mnm’

mn = ®wcosc¢,
mn=—a —(a—w')=un'+ da;

done

(8) d0* = (0 4 da)* + w?cos’c,

mais, d’apres une formule connue,

24

”

Q2

]
J
ri

Y
PE

do =

-+ 9

2

1 I , s . . ;e .

—» — désignant la courbure et la torsion géodésique de la section normale
J I

qui passe par MM’; comme

6 2

P’% — »’C0s%«,
il en résulte

63,«2 - ’ D oNe
(9) f‘_; _((")—‘—011'

De I’équation tange = kx, on tire

da = (x0k + kdx)cosia.
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dx est égal & 0’0, : ¢’est la plus courte distance p’ des deux génératrices 00,
0, 0/, de la surface gauche conjuguée; done

N

0 =o'+ (w3 + Ip ) costa] s

d’ou
(10) _x____m’(r—;—lﬁaﬂ)—}—xalf-{—lfp’_

” pli-+ka)

On sait que la somme des courbures de deux sections normales perpendi-
culaires est constante et égale & la somme des courbures des sections princi-
pales; donc

1 1 __(-J'(I—i——/i‘zx?)—l—xak—-}—l{[_):'

(II) E+W_

p(x—l——/fﬁxiy)?

On déduit aisément de la que {’hélicoide a plan directeur est la seule surface
gauche dont les rayons de courbure principaux sotent égaux et de signes
contraires.

Si, en effet, on exprime que le second membre est nul quel que soit x, on
trouve

w'=o0, p=o, dk=o.

Remarque. — Les deux formules (7) et (r1) donnent les rayons de cour-

bure principaux d’une surface gauche quelconque.

Variation de I’angle sous lequel une ligne quelconque coupe les generatrices.
— Ligne de striction. — Ligne géodesique.

6. L’équation d’une ligne quelconque tracée sur la surface gauche est
(12) di—=— — =,

¢ désignant 'angle variable sous lequel cette ligne coupe les génératrices.
Le long de la ligne de striction, d’apres la formule (2), les trajectoires

orthogonales ont une courbure géodésique nulle; donc, pour la ligne de

striction, on a

_ds

=

{13) di

Il résulte de 1a que si la ligne de striction coupe toutes les generatrices sous

r
Je
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le méme angle, elle est en méme temps une ligne geodesique; et récipro-
quement, si la ligne de striction est une ligne geodeésique, elle coupe toutes les
genératrices sous le méme angle.
L’équation de la ligne géodésique est

., Oy
(14) di +°F —o.
¥

St donc une ligne geodesique coupe toutes les geénératrices sous le méme angle,
cette ligne West autre que la ligne de striction.

On voit, de plus, que la variation de I'angle 7, d’'une génératrice a I'autre.
est indépendante de cet angle : elle est la méme pour toutes les lignes géo-
désiques qui passent par le méme point de la génératrice G.

Si dans I'équation (14) on remplace dy par dx tangi et p, par sa valeur
trouvée ci-dessus, on obtient

cosi di kradx
sin? 14+ hra?

O.

f15)

Supposons que d’une génératrice a l'autre la variation de x soit dur et
que £ reste constant : ce qui exige que la ligne de striction soit une trajec-
toire orthogonale, et que, d’apres la formule (6), sa seconde courbure soit
constante. L’équation précédente s’integre immédiatement

(16) sini y1+ k*a? = const = C,
ou
(17) sini = Ccosa.

Telle est 'équation des lignes géodésiques de la surface gauche engen-
drée par les binormales d’une ligne courbe dont la seconde courbure est
constante.

Lignes de courbure. — Lignes asymptotiques. — Lignes conjuguces des tra-
Jectotres orthogonales.

7. Soit MN ( fig. 18) I’élément d’une ligne quelcongue. Le plan tangent
en M est coupé par le plan tangent en N suivant M'R. Désignons MR par u.

Menons par le point O’ un plan perpendiculaire & O'N : ce plan coupe le
plan tangent en N suivant O" A : prolongeons O0’, et par le point O’ menons
une parallele O'B a 0, O,. Nous avons

AO'C=A0'B+BO'C.
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A0’ C est I'angle que le plan tangent en N fait avec le plan O’ OM; AO'B est
I'angle que le plan tangent en N fait avec 0,0, N; BO'C est 'angle o'
Le triedre qui a pour arétes O'N, O’'R, O'S donne
tang AOC =k (x + u);
d’ou
AOC = o+ kucos*a.

L'angle AO'B est égal & « + do : donc
(18) fru cos?a = do + .

1° Si M'R est perpendiculaire sur MN, P'élément MN appartient 4 une
ligne de courbure ; dans ce cas

LM
MV Y
par suite

®
Fucos'a = —2F - -
O.Z'—-])

De sorte que I’équation des lignes de courbure est
(19) wp={(0x—p')(da-+w).

2° Si M'R est parallele & MN, I'élément MN appartient & une ligne asymp-
totique. Dans ce cas

u=—MV=—(cz—p')
De sorte que I'équation des lignes asymptotiques est
{20) k(dx —p’)cos®a—+da+ o' =o.

3° Si M'R se confond avec M M, MN est I’élément conjugué de MM'. Dans
ce cas, u = o, et I'équation des lignes conjuguées des trajectoires orthogo-
nales est

{21) 0a + o' = o.
En vertu de I'équation tang o = kx, on a
Sa={(kdx + xdk)cos*a.

Si I'on remplace, dans les équations précédentes, 2z par cette valeur, elles
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deviennent :

{19") wp=(dax—p')|w'+ (kdx+xdk)cos’ ],
{20") (2/{63:—{—3?81{——]fp’)cos’or—l—m’:o,
(21) (kox +axdk)cos?a—+ o —o.

Au lieu del’élément &, on peut introduire Pangle ¢ que fait la ligne con-
sidérée avec la génératrice. Ona

{6z —p'jcosa

P

coll =

Si I'on porte dans les équations ci-dessus la valeur de dx tirée de cette der-
niere égalité, elles prennent la forme suivante :

{19”) o +2mcot2icosa+ (x ok + hp'jcosta=o,
(20" o' 4+ 2mcotl cosa—+(x ok + kp')costa=o,
(21”7} o' -+ weoli cosa—+ (x ok + kp')cos?x=o.

On déduit aisément de 'équation (19') que si wp + w'p’ = 0, la ligne de
striction est une ligne de courbure ; et, dans ce cas, si le coefficient de distri-
bution des plans tangents est constant, toutes les lignes de courbure du
méme systeme sont équidistantes de la ligne de striction.

I’équation (19”) montre que ’hélicoide a plan directeur est la seule sur—
face gauche dont les lignes de courbure coupent les génératrices rectilignes
sous un angle constant : cet angle est de 45 degrés.

On sait que si x et y désignent les distances variables de deux points
a deux points fixes sur deux droites, la condition, pour que ces points
forment deux divisions homographiques sur les deux droites, est

Azy+Bzx+Cy+D=o,

A, B, C, D étant des coefficients constants.
Posons y = « + 3, 1l vient

D+(B+Clxr+Axt
Az +C

Z=—

Pour que z reste infiniment petit quel que soit z, il faut et il'suffit que A,
B + Cet D soient infiniment petits, et que C soit fini; auquel cas la formule
précédente se réduit a
Z=m—+ nx + px’,

m, n, p €tant des quantités infiniment petites.
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Réciproquement, si la différence infiniment petite des distances de deux
points variables & deux points fixes sur deux droites est exprimée par une
fonetion du second degré en 2 de la forme

m—nx + px’®,

les deux points variables forment deux divisions homographiques sur les deux
droites.
Or I’équation (20') donne

”

hp'— o' — k.o — ' 2 x®
2k ’

dx —=

done les lignes asymptotiques forment sur deux géneratrices infiniment voisines,
el par suile sur deux generatrices quelconques, deux divisions /zomograp/u'ques.
Ce théoreme, qui est une généralisation d’une propriété bien connue des
génératrices de I’hyperboloide, est dit & M. Paul Serret (Theorie géometrique
des lignes a double courbure).
I’équation (21") donne de méme

— o —Okx —w' 22

]{

ax:

donc les lignes conjuguces des trajectoires orthogonales déterminent sur deux
ge’ne’ratrices infiniment voisines, el par suite sur deux gencratrices quelconques,
des divisions homographiques.

Surfaces gauches applicables Uune sur l'autre.

8. Nous supposerons que les génératrices rectilignes des deux surfaces
soient des lignes homologues : deés lors leurs trajectoires orthogonales sont
aussi des lignes correspondantes. On sait que, dans la déformation d’une
surface, la courbure géodésique d’'une ligne quelconque ne change pas. Les
trajectoires orthogonales doivent donc avoir la méme courbure géodésique
aux points correspondants.«Or les points d’une surface gauche ot la courbure
géodésique des trajectoires orthogonales est nulle appartiennent a la ligne
de striction; donc les lignes de striction sur les deux surfaces sont des lignes
homologues. De plus, les deux surfaces devant avoir la méme courbure aux
points correspondants, et la courbure en un point de la ligne de striction
étant — £, il en résulte que le coefficient £ doit étre le méme pour les deux
surfaces. Réciproquement, si les génératrices correspondantes des deux sur-
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faces coupent la ligne de striction sous le méme angle, et si le coefficient de
distribution des plans tangenis est le méme pour les deux surfaces, celles-ci
sont applicables 'une sur U'autre.

Applications. — 1° Surfaces gauches applicables sur U helicoide a plan direc~
teur. — La ligne de striction de 'hélicoide est perpendiculaire sur toutes les
génératrices, et le coefficient £ est constant pour cette surface. Il en résulte
que les surfaces gauches applicables sur Phélicoide a plan directeur sont les
surfaces formées par les binormales & une courbe dont la seconde courbure
est constante et égale a £.

2° Surfaces gauches applicables sur I’hyperboloide de révolution. — La ligne
de striction de I'hyperboloide de révolution est le cercle de gorge qui coupe
toutes les génératrices sous le méme angle; de plus, le coefficient £ est con-
stant et égal a

in6 ds
SR _ tang§
ds.cos§ R

9 étant angle constant que forme la génératrice avec 'axe, et R le ravon du
cercle de gorge.

Done les surfaces gauches applicables sur Uhyperboloide de révolution
sont celles dont la ligne de striction coupe toutes les génératrices sous le

A . . tangf
meéme angle 6, et dont le coefficient £ est constant et égal a Rg .

St 'on se borne aux surfaces gauches a plan directeur, on reconnait faci-
lement que celles de ces surfaces qui sont applicables sur 'hyperboloide de
révolution sont engendrées par une droite qui est tangente a un cylindre de
ravon R perpendiculaire au plan directeur, et qui s’appuie sur une hélice
avant pour pas 27 Reot6.

Théoremes de Malus et de M. Dupin.

9. Malus a démontré que des rayons de lumiere partis d’'un méme point
et réfléchis sur une surface quelconque restent apres leur réflexion normaux
a une méme surface.

M. Dupin a généralisé ce théoreme en faisant voir que des rayons de
lumiere dirigés suivant les normales a2 une méme surface peuvent étre réflé-
chis ou réfractés a travers une surface quelconque sans perdre la propriété
d’étre normaux a une méme surface.

On peut le reconnaitre de la maniere suivante.
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Des rayons de lumiere normaux 4 une méme surface sont en méme temps
normaux a toutes les surfaces paralleles qu’on obtient en portant sur chaque
rayon une longueur constante a partir de la surface primitive. Ces surfaces,
en nombre infini, déterminent sur une surface quelconque S une série (X)
de lignes d’intersection ( fig. 19).

Imaginons les trajectoires orthogonales (Y ) de ces lignes, et considérons
les rayons qui se réfléchissent aux points d’intersection de deux séries de
courbes infiniment voisines. Les rayons AM, A, M,, etc., qui tombent sur la
ligne x, se réfléchissent, dans le plan normal a cette ligne, suivant MN, M, N,.
Prenons sur ces rayons réfléchis, a partir de la surface, des longueurs
égales MB, M, B, ; les extrémités de ces longueurs forment une ligne z qui
coupe les rayons orthogonalement.

Les rayons A’ M’, A', M| qui tombent sur la ligne «’ se réfléchissent sui-
vant M'N’, M', N’,. Abaissons du point M’ la perpendiculaire M'K sur le
rayon MB, et prenons a partir de M’ une longueur M'B’ = KB. Si MK est
constant le long de la ligne «, le lieu des points B’ sera une ligne z' cou-
pant orthogonalement tous les rayons réfléchis sur x’; et 'ensemble des
lignes z, z’ formera une surface a laguelle tous les rayons réfléchis seront
normaux.

Désignons par i et r les angles d’incidence et de réflexion :

MK — MM’ sin r;
on doit done avoir
MM’ sin r == const.

Mais MH étant perpendiculaire sur A’ M, HM' ou MM’ sin ¢ est aussi con-
stant; donc
sin i
S = const.
Remarquons que le raisonnement qui précede s’applique tout aussi bien
aux rayons réfractés. Nous pouvons donc énoncer le théoreme suivant:
La condition nécessaire et suffisante pour que des rayons normaux a une
méme surface restent, apres leur réflexion ou leur refraction sur une surface
quelconque, normaux a une méme surface, est que le sinus de I’angle d’inci-

dence soit au sinus de Uangle de reflexion ou de réfraction dans un rapport
constant.

Théoréme de Jacobi. — Théoreme plus general.

10. Considérons une ligne fermée quelconque : ses binormales forment
6
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une surface gauche dont elle est la ligne de striction, et comme elle coupe
toutes les génératrices orthogonalement, elle est en méme temps une ligne
géodésique de la surface. Or nous avons vu que I'aire sphérique correspon—
dant & un contour curviligne fermé est égale 4 27 moins la somme des angles
de contingence de ce contour. Done, st par le centre d'une sphére on méne
des rayons paralleles aux normales principales d’une courbe fermée quel-
conque, le lieu des extremites de ces rayons divisera la sphere en deux par-
lies équivalentes.

L’aire comprise dans une courhe sphérique fermée est égale 2 27 moins
la somme des angles de contingence géodésique de cette courbe. Cela revient
a dire que si 'on mene 4 une courbe sphérique fermée des arcs de grand
cercle tangents, et qu’on prenne sur ces arcs, dans le méme sens, a partir du
point de contact, des longueurs égales & un quadrant, le lieu des extrémités
de ces longueurs divise la sphere en deux parties équivalentes.

Si donc les rayons menés parallelement aux génératrices d’une surface
gauche déterminent sur la sphere une courbe fermée, on voit facilement,
d’apres ce qui précede, et en se reportant au n° 3, que les rayons d'une sphere
paralleles aux normales d’'une surface gauc/ze, le long de la ligne de striction,
deéterminent sur cetle sphere une courbe fermée qui divise la surface sphérique
en deux parties eéquivalentes; en d’autres termes, la somme des angles de

contingence géodesique de la ligne de striction d’une surface gauche est égale
a zero.

QUATRIEME PARTIE (*).

ETUDE DES SURFACES A LIGNES DE COURBURE PLANES OU SPHERIQUES.

La théorie de ces surfaces a été traitée analytiquement par MM. Bonnet
et A. Serret. Nous allons appliquer & leur étude une méthode purement
géométrique.

I. — SURFAGES A LIGNES DE COURBURE PLANES.

Si I'on rapporte sur une sphere de rayon 1 les différents points d’une sur-
face par des rayons paralleles & ses normales extérieures, une ligne quel-

(*) Cette derniére partie a fait I'objet d'un Mémoire présenté par lauteur & I'Académie des
Sciences le 15 février 1858.
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conque de la surface se transforme en une ligne sphérique correspondante.
Les tangentes & une ligne de courbure et & sa transformée en deux points
correspondants sont paralleles; par conséquent, les plans osculateurs cor-
respondants sont eux-mémes paralleles, et forment le méme angle, I'un avec
la sphere, Pautre avec la surface.

De Ia les propositions suivantes :

Les lignes de courbure de la surface ont pour transformées spheriques un
double systéme de lignes orthogonales. A

A une ligne de courbure plane correspond une ligne spherique plane, cest
a-dire un cercle.

Le plan d’une ligne de courbure plane coupe la surface partout sous un méme
angle qui est égal a celui que forme le plan du cerele correspondant avec la
sphere.

Les propriétés d’un double systeme de ligres de courbure planes vont se
déduire de I'étude d’un double systeme de cercles orthogonaux sur une
sphere.

Double systéme de cercles se coupant orthogonalement sur une sphere.

TukorREME I. — Si lon considére deux cercles infiniment voisins sur une
spheére et un systéme de lignes qui les coupent orthogonalement, les plans oscu-
lateurs de ces lignes aux differents poinis de I'un des cercles passent tous par
une méme droite.

En effet, ces plans osculateurs passent par les sommets des deux cones
circonscrits a la sphere le long des deux cercles.

TutoriME II. — Lorsque dewx systémes de cercles se coupent orthogona~
lement sur une sphére :

1° Les plans des cercles d’un méme systéme passent par une méme droite;;

2° Des deux drottes d’intersection, ['une est extérieure a la sphere, et I'autre
est la ligne de contact des deux plans tangents menés par la premiere ;

3v Les plans des deux systémes de cercles coupent la sphere sous un angle
dont le cosinus est proportionnel au cosinus de I'angle que forment ces mémes
plans avec un plan parallele aux deux droites d’intersection.

1° Cela résulte immédiatement du théoreme précédent.
2° Considérons la ligne d’intersection des plans d’'un méme systeme. Si
elle est extérieure a la sphére, les deux plans tangents menés par cette droite
feront partie du systeme de plans dont elle est I'intersection; les deux cercles
6.
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correspondants seront réduits aux deux points de contact, et, des lors, les
cercles de 'autre systeme passeront tous par ces deux points. Si elle coupe
la sphere, les deux plans tangents aux points d’intersection feront partie des
plans de l'autre systeme, et, par conséquent, ces derniers plans passeront
tous par la droite d’intersection de ces plans tangents.

Nous appellerons droites réciproques les deux lignes d’intersection des
deux systemes de plans : le produit de leurs distances au centre de la sphere
est égal a l'unité.

3° Désignons par / l'angle sous lequel les plans d'un méme systeme
coupent la sphere, par d la distance de la droite d’intersection de ces plans
au centre de la sphere, et par ¢ I'angle que forment ces mémes plans avee
un plan parallele aux deux droites réciproques. La perpendiculaire abaissée
du centre de la sphere sur 'un de ces plans est égale & cos/: cette méme
perpendiculaire est égale 4 d cosg; donc

cosl=d cosg.

En désignant par I, d’, ¢’ les éléments analogues a /, d, ¢ pour le
second systeme de plans, on a, de la méme maniere,

cosl’ =d’ cos¢';
d’otr

(1) cos{cosl’ = coso cos ¢’.

CoroLLAIRE I. — Si les plans d’un systéme de cercles tracés sur une sphere
passent par une méme droite, le systéeme orthogonal est formé de cercles dont
les plans passent par la droite réciprogue.

COROLLAIRE II. — Si les plans d’un systéme de cercles traces sur une sphere
sont paralléles a une drotte fixe et coupent la sphere sous un angle dont le
cosinus est proportionnel au cosinus de I'angle que forment ces mémes plans
avec un plan paralléle a la droite fize, ces plans passent par une méme droute.

En effet, considérons le plan P qui passe par le centre de la sphere, est
paralléle a la droite fixe et est perpendiculaire au plan fixe, et soit L I'in—
tersection de I'un des plans du systeme de cercles avec le plan P. En dési-
gnant par / 'angle sous lequel ce plan coupe la sphere, par ¢ I'angle qu'il
forme avec le plan fixe, et par 4 la distance de la droite L au centre de la
sphere, on a

cosl=dcosg.
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Or, d’apres I’hypothese, C—Os_—l = const; donc d est constant et tous les plans
cos o

passent par la droite L.

Double_systéme de lignes de courbure planes.

TueoreME 111, — St deux lignes de courbure infiniment voisines d’une sur-
Jace sont planes, les plans osculateurs des lignes de courbure de I’ qutre systéme,
aux differents points de l'une de ces lignes, sont paralléles a une méme drotte.

THEOREME IV. — Si toutes les lignes de courbure d’une surface sont planes,
les plans des lignes de courbure d’un systéme enveloppent un cylindre, les plans
des lignes de courbure de I’ auire systéme enveloppent un autre cylindre, et ces
deux cylindres ont leurs génératrices perpendiculaires.

SOREME V. — Lorsque toutes les lignes de courbure d’une surface son
TutoreME V. — Lorsque toutes les lignes d bure d t
planes, les plans des lignes de courbure de l'un et de I'autre systéme coupent
urface sous un angle dont le cosinus est proportionnel au cosinus de I’ angle
las gle dont | ¢ proport l de l’angl
que forment ces mémes plans avec un plan paralléle aux genératrices des deux
cylindres enveloppes.

TuEOREME VI. — St les l[gnes de courbure d’un méme systéme sont planes,
st leurs plans sont paralléles a une droite fixe et coupent la surface sous un
angle dont le cosinus est proportionnel au cosinus de I'angle que ces mémes
plans forment avec un plan fixe paralléle a la droite, les lignes de courbure de
Uauire systéme sont ausst planes.

TakorEME VII. — St les lignes de courbure d’un méme systéme sont dans
des plans paralleles, les lignes de courbure de I'autre systéme sont ausst planes ;

leurs plans coupent la surface orthogonalement et sont paralleles a une méme
droite.

En effet, aux lignes de courbure situées dans des plans paralleles corres-
pondent sur la sphere des cercles paralleles, et le systeme des lignes sphé-
riques qui coupent ces cercles orthogonalement est formé de grands cercles
passant par les pdles communs de tous ces petits cercles.

On voit facilement que les lignes de courbure du premier systeme sont les
développantes des sections que déterminent leurs plans dans le cylindre
enveloppe des plans des lignes de courbure du second systeme.

De la résulte la génération connue des surfaces dont les lignes de cour-
bure d’un systeme sont dans des plans paralleles.
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Tneorimr VIII. — Réciproquement, si les lignes de courbure d'un systéme
sont dans des plans paralléles ¢ une méme drotte et coupant la surface ortho-
gonalement, les lignes de courbure de I autre sysiéme sont dans des plans paral-
léles entre eux, et elles sont les developpantes des sections droites que leurs
plans déterminent dans le cylindre enveloppe des plans du premier systeme.

Surfaces developpables a lignes de courbure planes.

Les génératrices rectilignes d’une surface développable forment un pre-
mier systeme de lignes de courbure; I'autre systeme est formé des trajec—
toires orthogonales de ces génératrices. On sait que les portions des diffé-
rentes génératrices comprises entre deux trajectoires orthogonales sont
égales : de plus, si 'une de ces trajectoires est plane, le plan de cette ligne
coupe toutes les génératrices sous le méme angle. Il résulte de la que si
I'une des lignes de courbure du second systeme est plane, toutes les lignes
de courbure de ce systeme sont planes et situées dans des plans paralleles.
En outre, les génératrices de la surface formant le méme angle avec le plan
d’une de ces lignes de courbure, I'aréte de rebroussement est une hélice
située sur un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires a ce plan.
Ainsi :

TakoreME IX. — L’hélicoide est la seule surface developpable dont toutes les
lignes de courbure soient planes.

II. — SURFACES A LIGNES DE COURBURE PLANES ET SPHERIQUES.

THEOREME 1. — St les lignes de courbure d’un systéme sont planes, et st
leurs plans passent par une méme droite, les lignes de courbure de U’ auire sys-
téme sont sphériques, et les sphéres qui les contiennent ont leurs centres sur la
droite et coupent la surface orthogonalement.

En effet, considérons deux génératrices infiniment voisines de la surface
développable circonscrite a la surface le long d’une ligne du second sys-
teme. Elles vont évidemment concourir en un certain point de la droite par
laguelle passent les plans des lignes de courbure du premier systeme, et ce
point de concours est le méme pour tous les couples dc génératrices infini-
ment voisines. Donc la surface développable circonscrite est une surface
conique. Dés lors, la courbe de contact qui coupe orthogonalement les géné-
ratrices de ce cone est située sur une sphere ayant pour centre le sommet
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du cone; de plus, cette sphere, coupant le cone a angle droit, coupe aussi
orthogonalement la surface a laquelle le cone est circonscrit.

Remarque. — Lorsque les lignes de courbure d’un systeme sont dans des
plans paralleles, les lignes de courbure planes de I'autre systeme sont des
lignes géodésiques, puisque leurs plans sont normaux a la surface. Lorsque
les lignes de courbure d’un systeme sont dans des plans passant par une
méme droite, les lignes de courbure sphériques de 'autre systeme ont une
courbure géodésique constante; car I'une quelconque de ces lignes a la
méme courbure géodésique, soit sur la surface, soit sur le cone circonserit
le long de cette ligne; de plus, la courbure géodésique d'une ligne tracée
sur une surface ne change pas dans la déformation de cette surface, et, lors—
qu’on développe le cone sur un plan, la ligne sphérique devient un cercle.

Tukoreme 1. — St les lignes de courbure d’un systéme sont spheriques et se
irouvent sur des spheres ayant leurs centres en ligne drotte et coupant la surface
orthogonalement, les lignes de courbure de I’autre systeme sont planes et leurs
plans passent par la ligne des centres.

En effet, les tangentes & une méme ligne de courbure du second systeme,
étant normales aux spheres qui contiennent les lignes de courbure du pre—
mier systeme, vont passer respectivement par leurs centres. Comme ces
centres sont sur une méme droite, toutes les tangentes rencontrant cette
droite sont évidemment dans un méme plan.

TagoreME 1I. — Sideux lignes de courbure infiniment votsines d'une sur-
Sace sont situées sur des spheres concentriques, les plans osculateurs des lignes
de courbure de U autre systéme, le long de U'une d’elles, passent par le centre
commun des deux spheres et coupent la surface orthogonalement.

Soient AB, A’B’ deux lignes de courbure appartenant a des spheres de
méme centre O, et CD une ligne de courbure de I'autre systeme coupant les
premieres en M et M’ ( fig. 20). Menons la normale MN a la surface; le
plan OMN est normal a la courbe AB et contient, par conséquent, 1'élé—
ment MM’ de la courbe CD. La normale & la surface en M’ est située dans le
plan OM’'MN; donc ce plan est normal en M a la courbe A’B’ et contient
I'élément M’ M” de la ligne CD. Ainsi le plan OMN, normal & la surface en M
et M’, est le plan osculateur de la courbe CD au point M.

TneorEME IV. — St toutes les lignes de courbure d’un méme systéme sont
sttuces sur des spheres concentriques, les lignes de courbure de [’ autre systéme
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sont planes, et leurs plans passent par le centre commun des sphéres et coupent
la surface orthogonalement.

Remarque I. — Ce théoreme nouveau comprend, comme cas particulier,
le théoreme de Monge relatif aux surfaces a lignes de courbure d’un méme
svsteme situées dans des plans paralleles. Car, si le centre commun des
sphéres se transporte a I'infini, les lignes sphériques deviennent des lignes
planes situées dans des plans paralleles, et les plans des autres lignes de
courbure, au lieu d’envelopper un cone, enveloppent un cylindre.

Remarque II. — Les normales a la surface considérée sont toutes tan-
gentes & une surface conique. Ainsi, les seules surfaces i lignes de courbure
sphériques situées sur des spheres concentriques sont les surfaces, étudiées
par Monge, dont toutes les normales sont tangentes @ un méme cone. (Nous
faisons abstraction des surfaces développables qui seront étudiées plus loin.)

COROLLAIRE. — Les lignes de courbure planes du second systéme sont des
courbes superposables.

En effet, les rayons vecteurs de ces lignes menés du centre commun des
spheres et correspondant 4 une méme ligne sphérique sont égaux; de plus,
les éléments de ces lignes compris entre deux lignes sphériques consécutives
font le méme angle avec les rayons vecteurs correspondants.

De 1a il résulte que les surfaces a lignes de courbure sphériques situées
sur des spheres concentriques sont engendrées par une courbe plane quel-
conque dont le plan roule sur un cone. Ce sont des surfaces moulures rela—
tives au cone.

TuEOREME V. — Siles lignes de courbure d’un systeme sont situées dans des
plans passant par un méme point et coupant la surface orthogonalement, les

lignes de courbure de U'autre systéme sont situées sur des spheres ayant leur
cenlre commun en ce point.

On voit en effet aisément que les plans normaux 2 une ligne de courbure
du second systeme passent tous par ce point.

TukoREME VI. — Lorsqu'une surface a deux lignes de courbure spheriques
infiniment voisines situées sur des sphéres non concentriques, les.plans oscula-
teurs des lignes de courbure de U'autre systéme, le long de l'une des lignes
spheriques, passent par un méme point ou sont paralléles a une méme droute.

Soient AB, A'B’ deux lignes de courbure appartenant & des spheres dont
les centres sont O et O’ ( fig. 21). Soit'CD une ligne de courbure de I’autre
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svsteme coupant les deux lignes sphériques en M et M'. Considérons le plan
osculateur de la ligne CD au point M. Les angles que ce plan forme avec la
surface en M et M’ sont égaux. Soit I le point ol 1l coupe la ligne des
centres XY. Menons la tangente MT a Ia ligne CD. Du point O abaissons la
perpendiculaire OP sur cette tangente et la perpendiculaire OK sur le
plan IMT. L’angle OMT est le complément de Pangle / sous lequel la pre-
miere sphere coupe la surface. L’angle KPO est le complément de I'angle
que le plan osculateur forme avee la surface en M et M, et P'angle OIK est
le complément de 'angle ¢ que ce méme plan osculateur fait avec un plan
perpendiculaire & XY. Soit R le rayon de la premiere sphere. Les triangles
OPM, OKP, OKI donnent

OP =R cosl,
OK = OP cosz,
OK = OI coso;
d’oti
{2) O} coss == R cos ! cost.

En dé:ignant par R’ le rayon de la seconde sphere et par [’ 'angle sous
lequel clle coupe la surface, on a de méme

O'Icosg=1R'cos!' cosi;
d’olr
Ol Reos!

01 Rcost”
Cette derniere relation, qui convient & tous les plans osculateurs des lignes
de courbure du second systeme le long de AB, mountre que .tous ces plans
passent par le point I.

Si R cos/ était égal a R cos/', le point I serait & I'infini, ¢'est-a-dire que
tous les plans osculateurs seraient paralleles 2 la droite XY.

La relation {2) montre de plus que cosk est proportionnel & coso, c'est-
a-dire que le long d’une des deux lignes spheriques, les plans osculateurs des
lignes de courbure de I’autre systeme coupent la surface sous un angle dont le
cosinus est proportionnel au cosinus de I'angle que ces mémes plans forment
avec un plan perpendiculaire a la ligne des centres des deux spheres.

Si les plans osculateurs sont paralleles & XY, les cosinus des angles que
ces plans forment avec la surface sont proportionnels a leur distance a cette
ligne XY; car, dans ce cas, la formule (2) doit étre remplacée par cette autre

(3 OR =R coslcos?.
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TuEorEME VII. — Sitoutes les lignes de courbure d’un méme systéme appar-
tiennent a des spheres dont les centres sont sur une méme drotte XY, et st de
plus pour toutes ces spheres le produit R cos [ est proportionnel a la distance de
leurs centres & un point fize 1 de la droite XY, les lignes de courbure de I’ autre
systéme sont dans des plans passant par ce point fixe et coupant la surface sous
un angle dont le cosinus est proporiionnel au cosinus de U'angle que forment
ces mémes plans avec un plan perpendiculaire a XY .

St Rcos | est constant, les lignes de courbure du second sysiéme sont dans
des plans paralleles a XY et coupant la surface sous des angles dont le cosinus
est proportionnel a leur distance a cetie droite.

Ce théoreme est une conséquence immédiate du précédent.

TaeoreME VIII. — Si les lignes de courbure d’un systéme sont planes, que
leurs plans passeni par un méme point et coupent la surface sous un angle dont
le cosinus est proportionnel au cosinus de Uangle que forment ces mémes plans
avec un plan fize, les lignes de courbure de I'autre systéme sont sphériques.
et les spheres qui les contiennent ont leurs centres sur une méme droite perpen-
diculaire au plan fize.

Soit I le point par lequel passent les plans des lignes de courbure du pre-
mier systeme, et XY une droite perpendiculaire au plan fixe { fig. 22). Con-
sidérons une ligne de courbure AB du second systeme. Menons en M un plan
normal & cette ligne : ce plan normal coupe XY au point O. Abaissons de
ce point la perpendiculaire OP sur la tangente MT & la ligne de courbure CD,
et la perpendiculaire OK sur le plan IMT de cette ligne. En désignant par 7.
I’angle que ce plan forme avec la surface, et par o I'angle qu’il forme avec,
un plan perpendiculaire 4 XY, on a

OK = OP cos,

OK =0I coso,
d’onr
01 cos 2
oP = coso = const —= m.

Pour un autre plan normal en M’ a la ligne AB et coupant XY au point (),
on a de méme
01
O—’Fﬁ = m.
Les deux tangentes MT, M'T’ & deux lignes de courbure infiniment voi-
sines du premier systtme sont dans un méme plan perpendiculaire au

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(51)
plan OMT; par conséquent OP' = OP. On a donc
AR S
or o T
d’olt
0'1-0l 00’

o —or oG ot

De la il résulte que si les plans normaux a la courbe AB coupaient la
droite XY en des points différents, les normales a la surface développable
circonserite le long de AB formeraient le méme angle avee XY. Cette surface
développable serait un hélicoide, et la ligne AB serait dans un plan perpen-
diculaire & XY. Comme toutes les lignes du second systeme ne peuvent étre
dans des plans perpendiculaires & XY, on peut dire généralement que les
plans normaux & une ligne de courbure du second systeme passent par un
méme point O de la droite XY, et que, par conséquent, cette ligne de
courbure est située sur une sphere ayant pour centre ce point O.

En désignant par R le rayon de cette sphere, par d la distance de son
centre au point I, et par / angle sous lequel elle coupe la surface, on a

dcoso = Rcoslcosh,

ou
Rcosl const
= .
Tueontme IX. — Si les lignes de courbure d’un systéme sont planes, si

leurs plans sont paralléles a une droite fize et coupent la surface sous un angle
dont le cosinus est proportionnel a la distance de ces plans a la drotte fixe, les
lignes de courbure de ['auire systéme sont spheriques, et les spheres qui les
contiennent ont leurs centres sur la drote fixe.

Soient XY ( fig. 22) la droite a laquelle les plans des lignes de courbure
du premier systeme sont paralleles, et AB une ligne de courbure du second
systeme. Menons les plans normaux en deux points infiniment voisins de
cette ligne; ces plans coupent XY en O et 0. On a

OK

OP = —— = const;
cos A :

done
OP=0P ou OP=0'P,

ce qui exige que le point O soit confondu avec le point O. Ainsi les plans
normaux a une ligne quelconque du second systeme passent par un méme

7
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point de XY : les lignes de courbure du second systeme appartiennent donc
a des spheres ayant leurs centres sur la droite XY.

En désignant comme précédemment par d la distance de la droite XY &
I'un quelconque des plans des lignes de courbure du premier systeme,
par R le rayon d’une sphere et par / 'angle sous lequel elle coupe la sur-
face, on a

d =R coslcosi;
d’ou
X cos {'== const.

TrEoREME X. — St deux lignes de courbure infiniment voisines d’un sys—
téme sont ‘sphériques et que les lignes de courbure de I'autre systéme sotent
planes, les plans de ces dernieres passent tous par un méme point et coupent la
surface sous un angle dont le cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle
qu’ilsforment avec un plan fixe, et, par conséquent, toules les lignes de cour—
bure du premier systéme sont sphériques.

Le point par lequel passent les plans des lignes de courbure du second
systeme peut étre & 'infini; et alors ces plans sont paralleles & une méme
droite et coupent la surface sous un angle dent le cosinus est proportionnel
4 leur distance & cette droite.

TukorEME X1. — St trois lignes de courbure infiniment voisines d’un sys—
téme sont planes et que les lignes de courbure de I’autre systeme sotent sphe—
riques, les cenires des spheres qui contiennent ces dernieres sont en un méme
point ou sur une méme droite; dans ce dernier cas, R cos! est constant ou
proportionnel a la distance des centres des sphéres a un point fixe de la
drotte; par conséquent, toules les lignes de courbure du premier sysicme sont
planes.

Tutonime XII. — St trois lignes de courbure infiniment voisines d’un sys-
téme sont planes, les spheres osculatrices des lignes de courbure de Iautre sys-
teme, le long de U'une des lignes planes, ont leurs centres en un méme point ou
sur une méme drotte, et de plus, dans ce dernier cas, pour toules ces sp/ze‘res,

R cos ! est constant ou proportionnel & la distance de leurs centres & un point
Sfixe de la drote.

Conclusion.

TueoriMe XI. — Dans une surface a lignes de courbure planes et sphe-
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riques, les plans des lignes de courbure planes passent par un méme. point ou
sont paralleles a une méme droite, ou passent par une méme drote.

Dans le premier cas, les sphéres qui contiennent les lignes spheriques ont
leurs centres en un méme point ou sur une méme droite.

Dans les autres cas, les centres des sphéres sont sur une méme droite.

Lorsque les centres des spheres sont en un méme point, les plans coupent la
surface orthogonalement.

Lorsque les centres des spheres sont sur une méme droute, suivant que R cos
est consiant ou proportionnel a la distance de ces centres ¢ un point fixe, les
plans coupent la surface sous un angle dont le cosinus est proportionnel a leur
distance a la ligne des centres, ou au cosinus de I’angle qi’ils forment avec un
plan perpendiculaire a cette ligne.

Surfaces développables a lignes de courbure sphériques.

TukoreME XIV. — Si lune des lignes de courbure d’une surface develop-
pable est spherique, toutes les autres lignes de courbure sont ausst spheriques et
situces sur des spheres concentriques.

Cela résulte de ce que les portions de génératrices comprises entre deux
lignes de courbure sont égales, et que les génératrices forment le méme
angle avec les rayons correspondants de la sphere qui contient I'une des
lignes de courbure.

THEOREME XV. — Les seules surfaces developpables dont les lignes de cour-
bure soient spheriques sont les surfaces circonscriptibles a une sphere.

On voit en effet que les plans tangents a la surface, formant le méme
angle avec la sphere qui contient U'une des lignes de courbure, sont tous 4
égale distance du centre de cette sphere.

Surfaces dont toutes les normales sont tangentes a une méme sphere.

La génération de ces surfaces, donnée par Monge, se déduit facilement de
ce qui précede. En effet, les surfaces développables formées par les normales
aux différents points des lignes de courbure d’un méme systeme sont cir-
conscrites 3 une méme sphere; des lors, ces lignes de courbure sont sphé-
riques et situées sur des spheres concentriques. Par suite, en vertu d'un
théoreme précédent, les autres lignes de courbure de la surface sont planes:
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leurs plans coupent la surface & angle droit et passent par le centre commun
de toutes les spheres.

Ainsi les surfaces dont il s’agit ont la méme génération que les surfaces
dont toutes les normales sont tangentes 4 un cone; seulement la généra—
trice, au lieu d’étre une courbe quelconque, est la développante d’un cercle
avant pour centre le sommet du cone.

APPENDICE.

Les théoremes VI et XII peuvent étre présentés sous une forme qui ex-
prime une propriété générale des surfaces ayant un seul systeme de lignes
de courbure planes ou sphériques.

TneoreME XVI. — Dans les surfaces qui ont un systéme de lignes de cour-
bure sphériques, les plans osculateurs des lignes de courbure de I’ autre systéme,
le long d’une ligne sphérique, passent par un méme point ou sont paralleles a
une méme droite. De plus, ou ils sont normaux a la surface le long de cette
ligne, ou ils la coupent sous un angle dont le cosinus est proportionnel au

costnus de I’angle qu’ils forment avec un plan fixe, ou a leur distance & une
droite fixe.

TatoriME XVII. — Dans les surfaces qui ont un sysicme de lignes de cour—
bure planes, les spheres osculatrices des lignes de courbure de 1 ‘autre systeme,
le long d’une ligne plane, ont leurs centres en un méme point ou sur une méme
droute, et, dans ce dernier cas, R cos ! est constant ou proportionnel a la dis-
tance de leurs centres a un point fixe.

III. — SURFACES A L!'GNES DE COURBURE SPHERIQUES.

1. On peut rattacher la theorie de ces surfaces a celle des surfaces & lignes
de courbure planes ou a lignes de courbure planes et sphériques, en mon-
trant que les premieres se déduisent des dernieres au moyen d’une trans—
formation par rayons vecteurs réciprogques.

Il suffit de considérer les spheres qui contiennent trois lignes de cour-
bure infiniment voisines d’un méme systeme. Ces trois spheres ont ou deux
points communs ou un point commun avec une tangente commune en ce
point, ou un cercle commun qui peut se réduire 2 un point, ou bien elles
n’ont aucun point rée! commun.

Lorsqu’il ¥ a au moins un point commun, en prenant ce point pour centre
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de transformation, on obtient une surface qui a trois lignes de courbure
planes dans un systeme et des lignes de courbure planes ou sphériques dans
Pautre; par conséquent, cette surface transformée a toutes ses lignes de
courbure planes dans un systeme et planes ou sphériques dans 'autre.

Mais si les trois spheres n’ont aucun point commun, la méthode précé-
dente se trouve en défaut.

Ce cas peut-il se présenter, ct, s'il se présente, peut-on, au moyen d'une
dilatation ou d’une contraction convenable de la surface, le vamener au cas
général?

Pour répondre & ces questions, nous attaquerons le probleme directement
en cherchant la relation générale qui existe entre les spheres auxquelles
appariiennent les lignes de courbure des deux systemes.

Une formule trés-simple lie entre eux les angles sous lesquels les spheres
coupent la surface, et I'angle que les spheres d'un systeme forment avec les
spheres de Pautre systeme; et cette formule n’est pas particuliere a deux
systemes de spheres : elle s’applique également & deux systemes de plans ou
& un systeme de spheres et un systeme de plans.

De la une théorie nouvelle tout élémentaire, et des surfaces a lignes de
courbure planes, et des surfaces a lignes de courbure planes et sphériques.
et des surfaces a lignes de courbure sphériques.

Nous indiquerons rapidement 'application de cette nouvelle méthode aux
deux premiéres catégories de surfaces qui ont été déja étudiées en détail,
et nous développerons tous les résultats qu’elle fournit pour les surfaces a
lignes de courbure sphériques.

Nouvelle methode applicable aux trois catégories de surfaces.

2. Théoréme fondamental. — Considérons deux lignes de courbure sphé-
riques AA’, BB’ (fig. 23), appartenant & des spheres qui coupent la surface
sous des angles [ et 1. Les plans tangents & ces deux spheres et le plan tan-
gent & la surface en M forment un angle triedre qui donne

(4) cosy == cosicosh,

¢ désignant I'angle des plans tangents aux deux sphéres.
<
On peut substituer a ces spheres deux plans, ou un plan et une sphere.
Done :

Lorsque toutes les lignes de courbure d’une surface sont planes, le plan de
chacune de ces lignes coupe les plans des lignes de I’ autre systéme sous un angle
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dont le costnus est proportionnel au cosinus de I'angle que forment ces mémes
plans avec la surface.

Lorsque les lignes de courbure d’un systéme sont planes et les lignes de cour-
bure de ['autre systeme spheriques, chaque sphere coupe les plans sous un angle
dont le cosinus est proportionnel au cosinus de Pangle que forment ces mémes
plans avec la surface; et chaque plan coupe toutes les spheres sous un angle
dont le cosinus est proportionnel au cosinus de Uangle que forment ces mémes
sphéres avec la surface.

Lorsque toutes les lignes de courbure d'une surface sont spheriques, chacune
des spheres d'un systéme coupe toutes les spheres de [ autre systéme sous un angle
dont le cosinus est proportionnel au cosinus de I'angle que forment ces der-
nueres spheres avec la surface.

Surfaces a lignes de courbure planes.

3. Considérons les plans de deux lignes de courbure d’un systeme, et
cherchons le systeme de plans qui les coupent sous des angles dont les cosi-
nus ont un rapport constant.

Menons par le centre d’une sphere des droites perpendiculaires aux plans.
1’angle de deux de ces droites étant égal & V'angle des deux plans corres—
pondants, on voit facilement que la question est ramenée a celle—ci :

Quelle est sur une sphere le liew géométrigue des points dont les distances an-
gulaires a deux pownis fixes ont des cosinus proportionnels entre eux?

Le lieu de ces points est un grand cercle perpendiculaire sur celul qui
jointles deux points fixes. Donc les perpendiculaires menées par un méme
point sur les plans des ligres de courbure du second systeme sont dans un
méme plan; done enfin :

Les plans des lignes de courbure du second systéme enveloppent un cylindre.

De méme, les plans des lignes de courbure du premuer systéme enveloppent un
eylindre; et les deusx cylindres enveloppes ont leurs génératrices perpendicu-
laires.

Les perpendiculaires menées par le centre de la sphere sur les plans des
deux systemes de lignes de courbure déterminent deux grands cercles AA’,
BB’ ( fig. 24 ). Considérons deux points M et N correspondant & deux plans
de systemes différents. L'arc MN mesure 'angle de ces deux plans. Dési-
gnons cet angle par . En appelant « et {5 les ares CM et CN, on a, dans le

triangle sphérique MCN,

cos¥ = cos & c0sB;
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mais, /et ) désignant les angles sous lesquels les deux plans coupent la sur-
face, on a également
cosb = coslcos?,
d’ol
(5) coslcosh = cosoxcosf.

La droite OC est perpendiculaire aux génératrices des deux cylindres en-
veloppes; done les plans des lignes de courbure d’un systéme coupent la surface
sous un angle dont le cosinus est proportionnel au cosinus de I angle que forment
ces mémes plans avec un plan fize.

Comme le plan osculateur d’une ligne de courbure forme en deux points
infiniment voisins le méme angle avec la surface, on peut encore déduire de
ce qui précede le théoreme suivant :

Dans toute surface a lignes de courbure d’un systéme planes, les plans oscula-
teurs des lignes de courbure de I’autre systeme, le long d’une ligne du prenuer,
sont paralleles @ une méme droite et coupent la surface sous un angle dont le
cosinus est proportionnel au cosinus de l'angle que ces mémes plans forment avec
un plan fixe.

Surfaces & lignes de courbure planes et spheriques.

4. Considérons les plans de deux lignes de courbure planes et proposons-
nous de trouver un systeme de spheres qui coupent ces deux plans sous des
angles dont les cosinus soient proportionnels aux cosinus des angles que ces
plans forment avec la surface. Désignons par R le rayon d’une sphere, par ¢
et 4" les angles sous lesquels elle coupe les deux plans, et appelons p et p’ les
perpendiculaires abaissées de son centre sur les deux plans. On a

p=DRcosd,
p =Recosd/,
d’ott
oS
£, = ————% = consl;
cosy

P

donc les centres des spheres sont situés dans un méme plan. Si au lieu de
deux lignes planes nous en considérons trois, nous reconnaitrons que les
centres des spheres se trouvent généralement sur une méme droite.
Examinons rapidement les différents cas qui peuvent se présenter.
1° Les trois plans considérés passent par un méme point. On voit facile-
ment que les centres des spheres sont sur une méme droite passant par ce
8
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point, et par suite que tous les plans des lignes de courbure du premier sys-
teme passent par ce méme point (nous excluons le cas ot les plans des lignes
de courbure planes coupent la surface orthogonalement, auquel cas les lignes
de courbure de 'autre systeme sont situées sur des spheres concentriques).
Si 'on désigne par d la distance du centre d’une sphere au point de con-
cours des plans, et par ¢ I'angle que forme un de ces plans avec un plan
perpendiculaire a la ligne des centres, on a

p=dcoso:
mais
p = Rcosy=DNRcoslcosk;
done

(6) Rcoslcosk=dcosy,

formule déja obtenue par une autre méthode, et dont les conséquences ont
été énoncées précédemment.

2° Les trois plans sont paralleles & une méme droite. Dans ce cas, les
centres des spheres sont sur une méme droite, et tous les plans des lignes de
courbure du premier systeme sont paralleles & cette droite. De plus, onala
relation

(7] p=Rcoslcosh;

done, ete.

3° Lorsque les trois plans passent par une méme droite, les centres des
spheres sont nécessairement sur cette droite, et par suite tous les plans des
lignes de courbure du premier systeme contiennent cette méme droite. La
formule {7) devient dans ce cas

(8) Rcoslcosi=o;

done tous les plans coupent la surface orthogonalement, auquel cas la sar-
face est de révolution, ou toutes les spheres coupent la surface orthogonale-
ment.

Il 0’y a pas lieu d’examiner le cas ol les trois plans sont paralleles, car on
sait que, si tous les plans des lignes de courbure d’un systeme sont paralleles,
les lignes de courbure de I'autre systemes sont planes.

Comme la sphere osculatrice d’une ligne de courbure forme en trois points
infiniment voisins le méme angle avec la surface, on déduit de ce qui précede
le théoreme suivant, déja énoncé (théor. XVII):

Dans une surface a lignes de courbure d’un systéme planes, les sphéres oscu—
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latrices des lignes de courbure de I’ autre systéme, le long d’une ligne plane, ont
leurs centres en un méme point ou sur une méme droite; et dans ce dernzer cas,
le produit du rayon de chaque sphere par le cosinus de I'angle qu’elle forme ayvec
la surface est constant ou proportionnel & la distance de son centre ¢ un point
Jixe situé sur la ligne des centres.

Si on considérait deux spheres et qu’on cherchit le systeme de plans
(ui coupent ces spheres sous des angles dont les cosinus sont proportionnels
aux cosinus des angles que ces spheres forment avec la surface, on reconnai-
traitaisément que tous les plans passent par un mémepointouunemeéme droite.

De la on peut déduire le théoreme relatifaux plans osculateursdes lignes de
courbure d’un systeme, le long de deux lignes de courbure sphériques in-
finiment voisines de 1'autre systeme, lequel théoreme a déja été énoncé
{ théor. XVI).

Surfaces a lignes de courbure sphérigues dans les deux systémes.

5. Comme nous aurons dans ce qui suit a dilater une surface d’une quantité
constante dans le sens de ses normales, nous établirons d’abord un théoreme
relatif & cette dilatation.

Lorsqu’on dilate une surface d’une quantité constante dans le sens de ses
normales, & une ligne de courbure plane correspond, aprés la dilatation, une
ligne de courbure plane, et a une ligne de courbure spherique une autre ligne
de courbure spherique ; de plus, les plans correspondants sont paralleles, et les
sphéres correspondantes sont concentrigues.

Considérons d’abord une ligne de courbure plane. Les normales a la sur-
face le long de cette ligne forment le méme angie avee son plan. Done, si
on prend sur ces normales des longueurs égales 4 partir de leur pied, les
extrémités de ces longueurs seront & la méme distance du plan de la ligne
de courbure, ¢’est-a-dire seront elles-mémes dans un plan paratlele.

Soit maintenant une ligne de courbure sphérique. Les normales 2 la sur-
face le long de cette ligne forment le méme angle avec les rayons correspon-
dants de la sphere qui la contient; si donc on prend sur ces normales, a
partir de leur pied, des longueurs égales, les extrémités de ces longueurs
seront & la méme distance du centre de la sphere, ¢’est-h-dire seront situées
sur un systeme concentrigue.

Si 'on désigne par r le rayon de la premiére sphere, par ) 'angle sous
lequel elle coupe la surface, par R le rayon de la seconde sphere et par nla
quantité de dilatation, on a la relation
(9) K== r*-++ n?+4 2nrcosh.

/
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Soit maintenant une surface dont toutes les lignes de courbure sont sphé-
riques.

Premier cas. — Considérons trois spheres quelconques d’'un méme systeme
et supposons leurs centres en ligne droite; prenons cette droite pour axe
des z; désignons par ¥, 7", ¥” les distances des centres au plan des xy;
par ¢’, p”, 0" les rayons des spheres, et par ', 17, 1" les angles sous lesquels
elles coupent la surface. Soit R le rayon d’une sphere de P'autre systeme,
! I'angle qu’elle forme avec la surface, et @, b, ¢ les coordonnées de son
centre. Cette sphere coupe celles du premier systeme sous des angles dont les

cosinus sont égaux respectivement a cos/ cosk’, cos/cosd”, cos/cos2”. Ona
done

(1) @40+ (c— vy P=R4-p*— 2R coslp cos¥,
(2) @4 b+ (¢c—y" =R 4p”"*— 2R coslp” cos?’,
(3) a4 b+ (¢ —y" P =R+ "7 — 2R cos{p"” cos?”,

et par suite,

(
(

) 2¢(y — ¢ )+yP—y"r=p*—p?—2Rcosl(p cos —p" cosr”),

j 2e(y"—7¢ )+ yt—y"=p*— p"—2 R cosl(p’ cos ¥’ —p"” cosh”).

Ot s

1° Supposons ¢’ cos)’ différent de p” cosd” et de p” cosA”.

Les équations (4) et (5) déterminent pour ¢ et R cos/ des valeurs con-
stantes ; donc les centres des spheres du second systéme sont dans un méme plan
perpendiculaire a I'axe des z, et le produit du rayon de chaque sphere par le
cosinus de I'angle qu’elle forme avec la surface est constant.

Prenons pour plan des xy le plan des centres des spheres du second sys-
teme, ¢’est-a~dire faisons ¢ = o dans les équations (4) et (5). Les valeurs
de R cos/que I'on tire alors de ces équations doivent étre égales :

'é 2 2 2] 12wy A2 23
— Rcosl= v 7 /‘I Pu+p T — ! 7 / G p///+p///\
2(p' cos¥ —p" cosh”)  2(p’ cosk —p”cost”)

=k
d’ou
o+ 2kp cosk — y =p" + 2k p” cosN — y"r=p"? 42 kp" cosk" —y"r=k,
ou généralement, pour les trois spheres,
(6) o+ 2kocosh—y=F.
L’équation (1) donne

R=a@+4 b+ y*—a2kp cost —p"
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ou
(7) R=a+b—F.
[’équation générale des spheres du second systeme, savoir :
(x—a)P+(y—by+22=R?

devient, par la substitution de la valeur de R?,

3

(8) 4yt —oar—2by 4+ 2r=— K.
Cette équation est vérifiée, quels que soient a et b, pour
x=o0, y=o, z=tb{—F.

Donc toutes les sphéres du second systéme passent par deux mémes poinis situes
sur 'axe des .
Si £ = o, les deux points se réduisent & un seul; toutes les spheres ont
une tangente commune en ce point.
Si £ > o, les deux points communs sont imaginaires; mais si l'on
dilate la surface de la quantité n, 'équation des spheres du second systeme
devient

(9) 24y —oar —a2by -2 =n*—okn—F.

On peut toujours disposer » de maniere a rendre le second membre de cette
équation positif, ¢’est—a-dire les deux points communs réels.
2° Examinons maintenant le cas ou

o cos) =p” cos)” =p" cosA” = k.
Les équations (4) et (5) deviennent, dans ce cas,

(4’) 20(}1”-—]}’)4_},’2___1//2____‘0/2__9112’
"y

(6 20(y"—y )Yy =0""—p",

et pour que ces dernieres équations soient compatibles, il faut que Pon ait

’

2 2} 2 V4 7 "y oyl e
et el e Al A il st M ll S ¥

v 7 i I 1 [
T v —7

(IO) ,ol2+ ]f/)” - 712: prlz + lflyl/___ }lllz — .o”lz + /{1 y///___ y///) — ]fll.
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'équation générale des trois spheres est
x A+ rt (s —y )y =r.
Si 'on vemplace p* par sa valeur, elle devient
4y r—oyz =k —ky.

Cette équation est vérifiée, quel que soit 7, pour

1% 7y
z2=— et B+ yr=k ——
2 ‘ 4

Donc les spheres contiennent un méme cercle.
k'

sont tangentes en ce point.

Dans le cas oit £”= —- le cercle commun se réduit a un point; les spheres

Si £” est plus petit que —> le cercle commun est imaginaire; mais si 'on

4

dilate la surface de la quantité n, les équations du cercle commun de-

viennent
/ZJ /14/1

z=— Aprt=ntokn+ b — o

On peut disposer de la quantité de dilatation » de maniere a rendre positif fe
second membre de cette derniere équation, c¢’est-a-dire le cercle réel.
L’équation (4') montre que les cenires des spheres du second systeme sont
tous dans un méme plan perpendiculaire a [’ axe des z.
Si P'on prend ce plan pour plan des xy, Véquation (1) donne

{11 R—2hReosl=a*+ 0+ Ky -k =a+ b4 k.

Telle est la relation qui existe entre les rayons des spheres du second sys-
teme, les coordonnées de leur centre et angle sous lequel elles coupent la
surface.

Second cas. — Considérons généralement trois spheres dont les centres ne
soient pas en ligne droite.

Prenons pour plan des yz le plan des trois centres et désignos par o'y,
0f5"9". of"y" leurs coordonnées. Nous avons

o @+ (b— B r4(c—y =R+ o*—2R cosip cosk,
(2 @+ (b—0" P+ {c—y" =R+ 0" — 2R cosls" cos ¥,
(3 P {(b—G" )4 (c—y" P=R*4-0" — 2R coslp” cos}”,
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\

d’ont

(4 P ob(B =3 ) 2e(y =)+ 3By
’ ! =" —p"*—2Rcosl(p’ cosk — p” cosi”),

l/r,.)/ 9 b(\BIII _ 6/) + 20(7”’ . ,YI) _I_ @/2 +7/2_ 51”2— 7///3

! "
—— p 2 p 2

2Rcosl (g cost’ — 2" cos?”).

19 Soit d’abord

Les équations (4) et (5) deviennent, dans ce cas,

4/} 2(')({5!/ _ BI) +2¢ (7//_77)+ @Iz__}_ ylg . l3//2 — 7//3 — Pl; _— P//g’
,I;/\ Zb(ﬁm — 6/\ + 20(?’” — ,Yr) + |6,2+ ylz — @Il/; — y///g p— prg . o///z
i ) - hy v

Ces dernieres équations étant du premier degré par rapport a b et c,
représentent une ligne droite; donc les centres des spheres du second systeme
sont sur une méme droite perpendiculaire au plar des yz.

Prenons cette droite pour axe des a;, ¢’est-a—dire faisons, dans les équa-

tions (4') et (5}, b=o0, c=o0: elles donnent alors
012 . O//; _ @17 —_ 7/2 + B//g+ 7!/7: rolg . D///r_; _ r@/_. _ y/2+ 6///2 -+ 7//r'2 —o0:

v i h

d’ou

2

p/g . 6/2___ y/; — p//_» _ﬂ@ yllz — p//fg _ Eam: — ,//r/g — ]i“',
ou généralement, pour les trois spheres,
{6) =y

L’équation générale de ces spheres devient, par la substitution de cette
valeur de p?,

(7) 24yt — 2By —2ys =k
On voit qu’elles passent par les deux points dount les coordonnées sont

y=o0, z=0, x:—{—\/p,
y=o0, z==o0, x=—k.
Si &' était négatif, on reconnaitrait, comme précédemment, qu’en dilatant la

surface d’une quantité convenable, on pourrait rendre les deux points com-
muns réels.
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L’équation (1) donne

(8} R:—oafRcos{ —a*=— k.

"

2° Supposons maintenant p’ cosi’ différent de p” cos)” et de p” cos)”.
Il y a deux cas & examiner.
Soit d’abord

R cos!=const = k.

Les équations (4) et (5) représentent, dans ce cas, une ligne droite; done
les centres des sphéres du second systéme sont sur une méme droite perpendicu-
laire au plan des yz.

Prenons cette droite pour axe des x, ¢’est—a—~dire faisons b= o0, ¢ = o,
dans les équations (4) et (5) : elles donnent alors

o't —akp’ cost — " — P = p"* — 2 kp” cosh — B —y"?

=r

2 m

— ,le.pm COS)\”’* ﬁ . y///, — ]i‘l,

ou généralement,

(9) o* —2kpcos) — B — =k

De I’équation (1) on tire

Ri= @+ 3"+ y"* — "+ 2 k¢ cosV/,
ou

{10) R=w—1.

Substituons cette valeur de R* dans Iéquation des spheres du second sys-
teme, elle devient

f11) Ayt — 2ax = — k',

Cette équation est vérifiée, quel que soita, pour x = o, y* + 3> = —F;
done les spheres du second systéme contiennent un méme cercle qu’on peut
toujours rendre nul, s'il ne Uest pas, par une dilatation convenable de la
surface.

Soit Rcos/ variable d’une sphere a P'autre : c’est le cas général.

L’élimination de R cos/entre les équations (4) et (5) conduit a I'équation
d’un plan perpendiculaire au plan de vz; donc les centres de toutes les spheres
du second systéme sont dans un méme plan perpendiculaire au plan des centres
des trois spheres de I’ autre systéme.
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Prenons ce plan pour plan de xy; il faut faire ¢ = o dans les équations (4)
et (5), et alors elles doivent étreidentiques. On a donc ‘

x6// — ﬁl BIII @/

o cosk —p"cosk” g cosh—p” cos)

ﬁ!z + y’2 — ﬁ”i S ylli — plz + pl/2 @/2 + }I"’ — ﬁmz }’///2 plg 4+ pr//;
2 (o' cos k' —p” cosd”) 2 (p’ cos ¥’ —o” cos}”)

W ’

=k,
d’olt
' cosd’ 4= 3" = kp” cos)’ + 3" = kp" cos}” + " =",
ou généralement
(r2) kpcosh—+ B=1Fk",

et
Plg 4 2k/ p/ cos )\/____ p/y_ ylz —_ P//2 e 2lf,p” COS)\” — @//2__ 7”;
— PI/Iz + 2 klplll COS )\I// _— @!I/z__ .y///z P ]IJII’
ou

(13) P2k peosh—B—y = k",

Substituant dans cette derniere équation la valeur de g cos), tirée de 'équa-
tion (12), nous obtenons ainsi

% ek

(14) p=2p f Py

L’équation générale des trois spheres devient alors
22y p—2fly—2y2 :2%— B~4-k"— z—l{ki

Elle est vérifiée, quels que soient f et 7, pour

z—o, ]‘:————: r=+ \/k’” k,k” k,z

les trois spheres ont donc deux points communs.
L’équation (4) donne

(15) Rcosl=—Fkb— ¥,

et I’équation (1)

Ri—o(kb+F )p cos¥ =@+ b —abf 403 + y*—p”
ou

{16) Ripo2k"b—ar—b+k" =o
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L’équation des spheres du second systeme, quand on y a remplacé R* par sa
valeur tirée de I’équation précédente, devient
4y —oar —2by=—2k"b+ .
Cette équation est vérifiée, quels que soient a et b, pour

r=o0, y=k, z===Vk"—k";

donc toutes les sphéres du second systéme passent par deux mémes points.
St £ est plus petit que £”2, les points communs seront imaginaires. Dila-

tons la surface de la quantité n : I'équation des spheres du second systeme
devient

4y —aax —2by—=— o2 k" b 4+ k" b + k" + n* +2nRcosl,

ou

22yt ——2ax — 2by=— 2 (k" + kn)b+n*+ k" —ank’.

On voit qu’elles passent toutes par les deux points

zx=o0, y=k+kn, z=tyn+k" —a2k'n—{k" + knp.

Le coefficient de »* sous le radical est 1— 2. L’équation des trois spheres
du premier systeme devient, apres la dilatation,

\ , \ ( ' n . KR K
2y 25— 2y —2yz =2 \ 7 "% Bd-n4-k —2 = +2n .

Cette équation est vérifiée, quels que soient 8 et y, pour

z=0, y= n';lfa x:i\/n2+k””—2%+2"‘%-(g;l:i> '

Le coefficient de n* sous le radical est 1 — ;7 Done, quelle que soit la valeur

de £, on pourra toujours disposer de la quantité de dilatation n, de maniére
a rendre réels, sinon les points communs aux sphéres de 'un et I’autre sys—
teme, mais au moins les points communs aux spheres de 'un_des systemes.

Conclusion. — Il résulte de cette discussion que les centres des sphéres qui
contiennent les deux systémes de lignes de courbure spheriques d’une surface
sont, ou sur une méme droite, ou dans un méme plan.

Lorsque les centres des spheres d’un méme systéme sont sur une méme droite,
les centres des spheres de I’ autre systéme sont dans un méme plan perpendicu-
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laire a cette droite ; de plus, si pour les premiéres sphéres pcosh est constant,
elles contiennent toutes un méme cercle qu’'on peut toujours rendre réel par une
dilatation convenable de la surface; et si pcosh. est variable, les spheres de U’ autre
systéme passent par deux mémes poinis qu’on peut toujours rendre réels.

Lorsque les centres des sphéres d’un systéme sont dans un méme plan, et que
['un des deux produits pcosh ou R cos! est constant, les centres des spheres de
Uautre systéme sont sur une méme droite perpendiculaire a ce plan, et alors
ou les sphéres du premier systéme passent par deux mémes points ou les spheres
du second systéme contiennent un méme cercle. St aucun des deux produiis
o cos i, R cosl nest constant, les centres des deux systemes de spheres sont situes
dans des plans rectangulaires, et les sphéres de chaque systeme passent par
deux mémes points. En dilatant la surface d’une quantite convenable, on peut
toujours rendre réels les points communs aux spheres de I'un au moins des deux
systemes.

Enfin, dans le cas ou les spheres d’un systéme n’ont aucun point commun
réel ou imaginaire, il existe entre la position du centre de ces spheres, leur rayon
et Uangle sous lequel elles coupent la surface de certaines relations qui ont ¢té
établies dans la discussion précédente.

Si Pon transforme par rayons vecteurs réciproques une surface a lignes de
courbure sphériques, en prenant pour centre de transformation un point
commun aux spheres d’un systeme, cette surface deviendra une surface a
lignes de courbure planes dans les deux systemes, ou a lignes de courbure
planes dans un systeme et sphériques dans lautre; donc les surfaces a lignes
de courbure sphériques sont des transformées par rayons vecteurs reciproques des
surfaces a lignes de courbure planes et a lignes de courbure planes et spheriques,
ou des surfaces paralleles a ces transformées.

Surfaces dont les lignes de courbure d'un systéme sont des cercles, ou surfaces
enveloppes de spheres.

G. Premier cas. — Parmi les surfaces enveloppes de spheres, cherchons
celles dont toutes les lignes de courbure sont planes.

On sait que les lignes de courbure d’un méme systeme de ce genre de sur-
faces sont des cercles. Les lignes de courbure de 'autre systeme seront done
planes, si les plans de ces cercles sont paralleles & une méme droite et coupent
fa surface sous un angle dont le cosinus est proportionnel au cosinus de
I'angle, qu’ils forment avec un plan parallele a la droite.

La premiere condition exige que les centres des spheres enveloppes soient

9.
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sur une courbe plane; la seconde va servir & déterminer la loi de varativi:
du rayon de ces spheres.

Soit MN ( fig. 25) le lieu des centres des spheres enveloppes : considérons
deux spheres consécutives ayant pour centre O et O'; elles se coupent suivant
un cercle de diamétre AB, dont le plan est perpendiculaire a la tangente OT.
L’angle sous lequel le plan de ce cercle coupe la suiface est égal # AOT. H
faut que le cosinus de cet angle soit proportionnel au cosinus de I'angle que
le plan du cercle forme avec une certaine ligne XY située dans le plan de la
courbe MN. Désignons par K le rayon de lasphere mobile, par zU'ordonnée OP
de la courbe MN, par X I'angle que le plan du cercle forme avec la surtace. et
par % I’angle que forme ce plan avec XY : nous avons

dBR == 00 cosk,
dz =~=00"cosg,

d'ois
dR  cosh .
—— == ——— == CONSst = M,
dz cos o

d’olt enfin,

(1) R=mz4m

On peut déplacer la ligne XY parallelement i elle~-méme de maniere que
la constante 7 soit nulle; donc: sile rayon de la sphére mobile varie propor
tionnellement a 'ordonnée de la courbe MN, la surface enveloppe aura toutes
ses lignes de courbure plane.

De plus, les plans des lignes non circulaires passent tous par la droite XY .
En effet, la perpendiculaire AV au rayon OA va rencontrer la tangente O
en un point D de XY; des lors, les lignes de courbure circulaires peuvent
étre regardées comme appartenant a des spheres dont les centres sont sur la
droite XY et qui coupent la surface orthogonalement, et, d’apres un théo-
reme connu, les plans des lignes de courbure de 'autre systeme passent pav
la droite XY,

Cas particulier. — Si les plans des cereles coupent la surface orthogonale-
ment, les lignes de courbure de l'autre systeme sont dans des plans paral-
teles et les spheres enveloppes ont le méme rayon. La surface est alors une
surface~canal dont la directrice est une courbe plaue.

Si les plans des cercles sont paralleles, on voit facilement que la surface
est de révolution.

Réciproquement, siles lignes de courbure d'un systéme sont dans des plans
passant par une méme droute, et st les lignes de courbure de I’ autre systéme sont
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planes, ces derniéres lignes ne peuyent étre que des cercles ; car il a été démontr/
que ce sont des lignes sphériques.

Second cas. — Cherchons maintenant parmi les surfaces enveloppes de
spheres celles dont les lignes de courbure sont sphériques.

Considérons successivement le cas ol les plans des cercles qui constituent
un systeme de lignes de courbure passent par un méme point, le cas ou ils
sont paralleles & une méme droite, et celui ou ils passent pur une méme
droite.

1° Les plans des cercles passent par le point O.

Le point O étant, par rapport & deux spheres consécutives quelconques,
dans le plan de leur cercle commun, est le centre radical de toutes les
spheres enveloppées; done, en désignant par p la distance du centre d’une
sphére au point O, et par Rson rayon, on a, pour toutes les spheres,

(2) =Rt I,

& étant une constante.

Pour que les lignes de courbure de 'autre systeme soient sphérigues, il
faut que les plans des cercles coupent la surface sous un angle dont le cosi-
nus soit proportionnel au cosinus de P'angle que ces mémes plans forment
avec un plan fixe.

Prenons ce plan pour plan des xy et soit MN la ligne qui contient les cen-
tres des spheres enveloppées ( fig. 26). Considérons les spheres qui ont
pour centres O et O'. Elles se coupent suivant le cercle AB dont le plan est
perpendiculaire & la tangente OT. L’angle que ce plan forme avec la surface
est égal & AOT. Désignons cet angle par ), et appelons » I'angle que ce
méme plan forme avec le plan awcy; cet angle ¢ estle complément de 'angle
que la tangente OT fait avec le plan 2¢cy. On a évidemment

dR = 00'cos},
dz = 00/ cosq,

il’od

dR

'EE —_— N,
au
(3) R=mz+ h.

La formule (2), par la substitution de cette valeur de R, devient

p*==(mz —+h)+ k?,
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ou
(4) 24yt + (1 —mi) 3 —omhz = I 4 -

(est 1a Péquation d’une surface du second ordre qui est de révolution
autour de l'axe des z. '

Des équations (3) et (4) on déduit une génération tres-remarquable d’une
famille de surfaces enveloppes de sphéres dont les lignes de courbure sont
sphériques. '

Si m = o, on retrouve une surface-canal dont la directrice est une ligne
sphérique.

2* Les plans des cercles sont paralleles & une méme droite XY.

Les centres des spheres enveloppées doivent étre dans un plan perpendi-
culaire a cette droite. Soient O, O’ les centres de deux spheres consécutives
qui se coupent suivant le cercle AB (fig. 27). Le plan de ce cercle doit for-
mer avee la surface un angle dont le cosinus soit proportionnel  sa distance
a la droite XY. Désignons par p cette distance, par R le rayon de la sphere
de centre O, et par X I'angle sous lequel le plan du cercle AB coupe la sur-
face. On doit avoir

p=mcosh:
mais
p=Rcosh— rcosCOT.
. dx drcosi.
cosCOl'._—-m)—,_ —
done
rdr
m—R — TR
ou
RdR — mdR = rdr,
d’ots
(5) R mBR=rt4m’.

Telle est la relation qui doit exister entre le rayon de chaque sphere en-
veloppée et la distance de son centre a un point fixe C.

3 Les plans des cercles passent par une méme droite.

Les centres des spheres doivent étre situés dans un plan perpendiculaire
a la droite, et en appelant R le rayon d'une sphere et » la distance de son
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centre a la droite, on doit avoir
(6) pz — R* -+ /1»23

£* étant une constante.

Vu et approuve.
Le 8 juillet 1863.
Le Dovex pE LA Facurte pes Sciences,

MILNE EDWARDS.

Permis d’imprimer.
Le 8 juillet 1863.
Le Vice-Recreur pE 1’ AcapgMiE pE Paris,

A. MOURIER.
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DEUXIEME THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Théorie du Potentiel, soit dans un corps étendu dans les trois dimen-
sions, soit d’une couche infiniment mince.

/A , "\: Fu et approuve.

g: R ! ;3 Le 8 juillet 1863.

"n;\ o ﬁ,;;}'fn Dovenx pE 1A Facuntt pEs Sciencrs,
R MILNE EDWARDS.

Permis d’imprimer.
Le 8 juillet 1863.
Lr Vice-Recrrur pE L'Acapgmie pE Paris,

A. MOURIER.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



Faris fﬂVJ.Pm;mu o 6’]’47;:1/{0:7://2. R Jardinet.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



