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PREMIERE THESE.

"RECHERCHES

SUR

LES INTEGRALES ALGEBRIQUES

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS RATIONNELS.

INTRODUCTION.

Le probléme de I'intégration des équations différentielles linéaires est,
comme on sait, intimement lié & la théorie des substitutions linéaires. Fn
particulier, la recherche des intégrales algébriques de ces équations se ra-
mene, si I'ordre de I'équation est p, a la détermination des groupes de
substitutions d’ordre fini, contenus dans le groupe linéaire & p variables.
Ce travail, commencé par M. Fuchs (Journal de Crelle, t. 81) et MM. Klein
et Gordan (Mathematische Annalen, t. IX et XII), a été mené a bonne
fin par M. Jordan. Dans deux tres remarquables Mémoires, dont le premier
a été inséré dans le tome 84 da Journal de Crelle, et le second présenté
al’Académie de Naples et couronné par cette Académie, M. Jordan a posé
les regles générales qui doivent guider dans la recherche des groupes
d’ordre fini contenus dans le groupe linéaire a p variables : il a démontré
que ces groupes pouvaient toujours se ramener a un nombre limité de
types et il a completement énuméré ces types dans le cas ot p = 2 et 3.

A. . 1
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2 L. AUTONNE.

Pour ce qui est de la recherche des intégrales algébriques des équations
différentielles linéaires, M. Jordan a, comme résultat final de son travail,
énoncé le théoréme suivant, déja donné avant lui par M. Fuchs pour le
second ordre : :

TurorkME. — Si une équation différentielle linéaire dordre p a toutes
ses intégrales algcbriques, ces intégrales s’expriment linéairement par
les racines d’ équations bindmes, dont les scconds membres sont des fonc-
tions monodromes de la variable et des racines d’une équation auxiliaire
X =o0; le degré de X == o est inférieur aune limite fixe, qui ne dépend que
de la valeur numérique de p.

Les remarquables résultats obtenus par M. Jordan m’ont paru propres
a une application qu’on ne trouvera peut-étre pas completement dé-
pourvue d'intérét. Voici le probleme que je me propose de résoudre : une
équation différentielle linéaire Y, d’ordre p et a coeflicients rationnels,
admet un systeme fondamental d'intégrales dont tous les termes sont des
racines d'une équation algébrique irréductible H. de degré m = p +n et
A eoefficients rationnels. Puisque toutes les m racines de H sont des inté-
grales de Y et que Y ne peut avoir plus de pintégrales linéairement indé -
pendantes, il existe entre-les/ m racines n équations linéaires, homogenes,
A coefficients constants. Je me propose d’étudier les conséquences qu’en-
traine, tant pour la forme de I’équation algébrique H que pour la nature
des intégrales de Y, I'existence de ce systeme de n équations linéaires,
homogenes, a coefficients constants.

Ce travail est divisé en quatre Parties.

Dans la premitre, j'examine le cas ot n=1. Si'le degré m est un
nombre premier et si le coefficient du terme de degré m — 1 dans1’équa-
tion H n’est pas nul, I'équation H est abélienne et toutes les racines s’ex-
priment rationnellement en fonction de la variable et de I’'une quelconque
d’entre elles. L’équation différentielle Y posséde un systeme fondamental
d'intégrales dont I'une est rationnelle et les p — 1 =m — 2 autres des ra-
cines 7™ de fonctions rationnelles.

On voit que, dans ce cas, 1'équation auxiliaire X =0 de M. Jordan est
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RECHERCHES SUR LES INTEGRALES ALGEBRIQUES. 3

du premier degré, et que les diverses équations bindmes considérées sont
toutes du degré m.

Dans la deuxiéme Partie, j’étudie le cas n == 2. Si m est un nombre
premier et si le terme de degré m — 1 ne manque pas dans I'équa-
tion H, H peut encore étre une équation abélienne, et I'équation diffé-
rentielle admet un systéme fondamental pareil a celui qui a été défini
dans la premiere Partie. Mais, de plus, H peut étre telle que toutes les
racines s’expriment rationnellement en fonction de la variable et de deux
quelconques d’entre elles. L’équation différenticlle admet alors un systeme

o

fondamental, dont une intégrale est rationnelle et dontles p —1=m — 3

autres sont de la forme {/m, ol + désigne une fonction rationnelle de
la variable et d’une racine « d’une équation du second degré a coeffi-
cients rationnels.

L’équation auxiliaire X = o de M. Jordan est du second degré et les
diverses équations bindmes sont toutes du degré m.

La troisieme Partie traite du casnz = 3. Le degré m est encore un nombre
premier et le terme de degré m — 1 existe dans I'équation H. Apres avoir
donné un certain nombre de propesitions générales, je suis forcé, pour
traiter complétement la question, de me' restreindre aux degrés’ premiers
inférieurs A 20. J'énonce dans ce dernier cas deux théoremes :

1° Sip—1=m—4 est un multiple de 3, Uéquation H est telle que
toutes les racines s’ expriment rationnellement en fonction de la variable ct
de deux quelconques d’entre elles. L’équdtion‘ différentielle posséde un sys-
teme fondamental dont une intégrale est rationnelle et les p —1=m—4

autres sont de la forine \/(u, x), ott < désigne une fonction rationnelle,
x la variable, w une racine d’ une équation abélienne du troisiéme degré a

coefficients rationnels.

L’équation auxiliaire de M. Jordan est une équation abélienne du troi-

sieme degré.

2° Si p—1=m— 4 n’est pas un multiple de 3, les résultats ne dif-

Jerent enrien de ceux de la premiere Partie.
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Dans la quatrieme Partie, qui est fort courte, je me borne & indiquer la
marche a suivre, si ’on voulait réellement appliquer la méthode a I'inté-
gration d'une équation différentielle donnde.

PREMIERE PARTIE.

L.

1. Considérons une équation différentielle linéaire d’ordre p et a coef-

ficients rationnels :

,]f
et 35 B eme=te,

PEdx

(]p(}, dp—ll)f dp -2Jr
(Y) dxP Gt B’ dxp ! 2dxp -2
Prenons maintenant une équation algébrique irréductible a coefficients

rationnels
(H) w2 lA"n"l“| e AQW"Z_Q i Am~| H= = Am =93

dont le degré 7 soit un nombre premier m = p -~ n et dont la somme des
racines ne soit pas nulle (A, Z o). Je suppose que Y posséde un systéme
fondamental d'intégrales dont tous les termes sont des racines S R,
de I'équation algébrique H. Il existera dans ce cas, entre les m racines de H
Moy Myy fyy « - -5 M,y 22 €t seulement n équations linéaires, homogenes, a
coefficients constants.

Avant d’aller plus loin, je vais rappeler quelques propositions bien
connues de la théorie générale des équations algébriques.

2. On appelle groupe d’une équation un groupe de substitutions entre
les racines, tel que toute fonction des racines, dont les substitutions de ce
groupe n’alterent pas la valeur, soit exprimable rationnellement en fone-
tion des coefficients, et réciproquement (Jorvaw, 7raité des substitutions,

p- 257).

g
N
b
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RECHERCHES SUR LES INTEGRALES ALGEBRIQUES. <)

On sait, de plus, que le groupe d’une équation algébrique irréductible
est transitif, c’est-a-dire qu’il est possible, en opérant successivement
diverses substitutions au groupe, d’amener telle racine qu’on veut a la
place de I'une quelconque des autres (Jorvan, 7raité des substitutions,

p- 259).

3. Cela posé, considérons le systeme formé par les n équations linéaires,
homogenes, & coefficients constants,

i

= O N 0, X el X

qui existent entre les /7 racines de H.

Les fonctions X,, ..., X, des racines sont nulles, c¢’est-a-dire expri-
mables rationnellement en fonction des coefficients : la valeur numeérique
de ces fonctions, qui est zéro, ne saurait, par définition, étre altérée par
aucune substitution S du groupe G de I'équation H.

Appelons X', ... X ce que deviennent les fonctions Koo o X Al
I'effet d’une substitution S du groupe G. Les fonctions Xir o X;l seront
encore des fonctions linéaires et homogenes des racines 4 coefficients con-
stants, et I'on aura le nouveau systeme d’équations

(x) RYp9p0qque ol -5, h)

Mais, par hypothése, il ne saurait exister entre les 7 racines de H plus
de n équations linéaires, homogeénes, & coefficients constants, distinctes,
car, si cela était, I'équation différentielle Y ne pourrait avoir un systéme
fondamental formé exclusivement de racines de I"équation algébrique H.
Donc le systéme (1) n’est pas distinct du systéme (1), et on a '

X,1:7\11X1n,—7\1gxg+«--+A X",

X' :‘7\21Xl —+ 7\22X2 O 4 88 )\:’nxlﬂ

hn

X;l_——?\nlxl—*_}\ X2+“’+7\ X

n2
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6 I.. AUTONNE.

les A désignant des constantes dont le détermimant

RS EINEETE N\
A — 7\21 7\271
A A

ni Sl nn

est différent de o.
On voit que, en opérant entre les racines de H une substitution S du

groupe G de cette équation, on opére du méme coup entre les n premiers
membres des équations X, =o, ..., X,=o0 une substitution linéaire >
de déterminant AZ 0.

Les diverses substitutions linéaires 3, 3, 5,, ... entre les fonctions X,
qui correspondent aux diverses substitutions S, S,, S,, ... du groupe G
entre les 7 racines de H, forment évidemment un groupe I'. Au produit de
deux substitutions du groupe G correspond dans I' le produit de leurs
correspondantes. A une substitution S de G correspond une substitution
s de T'; & une substitution = de I' correspondent une ou plusieurs sub-
stitutions de G. Les groupes G et T' sont donc isomorphes.

Nota. — Dans la suite du discours, lorsque 'ambiguité ne sera pas ossible, je désignerai

, 8 pas p s J )
fréquemment par la méme letire une substitution de I' et 'une quelconque de ses corres-
pondantes dans le groupe G.

4. Reprenons le systéme

‘X, — R0}
X, =0,
(1) ot

\ Xn :O7

(2) e R T U T )

| Ay son i i
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RECHERCHES SUR LES INTEGRALES ALGEBRIQUES. -

[N

et considérons une fonction
U= p Xyt 1, X, 40 = p, X,

les 12 désignant des constantes.
La substitution S transforme U en

[Ve= /'41X'1 T MnX,n o Xa (/uq?\u = My Ay Mn}‘m)
—+ X, (1, Ays A oAy, - My Agy - e ,A,)

-+ Xn(lu'l 7\171 = /“{’27\211 +...+ /’{'n7\mz>'

Déterminons maintenant les constantes ¢, par la condition
U =KU,

K désignant une constante; il viendra, pour la détermination des w, le sys-
teme

mo(A,, —K)+ w,n,, + ...+ p,0, =0,

Moty = Mo (A — K)o 4 2, =0,

(3)

’ . . . 198
Ces équations sont compatibles et fournissent, pour les rapports ‘u—2,
bt

*;—“, ..+ des solutions finies et déterminées si le déterminant
5
7\1, CR K 7\21 Anl
D: 7‘12 7‘22——K 7‘;12 —0
7\1n 7\2;1 Alzn — K

Cette équation en K est appelée I'équation caractéristique de la sub-
stitution S. Soient K, K,, K,, ... les diverses racines de D = o; ces
quantités portées dans le systeme (3) détermineront chacune un systéme
de quantités p et, par suite, une fonction U..
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8 L. AUTONNE.

Supposons d’abord les 7 racines de I'équation caractéristique toutes dis-
tinctes. J'aurai un systeme de fonctions U,, U,, ..., U, que la substi-
tution S multipliera par des facteurs constants K, ..., K . Les fone-
tions U, ..., U, sont appelées la_forme canonique de la substitution S.

Si I'équation caractéristique possede une racine’ K, d’ordre « de
multiplicité, a cette racine correspondra un systéme de fonctions U jouis-
sant des propriétés suivantes :

(U —=K,U,,
st M U,2:K21U1+K1U27
(4) b U’3:K34U1+K32U2+K1U37

(¥ oir, pour la démonstratiou, par exemple, le travail de M. J. Tannery,
Annales scientifiques de I’ Ecole Normale, année 1875, p. 138).

Le groupe G de substitutions entre les 7 racines de I'équation H est
d'ordre fini; lorsqu’on a effectué une substitution S de ce groupe un cer-
tain nombre de fois, on ramene chaque lettre a sa place, et, par consé-
quent, les fonctions X du systeme (1) dun® 4 redeviennent les mémes. Done
la substitution linéaire 3, qui, dans le groupe T', correspond a S, sera elle-
méme d'ordre fini. Ce que je viens de dire d’une substitution S de G et
d’une substitution correspondante 3 deT s’applique aussi au produit SS’ de
deux substitutions et au produit deleurs correspondantes dans le groupe T
Donc le groupe I' sera un groupe d’ordre fini contenu dans le groupe
linéaire a n variables.

Ce groupe T sera donc I'un de ceux que M. Jordan a fait connaitre
et a appris a déterminer. Dans le cas own =1, 2, 3, la détermination
des systemes de coefficients 2 tels que la substitution linéaire (2) du n° 4
puisse faire partie d’un groupe d’ordre fini a été faite completement par
M. Jordan. Je transporterai donc intégralement dans ces recherches les
résultats obtenus par cet éminent géometre.
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RECHERCHES SUR LES INTEGRALES ALGEBRIQUES. 9

Les racines de I'équation fondamentale relative a4 une substitution
linéaire, qui fait partie d'un groupe d’ordre fini, sont évidemment des ra-
cines entieres de P'unité. Il est évident aussi que, dans ce cas, le sys-
teme (4) du n® 4 se réduit a

Ushipas)

i U, =K,U,,
(4) ’ ]
 EO i

En effet, supposons, par exemple, que K,, > o0; dans ce cas, S trans-
forme U, enK,, U, + K, U,, §* le transforme en 2K ,K,,U,4-K?U, ou,
enposant K, = wK,,enK?}(U,+ 2U)).

De méme S* transforme U, en K? (U,+ 30U, ) etS* en K* (U, + xoU,).
On voit que pour aucune valeur de V'entier u, S* ne saurait transformer U,
en U,, tant que w, c'est-a-dire K, ,, est différent de o. On raisonnera de la
méme facon sur les coefficients K,,, K,,, ..., K_,, ..., et I'on verra sans
peine que ces coefficients sont tous nuls. Donc le systeme (4) dun® 4 a

bien la forme (4") du n° 5, et mon assertion se trouve justifiée.

6. Tutorkme. — Considérons les n équations
X| = &%,, 7)0*1— Ky Ny =y My .. s i M1 »
.................................... ,
Xn == “012 710 + 05“, ”l + 062,2 ”2 + e S —!— am-—f n n/n—i )

qu existent entre les m racines de H. Je dis qu'une racine quelconque
figurera avec un coefficient différent de o, dans I’ une aw moins des équa-

tions X — 0, X, =0, .., ., X, =—0.

Considérons, en effet, par exemple, I'équation X, == 0 ; soient #, une
racine qui y figure, »; une racine qui n’y figure pas. Puisque le groupe G de
I'équation algébrique H est transitif, il existera dans G au moins une sub-
stitution S, qui amene; & la place de #,. Sidonc je désigne par X', la trans-
formée de X, par lasubstitution S, la racine n, figurera certainement dans X',
puisqu’elle y possédera le coefficient de #;, lequel n’est pas nul. Mais on
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10 I.. AUTONNE.

a identiquement
X, =20X,+2X,+...+2X,

et cette identité ne sera possible que si ; figure avec un coefficient diffé-
rent de o dans 'une au moins des équations X,=o0, X,=o, ..., X,=o.
Col ol o Fs: D

A ce théoréme se rattachent trois corollaires évidents, dont je ferai
grand usage dans la suite, dans les cas ou n =1, 2, 3.

Corollaire 1. — Si n =1, 1'équation linéaire, homogéne a coefficients
constants, entre les racines de H, savoir X — o, contiendra toutes les
7 racines.

Corollaire 1I. — Sin = 2, appelons X = 0, Y = o les deux équations
entre les racines ; s'il y a n, racines communes a X —=o et aY = o, n, ra-
cines qui figurent dans X seul, 7, racines qui figurent dans Y seul, on
aura

n,+n,—+n,=m.
Corollaire II1. — Si n= 3, appelons encore X =0, Y =0, Z=0

les trois équations entre les racines; s’il existe

racines communes a X, Y, Z,

L

n12 » » ‘ X, Y,
Ry, 2 & X, Z,
PP % 2 Y, Z;

s’1l existe
n, racines qui figurent dans X seul,
n, » - » Y
1ty 2 2 Z)

on aura
Moo= Ny~ 1~ Ry~ N~ Ny~ 1y = M.

Aprés avoir exposé les principes de la méthode, je vais passer a I'exa-
men du cas ot 2 = 1. Ce sera 'objet du second paragraphe de la premiere

Partie. .
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RECHERCHES SUR LES INTEGRALES ALG]*fBRlQUES. 11

I1.
n—1.

7. Tutorime I. — Si une substitution S entre les | lettres n,, 1y .5 1,
multiplie par un facteur constant K la fonction

W= o, N, - qyMly . . .= &,

on a K*= 1, en désignant par d le plus grand commun diviseur des de-
grés i, i, ¢, ... des différents cycles de S.

Soient, en effet, n,, #,, ..., #; les différentes lettres d'un cycle de S. La
substitution S transformera

U=, ~+ ayy -+ ...+an—+...
en
/
T = i, Wy W My R e
R M
d’ou, par suite,

o a3 O+t o 1 1
e — e = —— == — on B
= 5 SR (A quelconque)

La substitution S raménera dans le cycle chaque lettre & sa place: #,
par exemple figurera dans 49 et dans « avec le méme coefficient; donc
S* multiplie # par 1 et Ki—1. De méme on verra que K'=1,
K¥=1, etc. Donc K sera une racine de 1'équation K‘=1, en désignant
par d le plus grand commun diviseur de , 7, &, ...

Remarque. — On voit de plus que l'on a
w=a,(n 4+ K" n, =K 4o+ K)o

Tatorkme 1. — Réciproquement, si la substitution S entre les | lettres
#,5 0y, -, 1, Mutiplie la fonction
U=~ a,n—+...+an
par K, K étant une racine primitive 8 @me o |’ unité, 8 divise les degrés i,
7,7, ... de tous les cycles de S.
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12 L. AUTONNE.

Soit, en effet, 7 le degré de I'un quelconque des cycles de S; suppo-

sons que l'on ait i=¢3J -+ r. La substitution S? multiplie « par1; la

substitution S’ multiplie aussi « par 1; donc on aurait K™= 1, ce qui est

absurde, puisque r < 4. 1l faut donc que I'on ait 7 = o, d’ot1 i = qe.
£ QrnFonlls

Corollaire. — ¢ divise [, puisque { =i+ 7+ ' ..., et que J divise
chacune des parties de cette somme.

8. Revenons maintenant a I’équation

Xo=2n, ey, A e,y 2,

qui existe entre les m racines de 1'équation algébrique irréductible H, de
degré premier m. Nous savons, en vertu du corollaire T du n° 6, qu’aucun
des m coefficients « n’est nul, et, en vertu des considérations exposées
au n° 3, que les diverses substitutions S du groupe G de I'équation H ne
peuvent que multiplier X par des facteurs constants racines de ’unité.

Soit K I'un de ces facteurs; supposons qu’il soit une racine primitive §¢®¢
de I'unité, en vertu du corollaire du théoréeme du n° 7, & divise m : done
¢ =1 ou & = m. Dans ce dernier cas, les m racines Moy N,y ouuy i, , ne for-
ment qu’un cycle : la substitution S est circulaire ; elle remplace la racine »,
par la racine #,,, ; nous la désignerons par la notation

S=|i i+1|
ou encore
o o PP

Tukorime. — Le groupe G est formé par les puissances d’une seule

substitution circulaire entre les m racines.

° En effet, je dis en premier lieu que G contient au moins une sub-
stitution S, qui multiplie X par une racine 7™ § de 1'unité. Supposons, en
effet, que toutes les substitutions de G multiplient X par I'unité. Considé-
rons deux racines quelconques #, et n;, dontla premiere a dans X le coef-
ficient «; et la seconde le coefficient 2;. Puisque le groupe G est transitif,
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RECHERCHES SUR LES INTEGRALES ALGEBRIQUES. 13

il existera une substitution S, quiamene », a la place den,, et, en vertu de

I'hypothése, cette substitution S" multiplie X par 1; donc on a

Raisonnant de méme sur les diverses racines, on voit sans peine que les
coeffictents de toutes les racines seraient égaux : cela est contraire
a I'hypothese faite au n° 4, qui spécifie que la somme des racines n’est
pas nulle.

Donc G contient au moins une substitution, qui multiplie X par une ra-
cine 7™ § de 1'unité, c¢’est-a-dire une substitution circulaire entre les

m racines. De plus, en vertu de la remarque du théoreme I dun® 7, on a
X =g, 0", 4+ 020, =T .

Tous les coefficients sont des racines m'*”* de I'unité et sont tous inégaux.

2° Le groupe G ne peut contenir aucune substitution qui multiplie X
par 1; en effet, une pareille substitution ne déplacerait que les lettres
affectées dans X de coefficients égaux ; or tous les coefficients des diverses
racines sont inégaux dans X; donc la substitution se réduit a la substita
tion 1. qui laisse chaque racine a sa place. .

3° Le groupe G ne peut contenir deux substitutions circulaires dis-
tinctes. Supposons, en effet, qu’il en existe deux, S etS'. Les puissances,
- successives 1, 5,58%, 5%, S§*, ..., 8" multiplient X par 1, §, 6%, ..., 4.

Cela posé, reprenons la substitution circulaire S'; elle multiplie X par
une racine m*® de l'unité, c’est-a-dire par un terme 8° de la série 1, 4,
B2, ..., 8'. Donc S et S° multiplient X par un méme facteur, donc
S='S* multiplie X par 1, et, en vertu du raisonnement que nous venons
de faire, la substitution S~'S* se réduit a la snbstitution 1, qui laisse
chaque lettre a sa place. Donc S’ est précisément la substitution S*, ¢’est-a-
dire une puissance de 4S.V

Ainsi donc le groupe G ne peut contenir que les puissances de la sub-

stitution circulaire S. G: Qs Fo D,

ar T ol AT [ : Al e
9. Reprenons le groupe G d’une équation algébrique que]conque.
A. 3

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 158



e

14 .. AUTONNE.
Fixons, a priori, certaines quantités z,, z,, z,, . ., que J'appellerai adjointes
al'équation. Il existera toujours un groupe G’ de substitutions entre les
racines, tel que toute fonction des racines dont les substitutions de ce
groupe ne changent pas la valeur soit exprimable rationnellement en fone-
tion des coefficients de I'équation et des quantités adjointes, et récipro-
quement (voir Jorvaw, 7raité des substitutions, pages 253 et 257).
Le groupe G’ sera dailleurs contenu dans le groupe G, et I'on dira que
I'adjonction des quantités z,, z,, z,, ... a réduit le groupe G au groupe G’.
On a, a cet égard, le théoréme suivant, pour la démonstration duquel

je renvoie au Traité des substitutions, p. 261 :

TukorEME. — Soient G le groupe d’une expression algébrique, o, une
Jonction rationnelle quelconque des racines : 1° celles des substitutions
de G qui walterent pas @, forment un groupe G'; 2° I'adjonction de @,
réduira le groupe G de I’ équation précisément a G'.

On sait, de plus, qu’on appelle équation abélienne une équation irréduc-
tible dont deux racines sont liées par une relation rationnelle

=W {u, )«

Apres avoir reproduit ces définitions, je vais passer & I'étude de I'équa-
tion algébrique irréductible H, dont le groupe est formé par les puissances
+d’une seule substitution circulaire

TutoreME 1. — L’équation H est abélienne et toutes les m racines peu-
vent s'exprimer rationnellement en fonction de 'une quelconque d’entre

elles.

En effet, adjoignons a I’équation la racine #, par exemple. I.’adjonction
de cette racine réduit le groupe G au groupe formé par les substitutions
qui ne déplacent pas »,. Mais toutes les substitutions du groupe G (excepté
la substitution 1) déplacent toutes les racines. Donc, par 'adjonction de la
racine n,, le groupe G se réduit a la seule substitution 1, et toutes les racines
s’expriment rationnellement en fonction de », et des coefficients de H.
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Tukorime II. — L'éguation H est résoluble algébriquement.

En effet, formons le systéme des m — 1 fonctions

(U, =n,+ B, + Bn, .. 0", (Fr==1},
U, =n, - 020, 4 @, 00
................... L LN DR b RA R
. ) U, =un+ &n, -+ 89, ...+, ,,
.................................... -
U, =m0y, L POy, L G S

parmi ces 7 — 1 fonctions, il y en aura une qui sera précisément X et qui
sera nulle, mais les 7 — 2 autres ne seront pas nulles. Les diverses
substitutions de G, c’est-a-dire les puissances successives de la shb-
stitution circulaire S, multiplient les fonctions U,, U,, ... par des racines
m de l'unité; donc ces substitutions n’altérent pas la valeur de U7,
U~, ...; les fonctions U™, U™, ... étant invariables par toutes les substitu-
tions du groupe G, s’exprimeront rationnellement en fonction des coeffi-
cients de H.

Voici d’ailleurs comment pourrait s’effectuer le calcul explicite de la
fonction ’

m

[:(W0+91ﬂ,+921n2+. ! ._I__gl(m-—l)nmvl)m.

Les m — 1 racines #,,1,,n,, ..., 7, , sexpriment rationnellement en

=

fonction de #, et, en portant ces valeurs dans

<n0+ 91”‘ Lk 921n2+ SRS 7ﬂl(m—l)@mul)m7
o E
J aural

U} = w¥(n,, 6),

¥ désignant une fonction rationnelle.

La fonction U7 est invariable par la substitution S = (#,#,...#,_,); donc
on aura aussi

P )= Wiy, ) = Wy B =2

qJ (7707 61) + 1{[(7)1501)+- -'+\F(77m_l 30[) —

ir

4.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 158



16 L. AUTONNE.

La quantité «, sera une fonction symétrique des m racines, ¢’est-a-dire
une fonction rationnelle des coefficients de H.
On calculera de méme toutes les quantités U, et 'on formera le sys-

teme suivant d’équations linéaires et a coefficients constants :

e 2(mm—1 —1 e
7 +9m l”' _ 9 (n )_i__. S g(m ) 1)nm ; :H/m—;

L’une des quantités « sera d’ailleurs nulle. Si au systeme (2) jajoute
encore I’équation :

Ny—+ My —+n, +. "+”m—|:_'Au

jaural un systeme de m équations linéaires a m inconnues. Ce systéme
fournira toujours pour les inconnues », #,, n,, ..., n,_, des valeurs finies
et déterminées, car toutes les équations linéaires du systéme sont distinctes.
Si, en effet, il n'en était pas ainsi, on aurait

s s ARV i
G g e

. . o o o

D=|1 ¥ 62 M o A5 fes o,

e o e v . e o o o

1 Gm—l ez(m—i) g(ln—i)'2

I I 8 GRTLs WE

Or on sait qu’un pareil déterminant ne saurait étre nul.
Une conséquence remarquable de ce qui précede est la suivante : 1'é-
quation différentielle Y posséde par hypothese un systeme fondamental

formé exclusivement de racines de 1'équation algébrique H; on voit done
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que toutes les intégrales de ce systeme sont des fonctions rationnelles de la

-

variable et de 1'une quelconque d’entre elles.

10. TrforkmE. — L'équation différentielle Y possede un systeme fonda-
mental d’intégrales, formé d’'une fonction rationnelle de la variable et de
m— 2 racines m'™ de fonctions rationnelles de la variable. La fonc-

tion rationnelle sera la fonction A,, et les m — 2 autres intégrales du

E

systéme seront les m — 2 fonctions w)', qui ne sont pas nulles.

En effet, on voit immédiatement que ces fonctions sont des intégrales

de Y; il reste a prouver que ce sont la des intégrales linéairement indé-

pendantes.
Supposons, en effet, qu’il n’en soit pas ainsi et reprenons I'équation
A
Wr=X=u,~+0 +8un+... +8""n,. =0

1 1 1 1

Puisque les intégrales A,, «, w}, u?, ..., w,_, ne sonl pas linéaire-
ment indépendantes, on pourra déterminer un systeme de m — 1 constantes
Agy Mgy «-y Ay, qui ne seront pas toutes nulles, et telles que I'on ait iden-

tiquement

1 1 1

32, W, = AUy A u,;,’;‘_, +2,A, = o,
c’est-a-dire
n [ A A A A,
0 [Pr a4 0N,

s W e e v AR R % %
el ”1 [9;17\0 o 03!7\3 e g 6‘.(/”- I)l}\m-‘ g 7\mJ
S el el e A A (L e e e o W, o e g

1, [N, - 8N L - 2 ] =0

Voila une équation linéaire, homogeéne et a coefficients constants, qui
existe entre les racines; cette équation ne saurait donc étre distincte de X,
et 'on peut 'identifier avec — A, X par exemple, A, désignant une con-

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC — Cote : HF uf 166 158



8 .. AUTONNE.

stante. Identifiant, nous obtenons le systeme

7\4_}_7\5_*_7\‘3_‘_' '.'+7\Iﬂ: O’
A, 4822, + a4 0, 4, =0,

9{171——1)7\l il gﬂ(lrz—-i)}\2_,’_ by i Q(IIL—‘)(IHH‘)AIH_‘ s Aln: 0. &

Ce systéme ne peut donner pour I'un quelconque des coefficients A de
valeur différente de zéro que sile déterminant

1 1 1 1
1 9 e
D= A
. e A s ¥ L 1
’ 1 gm—a Q(m-l)z I

|

mais nous avons déja va qu’un tel déterminant ne saurait ¢tre nul, et le

théoreme est démontré.

11. Toutela discussion précédente peut se résumer dans la proposition
qui suit: :

TuEorEME. — Sout Y une équation différentielle linéaire a coefficients
rationnels, d’ordre p, qui posséde : 1° une intégrale rationnelle A ; 2° un
systeme fondamental exclusivement formé de racines d’une équation algé-
brique irréductible dont le degré est un nombre premier m —=p +1; 'é-
quation différentielle posséde un systéme fondamental exclusivement
Jormé de m — 1 racines m“"* de fonctions rationnelles de la variable,
Jjointes a l'intégrale rationnelle A, .

Si l'on se reporte au théoreme de M. Jordan, cité dans l'introduction
du présent travail, on voit que I'équation auxiliaire X = o est, dans le cas
que je considere, du premier degré, et que le-degré de diverses équations
binémes est toujours m,
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Il est d’ailleurs facile de vérifier qu'une équation différentielle linéaire
qui admet un systéme fondamental d’intégrales, défini eomme au théoreme
précédent, a bien tous ses coefficients rationnels.

On sait, en effet, qu'une équation différentielle linéaire d’ordre p qui
admettrait un systeme fondamental formé par les p fonctions de z,

;yl’.yﬁ’ “"7,}’1)’

peut se mettre sous la forme d’un déterminant et s’ écrire

dry dpy, dPyp
dxP dxp dxP
e R RS ) o
dx! Azt
d dy,
Or posons
R

y1:A47 y;l:um—n .yr;:uw y;n:ul’ l:(?"g')""m—l)'

Il viendra, en différentiant (i — entier quelconque),

diyt

7 =2:9:(%),
¢, désignant une fonction rationnelle. Substituant dans le déterminant
les valeurs successives des diverses dérivées, et supprimant le facteur y;,

commun 2 tous les éléments d’une colonne, nous obtenons un détermi-

nant dont tous les éléments sont rationnels. S Il
dpplication. —- Supposons m = 3 et prenons I’équation
(l) : n3—l—3A.l$12~+—A2n~[~A3:O.

Les équations

. i
X — a4, o, n b aan, =0,  — IA =141, 1,
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nous fournissent, pour », par exemple,
n,=an, + bA,.
Substituons dans (1) cette valeur, il vient

@ |1 - 3aBA, | '+ 3abPA? |+ o BOA?
3@, | -6abA? | - 3p2Al
( | +aA, T

PO

i 3

Identifions (2) avec (1), puisque (1) est irréductible par hypothése, il

vient

3a’bA,+3a*A, =3A,a’°,
3ab*A’ + 6abA? + aA,= A,a’,
B*A’ 4 3B°A% + bAA,+ A, — A,a’.

Je puis toujours supposer a2 o, car si @ = o, une racine serait ration-

nelle, ce qui est absurde; je divise donc par a etil vient, puisque A > o,

NS
(3) (30> 4 68) A= (a®— 1)A,,
(6°+ 36%)A® + bA, A, = A, (a’ — 1).

On ne peut avoir @ == 1, car alors 4 =o et il y aurait deux racines
égales. On ne peut avoir @ = — 1, car alors 5= — 2 et les trois racines
seraientn,, — n, — #A , — A, ce quiestabsurde. Supposons maintenart
a*—17~0, les équations (3) donnent sans peine A,=3A% A, —A>,
d’ou

H=#+3An"+3Aln+ A= (n+A,)=o0:

I'équation ne serait plus irréductible.

Supposons donca’ =1, la seconde des équations (3) fournit A, = 3A°
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et la troisiecme devient une identité : donc H prend la forme
n 4+ 3A,n*+3A%n+ A =0, (n+A)+A —Ai=o,

c’est-a-dire
(n+u)+v=o,

u et v désignant des fonctions rationnelles, et il vient pour les trois racines
1 sl ¥t }
o A RS e [ — %03, (J3—_— 1).
On voit que l'équation différentielle Y d’ordre p =2 admet le sys-

& 3/ . . . . 7
teme fondamental u et Vo, qui a bien la forme indiquée.

DEUXIEME PARTIE.

12. Supposons maintenant que l'ordre p de I'équation différentielle Y
soit inférieur de deux unités au degré m de I'équation algébrique, irréduc-
tible et a coefficients rationnels, H, dont m — 2 racines forment un sys-

teme fondamental de Y. Soient

X = %4 n()fl_}— £l S e Oy Wiy =— Q)
et
\7:507'0_'*—@1”1"‘*‘. o .+ﬁm_' ',1m_1:0 (I)

les deux équations linéaires et homogenes, distinctes, a coefficients con-
stants, qui existent entre les m racines de H.

Considérons le groupe T (3) de substitutions linéaires entre les deux va-
riables X et Y, qui est isomorphe au groupe G de I'équation H. Ce

groupe T' est un groupe d’ordre fini, contenu dans le groupe linéaire a

(1) L’ambiguité entre les deux notations Y n'est pas possible.
A. 4
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deux variables ; done T appartiendra a I'un des cinq types de groupes dont
I'énumération a été faite par M. Jordan (tome 84 du Journal de Crelle,

page 111). Voici cette énumération :
Premier type. — Ses substitutions sont toutes de la forme

XY aX Y|,

a et b désignant des racines de I'unité.

Deuxiéme type. — 11 s’ obtient en ajoutant aux substitutions précédentes

une substitution de la forme
] XY el d X!

Troisiéme type (tétraédrique). — 1l est dérivé de substitutions de la

forme
a— XY aXi e X

jointes aux substitutions
&y Faac inl gyt

B=|XY ¥ —X|]|
S A e

2

2G — |

Y ASE(X )

A étant une racine de I'unité.
Quatrieme type (octaédrigue). — Ilrésulte des substitutions «, A, B, G,
jointes a une substitution de la forme

pll = BXY Wi g X v o' ¥ | cidy =m0

n désignant une racine de I'unité.

Cinquieme type (icosaédrique). — 1l est dérivé de substitutions de la

forme
XY woX Yo,
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jointes aux substitutions

B=|XY Y —X|,
"E=| XY «X w' Y| (e t=a);

| X AX+uY b El L
F:. : - S TR
!Y uX — 2Y

A+ uit+1=0
Je vais maintenant démontrer deux lemmes qui me permettront d’éear-

ter immédiatement le troisieme, le quatrieme et le cinquieme type.

15. Convenons d’abord des notations suivantes :

N, désigne le systeme des 2, racines qui entrent dans X et Y,
N, » n, » X seul,
N, » n, » Y seul.

En vertu du corollaire II du n° 6, on a
n,—— n,~+ n,= m.
Lemme I. — S’il existe une substitution de la forme

8 =|-XY .aX.. bY |,

dans le groupe I' (@ étant une racine primitive «, b une racine primi-
tive 3™ de 'unité), le plus grand commun diviseur & des nombres « et 2
ne peut étre que I'unité.

Reprenons, en effet, les trois systemes N, N, N, formés respective-
ment par n,, 7, , 1, racines ; je dis, en premier liea, que la substitution S (")
" ne saurait échanger entre elles deux racines, qui appartiennent a deux
systemes différents. Soit X'=aX et Y'=25Y ce que deviennent
X et Y par leffet de la substitution S; supposons un instant que S
fasse entrer une racine », du systtme N, dans le systeme N . La

racine », figurera & la fois dans X’ et dans Y'; or cela est impossible,

(Y) Voir Nota (3).
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puisque l'on a identiquement Y =5Y : », figurerait dans le premier
membre de cette identité sans figurer dans le second, ce qui est absurde.
On démontrerait de méme que S ne saurait faire entrer une racine de N,
dans le systeme N, ni dans le systeme N, ; donc S permute entre elles les

diverses racines d’un méme systeme N, N, ou N,.
Puisqu’il en est ainsi, chacun des systemes N, N,, N, comprend un

nombre entier de cycles de S, et, en vertu du théoréme IT du n° 7,

« divise n, et n,,

B divise n, et n,,

et 3, qui divise « et 3, divise aussi 7, + 7, + n,, ¢ est-a-dire m. Cela n’est
possible que £i ¢ = 1 ou d = m. Dans ce dernier cas, n,— n,— o, 7 — I,
et la substitution S est circulaire entre les m racines. Sinous écartons cette
hypothese, on voit que & est toujours égal & I'unité, et les nombres « et B

sont premiers entre eux.

Corollaire. — S’il existe dans le groupe T' une substitution de la forme

| XY aX aY |,
on a forcément A —1. A
Supposons, en effet, que A soit une racine primitive ™ de I'unité; en
vertu du lemme précédent, § divise m : done, si An’est pas égal a I'unité,
A =19, (6”=1). Mais, dans ce dernier cas, la substitution est circulaire, et,
en vertu de la remarque du théoréme I du n° 7, il vient pour X et Y la

forme suivante

X=un+0"n+062n+...+ Gty -
Y=un+0"4,+ B e gty

les équations X =0, Y = o0 ne sont plus distinctes, ce qui est absurde.
Ainsidonc A =1.
Lemme I1. — Si le groupe T contient une substitution T de la forme

T:! XY aY b&X £

on Al =1,
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Je dis en premier lieu que T déplace toutes les racines du systeme N,,
par exemple, et les fait toutes entrer dans le systéeme N,. Supposons, en
effet, qu’il n'en soit point ainsi, et soit n, une racine de N, que T laisse
immobile; appelons X’ et Y’ les transformées de X et de Y par la sub-
stitution T'; #, figurerait encore dans X'; or cela est absurde, car on a

identiquement
X2= gXY,

et #; figurerait dans le premier membre de cette identité, sans figurer dans
le second. On démontrera de méme que T déplace toutes les racines du
systeme N,. A

Supposons maintenant que la substitution T fasse entrer une lettre n; de
N, dans le systeme N ; »; figurerait & la fois dans X’ et dans Y’; or cela
est absurde, car on a identiquement

X'=aY,

et »; figurerait dans le premier membre de cette identité sans tigurer dans
le second. On démontrera de méme que T ne peut faire entrer une racine
de N, dans le systéme N,.

En résumé, puisque T fait entrer toutes les 72, racines de N, dans le sys-
teme N,, et toutes les 7, racines de N, dans le systéme N, on a forcé-
ment :

”1 e /'12 =1
et, par suite,
R, 2y = m.

14. THEOREME. — »yLe groupe tétraédrique dérivé des substitutions
a=|XY aX aY ls
A=|XY X —L'Yl B =10
B== XY Y —X 15

]X ey
Acz‘

i
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ne peut fournir aucun type d’équations algébriques irréductibles H de
degré premier m.

En effet, il est aisé de voir tout d’abord que la substitution A est im-
possible, en vertu du lemme I du n° 13, puisque ¢ et — isont des racines
primitives 4* de I'unité et que 4 ne divise pas m, en vertu du corollaire

du méme lemme a —=1.
En second lieu, la substitution B est impossible; en effet, son éqna-

tion caractéristique (voir n® 4) est

LW 4 I
:O,

e TR

K2+ 1—o.

Les deux racines i et — ¢ sont des racines primitives 4" de 1'unité ; soit
donc X’ et Y’ la forme canonique de la substitution B, on aura

B XW R RY

et 'on démontrera que cette substitution est impossible, comme on vient
de le faire pour ia substitution A.
Le groupe se réduit donc a la seule substitution AC. Soit

I X// Y 4 CL// X// b// Y// I

la forme canonique de la substitution C; le groupe se réduit au premier
type de I'énumération de M. Jordan et n’est plus tétraédrique.
C. Q. F. D.

15. THEOREME. — Le groupe octaédrique dérivé des substitutions a,
A,B,Cet
D= X¥ «rf X “imj ' X || 4=t
ne peut fournir aucun type d’équation H.

~ En effet, on démontrera, comme dans le cas précédent, que a = 1, que
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A et B sont impossibles. Je dis que, de plus, G est aussi impossible. En

effet, 'équation caractéristique de C est

[t I—1
‘ K -
\ . = 07
1+ 1 l
| el
2 2
c’est-a-dire
K2 — K —+ I = 0.
Les deux racines sont — « et — «® (o’ ==1) et sont des racines primitives

6iemes de Iunité. Soit done X” et Y” la forme canonique de G, il viendra
C — ' X// 17// o C{X” k¥ 0(2 Y// ' .

or, en vertu du lemme I du n° 13, une telle substitution est impossible,

puisque 6 ne divise pas m.
Donc le groupe se réduit a la seule substitution D, c’est-a-dire au pre-

mier des cinq types de M. Jordan.

16. Turorkme. — Le groupe icosaédrique dérivé des substitutions

a=|XY aX aY |,

B=|XY Y —X|, !
E=|XY oX o'Y]| (2'=1),

X AX+uY < ke g )
Y uX —AXY

2

ne peut fournir aucun type d "équations H.

Fn vertu du lemme I du n° 13, la substitution E est impossible; en
vertu du corollaire du méme lemme @ = 1; on démontrera, comme dans
le n° 14, que la substitution B est impossible. Le groupe se réduit donc &
la seule substitution E. Cette substitution E elle-méme est impossible;
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son équation caractéristique est, en effet,

r—K “ ’

" —ar—K ‘
¢’est-a-dire

RP=2 - =—1, puisque A’ 4y’ 1=0;

les deux valeurs de K sont des racines 4" de 1'unité; si donc X” et Y”
sont la forme canonique de E, on a

E Ft 1 X”Y” iX” S L~Y// },

ce qui est impossible (n° 13, lemme 1).

Apres avoir ainsi écarté les trois derniers types de 1’énumération de
M. Jordan, je vais passer ala discussion des deux premiers, qui donnent
chacun un type distinct d’équations H.

17. Je suppose que le groupe I se raméne au premier des cinq types
de M. Jordan, c’est-a-dire qu’il ne contienne que des substitutions de la

forme
| XY oX bY |

Je dis que dans ce cas X et Y contiennent chacune toutes les m racines.
En effet, reprenons les notations N, N,, N,, n,, n,, n, (n°13). Une quel-
conque des substitutions du groupe G permute entre elles diverses racines
d’un méme systéme (13, lemme I) et il n’existe pas de substitution ca-
pable d’échanger entre elles deux racines appartenant & deux systémes
différents N, N,, N,. Donc, puisque le groupe G est transitif, il faut
nécessairement que les systémes N, et N, n’existent pas, d’ou

n,—n,—o, n,=m.

On voit (que nous sommes ramené a un cas qui est completement iden-
tique au cas =1, traité dans la premiere Partie; 'on démontrera par

des raisonnements identiques les propositions suivantes :
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Tutorime 1. — Léquation H est abélienne et résoluble algébriquement
(n* 8 et 9), puisqu’elle a son groupe exclusivement formé par les puis-
sances d une seule substitution circulaire entre les m racines.

Tutforime II. — L équation différentielle linéaire Y admettra un sys-
téme fondamental d’intégrales, formé d’une fonction rationnelle A, de x,
et de m — 3 intégrales Vuw;, endésignant par u; une fonction rationnelle de
la variable x.

Rien, en effet, n’est changé aux raisonnements faits plus haut (n° 10),

si ce n’est qu'il y a deux fonctions %, qui sont nulles.

18. Je vais actuellement rechercher la nature du groupe G de I'équa-
tion H, quand son isomorphe T', défini de la fagon qu’on sait, appartient
au second des cinq types de I'énumération de M. Jordan. Dans ce cas ' ne

contient que des substitutions de la forme
v D= XY "aX T BY |
jointes a une substitution
T=RY" a'¥ " HX .

Lemme. — Chacune des équations X = o et Y = o contient toutes les
m racines.

Reprenons, en effet, les notations connues N, N,, N,, n,, n,, n, (13).
Les substitations telles que S permutent entre elles des racines d’un méme
systtme N,, N, ou N, (13, lemme I); la substitution T permute entre
elles des racines du systéme N, et fait entrer toutes les racines de N,
dans le systeme N,, et réciproquement (13, lemme II). Aucune substitu-
tion du groupe G ne peut faire passer, par conséquent, une racine de N,
dans N, ou N,, et réciproquement. Le groupe G est transitif : donc ou
le systéeme N, manque, ou bien les deux systemes N, et N,. Mais on a
(13, lemme II) n,=n, =y, n,+ 2v=m, et il est absurde de supposer

I'absence de N, car, si n,— o, il reste
29y =1mn,

ce qui est impossible. Done 7, = n,=v = o, et le lemme est démontré.

A. 5

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC — Cote : HF uf 166 158



30 L. AUTONNE.

Puisque X et Y contiennent chacune toutes les m racines, on démon-
trera sans aucune peine, et par des raisonnements identiques a ceux

du n° 8, que toutes les substitutions de la forme
| XY aX bY |

sont des puissances d'une seule substitution circulaire entre les m racines;
a et b sont des racines m™* de 'unité, X et Y sont dela forme

X = = 00‘”1 = 92&”2 R 9(’n~,)a”,n_, (9"1: 1)7
Y = #, = Gﬁnl == 92@"2 e 0(17;—1)?)”"1_' .

On remarque qu'’il n’existe pas de coefficients égaux dauns X et dans Y.
Passons maintenant a la discussion de la substitution T'.

19. Lemme I. — La substitution T laisse a sa place chacune des m ra-
cines.
En effet, puisque

=X e ¥ X |,
e db’X dbyY |-

Ord'd’=1 (13, corollaire du lemme I) : donc T* ne déplace que les ra-
cines (ui ont des coefficients égaux dans X et dans Y ; mais nous venons
de voir que les coefficients de X sont tous inégaux; il en est de méme des
coefficients de Y donc T* ne déplace aucune racine. G Qe B D

Lemme 1. — Les coefficients &’ et b’ sont des racines m'“™* de 'unité.

En effet, o’ et &’ sont des rapports de racines 7 de I'unité et @’ = §".
De plus, a'0'=1, d’ott &/ = 4.

Cela posé, reprenons les e racines #,, #,, «o., My ooy My ovny Ny e
T remplace 'indice 7 par I'indice j; cherchons & exprimer j en fonction

de z.

20. THEOREME. — La substitution T est égale au produit S¥t¢ des deux
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substitutions S™ et t, dont ['une
S¥=|i i+ u'u| (modm)
est une substitution circulaire entre les o racines, et dont ['autre
t=|t —i] (modm)

ne déplace pas Uindice zéro, mais déplace tous les m — 1 autres indices.

En effet, X et Y sont de la forme

X=un,+Fn+...4-0%n+...§""y .,
Y=un,+ P, .. Py

X =.. .—|—9°‘ini—{—...—}—0“jnj+...,
Y=...+un+.. +0n+...;

opérant la substitution
T=|i j| {modm)
il vient
X'=.. .—}—gai'ﬂj—i—. e
Y/:.. .—I—@Binj—l—. 0. 0.5
D’ailleurs
dY =0*Y =. . .+gﬁj—-unj_*_. T
VX —= X —. . .—|—9°‘j+“nj—|—. Ut

Donc ¢ et j sont liés par la relation suivante obtenue en identifiant X" avec

dY et Y avec b'X,
Goz/—fu = QBL’ 9{3]——}1.: eaz’

B — n=uai,
a] + n=pfi (modm).

Donc T peut se mettre sous I'une des deux formes

A . oL —p
'1_1L ¢

\ (modm)

1= I l '6%:—“ ' (modm),
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ce qui exige

ZT; g, %;f:— S (modm).
D’ailleurs
TP =l g—z~!~ [i(“g—:-@ (modm).

et, comme 'T* laisse chaque indice a sa place,

gﬂt:I, «+f=0 (modm),
donc f="— «, et'ona
=] —i——gy (modm).

Multipliant les deux termés de Z par I'entier v tel que ap'=1 (modm),
il vient

Te=li —i—,écy,’[:S””’t (o o P 4
Exemple. — Prenons m =15, =3, « =2, il viendra alors
=3 e T=|i —i41| (modh).
Les équations X et Y seront

X =un,~+0n +0n~ On, +8°n,,
Y=nun,+8n+ OB, +8n,+0n,.
Effectuons la substitution
T == |t vesipap 1 |e={0n) {3 (24),
il vient ;
X'=uwn, 4+ 0n, +0n, 4, +8n,
=, 4+ P, + O, + 00, +080)=0Y =07"Y,
Y =un,+ 8 n, 40,4+ 00, +0%n,
=0 (ny+ n, + 00, By + 6P0,) =X
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¥

On voit, par conséquent, que le groupe G est dérivé uniquement des
deux substitutions
S=|i i+1| (modm),

substitution circulaire entre les m racines, et

t=I|i —i| (modm),

substitution qui déplace tous les indices, sauf I'indice zéro.

21. Turforime. — Toutes les racines de [’ équation algébrique H, dont
le groupe est constitué comme nous venons de le voir, peuvent s’exprimer
rationnellement en fonction des cocfficients et de deux quelconques d’entre

ces racines.

En effet, adjoignons a I'équation deux quelconques des racines, », et »,
par exemple; par 'adjonction de ces deux racines le groupe G se réduira
a celles de ses substitutions qui ne déplacent ni #, ni », ; mais nous venons
de voir que la substitution 1, qui laisse toutes les racines immobiles, est
aussi la seule qui laisse immobile plus d’une racine. Ainsi, par I’adjonction
den, et de n,, le groupe G se réduit a la seule substitution 1 : donc les
m — 2 racines n,, n,, ..., #,_, sexpriment rationnellement en fonction

de n,, de n, et des coefficients de I'équation H.
C. Q. F. D.

Corollaire. — L’équation différentielle linéaire Y admettra un systéme
fondamental dont toutes les intégrales seront des fonctions rationnelles de
la variable et de deux quelconques d’entre ces intégrales.

En effet, I’équation différentielle linéaire admet un systéme fondamen-
tal exclusivement formé de racines de I'équation algébrique H.

22. Tuforime. — L'équation algébrique irréductible H, de degré

premier m, dont le groupe est constitué de la facon que nous wenons de

woir, est résoluble algébriqguement.
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En effet, considérons les m — 1 fonctions

P [no—{— 0%n, + %n, +...+ G(m»«l)%nm_l]m’

e [k’o —+ 97“"7}, T gor Pt ]my
=1, 421,

— [in0+ @ in, %, ...+ i ]'",

OR— [n(, ~}- 9’“'71, - 9“2“‘142 S oo S 9_("{#”0&‘",,1_. ]m7

U, —= [”0 —+ 92&,-”1 == 92%‘”2 I R g g(mm”ai”m—l]m7
P lﬁo O, - O, L T ]m7

et enfin

= 1+ P, & %, ..t B, 17,
"1: [”0 __+_ Q—a/n‘ 4+ 0—2a1n2 _I__ T 9-(7714)«1””2_1]/”,

en posant
m-—1=2(l+1).

Deux de ces m — 1 fonctions («, et v, par exemple), toutes distinctes, se
confondront avec X et Y et seront, par conséquent, nulles; mais les 2/
autres u,, Uy, ..., U, €L 9,, 95, ..., v, seront différentes de zéro.

Prenons u; et ¢;; la substitution S du groupe G ne les altere pas; la sub-
stitution ¢ les permute ; toute fonction symétrique de u; et de ¢, sera
invariable par toutes les substitutions du groupe G et s’exprimera ration-
nellement en fonction des coefficients de H, c’est-a-dire de la variable x.
Donc u; et v, seront racines d'une équation W,= o du second degré, dont
tous les coefficients seront des fonctions rationnelles de .

Si je forme successivement les / équations auxiliaires du second degré

W1:O, W2:O, & Giohg Wl:07

jen tirerai w,, ty, ..y Uy 9,5 95, ..., 9, alors le systeme (1) me fournira
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les m — 1 équations linéaires entre les racines

n, = 0%, 4. ..+ 874y, =Vu,,
s e )
............................ ;
W) ) = P, L. L PRy e ’i/g,,
no—+ 0%, 4. .. 07", =V,
o+ Qon, .o - 7%y, =0,

ny= 0%, . =%y, —o0;

ces m — 1 équations linéaires, jointes a
=i Ul = = o e .—|—nm_|:——-A”
déterminent sans ambiguité les m racines, car le déterminant D du systeme

ne peut étre nul (n° 9).

23. Tuforkme. — L’'équation différentielle linéaire Y admet un sys-
teme fondamental, dont une intégrale est une fonction rationnelle A, de la
variable x, et les m — 3 autres intégrales sont deux a deux de la forme

mj— {7‘_
u, et Vi

en désignant par u; et v; les deux racines d'une équation algébrique
auzitliaire W, du second degré et a coefficients rationnels en x.

. my— m|— mp— m|— .
En effet, les fonctions A, ,\u,, \/v,, ..., Vu,, {9, sont évidemment des
intégrales de Y; il suffit de démontrer (ue ce sont des intégrales linéaire-
ment indépendantes. Cela est aisé a voir, car onaurait, dans le cas contraire,

Oz 7\3 7{7;:—'— 7\4 {70_1_'— TSR + Am—2 (l/;l_}— 7\111—1 (I/‘jl—*‘- ‘AmLA|7

en désignant par 2,, ..., A, des constantes, qui ne sont pas toutes nulles.
Remplacant dans cette équation A, u,, v, ..., u, v, par les valeurs qui
leur correspondent dans le systeme (1) (n° 22), j’obtiens une équation li-
néaire, homogene, a coefficients constants entre les m racines de H. Cette
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équation doit pouvoir s’identifier avec
— 2, X —2,Y,

en désignant par 2, et A, deux constantes qui ne sont pas nulles toutes les

deux. La démonstration s’achéve comme au n° 40.

24. Toute la discussion du cas n = 2 peut se résumer dans la proposi-

tion sulvante :

TuEorkme. — Soit Y une équation différentielle linéaire d’ ordre p‘ a
coefficients rationnels en x, qui : 1° posséde une intégrale rationnelle A, ; |
2° admet un systéme fondamental exclusiement Sormé de racines d’une
équation algébrique irréductible H, a cogfficients rationnels en x, dont le
degré est un nombre premier m=p —+ 2; _

1° Il existe un systéme fondamental dintégrales qui contient, outre
Uintégrale rationnelle A, m —3 =p—1 intégrales de la forme Vi,
en désignant par u; une jfonction rationnelle de la variable ; ou bien

9° 1l existe un systeme fondamental qui contient, outre la fonction
rationnelle A,,p — 1 = m — 3 intégrales de la forme\/ u;, en désignant par
U,y Uyy +nny Uy, M — 3 fonctions, qui sont deux a deux racines d’une

méme équation du second degré a coefficients rationnels.

95. 11 est aisé de vérifier qu'une équation différentielle linéaire, qui
posséde un systeme fondamental d’intégrales, défini comme au n® 24, a
tous ses coefficients rationnels.

Si, en effet, le systeme fondamental est celui da 1° (n° 24), le calcul ne
différe en rien de celui qui termine la premiere Partie (n° 11).

Si le systeme fondamental est celui du 2° (n° 24), voici la vérification :

on peut écrire

dry dry; dPyig
dxpr dxP dxP i
[Q . dy:  dyip o1
dx dx dx i
) (IR LCIPEEAY) & SERR $ 1
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\

en posant
ne e

(1) Ji ==, e Y

u; et v, étant les deux racines de I'équation

(2) W.i:: “)[,'2 == I‘iwi -1 I\’]l: 0.

Différentiant les équations (1), on a (/ étant un entier quelconque)

d{ 7y {thg
7] =y 2, T

dyies _ dvi Y.
dl ——ym% il R R ) >

différentiant (2) et remplacant par leurs valeurs obtenues ainsi les

pg o . du; d?u; dy; d2v;
derlvees SUCCESSIVES ——»9 ——— 9 **+» 59— *'*» Ol A
dx’ dx? dx ' dx?
dry; dryiva
(3) ,{:1;1 == yi@z(“i)a _(:lx{ — Vi @l("i) )

ol ¢, désigne une fonction rationnelle et / un entier quelconque.

Si je porte dans le déterminant les valeurs (3) des dérivées successives,
j obtiens, aprés la suppression de facteurs tels que y;, communs a tous les
éléments d’une colonne, un déterminant, ou chaque élément dans une co-
lonne est une fonction rationnelle de u;, et I'élément correspondant de la
colonne suivante est la méme fonction rationnelle de ¢, Permutant
les deux colonnes considérées, ce qui revient a permuter u, et v;, on
change le signe du premier membre de 1'équation différentielle Y = o : done
tous les coefficients de cette équation sont des fonctions alternées de u; et

de ¢;, ¢’est-a-dire des fonctions de la forme
B, = (u;,—v,)w(u; v,),
» désignant une fonction symétrique et rationnelle. Mais, en vertu del’équa-

tion (2) et de la symétrie de la fonction w, on peut faire disparaitre de
A. 6
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les quantités u, et v; pour faire entrer dans  les quantités rationnelles I; et
M., coefficients de

(2) ‘ W,=w;? + L,w,+M,= o.

»

Raisonnant sur u, et ¢, racines de
V\/—i’ = VV;II —+= L,‘/Wl'r = ].\/Iir = 0,

comme je viens de le faire sur u; et v;, je ferai disparaitre de o, u; et vy,
pour y faire entrer L; et M;. Procédant ainsi de proche en proche, j’ex-
primerai la fonction » rationnellement a l'aide de L;, M,, L,, Ly, M,
M,, ..., cest-i-dire rationnellement & 'aide de la variable @. Si enfin

je supprime le facteor

(t;— ;) (g —93)s -« -5 .

commun A tous les coefficients de I'équation différentielle, ces coefficients
se trouveront complétement expurgés d’irrationnelles, et la vérification se

trouvera faite.

Remarque. — Reprenons les 2/ fonctions
oo Ui ooy U+ Oy Vs sl o5 8

dusysteme (1) (n° 22); ces fonctions sont invariables par les mémes substi-
tutions du groupe G : donc elles s’expriment rationnellement a I'aide de
I'une quelconque d’entre elles et de fonctions symétriques des racines
(Jorpan, Traité des substitutions, p. 50), ¢ est-a-dire rationnellement &
I'aide de la variable x et de I'une quelconque d’entre ces fonctions % ou .
En nous reportant au théoreme de M. Jordan, cité dans I'Introduc-
tion, nous voyons (ue I'équation auxiliaire X = o de ce théoreme est du
second degré, tandis que les diverses équations binomes sont toutes du

degré m.

z{pplication auw cas m — 5. — Nous allons donner successivement un
exemple des deux circonstances différentes qui peuvent se présenter.
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Supposons d’abord que I’on ait, par exemple,
X =a,+ 0 n +80n+8n 409 =o0,
Y =un,+n+0n+0n+0n=0 (¥
L, bu
50 =u, + 0"n, + Pn, + 0, -0 4,

|

ny =+ 0*n, 4+ 0 n, 4 0 u, + 0%n,,

S5P=mun,+ n,~+ wn,~4+ n, + n

K
I'équation H étant

" —HPn" +~ A ~A 0+ A n-t- A, —o.
2 3 4

5

Le systéme (1) nous fournit aisément pour les valeurs des cinq racines
Moy Ny Mgy Mgy Ny L
= u-+ ¢+ P,

#ufo+ P,

|

n,=0u-+0 0P,
n,=0u+40'v+ P,
=0 u—+ 004 P.

Nous n’avons rien spécifié jusqu’a présent sur la nature des quantités «
et ¢; nous allons vérifier directement que ces quantités sont des racines
cinquiemes de fonctions rationnelles de &, que nous formerons.

Posons n — P = {; { satisfait a I’équation i coefficients rationnels

L=0~+8B,0"+B,0+B,+4+B,=o,

équation que nous formons sans peine, en remplacant dans H, » par £ + P.
Il vient ensuite
Co=sl 51y
C,=0u+ o,
C,=%u—+ o,
C=0w—+ 8,

T =8 u v,
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Mais on a

i VI A A e R Sen T
Dévéloppant ce produit, il vient finalement, tout calcul fait,
O+ bu(* —bu' vl — (0’ +v*) =03
d’ol1, en identifiant les deux expressions dé Z =0,
B,=o, B,=bu?, B,=-—5u", B =-— (u® + ¢?),

d’ou
Uy =X, . uwp==ip,

en désignant par A et « des quantités rationnelles; on a donc

1895 = A%

d’ou
(/‘3 o ;E-
‘Uq
De méme,
B )
ot =",
‘d’ou :
g w2
W == —-
A

La vérification se trouve done faite par un procédé purement élémentaire.
Supposons maintenant que I'on ait

X ==n, 480 +0n, + 09 +0n =0,
Y —=un, +8n +8n,+8n+0n =o.

Posons
Bu==n, + 8n, +b8n, +8n, -+,

5() =", - 9"nl—i—9 n2—|—"9'5”3+92”4,
bBP—=un, 4+ n,+ u,+ n, N,
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I’équation H étant
" —5Pn" A0 A0 +~An+ A, =o0.
Posant encore n — P = ¢, il viendra pour ¢,, {,, ., &> C, les valeurs

Go=u+v, £=80u-+00, C,=08u—+ o,
G =0u+0. C =0u—+8v.
Formons I'équation Z, qui sera a la fois [si H= f(n) = o]

S(C+P)=o0=0+B,"+B,+ B+ B,
et

(—CNE—-C)C—C)C—5)(E—C) =0,
¢ est-a-dire, en développant, tout calcul fait,
O —buvl® —d5urv* — (1’ + v’) =o.
Identifiant les deux formes de Z, on a
B,=——5ur, B,=o, B,=—5uv’, B,=— ().

Ces relations prouvent : 1° que « et ¢ s’expriment rationnellement en
fonction 'un de l'autre, puisque leur produit est rationnel; 2° que z°
et ¢* sont les deux racines de I’équation du second degré a coefficients ra-
tionnels

W=’ +B,w— (1)°B} =o,

J’ai done effectivement formé I'équation W a l'aide des coefficients de

I’équation proposée H.
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TROISIEME PARTIE.

n—3J3.

I.

25. [’énumération compleéte des groupes d’ordre fini contenus dans le
groupe linéaire a trois variables a été faite par M. Jordan a la page 92 du
tome 84 du Journal de Crelle ; un groupe primitivement omis (le hui-
tieme) a été construit et discuté dans le Mémoire présenté a I’ Académie de
Naples (p. 21, 22 et 23). Voici cette énumération :

Premier type. — Toutes les substitutions sont de la forme
| XYZ «X+8Y JX+FY H7Zj,
les coefficients - étant des racines de 1'unité, et les coefficients «, g8, ',
tels, que les substitutions a deux variables

| XY «X+8Y X+FY]|

forment un groupe I' d’ordre fini. On obtiendra ainsi cinq sortes de
groupes différents, suivant le type auquel appartient T".

Dcuxieme type. — Le groupe est dérivé de substitutions de la forme

S=|XYZ aX bY cZ], "

jointes a la substitution

T=|XYZ &Y ¥Z X

(les coefticients a, b, ¢, a’, V', ¢’ sont des racines de I'unité).

Troisieme type. — 11 s’obtient en adjoignant an groupe précédent une
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substitution de la forme

JUELI A i e S

(ou a’, 0", ¢ sont des racines de I'unité).

Quatriéme type. — Le groupe est dérivé de la combinaison des substi-

tutions
ai= XYL A X Y ATy
A IOVE % ar Y,
B | XXZ. .« X X —7j
X aX+(1—a)Y +2a(1 —a)l ‘
C=|Y (1—a)X+aY—2a(t—a)Z]|,
| Z X—Y+(1—2a)Z
ou
=1, I+a(rsd5'-—2)=0.
Nota. — Les formes ci-dessus de la substitution C et de I'équation qui définit @ sont

différentes de celles qui se trouvent a la page 92 du tome 8% du Journal de Crelle. Cela
tient & une faute d’impression, qui a défiguré le texte. La forme de C et I'équation qui
définit @ m’ont été communiquées par M. Jordan lui-méme.

Cinquiéme type. — Le groupe est dérivé de la combinaison des substi-

tutions

A =|XYZ aX AY. L],

N RY X Y

DR AR e AR

Pl = [ XXT X 7Y rjZ],

X ra(X+ Y-+102)

rE=Y raX+0Y+ 7)|,

, 7 1'2a(X—|—92Y+-92Z>|
oulon a

ha RS L a3:3_(1—i6—‘~’)’

A =1, r* = A" (p quelconque, mais entier), u =0, I, 2.

.
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Suxieme type. —— Le groupe est dérivé des substitutions A, A, B, sDE,

ou s =1, A, A* ou »*, le reste défini comme au type précédent.

Septieme type. — Le groupe est dérivé des substitutions 2, A, B, s DE,
tED, ou t* = s* ou As’, le reste défini comme au type précédent.

Huitieme type. — Le groupe est dérivé de la combinaison des substi-
tutions

A== XYZ aX" a¥' al],

A=|XXZL #X =Y o'l

B=|XYZ Y 7 X|],

: X aX—+ Y+ b7

C=|Y ¢X+bY-+aZ
Z bX +aY + cZ

?

\

ou t' =1, et a, b, ¢ sont définis par le systeme linéaire

a —I—]) —4-C =1,
ar —+ br® +ce* = o,

at® -+ b7’ + ¢1r® = o.

26. Convenons d’abord des notations suivantes : soient X =0, Y = o,
7. = o les trois équations linéaires, homogenes, a coefficients constants,

qui existent entre les mracines de H ; je désigne par

N, le systéme des n, racines communes a X, Y et Z;
N12 » ., » X, Y;
N43 2 L » X, Z;
N,, » n,, » X, .Z.

De méme, je désigne par

N, le systeme des rn, racines qui figurent dans X seul;

N, » n, » » Y seul;

N3 » n, » » Z seu] 5
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on aura (6, corollaire IIT),
Ny =Ny~ Ry Ny =1y =1y = 1y =10

Cela posé, je vais établir trois lemmes, qui me permettront d’éliminer
immédiatement tous les types de M. Jordan, excepté le premier, le second,

le quatriéme.

Lemme 1. — Si le groupe I’ contient une substitution S de la forme

S=|XYZ «X bY cZ B
ou
a est une racine primitive & de 1'unité;

ieme

b » » ﬁ » ;

ieme i
C » » v » 4

le plus grand commun diviseur 8 de «, (et y doit diviser m, ¢’est-a-dire
d=10ud=m.

En effet, chacun des systemes N, N,, N,,, N,;, N,, N,, N, contient un
nombre entier de cycles de S et cette substitution permute entre elles des
racines d’'un méme systeme.

Car, supposons qu’il n’en soit point ainsi, et que S fasse entrer une
racine #, de N,, dans le systeme N, par exemple. Soient X', Y', Z ce que
deviennent X, Y, Z par I'effet de la substitution S, #, figurerait dans X/,

Y’, Z/; mais on a identiquement
7 = c4,

et n, figurerait dans le premier membre de cette identité, sans figurer dans
le second, ce qui est absurde. On démontrera par un raisonnement tout
pareil que chacun des sept systemes N, N,,, N,,» N,,, N, N;, N, con-
tient un nombre entier de cycles de S.

Cela posé, en vertu du théoreme 1T du n° 7,

a divise ng, 7,5 N4, 1,5
B> Ny, Ry Ty Tl

Yoo My, Mgy Ty Ty
‘ A. 7
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et leur plus grand commun diviseur § divise
Ny~ Ny =+ Ny + Ny + 0y~ 12, +n,,
c’est-a-dire 7. Donc ¢ =1 ou & = m; dans ce dernier cas, on a évidemment
1,5, == 7143:21223—:]2127122763:‘:0, n,=—1m.
S est une substitution circulaire entre les /7 racines.

Corollaire. — Si le groupe I' contient une substitution S de la forme

S| XYZ AX AY AZ[,

onaa=1I.
En effet, si AZ1, A" =1 en vertu du lemme précédent et la substitution

S est une substitution circulaire entre les m racines. Mais, dans ce cas, on
’ Y "
a (7, théoréme I, Remarque),

Xty N0, 4 " 20, 4. ..+ M

m—1)

Y:”o S 7\,”"”4"‘_" o SARNIE, £
L=un, 42", ~4...42n

m—1 9

et les trois équations X =o0, Y = 0, Z = o ne sont plus distinctes, ce qui
est absurde.

Donc
1 C Q. F. D
Lemme I]. — Si le groupe T contient une substitution T de la forme
T = | XYZ adY bZ- £X i
ona

72122712321213:,04, II/,-::IZ22113:1/.

Considérons d’abord le systeme N, par exemple; je dis que T déplace
toutes les 72, racines de N, ; supposons, en effet, que T laisse immobile une
racine 5, de N,; soit X', Y', Z/ ce que deviennent X, Y et Z par Deffet
de la substitution T'; #, figurerait encore dans X', mais on a identi-
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quement
X'=dY,

et #, figurerait dans le premier membre de cette identité sans figurer dans
le second, ce qui est absurde.

Je dis, en second lieu, que T ne saurait faire entrer une racine », de N,
ni dans N, ni dans aucun des trois systemes N,,, N,,, N,,. Si, en eifet,
n, prend la place d’une racine de N, »; figurera dans X', Y et 7/, mais on
a identiquement

Y=07, X=d¥,

et I'on voit que 'hypothése est absurde, puisque le premier membre de
ces identités contiendrait #, sans (ue le second la contienne.

De méme, aucune racine de N, ne peut entrer dans N,, ou N, ou N,,,
et ce que je viens de dire de N, s’appliquea N, et a N,.

Les raisonnements sont identiques pour démontrer : 1° que T déplace
toutes les racines de N, ,, de N, ,, de N,,; 2° ne fait entrer aucune de ces ra-
cines dans N, N,, N, ou N_; 3° permute entre elles des racines de N,.

En second lieu, je dis que toutes les 7, racines de N, entrent dans N,.
En effet, si une racine », de N, entre dans le systéme N, », figurera dans Y’,

mais

Y — b7,

et n; figurerait dans le premier membre de cette identité sans figurer dans
le second, ce qui est absurde. On verra ensuite que, par I'effet de la substi-
tution T,

les n, racines de N, entrent dans N, ;
» 7, » N 2 N,;

3
d’ou
< = < 4
T, O L R Pt

¢’ est-a-dire, forcément,

nN, =n, =—=17n,.
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On démontrera par un procédé identique que : 1° la substitution T fait
entrer
les n,, racines de N,, dans N, ;
R » N,, » N,;
» N » N » N|2§

23 23
2° Quel’on a forcément

N, =17N,,=1,,. G. Q. F. D.

La substitution T peut donc se mettre sous la forme symbolique sui-

vante :

T = (No)(N42N23N.13)(N1N2N3)'

Faisant usage de la méme notation symbolique, il viendrait pour la sub-

stitution S,

S=|XYZ aX &Y cZ]|,

I'expression

5= (No) (N|z> (Nm) (szz) <N|) (Nz)(\Nf;)
Remarque. — Raisonnant sur la substitution 17,
T=|XYZ Y X 7|,

comme on vient de le faire sur la substitution T, on démontrera par un pro-
cédé identique que : 1° I'on a
=n, et n,,=—=n,,;

2° T" peut se mettre sous la forme symbolique

T'= (N,)(N,.) (N,)(N,N,)(N,,N,,).

Lemme [11. — §'il existe une fonction linéaire et homogene U de X, Y
et 7, que toutes les substitutions du groupe I' multiplient par des facteurs
constants, le groupe G se réduira aux puissances d’une seule substitution

circulaire entre les m racines.
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Je dis, en premier lieu, que U contient toutes les m racines; supposons,
en effet, qu’il n’en soit point ainsi : soit »; une racine qui figure dans U,
n; une racine qui n'y figure pas. Le groupe G, étant transitif, contient au
moins une substitution S, qui remplace »; par #;; mais, en vertu de I’hypo-
these, S transforme U en U= KU} or U’ contient x; et KU ne contient pas

n; : done I'identité

U=KU

estimpossible, ce qui est contre I’hypothese.

Puisque nous avons démontré que U contient toutes les racines, nous
rentrons dans le cas traité précédemment dansla premiére Partie (8), etl'on
démontrera par un raisonnement identique : 1° que le groupe G est formé
par les puissances d’une seule substitution circulaire entre les m racines ;
20 que les facteurs, tels que K, sont ou bien égaux a I'unité, ou bien des

racines 7% de 1'unité.
Le lemme est done démontré.

97. TukorkME. — Le groupe I', dérivé de substitutions S de la forme

S=|XYZ aX bY (7|,

Jeintes aux deux substitutions
= XYZ dY V7 JIX)|
ct

T XYZ a ¥ X s

ne peut fournir aucun type d’équations algébriques irréductibles H de
degré premier m.

[.a démonstration de ce théoréme repose sur deux lemmes, que je vais
successivement établir.

Lemme 1. — Chacune des fonctions X, Y, 7 contient toutes les m
racines.

En effet, faisant usage de la notation symbolique adoptée a la fin du

.
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lemme II du n° 26, je vois que I'on a

S = (N,) (N,)(N,)(N,)(N,) (N, ) (Ny),
1= ( )(Nu)(NJ)(NiN )<N43N“>’
T = (No>(NvlzstNM)(NiN?Nf*);

on voit donc que, si je répartis les sept systemes de racines N, N,,, N,
N,,, N,, N,, N, en trois groupes

(1) N,,
(2) N“l NI:} N237
(3) N1 N? NTS?

il n’existera pas dans le groupe G de substitution capable de faire passer
une racine d’un quelconque des groupes (1), (2) ou (3) dans I'un quel-
conque des deux autres. Or le groupe G est transitif : done 'un des trois
groupes (1), (2) ou {3) subsiste seul et les deux autres doivent ne pas exister.
D’ailleurs, on a (26, lemme 1I), puisque la substitution T entre dans le
groupe I,
R, =N, =N,==p, N,~+N,+ Ny =1

t (6, corollaire III)
ny + 3u+ 3y =m.

Si donc je suppose que le groupe (1), ¢’est-a-dire le systeme N, dispa-
rait, il faut supposer n, = o, et il reste

3(M == V) = m,

ce qui est absurde, puisque m est premier.
Donc ce sont les groupes (2) et (3) qui disparaissent; le groupe (1)
subsiste seul; par conséquent,

T =, = T, = ey, — O el s, =,

et le lemme est démontré.
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Lemme II. — On a

4 / V4 ! 1
a =a, b_:':[—t,, ¢ —"l

et, par conséquent, la substitution T’ a la forme

=|XYZ &Y 1x z|

la substitution T étant
T=|XYZ 4Y ¥Z X|.
Pour démontrer ce lemme, considérons la substitution
T=|XYZ 'Y 'Y ("Z 3

puisque Z contient toutes les m racines (lemme I), on a ¢"=1 ou bien

YU m__

¢ 1 (7, corollaire).

m =1 ouc’"=4, en désignant, suivant I'habitude,

Supposons d’abord ¢
par § une racine m™ de I’unité; dans ce cas, T est une substitution cir-

culaire entre les m racines

ou encore
T'=|i i+1| (modm).
Cela posé, soient
Xe=.. o+, +...,

Y= 4Bt By iy e

aucun des m coefficients « ou des m coefficients 2 ne sera nul. Si j je désigne
par X" et Y’ ce que deviennent X et Y par P'effet de la substitution T, il

viendra
NG e T TR - ST PR
L +{3‘ ‘+'+ﬁi+1"i+2+----
D’ailleurs,
e _f_a’”ﬁ;”z“{" CL”BIH e

b”X:...—f—[) ain;—+ 0" ..

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC — Cote : HF uf 166 158



P) L. AUTONNE.

Mais on a identiquement
Ke=a'Y, - ¥Y==0'X,
Doneil vient (i=0,1,2, ..., m--1), en identifiant,

“; : a‘”ﬁi—u -/ ﬁi == b”d‘z'+4 9
et de meme
ai+| == a’”tei—w? ﬁi+| == b//az’—i-w
¢’est-a-dire
— a// b” Gy ﬁi . Cl” bl/ @i+2,

d’ol1, en posant a”b'u =1,

ipg = Wty i, = U

Il vient pour X et Y la forme suivante :

m--1 m+3 m-—1

X=wn,+u * n+un-+u > n4...-w "

m--1 m—1

2

2
Y =un,+u > 0 Aun-t.. U Ny

et les deux équations X = o, Y — o ne seraient plus distinctes, ce qui est
absurde.
Il faut done supposer forcément ¢ = 1. Mais alors reprenons la substi-

tution

/2 —_ l XYZ a// bl/X Cb” b”YT Z ' ,
puisque X et Y contiennent chacune toutes les m racines, on a o e
db'=1 ou ab =8 (§"=1)

(n° 6, lemme 1 et n° 7).

Si a”b” =#, il vient pour X et Y la forme

X = WO + 9_!7“ + 6—217“ + DI + 9”‘/\"1"'””,”—”
Y =", == 6~lr| == 9—21”+ 5o b 9—("1_‘”[”"1 -1;
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les deux équations X =o et Y = o0 ne seraient encore pas distinctes, ce
qui est absurde.

Donc
ab — PN T E

et T" est de la forme
T=|XYZ &Y o7 7]
Cela posé, reprenons la substitution -
T=|XYZ dY V7 X|

et
T'=| XYZ dbX dbdY dVZL];
ona a'b'¢ =1 (26, lemme I, corollaire).

Raisonnant maintenant sur la substitution

T —| XYZ 07 %Y c'Z‘l,,

comme je viens de le faire sur T’, j obtiens

a /4 /& R4
S dlou a=ua, «boc—1,

cest-d-dire o’ = @' encore, puisque @' 6'¢’=1. En résumé, on a bien

" 1
e [)—_—-;a

et le lemme est démontré
Remarque. — Considérons la fonction
==X +d ¥+ at%
T transforme U en
adY 4-a bl +a b X,
c'est-a-dire en U, puisque a' V¢ — 1. La substitution T’ transforme U en

a ¥ o X a bl

¢’ est-a-dire encore en U. Cette remarque nous sera fort utile pour la dé-

monstration du théoreme.
A. ]
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Aprés avoir établi les deux lemmes dont nous avons besoin, reprenons
les substitutions
S=|XYZ aX 0bY cZ],
ot chacun des coefficients @, b, ¢ est 1 ou une racine primitive § de I unité.
Supposons d’abord qu’aucun des trois coefficients @, &, ¢ n'est 1, et

posons
a = 9“, b= 93, c == (9"’ == l).

1l viendra pour les fonctions X, Y, Z les formes suivantes (8):

—(m—1)o
( P
m—17?

RS gy SRR -6
Y—=un+0F +...+ g-tm=1by
et

o=, 4+ 0V, . 0

on voit que dans X, dans Y et dans Z les coefficients des racines sont

tous inégaux.
Cela posé, reprenons la substitution

Tl XYE oYy~ X

suivant une remarque déja faite dans la démonstration du lemme II,
T, qui multiplie Z par 1, ne déplace que les racines affectées dans Z de
coefficients égaux ; mais nous venons de voir que les coefficients des racines
dans Z sont tous inégaux ; donc T se réduit a la substitution 1 et laisse
toutes les racines immobiles, ce qui est absurde.

Si maintenant je suppose y =0, ¢ =1, la substitution S est encore cir-

culaire et il me viendra pour /4
rz
Z=mn,~+n+...+n,

ce qui est absurde, puisque la somme des racines de I’équation algé-

brique H n’est pas nulle.
Il faut done supposer simultanément « = =7y =0 et a = b=g==1:

Mais, dans ce dernier cas, reprenons la fonction

U=X+dY+dabZ.
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T, 'T" et S multiplient U par 1: donc (26, lemme )
U — sk e R T Min—y 3

ce qui est impossible.

En admettant donc dans le groupe 1" l'existence simultanée des
substitutions T et T, on arrive dans tous les cas & des absurdités par
suite, T et T"sont incompatibles. Sije supprime T du groupe I', je retombe
sur le premier type de M. Jordan; supprimant, au contraire, 1", je ra-
mene I' au second type.

Le théoréme est donc démontré.

28. Tukonime. — Le groupe I' (cinquicme type), dérivé des substitu-
twons
A=[XYZ AX AY AZ |,
A=|XYZ X Y 87|,
B=|XYZ Y Z X |,
X Y 7|,
! X rta(X+'Y +07) “
PE=1Y ra(X+0Y 4-2) |
| Z rra(X+5Y + QZZ)/

X : |
oulon a

3 - e 3 __ I
9—], (/ —0, a —-m?

AP—=1,pr= )" <F entter guel('onguc M =0, 1, 2), ne peut fournir aucun
type d’équation algébrique irréductible de degre premier m.

En premier lieu, on a (26, lemme T, corollaire)

)\:I, d’()i] p=o0, 7'3:I.
En second lieu, la substitution D est impossible; en effet, si I' con-
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tient la substitution
rD=|XYZ X Y rjZ],
T' contiendra également la substitution
(FD= XN 7'k Y rprl,
¢'est-a-dire, puisque r'=1, j° =¥, =1,
(rD)*=| XYZ 6X Y 07|

Or cela est contraire au corollaire du lemme I du n® 26 : donc la substitu-
tion D estimpossible.

Le groupe T se réduit, par conséquent, aux substitutions A,Bet r*E;

mais je vais démontrer que les substitutions A et B sont incompatible&
Si B existe dans le groupe T', on a (26, lemme II) '

H,—r,— 0 =, ==l === n0—|—3,u.—|—3v:m;

1

mais si A existe, comme f est une racine cubique de 'unité, 3 divise n,,
n,,, ¢'est-ai-dire v et n,, c’est-a-dire u (26, lemme I) : donc 3 divise
n,~+3u—+ 3y ou m,

ce qui est absurde.
Je ne puis done, pour former le groupe T', combiner r* E qu’a la substitu-
tion A seule, ou 2 la substitution B seule. Cela posé, je vais démontrer le

lemme suivant :

Jemme. — On a entre les substitations A, B, E les relations
AE=EB, BE=EA*B*.
Cela est ais¢ a vérifier, car

X a(X+ 8Y +1Z)
AE=|Y a(X+8Y+07Z)|
Z aX—+ Y + 87)
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et de méme la substitution EB a la forme

I X a(X+ 80X +Z)
EB=|Y a(X+8Y+87)]|
Z aX+ Y +07Z)

Pareillement
X a(dX +Y+7) l
BE=|Y «(X +~Y+0Z) |.
7 a(92X+Y—i—92Z)\
et
X af(X—+0Y +8°Z)
EA’B:=|Y aX+ Y +0Z) |;
Z af*(X+ 6Y +-7)
done

AE —EB, BE —EA®B?, c. Q. F. D.

Cela posé : 1° combinons r*E avec A; le groupe I' contiendra la substi-
tution

(r*E)"'A(r*E),

c’est-i-dire B, ce qui est impossible; 2° combinons r* Eavec B: le groupe T

contiendra la substitution

(rE)"'B(r*E)B™,

¢’est-a-dire A?, ce qui est impossible.
En résumé, le groupe I se réduit, dans tous les cas, & une seule des
trois substitutions A, B et 7*E. Soit

IX,Y,Z, aX, 8Y, ¢Z|

la forme canonique de cette substitution; je retombe sur le premier des

huit types de M. Jordan, et le théoreme est démontré.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC — Cote : HF uf 166 158



H8 : L. AUTONNE.
29. TuforiME. -— Le groupe 1" (sixiéme type), dérivé des substitutions
», A, B, sDE
(ote s* =1, A, A*, A*, le reste défini comine au type précédent), ne peut
Journir aucun type d’équation algébrique irréductible de degré premier m.

On démontrera, comme au cas précédent: 1° que A=1, d'ous'=1;
2° que les substitutions A et B sont incompatibles.
Cela posé, considérons la substitution DE, qui sera de la forme

X a( X+ 0Y+07)
DE=|Y X+ Y + Z)
7 X+ 0Y + 6°Z)
Je dis qu'on a les relations

ADE == DEB; BDE =§4DEA".
En effet,

X X+ Y +7)
ADE=Y «(X+ Y + 8°7) |,
7 aj(X+8Y -+ 07)
et
X X+ Y +Z)
DEB=Y a(X+ 0Y +67)]|.
7 X+ 6Y +07)
Pareillement
X a(8X +Y -+ 87)
BDE=|Y a(X +-Y+72) |,
7 (X +Y +0Z)
et

X (X + 0°Y + A7)
IDEA*=|Y ag(X+ Y +7Z) |
7 & (X+ 8Y +57)
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Par conséquent : 1° si nous combinons sDE avec A, le groupe 1" con-
tiendra la substitution ]
(sDE)""A(sDE) = B,

ce qui est impossible, puisque A et B sont incompatibles ; 2° si nous com -
binons sDE avec B, le groupe I' contiendra la substitution

(sDE)"'B(sDE) =0§A">,

ce qui est encore impossible.
En résumé, le groupe T se réduit a 'une des trois substitutions

A, B, sDE,
et le raisonnement s’achéve comme dans le cas précédent.
50. TuEorkME. — Le groupe I’ (septiémetype), dérivé des substitutions
A, A, B, sDE, ¢ED
(ot t* = 8% ou ns®, le reste défini comme au type précédent), ne peut four-
nir awcun type d’ équations algébriques irréductibles Hde degré premier m.
On verra, comme dans le cas précédent, que A=1; d'out' = s' =1. Je
dis ensuite que la substitution tED est impossible. Si cela est, le groupe
se ramene an type qui vient d’étre traité. _
Pour démontrer que la substitution ¢ED ne peut exister dans T, je con-
sidere cette substitution
X af (X + Y +47)
ED=|Y (#X+ Y +67);
Z ajf (X +6Y +6°Z)
I'équation caractéristique en K (4) relative a ED est, en posant
R=agK,
e 1 0 |
6* (e T s 2 —
1 g o K
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¢’ est-a-dire

(K'+ 8 — 1) (K™ — 30) ==o:
Les trois valeurs de K, savoir K, K., K,, satisfont donc aux relations
K,=aj(1-—90), K= 36a’/%, K2e=—130a"f=

4 . .
Flevant au cube, il vient

: 3 \ @ 3 2 92(6 'I> 6>
K?"“iﬁ(‘ 9)*::61?9(1_,39_}_36 ‘)*’—1’—— —6'—’:'—1—’0—1’
" 270> 2762
6 - 62 _ / C. Sl
Ki=1a7a ge— SO0 T —_—1,

et pareillement
K==
Donc |
K,=§, Ki=— ¢, K= -—#,
aucun des exposants « et 3 n’étant nul. On voit que K, est une racine
cubique, K, et K, des racines sixiemes de l'unité.
Cela posé¢, considérons la forme canonique de la substitution ¢ ED,

tED==|X,Y,Z, tK,X, (K.Y, tK.,Z,|
Ia substitution (¢ED)'= (ED)", puisque ' =1, et sera de la forme
(tED) =| X,Y,Z, K‘X, KiY, KiZ, s

4

', K¢ et Kj sont des racines

or, d’aprés ce que nous venons de dire, K
cubiques de'unité : donc (26, lemme I) 3 diviserait m, ce qui est absurde.
Le groupe I' est ainsi ramené au cas traité précédemment (29), et le

raisonnement s’acheve comme plus haut.
51. Tutorime. — Le groupeT (huitieme type), dérivé des substitutions
A= |XYZ 2aX Y P R E S
A=|XYZ X 2 Y 7L,
B=|XYZ Y 7 X |,
X aX—+cY + L
C=|Y X+ b6Y+al],
7 bX oY cZ
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ne peut fournir aucun type d’équations algébriques irréductibles H de
degré premier m.

On a d’ailleurs 7" == 15 les coefficients a, b et ¢ sont définis par le sys-
teme linéaire
a —+- b = G = = T
a7 + b3l + cal —o,

ar’ 4+ b1’ - cqt =

La substitution A est impossible (26, lemme I), pnisque 7 ne divise
pas m. (J'examinerai tout a ’heure le cas m — 7.) I' se réduit, par consé-
quent, aux deux substitutions B et C. Or considérons la fonction U

U=X Y- 7Z;

B multiplie U par 1 et C multiplie U par — 1.

Puisque toutes les substitutions du groupe I; multiplient U par des con-
stantes, on retombe sur un cas précédemment traité (26, lemme III). Les
constdntes par lesquelles les sabstitutions de T multiplient U ne peuvent
étre égales qqu’a I'unité ou a des racines 74 de 'unité. Mais C multiplie U
par la constante — 1 : donc la substitution C est impossible, puisque — 1
est une racine carrée de ’unité.

Le groupe T se réduit, par suite & la seule substitution B; si I'on ra-
mene B a sa forme canonique, on retombe sur le premier des huit types
énumérés par M. Jordan, ce qui est contre I'hypothése.

Le théoréme se trouve donc démontré.

32. Pour achever la discussion du huitiéme type de M. Jordan, il
nous faut supposer m = 7, et dans ce cas la substitution A est possible.

Je dis que les substitutions A, B et G existent nécessairement toutes les
trois dans le groupe 1. En effet, je ne puis supprimer A sans rentrer dans
le cas que je viens de traiter; je ne puis supprimer G sans rentrer dans le
second des huit types de M. Jordan. Il me suffira de démontrer qu’il est
impossible de supprimer B du groupe T'.

On sait (Mémoires couronnés par U Académie de Naples, t. LX, p- 23)

A 9
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que l'on a

CA’C = A*CB'A7,

ou p, 1, @ désignent des entiers convenablement choisis entre 1 et 7, v un
entier convenablement choisi entre 1 et 3.
Si donc le groupe T contient les substitutions A et G, il contiendra la
substitution
(AMCY " CAFC.A™Y,
¢’est-a-dire B’.
Donc A, B et C coexistent nécessairement dans T.

Cela posé, la substitution A permute circulairement les six indices

o, 1, 2, 3, 4. 5, 6,
etl'ona
A=|i i+1]| (mody).

11 vient, par conséquent, pour X, Y et Z la forme

9

X = 7 "0, 7 n,- 7 0 a0 T, ~+a %0,
<Eg et —0 = =5 —5
Y=0b(n a7 n+7"n+7"n,+75 n,+7 0 +7 ),

Z = c(ng+ 47" n, 4= 17 my Ty a1 ).

Pour que la substitution B soit possible, il faut que les coefficients des ra-
cines soient les mémes A lordre prés dans X, dans Y et dans Z; cela exige
que I'on ait

B A
b::;r'r" G =T,

{ et y désignant des entiers convenablement choisis entre zéro et 6.
Cela posé, formons la fonction U .

U=X+Y+Z

1l faut, pour que C puisse multiplier U. par —1 (7, théoreme 1I), que U
contienne un nombre pair de racines : donc les coefficients d’au moins une
racine doivent se réduire quand on fait la somme X + Y -~ Z; soient 7°, 7
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7 ces coefficients, on aurait

4P =,
mais cela est impossible, car I’équation
e e i e R e I U g

a laquelle satisfait =, est irréductible.
La substitution C ne peut donc pas exister dans T, lorsque m =7, et T
se réduit au second des huit types de M. Jordan.

I1.

33. Nous allons maintenant passer a la discussion du quatriéme type de
I'énumération de M. Jordan. Le groupe T résulte de la combinaison des
- substitutions

"

2=| XXZ: X v 2¥ 2 |

A DO oY S

B e F
et

g
C::(Y (I—Q)X—l—(LY—za(l——a)Z(,
Z X—Y+ (1—24a)Z |

B =T Fta(r 44" —a)=

X aX+ (1—a)Y—+ 2a(1— a)7. |

Un pareil groupe a résisté a toutes mes tentatives; il est, en effet, aisé de
voir qu'aucune de ses substitutions ne tombe sous le coup de l'un des
trois lemmes du n° 26. Je me bornerai 4 démontrer la proposition sui-

vante :
TuEorEME. — Le groupe T dérivé des substitutions A, B,C (a==1
forcément, en vertu du corollaire du lemme I du n° 26) ne peut fournir

aucun type d’équation algébrique irréductible H » dont le degré m-soit un
nombre premier inféricur & so.
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La démonstration de ce théoreme repose sur deux lemmes que je vais

successivement démontrer.

Lemme I. — On a

n'3:]l23.:]?,4—::]7.2: (0]
et, par suite,

n,-+n,,+n,=m.

Pour démontrer ce lemme, je remarque queles substitutions A et B peavent

se mettre sous une forme symbolique (26, lemme IT), qui est

A= (N)(N) (N (N,)(N,) (Nia) (Nas)

ct
B= (Nn) <Nu> (N3)<N1Nz> (NHNN)'

Cela posé, il est aisé¢ de voir que G multiplie par 1 la fonction
U= X=+7Y;

C permute donc les racines qui figurent dans U entre elles, et les racines
qui ne figurent pas dans U entre elles. Or les 1, racines du systeme N,
ne figurent pas dans U, tandis que les », racines de N, les n, racines
de N,, les n,, racines de N,,, les n,; racines-de N,, figurent dans U: en
effet, ces diverses racines ont un coefficient nul dans I'une des deux fonc-
tions X et Y et ne peuvent disparaitre dans la somme X + Y = U.

Ce que nous venons de dire de la substitution C, joint a ce que nous
savons déja des substitutions A et B, nous permet de voir qu'aucune sub-
stitution du groupe C ne peut faire prendre & une racine »; de N, la place
de I'une quelconque des racines de N, ou N,, ou N,,, ou N,,. Mais le

groupe G est transitif ; done 'un des deux systemes
(1) N,,
(2> No_l‘N:’“}”Nmmi_Nm

n'existe pas. Il est absurde de supposer que le systeme (1) est absent, car
alors n, serait nul. Or, puisque la substitution A existe, en vertu du
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lemme I du n° 26,

Sidivige T i,y Ty,

c
=)
<

mais, si 22, = o,

’70+n12‘+_ nm“"ll" IZM#—IZ‘—I—IZQ:”Z,

et 5 diviserait m.
C’est donc le systéme (2) qui manque : done

ny—n,—n,,—n,, = 0. GiNQ. TR,

Remarque. — Pour qu’une racine n, de N puisse entrer dans le svs-
q . i 8 y
teme N, il faut évidemment qu’il y ait au moins une racine de N qui dis-
09 LY 0o q
paraisse dans la somme U =X - Y. Comme le groupe G est transitif, il
existera dans N, au moins une racine affectée, dans X et dans Y, de coeffi-

cients égaux et de signe contraire.

Ce qui vient d’étre dit du systeme N, s’applique évidemment de méme
au systeme N, ,.

Lemme I1. — On a toujours 'inégalité 61, < m.

En effet, puisque la substitution A existe, en vertu de la remarque du
théoréeme I du n° 7, X et Y sont de la forme

X=a,(y47"n, +an, + 770,45 "n,)

—+a, (0,7 "0, .. T ) . = (ng - R A T I S

Herap myg it obodrastngg,  Ji
et de méme, changeant = en 7~ et « en 3,

Y:ﬁo(rto—%ﬂ..#— i)+ B Oa Té"siﬂ) 1 A
k8 [":s(k-—i}+ T i Yol = » +Tw5("‘“”*" l’

oubk=n,+n,=m—n,.
En vertu de la remarque du lemme précédent, on doit avoir, en faisant
la somme U= X Y, des réductions entre les coefficients. Je dis qu’il
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ne saurait y avoir plus d’une réduction par groupe de cinq lettres, tel que

1

0‘1’(”5["|~ T Moprg H oo e i, n5i+/|)

et
ﬁi(n5in}—< {Tnsia—l i R = T/' ns[+.’|>‘
Supposons, en effet, qu’il y ait deux réductions, c’est-a-dire a la fois

deux équations
T 4 Bir"=0

— (5h
ai'T 4 ‘81.,.’. —'0.

Il faut donc qu’on ait ulors

1 T(( T—-a |
‘ == 0’
i 'Tb 7—[)
’ - .
c’est-a-dire
(i_‘.’(a—b) =1,

TS — j“’rb;

cette derniére égalité est absurde, quel que soit le signe que I'on adopte.
Donc il ne peut y avoir plus d’une réduction par cinq racines, c’est-a-dire
plus de & réductions en tout entre les 5%k = n,+ n,, = m — n, racines
de N, etde N,,.

Cela posé, je suppose qu’on ait 72, > k (on ne peut supposer n, =#k,
car alors 5n,=m— n,, 6n,=m, ce qui est absurde), ¢’est-a-dire
n,— k —+ P

I.a substitution C ne pourra faire entrer, par conséquent, dans les sys-
témes N, et N,,, que & au plus des n,= k- p racines du systeme N;.
Considérons maintenant la transformée X’ de X par G, on a identique-

ment
X' =aX+ (1—a)Y +2a(1 —a)Z.

Dans le second membre de cette identité figurent les 7, == k —+ p racines
de N, ; dans le premier membre il ne figure au plus que & des n, racines
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de N,. L’identité est donec impossible tant que p > 0; on a, par consé-
quent, forcément I'inégalité

n, <k,
70 —— 1
et, comme k—= ——5~—“
6n, < m. ok B P )

Nous allons discuter degré par degré la possibilité de Iexistence de
I’équation algébrique H. Je remarque tout d’abord qu’aucune des trois
substitutions A, B et C ne peut manquer dans le groupe, puisque chacane
d’entre elles peat dériver de la combinaison des deux autres (voir le Mé-
moire de M. Jordan).

Ainsi done, puisque B figare forcément dans le groupe, les coefficients
des racines sont les mémes a I’ordre pres dans X et dans Y. En second lieu,
puisque A multiplie X par = et Y par 5" (+° = 1), et puisqque B multiplie Z
par — 1, racine carrée de I'unité, on a (26, lemme I):

les nombres 7, et 2,, divisibles par 5,
» It {2 » 2.,

0 3

Donc 7, est un multiple de 10, 7, un nombre pair, n,, un maltiple impair
de 5.

Cela posé, je vais discuter une i une les diverses hypotheses () s P 4

FaEds A ig
2am=5, D g = Ins is alorsn, =n,, —
1" m=5. Dans ce cas n, = 2 au moins, mais alors n, = n,, =— o. Le
groupe I' est donc impossible.
2° m=7,n,=2 au moins. n,= o, n,, = 5. Mais 6.2 > 7; donc le

groupe est impossible.

3° m=11. n,—2 au moins, et comme 6.2 > 11, le groupe est
encore impossible.

4° m=13. La seule hypothése possible pour 7, est n, = 2, car si
n, 24, 6n, >m. Or, 13 — 2 =11, qui nest pas un multiple de 5. Donc,
le groupe T ne peut exister.

5% m=17. La seule hypothése possible pour 7, est n, = 5. Je ne
puis d’ailleurs supposer n, = o, car alors I'équation Z -= o serait de la
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forme
c’est-a-dire
”J = 97’[7

en désignant par § une constante, ce qui est contre I'hypothese. Il faut
donc supposer que n, =10 et n,, = 5. Considérons maintenant les cinq
racines n,, n,, 1,, n,, 1, de N,,; X et Y sont de la forme

X=ny4+7"n,+a"n,+7"n, 47" "0, + ...
et
Y =8(n, -+an, =770, 4+ "0, ') .

Il faut, pour que la substitution B existe, que les coefficients de ces cing
lettres de N,, soient les mémes & I'ordre prés dans X et dans Y; donc
g = =". Mais, avec cette hypothese, aucune réduction entre les coefficients
des cinq racines n’est possible dans la somme U=X +Y, car on au-

. .
rait

7'+ ¥ = o,

ce qui est absurde. Le groupe T est donc impossible quand le degré
14

6° m ==1¢9. Comme n, = 4, aumoins, et qu’alors 6n, > m, le groupe T'
est impossible.

On voit, par conséquent, que si le degré de I'équation irrédactible H

est 'un des nombres premiers inférieurs a 20,
9, 76'811,7 13, I7.X19;

le groupe T' dérivé des substitutions A, B, G ne saurait exister. Le théo-
reme est done démontré.

On voit que la discussion précédente ne laisse subsister, parmi les huit
types de M. Jordan, que le premier et le second. Chacun de ces types
fournit une classe spéciale d’équations H.
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IIT.

54. TuEorime. — Si le groupe T appartient au premier type de
M. Jordan, c’est-a-dire s'il est formé exclusivement de substitutions de

la forme
S=|XYZ «X+8Y «X-+BY 4Z s

le groupe G est formé exclusivement par les puissances d’une seule sub-

stitution circulaire entre les m racines.

En effet, puisque toutes les substitutions de T multiplient Z par des
constantes, on retombe sur le lemme 1IT (26), et le théoréme est dé-
montré. '

Corollaire I. — 1.’équation H est abélienne et résoluble algébriquement
(9, théorémes T et II).

Corollaire 17. — L’équation différentielle linéaire Y admet un systeme
fondamental d’intégrales formé de la fonction rationnelle A, de x et de

m — 4 fonctions de la forme V/«;, ol , désigne une fonction rationnelle
de x (10 et 11).

35. Je vais actuellement rechercher la nature du groupe G de I'équa-
tion H, lorsque T appartient au second type de M. Jordan, c’est-a-dire
lorsque T résulte de la combinaison des substitutions

=|XYZ. aX: bY. c¢Z |
et
T =2 XYZ W %t 57 X !
Lemme. -—— X, Y et Z contiennent chacune toutes les m racines.

En effet (26, lemmesT et IT), les substitutions S et T peuvent se mettre
sous la forme symbolique

S = (NJ)(N0u) (N,0) (N,) (N, ) (N,)(N,)
et

T'= (N, )(N,,N,,N,,)(N,N,N,).
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On voit que, si 'on considere les trois groupes de systemes de racines

(1) N,
(2) N12 Nl3 N.23’
(3) N, N, N,

aucune substitution de G ne peut faire passer une racine quelconque #; de
(1), par exemple, ni dans (2), ni dans (3). Donc deux de ces groupes de
systémes manquent, puisque le groupe G est transitif.

Mais on a (26, lemme II)

Ny, =Ny =Ny =M, Ny=N,=n,=1,

710—1—3‘/¢c+ ==

Done, sil'on suppose que N, manque, ce qui revient a faire n, == o, il
viendrait '
3(u—+v)=m,
résultat absurde. Donc

M =0, y=—0, /&0:—117’6. C. Q. F. D.
Lemme 1. — Le faisceau des substitutions

S=|XYZ aX bY cZ]

est formé par les puissances d'une seule substitution circalaire entre les
m racines.

En effet, puisque X, Y et Z contiennent chacune toutes les m racines,
les coefficients a, b, ¢ sont égaux a 'unité, ou sont des racines m'™* de
I'unite.

Supposons d’abord « = b = ¢ =1, alors le groupe I se réduit a la seule
substitution T; soit X, Y,, Z, la forme canonique de la substitution T,
toutes les substitutions de G multiplieraient X, Y,, 7, par des constantes et
on retomberait sur le cas traité plus haut (34), ce qui est contre I’bypo-

these.
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Supposons 'un des coefficients, « par exemple, différent de I'unité,
alors @ =10§"(f"=1), la substitution S est circulaire entre les m racines,
et le lemme est démontré (8). D’ailleurs 4 et ¢ ne peuvent étre égaux a
I'unité, car, sib=r1, par exemple, on aurait

Y=g@,+ua,+...4mn,),
résultat inadmissible; par conséquent,

== OAO(, b — 9“5, c=f7 (9'" == 1)

et
X=un,+0n ... gm0y |
YT == =1 gﬁn‘ = S o g(m—l)ﬁ”m—' 9
Li=ny 8 .. 4 oty
Remarque. — On voit qu’il n’existe pas de coefficients égaux nidans X,

ni dans Y, ni dans Z.
Ces préliminaires vont nous permettre d’aborder I'étude de la substitu-
tion T.

36. Lemme I. — T.a substitution T? ne dép]ace aucune des m racines.
En effet, puisque

T =

XYZ &Y V7 JX|,
on a

T =|XYZ d0IX dbY by, B

mais @'t'¢'=1 (26, corollaire du lemme I) : donc T* ne déplace que les
racines affectées de coefficients égaux; mais tous les coefficients de XY
et 7. sont inégaux, suivant la remarque ci-dessus : done T* laisse chaque
racine a sa place, et le lemme est démontré.

Lemme /1. — Les coefficients a’, &' et ¢ sont des racines 7™ (e
I'unité.

En effet, pour que la substitution T soit possible, il faut que les coeffi-
cients soient les mémes & ’ordre pres; dans X, Y et Z, et le lemme devient
évident.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 158



72 .. AUTONNE.

Tuiosimr. — La substitution T est égale aw produit St de deux
substitutions, dont Uune S est de la forme
S=|i i+1| (modm),
¢ est-a-dire circulaire entre les m racines, et Uautre t est de la forme
t=|i PPi| (modm),

et ne déplace pas Uindice o, en permutant entre eux les m — 1 autres -

dices. D’ailleurs, on a

a=62 P=1 (modm) d=F, au'=1. (modm).

En effet, on a (voir plus haut)
X =un, + 0%, 4...4+0""",_,,
Y =un, +8Fn, 4+ . 0By,
=, + 0, .. 0, s
puisque @', &', ¢ sont des racines mm de I'unité (lemme II), on peul
poser ]
a=0, V=F§F; J/=¢.
Cela posé, désignons par j I'indice que T met a la place de i,
T=|i j|. J{modm)
et cherchons a déterminer j en fonction de <.
11 vient, comme on sait, pour X, Y, Z, la forme
X=...4+0n+...+80n+...,
Y= . .+ 8n+...+0n+. . .
7Z=...40"+...+8"n+...

|

I

Faisant maintenant la substitution T, il vient

X/:- . ""i_eai”j-f—- RS
Y'Z. . .—i—QBi'nj-{-. pa Y
7 —.. .—1—9Yin/—f—. 1n Bl
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D’autre part,

dY=0"Y=—.. L AE R S
V7 =607 — . . AL
¢ X :QY’X:. . .—I—Qa/‘w’nj—l——. 56

identifiant X" avec @'Y, Y' avec 4'Z, Z/ avee ¢’X, il vient
911‘ e 9(3/ {—U-’, 0{%1 — 9«(;‘ rﬁ', gyt e goc/+~{';
d’ou les relations linéaires suivantes entre Z et 7 :
J

ai=F] +d
Bi=yj+¢
=

(modm),

et, par suite, on peut mettre T sous I'une des trois formes

T=|; 7'=7
o
e
T :{ ‘ ﬁl/“p (modm).
| ol —of
T _’ l 5
Or ces trois formes doivent indiquer la méme substitation ; donec il
vient
o Y L
z=-=X (modm ==L (modm).
F=E= (modm), Z=L—? (modm)

Ce n’est pas tout : puisque T laisse chaque racine i sa place et que T?

a I'une des trois formes suivantes :

" 3, /(o2 62)
T —| ﬁ—z——”a el :
ﬁ:s (—53
¢ SRR Ei_@,(ﬁg"‘ﬁ'/"“"/?)
73 ',‘/‘,
‘ & e 5 2
) A G I Syieed Ly

o as
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il faut évidemment que I'on ait
= L= ol
a/(cc‘2 4 «f + ﬁg) 11;—‘@/([52 S B 'y“’) ?3?:’7’(0:2 + ay + 72> = .0
Par conséquent, il faut avoir

(mod m),

en désignant par [ une racine primitive de la congruence binome
P=1 _(modmip

Cette congruence n’admettra des racines réelles différentes de I'unité que
lorsque m — 1 sera divisible par 3. Il faut donc que le degré m de I'équa-
tion algébrique irréductible H soit un nombre premier de la forme

6k —+1.
Supposons cette condition remplie, il viendra
p=la, y=I{a" (modm)

et, par suite,
(5'_—,—:105', v =0lda (modm).

Donec la substitution T pourra se représenter par la notation

¢’est-a-dire

o c o 5 5 ’
et, multipliant les deux termes de la fraction — par I'entier ', tel que

ar/=1 (modm),

il vient
Y=l PRl l = S,

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 158



RECHERCHES SUR LES INTEGRALES ALGEBRIQUES. o,

Exemple. — Prenons m=17,a—3, o' =4, {— 2: il viendra Ch=—
'/ /o > iy ?

y=25, =1, ¥/=9; dlailleurs o’ = 5.
Avec ces hypothéses, il vient
T=[é gi—14.5.41,
A= e
:(o 6) (1 )(253).

Cela posé, on a

X=n,~+6"n 4 8n, + 60, n, + 8 u, +0'n,,
=y 00, 8y - 00y - 0P, B2, 1 O s
L=+ 0n 80,40 0, 60, + 6'n, + 60,
et
X'=n, 4 8n, —+ 00, -+ 60, + 6n, 1§ n,—+8'n,,
Y =un,+ 8, +6n, + 00,6, + 60,9 n,,
2 ==n,+0n 4+ 0n +0 n -+ %0, + 0%n, 4 020,

¢’est-a-dire

X'= " (n, 4 O, oty ) =Y =Y,
Y'=0 (0, O, + O, .. ) = 02 = V',
:92<7’o+" 03',1_;_,96"2__1_ ):9 X—-CX

En résumé, on voit que le groupe G de I'équation algébrique irréduc-
tible H sera formé de la combinaison des deux substitutions
S = } I 1+1 |
et
e li] Fe=s (modn).

La substitution S permute circulairement toutes les m racines ; ¢ deplace
toutes les racines sauf ",

37. TuiorkME. — ZToutes les racines del’ équation algebi tque H peuvent

s’exprimer rationnellement en fonction de deux quelconques d’entre elles et
des cocfficients de ' équation.
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Cette démonstration ne différe en rien de la démonstration analogue de
la deuxiéme Partie (21).

58. TuforiuE. — L équation algébrique H est résoluble algébriquement.

En effet, considérons les m — 1 quantités

o= [1, 4 Oon, + 0%, 4 %0, + . . .41 ooy 1
0o = [, 8200 o aoddmins Fosie Baoe s v + B ol
R [no e Fifonnga L Lusgaaly.anoh | T 9””"”1%‘0;1,,1_,_]'”,
.................... 0.0 anoionol egl. 2aluod (o%,
S [rvo LD U IURED THA N ¢ 9HD.9TINT B Iee Sekys B ]’"
(1) v, = [n, =+ SilaeE e S e S s
W= [, 0" . S L "
........................................... ,
— [n(,—}— PN, 2 s i s b e e A S ]’”,
(g = [no—[— G“}V‘krf1 S S o e e T ]’”,

| Wk: [ng 67 4o S i e

olt [ désigne une racine primitive de la congruence binéme I’—1 (mod m).
On a d’ailleurs posé 3(k-+1)=m—1. Il va sans dire que m est un
nombre premier de la forme 6 A -+ 1, sans quoi / serait imaginaire.

Parmi les 3 (% 1) fonctions u;, v;, w;, il y en a trois (z,, ¢, et w, par
exemple) qui sont précisément X, Y, 7 et qui, par conséquent, sont
nulles, mais les 3% autres fonctions ne sont pas nulles.

Considérons maintenant les deux substitutions S et ¢ du groupe G de
I'équation H. La substitution S ne change pas la valeur des fonctions u;, v;,
w,; ¢t permute ces fonctions circulairement. Par conséquent, toute fonction
symétrique de u;, v;, w; sera invariable par toutes les substitutions du
groupe G, c’est-i-dire sera une fonction rationnelle des coefficients de H,
¢’est-a-dire encore une fonction rationnelle de la variable x: donc 7;, ¢;, w;
sont les trois racines de I’équation du troisieme degré a coefficients ration-

nels
q),': @? == Liq (piﬂ e Li2®t e Lis = 0.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC — Cote : HF uf 166 158



RECHERCHES SUR LES INTEGRALES ALGEBRIQUES. iy

D’ailleurs on vient de voir que les trois racines w,, v,, w, de @, se per-
mutent circulairement : donc I'équation &,— o est abélienne et deux
quelconques de ses racines s’expriment rationnellement en fonction de la
troisieme.

Je n’aurai besoin d’ailleurs, pour avoir toutes les fonctions «,, v, w,, que
de former et de résoudre une seule des équations ®,== o. En effet, les
diverses fonctions u,, v,, w, sont invariables par les mémes substitutions
entre les 2 racines de H : donc (JorpAN, Traité des substitutions, Peroa;
et aussi 25) toutes les fonctions w,, v,, u,, s’exprimeront rationnellement
en fonction d’une seule d’entre elles, «, par exemple, et de la variable .

Ayant obtenu les m — | quantités u,, ..., w;, jaurai un systeme de
m — 1 équations linéaires entre les m racines de H, et si au systeme (1)
j'ajoute I’équation

Mo~ #, 4. ..+mn, =—A,

les m équations linéaires obtenues de la sorte détermineront les racines
de H sans ambiguité aucune, car le déterminant D des inconnues (9) ne

saurait étre nul.

39. THEorEwME. — L’éguation différentielle linéaire Y — o admet un
systeme fondamental d ‘intégrales, dont un terme est une Jonction ration-
nelle de x et les m — 4 autres des Jonctions de la forme \w;, les w; dési-
gnant une fonction rationnelle de la variable x et d’une méme racine d’une
équation algébrique du troisiéme degré a coefficients rationnels en z.

3 4 i o LR o T e
Ces m — 4 intégrales \/w, sont évidemment les 3% fonctions Ve, Vo,

’\”/w,-, qui ne sont pas nulles. On démontrera, comme dans la premiére
partie (10), que les m — 3 intégrales A, et \/», forment un systeme fon-
damental de I'équation différentielle linéaire Y.

On peut donner au théoréeme précédent un énoncé légérement différent,
qui revient a I'énoncé donné, et qui est plus commode pour la vérification
que Je vais faire. On peut dire que les quantités », sont trois i trois les ra-
cines d’'une méme équation algébrique du troisieme degré a coefficients

rationnels.
A. 11

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 158



it 1. AUTONNE.

Pérification. — 11 est aisé de vérifier que I'équation différentielle li-
néaire Y, qui admet le systeme fondamental d’intégrales définies plus haut,
a tous ses coelficients rationnels.

La démonstration est toute pareille a ceile de la verilication analogue
de la deuxieme Partie (24). En effet; soient

FiTT¥ A SUan[OHKY
les p == m — 3 intégrales, ou
r=A, Vr=u, .)';L: b2 Iy I

7. . . G . CRE /

1;, v;, w; désignaut les trois racines de I’équation du troisieme degre
3 % 2
0y == OF o5 L@ o Ly @ o L
i coelficients rationnels en x.
L’équation différentielle Y peut s’écrire

(Z["}” llp\)’}\ (ZP;)’H ’_IP\TV

|
da? " dxp  dxP  dxr 1
X Sy i s it |

D’ailleurs (11) on a (/== entier quelconque)

diy _ N d'y,
d—xl :.Y)\@I(Ui}'a ({J; :,(y.p,(pl(‘)'f)v F :.fyv@l(“,j)v

en désignant par @, une fonction latlonnelle.

Je porte dans le déterminant ces valeurs des dérivées successives et
je supprime les facteurs y,, ¥,, ¥,, ... communs a tous les éléments d’une
~ colonne; j obtiens un déterminant ou Lhaque ¢lément dans une colonne est
une fonction rationnelle de «,; I'élément corr esponddnt de la colonné'sui-
vante est la méme fonction rationnelle de v;; de méme, ‘dans la colonne
suivante, 1'élément correspondant est encore ]a mene fonctlon ration-
nelle de w,.

Cela posé, intervertissons les deux colonnes du déterminant qui con-
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tiennent «, et v;; le premier membre de I'équation différentielle Y = o
change de signe; or intervertir les deux colonnes, cela revient a permuter
u; et v;; puisque le premier membre de I'équation différentielle Y change
de signe, quand on transpose deux des trois quantités w;, v;, @, I'un
quelconque des coefficients de 1'équation différentielle sera de la forme

(t;— 0,) (v; = W) (=) (1254 00 ;)51

+ désignant une fonction rationnelle et symétrique de w;, ¢, et w;. Le rai-
sonnement s’achevera comme a la fin de la deuxieme Partie (24).

La discussion complete du cas 2= 3, qui constitue la troisieme Partie
du présent Travail, peut se résumer dans deux théprémes, que je vais suc-
cessivement énoncer.

40. Tutorkwe . — Soit Y une e’quation d'ﬁ"ér(-ntielle linéaire a coef-
Jicients rationnels par rapport a la’ wariable x, “qui admet une intégrale
rationnelle A, et dont l'ordre est un des trois nombres 4, 10et16;s1Y
possede un systeme fondamental dont tows les termcs sont des racines
d’une équation algébrique irréductible H, laquelle a tous ses cocfﬁczents
rationnels et pour degré U'un des nombres premiers 7,13 et 19, Y ad-
mettra un systeme fbndamenta[ Jormé de l'une des deux manieres sui-
vantes :

1° L’un des termes sera Uintégrale rationnelle A, et les p —1 autres
termes du systeme seront des intégrales de la forme Vo, o désignant une
Jonction rationnelle de la variable x, et m le degré de H

2° Les p — 1'termes du systeme fondamental autres que A, seront de
la forme \», o désignant une fonction rationnelle de la variable ct
d’une méme racine d’une équation algébrique, abélienne, du troisiéme
degré, a coefficicnts rationnels.

Si I'on se reporte au théoréme de M. Jordan, cité dans I'Introduction,
on voit que les diverses équations bindmes que considere M. Jordan sont,
dans le cas actuel, toutes du .degré m de I'équation H; I'équation auxi-
liaire X = o est une équation abélienne du troisieme degré', ou une
équation du premier degré.
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Tuforime II. — S¢ Uordre de Uéquation différentielle est U'un des
nombres 2, 8, 14 et le degré de U’équation algébrique I’un des nombres 5,
11, 17, toutes les autres conventions étant les mémes qu’aw théoreme
précédent, U équation différentielle possédera un systeme fondamental
Jormé de la facon suivante :

Les p — 1 intégrales autres que Uintégrale rationnelle A, seront des ra-
cines m*“"* de fonctions rationnelles de la variable.

L’équation auxiliaire du théoréme de M. Jordan se réduit au premier

degré.
QUATRIEME PARTIE.

41. Sil'on voulait, par la méthode qui vient d'étre exposée, chercher
a intégrer une équatidn différentielle donnée, on serait conduit, comme
dans la plupart des questions relatives a la theorle générale des équations
algébriques, a des calculs tres laborieux. -

Je me bornerai done, en ce qui concerne I'application de la methode, a
des indications tout & fait sommaires. En effet, 'intérét des présentes re-
cherches ne me semble point étre tant dans I'essai d’un nouveau procéde
d’intégration que dans la réduction, opérée dans un cas assez général, de
fonctions algébriques implicites a des fonctions algébriques exphcltes tres

simples.
Considérons donc une équation différentielle linéaire et a coefficients ra-
tionnels ‘
| dp . dp—ty d] —
(X ) drxp B’ dxpP 1 Yoy B’ de" + i BP—' d)’ pr Lt

supposons que 1'on se soit assuré quon est bien dans les conditions de
notre probléme, c’est-a-dire qu’un systeme fondamental de Y est exclusi-
vement formé de racines d’une équation algébrique irréductible H, de de-
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gré p+n(n=r1, 2,3 et sin=3, p +n < 20), p+ n étant premier.
De plus, 'équation Y a, par hypothése, une intégrale rationnelle P.

Il sera, en général, assez malaisé de constater I'existence du systeme
fondamental qui vient d’étre défini. Voici quelques remarques qui pour-
ront, de prime abord, faire écarter un grand nombre d’équations diffé-
rentielles linéaires données.

L’équation Y, ayant toutes ses intégrales algébriques, les aura toutes ré-
guliéres, c’est-a-dire que les infinis de ces intégrales seront d’ordre fini, et
méme d’ordre commensurable et réel. Si donc a,, a,, a,, ..., a, dési-
gnent les divers points critiques des coefficients de Y, cette équation doit
pouvoir, dans le domaine du point a;, par exemple, se mettre sous la
forme

&P oulx) ety ou(x) drty o ()

O— = %x—ai e e (x—-a,-)l dart. T o° . —+- (;r__al-)l’y7

avec ]a'condition que les quantités
@4(“;’)) %(ai)Q e ey @1(“;‘)7 S @p(ai)

soient toutes finies.
De plus, I'équation fondamentale déterminante relative au point
s =1, 25:3y 5P}y
c’est-a-dire I’équation
hk—1). (b —p 1) @p(a;) k (k=)0 (k= pila) 41,
+Qk(k—1). . (k—p+T+1)+... +0,(a) =o,

ne doit avoir que des racines réelles et commensurables. Enfin, dans 1'ex-
pression générale d’une intégrale quelconque dans le domaine du point a,

(x — a;)"| \[{o y 3 log (x — a;) + «L2‘[log(x = ai)]2 e by

les coefficients des puissances de log(x — @;) doivent étre tous nuls.

Sitoutes ces conditions sont remplies poar tous les points critiques «, ,
@y @55 -, @, et pour lé point 27" =0, on pourra procéder a la recherche
de 'intégrale rationnelle P, - : #
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La fonction P ne pouvant avoir d’autres infinis ue les points

critiques a,, @,, .5 a et le point ¥ = % , on posera
P=(zx—a)yx—a)". . .(r— a,)eg(x),

les o désignant des entiers négatifs a déterminer et g(x) un polynome en x.
La limite inférieure des exposants «,, ..., «, sera évidemment donnée
par la plus petite racine négative de I’ equatlon fondamentale déterminante
relative & chaque point critique. ‘On’ choisira dans les limites convenables
un systeme de valeurs «,, . ., «, et I'on en déduira immédiatement le degré
maximum de g («). Eneffet, sidans Y = o je fais 27! =1, formant I'équation
différentielle linéaire T en ¢ et résolvant I'équation fondamentale détermi-
nante relative au pomt t= 0, on aura pour limite supelleure c]u degr
de g(x) le nombre & — (&1 &, 4510 v %,), si 1’on 'désigne par — & la
plus petite racine réelle et négative de I’équation fondamentale determi-

nante. ; : ‘
Posons donc u - «, + . . .+ «, =k, il viendra
P=(x—a,) l‘(;r g Jr 0L e, P (et aoe it ! sle i e,

les ¢ étant des constantes.

dP 2P deP . =
Je forme les dérivées successives ==, .., ==, queje portedans Y,
dx’ dx? dxP

je supprime le facteur
] N o%,—p . to~P
(‘7‘ = @ (‘r —”2> L (1 _—a‘p)% )

commun A tous les termes, et j obtiens un polynéme en x, qui doit étre
identiquement nul. Les coefficients de ce polynéme sont des fonctions li-
néaires des quantités c¢; on égale ces fonctions a zéro et I'on cherche par
tatonnements & déterminer les exposants «,, ..., «, et les coefficients ¢, ...,

de maniere A satisfaire & ce systéme d’équations. Les essais pourront
étre multipliés, mais ils seront toujours en nombre fini, et, apres avoir
essayé tous les entiers négatifs compris entre les limites données pour les «,
on pourra décider si V'intégrale rationnelle P existe et former du méme
coup cette intégrale.
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Supposons donc cette intégrale P formée, il nous reste, pour achever la
solution du probléme, a rechercher s'il existe des intégrales dela forme Vu
et a former ces intégrales si elles existent. D’aprés ce que nous avons vu,
u ne peut étre qu’'une quantité rationnelle, qu’une racine d’une équation
du second degré a coefficients rationnels, qu’une racine d’une équation du
wroisieme degré a coefficients rationnels.
1° u est une quantité rationnelle en x. Dans ce cas, une intégrale quel-
conque y de Y est de la forme suivante (en désignant encore PaEa

a, les p points critiques de Y) :

y=(x—a). .. (xr— (zp)“P(coxl* e, L ol e
ou le degré uest déterminé comme plus haut pour I'intégrale rationnelle P.
Les ¢ sont des constantes et les exposants « sont. des nombres de la
forme o (k entier quelconque). La recherche.des quantités « et ¢ se fait par

un procédé identique a celui qui vient d’étre exposeé.
2° w satisfait & une équation du second degré. Dans ce cas, on pose,

comme au n° 25,

1{1" y dry,
T N g
4 = =0
dy dyp ’
dx . dx
Waiadia 1S

T O Ry S s
_,,Vg =, ./y/‘ —= v,

1 et v etant les deux ‘racines de

R O 2

R rs A ; P 3} f )
On se donnera comme quantites & déterminer les fonections ration-

) el
nelles I et les ” 5

fonctions rationnelles M. On exprimera rationnelle-

ment (23) tous les éléments du déterminant a I'aide des p — 3 fonctions I,
et M et de leurs dérivées successives ; on développera le déterminant et 'on
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cherchera par tatonnements 4 déterminer les p — 3 fonctions L et M de
facon a identifier le déterminant développé avec I'équation différentielle
linéaire proposée Y.

2° Si u satisfait a une équation abélienne du troisieme degré, on pro-
cédera comme pour la vérification faite au n° 40 et 'on opérera sur les

e’quations
((D) @3—1—- L4¢;+I‘2@+L3:O7

comme on vient d’opérer sur les équations W,

YU ET APPROUVE :
Paris, le 8 mai 1882.
Le Doyen de la Faculté des Sciences,
MILNE EDWARDS.
VU ET PERMIS D’IMPRIMER :
Paris, le 8 mai 188o.
Le Vice-Recteur de I’ Académie de Paris,

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Des figures ellipsoidales d’équilibre d’un fluide animé d’un mouvement de
rotation uniforme et soumis seulement a D'attraction mutuelle de ses

parties.
YU ET APPROUVE :
Paris, le 8 mai 1882.

Le Doyen de la Faculté des Sciences,

MILNE EDWARDS.

YU ET PERMIS D’IMPRIMER :
Paris, le 8 mai 1882.
Le Vice-Recteur de U Académie de Paris,

GREARD.

7913  PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, QUAI DES AUGUSTINS, 55.
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