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P R E M I È R E T H È S E . 

R E C H E R C H E S 

SUR 

LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES 
DES 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES A COEFFICIENTS RATIONNELS. 

I N T R O D U C T I O N . 

Le problème de l'intégration des équations différentielles linéaires est, 

comme on sait, intimement lié à la théorie des substitutions linéaires. En 

particulier, la recherche des intégrales algébriques de ces équations se ra-

mène, si l'ordre de l'équation est p, à la détermination des groupes de 

substitutions d'ordre fini, contenus dans le groupe linéaire à p variables. 

Ce travail, commencé par M . Fuchs [Journal de Crelle, t. 81) et MM. Klein 

et Gordan (Mathematische Annalen, t. IX et XII) , a été mené à bonne 

fin par M . Jordan. Dans deux très remarquables Mémoires, dont le premier 

a été inséré dans le tome 84 du Journal de Crelle, et le second présenté 

à l'Académie de Naples et couronné par cette Académie, M. Jordan a posé 

les règles générales qui doivent guider dans la recherche des groupes 

d'ordre fini contenus dans le groupe linéaire à p variables : i l a démontré 

que ces groupes pouvaient toujours se ramener à un nombre limité de 

types et il a complètement énuméré ces types dans le cas où p — 2 et 3. 
A. 



Pour ce qui est de la recherche des intégrales algébriques des équations 

différentielles linéaires, M . Jordan a, comme résultat final de son travail, 

énoncé le théorème suivant, déjà donné avant lui par M. Fuchs pour le 

second ordre : 

THÉORÈME. — Si une équation différentielle linéaire d'ordre p a toutes 

ses intégrales algébriques, ces intégrales s'expriment linéairement par 

les racines d'équations binômes, dont les seconds membres sont des fonc-

tions monodromes de la variable et des racines d'une équation auxiliaire 

X = o ; le degré de X — o est inférieur a une limite fixe, qui ne dépend, que 

de la valeur numérique de p. 

Les remarquables résultats obtenus par M. Jordan m'ont paru propres 

à une application qu'on ne trouvera peut-être pas complètement dé-

pourvue d'intérêt. Voici le problème que je me propose de résoudre : une 

équation différentielle linéaire Y , d'ordre p et à coefficients rationnels, 

admet un système fondamental d'intégrales dont tous les termes sont des 

racines d'une équation algébrique irréductible H de degré m — p -+- n et 

à coefficients rationnels. Puisque toutes les m racines de H sont des inté-

grales de Y et que Y ne peut avoir plus de p intégrales linéairement indé 

pendantes, i l existe entre les m racines n équations linéaires, homogènes, 

à coefficients constants. Je me propose d'étudier les conséquences qu'en-

traîne, tant pour la forme de l'équation algébrique H que pour la nature 

des intégrales de Y , l'existence de ce système de n équations linéaires, 

homogènes, à coefficients constants. 

Ce travail est divisé en quatre Parties. 
Dans la première, j'examine le cas où n = i . Si le degré m est un 

nombre premier et si le coefficient du terme de degré m — 1 dans l'équa-

tion H n'est pas nul, l'équation H est abélienne et toutes les racines s'ex-

priment rationnellement en fonction de la variable et de l'une quelconque 

d'entre elles. L'équation différentielle Y possède un système fondamental 

d'intégrales dont l'une est rationnelle et les p — i = m — 2 autres des ra-

cines m i e m e s de fonctions rationnelles. 

On voit que, dans ce cas, l'équation auxiliaire X = o de M . Jordan est 



du premier degré, et que les diverses équations binômes considérées sont 

toutes du degré m. 
Dans la deuxième Partie, j'étudie le cas n — 'i. Si m est un nombre 

premier et si le terme de degré m — i ne manque pas dans l'équa-
tion H , H peut encore être une équation abélienne, et l'équation diffé-
rentielle admet un système fondamental pareil à celui qui a été défini 
dans la première Partie. Mais, de plus, H peut être telle que toutes les 
racines s'expriment rationnellement en fonction de la variable et cle deux 
quelconques d'entre elles. L'équation différentielle admet alors un système 
fondamental, dont une intégrale est rationnelle et dont les p — \ — m — 3 

autres sont de la forme , où 4 désigne une fonction rationnelle de 

la variable et d'une racine u d'une équation du second degré à coeffi-

cients rationnels. 
L'équation auxiliaire X = o de M . Jordan est du second degré et les 

diverses équations binômes sont toutes du degré m. 

La troisième Partie traite du cas n = 3. Le degré m est encore un nombre 

premier et le terme de degré m — î existe dans l'équation H . Après avoir 

donné un certain nombre de propositions générales, je suis forcé, pour 

traiter complètement la question, de me restreindre aux degrés premiers 

inférieurs à 20. J'énonce dans ce dernier cas deux théorèmes : 

i ° Si p — \—m— 4 e s t un multiple de 3, l'équation H est telle que 

toutes les racines s'expriment rationnellement en fonction de la variable et 

de deux quelconques d'entre elles. L'équation, différentielle possède un sys-

tème fondamental dont une intégrale est rationnelle et les p — \ = m—[\ 

autres sont de la forme , ou 4 désigne une fonction rationnelle, 

x la variable, u une racine d'une équation abélienne du troisième degré a 

coefficients rationnels. 

L'équation auxiliaire de M. Jordan est une équation abélienne du troi-

sième degré. 

2 0 Si p — 1 = m —t\ 11 est pas un multiple de 3, les résultats ne dif-

férent en rien de ceux de la première Partie. 



Dans la quatrième Partie, qui est fort courte, je me borne à indiquer la 
marche à suivre, si l'on voulait réellement appliquer la méthode à l'inté-
gration d'une équation différentielle donnée. 

P R E M I È R E P A R T I E . 

I. 

1. Considérons une équation différentielle linéaire d'ordre p et à coef-
ficients rationnels : 

(Y) 

Prenons maintenant une équation algébrique irréductible à coefficients 
rationnels 

(H) 

dont le degré m soit un nombre premier m = p-±- net dont la somme des 
racines ne soit pas nulle Je suppose que Y possède un système 
fondamental d'intégrales dont tous les termes sont des racines 

de l'équation algébrique H . Il existera dans ce cas, entre les m racines de H 

M0, M, , ïï2, . . . , n et seulement n equations linéaires, homogènes, à 
coefficients constants. 

Avant d'aller plus loin, je vais rappeler quelques propositions bien 

connues de la théorie générale des équations algébriques. 

2. On appelle groupe d'une équation un groupe de substitutions entre 

les racines, tel que toute fonction des racines, dont les substitutions de ce 

groupe n'altèrent pas la valeur, soit exprimable rationnellement en fonc-

tion des coefficients, et réciproquement (JORDAN, Traité des substitutions, 

p. 267). 



On sait, de plus, que le groupe d'une équation algébrique irréductible 
est transitif, c'est-à-dire qu'il est possible, en opérant successivement 
diverses substitutions au groupe, d'amener telle racine qu'on veut à la 
place de l'une quelconque des autres (JORDAN, Traité des substitutions, 
p. 269). 

3. Cela posé, considérons le système formé par les n équations linéaires, 
homogènes, à coefficients constants, 

(1) X 4 = o, X 2 = o, X 3 = o, . . . , Xn = o, 

qui existent entre les m racines de H . 

Les fonctions Xn . : ., Xn des racines sont nulles, c'est-à-dire expri-
mables rationnellement en fonction des coefficients : la valeur numérique 
de ces fonctions, qui est zéro, ne saurait, par définition, être altérée par 
aucune substitution S du groupe G de l'équation H . 

Appelons Xt . . . X„ ce que deviennent les fonctions X, ' , . . . , Xn par 

l'effet d'une substitution S du groupe G. Les fonctions X\, . . . , X'„ seront 

encore des fonctions linéaires et homogènes des racines à coefficients con-

stants, et l'on aura le nouveau système d'équations 
; i H f i o > pJ i n o h te JE\ • = \s\ l a r m ' î i a *> •luiiion au tioa n\ wmm 91 Jnob 

(0 x ' , = o, x ; , = o. 

Mais, par hypothèse, il ne saurait exister entre les m racines de H plus 

de n équations linéaires, homogènes, à coefficients constants, distinctes, 

car, si cela était, l'équation différentielle Y ne pourrait avoir un système 

fondamental formé exclusivement de racines de l'équation algébrique H . 

Donc le système (1/) n'est pas distinct du système (1), et l'on a 

v 

X . == A{iXt - h A 1 2 X 2 , - h . . . -f- A t B A H , 

X ' = A 2 1 X , H - A 2 2 X 2 4- . . . -+- A 2 „X r t , 

X* = A, 2 ) Xt -f- A„ 2 X 2 -f- . , . -f- hnnXH, 
A. 



les A désignant des constantes dont le déterminant 

A — 

Kn 
A2« 

Kn 

est différent de o. 
On voit que, en opérant entre les racines de H une substitution S du 

groupe G de cette équation, on opère du même coup entre les n premiers 

membres des équations X , = o-, . . . , X „ = o une substitution linéaire 2 

de déterminant 
Les diverses substitutions linéaires 2 , 2 , , 2 2 , . . . entre les n fonctions X , 

qui correspondent aux diverses substitutions S, S,, S 2 , . . . du groupe G 

entre les m racines de H , forment évidemment un groupe Y. Au produit de 

deux substitutions du groupe G correspond dans r le produit de leurs 

correspondantes. A une substitution S de G correspond une substitution 

2 de T ; à une substitution 2 de r correspondent une ou plusieurs sub-

stitutions de G. Les groupes G et r sont donc isomorphes. 
Nota. — Dans la suite du discours, lorsque l ' a m b i g u ï t é ne sera pas possible, je d é s i g n e r a i 

f r é q u e m m e n t par la m ê m e lettre une substi tution de r et l 'une quelconque de ses corres-

pondantes dans le groupe G . 

4. Reprenons le système 

TO 

X l = = o , 

X 2 = o, 

? 

X„ = o, 

qu'une substitution S de G transforme en 

(2) 

= A ' / . X , + Â 1 2 % 2 + • • \aX„, 

i 

A == 



et considérons une fonction 

U = /ut X , -4- ^ t 2 X 2 -+-.. . -f- it* BX B , 

les fji désignant des constantes. 

La substitution S transforme U en 

U ' = 

H - X a ( /U , A < 2 - h A¿ 2 ; \ 2 2 H - ^3^32 + * ' * ""+" ^nKz) 

Déterminons maintenant les constantes par la condition 

U ' = K U , 

K désignant une constante; i l viendra, pour la détermination des /u, le sys-

tème 

(3) 
; 

Ces équations sont compatibles et fournissent, pour les rapports 

• * * ? des solutions finies et déterminées si le déterminant 

A M — K 

À, o A 2 2 — K *»2 

A4„ *2n 

— o. 

Cette équation en K est appelée Y équation caractéristique de la sub-

stitution S. Soient K 0 , K , , K 2 , . . . les diverses racines de D = o; ces 

quantités portées dans le système (3) détermineront chacune un système 

de quantités /u et, par suite, une. fonction IL 



Supposons d'abord les n racines de l'équation caractéristique toutes dis-

tinctes. J'aurai un système de fonctions U „ U „ . . U„ que la substi-

tution S multipliera par des facteurs constants K n Kn. Les fonc-

tions U ( , . . . , U„ sont appelées la forme canonique de la substitution S. 

ai 1 équation caractéristique possède une racine" K , d'ordre a de 
multiplicité, à cette racine correspondra un système de fonctions U jouis-
sant des propriétés suivantes : 

(4) 

[Voir, pour la démonstration, par exemple, le travail de M. J . Tannery, 

¿4nnales scientifiques de VEcole Normale, année 1875, p. i38). 

5. Le groupe G de substitutions entre les m racines de l'équation H est 

d'ordre fini; lorsqu'on a effectué une substitution S de ce groupe un cer-

tain nombre de fois, on ramène chaque lettre à sa place, et, par consé-

quent, les fonctions X du système (1) dun°4 redeviennent les mêmes. Donc 

la substitution linéaire 2, qui, dans le groupe r , correspond à S, sera elle-

même d'ordre fini. Ce que je viens de dire d'une substitution S de G et 

d'une substitution correspondante 2 de r s'applique aussi au produit SS' de 

deux substitutions et au produit de leurs correspondantes dans le groupe T. 

Donc le groupe r sera un groupe d'ordre fini contenu dans le groupe 

linéaire à n variables. 

Ce groupe r sera donc l'un de ceux que M . Jordan a fait connaître 
et a appris à déterminer. Dans le cas où. n — 1, 2, 3, la détermination 
des systèmes de coefficients A tels que la substitution linéaire (2) du n° 4 
puisse faire partie d'un groupe d'ordre fini a été faite complètement par 
M . Jordan. Je transporterai donc intégralement dans ces recherches les 
résultats obtenus par cet eminent géomètre. 



Les racines de l'équation fondamentale relative à une substitution 

linéaire, qui fait partie d'un groupe d'ordre fini, sont évidemment des ra-

cines entières de l'unité. Il est évident aussi que, dans ce cas, le sys-

tème (4) du n° 4 se réduit à 

(4') 
i 

En effet, supposons, par exemple, que dans ce cas, S trans-

forme U 2 en K 2 t -h K 4 U 2 , S 2 le transforme en ou, 
en posant 

De même S 3 transforme et 

On voit que pour aucune valeur de l'entier ,a, ne saurait transformer U 2 

en U 2 , tant que «, c'est-à-dire K 2 1 , est différent de o. On raisonnera de la 

même façon sur les coefficients K 3 1 , K 3 2 , K a l , et l'on verra sans 

peine que ces coefficients sont tous nuls. Donc le système (4) du n° 4 a 

bien la forme (4) du n° 5, et mon assertion se trouve justifiée. 

6. THÉORÈME. — Considérons les n équations 

* > 

qui existent entre les m racines de H . Je dis quune racine quelconque 

figurera avec un coefficient différent deo, dans l'une au moins des équa-

tions X , = o, X a = o, . . . , X „ = o. 

Considérons, en effet, par exemple, l'équation X , == o ; soient une 

racine qui y figure, une racine qui n'y figure pas. Puisque le groupe G de 

l'équation algébrique H est transitif, il existera dans G au moins une sub-

stitution S, qui amèneMy à la place de H - . Sidone je désigne par X ' la trans-

formée de X , par la substitution S, la racine YÎJ figurera certainement dansX' , 

puisqu'elle y possédera le coefficient de w/, lequel n'est pas nul. Mais on 

en en 

en 



a identiquement 

et cette identité ne sera possible que si figure avec un coefficient diffé-

rent de o dans l'une au moins des équations X 2 = o, X 3 = o, . . . , X^ — o. 

c. Q. F. D. 

A ce théorème se rattachent trois corollaires évidents, dont je ferai 

grand usage dans la suite, dans les cas où n. = i , 2 , 3. 

Corollaire I. — Si n == 1, l'équation linéaire, homogène à coefficients 

constants, entre les racines de H , savoir X = o, contiendra toutes les 

m racines. 

Corollaire IL — Si n = il, appelons X = o, Y = o les deux équations 

entre les racines ; s'il y a n0 racines communes à X = o et à Y = o, ni ra-

cines qui figurent dans X seul, n2 racines qui figurent dans Y seul, on 

aura 
n0-j- n{ -f- n2 = m. 

Corollaire III. — Si n = 3, appelons encore X = o, Y = o, Z = o 

les trois équations entre les racines ; s'il existe 

n0 racines communes à X , Y , Z, 

n{2 » » X , Y , 

nì3 » » X , Z, 

/223 » » Y , Z ; 

s'il existe 
ni racines qui figurent dans X seul, 

n2 » » Y 

nz » 9 Z, 

on aura 
n0 -h ni2-h n{, H- n2s -f- ni -+- n2 H- n3 — m. 

Après avoir exposé les principes de la méthode, je vais passer à Fexa-

men du cas 0 1 1 « = T . Ce sera l'objet du second paragraphe de la première 

Partie. 



IL 

n = i . 

7. THÉORÈME I. — Si une substitution S entre les l lettres n l , w2, . . . , ^ 

multiplie par un facteur constant K la fonction 

o« a K r f = i , en désignant par d le plus grand commun diviseur des de-

grés i, ir, f, ... des différents cycles de S. 

Soient, en effet, w,, « a , ^ les différentes lettres d'un cycle de S. La 

substitution S transformera 

en 

w = GcIY\I 4 - a2M2 -f- • . - 4 - a/fy-f- • • • 

u'= at YÎ2 4 - a 2 i 3 4 - • • - 4 - «/M, -+-•... î 

d'où, par suite, 

(A quelconque). 

La substitution S' ramènera dans le cycle chaque lettre à sa place : ni 

par exemple figurera dans u{l} et dans u avec le même coefficient ; donc 

S' multiplie u par i et K ' = i . De même on verra que K ' ' = i , 

K/ = i , etc. Donc K sera une racine de l'équation K.d= i , en désignant 

par d le plus grand commun diviseur de i, ï, ï', — 

Remarque. — On voit de plus que l'on a 

THÉORÈME II. — Réciproquement, si la substitution^ entre les l lettres 

w n w2, multiplie la fonction 

u = OLKI\K 4 - a 2n 2 4 - • • • 4 - a,fy 

/?«r K , K <?W w ê racine primitive $ième de l'unité, o divise les degrés i, 

i, î\ ... de tous les cycles de S. 



Soit, en effet, île degré de l'un quelconque des cycles de S; suppo-

sons que l'on ait i = q$-\-r. La substitution Sq0 multiplie u par i ; la 

substitution S' multiplie aussi u par 1 ; donc on aurait K? = i , ce qui est 

absurde, puisque r < Il faut donc que l'on ait r = o, d'où i= q S. 

c. Q . F . D . 

Corollaire. — £ divise /, puisque l=i-{-i'-+- f + . . . , et que <T divise 
chacune des parties de cette somme. 

8. Revenons maintenant à l'équation 

qui existe entre les m racines de l'équation algébrique irréductible EL de 

degré premier m. Nous savons, en vertu du corollaire I du n° 6, qu'aucun 

des m coefficients a n'est nul, et, en vertu des considérations exposées 

au n° 5, que les diverses substitutions S du groupe G de l'équation H ne 

peuvent que multiplier X par des facteurs constants racines de l'unité. 

Soit K l'un de ces facteurs; supposons qu'il soit une racine primitive S i e m e 

de l'unité, en vertu du corollaire du théorème du n° 7, S divise m: donc 

S = i ou S =3 m. Dans ce dernier cas, les m racines w0, , . . . , Y\M_I ne for-

ment qu'un cycle : la substitution S est circulaire; elle remplace la racine 

par la racine ; nous la désignerons par la notation 

ou encore 

S = | i ¿ 4 - 1 

THÉORÈME. — Le groupe G est formé par les puissances d'une seule 
substitution circulaire entre les m racines. 

i° En effet, je dis en premier lieu que G contient au moins une sub-

stitution S, qui multiplie X par une racine /?zieme # de l'unité. Supposons, en 

effet, que toutes les substitutions de G multiplient X par l'unité. Considé-

rons deux racines quelconques v\t et rij, dont la première a dans X le coef-

ficient a, et la seconde le coefficient ay. Puisque le groupe G est transitif, 



il existera une substitution S', qui amène vij à la place dew4-, et, en vertu de 

l'hypothèse, cette substitution S' multiplie X par i ; donc on a 

Raisonnant de même sur les diverses racines, on voit sans peine que les 

coefficients de toutes les racines seraient égaux : cela est contraire 

à l'hypothèse faite au n° 1, qui spécifie que la somme des racines n'est 

pas nulle. 
Donc G contient au moins une substitution, qui multiplie X par une ra-

cine jnlème 9 de l'unité, c'est-à-dire une substitution circulaire entre les 

m racines. De plus, en vertu de la remarque du théorème I du n° 7, on a 

Tous les coefficients sont des racines mmmes de l'unité et sont tous inégaux. 
2° Le groupe G ne peut contenir aucune substitution qui multiplie X 

par i ; en effet, une pareille substitution ne déplacerait que les lettres 

affectées dans X de coefficients égaux; or tous les coefficients des diverses 

racines sont inégaux dans X ; donc la substitution se réduit à la substitu 

tion i , qui laisse chaque racine à sa place. . 

3° Le groupe G ne peut contenir deux substitutions circulaires dis-

tinctes. Supposons, en effet, qu'il en existe deux, S et S'. Les puissances, 

successives i , S, S 2 , S 3 , S 4 , multiplient X par i , a, 62, 
Cela posé, reprenons la substitution circulaire S'; elle multiplie X par 

une racine m1(ime de l'unité, c'est-à-dire par un terme 9a de la série i , 9, 

92 

j , . . . , 
Donc S' et Sn multiplient X par un même facteur, donc 

s'-1 S* multiplie X par i , et, en vertu du raisonnement que nous venons 

de faire, la substitution se réduit a la substitution i , qui laisse 
chaque lettre à sa place. Donc S' est précisément la substitution S f l, c'est-à-

dire une puissance de S. 

Ainsi donc le groupe G ne peut contenir que les puissances de la sub-
stitution circulaires. c. Q. F. D . 

9. Reprenons le groupe G d'une équation algébrique quelconque. 
A. 3 



Fixons, a priori, certaines quantités zK, z2, z 3 , . ., que j'appellerai adjointes 

à l'équation. Il existera toujours un groupe G' de substitutions entre les 

racines, tel que toute fonction des racines dont les substitutions de ce 

groupe ne changent pas la valeur soit exprimable rationnellement en fonc-

tion des coefficients de l'équation et des quantités adjointes, et récipro-

quement [voir JORDAN, Traité des substitutions, pages 253 et 267). 

Le groupe G' sera d'ailleurs contenu dans le groupe G, et l'on dira que 
l'adjonction des quantités z l , zt, z3, . . . a réduit le groupe G au groupe G 7 . 

On a, à cet égard, le théorème suivant, pour la démonstration duquel 
je renvoie au Traité des substitutions, p. 261 : 

THÉORÈME. — Soient G le groupe d'une expression algébrique, <p{ une 

fonction rationnelle quelconque des racines : l° celles des substitutions 

de G qui n'altèrent pas <pt forment un groupe G / ; 2 0 l'adjonction de <pt 

réduira le groupe G de l'équation précisément à Gf. 

On sait, de plus, qu'on appelle équation abélienne une équation irréduc-
tible dont deux racines sont liées par une relation rationnelle 

Après avoir reproduit ces définitions, je vais passer à l'étude de l'équa-
tion algébrique irréductible H , dont le groupe est formé par les puissances 

» d'une seule substitution circulaire 

S == | i (t-j- ; j . 

THÉORÈME I . — L'équation H est abélienne et toutes les m racines peu-
vent s exprimer rationnellement en fonction de Vune quelconque d'entre 
elles. 

En effet, adjoignons à l'équation la racine w0 par exemple. L'adjonction 

de cette racine réduit le groupe G au groupe formé par les substitutions 

qui ne déplacent pas w0. Mais toutes les substitutions du groupe G (excepté 

la substitution 1) déplacent toutes les racines. Donc, par l'adjonction de la 

racine * i 0 , le groupe G se réduit à la seule substitution 1, et toutes les racines 

s'expriment rationnellement en fonction de w0 et des coefficients de H . 



THÉORÈME I I . — L'équation H est résoluble algébriquement. 

En effet, formons le système des m — 1 fonctions 

(•) 

(«'"= >), 

i 

parmi ces m — i fonctions, i l y en aura une qui sera précisément X et qui 

sera nulle, mais les m •— i autres ne seront pas nulles. Les diverses 

substitutions de G, c'est-à-dire les puissances successives de la sub-

stitution circulaire S, multiplient les fonctions U 4 , U 2 , . . . par des racines 

mièmes ^e 1 ' ^ ^ . done c e s substitutions n'altèrent pas la valeur de 

... ; les fonctions .. . étant invariables par toutes les substitu-

tions du groupe G, s'exprimeront rationnellement en fonction des coeffi-

cients de H . 
Voici d'ailleurs comment pourrait s'effectuer le calcul explicite de la 

fonction 

Les m — i racines nt , »i2, . . . , «,„_, s'expriment rationnellement en 

fonction de n0 et, en portant ces valeurs dans 

j'aurai 

^ désignant une fonction rationnelle. 

La fonction est invariable par la substitution ; donc 

on aura aussi 



La quantité ¡4$. sera une fonction symétrique des m racines, c'est-à-dire 
une fonction rationnelle des coefficients de H . 

On calculera de même toutes les quantités U , et l'on formera le sys-

tème suivant d'équations linéaires et à coefficients constants : 

(2) 

L'une des quantités u sera d'ailleurs nulle. Si au système (a) j'ajoute 
encore l'équation 

n0-h M, H->i2 -h- . . . + «,„_, =• — A,,, 

j'aurai un système de m équations linéaires à m inconnues. Ce système 
fournira toujours pour les inconnues * 0, ni, nt, des valeurs finies 

et déterminées, car toutes les équations linéaires du système sont distinctes. 
Si, en effet, il n'en était pas ainsi, on aurait 

i "0 

i Q2 
fl4 

i S1 02/ 

I 

I I I 1 

Or on sait qu'un pareil déterminant ne saurait être nul. 

Une conséquence remarquable de ce qui précède est la suivante : l'é-

quation différentielle Y possède par hypothèse un système fondamental 

formé exclusivement de racines de l'équation algébrique H ; on voit donc 



que toutes les intégrales de ce système sont des fonctions rationnelles de la 

variable et de l'une quelconque d'entre elles. • 

10. THÉORÈME. — L'équation différentielle Y possede un systèmefonda-

mental d'intégrales, formé dune fonction rationnelle de la variable et de 

m — 2 racines miemes de fonctions rationnelles de la variable. La fonc-

tion rationnelle sera la fonction A N et les m— 2 autres intégrales du 

système seront les m — 2 fonctions qui ne sont pas nulles. 

En effet, on voit immédiatement que ces fonctions sont des intégrales 

de Y ; i l reste à prouver que ce sont là des intégrales linéairement indé-

pendantes. 

Supposons, en effet, qu il n en soit pas ainsi et reprenons 1 équation 

Puisque les intégrales ne sont pas linéaire-
ment indépendantes, on pourra déterminer un système de m — 1 constantes 

qui ne seront pas toutes nulles, et telles que l'on ait iden-
tiquement 

c'est-à-dire 

Voilà une équation linéaire, homogène et à coefficients constants, qui 

existe entre les racines; cette équation ne saurait donc être distincte de X , 

et l'on peut l'identifier avec — A , X par exemple, A, désignant une con-



stante. Identifiant, nous obtenons le système 

Ce système ne peut donner pour l'un quelconque des coefficients A de 

valeur différente de zéro que si le déterminant 

mais nous avons déjà vu qu'un tel déterminant ne saurait être nul, et le 

théorème est démontré. 

11. Toute la discussion précédente peut se résumer dans la proposition 

qui suit : 

THÉORÈME. — Soit Y une équation différentielle linéaire à coefficients 

rationnels, d'ordre p, qui possède : i° une intégrale rationnelle A , ; 2° un 

système fondamental exclusivement formé de racines d'une équation algé-

brique irréductible dont le degré est un nombre premier m = p -f-1 ; l'é-

quation différentielle possède un système fondamental exclusivement 

formé de m — i racines miemes de fonctions rationnelles de la variable, 

jointes à l'intégrale rationnelle A { . 

Si l'on se reporte au théorème de M . Jordan, cité dans l'introduction 

du présent travail, on voit que l'équation auxiliaire X = o est, dans le cas 

que je considère, du premier degré, et que le degré de diverses équations 

binômes est toujours m. 



Il est d'ailleurs facile de vérifier qu'une équation différentielle linéaire 

qui admet un système fondamental d'intégrales, défini comme au théorème 

précédent, a bien tous ses coefficients rationnels. 

On sait, en effet, qu'une équation différentielle linéaire d'ordre p qui 

admettrait un système fondamental formé par les p fonctions de x, 

peut se mettre sous la forme d'un déterminant et s'écrire 

Or posons 
• 

Il viendra, en différentiant (i = entier quelconque), 

<pf désignant une fonction rationnelle. Substituant dans le déterminant 

les valeurs successives des diverses dérivées, et supprimant le facteur yl 

commun à tous les éléments d'une colonne, nous obtenons un détermi-
nant dont tous les éléments sont rationnels. c Q . F . D . 

application, — Supposons m = 3 et prenons l'équation 

Les équations 

(1) 



nous fournissent, pour ri par exemple, 

Substituons dans (1) cette valeur, il vient 

Identifions (2) avec (1), puisque (1) est irréductible par hypothèse, il 
vient 

Je puis toujours supposer o, car si a = o, une racine serait ration-

nelle, ce qui est absurde; je divise donc par a et il vient, puisque A, >o ; 

On ne peut avoir a — 1, car alors b = o et il y aurait deux racines 

égales. On ne peut avoir a — — 1, car alors b — — 2 et les trois racines 

seraient n 0, — M0 — l A , , — A , , ce qui est absurde. Supposons maintenant 

a*—1 >o, les équations (3) donnent sans peine A 2 = 3A^, A 3 = A\: 

d'où 

l'équation ne serait plus irréductible. 

Supposons donc a 3 — 1, la seconde des équations ( 3 ) fournit A 2 = 3 A ~ 

(3) 



et la troisième devient une identité : donc H prend la forme 

c'est-à-dire 

u et p désignant des fonctions rationnelles, et il vient pour les trois racines 

On voit que l'équation différentielle Y d'ordre p = 2 admet le sys-

tème fondamental u et \fv, qui a bien la forme indiquée. 

D E U X I È M E P A R T I E . 

12. Supposons maintenant que l'ordre p de l'équation différentielle Y 

soit inférieur de deux unités au degré m de l'équation algébrique, irréduc-

tible et à coefficients rationnels, H , dont 772 — 2 racines forment un sys-

tème fondamental de Y . Soient 

et 

les deux équations linéaires et homogènes, distinctes, à coefficients con-

stants, qui existent entre les m racines de H . 

Considérons le groupe T (5) de substitutions linéaires entre les deux va-

riables X et Y , qui est isomorphe au groupe G de l'équation H . Ce 

groupe r est un groupe d'ordre fini, contenu dans le groupe linéaire à 

(!) L ' a m b i g u ï t é entre les deux notations Y n'est pas possible. 
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deux variables ; donc r appartiendra à l'un des cinq types de groupes dont 

l'énumération a été faite par M . Jordan (tome 84 du Journal de Creile, 

page i l i ) . Voici cette énumération : 

Premier type. — Ses substitutions sont toutes de la forme 

I X Y aX. bY |, 

a et b désignant des racines de l'unité. 

Deuxième type. — Il s'obtient en ajoutant aux substitutions précédentes 

une substitution de la forme 

I X Y C'Y dX. |, 

Troisième type (tétraédrique). —• Il est dérivé de substitutions de la 

forme 
a — X Y aX aY |, 

jointes aux substitutions 

A étant une racine de l'unite. 

Quatrième type (octaédrique). — Il résulte des substitutions a, A, B , G , 

jointes à une substitution de la forme 

fx désignant une racine de l'unité. 

Cinquième type [icosaédrique). — Il est dérivé de substitutions de la 

forme 
a = I X Y « X aY |, 



jointes aux substitutions 

Je vais maintenant démontrer deux lemmes qui me permettront d'écar-

ter immédiatement le troisième, le quatrième et le cinquième type. 

13. Convenons d'abord des notations suivantes : 

N 0 désigne le système des n0 racines qui entrent dans X et Y , 

N l » n{ » X seul, 
N 2 » n2 » Y seul. 

En vertu du corollaire II du n° 6, on a 

n0 4 - nt Hh n2 == m. 

Lemme I. — S'il existe une substitution de la forme 

S = | X Y aX bY I, 

dans le groupe T (a étant une racine primitive a i è m e , b une racine primi-

tive /3 i è m e de l'unité), le plus grand commun diviseur 8 des nombres a et |3 

ne peut être que l'unité. 
Reprenons, en effet, les trois systèmes N 0 , N 1 5 N 2 formés respective-

ment par /2 0, rc4, n2 racines ; je dis, en premier lieu, que la substitution S (' ) 

ne saurait échanger entre elles deux racines, qui appartiennent à deux 

systèmes différents. Soit X ' = «X et Y'= bY ce que deviennent 

X et Y par l'effet de la substitution S; supposons un instant que S 

fasse entrer une racine YI1 du système dans le système N 0 . La 

racine v\l figurera à la fois dans X' et dans Y ' ; or cela est impossible, 

(*) Voir Nota (3), 



puisque l'on a identiquement Y''= bY : ml figurerait dans le premier 
membre de cette identité sans figurer dans le second, ce qui est absurde. 
On démontrerait de même que S ne saurait faire entrer une racine de N 2 

dans le système N 0 ni dans le système N 4 ; donc S permute entre elles les 
diverses racines d'un même système N 0 , N 4 ou N 2 . 

Puisqu'il en est ainsi, chacun des systèmes N 0 , N 0 N 2 comprend un 

nombre entier de cycles de S, et, en vertu du théorème II du n° 7, 

oc divise n0 et nK, 

|3 divise n0 et n2, 

et S, qui divise a et (3, divise aussi n0 - h /zl -f- n2, c'est-à-dire m. Cela n'est 
possible que sio = i ou S = m. Dans ce dernier cas, nt = n2 = o, riQ == m, 
et la substitution S est circulaire entre les m racines. Si nous écartons cette 
hypothèse, on voit que § est toujours égal à l'unité, et les nombres a et |3 
sont premiers entre eux. 

Corollaire. — S'il existe dans le groupe r une substitution de la forme 

X Y A X A Y I, 

on a forcement A = i . 

Supposons, en effet, que A soit une racine primitive SL e m e de l'unité; en 
vertu du lemme précédent, S divise m : donc, si A n'est pas égal à l'unité, 
A = 8, (Bm= i ) . Mais, dans ce dernier cas, la substitution est circulaire, et, 
en vertu de la remarque du théorème I du n° 7, i l vient pour X et Y la 
forme suivante 

les équations X = o , Y = o ne sont plus distinctes, ce qui est absurde. 
Ainsi donc A = i . 

Lemme IL — Si le groupe r contient une substitution T de la forme 

T = | X Y aY bXL 
on a nt = n2. 



Je dis en premier lieu que T déplace toutes les racines du système N , , 
par exemple, et les fait toutes entrer dans le système N 2 . Supposons, en 
effet, qu'il n'en soit point ainsi, et soit rij une racine de N , que T laisse 
immobile; appelons X ' et Y ' les transformées de X et de Y par la sub-
stitution T ; Yij figurerait encore dans X ' ; or cela est absurde, car on a 
identiquement 

X = «Y, 

et »iy. figurerait dans le premier membre de cette identité, sans figurer dans 
le second. On démontrera de même que T déplace toutes les racines du 
système N 2 . 

Supposons maintenant que la substitution T fasse entrer une lettre ». de 
N , dans le système N 0 ; y\j figurerait à la fois dans X ' et dans Y ' ; or cela 
est absurde, car on a identiquement 

X ' = a Y , 

et Yij figurerait dans le premier membre de cette identité sans figurer dans 
le second. On démontrera de même que T ne peut faire entrer une racine 
de N 2 dans le système N 0 . 

En résumé, puisque T fait entrer toutes les n{ racines de N , dans le sys-
tème N 2 , et toutes les n% racines de N 2 dans le système N , , on a forcé-
ment 

et, par suite, 
n0 H- 2 v == ni. 

14. THÉORÈME. — Le groupe tétraédrique dérivé des substitutions 

a — X Y aX a Y I, 

X Y iX —iY\ (/ 4 = i ) , 

X Y Y — X | , 



ne peut fournir aucun type d*équations algébriques irréductibles H de 

degré premier m. 

En effet, i l est aisé de voir tout d'abord que la substitution A est im-

possible, en vertu du lemme I du n° 1 5 , puisque i et — / sont des racines 

primitives / j . l c m e s de l'unité et que 4 ne divise pas m7 en vertu du corollaire 

du même lemme a = i . 

En second lieu, la substitution B est impossible; en effet, son équa-

tion caractéristique (voir n° 4) est 

Les deux racines i et — / sont des racines primitives 4 i e m e s de l'unité ; soit 

donc X ' et Y ' la forme canonique de la substitution B, on aura 

B = | X ' Y ' iX' —iY'i 

et l'on démontrera que cette substitution est impossible, comme on vient 

de le faire pour la substitution A . 

Le groupe se réduit donc à la seule substitution A G . Soit 

| X " Y " ar,Xff b"Y" | 

la forme canonique de la substitution G ; le groupe se réduit au premier 

type de rénumération de M . Jordan et n'est plus tétraédrique. 

c. Q. F . n. 

1 5 . THÉORÈME. — Le groupe octaédrique dérivé des substitutions a, 

A , B, G et 

ne peut fournir aucun type d'équation H . 

En effet, on démontrera, comme dans le cas précédent, que a == i , que 



A et B sont impossibles. Je dis que, de plus, G est aussi impossible. En 

effet, l'équation caractéristique de G est 

c'est- à-dire 
K 2 — K - f - i —o. 

Les deux racines sont — a et — oc (<z3 — 1) et sont des racines primitives 

6 i e i n e s de l'unité. Soit donc X " et Y" la forme canonique de G, i l viendra 

C = | X " Y " - - «X" — * * . Y " | ; 

or, en vertu du lernme I du n° 1 3 , une telle substitution est impossible, 

puisque 6 ne divise pas m. 

Donc le groupe se réduit à la seule substitution D, c'est-à-dire au pre-

mier des cinq types de M . Jordan. 

1 6 . THÉORÈME. — Le groupe icosaédrique dérivé des substitutions 

a = I X Y « X a Y |, 

B = | X Y Y - X | , 

E = | X Y coX o T ' Y | (*> , 0=i), 

X A X - H U Y 
F . : , 

Y U X - A Y ( A 2 - h /u' -4 -1=0) 

ne peut fournir aucun type d'équations H . 

En vertu du lemme I du n° 1 3 , la substitution E est impossible; en 

vertu du corollaire du même lemme a = 1 ; on démontrera, comme dans 

le n° 1 4 , que la substitution B est impossible'. Le groupe se réduit donc à 

la seule substitution E . Cette substitution E elle-même est impossible; 



son équation caractéristique est, en effet, 

À — K. u 
= o, 

H4 •— A — K 
c'est-à-dire 

K 2 = A 2 -f- >w2 = i , puisque A 2
 -\-JU2 -f- i — o ; 

les deux valeurs de K sont des racines / j . i è m e s de l'unité ; si donc X " et 1? 
sont la forme canonique de E , on a 

E = | X ^ iX" —iT\, 

ce qui est impossible (n° 15, lemme I). 

Après avoir ainsi écarté les trois derniers types de rénumération de 
M . Jordan, je vais passer à la discussion des deux premiers, qui donnent 
chacun un type distinct d'équations H . 

17. Je suppose que le groupe r se ramène au premier des cinq types 
de M . Jordan, c'est-à-dire qu'il ne contienne que des substitutions de la 
forme 

| X Y a X bY |. 

Je dis que dans ce cas X et Y contiennent chacune toutes les m racines. 

En effet, reprenons les notations N 0 , N n N 2 , n0, nt, n2 (n°15). Une quel-

conque des substitutions du groupe G permute entre elles diverses racines 

d'un même système (15, lemme I) et i l n'existe pas de substitution ca-

pable d'échanger entre elles deux racines appartenant à deux systèmes 

différents N 0 , N , , N 2 . Donc, puisque le groupe G est transitif, i l faut 

nécessairement que les systèmes N , et N 2 n'existent pas, d'où 

n, = /?2 = o, n0 = m. 

On voit que nous sommes ramené à un cas qui est complètement iden-

tique au cas n — i , traité dans la première Partie; l'on démontrera par 

des raisonnements identiques les propositions suivantes : 



THÉORÈME I . — L'équation H est abélienne et résoluble algébriquement 

(n o s 8 et 9), puisqu elle a son groupe exclusivement formé par les puis-

sances d'une seule substitution circulaire entre les m racines. 

THÉORÈME I L — L'équation différentielle linéaire Y admettra un sys-

tème fondamental d'intégrales, formé d'une fonction rationnelle A , de x, 

et de m — 3 intégrales ^ un en désignant par u¿ une fonction rationnelle de 

la variable x. 

Rien, en effet, n'est changé aux raisonnements faits plus haut (n° 10), 

si ce n'est qu'il y a deux fonctions w, qui sont nulles. 

18. Je vais actuellement rechercher la nature du groupe G de l'équa-

tion H , quand son isomorphe T , défini de la façon qu'on sait, appartient 

au second des cinq types de rénumération de M . Jordan. Dans ce cas Y ne 

contient que des substitutions de la forme 

. S = | X Y «X bY |, 

jointes à une substitution 

T = | X Y a'Y b'X\. 

Lemme. — Chacune des équations X = o et Y == o contient toutes les 

m racines. 

Reprenons, en effet, les notations connues N 0 , N , , N 2 , n0, n\, n2 (13). 

Les substitutions telles que S permutent entre elles des racines d'un même 

système N 0 , N l ou N 2 (13, lemme I); la substitution T permute entre 

elles des racines du système N 0 , et fait entrer toutes les racines de N , 

dans le système N 2 , et réciproquement (13, lemme II). Aucune substitu-

tion du groupe G ne peut faire passer, par conséquent, une racine de N 0 

dans N , ou N 2 , et réciproquement. Le groupe G est transitif : donc ou 

le système N 0 manque, ou bien les deux systèmes N , et N 2 . Mais on a 

(13, lemme II) nt — n2 — v, nQ-+r = m, et il est absurde de supposer 

l'absence de N 0 , car, si n0 = o, i l reste 

2 V = W , 

ce qui est impossible™ Donc n6 = / i 4 ' = v — O, et le lemme est démontré. 
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Puisque X et Y contiennent chacune toutes les ni racines, on démon-

trera sans aucune peine, et par des raisonnements identiques à ceux 

du n° 8, que toutes les substitutions de la forme 

| X Y a X bY | 

sont des puissances d'une seule substitution circulaire entre les m racines ; 

a et b sont des racines mlèmes de l'unité, X et Y sont delà forme 

On remarque qu'il n'existe pas de coefficients égaux dans X et dans Y . 

Passons maintenant à la discussion de la substitution T . 

19. Lemme I. — La substitution T 2 laisse à sa place chacune des mm-

cines. 

En effet, puisque 

T = | X Y a'Y b'X |, 

T 2 = | X Y a!b'X a'b'Y |. 

Or cibf= i (15, corollaire du lemme I) : donc T 2 ne déplace que les ra-

cines qui ont des coefficients égaux dans X et dans Y ; mais nous venons 

de voir que les coefficients de X sont tous inégaux; il en est de même des 

coefficients de Y donc T 2 ne déplace aucune racine. c. Q. F. D. 

Lemme II. — Les coefficients a! et b' sont des racines /?2 I E M E S de l'unité. 

En effet, ar et b' sont des rapports de racines mlèsnes de l'unité et a1'= 

De plus, db'= i , d'où b'= 9-»\ 

Cela posé, reprenons les m racines M 0 , ij f, . . . , w/w_(* 

T remplace l'indice i par l'indice j ; cherchons à exprimer j en fonction 

de L 

20* THÉORÈME. — La substitution T est égale au produit S^'^'tdes deux 



substitutions S^' et t, dont l'une 

S ^ = \i ¿4- fJLfji I (mod m) 

est une substitution circulaire entre les /u racines, et dont l'autre 

t = \ i — i I (mod/??) 

ne déplace pas l'indice zéro, mais déplace tous les m — i autres indices. 

En effet, X et Y sont de la forme 

opérant la substitution 
T = I i j I (modm) 

il vient 

• X / = . . . + ô ° % + . . . , 

Y ' = . . .-+-ôP<Hy-h . . . . 

D'ailleurs 

Donc i et j sont liés par la relation suivante obtenue en identifiant X ' avec 

a Y et Y ' avec b'X, 

[mod m). 

Donc T peut se mettre sous l'une des deux formes 

ou 

mod;?*) 

(mod m ), 



ce qui exige 

D'ailleurs 

(moâm). 

(mod m), 

et, comme T 2 laisse chaque indice à sa place, 

(modm), 

donc j3 = :— oc, et l'on a 

T = i —i—- (moàm). 
a v ' 

Multipliant les deux termes de ~ par l'entier /u tel que ocfu = i (mod/??), 

il vient 
T = | i î fJLfJL | = S^'t C. Q. F. D. 

Exemple. — Prenons m = 5, /u.= 3, a = 2 , i l viendra alors 

^ = 3 et T = | « — i4- 1 | (mod5). 

Les équations X et Y seront 

Y = * 0 4 - ô : \ H - -+-ô4n, + 0 a i » v 

Effectuons la substitution 

T = j« - ¿ + 1 | = (01) (3) (24), 

il vient 

X ' = Yit H - ô \ 4- 04n/( 4 - 4- 0*»a 

= 0 2 ( V H - 9 : \ H - ^ 2 4 - 9 ^ 3 + Ô 2H 4) = 0AY = 0- | L Y, 

Y ' = ^ 4 - ô % 0 - + ^ 4 - â 4 M 3 4 - 9 2 . 2 



On voit, par conséquent, que le groupe G est dérivé uniquement des 

deux substitutions 

S = | ï (modm), 

substitution circulaire entre les m racines, et 

t — | i — i | (modm), 

substitution qui déplace tous les indices, sauf l'indice zéro. 

21. THÉORÈME. — Toutes les racines de Véquation algébrique H , dont 

le groupe est constitué comme nous venons de le voir, peuvent s*exprimer 

rationnellement en fonction des coefficients et de deux quelconques d'entre 

ces racines. 

En effet, adjoignons à l'équation deux quelconques des racines, v0 et nt 

par exemple; par l'adjonction de ces deux racines le groupe G se réduira 

à celles de ses substitutions qui ne déplacent ni w0 ni ni ; mais nous venons 

de voir que la substitution i , qui laisse toutes les racines immobiles, est 

aussi la seule qui laisse immobile plus d'une racine. Ainsi, par l'adjonction 

de M 0 et de le groupe G se réduit à la seule substitution i : donc les 

m—2 racines *»3, * i 4 , ••• , s'expriment rationnellement en fonction 

de * i 0 , de vit et des coefficients de l'équation H . 
c. Q. F. D. 

Corollaire. — L'équation différentielle linéaire Y admettra un système 

fondamental dont toutes les intégrales seront des fonctions rationnelles de 

la variable et de deux quelconques d'entre ces intégrales. 

En effet, l'équation différentielle linéaire admet un système fondamen-

tal exclusivement formé de racines de l'équation algébrique H . 

22. THÉORÈME. — L'équation algébrique irréductible H , de degré 

premier m, dont le groupe est constitué de la façon que nous venons de 

voir, est résoluble algébriquement. 



En effet, considérons les m — i fonctions 

(•) 

en posant 
m — i = 2 ( / + i ) . 

Deux de ces m — i fonctions (u0 et vQ par exemple), toutes distinctes, se 

confondront avec X et Y et seront, par conséquent, nulles; mais les 2 / 

autres uA, « 2 , U t et ç n e2, .*,, vt seront différentes de zéro. 

Prenons et vt\ la substitution S du groupe G ne les altère pas ; la sub-

stitution t les permute ; toute fonction symétrique de ut et de v$ sera 

invariable par toutes les substitutions du groupe G et s'exprimera ration-

nellement en fonction des coefficients de H , c'est-à-dire de la variable œ. 

Donc at et vt seront racines d'une équation W 4 = o du second degré, dont 

tous les coefficients seront des fonctions rationnelles de x. 

Si je forme successivement les / équations auxiliaires du second degré 

W , = o , W 2 = o, W , = o, 

j'en tirerai uK, u27 un f l ? v2, vt \ alors le système (1) me fournira 



les m — i équations linéaires entre les racines 

( I ' ) 

ces m — i équations linéaires, jointes à 

déterminent sans ambiguïté les m racines, car le déterminant D du système 

ne peut être nul (n° 9). 

23. THÉORÈME. — L'équation différentielle linéaire Y admet un sys-

tème fondamental, dont une intégrale est unefonction rationnelle AA de la 

variable x, et les m — 3 autres intégrales sont deux à deux de la forme 

en désignant par ui et vt les deux racines d1 une équation algébrique 

auxiliaire W f , du second degré et à coefficients rationnels en x. 

En effet, les fonctions sont évidemment des 

intégrales de Y ; i l suffit de démontrer que ce sont des intégrales linéaire-

ment indépendantes. Cela est aisé à voir, car on aurait, dans le cas contraire, 

en désignant par A 3 , . . . , A m des constantes, qui ne sont pas toutes nulles. 

Remplaçant dans cette équation A , , un vn ..., un v¡ par les valeurs qui 

leur correspondent dans le système ( i ) (n° 22), j'obtiens une équation l i -

néaire, homogène, à coefficients constants entre les m racines de H . Cette 



équation doit pouvoir s'identifier avec 

— A, X — A 2 Y , 

en désignant par A< et A 2 deux constantes qui ne sont pas nulles toutes les 

deux. La démonstration s'achève comme au n° 10. 

24. Toute la discussion du cas n = 2 peut se résumer dans la proposi-

tion suivante : 

THÉORÈME. — Soit Y une équation différentielle linéaire d'ordre p ci 

coefficients rationnels en x, qui : i° possède une intégrale rationnelle A, ; 

i° admet un système fondamental exclusivement formé de racines d'une 

équation algébrique irréductible H , à coefficients rationnels en x, dont le 

degré est un nombre premier m —p -+- 2 ; 

i° / / existe un système fondamental d intégrales qui contieni, ouïr e 

Vintégrale rationnelle A , , m — 3 =p — 1 intégrales de la Jorme 
en désignant par ut une fonction rationnelle de la variable ; ou bien 

2 0 11 existe un système fondamental qui contient, outre la fonction 

rationnelle A . ,» — 1 =m —3 intégrales de la for me en désignant par 

z / 0 u2, ..., um_3, m — 3 fonctions, qui sont deux à deux racines d'une 

même équation du second degré à coefficients rationnels. 

25. Il est aisé de vérifier qu'une équation différentielle linéaire, qui 

possède un système fondamental d'intégrales, défini comme au n° 24, a 

tous ses coefficients rationnels. 

Si, en effet, le système fondamental est celui du i ° (n° 24), le calcul ne 

diffère en rien de celui qui termine la première Partie (n° 11). 

Si le système fondamental est celui du 2 0 (n° 24), voici la vérification : 

on peut écrire 

Y = 



en posant 

ut et vt étant les deux raeines de l'équation 

Différentiant les équations (i), on a (/ étant un entier quelconque) 

différentiant (2) et remplaçant par leurs valeurs obtenues ainsi les 

dérivées successives 

où <pt désigne une fonction rationnelle et l un entier quelconque. 

Si je porte dans le déterminant les valeurs (3) des dérivées successives, 

j'obtiens, après la suppression de facteurs tels que j , , communs à tous les 

éléments d'une colonne, un déterminant, où chaque élément dans une co-

lonne est une fonction rationnelle de ui7 et l'élément correspondant de la 

colonne suivante est la même fonction rationnelle de vt. Permutant 

les deux colonnes considérées, ce qui revient à permuter et vp on 

change le signe du premier membre de l'équation différentielle Y = o : donc 

tous les coefficients de cette équation sont des fonctions alternées de ui et 

de c'est-à-dire des fonctions de la forme 

co désignant une fonction symétrique et rationnelle. Mais, en vertu de l'équa-

tion (2) et de la symétrie de la fonction <y, on peut faire disparaître de co 
A. 6 

(0 

(3) 



les quantités ui et vt pour faire entrer dans a> les quantités rationnelles L t et 

M,, coefficients de 

Raisonnant sur u;, et v? racines de 

comme je viens de le faire sur ut et vt, je ferai disparaître de co, et v?, 

pour y faire entrer I v et M?. Procédant ainsi de proche en proche, j'ex-

primerai la fonction a> rationnellement à l'aide de L f , M f , L,/, L,«, M,*, 

M;», . . . , c'est-à-dire rationnellement à l'aide de la variable a?. Si enfin 

je supprime le facteur 

(Ui^-Vi){Ui>—Vi,), 

commun à tous les coefficients de l'équation différentielle, ces coefficients 

se trouveront complètement expurgés d'irrationnelles, et la vérification se 

trouvera faite. 

Remarque. — Reprenons les i/fonctions 

unu^ . . un <v, vi9 . . ., v{ ' 

du système (i) (n° 22); ces fonctions sont invariables par les mêmes substi-

tutions du groupe G : donc elles s'expriment rationnellement à l'aide de 

l'une quelconque d'entre elles et de fonctions symétriques des racines 

(JORDAN, Traité des substitutions, p. 5o). c'est-à-dire rationnellement à 

l'aide de la variable x et de l'une quelconque d'entre ces fonctions u ou v. 

En nous reportant au théorème de M . Jordan, cité dans l'Introduc-

tion, nous voyons que l'équation auxiliaire X == o de ce théorème est du 

second degré, tandis que les diverses équations binômes sont toutes du 

degré m. 

Application au cas m—- 5. — Nous allons donner successivement un 

exemple des deux circonstances différentes qui peuvent se présenter, 



Supposons d'abord que l'on ait, par exemple, 

1 Y = « O H - Ô % / + 0 V H - 0 »,-r-"08>i4 = o (45 = I ) , • 

(i) , l 5M = w0 -f- 0
3*i1 ~h 0 n2 - h Ô4_wa 4 - Q2n^ 

' 5P = w0 H - M, H - w2 H - . w3 - h n 4, 

l'équation H étant 

n- — 5P*i* -f- A?y H - A 3 n
2 - h A 4*i 4 - A 5 = o. 

Le système ( i) nous fournit aisément pour les valeurs des cinq racines 

*»o> "n r2i M3> w4 : 

H0== w 4 - 4 ' 4 - P , 

— 9 u + 92^ + P. 

Nous n'avons rien spécifié jusqu'à présent sur la nature des quantités u 

et p; nous allons vérifier directement que ces quantités sont des racines 

cinquièmes de fonctions rationnelles de a?, que nous formerons. 

Posons n — P == £; £ satisfait à l'équation à coefficients rationnels 

équation que nous formons sans peine, en remplaçant dans II, n par f 4- P. 
Il vient ensuite 



Mais on a 

Développant ce produit, il vient finalement, tout calcul fait, 

d'où, en identifiant les deux expressions de Z o, 

d'où 
uv2 = A, uz V = / M , 

en dés ignan t par A et w des q u a n t i t é s rationnelles; on a donc 

d'où 

De même, 

d'où 

La vérification se trouve donc faite par un procédé purement élémentaire. 

Supposons maintenant que l'on ait 

Posons 



l'équation H étant 

Posant encore n — P == £, il viendra pour £ 0 , £ , £ 2 , Ç3, £ 4 les valeurs 

Formons l'équation Z, qui sera à la fois [si H = /(«.) = o] 

et 

c'est-à-dire, en développant, tout calcul fait, 

Identifiant les deux formes de Z, on a 

B 2 = — buv, B 3 = o, B 4 = — 5 « V 2 , B 5 = — ( M

B + ^ ) . 

Ces relations prouvent : i° que u et v s'expriment rationnellement en 

fonction l'un de l'autre, puisque leur produit est rationnel; 2 ° que 

et v% sont les deux racines de l'équation du second degré à coefficients ra-

tionnels 

J'ai donc effectivement formé l'équation W à l'aide des coefficients de 

l'équation proposée H. 



T R O I S I È M E P A R T I E . 

12 = 5. 

I. 

25. L'énumération complète des groupes d'ordre fini contenus dans le 

groupe linéaire à trois variables a été faite par M . Jordan à la page 92 du 

tome 84 du Journal de Crelle ; un groupe primitivement omis (le hui-

tième) a été construit et discuté dans le Mémoire présenté à l'Académie de 

Naples (p. a i , 22 et 23). Voici cette énumération : 

Premier type. — Toutes les substitutions sont de la forme 

| X Y Z «X+./3Y a'X + (S'Y y'Z |, 

les coefficients y étant des racines de l'unité, et les coefficients a, (3, a', j3' 

tels, que les substitutions à deux variables 

[ X Y «X + /3Y « ' X - h / 3 ' Y l 

forment un groupe r ' d'ordre fini. On obtiendra ainsi cinq sortes de 

groupes différents, suivant le type auquel appartient Vr. 

Deuxième type. — Le groupe est dérivé de substitutions de la forme 

S = | X Y Z aX bY cZ |, • 

jointes à la substitution 

T —! X Y Z a'Y b'Z cfX \ 

(les coefficients a, b, c, a'', b\ c sont des racines de l'unité). 

Troisième type. — Il s'obtient en adjoignant au groupe précédent une 



substitution de la forme 

T ' = | X Y Z d'Y b"X c"Z 

(où a", bn, c"sont des racines de l'unité). 

Quatrième type. — Le groupe est dérivé de la combinaison des substi-

tutions 

A == | X . Y Z A X A Y A Z |, 

A = | X Y Z T X T - J Y Z I, 

B = . | X Y Z Y X . — Z |, 

I X aX - h (i — a) Y -h '2a(i — a)Z 

G = Y (i — a ) X - h « Y — 2 0 ( 1 — « ) Z , 

| Z X — Y - f - ( i — %d)Z 
où 

T S = I , I + a J T + T""' —2) = o. 

Nota. — Les formes ci-dessus de la substitution C et de l'équation qui définit a sont 
différentes de celles qui se trouvent à la page 92 du tome 84 du Journal de d'elle. Cela 
tient à une faute d'impression, qui a défiguré le texte. La forme de C et l'équation qui 
définit, a. m'ont été communicruées nar M . Jordan lui-même. 

Cinquième type. — Le groupe est dérivé de la combinaison des substi-

tutions 

où l'on a 

A 3 p = 1, r 3 = A1* (p quelconque, mais entier), u = o, i , 2. 



Sixième type. — Le groupe est dérivé des substitutions A, A , B, «rDE, 

où s* = i , A, A2 ou A 3 , le reste défini comme au type précédent. 

Septième type. — Le groupe est dérivé des substitutions A, A , B, t?DE, 

£ED, où t2 = s2 ou A^ 2 , le reste défini comme au type précédent. 

Huitième type. — Le groupe est dérivé de la combinaison des substi-

tutions 

où r'1 = i , et a, b, c sont définis par le système linéaire 

a -+- b - f -6 ' = - r i , 

ar 4- br2 H - CT" = o, 

« T 6 4 - &T 5 4 - ÇT8 = O. 

26. Convenons d'abord des notations suivantes : soient X = o, Y = o, 

Z = o les trois équations linéaires, homogènes, à coefficients constants, 

qui existent entre les m racines de H ; je désigne par 

N 0 le système des n0 racines communes à X , Y et Z ; 

N l 2 » nit » X , Y ; 

N < 3 » /2 ) 3 » X , Z ; 

N 2 3 .» n „ >» Y , Z. 

De même, je désigne par 

N , le système des nt racines qui figurent dans X seul; 
N 2 » n2 » » Y seul ; 

N 3 » nz » » Z seul ; 



on aura (6, corollaire III), 

n6 + « 1 2 + / ? 1 3 4 - n23 -f- nt -+- rt2 -h ns — m. 

Gela posé, je vais établir trois lemmes, qui me permettront d'éliminer 

immédiatement tous les types de M. Jordan, excepté le premier, le second, 

le quatrième. 

Lemme 1. — Si le groupe T contient une substitution S de la forme 

S = | X Y Z « X bY cZ J, 
où 
a est une racine primitive « i e m e de l'unité; 

_ i ème 

c » » y » ; 

le plus grand commun diviseur ^ de a, |3 et y doit diviser m, c'est-à-dire 

S = i ou B — m. 

En effet, chacun des systèmes N 0 , JN 1 2, N ) 3 , N 2 3 , N , , N 2 , N 3 contient un 

nombre entier de cycles de S et cette substitution permute entre elles des 

racines d'un même système. 

Car, supposons qu'il n'en soit point ainsi, et que S fasse entrer une 

racine Yit de N 4 2 dans le système N 0 par exemple. Soient X ' , Y ' , 7J ce que 

deviennent X , Y , Z par l'effet de la substitution S, nl figurerait dans X ' , 

Y ' , Z ' ; mais on a identiquement 
Z ' = G Z , 

et v. figurerait dans le premier membre de cette identité, sans figurer dans 

le second, ce qui est absurde. On démontrera par un raisonnement tout 

pareil que chacun des sept systèmes N 0 , N 1 2 , N f 3 , N 2 3 , N , , N 2 , N 3 con-

tient un nombre entier de cycles de S. 
Cela posé, en vertu du théorème II du n° 7, 

a divise T ? 0 , ni2, n{3, /?,; 
(3 » /? 0 , ni2, A * 2 3 , w 2; 

y » // 0, tt)3, « 2 3 , n,; 
A. 7 



et leur plus grand commun diviseur S divise 

n0 - h nt 2 H - nA 3 H - rô23 H - / / 2 H - ^ 3 , 

c'est-à-dire m . Donc o = i ou S == m ; dans ce dernier cas, on a évidemmei 

n{ 2 — nK 3 = n2s — nt = n2 — n% == o, « 0 = 

S est une substitution circulaire entre les m racines. 

Corollaire. — Si le groupe r contient une substitution S de la forme 

S| X Y Z A X A Y A Z | , 

on a A = i . 

En effet, si A > i , A'" = i en vertu du lemme précédent et la substitutio] 

S est une substitution circulaire entre les m racines. Mais, dans ce cas, o; 

a (7, théorème I e r , Remarque), 

et les trois équations X = o , Y = o , Z = one sont plus distinctes, ce qi 
est absurde. 

Donc 
^ — 1 - C. Q. F. D. 

Lemme IL — Si le groupe r contient une substitution T de la forme 

T r = | X Y Z a!Y b'Z c 'X |, 

on a 

2 = / ? 2 ; i = : / 2 u = : = ^ )

 7fi = rh = fh = »• 

Considérons d'abord le système N 4 par exemple; je dis que T déplace 

toutes les nK racines de N , ; supposons, en effet, que T laisse immobile une 

racine v\t de N , ; soit X ' , Y ' , 7J ce que deviennent X , Y et Z par l'effet 

de la substitution T ; Yit figurerait encore dans X ' , mais on a identi-



quement 
X'=a!Y, 

et ni figurerait dans le premier membre de cette identité sans figurer dans 

le second, ce qui est absurde. 

Je dis, en second lieu, que T ne saurait faire entrer une racine v\i de N , , 

ni dans N 0 , ni dans aucun des trois systèmes N f 2 , N 2 3 , N l 3 . Si, en effet, 

n£ prend la place d'une racine de N 0 , ni figurera dans X ' , Y ' et Z', mais on 

a identiquement 

Y'=b'rL, X'..= a 'Y, 

et l'on voit que l'hypothèse est absurde, puisque le premier membre de 

ces identités contiendrait rt sans que le second la contienne. 

De même, aucune racine de N , ne peut entrer dans N l 2 ou N i 3 ou N 2 3 , 

et ce crue je viens de dire de N , s'applique à N 2 et à N 3 . 

Les raisonnements sont identiques pour démontrer : i° que T déplace 

toutes les racines de N I 2 , de N ) 3 , de N 2 3 ; i° ne fait entrer aucune de ces ra-

cines dans N 0 , N , , N 2 ou N 3 ; 3° permute entre elles des racines de N 0 . 

En second lieu, je dis que toutes les n{ racines de entrent dans N 3 . 

En effet, si une racine nt de N , entre clans le système N 2 , r\t figurera dans Y ' , 

mais 
Y*=VZ, 

et mi figurerait dans le premier membre de cette identité sans figurer dans 

le second, ce qui est absurde. On verra ensuite que, par l'effet de la substi-

tution T, 

les n2 racines de N 2 entrent dans N { ; 

» ns » N 3 » N 2 ; 

d'où 

c'est-à-dire, forcément, 
//, = n2 = n3. 



On démontrera par un procédé identique que : i° la substitution T fait 

entrer 

les ni2 racines de N 1 2 dans N 1 3 ; 

» ni3 » N 1 3 » N 2 3 ; 

» /?23 » N 2 3 5) N , a ; 

a° Que l'on a forcément 

/ 2 ) 2 = / z | 3 = / 7 2 3 . C . Q . F . D . 

La substitution T peut donc se mettre sous la forme symbolique sui-

vante : 
T = ( N . ) ( N I 1 N 1 1 N 1 , ) ( N , N 1 N , ) . 

Faisant usage de la même notation symbolique, i l viendrait pour la sub-

stitution S, 
S = | X Y Z «X bY eZ | , 

l'expression 
S = ( N „ ) ( N , 2 ) ( N „ ) ( N 2 J ) ( N 1 ) ( N 2 ) ( N J ) . • 

Remarque. — Raisonnant sur la substitution T 7 , 

T ' H X Y Z a" Y b"X c"Z\, 

comme on vient de le faire sur la substitution T, on démontrera par un pro 

cédé identique que : i° l'on a 

•2° T' peut se mettre sous la forme symbolique 

T ' = ( N 0 ) ( N , 2 ) ( N 3 ) ( N , N 2 ) ( N 1 2 N 2 J ) . 

Lemme III. — S'il existe une fonction linéaire et homogène U de X , Y 
et Z, que toutes les substitutions du groupe r multiplient par des facteurs 
constants, le groupe G se réduira aux puissances d'une seule substitution 
circulaire entre les m racines. 



Je dis, en premier lieu, que U contient toutes les m racines; supposons, 

en effet, qu'il n'en soit point ainsi : soit ^ une racine qui figure dans U , 

«.une racine qui n'y figure pas. Le groupe G, étant transitif, contient au 

moins une substitution S, qui remplace v\i par mais, en vertu de l'hypo-

thèse, S transforme U en U ' = K U ; or U'contient K, et K U ne contient pas 

v\j : donc l'identité 
U ' = K . U 

est impossible, ce qui est contre l'hypothèse. 

Puisque nous avons démontré que U contient toutes les racines, nous 

rentrons dans le cas traité précédemment dans la première Partie (8), et l'on 

démontrera par un raisonnement identique : i ° que le groupe G est formé 

par les puissances d'une seule substitution circulaire entre les m racines; 

2 ° que les facteurs, tels que K , sont ou bien égaux à l'unité, ou bien des 

racines miemea de l'unité. 
Le lemme est donc démontré. 

2 7 . THÉORÈME. — Le groupe T, dérivé de substitutions S de la forme 

S = | X Y Z aX bY c Z | , 

jointes aux deux substitutions 

T = | X Y Z a'Y b'Z c'X | 

et 
T = | X Y Z d'Y b"X c"Z\, 

ne peut fournir aucun type d équations cdgébriques irréductibles H de 

degré premier m. 

La démonstration de ce théorème repose sur deux lemmes, que je vais 

successivement établir. 

Lemme / . — Chacune des fonctions X , Y , Z contient toutes les m 

racines. 

En effet, faisant usage de la notation symbolique adoptée à la fin du 



lemme II du n° 26, je vois que l'on a 

S = ( N 0 ) ( N , ) ( N 2 ) ( N S ) ( N 1 2 ) ( N , S ) ( N „ ) , 

T ' = ( N 0 ) ( N 1 2 ) ( N 3 ) ( N , N 2 ) ( N ) 3 N 2 3 ) , . 

T : - - = ( N „ ) ( N ( 2 N 2 3 N „ ) ( N 1 N 2 N 3 ) ; 

on voit donc que, si je répartis les sept systèmes de racines N 0 , N 1 3 , N 1 3 , 

N 2 3 , N 4 , N 2 , N 3 en trois groupes 

(i) w „ 

(a) N , 2 N „ N 2 3 , 

(3) N , N 2 N „ 

il n'existera pas dans le groupe G de substitution capable de faire passer 

une racine d'un quelconque des groupes (i), (2) ou (3) dans l'un quel-

conque des deux autres. Or le groupe G est transitif : donc l'un des trois 

groupes (1), (2) ou (3) subsiste seul et les deux autres doivent ne pas exister. 

D'ailleurs, on a (26, lemme II), puisque la substitution T entre dans le 

groupe T, 
nK = n2 = n.A = //, n\ 2 H - nK 3 - h n23 = v 

et (6, corollaire III) 
n0 3>tc - j - 3v = m. 

Si donc je suppose que le groupe (J), c'est-à-dire le système N 0 , dispa-

raît, il faut supposer n6— o, et il reste 

3 (/u v) — m, 

ce qui est absurde, puisque m est premier. 

Donc ce sont les groupes (2) et (3) qui disparaissent; le groupe (1) 

subsiste seul; par conséquent, 

nt = n2 = n3 = //l2 — ni3 == n23 = 0 et n0 = m, 

et le lemme est démontré. 



Lemme IL — On a 

et, par conséquent, la substitution T a la forme 

la substitution T étant 

T = | X Y Z a'Y / /Z c 'X |. 

Pour démontrer ce lemme, considérons la substitution 

T ' = | X Y Z d'Y b"Y c"Z\; 

puisque Z contient toutes les m racines (lemme I), on a c" i ou bien 
c"m= i (7, corollaire). 

Supposons d'abord c"m = J ou c" — 9, en désignant, suivant l'habitude, 
par 9 une racine mléme de l'unité; dans ce cas, T ' est une substitution cir-
culaire entre les m racines 

T= (*i0w, . . . ww_,), 
ou encore 

T / = | i i-h i \ (mod m). 

Cela posé, soient 

aucun des m coefficients a ou des m coefficients ¿3 ne sera nul. Si je désigne 
par X ' et Y ' ce que deviennent X et Y par l'effet de la substitution T', i l 
viendra 

D'ailleurs, 



Mais on a identiquement 

X ' = a " Y , Y W / X . 

Donc il vient (î = o, i , 2, . . . , m 1), en identifiant, 

et de même 

c'est-à-dire 

d'où, en posant d'b"u == 1, 

Il vient pour X et Y la forme suivante : 

et les deux équations X = o, Y = 0 ne seraient plus distinctes, ce qui est 

absurde. 

Il faut donc supposer forcément c"== 1. Mais alors reprenons la substi-

tution 

T ' 2 = | X Y Z d'V'X d'V'X Z | ; 

puisque X et Y contiennent chacune toutes les m racines, on a 
a"b"=i ou a"bf/=Ql (Q'n=i) 

(n° 6, lemme I et n° 7). 
Si d'b"—§\ i l vient pour X et Y la forme 



les deux équations X. = o et Y — o ne seraient encore pas distinctes, ce 

qui est absurde. 

Donc 
d'b" — \ c. Q. F. n. 

et T ' est de la forme 

T ' = | X Y Z d'Y d'~{Z Z |. 

Cela posé, reprenons la substitution 

T = | X Y Z dY b'Z r /X | 

et 
T 3 = | X Y Z a' &V X «' b'd Y d b'c! Z | ; 

on a d b'c' = i (26, lemme I, corollaire). 

Raisonnant maintenant sur la substitution 

comme je viens de le faire sur T , j'obtiens 

c'est-à-dire d' = d encore, puisque dbrc'= i . En résumé, on a bien 

et le lemme est démontré 

Remarque. — Considérons la fonction 

U = X - W Y + tf/6'Z. 

T transforme U en 

c'est-à-dire en U , puisque db'c'— i . La substitution T' transforme U e 

a ' Y - r - X - f - a!b'Z, 

c'est-à-dire encore en U . Cette remarque nous sera fort utile pour la d 

monstration du théorème. 
A. 



Après avoir établi les deux lernmes dont nous avons besoin, reprenons 

les substitutions 

S = | X Y Z aX bY cZ |, 

où chacun des coefficients a, b, c est i ou une racine primitive 0 de l'unité. 

Supposons d'abord qu'aucun des trois coefficients a, b? c n'est i , et 

posons 

Il viendra pour les fonctions X , Y , Z les formes suivantes (8) : 

et 

on voit que dans X , dans Y et dans Z les coefficients des racines sont 

tous inégaux. 
Cela posé, reprenons la substitution 

suivant une remarque déjà faite dans la démonstration du lemme II, 

T', qui multiplie Z par i , ne déplace que les racines affectées dans Z de 

coefficients égaux ; mais nous venons de voir que les coefficients des racines 

dans Z sont tous inégaux ; donc T' se réduit à la substitution i et laisse 

toutes les racines immobiles, ce qui est absurde. 

Si maintenant je suppose y =o, c== i , la substitution S est encore cir-

culaire et il me viendra pour Z 

Z — M0-4- M, -h • • . H- w/n_,, 

ce qui est absurde, puisque la somme des racines de l'équation algé-

brique H n'est pas nulle. 

Il faut donc supposer simultanément a = fi = y = o et a = b = c = i. 

Mais, dans ce dernier cas, reprenons la fonction 

Ù = X + fl'Y + a ' i 'Z . 



T, T et S multiplient U par i : donc (26, lemme III) 

ce qui est impossible. 

En admettant donc dans le groupe T l'existence simultanée des 
substitutions T et T ' , on arrive dans tous les cas à des absurdités : par 
suite, T et T'sont incompatibles. Si je supprime T du groupe F, je retombe 
sur le premier type de M . Jordan; supprimant, au contraire, T ' , je ra-
mène r au second type. 

Le théorème est donc démontré. 

28. THÉORÈME. — Le groupe T (cinquième type), dérivé des substitu-
tions 

ou l'on a 

A 3 p = i , r 3 = A!J' (p entier quelconque, /u = o, i , 2), ne peut fournir aucun 
type d'équation algébrique irréductible de degré premier m. 

En premier lieu, on a (26, lemme I, corollaire) 

À = 1, d'où p = o , 7"3 = 1. 

En second lieu, la substitution il) est impossible; en effet, si T cou-



tient la substitution 

r D = | X Y Z rj% rj92Y r /ZJ , 

r contiendra également la substitution 

( r D ) 3 = | X Y Z r 3 / X r 3 / 3 â 6 Y r 3 / 3 Z | , 

c'est-ŕ-dire, puisque r 3 = i , y 3 = 0, ô3 = i , 

(rD) 3 = | X Y Z 0X ÔY 0Z| . 

Or cela est contraire au corollaire du lemme I du n° 26 : donc la substitu-

tion / D est impossible. 

Le groupe r se réduit, par conséquent, aux substitutions A , 13 et r 2 E ; 

mais je vais démontrer que les substitutions A et B sont incompatibles. 

Si B existe dans le groupe F, on a (26, lemme II) 

nt = n2 = n3 = /u, nK2 = n\ 3 = n23 = v, n0-\- 3u-±-3v = m ; 

mais si A existe, comme S est une racine cubique de l'unité, 3 divise n0, 

/ i l s r , c'est-ŕ-dire v et n2, c'est-ŕ-dire /u (26, lemme I) : donc 3 divise 

rt0H- 3/U H- Sv ou m, 

ce qui est absurde. 

Je ne puis donc, pour former le groupe r , combiner r 2 E qu'ŕ la substitu-

tion A seule, ou ŕ la substitution B seule. Gela posé, je vais démontrer le 

lemme suivant : 

Lemme. — On a entre les substitutions A , B, E les relations 

A E = EB, BE === ËA 2 B 2 . 

Cela est aisé ŕ vérifier, car 

X a ( X + 6Y -f-Z) 

A E = Y a(X -HÔ 2 Y-hô 2 Z) , 

Z r t ( X + Y -j-ÔZ) 



et de même la substitution EB a la forme 

X fl(X+flX+Z) 

EB = Y a(X + 0 2 Y-4-0 2 Z) . 

Z a(X-\~ Y +0Z) 

Pareillement 

X a(9X + Y + Z) 

BE == Y a(X + Y + 0Z) s 

Z a ( â 2 X + Y + 92Z) 

et 

X «0(X + 0 2 Y + 02Z) 

E A 2 B 2 = Y a ( X - h Y H - ftZ) ; 

Z « 0 2 ( X + 0 Y + Z ) 

donc 
A E = EB, BE = E A 2 B 2 , c. Q. I . D. 

Cela posé: i° combinons r 2 E avec A ; le groupe r contiendra la substi-

tution 

c'est-à-dire B, ce qui est impossible ; i° combinons r E avec B : le groupe Y 

contiendra la substitution 

c'est-à-dire A 2 , ce qui est impossible. 

En résumé, le groupe r se réduit, dans tous les cas, à une seule des 

trois substitutions A, B et r 2 E . Soit 

i X , Y , Z ( aiXi 6 ,Y, c/Z; | 

la forme canonique de cette substitution ; je retombe sur le premier des 

huit types de M . Jordan, et le théorème est démontré. 



2 9 . THÉORÈME: — - Le groupe Y (sixième type), dérivé des substitutions 

A, A , B, *DE 

(oh s4 = i , A, A 2 , A J , le reste défini comme au type précédent), ne peut 

fournir aucun type d1 équation algébrique irréductible de degré premier m. 

On démontrera, comme au cas précédent : i ° que A = i , d'où s* = i ; 

2 ° que les substitutions A et B sont incompatibles. 
Gela posé, considérons la substitution DE, qui sera de la forme 

Je dis qu'on a les relations 

ADE == DEB, BDE —-0DEA 2. 

En effet, 

X aj(X % Y H - Z ) 

A DE = Y fl/'(X+^Y+Ô2Z) , 

Z « / ( X H - Ô 2 Y - ( - Ô Z ) 

et 

X « / ( X H - Y + Z ) 

DEB = Y aj(X H - Ô Y H - Ô 2 Z ) . 

Z aj(X + ê2J -i-SZ) 
Pareillement 

X aj(ÔX - f - Y - + - 4 2 Z ) 

BDE = Y o/( X 4 - Y H - Z ) , 

Z # X + Y + ÔZ) 

et 

X tf/0(X + ô 2 Y - h - Ô Z ) 

4 D K A 2 - Y aj(X-h Y H - Z ) . 

Z « / ' 0 2 ( X + £ Y H - Ô 2 Z ) 



Par conséquent : i ° si nous combinons j D E avec A , le groupe F con-

tiendra la substitution 

. ( Î D E ^ H A ^ B E ) =à B, 

ce qui est impossible, puisque A et B sont incompatibles ; i° si nous corn • 

binons ¿"DE avec B, le groupe F contiendra la substitution 

( t5'DE)"'B( lvDE)r =0A% 

ce qui est encore impossible. 

En résumé, le groupe F se réduit à l'une des trois substitutions 

A , B, ¿DE, 

et le raisonnement s'achève comme dans le cas précédent. 

5 0 . THÉORÈME. — Le grouper [septièmetype), dérivé des substitutions 

A , A , B, ^DE, *ED 

[ou t~ = s~ ou 7\s~, le reste défini comme au type précédent), ne peut four-

nir aucun type d équations algébriques irréductibles II de degré premier m. 

On verra, comme clans le cas précédent, que A = i ; d'où t" = sA = i . Je 

dis ensuite que la substitution tED est impossible. Si cela est, le groupe F 

se ramène au type qui vient d'être traité. 

Pour démontrer que la substitution £ED ne peut exister dans F , je con-
sidère cette substitution 

l'équation caractéristique en K (4) relative à ED est, en posant 
K =aj K/ , 



c'est-a-dire 

( K ' + f l - i ) ( K " - 3 f l ) = o . 

Les trois valeurs d e K , savoir K , K , K , , satisfont done anx relations 

et pareillement 

Donc 

aucun des exposants a et 3̌ n'étant nul. On voit que K , est une racine 

cubique, K 2 et K 3 des racines sixièmes de l'unité. 

Cela posé, considérons la forme canonique de la substitution £ED, 

J E D - ^ X ^ Z , tKtXt * K 2 Y , É K 3 Z , |. 

La substitution (fED)'* — (ED)' , puisque t'' = i , et sera de la forme 

{mtif^'\ K î x < k 4

2 Y . K J Z , | ; 

or, d'après ce que nous venons de dire, K * , K 2 et sont des racines 

cubiques de l'unité : donc (26, lemme I) 3 diviserait m, ce qui est absurde. 

Le groupe r est ainsi ramené au cas traité précédemment (29), et le 

raisonnement s'achève comme plus haut. 

5 1 . THÉORÈME. — Le groupe T (huitième type), dérivé des substitutions 

A = | X Y Z A X A Y A Z I,' 

A = | X Y Z ?X r~ Y r 4 Z | , 

B - = | X Y Z Y Z X |, 

X aX + cY-hl>Z 

G = Y c i + Ď Y + a? , 

Z / ; X + flY + cZ 

Élevant au cube, il vient 



ne peut fournir aucun type d'équations algébriques irréductibles H de 
degré p rentier m. 

On a d'ailleurs r 7 = i ; les coefficients a, b et c sont définis par le sys-
tème linéaire 

a-h b -+-• c — i , 

H~ &T~ h CT'1 = 0 , 

fll" -f- - j - CT : I = O . 

La substitution A est impossible (26, lemme I), puisque 7 ne divise 
pas m. (J'examinerai tout à l'heure le cas m = 7.) F se réduit, par consé-
quent, aux deux substitutions B et G. Or considérons la fonction U 

U = X -+- Y + Z ; 

B multiplie U par 1 et G multiplie U par — 1. 

Puisque toutes les substitutions du groupe £ multiplient U par des con-
stantes, on retombe sur un cas précédemment traité (26, lemme III)- Les 
constantes par lesquelles les substitutions de V multiplient U ne peuvent 
être égales qu'à l'unité ou à des racines /?2 I E M E S de l'unité. Mais G multiplie U 
par la constante — 1 : donc la substitution C est impossible, puisque — 1 
est une racine carrée de l'unité. 

Le groupe f se réduit, par suite à la seule substitution B ; si Ton ra-
mène B à sa forme canonique, on retombe sur le premier des huit types 
énumérés par M . Jordan, ce qui est contre l'hypothèse. 

Le théorème se trouve donc démontré. 

52. Pour achever la discussion du huitième type de M . Jordan, il 
nous faut supposer/?? = 7, et dans ce cas la substitution A est possible. 

Je dis que les substitutions A , B et G existent nécessairement toutes les 
trois dans le groupe T. En effet, je ne puis supprimer A sans rentrer dans 
le cas que je viens de traiter; je ne puis supprimer C sans rentrer dans le 
second des huit types de M . Jordan. Il me suffira de démontrer qu'il est 
impossible de supprimer B du groupe T. 

On sait (Mémoires couronnés par l'Académie de Naples, t. L X , p. a3) 
A, 



que l'on a 

où p, /!*, <ar désignent des entiers convenablement choisis entre i et 7, v un 

entier convenablement choisi entre 1 et 3. 
Si donc le groupe r contient les substitutions A et C, il contiendra la 

substitution 

c'est-à-dire B v . 
Donc A , B et G coexistent nécessairement dans r . 
Cela posé, la substitution A permute circulairement les six indices 

o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

et l'on a 

A = j i i - h 1 1 (mod 7). 

Il vient, par conséquent, pour X , Y et Z la forme 

Pour que la substitution B soit possible, i l faut que les coefficients des ra-

cines soient les mêmes à l'ordre près dans X , dans Y et dans Z ; cela exige 

que l'on ait 
b = T'3, C = T T , 

(3 et y désignant des entiers convenablement choisis entre zéro et 6. 

Cela posé, formons la fonction U . 

II = X + Y + Z. 

Il faut, pour que C puisse multiplier U par — 1 (7, théorème II), que U 
contienne un nombre pair de racines : donc les coefficients d'au moins une 
racine doivent se réduire quand on fait la somme X - f - Y - | - Z ; soient r a , T [ \ 



T t ces coefficients, on aurait 

mais cela est impossible, car l'équation 

à laquelle satisfait T, est irréductible. 

La substitution C ne peut donc pas exister dans r , lorsque tn = 7, et T 
se réduit au second des huit types de M . Jordan. 

I L 

5 5 . Nous allons maintenant passer à la discussion du quatrième type de 
rénumération de M . Jordan. Le groupe r résulte de la combinaison des 
substitutions 

et 

Un pareil groupe a résisté à toutes mes tentatives; i l est, en effet, aisé de 
voir qu'aucune de ses substitutions ne tombe sous le coup de l'un des 
trois lemm.es du n° 2 6 . Je me bornerai à démontrer la proposition sui-
vante : 

THÉORÈME. — Le groupe T dérivé des substitutions A , B , G (À— I 

forcément, en vertu du corollaire du lemme I du n° 2 6 ) ne peut fournir 
aucun type d'équation algébrique irréductible H , dont le degré m soit un 
nombre premier inférieur à 20. 

http://lemm.es


La démonstration de ce théorème repose sur deux lemmes que je vais 

successivement démontrer. 

Lemme I. — On a 
n i s = n 2 3 — 7 1 * — / ? 2 — ° 

et, par suite, 
7? 0-h n{, H- /?3 = /??. 

Pour démontrer ce lemme, je remarque queles substitutions A etB peuvent 

se mettre sous une forme symbolique (26, lemme II), qui est 

A-( iN 0 ) (N 1 ) (N 2 ) ( ]N3)(N l 2 ) (N l 3 ) (N 2 3) 

et 

B - ( N 0 ) ( N 1 2 ) ( N 3 y ( N 1 N 2 ) ( N < . , N 2 3 ) . 

Cela posé, il est aisé de voir que C multiplie par i la fonction 
U = X - H Y ; 

C permute donc les racines qui figurent dans U entre elles, et les racines 

qui ne figurent pas dans U. entre elles. Or les nz racines du système N 3 

ne figurent pas dans U , tandis que les n{ racines de N f , les /?2 racines 

de N 2 , les /? 2 3 racines de N 2 3 , les ni3 racines de N 1 3 figurent dans U : en 

effet, ces diverses racines ont un coefficient nul dans l'une des deux fonc-

tions X et Y et ne peuvent disparaître dans la somme X -h Y = U . 

Ce que nous venons de dire de la substitution C, joint à ce que nous 

savons déjà des substitutions A et B, nous permet de voir qu'aucune sub-

stitution du groupe C ne peut faire prendre à une racine wt- de N 3 la place 

de l'une quelconque des racines de N 1 ? ou N 2 , ou N 1 3 , ou N 2 3 . Mais le 

groupe C est transitif : donc l'un des deux systèmes 

(i) • ' N , , 

(a) N , H - N 2 + N ( 3 + N 2 3 

n'existe pas. II est absurde de supposer que le système (i) est absent, car 

alors n3 serait nul. Or, puisque la substitution A existe, en vertu du 



lemme I du n° 26, 

5 divise n() /?, 2 nt 3 n{, 

5 » n{) n{ 2 rc23 / z 2 ; 

mais, si / i , == o, 
n » + « 1 2 rc13-4- / z 2 3 -f- + /72 — 

et 5 diviserait m. 

C'est donc le système (2) qui manque : donc 

77,, == /? , = 7Z, = / ? 2 3 — O . C . Q . F . D . 

Remarque. — Pour qu'une racine de N 3 puisse entrer dans le sys-
tème N 0 , il faut évidemment qu'il y ait au moins une racine de N 0 qui dis-
paraisse dans la somme U = X H- Y . Comme le groupe C est transitif, il 
existera dans N 0 au moins une racine affectée, dans X et dans Y , de coeffi-
cients égaux et de signe contraire. 

Ce qui vient d'être dit du système N 0 s'applique évidemment de même 
au système N 4 2 . 

Lemme II. — On a toujours l'inégalité 6/7,. < m. 
« « s a 1 a i îna^LP sa ah lut 

En effet, puisque la substitution A existe, en vertu de la remarque du 
théorème I du n° 7, X et Y sont de la forme 

et de même, changeant T en T~1 et a en ˇ3, 

où 5k — n0 -h nK 2 = m — h3. 

En vertu de la remarque du lemme précédent, on doit avoir, en faisant 

la somme U = X -f- Y , des réductions entre les coefficients. Je dis qu'il 



ne saurait y avoir plus d'une réduction par groupe de cinq lettres, tel que 

et 

Supposons, en effet, qu'il y ait deux réductions, c'est-à-dire à la fois 

deux équations 

et 

Il faut donc qu'on ait alors 

c'est-à-dire 

cette dernière égalité est absurde, quel que soit le signe que l'on adopte. 

Donc il ne peut y avoir plus d'une réduction par cinq racines, c'est-à-dire 

plus de k réductions en tout entre les 5k = /?•„-+- ni2-= m—n3 racines 

de N 0 et de N 1 2 . 

Cela posé, je suppose qu'on ait n% > k (on ne peut supposer n3 = k, 

car alors 5n3 = m—/?3, 6ns = m, ce qui est absurde), c'est-à-dire 

nz — k -4- p. 

La substitution C ne pourra faire entrer, par conséquent, dans les sys-

tèmes N 0 et N J 2 , que h au plus des n3 = k p racines du système N 3 . 

Considérons maintenant la transformée X ' de X par C, on a identique-

ment 
X ' = a X + ( i - a)Y + 2 f l ( [ - a ) Z . 

Dans le second membre de cette identité figurent les n9 = k H- p racines 

de N 3 ; dans le premier membre il ne figure au plus que k des n3 racines 



de N , . L'identité est donc impossible tant que p > o; on a, par consé-
quent, forcément l'inégalité 

et, comme 

c. Q. r. D. 

Nous allons discuter degré par degré la possibilité de l'existence de 
l'équation algébrique H . Je remarque tout d'abord qu'aucune des trois 
substitutions A , B et G ne peut manquer dans le groupe, puisque chacune 
d'entre elles peut dériver de la combinaison des deux autres (voir le Mé-
moire de M . Jordan). 

Ainsi donc, puisque B figure forcément dans le groupe, les coefficients 
des racines sont les mêmes à l'ordre près dans X et dans Y . En second lieu, 
puisque A multiplie X par T et Y par T - 1 (T 5 =± i ) , et puisque B multiplie Z 
par — i , racine carrée de l'unité, on a (26, lemme I) : 

les nombres n0 et n{2 divisibles par 5, 

Donc n0 est un multiple de 10, n3 un nombre pair, nt2 un multiple impair 
de 5. 

Cela posé, je vais discuter une à une les diverses hypothèses m= 5, 7, 
11, i 3 , 17, 19 : 

i° m = 5. Dans ce cas n3 = 2 au moins, mais alors n0 = nt2 = 0. Le 
groupe T est donc impossible. 

2 0 m==y, n3 = 2 au moins. n0 == o, ni2 — 5. Mais 6.2 > 7; donc le 
groupe est impossible. 

3° m = 11. n3 = 2 au moins, et comme 6. 2 > 11, le groupe est 
encore impossible. 

4° m = i3. La seule hypothèse possible pour n3 est » 3 ===2, car si 
n3 6/i 3 > m. Or, 13 — 2 = 11, qui n'est pas un multiple de 5. Donc, 
le groupe r ne peut exister. 

5° 772 = 17. La seule hypothèse possible pour n3 est n3 = 2. Je ne 
puis d'ailleurs supposer nQ = o, car alors l'équation Z —o serait de la 



forme 

c'est-à-dire 

en désignant par 9 une constante, ce qui est contre l'hypothèse. Il faut 

donc supposer que n0 = 10 et ni2 = 5. Considérons maintenant les cinq 

racines * i 0 , tii, * i 2 , w4 de N l 2 ; X et Y sont de la forme 

et 

Il faut, pour que la substitution B existe, que les coefficients de ces cinq 

lettres de N l 2 soient les mêmes à l'ordre près dans X et dans Y ; donc 

|3 = T t . Mais, avec cette hypothèse, aucune réduction entre les coefficients 

des cinq racines n'est possible dans la somme U = X + Y , car on au-

rait 
TA -f- T[X = 0 , • 

ce qui est absurde. Le groupe T est donc impossible quand le degré 

m = 17. 

6° m ==. 19. Comme n.A === 4, au moins, et qu'alors 6n3 > m, le groupe T 

est impossible. 

On voit, par conséquent, que si le degré de l'équation irréductible H 

est l'un des nombres premiers inférieurs à 20, 

5, 7, 11, i 3 , 17, 19, 

le groupe T dérivé des substitutions A , B, C ne saurait exister. Le théo-

rème est donc démontré. 

On voit que la discussion précédente ne laisse subsister, parmi les huit 

types de M . Jordan, que le premier et le second. Chacun de ces types 

fournit une classe spéciale d'équations H . 



I I I . 

34. THÉORÈME. — Si le groupe Y appartient au premier type de 

M. Jordan, c est-à-dire s'il est formé exclusivement de substitutions de 

la forme 

le groupe G est formé exclusivement par les puissances d'une seule sub-

stitution circulaire entre les m racines. 

En effet, puisque toutes les substitutions de r multiplient Z par des 

constantes, on retombe sur le lemme III (26), et le théorème est dé-

montré. 

Corollaire I. — L'équation H est abélienne et résoluble algébriquement 
(9, théorèmes I et II). 

Corollaire IL — L'équation différentielle linéaire Y admet un système 

fondamental d'intégrales formé de la fonction rationnelle A, de x et de 

m — 4 fonctions de la forme \fu~]\ où u¿ désigne une fonction rationnelle 
de x (10 et 11). 

35. Je vais actuellement rechercher la nature du groupe G de l 'équa-

tion H , lorsque r appartient au second type de M. Jordan, c'est-à-dire 

lorsque r résulte de la combinaison des substitutions 

et 

Lemme. — X, Y et Z contiennent chacune toutes les m racines. 

En effet (26, lemmes I et II), les substitutions S et T peuvent se mettre 
sous la forme symbolique 

et 

A. 



On voit que, si l'on considère les trois groupes de systèmes de racines 

(') N . , 

(a) N , , N „ W 2 a > 

(3) N , N 2 N „ 

aucune substitution de G ne peut faire passer une racine quelconque y\i de 

(i), par exemple, ni dans (2), ni dans (3). Donc deux de ces groupes de 

systèmes manquent, puisque le groupe G est transitif. 

Mais on a (26, lemme II) 

ni 2 = ,li 3 = fl23 = f*i ni — /l2 — n3 — " l 

n0 H- 3ju -+ 3f = m. 

Donc, si l'on suppose que JN0 manque, ce qui revient à faire nQ = o, il 

viendrait 
3 (u -+- v) = m, 

résultat absurde. Donc 

/u = o, v = o5, n0=m. c. Q. F. D. 

Lemme II. — Le faisceau des substitutions 

S = | X Y Z a X è Y c Z | 

est formé par les puissances d'une seule substitution circulaire entre les 

m racines. 

En effet, puisque X , Y et Z contiennent chacune toutes les m racines, 

les coefficients «, ¿>, c sont égaux à l'unité, ou sont des racines miemes de 

l'unité. 

Supposons d'abord a = b = c = 1, alors le groupe T se réduit à la seule 

substitution T ; soit X , , Y , , Z, la forme canonique de la substitution T , 

toutes les substitutions de G multiplieraient X , , Y 1 , Z 1 par des constantes et 

on retomberait sur le cas traité plus haut ( 3 4 ) , ce qui est contre l'hypo-

thèse. 



Supposons l'un des coefficients, a par exemple, différent de l'unité, 
alors a = ô~a(Qm = i ) , la substitution S est circulaire entre les m racines, 
et le lemme est démontré (8). D'ailleurs b et c ne peuvent être égaux à 
l'unité, car, si b = i , par exemple, on aurait 

résultat inadmissible; par conséquent, 

et 

Remarque. — On voit qu'il n'existe pas de coefficients égaux ni dans X , 
ni dans Y , ni dans Z. 

Ces préliminaires vont nous permettre d'aborder l'étude de la substitu-
tion T . 

56. Lemme I. — La substitution T 3 ne déplace aucune des m racines. 
En effet, puisque 

T = | X Y Z a'Y b'ï c'X |, 
on a 

T 3 =-1 X YZ a'b'e'X a'b'c'Y a'b'c'Z | ; 

mais et b1 c = i (26, corollaire du lemme I) : donc T 3 ne déplace que les 
racines affectées de coefficients égaux; mais tous les coefficients de X , Y 
et Z sont inégaux, suivant la remarque ci-dessus : donc T 3 laisse chaque 
racine à sa place, et le lemme est démontré. 

Lemme II. — Les coefficients ar, b' et c' sont des racines m i ù m e s de 
l'unité. 

En effet, pour que la substitution T soit possible, il faut que les coeffi-
cients soient les mêmes à l'ordre près, dans X , Y et Z, et le lemme devient 
évident. 



THÉORÈME. — La substitution T est égale au produit t de deux 

substitutions j dont l'une S est de la forme 

S = j i (mod//*), 

c est-a-dire circulaire entre les m racines, et Vautre t est de la forme 

t-=\i l2i | (modm), 

et ne déplace pas l'indice o, en permutant entre eux les m — i autres in-

dices. D'ailleurs, on a 

En effet, on a (voir plus haut) 

puisque ce, b', c' sont des racines m i e m e s de 1 unité (lemme II), on peul 

poser 

Cela posé, désignons par/ l'indice queT met à la place de i, 

T = I i j I (mod Tra), 

et cherchons à déterminer j en fonction de i. 
11 vient, comme on sait, pour X , Y , Z, la forme 

Faisant maintenant la substitution T, il vient 

X'==. . .-t-r> y-t-. • - , 

Y ' = . . . + . 



D'autre part, 

identifiant X'avec «'Y, Y'avee/VZ, Z'avec c 'X, il vient 

d'où les relations linéaires suivantes entre / et j : 

(mod/zz), 

et, par suite, on peut mettre T sous l'une des trois formes 

(mod m). 

Or ces trois formes doivent indiquer la même substitution; donc il 
vient 

Ce n'est pas tout : puisque T laisse chaque racine à sa place et que T " 
a l'une des trois formes suivantes : 



il faut évidemment que l'on ait 

Par conséquent, il faut avoir 

en désignant par / une racine primitive de la congruence binôme 

/ 3 - - i (modw). 

Cette congruence n'admettra des racines réelles différentes de l'unité que 

lorsque m — i sera divisible par 3. U faut donc que le degré m de l'équa-

tion algébrique irréductible H soit un nombre premier de la forme 

6 * H - i . 
Supposons cette condition remplie, il viendra 

et, par suite, 

(mod m) 

(mod m). 

Donc la substitution T pourra se représenter par la notation 

c'est-ŕ-dire 

et, multipliant les deux termes de la fraction par l'entier fx , tel que 

(mod m) , 

il vient 



Exemple. — Prenons m = 7, a = 3 , « ' = 4, / = 2 ; il viendra (3 = 6, 
7 = 5, /3' — 1, y — 2 ; d'ailleurs /uf~ 5. 

Avec ces hypothèses, il vient 

Cela posé, on a 

et 

c'est-à-dire 

Eu résumé, on voit que le groupe G de l'équation algébrique irréduc-
tible H sera formé de la combinaison des deux substitutions 

S == | i i -+- 1 | 
et 

t = \i li j / 3 = 1 (mod//?). 

La substitution S permute circulairement toutes les m racines; t déplace 
toutes les racines sauf w0. 

3 7 . THÉORÈME. — Toutes les racines de V équation algébrique H peuvent 
s'exprimer rationnellement en fonction de deux quelconques d'entre elles et 
des coefficients de Véquation. 



Cette démonstration ne diffère en rien de la démonstration analogue de 

la deuxième Partie (21). 

5 8 . THÉORÈME. — L'équation algébrique H est résoluble algébriquement. 

En effet, considérons les m — i quantités 

où Z désigne une racine primitive de la congruence binôme ls= i (mod m). 

On a d'ailleurs posé 3[k - h i ) = m — i . Il va sans dire que m est un 

nombre premier de la forme 6 A - h i , sans quoi / serait imaginaire. 

Parmi les 3(k-\- i) fonctions^, vt, wt, i l y en a trois (« 0 , vQ et w0 par 

exemple) qui sont précisément X , Y , Z et qui, par conséquent, sont 

nulles, mais les 3k autres fonctions ne sont pas nulles. 

Considérons maintenant les deux substitutions S et t du groupe G de 

l'équation H . La substitution S ne change pas la valeur des fonctions ui. vn 

wi7 t permute ces fonctions circulairement. Par conséquent, toute fonction 

symétrique de ut, viy wt sera invariable par toutes les substitutions du 

groupe G, c'est-à-dire sera une fonction rationnelle des coefficients de H , 

c'est-à-dire encore une fonction rationnelle de la variable ;r: donc u^ vh w. 

sont les trois racines de l'équation du troisième degré à coefficients ration-

nels 



D'ailleurs on vient de voir que les trois racines un vt, wt de § t se per-
mutent circulairement : donc l'équation <î>{ = o est abélienne et deux 
quelconques de ses racines s'expriment rationnellement en fonction de la 
troisième. 

Je n'aurai besoin d'ailleurs, pour avoir toutes les fonctions ui, wi, que 
de former et de résoudre une seule des k équations <î)

i = o. En effet, les 
diverses fonctions ut, vt, wt sont invariables par les mêmes substitutions 
entre les m racines de H : donc (JORDAN, Traité des substitutions, p. 5o, 
et aussi 25) toutes les fonctions wt, vi% uL, s'exprimeront rationnellement 
en fonction d'une seule d'entre elles, ui par exemple, et de la variable x. 

Ayant obtenu les m— i quantités u0, . . ., wh, j'aurai un système de 
m — i équations linéaires entre les m racines de H , et si au système (i) 
j'ajoute l'équation 

les m équations linéaires obtenues de la sorte détermineront les m racines 
de H sans ambiguïté aucune, car le déterminant D des inconnues (9) ne 
saurait être nul. 

3 9 . THÉORÈME. — L'équation différentielle linéaire Y = o admet un 

système fondamental d'intégrales, dont un terme est une fonction ration-

nelle de x et les m — 4 autres des fonctions de la forme les cůt dési-
gnant une fonction rationnelle de la variable x et d'une même racine d'une 

équation algébrique du troisième degré à coefficients rationnels en x. 

Ces m — 4 intégrales sont évidemment les 3k fonctions 

qui ne sont pas nulles. On démontrera, comme dans la première 

partie (10), que les m — 3 intégrales A, et forment un système fon-
damental de l'équation différentielle linéaire Y . 

On peut donner au théorème précédent un énoncé légèrement différent, 
qui revient à l'énoncé donné, et qui est plus commode pour la vérification 
que je vais faire. On peut dire que les quantités coi sont trois à trois les ra-
cines d'une même équation algébrique du troisième degré à coefficients 
rationnels. 

A . 



Vérification. — Il est aisé de vérifier que 1 équation différentielle l i -

néaire Y , qui admet le système fondamental d'intégrales définies plus haut, 

a tous ses coefficients rationnels. 

La démonstration est toute pareille à celle de la vérification analogue 

de la deuxième Partie (24). En effet, soient 

les p = m — 3 intégrales, où 

un vp w¡ désignant les trois racines de l'équation du troisième degré 

a coelticients rationnels en x. 
L'équation différentielle Y peut s'écrire 

D'ailleurs (11) on a (/== entier quelconque) 

en désignant par <pi une fonction rationnelle. 
Je porte dans le déterminant ces valeurs des dérivées successives et 

je supprime les facteurs rly y , y\, . . . communs à tous les éléments d'une 

colonne; j'obtiens un déterminant où chaque élément dans une colonne est 

une fonction rationnelle de ut \ l'élément correspondant de la colonne sui-

vante est la même fonction rationnelle de VA de même, dans la colonne 

suivante, l'élément correspondant est encore la même fonction ration-

nelle de wt. 
Cela posé, intervertissons les deux colonnes du déterminant qui con-



tiennent u¿ et vż; le premier membre de l'équation différentielle Y — o 
change de signe; or intervertir les deux colonnes, cela revienta permuter 
uż et Vj-, puisque le premier membre de l'équation différentielle Y change 
de signe, quand on transpose deux des trois quantités -u(, v¡\ '«7, l'un 
quelconque des coefficients de l'équation différentielle sera de la forme 

{">.—v.) (v* — wi) («v— u¿)4("¿> fa mk 

4 désignant une fonction rationnelle et symétrique de u(, vt et wr Le rai-
sonnement s'achèvera comme à la fin de la deuxième Partie (24). 

La discussion complète du cas n — 3., qui constitue la troisième Partie 
du présent Travail, peut se résumer dans deux théorèmes, que je vais suc-
cessivement énoncer. 

40. THÉORÈME I. — Soit Y une équation différentielle linéaire à coef-

ficients rationnels par rapport à la variable Xy qui admet une intégrale 

rationnelle A , , et dont l'ordre est un des trois nombres .4, io et 16; si Y 
possède un système fondamental dont tous les termes sont des racines 

d'une équation algébrique irréductible H , laquelle a tous ses coefficients 

rationnels et pour degré l'undes nombres premiers 7, i3 et 19, Y ad-

mettra un système fondamental formé de Vune des deux manières sui-

vantes : 

i ° L'un des termes sera l'intégrale rationnelle A n et les p— 1 autres 

termes du système seront des intégrales de la forme ce désignant une 
fonction rationnelle de la variable x, et m le degré de H . 

2 0 Les p — 1 termes du système fondamental autres que A, seront de 

la, forme a désignant une fonction rationnelle de la variable et 
d'une même racine d'une équation algébrique, abélienne, du troisième 
degré, a coefficients rationnels. 

Si l'on se reporte au théorème de M. Jordan, cité dans l'Introduction, 
on voit que les diverses équations binômes que considère M . Jordan sont, 
dans le cas actuel, toutes du degré m de l'équation H ; l'équation auxi-
liaire X = o est une équation abélienne du troisième degré, ou une 
équation du premier degré. 



THÉORÈME I I . — Si l'ordre de Véquation différentielle est l'un des 

nombres 2, 8, I/J et le degré de Véquation algébrique l'un des nombres 5, 

11, 17, toutes les autres conventions étant les mêmes qu'au théorème 

précédent, Véquation différentielle possédera un système fondamental 

formé de la façon suivante: 

Les p — 1 intégrales autres que Vintégrale rationnelle A, seront des ra-

cines miemes de fonctions rationnelles de la variable. 

L'équation auxiliaire du théorème de M. Jordan se réduit au premier 

degré. 

Q U A T R I È M E P A R T I E . 

4 i . Si l'on voulait, par la méthode qui vient d'être exposée, chercher 

à intégrer une équation différentielle donnée, on serait conduit, comme 

dans la plupart des questions relatives à la théorie générale des équations 

algébriques, à des calculs très laborieux. 

Je me bornerai donc, en ce qui concerne l'application de la méthode, à 

des indications tout à fait sommaires. En effet, l'intérêt des présentes re-

cherches ne me semble point être tant dans l'essai d'un nouveau procédé 

d'intégration que dans la réduction, opérée dans un cas assez général, de 

fonctions algébriques implicites à des fonctions algébriques explicites très 

simples. 

Considérons donc une équation différentielle linéaire et à coefficients ra-

tionnels 

supposons que l'on se soit assuré qu'on est bien dans les conditions de 

notre problème, c'est-à-dire qu'un système fondamental de Y est exclusi-

vement foimé de racines d'une équation algébrique irréductible H , de de-



gré p -h n(n = i , 2, 3 et si n — 3, p 4 - ri < 20), -+- « étant premier. 
De plus, l'équation Y a, par hypothèse, une intégrale rationnelle P. 

Il sera, en général, assez malaisé de constater l'existence du système 
fondamental qui vient d'être défini. Voici quelques remarques qui pour-
ront, de prime abord, faire écarter un grand nombre d'équations diffé-
rentielles linéaires données. 

L'équation Y , ayant toutes ses intégrales algébriques, les aura toutes ré-
gulières, c'est-à-dire que les infinis de ces intégrales seront d'ordre fini, et 
même d'ordre commensurable et réel. Si donc an a2, az1 . . ., a? dési-
gnent les divers points critiques des coefficients de Y^ celte équation doit 
pouvoir, dans le domaine du point a¿, par exemple, se mettre sous la 
forme 

avec la condition que les quantités 

soient toutes finies. 

De plus, l'équation fondamentale déterminante relative au point 

« ¿ ( ¿ = 1 , 2, 3, . . . , p ) , 

c'est-à-dire l'équation 

ne doit avoir que des racines réelles et commensurables. Enfin, dans l'ex-
pression générale d'une intégrale quelconque dans le domaine du point at 

les coefficients des puissances de log (a? — a¿) doivent être tous nuls. 

Si toutes ces conditions sont remplies pour tous les points critiques aK, 
a 2 , a,, . . . , a p et pour le point x~K = o, on pourra procéder à la recherche 
de l'intégrale rationnelle P. 



La fonction P ne pouvant avoir d'autres infinis que les points 

critiques a{, a2, ..., a et le point x = oo , on posera 

P === (x- — at)
ai(x — a2)

a-'. . f(# — a9)
atg(x), 

les a désignant des entiers négatifs à déterminer et g(x) un polynôme en x. 

fia limite inférieure des exposants af, . . . , a sera évidemment donnée 

parla plus petite racine négative de l'équation fondamentale déterminante 

relative à chaque point critique. On choisira dans les limites convenables 

un système de valeurs a,, . . . , a p et l'on en déduira immédiatement le degré 

maximum de g(x). En effet, si dans Y = o je fais x~l = t, formant l'équation 

différentielle linéaire T en t et résolvant l'équation fondamentale détermi-

nante relative au point t •==• o, on aura pour limite supérieure du degré 

de g(x) le nombre k — (a, -f- oc2 -f- . . . -h « p ) , si l'on désigne par — k la 

plus petite racine réelle et négative de l'équation fondamentale détermi-

nante. 
Posons donc u - h a, --h . . . + ap = Â", il viendra 

les c étant des constantes. 

Je forme les dérivées successives que je porte dans \ , 

je supprime le facteur 

commun à tous les termes, et j'obtiens un polynôme en x, qui doit être 

identiquement nul. Les coefficients de ce polynôme sont des fonctions l i -

néaires des quantités c\ on égale ces fonctions à zéro et l'on cherche par 

tâtonnements à déterminer les exposants OLK , . . . , ap et les coefficients c0, ..., 

c , de manière à satisfaire à ce système d'équations. Les essais pourront 

être multipliés, mais ils seront toujours en nombre fini, et, après avoir 

essayé tous les entiers négatifs compris entre les limites données pour les a, 

on pourra décider si l'intégrale rationnelle P existe et former du même 

coup cette intégrale. 



Supposons donc cette intégrale P formée, 1̌ nous reste, pour achever la 

solution du problème, à rechercher s'il existe des intégrales delà forme \/u 

et à former ces intégrales si elles existent. D'après ce que nous avons vu, 

u ne peut être qu'une quantité rationnelle, qu'une racine d'une équation 

du second degré à coefficients rationnels, qu'une racine d'une équation du 

troisième degré à coefficients rationnels. 

i° u est une quantité rationnelle en x. Dans ce cas, une intégrale quel-

conque y de Y est de la forme suivante (en désignant encore para,, 

S l e s P P o i n t s ^tiques de Y ) : 

où le degrés est déterminé comme plus haut pour l'intégrale rationnelle P. 
Les c sont des constantes et les exposants a sont des nombres de la 

forme — (k entier quelconque). La recherche des quantités a et c se fait par 

un procède identique a celui qui vient ci être expose. 

2 ° u satisfait à une équation du second degré. Dans ce cas, on pose, 

comme au n° 25, 

// et v étant les deux racines de 

On se donnera comme quantités à déterminer les fonctions ration-

nelles L et les fonctions rationnelles M. On exprimera rationnelle-

ment (25) tous les éléments du déterminant à l'aide des p — 3 fonctions L 
et M et de leurs dérivées successives ; on développera le déterminant et l'on 



cherchera par tâtonnements à déterminer les p — 3 fonctions L et M de 
façon à identifier le déterminant développé avec l'équation différentielle 
linéaire proposée Y . 

2° Si u satisfait à une équation abélienne du troisième degré, on pro-
cédera comme pour la vérification faite au n° 40 et l'on opérera sur les 
équations 

comme on vient d'opérer sur les équations W . 
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S E C O N D E T H È S E . 

P R O P O S I T I O N S D O N N É E S P A R L A F A C U L T É . 

Des figures ellipsoïdales d'équilibre d'un fluide animé d'un mouvement de 

rotation uniforme et soumis seulement à l'attraction mutuelle de ses 

parties. 
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