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PREMIERE THESE.

INTEGRATION
DES EQUATIONS SIMULTANEES

AUX DERIVEES PARTIELLES

DU PREMIER ORDRE D’UNE SEULE FONCTION

Le probleme de I'intégration d’une équation aux dérivées partielles
du premier ordre a é1é résolu généralement par Cauchy (*) et Jacobi.
Ce dernier, considérant d’abord la question proposée comme un cas
particulier du probleme de Pfaff (**), lui a appliqué la méthode de
résolution relative & ce dernier probleme, en démontrant toutefois
qu’il suffit alors d’intégrer le premier des n systemes d’équations qui
se présentent dans le cas général (**). Plus tard, Jacobi a donné,
d’abord pour le cas de quatre variables (****), puis ensuite pour le cas

*) Cavcny, Excreices d’ Analyse et de Phlysique mathématique, t. 1.

**) PrA¥F, Mémoires de Berlin, 1814, — Jacomt, Journal de Crelle, t. 11
} Jacosy, Journal de Crelle, t. XVIL.

*) Porlesungen fiir Dynramik.

*)
233
*kk

(
(
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6 INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES

général (*), une méthode qui se préte facilement i Iintégration d’un
systeme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre d’une
méme fonction, probleme qui se présente dans différentes théories
mathématiques, en particulier dans la recherche des intégrales inter-
médiaires des équations aux dérivées partielles du second ordre (**)
et dans la recherche du facteur intégrant des expressions différentielles
du premier ordre. Il y a plus, la méthode méme de Jacobi, pour I'inté-
gration d’une seule équation, exige la considération de systemes suc-
cessifs d'équations linéaires aux dérivées partielles, et dont il faut
trouver une solution commune. Cette solution s’obtient, eu égard a la
forme des équations, en appliquant un théoreme de Jacobi qui est
Panalogue de celui établi par Bour dans son Memoire sur I'intégration
des équations de la Dynamuque ("), ou il I'emploie pour la sim-
plification du probleme, au moyen des solutions particuliéres anté-
rieurement déterminées. On peut d’ailleurs étendre a des équations
homogenes quelconques, satisfaisant toutefois aux conditions d’inté-
grabilité, la méthode de Jacobi relative aux systemes auxiliaires, en
dirigeant les calculs de fagon & obtenir la solution compléte du systeme
considéré : c’est ce qu’a fait Boole (****) qui, abordant directement la
question, est arrivé a des résultats conformes 4 ceux qui résultent de
la méthode de Jacobi. Quant au probleme de I'intégration des équa-
tions simultanées quelconques, il a été considéré pour la premiere fois
par Bour dans son Mémoire sur I’intégration des équations différenticlles.

{*) Nova methodus pro integratione. .... (Journal de Crelle, t.LX).

(**) AmpERe, Mémoire sur Pintégration ( Journal de I’ Ecole Polytechnique, t. XI et' XII).
(***) Bour, Mémoires des Savants étrangers, 1856,

( G. BoorE, Philosophical Transactions, 1863.

****)
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AUX DERIVEES PARTIELLES. 7

§ 1. — Enoncé du probléme.

Le probleme que nous nous proposons de résoudre est le suivant :

Etant données les relations

fi=o, fi=o,..., fu=o
entre une fonction V, les variables q,, q,, ..., g, dont elle dépend et les
dérivées de V par rapport & ces mémes variables, trouver I’ expression de V
en fonction de q,, qa,. .., q, qui salisfait aux équations proposées.

Nous supposerons toujours, dans la suite, que les équations pro-
posées ne renferment pas la fonction cherchée; dans le cas contraire,
on la ferait disparaitre par un changement de variable, en posant
dU __ dv

, dU
dqi - dq, dt

pu— L 7
U=1V, dou di =V,

?

U étant la nouvelle fonction cherchée et z une nouvelle variable indé-
pendante.

Si nous considérons maintenant que les valeurs des dérivées par-
tielles p,, p,,..., p, de la fonction V, prises respectivement par rapport
2 ¢ys g2---5> §n» tout en satisfaisant aux équations proposées, devront
aussi étre telles que Vexpression p,dg, + p,dg,+ ...+ p,dg, soit la
différentielle totale 4V, nous en conclurons que le probleme proposé
peut encore s’énoncer comme il suit :

Etant données m relations

JSi=o, fi=o,..., fa=o

entre les variables q,, q.,..., 4, et les dérivées partielles correspondantes p,
P2s--+» Pn de la fonction V, trouver entre les mémes quantités n — m autres
relations qut, jointes aux premieres, permettent de déterminer pour p,,
Pas- -5 Pn des valeurs en fonction de q,, q,,..., q, qui rendent l’ex-
pressionp,dg, + ...+ p, dq, une différentielle exacte. La fonction V sera
donnée par U'tntégration de cette expression.

La méthode que nous allons exposer pour le cas de m équations
comprend le cas particulier de I'intégration d’une seule équation.
2
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8 INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES

§ WI. — Des relations qui expriment que p,dg,+. ..+ p,dg,
est une différentielle exacte.

L’expression p,dg, + ...+ p,dq, sera une différentielle exacte si,
pour deux quelconques p; et p; des quantitésp,, p,,...,p, on a la relation

dpi\ __ (dp:
® ()= (@)
les parentheses indiquant des dérivées totales.

Supposons que p; et p; soient exprimés en fonction de ¢,, ¢.,..., ¢,
et d’'un certain nombre des quantités p,, p,,..., p,; soient p, py,...
celles de ces dernieres quantités qui entrent dans p; ou p,: la condi-
tion (1) devient alors, en développant,

£&+fﬂ(d_rg> dm(tLP») _f@+iﬂ_f<dm> dp.-<dp.u>+
dg: * dp:\dyg; dp, \ dq; T dgr T dpy \dgi dp, \dg;

ey

ou bien, au moyen des conditions analogues & la préeédente (1),

dp: , dpy d_ff_f>+ip_*<dpi>+ __d_m+@(tiﬂ> i&<ﬁlﬁ)+,_

) . 7,3;<qu dp,\dg,) " dge " dp:\dg) " dp,\dg,

Nous allons maintenant prouver que, dans cetfe égalité, ainsi que
dans toutes ses analogues, on peut remplacer les dérivées totales qui
¥y entrent par les dérivées partielles correspondantes.

On a, en effet, d’une maniere générale,

, dpn\ __ dpn dpn ( dp,
(3) (dqa'> T dge " Zuddp. (dqa'>’

ol doit prendre successivement les valeurs des indices des quantités p
qui entrent dans I'expression de p,,; sim =i ou %, « prend successive-
ment les valeurs 3, p1, ... Au moyen de la formule (3), ot m prend des
valeurs convenables, I'égalité (2) devient Ia suivante :

api dpi dpi | dp ' dpi (a’pa
\ C[q, +2a’ (l_p—u’ dqu’ }“Ea’dpu’ £ a.p—; \dqf)
<

( :@J"E dpi dp, SN gL
\ qu ! dpu' dqv.’ ! dpa’ udPa dqa.’ ’

-~
D)
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AUX DERIVEES PARTIELLES. 9

ol &', comme «, doit prendre toutes les valeurs 2, p,.... Si alors on
réunit dans un méme membre les deux sommes doubles en permutant
les indices « et o’ de 'une d’elles, on aura I'expression suivante :

2 X el a) - (&
o 3 dpa dpu' dqn’ d%
qui est identiquement nulle; donc I'égalité (4) se réduit a la suivante :

(5) dpr _ dp +2 (dm dp: _ dp; dm) _

dq,' dql: '3 _d—p; ;[q—a - —dFm dqa

Pour établir ceite formule, on n’a pas explicitement supposé que
I'expression de p, renfermit p;, ni que celle de p; piit contenir ps; mais
il est clair que les raisonnements précédents subsistent complétement
dans cette hypothese, et, par suite, que la formule (5) est encore ap-
plicable. Dans le développement de cette formule, il ne faut pas oublier
que les valeurs successives que prend « sont celles des indices des dif-
férentes variables p entrant explicitement dans p; ou py, et que les va-
leurs de « répondant 2 p; ne sont pas nécessairement les mémes que
celles qui sont relatives a p,; d’oui il résulte que « ne doit pas prendre

dp: dp; . .
la valeur £ dans la somme dZ, ?1%’ et qu’il ne doit pas prendre la
dp: dps

valeur ¢ dans 'autre somme

dp. dq. La formule (5) développée sera
done

dpe , dp dpi | dpi dp; dp; dp:dp: dp; dp;
() g™ dpidg: " dpag T AT dpedgs T g

et si p; contient p; sans que p; contienne py, on aura alors plus simple-
ment

dpy  dpidp;  dp: dp; dp; dp; dp;
{7) dz,+df7,dlr;,_*—d_;;xiz_f"_“'-d—,q)k_#(?%—”':o'

En somme, il résulte de ce qui précede que les relations (5) devront
étre satisfaites par les valeurs de p; et de p;, quelle que soit la forme
sous laquelle elles se présentent : que ces valeurs soient déduites des
équations proposées, et alors les relations (5) donnent naissance a des
conditions qui doivent étre satisfaites par les équations proposées; ou
bien qu’elles svient fournies par l'intégration, et alors les équations

2.
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10 INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES

considérées pourront précisément servir 4 la détermination de p;, si,
par exemple, p; est supposé connu. En un mot, les formules dont la
relation (5) est le type sont la base de toute la théorie de I'intégration
des équations aux dérivées partielles simultanées du premier ordre.

La formule (5) peut revétir d’autres formes dont la considération est
nécessaire pour ce qui suit.

Pour les obtenir, supposons d’abord que p; soit fourni par une équa-
tion de la forme suivante :

T Po oo Pase o5 Qus Qas -5 Qu) = @

a; étant une constante déterminée ou arbitraire, et p, pouvant entrer
dans la fonction f;; p, sera, d’aprés cela, une fonction de Pos Pus-+-» €D
méme temps que des variables ¢,, ¢,,..., ¢,. En dérivant les deux
membres de I'égalité précédente successivement par rapport & g, et
a P, on déduira des équations obtenues les valeurs suivantes :

af: df:
dp. __ d4n  dpi _ _ dpa
dqllt - .EJ!Z:- ’ dpm - -d:f:

d]Ji dPi

et, si nous substituons ces valeurs dans la formule (5), en donnant &
m des valeurs convenables, on en obtiendra la formule

df; dps dfi _ dps dfi\ _
(8) dgi +Zu<7q’a¢7ﬁ“@;ﬁ>“°’

qui est équivalente & la précédente (5), et qui, par conséquent, peut
la remplacer pour l'intégration. Les remarques énoncées précédem-
ment au sujet des valeurs successives de « sont d’ailleurs applicables
dans le cas actuel, aussi bien que dans le cas précédent.

Si nous supposons maintenant que p, soit donné i son tour par une
équation telle que f, = a;, on pourra, par un caleul analogue au pré-
cédent, transformer la formule (8) et lui donner la forme suivante :

‘ a: dfc | dfi dfi | df. dfi  df; dfi
dqidpe ~ dg.dp;  dq dp, " dg, dp,

(_éé%_%d-_ﬁ_ﬁﬁ_iﬁdﬁ
dgedpi dqidp; — dqudp, " dg, dp,
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AUX DERIVEES PARTIELLES. 11

Si nous posons

— df; dfi _ dfi df;
) 500=3, . .~ . )
I'équation (g) s’écrira simplement
(11) (fifi) =o.

Telle est la troisieme forme des relations déduites de la condition que
I'expression p,dq, + ...~ p,dg, soit une différentielle exacte.

La formule (11) pouvait étre établie directement en démontrant que,
st Uexpression p, dg,+ p,dgq, + ...+ p,dq, est une différentielle exacte,
deux quelconques, f;, fi, des fonctions qui sont les premiers membres des
équations, d’otx les valeurs des p,, p,,..., p, sont déduites, satisfont a la
condition (f; f;) = o.

Soient les deux équations f; = a;, f, = ay; si on les dérive par rap-
port a g,, qu'on retranche les résultats apres les avoir multipliés res-

dfs J‘

pectivement par 7

@

obtenus en donnant aa les valeurs 1, 2, 3,..., n, on aura 'égalité sui-
vante :

E (d_ﬁéﬁ_ﬁlﬁ_fﬁ>~2 Z [ﬂﬁ 4&(@3) _tzjiﬁ(dpa)]
«\Aqe dpe  dqe dp.] ~ bede bewis | Ipo dps\dqe)  dpe dp;\dy.
ol f3, comme o, doit prendre successivement toutes les valeurs 1,

2,..., n. Mais si, dans la deuxieme partie du second membre, nous
permutons les indices « et 3, ce second membre pourra s’écrire

3.3 i (@) - (@)

ct cette quantité sera identiquement nulle si I'expression

pg dqx -+ -+Pudqn

est une différentielle exacte. Dans ce cas, les fonctions f;, /i doivent
donc, ainsi que nous I’avons annoncé, satisfaire a la condition

2. Gt~ 0. a1.) =
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12 INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES

Dans les raisonnements précédents, on a supposé que la fonction
cherchée V-n’entrait pas dans les fonctions f;, f;; si le contraire avait
lieu, on serait conduit, par un calcul analogue, & des conditions dont
la formule est la suivante :

(11 bis) EK‘% +Pu%>§£* @3 +P"%)ZE] —=°

Partant de la, on pourrait, en raisonnant comme nous le ferons avec
les relations (8) et (11), composer une méthode complete d'intégration
ou I'on ne supposerait pas que la fonction cherchée fit absente des
équations proposées. Nous nous bornerons & cette simple indication
et reviendrons immédiatement 2 la question, telle que nous I'avons
posée. 7

De tout ce qui précede, il résulte que, si le systéme des n équations
distinctes,

{2) fi=a,..., fi=may..., ficap..., fi=a,

ou a,,..., a, sont des constantes déterminées ou arbitraires, est el que
les valeurs de p,, p,,. .., p, quwon en déduit rendent 1 ‘expression

(B) pdgi+.. .+ p.dq.

une différentielle exacte, les relations (5), (8), (11) seront satisfaites pour
toutes les valeurs des indices i et k.

La réciproque de cette proposition est vraie, c’est-a-dire que, st les
relations (5), ou (8), ou (11) sont satisfaites en vertu des équations (e),
Uexpression () sera une différenticlle exacte quand on y remplacera
P> -+ s Pr par les valeurs déduites des équations (o).

Démontrons cette réciproque pour les relations (11) en particulier,
et supposons, en conséquence, que, pour deux quelconques, f;, f, des
fonctions f,, fi,..., f,, on ait

(ﬁﬂ)zgxg‘ﬁ 4 _ dfs ﬁ) =03

il faut prouver que l'on a auss:
(%) = (22).
dq:) — \dgx
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AUX DERIVEES PARTIELLES. 13

En effet, d’apres ce qui précede, nous avons

=% 3 (25) — ()]
(ﬁjl ) —Za EP dpa dp? dqa de
ce qui peut encore s’écrire, en explicitant tous les termes répondant 4
une combinaison «, 3, des nombres 1, 2,..., n,

v =33, (G~ i) [ (72) — ()]

n(n —1i)

Dans le second membre de cette égalité, nous avons ——— termes;

d’ailleurs, en attribuant & ¢ et % toutes les valeurs qui donnent des

n(n—tw) , ations . ‘met
———— équations qui permet-

résultats distinets, nous aurons aussi

tront de déterminer les valeurs des quantités telles que la suivante :

(13) ()= ()
dq. g

en fonction des expressions « analogues a (f; fi). Je dis que ces équa-
tions donneront pour les quantités cherchées (13) des valeurs déterminees
qui seront des fonctions linéaires et homogenes des expressions telles que
(fifs)-

I suffit de montrer, pour cela, que le déterminant des équations (1 2)
n’est pas nul; et je dis, d’ailleurs, qu’il n’est pas autre que le suivant :

df df,
A:Z(id—;...d;});
que V'on sait étre différent de zéro, si les fonctions f,, fs,..., f, sont
distinctes, comme on le suppose (*).

Cherchons, en effet, la valeur de la quantité (13) fournie par les
équations (12); et, dans ce but, ordonnons le déterminant A suivant
les produits des termes des lignes horizontales dont les rangs sont
indigués par les indices £ et ¢ : on aura

A=Y (Ul didny g,
fme 2 3 dpu dp;s dPa dp?, a8

(*) Jacosr, De determinantibus functionalibus.
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14 INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES

en désignant par 0% le déterminant mineur résultant du .prolpos'é par
la suppression des colonnes verticales dont les rangs sont 1nd1que§ par
les indices inférieurs « et 8, et par la suppression des lignes horizon-
tales de rangs £ et i. Multipliant maintenant les deux mer’nb_res' de
I'équation (12) par 0%, et ajoutant membre 3 membre les équations
obtenues en donnant & 7 et % les valeurs répondant aux diverses com-
binaisons des nombres de la suite 1, 2,..., n pris deux 2 deux, si 'on
remarque que ’on a identiquement

2 E <‘_’J§_iﬁ _4f _d_f’i)a’ni:o,
b heii \dpw dpy — dpos dpy) "

on aura pour résultat

A[(ZZD - (ZZ:)J = 3 2005 (i)

ce qui démontre ce que nous avions avancé. Par conséquent, si les
fonctions f,, f,...., f, sont telles que, pour deux quelconques d’entre
elles, fi, fi, on ait la condition satisfaite (f; f;) = o, comme A est néces-
sairement différent de zéro par hypothese, nous en conclurons que

(are) = () =~

dq. dgs

et, par conséquent, que I’expression Pi4q,+ ...+ p,dq, est une dif-
férentielle exacte, ce qui démontre la proposition énoncée.

Remarque 1. — Dans ce qui précede, on pourrait remplacer les
équations
(14) ,fl:aI, j;:ah---y ,ﬁt:an

par n autres équations équivalentes aux précédentes, et qu’on en
déduirait en les combinant entre elles d’une manier

e quelconque.
Soient

(15} Fi=o0, F,—o,..., F,—o,

ces nouvelles équations dont les premiers membres contiennent une
ou plusieurs constantes a,, @ ..., a,. 1l est évident que, si les con-
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AUX DERIVEES PARTIELLES. 15

stantes sont réellement considérées comme telles, deux quelconques,
¥, Fy, des fonctions F,, Fs,. .., F, satisferont encore & la condition

(16) (FiF) =

il y a plus, en prenant une fonction dans chacun des systemes (14)
el (15), je dis qu’on aura aussi

{(17) (Fifi) =o0;

car, de deux choses 'une : ou bien les équations F;=o et f, — a,=o0
sont distinctes, ou bien elles rentrent 'une dans 'autre. Dans le pre-
mier cas, la relation (17) est évidente; dans le second, elle ne I'est pas
moins, puisque, F; étant alors une fonction de f; — a4, on a

(Fiﬁ ). f \ﬁﬁ

et que le second membre de cette égalité est identiquement nul.
Je dis maintenant que les relations (16) et (17) ont encore lien quand

on considere les constantes comme des fonctions définies par les équa-
tions (14).

Si, en effet, nous enfermons entre crochets les expressions dans

lesquelles cette hypothese est introduite, on aura, d’apres un theoreme
connu,

dF . dF; dF; dF;
[(F:Fa) = (FiFu) o+ 2 [(Fifa)) o + SRR g+ 3 % () 7 g

Mais, d’apres le méme théoreme, on a aussi
dF;
UFfO] = (Fifa) + Z:(fufe) 775
T

donc, enfin, on a bien, en vertu des conditions {(11), (16), (17),
[(F:Fi)]=o.

On verrait de méme que 'on a aussi
L(F.fi)] =

Remarque 1I. — Considérons deux fonctions quelconques ¢ et ¢ ren-
fermant » variables indépendantes ¢,,..., ¢, et les dérivées d’une fonc-
3
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16 INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES

tion par rapport 3 ces mémes variables, et proposons-nous de chercher
ce que devient I'expression (p¢) quand on change les variab'les don-
nées en un nombre égal d’autres x,, x,, ..., x, liées aux premiéres par
des relations déterminées, quelconques d’ailleurs. .

Soit u la fonction, p,, p,,. .., p, ses dérivées prises respectivement
par rapport & ¢y, ¢s, ..., ¢, €t enfin'y,, va,.. ., v, ses dérivées prises
par rapport aux nouvelles variables x,, @, ..., «,; on aura, dans I'une
ou I'autre hypothese,

du = pdq,+ p:dq.+. . .+ p,dq.,

et
du = v, dx,+ v,dx,+ ...+ v, dx,.

Les seconds membres doivent devenir identiques quand on exprime
les p et ¢ en fonction des x,, a,, ..., ,, ou les ¢ et  en fonction des
q1s 42s -+ 4. Nous aurons ainsi

dq;, _, d‘x;
18 =3 ps o~ el pr==Siop -t
{18) =2 pn g JZEN “dgn
de méme, en dérivant la fonction ¢ dans 'une ou I'autre hypothese,
on aura

de  do dx, R do dz, dg dv, o dy dv,
dg; ~ dw dg; T dw, dqi T dvidg: T de, dgt
do __ dy do, | dy dv,
dp;  dv, dp; " dv, dp:

La fonction ¢ donnerait des résultats analogues. On aura alors

_ do dy dy dy
(o) ‘Zi <d<1i dp: dg. ‘TP:>
SY N Y doe(do by dy do
T i it L dq; d]),- dxy dvy dx dw«)
WYY o dor(do dy_dy de
; IcZI;’ dq; dp; \dv; doy  dvydop )’
cette derniere partie pouvant d’ailleurs s’écrire de la facon suivante :

Yy ¥ g dy (do dey  doy dvp
i A’ d(ik (IV]_/ (dq, dp-, d(], dp,)
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Comme dans chacuné des sommes triples précédentes, on peut com-
mencer par les sommations relatives & 'indice Z, nous nous proposerons
d’abord de calculer les deux sommes suivantes :

dxy doy doy doy  doy doi
Jdg. dp. > <dqz dp. ~ dg; Hﬁ»)'
Pour la premiere, de I'identité
2 pidqi=2indxy,
on déduira la suivante :

dv
dq. :E,‘ "?‘];f dx/‘ »

«’ot1 Yon aura les équations

k=n

(19) dzy dor _

9 L dgs dpi
k=n

dxk d(//.-_

(20) EEI: dp;—
k=1«

dont la premiere en donne n — 1, quand on attribue successivement a
h les valeurs 1, 2,..., n, ¢ étant excepté. Nous obtenons donc ainsi un
systeme de n équations, et nous aurons n systemes semblables en don-
nant i i successivement les valeurs 1, 2,..., ». Si 'on multiplie main-

i s , . ., dxi
tenant 'une quelconque des équations du systeme précédent par ik

et qu’on fasse la somme des résultats obtenus en donnant a ¢ les valeurs
successives 1, 2, ..., n; si Pon opere de méme pour toutes les équations
du systeme précédent, et que I’on pose, en général,

dx& d(/y ’dil. (_Iﬂ;

i(—l—q-; ;l;: = K&’) et ; dq, dp; =1+ K’U

on aura n équatiens qui seront données par la formule suivante :
= "
LT ; Ki=o,
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18 INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES

en attribuant i 7 successivement les valeurs 1, 2,..., n. Comme le dé-
terminant de ce systeme de n équations ne peut étre nul, les fone-
tions x,, a,,..., %, étant supposées distinctes, on en déduira

K|:0, KZZO,---, Kn:O)

ou, en d’autres termes,

% %:0, pour kZ K,
et
4%%:;, pour k=1

La premiere partie de I'expression (¢¢) transformée se réduira done

3 la suivante :
de dy  dy do
E dzi doe dx: (7(;&)

Occupons-nous maintenant de la seconde partie.

dvy doy
i dg: dp;’
la quantité a calculer se représentera par I’expression (k%) — (£'k). Le
calcul de cette expression est basé sur la résolution du systeme de
n équations que 'on obtient en donnant a %, dans la formule suivante,

(21) Ziﬁlu—l\h,

Si nous représentons par le symbole (k, £') la quantité

successivement les valeurs 1, 2,..., n. La valeur de 'une des incon-
nues u; sera de la forme

h=n

ur :2 CuM,,

h=x

les quantités telles que Cy, pouvant d’ailleurs se déterminer immeédia-
tement par cette simple remarque, que le systeme (21) deviendrait
identique au systeme fourni par les formules (1g) et (20) si toutes les
quantités M, s’annulaient, & 'exception de M; qui devrait alors devenir
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, T T d . ,
égal a I'unité; d’ol il résulte que Gy, = ?i?j):’ et, par suite, que ’on a

(22) =

Ceci posé, si nous considérons les valeurs de p, et de p; données par
la formule (18), en les différentiant respectivement par rapport a ¢, et
¢, puis égalant leurs valeurs, on aura I’équation

k—=n

“~ dq. dg; _k_ dq: dq;.’

qui en donne n quand on attribue 3 % successivement les valeurs 1,
2,..., n. Si nous posons, en général,

dx; dv;
KT
! x dg; dgy’
on obtiendra un systeme analogue au systeme (21), et qui se résoudra,

par conséquent, par P'application de la formule (22). On obtiendra
ainsi, pour une valeur quelconque de £,

dvi dxy .
d—qi_E;‘/—(E (If,/f ),

et, comme en donnant 4 ¢ successivement les valeurs 1, 2,..., n, on
obtient encore un systeme analogue au systeme (21), on en déduira,
par une nouvelle application de la formule (22), (k%)= (¥%); done
la seconde partie de I'expression (¢¢ ) est identiquement nulle, et, par
suite, nous pouvons conclure que, par le changement des variables ¢,
G2 -+ ¢, dans les suivantes L)y Loy Ly Pexpression

N (do db g dg
=Y, (% &~ e is)

se change dans la suivante :

L\ (do d  dy do
(r=Y, (12 G — e 72)

qui a exactement 1a méme forme que la premiere.
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20 INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES

§ HI. — Des conditions que doivent satisfaire les équations
proposées pour admettre une solution commiune.

Soit proposé d’intégrer le systeme suivant de 7 équations :

(23) fi=o, fi=o,..., _ﬁ,,:o,

Jisfoso oy fin désignant des fonctions quelconques de py, pu.-.., pus
415 G2s---»¢a; le probleme ne sera possible qu’autant que les fonctions
considérées satisferont a des conditions dont la détermination résulte
de ce qui précede. On a, en effet, démontré que, si 'on détermine au
moyen d’un systeme de n équations de la forme

ﬁ-——— Qi
des valeurs des p,, p., ..., p, qui rendent 'expression

pdg+. ..+ p.dg,

une différentielle exacte, les fonctions f,, f,..., f, satisfont deux
deux & des conditious de la forme

(24) (fifi)=o0;

et, comme la réciproque de cette proposition a également été établie,
nous sommes en droit de conclure, relativement aux équations (23),
qu’dl est nécessaire et suffisant, pour que le systeme considéré admette une
solution commune, que-deux quelconques des fonctions f,, Joreoos [
satisfassent a la condition { 24).

m(m = 1) conditions qui doivent étre

La formule (24) donne done
satisfaites soit identiquement, soit en vertu des équations données (23),
zoit enfin en établissant de nouvelles relations entre les quantités p,,...,
Prs Gus + -5 4o Ainsi done, dans ce dernier cas, qui est celui o deux
quelconques des fonctions données ne satisfont pas 4 la condition (24),
il n’en faut pas conclure que le probleme soit sans solution; mais,

“posant I'expression (f;fi) égale & une nouvelle fonctlonf,,, on devra
adjoindre I’équation f, = o aux équations proposées (23), dont le

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



AUX DERIVEES PARTIELLES. 21

nombre sera ainsi augmenté d’une unité. Mais alors la fonction f, devra
aussi, pour que le probleme proposé soit possible, satisfaire aux con-
ditions (24), en lui adjoignant successivement les m fonctions f,, f,,...,
JSm- Si, de nouveau, pour I'une de ces dernieres en combinaison avec f;,
on n’a pas (f.fi) =o0, on opérera comme précédemment, en posant
(fif%) = fv, et joignant ’équation fy = o aux précédentes. On opérera
ainsi successivement jusqu’a ce que l'on soit parvenu a un systeme
d’équations distineles f, =o,..., fu,=o0,..., f,y=o0, telles que, pour
deux quelconques d’entre elles, la condition (f; fi) = o soit satisfaite.
“Alors, si m'Zn, le probleme proposé est possible, c’est-d-dire que les
équations considérées admettent une solution commune; mais, si
m’' > n, le probleme est impossible, car, en éliminant p,, p.,..., p,
entre les m’ équations précédentes, on aurait pour résultat m’' — n re-
lations entre les variables ¢,,..., g,, ce qui ne peut arriver, puisque
ces variables sont supposées indépendantes. On voit done que I'on
pourra arréter les calculs précédents quand on aura » équations, et si
alors elles ne satisfont pas toutes aux conditions énoncées, le probleme
est réellement impossible.

Si maintenant on recherche la véritable signification de la marche
que nous venons d’indiquer, on voit qu’elle consiste & établir a chaque
condition non satisfaite une nouvelle relation finie, c’est-a-dire libre
de toute constante ou fonction arbitraire, entre les quantités ¢,,...,¢,,
Pis- s Pns €€ qui restreint la généralité du probleme; et on restreint
ainsi de proche en proche la généralité du probleme proposé jusqu’a
le rendre possible, si cela se peut. On peut donc dire que, si les con-
ditions (24) ne sont pas immédiatement satisfaites, soit identiquement,
sott en vertu des équations proposées, le probléme est impossible a résoudre
dans la généralité avec laquelle il est posé; qu'il peut parfois admetire des
solutions plus particuliéres, a la condition toutefois d’établir de nouyelles
relations entre les variables, ce qui en diminue la generalite.

Nous verrons d’ailleurs dans la suite que I'introduction d’une nou-
velle équation diminue d’une unité le nombre des constantes arbitraires
entrant dans la solution compleéte.

Quoi qu’il en soit, on veit donc que I’on ramene le probleme, quand
il est susceptible de solution, & un autre plus particulier dont les
équations satisfont toutes aux conditions d’intégrabilité, et qui pourra
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étre résolu dans toute sa généralité : nous n’aurons donc, dans la
suite, que ce dernier cas & considérer.

§ IV. — Des systémes auxiliaires; leur composition
et leurs propriéiés.

Apres avoir déterminé les conditions que doivent remplir les équa-
tions proposées pour qu’'elles puissent admettre une  solution com-
mmune, nous avons a chercher les nouvelles relations qui, jointes aux
précédentes, permettent de déterminer pour p,, p.,.. ., p, des valears
en fonction de ¢,, ¢,..., ¢, telles, que 'expression p, dg,+...+p,dq,
soit une différentielle exacte. Le probleme qu’on aura i résoudre pour
la détermination de chacune des nouvelles relations en particulier
pourra s'énoncer en général de ta facon suivante :

Etant données entre les quantités p,, ..., p,, Gis-- s qn les relations
suivantes :

(25‘) f}:a., _ﬂ;:ag,..., f;:a_”

qui salisfont aux conditions (24), trouver entre les mémes quantités une
nouvelle relation

f;+l == sy
qui salisfasse aussi & ces mémes conditions.

Nous représentons par a,, a,, ..., a,, a,,, des constantes arbitraires,
4 I'exception des m premieres, qui sont nulles; et, 2 propos de ces con-
stantes, il importe de remarquer que ces nouvelles relations qui vien-
nent s’adjoindre aux proposées conservent i la question toute sa géné-
ralité, eu égard a la constante arbitraire que chacune d’elles introduit
dans le systeme des équations auxquelles elle vient se joindre.

Ceci posé, nous nous proposons de résoudre le probleme que nous
venons d’énoncer. La fonction cherchée Jsv1 devra satisfaire 3 un Sys-
teme d’équations déduites des formules (8) ou (r1), en donnant a #
successivement les valeurs 1, 2,...,s, et donnant 2 ¢ la valeur (s+1).
On pourrait méme se servir de la formule (5), et alors on se propose-
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rait la détermination directe de p,., et non de f,,. ce qui, d’ailleurs,
vemplirait aussi bien le but que Pon se propose d'atteindre. Nous
ferons actuellement usage de la formule (8), et pour cela nous suppo-
serons que des équations (25) on déduise pour p,, p,,..., p; des valeurs
en fonction depw,,...‘, Prs Gis G2s-ves Gns € des constanles a,, @q,..., 4;;
quant aux équations auxquelles la fonction f,,, devra satisfaire, elles
seront comprises dans la formule suivante :

a=n

(26) ifﬂ.;.E(de df..  dm 1@)20’

dgs dg. dp.  dp. dq.

amsrs
ot £ prendra successivement les valeurs 1, 2,..., s. Les équations
ainsi obtenues auront une forme spéciale qui permettra d’en déter-
miner une solution commune. Chaque fonction cherchée devra done
satisfaire 3 un systeme d’équations simultanées, lequel systeme est dit
auxiliaire, par opposition au systeme des équations proposées qui esl
dit principal. Si le systeme principal se compose de m équations satis-
faisant aux conditions d’intégrabilité, r étant le nombre des variables,
les systemes auxiliaires seront au nombre de n — m, et se composeront
successivement de m —+ 1, m + 2, ..., n équations; ils se déduiront du
précédent (26 ), en donnant successivement a s les valeursm, m + 1,...,
n — 1. Tous ces systemes s’intégreront de la méme facon, 4 cause de
leur forme semblable, que nous appellerons caronique; et la recherche
d’une solution particuliere commune aux équations de 'un de ces sys-
temes s’effectuera au moyen des théoremes qui suivent.

TreoriME 1. — S £, = ¢ est une solution de 'une quelconque des
équations du systéme (26), en remplagant f;., par sa valeur ¢ dans une
autre quelconque des équations du méme systéme, si le résultat de la sub-
stitution n'est pas identiqguement nul ou constant, il sera une nouselle
solutior. de la premiére équalion consideree.

Ce théoréme est compris dans un autre plus général, et dont I’é-
noncé suit :

Turorime 1. — Si ¢ et ¢ sont deux fonetions dep,, Paseees Pus Gisenes
4. assujelties a la condition que lon ait (¢, §) = o, et que I’on considere

4
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24 INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES

les deux équations simullanédes

(‘Pf):O’ (l.l}f):(),

ou [ est la fonction cherchée; si f = f, est une solution de la premicre de
ces équations, par exemple, Iexpression ({f,) résultant de la substitution
de f, a f dans la seconde équation sera, st elle n’est identiquement nulle
ou constante, une nouvelle solution de la premiere équation, solution qur
peut d’ ailleurs se réduire a une fonction de la précédente.

La démonstration des théoremes qui précedent est basée sur le
lemme suivant :

Lemme. — Si f, 0, ¢ désignent trois fonctions quelconques de p,, p,,. ..,
P> Gis-+-s Gus ON aura identiquement

(27) (fled)) + (e(Lf)) + ($(fe)) =o.

En effet, nous avons

0=, (G i~ )

et des formules analogues pour (¢f) et (f9). L’indice 4 de Ia formule
précédente étant remplacé successivement par i et £, on en déduira
facilement 1’égalité suivante :

=Y [de (8 O e By by el a
' L L\ dph‘[l’i_ dp; dp,dq; dp, (d(/i dg,dp,” dp, (lqh([(Ii>

(O A (A )}

dq,\dq; dp,dp, ~ dp, dp,dq,) " dp,\dg; dq,dp,” dp, dq,dy,

]

On obtiendra les développements de (¢ (f2)) et de (f(9¢)) en rempla-
cant, dans la formule précédente, les lettres @, ¢, £ successivement par
les suivantes ¢, f, ¢, puis par £, ¢, ¢, et les indices A, ¢ pari, £, et en-
suite par £, A. On peut alors demontrer I'identité (27) en faisant voir
que tous les termes en d*f, par exemple, s’entre-détruisent. Pour arri-
ver a cette conclusion, il suffit de remarquer que les expressions C1072)
et (¢ (/o)) renferment seules des termes de I'espece considérée; que les
termes en question entrant dans la premiere de ces deux expressions
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sont les mémes en valeur absolue que ceux qui entrent dans la seconde;
et enfin que les signes de ces premiers termes sont respectivement con-
traires des signes des seconds. Ceite derniére assertion résulte de cette
remarque que, dans 'égalité (28), tout terme contenant une dérivée
seconde de fest positif si les deux variables par rapport auxquelles on
dérive sont de méme espece, négatif dans le cas contraire; et que I'in-
verse a lien pour les termes en d*¢ : comme dans la seconde expres-
sion fprend la place qu’occupe ¢ dans la premiere, ce que nous avons
avancé se trouve pleinement justifié. Ce que nous avons dit pour les
termes en d*/ pouvant se répéter pour les termes en ¢ et en d*¢, la
proposition énoncée est donc complétement démontrée.

Le second théoreme énoncé se déduit immédiatement du lemme qui
précede. En effet, si, comme on le suppose, on a identiquement (9¢)=o,
et que f=/, soit une solution de I’équation (¢¢)= o, on aura aussi
I'identité (¢f,)=o0; en conséquence, si dans la relation (27) on rem-
place / par f,, on aura I'identité suivante :

(e(dfi))=o,

ce qui démontre bien que, -dans le cas ou P'expression (¢ /) n’est pas
identiquement nulle ou constante, elle est une solution de I'équation
(/)= o, ainsi qu’on I’avait-annoncé.
Nous allons actuellement démontrer le premier théoreme. Posons,
pour cela,
=9 —pu $=Y4 —ps

¥, et ¢, étant deux fonctions des quantités p,.,,..., p, et des variables
Gis-evs Gu» €t k, £ deux nombres quelconques de la suite 1,..., s, d’oti 1l
résulte que les fonctions ¢, et», ne contiennent ni p;, ni &;; si en outre
la fonction / ne contient aussi que les quantités po,y,e.ey Pus Guseees Qs
ce qui est conforme au théoreme en question, on aura, pour I'équation
(of) = o développée,

a=

df N (do df do. A1) _ o
(29) i+ 2 @ dp ) =
ae=85—+1

I'équation (¢/) = o conduira & une équation en ¢, analoguea la pré-
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cédente, £y étant remplacé par i; enfin, la condition (¢¢) = o devien-
dra alors

AN (G b _ do. )
(%) Tt =

Le théoreme II démontré s’applique i I'équation (29) et'a son analogue,
quelles que soient les fonctions ¢, et ¢,, pourvu qu’elles satisfassent a
la condition exprimée par I’équation (30); si donc on considéere pour ¢,
et o, les valeurs de p; et de p,exprimées en fonction des variables p,. ...,
Prs is---5s qny I'équation (29) et celle qui lui est jointe rentrent alors
dans la formule (26), et la condition (30) devient la condition (5) an-
térieurement établie, et qui démontre le premier théoreme énoncé.
Remarquons en' passant que I'on aurait pu supposer, dans tout ce

qui précede,

p: fonction de py, psy. ooy Poy Qiyeves oy

P » de  pyeees Pu Qiyeees Gus

PJ » de p5+1" A Pny qI’ .y qn;

alors les équations d’un systeme auxiliaire n’auraient plus le méme
nombre de termes; mais les théorémes précédents seraient encore ap-
plicables & ces équations, et, pour le démontrer, il suffirait de répéter
les raisonnements précédents, en supposant toutefois que ¢, contienne p,
et o, p;. Ce que nous dirons sur U'intégration des systemes auxiliaires
s’appliquera donc aussi bien a ce mode de composition qu’a celui que
nous avons spécialement considéré.

§ V. — Intégration des systémes auxiliaires.

Considérons le systeme auxiliaire déduit de la formule (26) en don-
nant a £ successivement les valeurs 1, 2,..., s; nous avous i chercher
une solution commune des équations de ce systeme, ce que nous ferons
en appliquant les théoremes précédemment démontrés.

Soit fi., = ¢, une solution particuliere de 'une des équations consi-
dérées, de la premiére par exemple; en substituant cette valeur de ¢, &
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la place de f;,, dans une autre équation du systeme, la seconde par
exemple, le résultat de la substitution, §’il n’est pas nul ou constant,
scra une nouvelle solution de la premiere équation; soit ¢, ce résultat,
on a

oy pade  dp dy  dp. do
T dg. dp. dpe dqeni . dp. dq.

_do, dp, do,
@r= sz + qu-l de.n

En opérant de nouveau avec ¢,, comme on I’a fait avec ¢,, ce qui re-
vient a remplacer, dans ’égalité précédente, ¢, par 9,, on aura pour ré-
sultat une nouvelle solution ¢, de la premiere équation, i la condition
toutefois que ¢; ne soit pas nul ou constant..On continuera ainsi les
substitutions successives jusqu’a ce que I’on arrive & un résultat ou nul,
ou constant, ou fonction des résultats antérieurement obtenus, ainsi que
des variables ¢., ¢,,..., ¢,, qui sont considérées comme constantes dans
I’équation intégrée; et, a défaut des deux premieres circonstances, la
troisieme se présentera toujours aprés un nombre limité d’opérations,
puisque le nombre des solutions particulieres distinctes de ladite équa-
tion est lui-méme limité. Dans le cas d’un résultat nul, 1a fonction sub-
stituée est une solution commune des deux équations considérées; nous
verrons bientot 'usage que V'on ferait d’un résultat constant; enfin,
dans le troisieme cas, qui est en réalité le cas le plus général, si ¢, est
un résultat fonction des précédents ¢,, 9,,..., 9,—, et des variables
g2,--+y 45, une fonction quelconque = de o,, ¢y,..., Pu=y, g3,-.., ¢, Sera
encore une solution de la premiére équation; nous nous proposerons
de déterminer la forme de cette fonctien de facon qu’elle soit aussi une
solution de la seconde équation. La condition & satisfaire pour cela se
trouvera en remplacant /.., par = dans la seconde équation du sys-
teme (26), et qui donnera, en tenant compte des valeurs de g,,..., ¢,
dw dw dw dw

(31) O:d—(p+gcp_lq>2+ch:?3+"'+%:?“’

équation dans laquelle ¢,, 9,,..., ¢,, sont les variables, et ¢, une fonc-
tion connue de ces variables. Soit @, (¢,, ¢5,..., 9y, ¢o) une solution
de cette équation; en posant f;,, = w,, on aura une solution commune
des deux premieres équations du systeme auxiliaire considéré, et il en
sera de méme d’une fonction quelconque de =,, des autres solutions de
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I'équation (31) et des variables g,,..., ¢, qui sont considérées comme

constantes dans ces deux équations. Dans le cas que nous avons seule-

ment indiqué, ou la série des fonctions ¢,, ¢,,... se termine 2 une con-

stante, on obtiendrait une solution commune en opérant comme précé-

demment, g, se trouvant remplacé par la constante en question; mais,

dans ce cas, on peut arriver beauconp plus simplement au méme ré-

sultat, en remarquant que =, = ¢,_, — ¢, ¢, est une solution commune
des deux équations considérées.

Ayant une solution commune de deux équations du systeme, nous
allons nous en servir pour trouver une fonction qui soit & son tour une
solution commune de tpois équations du systeme considéré. Pour cela,
nous substituerons =, a la place de f;,, dans la troisieme équation, et
le résultat de la substitution, s’il n’est nul ou constant, sera une nou-
velle solution commune des deux premieres; et opérant alors sur cetle
troisieme équation comme on P’a fait précédemment sur la seconde, on
déterminera une série de fonctions z,, @,...., =, qui seront des solutions
communes des deux premieres équations, la fonction =, qui termine la
série étant une fonction de w,, »,,..., w,_, et des variables Gas Gar-es G
a moins qu’elle ne soit nulle ou constante. Si elle était nulle, =,_, serait
une solution commune des trois équations; si elle est constante et égale
ac,, m_, — €,q; sera cette solution commune; mais, dans le cas géné-
ral, on se proposera de satisfaire i la troisitme équation par une fone-
tion ¢ dew,, ws,..., ®ris ¢35 ..., ¢s, Cette fonction étant d’ailleurs, quelle
que soit sa forme, une solution commune des deux premiéres équa-
tions. L’équation a laquelle la fonction ¢ doit satisfaire est la soi-
vante :

d d dy

(32) 0:3%3 a%wz+d—6;_2w3+...+ag—)‘:—lmb

En opérant sur cette équation comme on I’a fait sur la précédente (31),
et en continuant de la méme facon pour les diverses équations du sys-
teme considéré, on obtiendra enfin une fonction £,,, de Gis Garever Gns
Psies Pseare-+s Pn qui sera une solution particuliere commune de toutes
les équations de ce systeme. Si I'on pose f,,, =a,,,, a,., étant une
constante arbitraire, et que I'on joigne cette équation i celle que 'on
a déja (25), on obtiendra un systeme de (s 1) équations entre les
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qUANLILES Pyy Poyeers Pus Guoeros Gnr €t desquelles on pourra déduire les
valeurs de p,, p,,..., p,., en fonction de Poiasees Pus Giseers Gu, valeurs
qui serviront 2 la composition du systeme auxiliaire suivant dont dé-
pend la détermination de f,.,. En continuant ainsi, on parviendra & un
systeme de n équations

(33) _ﬁ:()’ ,ﬁ:O)"" _ﬁn:O’ j:n+l:am+|’"'; _ﬁt:am

qui seront telles, que les valeurs qu’on en déduira pour p,, p,,..., p, en
fonction de g,,..., g, et des constantes a@,,,,,..., a, rendront I'expres-
sion p,dg, + ... + p,dq, une différentielle exacte.

La marche que nous venons de suivre pourrait étre un peu modifiée,
suivant la remarque qui termine le § IV; mais la modification serait
plus marquée si Pon partait des équations (11) au lieu des équations (8)
dont on s’est servi jusqu’alors. La méthode a laquelle on serait conduit
présenterait sur la précédente Pavantage d’éviter les calculs d’élimi-
nation que celle-ci suppose et qui la rendent parfois impraticable.

Supposons qu’il s’agisse, par exemple, de la détermination de la fone-
tion f;.,, elle devra satisfaire au-systeme auxiliaire donné par la for-
mule suivante :

dm=n

torsque /A prend successivement les valeurs 1, 2,..., s.

L’intégration de ce systéme résultera alors de 'application du théo-
reme 11, et la marche # suivre sera analogue i la précédente.

On pourrait méme généraliser ce qui précede, en supposant les sys-
temes auxiliaires composés d’équations rentrant dans les formules (26)
et (27), et I'intégration s’effectuerait en appliquant tour & tour les théo-
remes 1 et II.

Quelle que soit d’ailleurs la marche suivie, on obtiendra finalement
pour p,, pa,..., p, des valeurs contenant n — mm constantes arbitraires,
et telles que, substituées dans I’expression

pdq. ...+ pudq.,

elles la rendent une différentielle exacte dont 'intégrale sera la fone-
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tion cherchée V. Cette intégrale contiendra n—m -1 constantes ar-
bitraires, en comptant celle qui s’introduit par simple addition; et nous
verrons dans la suite que cette solution, que nous appellerons solusion
compléte, peut donner toutes les autres par la yariation des constantes.

§ VI. — Remarque.

Avant de quitter le sujet dont nous nous sommes occupés jusqu’a
présent, nous poserons une remarque qui pous est suggérée par la gé-
néralité méme de la méthode qui précede, et qui est peut-étre suscep-
tible d’application. En examinant un peu les calculs précédents, on
remarque facilement que les quantités, p,,..., p,, ¢,..., ¢,y sont sim-
plement considérées comme formant deux séries de variables conju-
guées deux a deux, sans que nulle part intervienne la signification de
dérivées partielles attachées aux lettres p,, p,,..., p,. Si donc on fait
abstraction de cette signification des lettres p,, ps,..., p,, le probleme
proposé rentre dans cet autre plus général : Etant données m relations
entre les variables p,, pss...s Pns qiseees Gn conjuguées deux a deux, on
se propose d’en determiner n—m autres qui, jointes aux premieres, per-
meltent d’exprimer n des variables considérées et dont deux ne soient pas
conjuguces, en fonction des n autres, de fagon que I’ expression

i=n

(35) Z(indsi)

i=1

soit une différentielle exacte, r\, r, ..., r, désignant les n variables choisies
et qui sont determmees en fonction des R QUITES S5 $35e..; Sy respective-
ment conjuguces des précédentes.

Les conditions que les relations données ou inconnues devront satis-
faire varieront en général avec la forme de L'expression (35), et il en
sera de méme de lintégrale obtenue. Mais, parmi les problemes com-
pris dans 'énoncé précédent, il en est qui présentent cette particularité
remarquable, que les équations proposées doivent satisfaire aux mémes
conditions que dans le cas o1 il s’agit de former la différentielle exacte
2p.dg;; et, en outre, les relations établies subséquemment entre les va-
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viables p et ¢ sont aussi les mémes que dans le cas précédemment con-
sidéré. Ces problemes sont ceux ol la différentielle exacte a obtenir est
de la forme 3;p,dg,— 34q4dps. ¢ prenant des valeurs quelconques de la
suite 1, 2,..., n, el k toutes les autres. Mais I'intégrale différera dans
tous les cas de celle obtenue pour 2p;dg;; ses dérivées partielles seront
les p; et les g,, ces derniers précédés du signe —; les variables corres-
pondantes seront les ¢; et les p,. Si donc on considere simultanément
deux problemes dont les équations soient en nombre égal, et qui d’ail-
leurs soient telles, qu’on puisse passer des unesaux autres en remplacant
quelques-unes des variables indépendantes par leurs dérivées partielles
correspondantes changées de signe, et ces dernieres par les variables
correspondantes et de méme signe; alors, d’aprés ce qui précede, ces
deux syslemes seront assujettis aux mémes conditions, ¢’est-a-dire que,
si 'un d’eux est intégrable, l'autre 'est aussi nécessairement; et, en
outre, les nouvelles relations entre ces diverses quantités se déduiront
les unes des autres par les mémes changements que les équations pro-
posées. Donc, en intégrant complétement 'un de ces systemes, on aura
immédiatement intégré d’autres systemes présentant avec le premier les
relations que nous avons dites, et pour la recherche de la solution com-
plete desquels il ne reste plus qu'a effectuer la quadrature finale qui est
différente dans chacun d’eux.

Démontrons maintenant ce que nous avons annoncé. Pour cela, il
suffit de considérer le cas ol1, dans I’expression p,dg, -+ ...+ p.dg,, on
remplace un terme unique -+ p,dg, par ==g¢,dp,. Si nous considérons
les conditions (5), (8), (11), elles s’appliquent au cas actuel en y chan-
geant -+ p, en -*_%q,, et + ¢, en —+ p,; on trouvera alors facilement que
les termes dépendant de U'indice 2 dans la formule (11), par exemple,
se réduisent, apres les changements indiqués, au groupe suivant :

ETE AN AL
-

dgi dpu~ dpu dga)’
d’ott 'on voit que les équations (11) conserveront leur forme normale
dans I'bypothese actuelle, si I'on prend le signe + devant I’expression
précédente, c’est-a-dire si Von remplace + p,dg, par —¢,dp,. On dé-
montrerait de méme que les équations (8) conservent, dans le cas ac-

tuel, leur forme primitive, et, par suite, que les systemes auxiliaires ne
5
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seront pas modifiés par les changements que nous venons d’indiquer.
D’oti il résulte bien que, sauf la quadrature finale, tous les problemes
dans lesquels 'expression & rendre une différentielle exacte se ramene a
la suivante : 2;p;dq; — 3,p,dg,, sont résolus en méme temps par la ré-
solution de I'un quelconque d’entre eux.

Ce qui précede peut d’ailleurs étre établi directement, et, pour cela,
il suffit de démontrer que, si les conditions (32) sout telles, que les va-
leurs qu’on en déduit pour p;,..., p, en fonction de g¢,,..., ¢, rendent
I'expression p,dq, + ... uue différentielle exacte, ces mémes équations
fourniront pour ¢,, p,,..., p, des valeurs en fonction de p,, ¢ss..., ¢,
qui rendront aussi Vexpression — g¢,dp, + p.dgq,+ ...+ p,dq, une
différentielle exacte; ou, en d’autres termes, que, pour toute valeur

de «, on a
(@_a — _ (44
dp,) —  \dg.]’

Soit pour cela f; = a; 'une des équations données; en différentiant par
rapport a p, et par rapport  ¢,, on en déduira

) o= ) - ) ()

dfi . dfi < ) df; dp,-) df; (dp
3 == .. d
(37) ¢ dq. + dq. dq. + dp. (dqu et dp (dq.;)

Donnant a ¢ successivement les valeurs 1, 2,..., r, chague formule pré-
cédente donnera un systeme de n équations d’otr 'on pourra déduire,

1 o dq| dpz , d N d
d’une part les valeurs des . ap dp. s de 'autre celles des dqa

p: ..., 9. Ces deux systemes ont pour déterminant commun

dq, ’ dq.
AN (L 4 4 df
2 ~dq, dp, " dp.)’
qui peut s’écrire, en ordonnant par rapport aux produits des éléments
des colonnes verticales de rangs 1 et a,

o dfi dfia  dfis df; (i)
(38) A—E,Z(aq. W;"a?d?:) e

21+ étant le déterminant qui résulte de A quand on y supprime les
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colonnes verticales de rangs 1 et «, et les colonnes horizontales de
rangs t et ¢ -+ k; ¢ devant recevoir successivement toutes les valeurs 1,
2,..., n — 1, et &, pour chaque valeur de i, toutes les valeurs positives
satisfaisant & la condition £Sn — 1. D’aprés un théoreme connu, on a
identiquement

_ dfi dfivv  dfia dfi\ sivh
(39) o=y 3 (72 et — Gt T s,
et par conséquent aussi

. dfi (gﬁ'+k___ dfii ﬂL) (Erik)
(40) o=y ¥ ( o et St T g,

Mais les systemes d’équations déduits des formules(36) et (37) donnent
ﬁiﬂ — 2 2 (_ dfi dfis iﬁ_ df:‘+k> Slesi+h)
dQu. =+ i & dqa. dpa Al dpu dQnt f ’

dpm . " _ if.:— dﬁq—lx %‘ df;+k) (6,ivk)
dp. _‘+2i le( dq. dp, + dp. dq. 61,¢ ;

en additionnant ces deux valeurs avec les identités déduites de (40), en
donnant a & les valeurs 2, 3,..., « — 1, «+1,..., n, on aura

d t d d i
d—g., + d;; = 23 fifirr) 30,

et comme les fonctions f;, /.. satisfont par hypotheése aux condi-
tions (11), on en conclura que

dg. _ _ dp.
dg. —  dg.’

ce qui est justement ce que ’on voulait démontrer.

§ VII. — Des diverses classés de solutions d’un systéeme d "équa-
tions simultanédes aux dérivées partielles di premier ordre.

Nous appellerons intégrale ou solution compléte d’un systeme d’équa-
tions simultanées aux dérivées partielles du premier ordre, une solution
renfermant un nombre tel de constantes arbitraires, que I'on puisse, par
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leur élimination entre la fonction et ses dérivées du premier ordre, ob-
tenir un systeme d’équations équivalent & celui qui est proposé.

D’apres cette définition, Pintégrale complete représentera, entre la
fonction et les variables, des dépendances précisément équivalentes a
celles qui sont exprimées par les équations proposées.

D’apres la définition précédente, on voit immédiatement que, s le
systéme proposé se compose de m équations, le nombre des variables étant
egal an, celut des constantes entrant dans la solution compléte sera égal
@ n—m + 1, les équations proposées étant d’' ailleurs supposées satisfaire
aux conditons d’intégrabilité.

Remarquons que, si les équations proposées ne renferment pas la fonc-
tion cherchée, I’élimination ne devra s’effectuer qu’entre les équations
dérivées de la solution complete; par conséquent, si 'on a m équations,
les dérivées en question ne pourront contenir que n — m constautes.
Mais, quant & I'intégrale complete, elle contiendra, comme précédem-
ment, n-—m-+1 constantes, en comptant celle qui s’introduit par
simple addition.

Ceci posé, nous nous proposons de déduire de nouvelles solutions
des équations proposées, en remplacant les constantes de la solution
complete par des fonctions des variables: ces fonctions devront étre
tellement choisies, que la nouvelle valeur obtenue pour la solution
satisfasse encore aux équations proposées.

SiV=f(q,qar- .1 qm a,, ay,...; a;) est Vintégrale compléte d’un
systeme de n — A 41 équations, les conditions que devront satisfaire
les fonctions de ¢, ¢,,..., g.,» mises & la place des constantes a,,
@3- .., @, seront exprimées par les équations déduites de la formule
suivante :

i=h
C df da;
(41) E—CE{@;—O’

quand on y remplace k successivement par les nombres 1, 2,..., n.
Pour déduire des équations précédentes (41) les conséquences qu’elles

comportent, nous nous servirons du théoreme suivant qui exprime la

propriété principale des déterminants fonctionnels de Jacobi :

TaforimE. — St 2 fonctions Jisfareoos [o de nvariables indeépendantes
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91> G2+ -+ ¢y Ont entre elles une ou plusieurs relations quelconques, le
déterminant fonctionnel de ces fonctions est nul.

Réciproguement, si le déterminant fonctionnel de n Jfonctions a n varia-
bles est nul, il y a entre ces fonctions une ou plusieurs relations.

Revenons maintenant aux équations(4t), et voyons de quelle facon
on pourra les satisfaire.

Supposons, en premier lieu, qu’en prenant d’'une maniére quelconque
£ équations du systeme (41), le déterminant de ce systéme partiel dans

d s, .
lequel les termes de la forme % sont considérés comme les inconnues,
i B

soit différent de zéro, et cela pour tous les groupes possibles de % équa-
tions : les équations précédentes ne pourront alors étre satisfaites
qu’en posant

af a _ a _

c-la—.:o’ %_o,..., Zla_.o).
Résolvant ces équations par rapport aux quantités a,, @,,..., a,, on
déterminera pour ces derniéres quantités des valeurs en fonction des
variables ¢,,..., ¢, el qui seront telles, que, substituées dans la solu-
tion complete & la place des constantes, la fonction obtenue sera une
solution des équations intégrées. Les solutions de cette natare sont en
nombre limité, et présentent cette particularité, qu’elles ne contiennent
aucune quantité arbitraire. Nous les désignerons sous le nom de solu-
tons singulieres.

Si, contrairement & ce qui précede, on suppose maintenant que P'un
au moins des déterminants dont il est question precédemment soit nul,
il suffira, pour cela, d’établir une ou plusieurs relations, quelconques
d’ailleurs, entre les fonctions a,, . .., a,, et les équations (4x) seront
alors identiquement satisfaites, quelles que soient les fonctions et les
relations qui existent entre elles. Suivant le nombre de relations que
nous établirons entre les fonctions en question, nous obtiendrons des
classes de solutions ayant des caracteres tres-différents; ces solations
contiendront un nombre plus ou moins grand de fonctions arbitraires,
et pour cela nous les appellerons des intégrales générales.

Supposons d’abord que P'on n’établisse qu’une seule relation entre
les fonctions a,, a,,..., a; et que 'une de ces quantités a, soit une
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fonction arbitraire des autres, en totalité ou en partie, on aura
(42) V=1(ququ- s Qu@s-. s @)y =@, ., @)

Si, dans cette hypothése, on dérive la fonction V par rapport a ¢;, en
remargquant que
1 l _daf
T
P dq;

on aura
- fe=fi—1

- df da;_*_ df dy da;
2 da; dg: da & da; dqt

k=« . £ =5

k
o=

multipliant par dg;, et ajoutant les égalités obtenues de la précédente
en donnant a7 les valeurs 1, 2,..., n, et égalant séparément a zéro les
Loefﬁments des différentielles da,, da,,..., da,_,, on aura & —1 équa-
tions de 1a forme

( af | df de

0=

(43) da;( da/, da/‘
(bk=1,2,..., h —1).

Ces derniéres équations permettraient, dans le cas oir la fonetion ¢
serait particularisée, d’éliminer les arbitraires a,, a.,..., a,_, de lin-
tégrale V' qui contient aussi une fonction arbitraire.

La solution V, accompagnée des (%2 — 1) équations (43), représente
une intégrale générale de I'espece qui ne contient qu’une fonction
arbitraire.

Si maintenant nous supposons que I'on exprime en général un
nombre r des fonctions a,, @.,..., a, en fonction des 2 — r autres, on
aura, pour I'une d’elles,

Chr 1= O @1, Oy - oy i)y, (I==1,2,...,7),

@15 Qa5 - . » ¢, €tant des fonctions arbitraires.

Si 'on dérive, comme précédemment, la fonction V par rapport a ¢;,
en supposant que a,, @,, ..., a, soient des fonctions présentant entre
elles les relations que nous avons dites, on trouvera n équations de la

forme °
k=h—27r k=bh—rp

df da; E df do; das

da; dq: da —r4.{ Ta’t HE
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en faisant successivement i =1,.2,3,..., n; elles conduiront 2 leur
tour aux ~ — r équations de la forme suivante :

I=r
_df df  do:
(44) °=da ™t

i 4 day—ry dai’

=
en faisant suceessivemenf £=1,2,3,..., 7 —r.

Ces équations permeltraient de déterminer les valeurs des fonctions a,
si les formes des fonctions ¢, étaient particularisées; la fonction V,
accompagnée de ces & — r équations, représente une intégrale générale
de I'espece qui contient r fonctions arbitraires. Si P'on attribue a r
successivement les valeurs 1, 2,..., 2 — 1, on aura les formules de
h — 1 classes de solutions générales renfermant successivement 1,
2,..., b — 1 fonctions arbitraires. Le cas d’une seule fonction arbi-
traire que nous avons considéré isolément est compris dans la formule
actuelle, ainsi que le dernier cas ol toutes les constantes, moins une,
sont des fonctions de cette derniere.

Ces différentes classes de solutions ont un caractere tres-différent,
suivant le nombre des relations arbilraires que I’on suppose exister
entre les constantes arbitraires. La classe renfermant les solutions les
plus générales est celle ou il n’entre qu’une relation entre les con-
stantes, et cette généralité diminue quand le wombre des relations, et-
par suite des fomctions arbitraires, augmente; car il est visible que
I’étendue ou V'indétermination des résultats est d’autant plus grande
que les constantes ont moins de conditions 2 satisfaire. A la limite de
ces classes, on peut considérer I'intégrale complete, puisque 'on peut
supposer & relations arbitraires entre les & constantes, ce qui donnerait
pour chacune d’elles une fonction arbitraire de quantités constantes,
¢’est-a-dire une constante arbitraire.

Les solutions des diverses classes peuvent encore renfermer dans
leurs fonctions arbitraires des constantes aussi arbitraires et en nombre
quelconque. Si donc, dans 'une des solutions générales, on donne aux
fonctions arbitraires en tout 4 constantes aussi arbitraires, en particu-
larisant d’'vne maniere quelconque les fonctions, 'intégrale générale
considérée deviendra une solution compléte de laquelle on pourrait dé-
duire des classes de solutions dont le degré de généralité dépendrait

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



38 INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES

aussi du nombre des fonctions.arbitraires qu’elles contiendraient res-
pectivement. Il semblerait done, d’aprés cela, que le nombre des solu-
tions completes, et par suite celui des solutions des diverses classes,
doive étre considéré comme infini; mais nous démontrerons dans la
suite que 'on peut d’une solution compléte unique déduire toutes les
autres solutions dont le systeme d’équations proposé est susceptible;
d’ou il résulte que les solutions déduites de plusieurs solutions com-
pletes rentrent les unes dans les autres.

On peut aussi particulariser chaque solution générale de maniere
qu’il en résulte une solution appartenant & une classe moins générale.
Par exemple, si £ constantes sont des fonctions arbitraires des A — £
autres, et si / est compris entre A et £, on pelit particulariser les £ fonc-
tions arbitraires de fagon qu’elles contiennent / fonctions arbitraires
de & — [ constantes; on pourra alors regarder cette solution comme
appartenant a3 une classe moins générale que la premiere, et pouvant
se déduire de la solution complete en y considérant / constantes comme
fonctions arbitraires des autres, et en mettant pour celles-ci de telles
fonctions, que les coefficients différentiels partiels de la solution com-
plete, pris par rapport a elles, s’évanouissent.

Enfin, pour terminer ces généralités, nous remarquerons qu’il pour-
rait se faire aussi que les fonctions arbitraires, au nombre de 7, par
" exemple, qui entrent dans les intégrales générales de la ré™ classe, ne
continssent pas toutes les A — r dernieres constantes arbitraires. On
pourrait alors, sans particulariser les fonctions arbitraires, éliminer
de la solution considérée les constantes qui n’entrent dans aucune
fonction arbitraire. Les valeurs de ces dernieres, que nous supposerons

étre a,, a,, ..., a,, seraient données par les équations
A, A dr
=" dm=% =

Les valeurs fournies par ces équations pour a,,..., a, contiendront
les fonctions arbitraires ¢,,..., ¢, de a,.,,..., a_,, ainsi que ces der-
nieres constantes; substituant ces valeurs dans la solutiou générale,
elle contiendra, outre les constantes a;,,,..., a,_,, r fonctions arbi-
traires de ces mémes constantes; les fonctions mises a la place des con-
stantes restantes devront satisfaire a des équations de la forme (44),
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ou £ ne devra recevoir que les valeurs suivantes : s+ 1, s+ 2,...,
h —r.

Remarquons aussi que, dans la recherche des intégrales générales,
aussi bien que dans celle des solutions singulieres, certaines constantes
ayraient pu étre considérées absolument comme telles. Pour les inté-
grales générales, cela ne conduit & rien de particulier; mais, daps le
cas des solutions singulieres, si I'on remplace les constantes demeurées
telles par des fonctions présentant entre elles une ou plusieurs rela-
tions, ces solutions nouvelles satisferont aux équations proposées, et
'on aura ainsi une nouvelle classe de solutions ne rentrant ni dans la
catégorie des intégrales générales, ni dans celle des solutions singu-
lieres. Ces sofutions, que nous appellerons mixtes, pourraient se diviser
en classes et en groupes dépendant du plus ou moins grand nombre
de constantes laissées telles dans la recherche des solutions singulieres,
et aussi du nombre de relations établies entre les fonctions que I'on
substitue 2 ces constantes. Il nous suffit d’indiquer cette nouvelle ca-
tégorie de solutions auxquelles on pourrait d’ailleurs appliquer quel-
ques-unes des observations relatives aux intégrales générales. Main-
tenant, avant de démontrer le théoreme important que nous avons
précédemment énoncé, nous allons vérifier que I’elimination des fonc-
tions arbitraires que renferme une solution génerale quelconque conduit
bien a un systeme de n — h -+ 1 équations aux dérivées pariielles du pre-
mier ordre, n étant le nombre des variables indépendantes, et A le
nombre des constantes de la solution complete.

Considérons, en effet, une intégrale générale renfermant r fonctions
arbitraires des A — r constantes a,, d,,..., a,_,, les fonctions sub-
stituées a ces.dernieres constantes étant d’ailleurs assujetties a satis-
faire aux équations (44); on aura, en différentiant I'intégrale par
Fapport a ¢;,

k=h~r

k=bh—r i=r
— df (lf da;, df d({)l d(l(-
Pi=Ga" A d +Eaz,:, E da; dg.’
I=x =1

d i da-;, dq, dak dq,

h=x
(i=1,2,3,...,n0)

Mais, au moyen des équations (44), le systeme précédent se réduit au
6
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suivant :

d d d
pi~ '—f) pz f T Pn: dg;;

et, si 'on élimine entre ces dernitres équations et U'intégrale générale
considérée les quantltea Ayy Qayeeey Qhyy @iyeo v @, 2l nombre de A,
on obtiendra bien finalement un systeme de n— A +1 équations,
comme nous nous proposions de le démontrer.

Enfin, pour terminer, nous allons établir le théoreme général sui-
vant :

Toutes les solutions dont un systéme d’équations simultanées aux déri~
vées partielles du premier ordre est susceplible peuvent se déduire d’une
solution complete unique.

Soit V= ¢(q,, ¢2,---5¢,) une solution commune des n —m équa-
tions simultanées dont Pune est la suivante :

( J{guqee s @u Pise ooy pa) =0,
(45) U (i=1,2,3,...,n—in),
et soit
(46) V‘—_—f(qan; cees Gy Qi oy - - "'a”""‘)

une solution complete de ce systeme.
Si nous déterminons les valeurs des constantes a,, a., ..., a,_, au
moyen des 7 + 1 équations suivantes :

~ o Y _ 4y qaf
(47) JS=1, dy. = dg’ dgn dq,,,

je dis que les dérivées des fonctions f et ¢, par rapport aux varia-
bles g,pis-- 5 gns seront aussi égales chacune i chacune.

En effet, par hypotheése, on a les deux systemes d’équations satis-
faites résultant des deux formules suivantes :

dy _ df  df
f’<q|sq2,~- ’qmd )——0’ . (qn --qu ch‘“la dq,,> == 0,

quand-on donne a ¢ les valeurs successives 1, 2,..., n — m: et le der-
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nier de ces syslemes, en vertu des équations (47), devient le suivant :

ﬁ (qu  FIEI q""’ @;, v dqm dan»l B 3&" -

{(i=1,2,3,...,n—m).
Comparant alors ce dernier systeme au premier, on en conclut les
égalités

5 df _ dy A dy

dgnei dgne 0 dqu dgd

qui auroni lien en méme temps que les équations (47). Donc si, dans
la solution complete, on attribue aux constantes a,,..., @y, les va-
leurs déterminées par les équations (47), elle devient égale a la fonc-
tion ¢, et les dérivées successives de ces deux fonctions le sont aussi :
la solution V.= ¢ est donc bien comprise dans la solution complete. Il
nous reste a determmer Vespece de la solution.

Les \aleursrobtenu‘es des équations. (47), pour les constantes a,,
Qysenss Gy, SODE généralement des fonctions des variables ¢,, ¢.,.. ., ¢,.
Dans le cas particulier ol ces valeurs seraient constantes, la solution
considérée serait une solution pdrticuliere de I'intégrale complete.
Dans le cas général, si Pon remplace dans-la fonction f les constantes
par leurs valeurs, on aura I'identité f= ¢; différentiant, par rapport
a g4, les deux membres.de cette égalité, on aura

h=ms41
dl.p dr df da,
qu a’q;, p d(l}, qu

=x

(h=1,2,3....,n);

comparant ces égalités aux précédentes (47), (48), qu'on suppose sa-
tisfaites, on aura le systeme suivant de conditions :

h=m+r1

0 — f dah
(49) { d(l/; dq'f

=1

( (k=1,2,...,n).

Si les valeurs obtenues pour a@,, @,,..., ., sont telles, qu’en prenant

un groupe quelconque de m équations du systeme précédent, le déter-
6.
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minant correspondant, et dont les éléments sont les dérivées partielles
des fonctions mises pour a,, a,, .., @p,, soit différent de zéro, alors
les équations (49) exigent que I’on ait en méme temps

Ao, A, A

da, > da, T dapy >
c¢’est-a-dire que la solution considérée rentre dans la catégorie des so-
lutions singulieres. Mais si, contrairement & ce qui précede, de quelque
facon que on choisisse m équations du systeme (49), le déterminant
du systeme ainsi formé est constamment égal a zéro, les fonctions a,,
s, ..., @y, ont entre elles une on plusieurs relations, et la solution
considérée ‘est une solution partieuliere de Pune des intégrales gé-
nérales.

En terminant, nous remarquerons que, si I’on a & intégrer un sys-
teme d’équations en nombre égal 4 celui des variables, Pintégrale com-
plete ne contiendra plus qu'une constante; dans ee cas, I'intégrale
générale se confond avec la selution complete, et, quant aux solutions
singulieres, elles résultent encere de V'élimination de la constante a,
entre les denx équations

V=f(q,gn - s qua) el gz- =o.
a

Dans le paragraphe suivant, nous allons appliquer 2 un exemple
particulier la méthode d’intégration précédemment développée pour
I'intégration des équations simultanées aux dérivées partielles du pre-
mier ordre.

§ VHI. — Application.

Soit proposé d’intégrer le systeme suivant :

f;:Pt[h- q:4:— 0,
ﬁ:]’zpa—ql q:=o.

Si nous formons I’expression représentée par le symbole (f, f,}, nous
trouvons qu’elle ne s’annule pas, et que sa valeur f, est la suivante :

S =qip— ¢:p:— ¢s ps+ qi p..
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On trouve ensuite que ces trois fonctions f,, fs, f; donnent (f, /) = o,
(fofs) = 05 posant donc f; = o, c’est-d-dire (f, f.) =0, la question
sera ramenée a 'intégration d'un systeme de trois équations

j: =0, ﬁ: o, f;: 0.

satisfaisant aux conditions d’intégrabilité.

Nous avons  chercher une nouvelle relation de la forme f, = a, qui,
jointe aux précédentes, permette de déterminer pour p,, p,, ps, p. des
valeurs en fonction de ¢,, ¢, ¢;, ¢,, qui, substituées dans I'expression
pidq, + ...+ p,dg,, la rendent une différentielle exacte.

Si nous supposons que des équations (49) on tire les valeurs de p,,
P2 Ps en fonctions. de p,, ¢, g2, 5, g4, 12 fonction f, devra satisfaire &
un systeme de trois équations dont la fermule est la suivante :

df _ dpw df _ dpu df |

0= +— -} -— 5= — ——

dq. " dq. dp, dp. dq.

(m=1,2,3).
Les équations (49) nous donnent les valeurs suivantes :

19 _ 99 999+ qpiE(qq: ¢ — q.p7)
Pi= P Y Pr= Ps 1 Pi= 24 P >

pour lesquelles il nous faudra considérer demx cas, suivant le signe que
I'on prend dans la valeur de p,.

Premier cas. — On prend le signe supérieur, d’otr
= %7 pz—q—;l‘;if p3-: q;p‘q“?;

les équations du systeme auxiliaires sont alors les snivantes :

df . ¢:9 df
dq-+ pi dg’

f P df G4 df

o= L 4L 2L __ %t

dQ2 q: dP/. P: de’
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La premiere de ces équations admet la solution

fﬁ*qd 9 q2q3_q’“
portant cette valeur dans la seconde équation, a la place de f, on ob-
tieot, pour le résultat,

RS (. (1 o T

q: P q:
qui n’est pas une nouvelle solution, mais simplement une fonction de
la premiere, puisque, dans cette premiere équation, g, est considéré
P puisq p q

comme une constante. Une fonction quelconque de.¢,, ¢,, g; sera en-
core une solution de la premiére équation; soit @ (¢, ¢,,¢;) une telle
fonction : nous nous proposons de déterminer la forme de cette fonc-
tion = de fagon qu’elle soit aussi une solution de la seconde équation.
La condition pour que cela ait lieu est que P'on ait

dw  do
dqz dq» e
Cette équation admet la solution particuliere g, 9, qui, satisfaisant
aussi, comme il est facile de le constater, & la troisieme équation du
systeme, sera la solution commune cherchée. On devra donc joindre
aux équations (49) la suivante :

q ‘12’13

f‘:qz%‘*‘ 7 a,

et de ces quatre équations on déduira

P=q \/qz[_h’*za’ P g, _.\/qn.Qs ,
Va.qs V@:qi—a
Ps= ‘I _ﬁ\/%/%—-{ = (> M
Vqiq: Vg9 —a

La différentielle exacte p, dg, + ...~ p,dg, aura ainsi pour intégrale
la fonction

”ﬂqqdq%—a)+b

et c’est la une solution complete des équations proposées. 11 est facile
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de vérifier qu’elle ne donne pas de solutions singulieres, et gu’elle
admet pour intégrale générale celle qui est définie par le systeme

VZz([?‘{i(%%"“ﬁ’*“P(“% 0= ?3(‘]2%"1) f—oa),

¢ représentant une fonction complétement arbitraire.

Deuxiéme cas. — On prend le signe inférieur dans la valeur de p,;
on a alors
=44, , 1%, TP
Pl pl‘ ? P p‘ 4 P q3

et le systeme auxiliaire est le suivant :

_ 9 q:q df
+

Tdg. " pi dg.’

af | q¢ df

O = —*— —l—

dg.  pi dg’

4  pdf g df

dqs " qs tl'}h q: d(h

En opérant comme précédemment, on trouve, pour solution commune
de ces équations,

9:9:9: .
?

Jo= ¢ q— 3

posant f, == a,, et joignant cette équation au systeme (49g), on en dé-
duira les valeurs de p,, p,, p,, p., et Pon trouvera la solution compléte

V=297¢3(¢:9.—a)* + b,
qui jouit des mémes propriétés que la précédente.
§ IX. — [Intégration des équations linéaires.

Le probleme de 'intégration des équations linéaires est résolu d’une
maniére générale en méme temps que celui dés équations quelconques,
car la méthode que nous avons développée leur ést en tont point appli-
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cable. Mais cette méthode générale nécessite elle-méme I'intégration
directe de systemes linéaires auxiliaires d’une forme spéciale. Nous
nous proposons d’étendre cette méthode aux équations linéaires quel-
conques, et de la compléter de fagon qu’elle puisse nous conduire & la
solution complete, tandis que précédemment on ne se proposait que la
recherche d’une solution particuliére commune.

On aura bien encore ici 4 considérer des systemes successifs d’équa-
tions simultanées; mais d’un systeme aun suivant, le nombre des équa-
tions, ainsi que celui des termes de chacune d’elles, diminuera d’une
unité. Il n’en faudrait pas pourtant conclure que cette méthode soit,
pour cette raison, bien supérieure 4 la méthode générale; car elle pré-
sente, en revanche, le désavantage d’exiger constamment des intégra-
tions completes, alors que, pour la premikre, il ne fallait déterminer
chaque fois qu’une solution particuliere; aussi, dans la pratique, pré-
férera-t-on souvent la méthode générale comme présentant plus de
chances de réussite, sans exiger pour cela des calculs beaucoup plus
étendus.

Si nous considérons les équations d'un systeme auxiliaire (§ IV),
nous voyons qu’elles sont homogenes, et que I’équation de rang £ ne
contient que les termes en py, Pum.y,..., P,y m étant le nombre des
équations du systeme considéré. Nous allons montrer que tout systeme
d’équations linéaires peut étre ramené a cette forme, et, pour cela, il
suffit de pouvoir les rendre homogenes, car alors, par des éliminations
convenablement dirigées, on parviendra toujours a mettre les équations
soys la forme désirée.

Soit donc proposé d’intégrer un systeme de m équations distinctes
de la forme

{bo) X’{p.+X’;pz+...+Xf,,pm+”.—@—X,‘;pn—X’f:o,

X*, X%,..., X! étant des fonctions de gis» gas---» ¢n, D€ conlenant pas la
fouction cherchée V; les différentes équations du systeme s’obtiendront
de la précédente en attribuant 4 £ successivement les valeurs 1, 2, ..., m.

Si ces équations ne satisfont pas toutes aux conditions d’intégra-
bilité, on sera conduit a ajouter de nouvelles équations a celles qui sont
proposées, et il est facile de voir que ces nouvelles relations ont la méme
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forme que les premieres; le probleme proposé conservera donc la méme
forme dans tous les cas ol il est possible.

Pour rendre ces équations homogénes, nous remarquerons que, si u
est une fonction quelconque de la fonction cherchée ¢ et des variables

Gis qas--.5 ¢y, 0N AUTA
du

Pi:—gl&’

du
dv

et par suite Péquation (50) deviendra la suivante :

x4 dn 4 X du wxt e du o
dv dq "dg,

Toutes les équations du systeme (50) seront donc ainsi rendues homo-
genes par rapport aux dérivées partielles de la nouvelle fonction u, Ia
fonction ¢ n’étant plus alors considérée que comme une simple va-
riable; comme la fonction « n’entre pas non plus dans les coefficients,
les équations ont bien la forme que nous voulions leur donner. Mais ici
ce n’est plus la fonction ¢ que I'on se propose de déterminer, mais
une fonction u de ¢ et des variables; et, quand on aura trouvé cette
fonction u, en 'égalant & zéro, on aura-une équation d’oli 'on déduira
la valeur de v.

Remarquons que la transformation précédente conviendrait encore
‘dans le cas ou les coefficients renfermeraient la fonction cherchée,
en supposant satisfaites les conditions d’intégrabilité relatives & ce
cas (11 bis).

Nous supposerons dorénavant que le sysieme a intégrer se compose
de m équations linéaires, homogenes, ne contenant pas la fonction cher-
chée, et enfin, satisfaisant aux conditions d’intégrabilité. Soient

. dv ; dv dv
(51) fi=X! . X,d% A+ X =
dv do

— Xk k —
(52) f”‘xqu.+"""' + X, 5. =

deux équations quelconques d’un tel systeme : nous nous proposons de
démontrer que le théoreme 1 (§1V) s’applique a ces équations, ¢’est-a-

[
i
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dire que st ¢ = 9 est une solution de la premicre de ces équations, le re-
sultat § de la substitution de ? a la place de v, dans la seconde, sera encore
une solution de la premiere, st toutey’ozs ce résultat n’est pas identiquement
nul ou constant.

En effet, par hypothese, les fonctions f;, f, satisfont a la.condition

(fifi)=o
qui, développée, donne I'équation suivante :

b d i d
2.X¢ Zq—zz.? 2Py — 2u X0 7 — . % Xips=o.

Mais, v == ¢ élant une solution de la premiére équation, on aura iden-
tiquement

R/ < i
2 é% ou ZXypy=o;

d’otr il suit que P'équation précédente devient alors

dv i dl”" L d‘p
X‘dq. -+ Xi dq,+ +K"dqn 0,
en posant
ng Zq ou ngg‘pp: lb,

ce qui démontre précisément le théoreme énoncé, puisque ¢ est bien,
d’apres ce qui est posé, le résultat de la substitution de ¢ & ¢ dans la
seconde équation, et que Pégalité qui vient d’étre obtenue expnme
précisément que ¢ satisfait a la premiere<£quation. Si done ¢ n’est pas
une constante, ce sera une solution de I’équation (51), solution qui peut
Q’aillears n’étre qu une fonction de la précédente.

Le théoreme qu1 précede nous permet de résoudre le proposé, et,
pour cela, nous suivrons la méthode de Boole (*); mais nous rappelle-
rons prealablement quelques propriétés des équations linéaires isolées,
et qui s’étendent immédiatement aux équations simultanées.

On sait qu'une équation linéaire aux dérivées partielles renfermant

(*) BooLg, Philosophical Transactions,. 1863.
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n variables adinet en général n intégrales particulieres distinctes qui,
dans le cas oit la fonction cherchée n’entre pas dans les coefficients, re-
présentent précisément les n valeurs distinctes de la fonction cherchée
satisfaisant & I'équation considérée, I'une de ces solutions se réduisant
toutefois & une constante, dans le cas ol I’équation est homogeéne. On
sait en outre que toute fonction de ces solutions satisfait aussi a I'équa-
tion proposée; et réciproquement, que toute solution est une fonetion
des précédentes. Ces propriétés des équations isolées étant rappelées, on
voit sans peine qu’elles s’appliquent aussi aux équations simultanées,
le nombre des solutions pérticuliéres distinctes étant seul modifié.

Pour ce qui va suivre, nous avons besoin de connaitre ce que devient
une équation linéaire quand on change de variables.

Soit Péquation

dv dv r dv

| Sl | el —
(53) X'dq.+X2dqz+"'+X"dq,._

X4,

dont nous représenterons le premier membre par (A,¢), et supposons
que les n variables ¢,, Gas---s Gn SOiEDL exprimées en fonction des n
autres r,, ry,..., r, : on propose de trouver ce que devieént I'équation
apres ce changement.

Si ’on suppose la fonction ¢ exprimée en fonction des nouvelles va-

riables, on aura
do _dodr,  dodn
dgw — dr, dq. 7 dr, dgi’

et par suite I’équation (53) pourra s’écrire, en groupant les termes
d’une facon convenable,

dv
dr,

(54) (Akrr)'t—ig -F(Akrz)ﬂ Ao (D)

— Xk
dr, dr. = X5

et c’est la le résultat cherché, si on suppose toutefois que, dans la
fonetion X%, ¢,, ¢,,..., ¢, soient remplacés par leurs valeurs en fonc-
tion de 7y, raseeey Iy

Nous ajouterons que, si les équations telles que (53) satisfaisaient
aux conditions d’intégrabilité, ces dernieres (54) y satisferont aussi,
d’apres la remarque qui termine le § I1.

Passons maintenant a U'intégration d’un systeme de m équations ho-

7.
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mogenes, la fonction cherchée n’entrant pas dans les coefficients, et
supposons ces équations mises sous la forme

dv dv . do
k k } —o,
k dql; Xm—H de+| ... Xn dqn =0

(bh=1,2,3,...,m).

(55) X

Cette équation, renfermant n variables’ indépendantes, aura n — 1 in-
tégrales indépendantes distinctes ¢,, ¢,,..., ¢,_,; et si £= 1, on pourra
SUPPOSETr 05 == 3, 93 = @3,..+, ¥ = ¢un, pUisque ces dernitres variables
sont considérées comme constantes dans la premiere équation du sys-
teme (55). Une fonction quelconque de ¢, ga, @syevvs Gonr Omiysenes 90y
sera encore une solution de I'équation considérée. Si I'on change alors
de variables, et que le systeme ¢,, ¢s,..., ¢, soit remplacé par le sui-
vant : ¢y, ¢, ¥a,..., ¢,_y, les équations du systeme (55), sanf la pre-
miere, prendront la forme suivante :

d d dv
(Avgq.) ﬁ + (M) 201 H(Baa) ZE e (Ma)

d

(h=2,3,..., m).

Mais on a, pour les valeurs précédentes de A, (A,q,) = o, et par suile
le systeme transformé se compose de m — 1 équations avec n — 1 va-
riables indépendantes ¢,, v,,..., v,_,; en outre, ce systeme est de méme

forme que le précédent, puisque I'on a, pour une valeur quelconque
de A,
(A/,U‘-) =0,

k pouvant prendre toutes les valeurs de la suite 2, ..., m, A étant excepté.
La recherche des solutions communes des équations du premier sys-
teme revient donc a celle des solutions communes du second, puisque
ces dernieres pe sont que des fonctions de 1y Vareees ¥ny, 2 la condition
toutefois que les coefficients des nouvelles équations ne contiennent
pas d’autres variables que ces dernibres. Cela a lieu en vertulu théo-
‘réme que nous avons précédemment démontreé, puisque (A,¢,), devant
étre une solution de ’équation (A,9) =0, ne peut étre qu’une fonction

des seules quantités ¢,, v,,..., ¥n—1» C€ qui justifie ce que nous avons
avanceé.
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Nous pourrons donc raisonner sur ce second systeme absolument
comme nous I’avons fait sur le précédent, et nous passerons de 1a & un
troisieme, en prenant pour nouavelles variables g,, w,, w,,..., w,_,, ces
dernieres quantités w,,..., w,_, étant les n — 2 solutions distinctes de
la premiere éjuation du second systeme. La variable ¢, disparaitra
complétement de ce nouveau systeme eccmme ¢, I'avait fait du précé-
dent, et toute solution commune des équations de ce sysleme sera, pour
cette raison, une solution commune des précédents.

En continuant ainsi, on voit que d’un systeme au suivant le nombre
des équations et celui des variables diminuent chacun d’une unité, et
qu’on arrivera enfin 4 une seule équation homogene renfermant n — m
variables indépendantes : les n—m — 1 solutions particulieres distinctes
de cette équation seront les solutions communes du systeme propusé;
égalées a des constantes, elles constituent la solution complete du pro-
bleme proposé, et une fonction arbitraire de ces mémes solutions en
sera I'intégrale générale.

Nous allons, pour terminer ce travail, faire sur un exemple particu-
lier Papplication des deux méthodes d’intégration des équations li-
néaires.

§ X. — Applications.

Soit proposé d’intégrer le systeme suivant :

fi=2q" .iv__*_ ,  dv .
= qéqqu' 4344@—430—0,

—ng, B g A
Jo= qi'dq’ —'q‘dq,,-u_o’

I Y S
fi;""quc dq3+qd]:;qi de q1g;v=o.

Premuére méthode. — On fera disparaitre la fonction ¢, tout en lais-
sant les équations. linéaires, en posant u=1log¢; si I'on pose aussi

du - \ "y
pi= ‘E, on aura, pour le systeme precedent,
[

Jy=2q.9ip + qiqps— @3 =0,
(a) <.ﬂzzq,p,—q‘p4—l:o,
fi=q:4'ps + q.9:q:pi — qiga = 0.
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On vérifie facilement que ces équations satisfont aux cenditions d’in-

tégrabilité.

De ces équations, on déduit les valeurs suivantes :

2

4,
P P

(8)

q: Pl )
24:4;

Pr

”‘i—p‘—i———s

RYNE
q:9:

_ L0
2q. ag. 7T T

au moyen desquelles on compose le systeme auxiliaire auquel doit sa-
tisfaire la fonction f; que, d’apreés la regle générale, il nous faut déter-
miner d’abord. Ce systeme auxiliaire sera le suivant :

afi g dfi g1 daf.
W O g g dg gt P T dp
(8) 9 g 4 pdf

T dg. T 2q, dq. | 2q.dp.
: 9 949 | 99 ﬁ
te) M A EAL Sy T

Pour chercher une solution commune de ces équations, nous parti-
rons de’équation (&) qui admet la solution particuliere ¢, = p,q,; sub-
stituant dans I’équation (&), on aura pour résultat

299
q:9.

O, ==

']

r (qeps —1);

substituant de nouveau dans la méme équation, on aura pour résultat

= gogs (4P = 1

qui s’exprime au moyen de 9, et de ¢,, qui est considéré comme une
constante dans I'équation (). Une fonction =, (g,9,9.) sera aussi une

solution de I'équation (d'), et, pour qu’elle satisfasse aussi i I'équa-
tion (¢), il faudra que P'on ait

Is  do = do
dq, dy, ¢: W‘Ps——":

d’otn

@’
[o = = i — 1),
7 ¢—)

‘Iq
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Portant cette valeur dans I’équation (), elle donncra

(Pege—1) _®,

2
W= T
q:9 4
Une fonetion A(q,%,) sera aussi une solution de I'équation (¢), ainsi
que de I'équation (@) : elle le sera de 'équation () si l'on a

di d
- ®:= 0,

dg, " dw,
d’ou
3 — W 2(%]1« - l).
9 9:9:
Posant cette solution du systeme auxiliaire égale & une constante a, et
joignant I’équation ainsi obtenue aux équations données («), on en dé-
duira

PEagl, p=gbagh pe=—2adde po= ok oads

d’ou
w = const. + a(¢.q* — ¢.q3) -+ 108 9.4,

et par suite
v=>bgq,q, e B9,

Telle est la solution compléte du systeme proposé.

Deuxiéme méthode. — Si nous rendons les équations proposées ho-
mogenes, en suivant pour cela la regle donnée a cet effet, nous obtien-

drons le systeme suivant :

, du . du , du
(3) (Au)=2q.q; g&:"‘flﬂﬁd—‘qﬂ*qumo,
du du  du
v ()= 20 G = 0 g 0 G = ©
. , du du du
(9) (Azu):qzq‘d—q;.+q,qsq;d—q—‘ +q.qsu%:0,

ou u est la nouvelle fonction cherchée, ¢ n’étant plus considéré que
comme une variable indépendante..
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On trouve immédiatement, pour P'équation (3), la série suivante de
solations distinctes,

2 2
v q:9, —4.9;
U= —y U=y, Us—={(s U— " ———777°

qs 9

Si I'on prend alors pour variables les quantités suivantes : ¢,, &, U,
uy, u,, les équations (7) et (¢') deviendront

N Al du du du du de
() (A u)= (Atql)—— (A u)du +(A“"~')d—q, +(Anqs)3q—3+(Ar"«)‘7L;—0’

N , du du du du du
(5) (A,u) = (Az%)gq— + (B o o+ (e G (Azq«)d g, HA gL =o

Mais on a

(Aig)=o0, (Au)=2u, (Ag:)=2¢, (Mg:)=o0, (Auw)=—2u,

(Asgiy==o0, (Mu)==0, (A:gz)=0, (Agq:)=q:q;; (Dit.)=o0;
done les équations précédentes se réduiront aux suivantes :

du du u iu__ eL ili-*o
u’ﬁ—!—qz}f&;— sdui——o Codgs

La premiere de ces équations admet les solutions

o i, - ¢ ; . 2. 2.
uy=-— = » Uy = Gl = 94— 40 g55
9 4144

ces solutions, satisfaisant aussi a la derniere équation, sont les solutions
communes du systeme proposé. L’intégrale générale sera donc unc
fonction arbitraire de «, et &,, d’oli I'on aura enfin

v =¢:¢:¢(¢:9% — ¢:43)s

o étant une fonction arbitraire.

Il est d’ailleurs évident que ce résultat s’accorde avec celui que nous
avons déja obtenu en appliquant aux équations proposées la méthode
générale relative aux équations quelconques.

Nous indiquerons encore les exemples snivants.
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Soit le systeme

o , dv — o dv - o do
(9. —q3) 7 —(q.q. q-zqndqs q:9s q'fmd—q;—o,

dq,
R . dv dv L dy
(q: —qs);@_ﬂqzqs"qlqa)d—qa +(¢iq: — qzqi);q: =0;

en appliquant la méme méthode, on trouvera
v = q)(qf -+ q; -+ qza -+ qfa qiq: + 73QA)-

Soit encore le systeme suivant

o _ Ao e
ql dq' g qz dqz q:s dq; q4 dq‘ e b2
dv dv dv dv

P g, g, g g

Pour P'application de la seconde méthode, il faut remplacer ce sys-
teme par le suivant, qui lui est équivalent,

= 0,

q.q: -+ 4245 dq. q:q: — 4.9 dq; —(qi +4q3) (lqj
( -+ )—dv——(“+ 2)—dv—i—( — ———dv— ;
q:q: q:qs dq: q; q; df]z 4594« ’1\(12) dQs == 0;

et la solution générale de ce systéme est la suivante :

_ 2 2 2 2 q1q2+qus]
V.= g 3( 2 T i)y o |
?[(q q:)(q: + q1) R
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DEUXIEME THESE.

DU FACTEUR INTEGRANT

POUR LES EXPRESSIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

RENFERMANT UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES INDEPENDANTES;

Par M. COLLET,

DOCTEUR ES SCIENCES.

Dans le Mémoire précédent, nous avons développé une méthode
générale pour I'intégration des équations simultanées aux dérivées
partielles du premier ordre; nous nous proposons actueliement d’ap-
pliquer cette méthode a la recherche du facteur intégrant des expres-
sions différentielles du premier ordre et d’un nombre quelconque de
variables indépendantes. Ce facteur v’existe pas en général pour des
expressions quelconques : cette existence est subordonnée a certaines
conditions qui doivent étre satisfaites par I'expression proposée, et
dont Vétude va nous occuper tout d’abord.

§ 1. — Des conditions nécessaires dont dépend 1 existence
die facteur intégrant.
Considérons I'expression
(1) Xodzr,+ Xodx,+...+ Xodzy+ .. .+ Xpdzp+. ..+ X, dz,,

et soit x la fonction par laquelle il faut la multiplier pour qu’elle de-

vienne une différentielle exacte; les conditions nécessaires et suffisantes
8.
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pour que cela ait lieu sont que ’on ait identiquement, pour toutes les
valeurs de /4 et de £, depuis 1 jusqu’a r,

d.uX, d.pXy
dx/; T dx;,

?

c¢’est-a-dire, en développant,

du. dp. dX;, dX4
(2) Xl‘rvxk—d_xd'—h_'—‘u(dxk dx;.>

En donnant a A et % toutes les valeurs de la suite 1, 2,..., n, la for-

n(n—r)
2

mule (2) donnera équations aux dérivées partielles, et qui

devront étre satisfaites simultanément par la fonction cherchée. 11 est
facile de voir que les équations qui précedent ne peuvent exister simul-
tanément, 3 moins que leurs coefficients ne satisfassent identiquement
a de certaines conditions qui seront des conditions nécessaires pour
Pexistence du facteur.

Pour cela, posons, en général,

hy k)= Tm —
Uy b} =X g~ d — X dan (dxlr dx;,),,

et considérons les trois équations .
[h, k) =0, [k,m]l=0, [m, h]=o0;

en les multipliant respectivement par X,,, X,, X, et ajoutant, on ob-
tient, apres la suppression du facteur commun £, 1'égalité suivante :

d n /
3) ‘(;.( X; dX) X, <(1x de>+X'<dX,, dX,,):

dz, dz dxi, ~ dz, dzi dza

Cette égalité, ne contenant plus la fonction cherchée, doit étre une
identité, sans quoi elle établirait une dépendance entre les variables,
qui, par hypothese, sont idépendantes.

Si, dans la formule (3), on donne 2 4, %, m toutes les valeurs de la

suite 1, 2,..., n, on obtiendra des conditions nécessaires pour Dexis-
tence du facteur.
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Supposons ces conditions satisfaites, le nombre des équations (2)
distinctes est alors diminué. En effet, ayant montré que I’équation
(£, k] =0 esl une conséquence des deux autres [m, k] = o, [m, k] =o,
on voit qu’on aura un systeme complet d’équations distinctes et com-
prenant toutes les autres, en prenant pour 7 une valeur quelconque
de la suite 1, 2,..., n, et donnant simplement 4 A, dans le symbole
[m, k] = o, toutes les autres valeurs de cette suite.

On pourrait former de bien des manieres des systemes complets et
équivalents d’équations distinetes, par exemple en écrivant dans un
ordre quelconque les nombres de la suite 1, 2,..., n, et prenant poiir
m et h, dans [m, k] = o, tous les systémes de deux nombres consécu-
tifs de cette suite; et plus généralement, en prenant un systeme telle-
ment composé, qu’il y entre les dérivées de p par rapport a toutes les
variables. Quelle que soit la marche suivie, on arrive i ce résultat, que
le nombre des équations auxquelles le facteur intégrant . doit satisfaire
est rédutt a n — 1, au moyen des conditions (3) énoncées comme néces-
satres.

Revenons i ces conditions. Si, dans la formule (3), on donne 4 m, £, A
n(n—1){n— 2)
) 1.2.3
nous allons démontrer que ces conditions ne sont pas toutes distinctes, et

.y , v —1a)in—2
que le nombre de ces dernieres est seulement égal a (—q%—‘——) .

toutes les valeurs 1, 2,..., n, on forme conditions :

Pour cela, représentons, pour plus de simplicité, par le symbole
[k, k, m] le premier membre de la formule (3), on aura évidemment

[°/z, k,m)=[k,m, h]=[m, h, k],
et aussi
[h, ky m] = — [h, m, k].
Nous allons démontrer, en général, que les trois conditions

{thykyml=o0, [k,p,m]l=0, [p,h,m]l=o,

comprennent la suivante :

[h, b, pl=o.

En effet, si 'on développe les trois premiéres conditions, qu’on mul-
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tiplie les équations obtenues respectivement par X, X;, X4, et qu'on
ajoute, on voit facilement que les coefficients des produits X, X,,
X; X,, X, X, s'annulent identiquement, et que celui de X,, est I'expres-
slon suivante :
X0 { dX dX
xﬁ(ka_ ¢l‘<,,)+xk<dxp (lX;,) + P( B I:>,

(7;‘,: T dxy dzi dr, dz:  dri

qui, par conséquent, sera nulle; ee qui nous donne la condition
[h. &, p] = o, qui, ainsi que nous I'avions annoncé, n’est qu'une con-
séquence des précédentes.

Il résulte done de cela que I'on aura toutes les conditions dis-
tinctes en donnant simplement & % el £, dans I’équation symbolique
[m, h, k] = o, toutes les valeurs de la suite 1, 2,..., n, m excepté, et
le systeme ainsi obtenu représentera toutes les conditions nécessaires
a Pexistence du facteur. Nous verrons dans la suite que ces mémes
conditions expriment précisément les conditions d’intégrabilité des
équations aux différentielles partielles que I'on aura i intégrer simul-
tanément pour la délermination du facteur : les conditions qui précédent
sont donc a la fois necessaires et suffisantes. Le nombre de ces conditions

(ﬁ__ 1){n —2)

est maintenant égal & ; et sl n= 2, ¢’est-a-dire ’il n’y a

que deux variables indépendantes, il n’y a plus de conditions, et alors
le facteur intégrant existe tonjours.

S II. — Conrditions d’intégrabilité des équations dont dépend
la détermination du facteur.

Considérons maintenant les équations a intégrer, et dont(2) est la
formule générale; elles renferment la fonction cherchée et ses dérivées:
prises par rapport aux variables z,, x,,..., z,. On peut faire dispa-
raitre la fonction en suivant la méthode générale qui consiste a poser

p= %, ¢ étant une nouvelle fonction et ¢ une nouvelle variable; mais
. L. . - dp dz
- z LR " M L
il est ici plus sunple.de poser pn = ¢, d'olt i =€ dz, cequia I'avan-
tage de ne pas introduire de variable nouvelle. Posant dz les
‘ dxy Pk’
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équations a intégrer prennent alors la forme suivante :

d_X dX,

Az, dx,

(4) _ﬁn X pm'_‘x P| :0,
oit m devra prendre successivement les valeurs 2, 3,..., n.

Nous allons démontrer que les fonctions f,, fi, ..., fo salisfont aux
conditions d’intégrabilité, si les premiéres conditions sont elles-mémes
salisfaites.

Si nous considérons deux quelconques des équations proposées,

, dX, dXa.
(fm_: lem'—xmp""’(_l‘;;:* dx. — 0,

. dX, dX,
zﬁl:xnpln—xhpl'*"(zr—l‘—z;’:

{5)

on devra avoir

AN (e i dfu dfi)
(-ﬁ"’jh)_E(dpbz;; ‘(l.l'[ dp‘) o

Pour le prouver, des équations (5) nous tirons

o g g e _dfe
(6) ‘W"‘“@f”’@—%ﬁwﬁﬁ‘
{
|46y, ARy dn__dh
[ dp, ™~ Yodps T " dp. dps T dp. T

et 'expression de (f,. /) se réduit simplement aux termes suivants :

) dfe dfs | dfs dfi _ dfa dfs _ dfa dfs

—_ - —

dp. (/x1 dpn dxn dr, dp, dxy dp
On aura aussi

(A, dX dX. d (X, dX.

dr,~ Pz, Pz < )
dfu _ dX,  dX. d dX,,.
o )

dfi _dX. dX,
dz, Prdz, — P dx,

Z,
o AN A%, d (4%
dzn Pz, — P dz, T dzn

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



62 DU FACTEUR INTEGRANT

En portant dans P’expression (7) les valeurs (6) et (8), on aura un
résultat de la forme

(9) Pp.+ Qpi+ Rpa+ 8,

P, Q, R, S ayant les valeurs suivantes :

p:x.(‘é%"”‘%ﬂ X"(;Xl xm%{’,
Q:X,,,%— ."Z;‘;,
l{:——Xh%+X,%,

Considérons maintenant les équations (5) et la suivante :

de (lX/,
Xlﬂpll— Xﬁpm"‘ d—x;. - dTm =

qui en est une conséquence, quand on suppose la condition
[, hhml=o0
satisfaite; multiplions ces équations respectivement par

dXx (dX. dx,,>
+ | = ,

d_xu- dx;, - E;T
dX, dX, dX,
- %)
et
dX'A
d—x.7

en ajoutant les résultats, on aura une identité de la forme
(10) Pp,+Qpi+Rp,+8—o.

Pour les quantités P', Q', R, §, on trouve facilement, en faisant usage
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de la condition (qg), les valeurs

P’:—:Py Q,:Q7 R,:R,
. C/x.(dxb 0%y A%, (dX,,. d_X) X, (dX, dX,,)'

dxn.  dxz dr,  dxa dz, \dx, dz,

7 da,

dx,

AN

Si enfin on dérive I’équation (9) par rapport & x,, on trouve, par une
transposition convenable des termes obtenus, que

§'=S§,
d’ou il suit que 'on a bien P'identité
Pp+Qpi+Rp,+8S=o0,
qui n’est autre que la condition d’intégrabilité
(fifn)= o,

(ui est ainsi satisfaite, pour toutes les valeurs de / et de m, quand P'ex-
pression proposée satisfait d’aillenrs a toutes les conditions [m, £, p] = o.
Donc ces dernicres conditions sont bien a la fois nécessaires et suffisantes.
Nous nous occuperons encore de ces conditions dans la suite; actuel-
lement nous allons indiquer la marche & suivre pour intégrer les
‘équations dont dépend la solution du probleme en question.

§ III. — Intégration des équations du facteur.

Les équations du facteur sont aux dérivées partielles du premier
ordre, linéaires mais non homogenes. Pour les intégrer, on peut suivre
les deux méthodes que nous avons indiquées : la méthode générale des
équations quelconques, ou la méthode particulitre aux équations
linéaires. L’emploi de cette derniere méthode exigera Vintroduction
d’'une nouvelle variable. Nous allons les considérer I'une et Pautre
successivement.

Premiére méthode. — La méthode générale se ramene, pour le pro-
bieme actuel, a chercher une relation /= a entre les quantités p,,...,
9
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Pus Tys- .., T, @ étant une constante, de telle sorte que 'on puisse,
au moyen de cette relation et des (r — 1) équations

(rv) _/;::0, f;:o,..., ﬁ:o,.

“déterminer, pour p,, ps,..., p,, des valeurs en fonction de z,, x,,..., z,
qui rendent I'expression

prdzx b prday+. ..+ puodz,

une différentielle. L’intégrale de cette différentielle sera la fonction z,
qui donne immédiatement la valeur complete du facteur p, a cause de
la relation p. = ¢°.

Si des équations (11) on tire les valeurs de p,, p;,..., p, en fonction
de p,, x,, @,,..., x,, on pourra supposer que la relation cherchée f=a
ne contienne aussi que p,, &,,..., &,; dans cette hypothese, la fonc-
tion / doit étre une solution commune d’un systeme canonique de
n — 1 équations linéaires, aux dérivées partielles, de la forme sui-
vaate :

(t2) Af | dpn df _dpa df

dx,,, dx, dp. dp; dxl

olt 7 recevra successivement les valeurs 2, 3,..., n. Des équations (11)
on déduit, pour p,, ps,..., p,, des valeurs de la forme

(13) o o (X dX,
Pr=x P\ Az do
et équation générale (12) devient alors

o=x: ¥ _xx 4
( ,) T M, U de,
4

( _’_[<X‘dxm_xmﬁ>}l -X d (dX, __.(le dX, (dX, dX\Ndf
dx, de /7 ‘de \dz,  dx, (Iw de, (/xl (/p‘

Mais, sans diminuer en rien la généralité de la question, on peut sup-

poser X, =1, ce qui revient a comprendre la fonction X, dans le fac-

teur cherché. Cette hypothese simplifie toutes les formules. Les con-
ditions d’intégrabilité se réduisent 2 1a forme suivante :

_dXi  dXa dX. dX;

T dz.  dxz, + X dx, — Xa dz,’
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et les égalités (13) et (14) deviennent respectivement

dX,

(l5) pm:[),xn.*-*—:izs
_df daf dX,, dX,\df
(16) = T dz <P: dz, ux? ) dp,”

Dans loutes ces formules, m doit prendre successivement les va-
leurs 2, 3,..., n.

Nous remarquerons que les équations (15) et (16) ne contiennent
chacune que I'une des fonctions X,,..., X,. Le systeme auxiliaire (16)
s'intégrera en suivant la marche que nous avons indiquée; aussi ne
nous arréterons-nous sur cette partie de la question que pour signaler
quelques particularités qui peuvent se présenter dans la recherche de
la solution commune de ces équations.

Et d’abord on voit immédiatement que, s’il ne s’agissait que de
trouver une solution commune, quelconque d’ailleurs, des équations
du systeme (16), on pourrait satisfaire 4 ces équations par une fonction

indépendante de p, qui serait alors une solution commune des équa-
tions (16) réduites a la forme

b x I

OZZ.Z'——,,, ,,,—dz

Pour trouver une telle solution, on considérera d’abord une solution
S =19 de I'équation
A x4
0= dzx, *dx,’

celte solution ne contenant pas p,, on voil que, en effectuant les substi-
tutions successives qui conduisent a la solution commune cherchée, la
quantité p, n’apparaitra nulle part, et qu'on aura enfin une fonction
@(x,..., x,) qui sera une solution commune des équations du systeme
considéré. On doit alors se demander ce que représente cetté fonction,
et voir si elle peut satisfaire aux équations (15), auquel cas elle serait
Ia solution immédiate de la question, sans qu’il soit alors nécessaire
d’effectuer la quadrature qui se présente dans la méthode générale. A
cela, on peut répondre que la fonction ¢, quoique satisfaisant aux
équations (16), n’en est pas pour cela une solution de la question, car
9.
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elle ne satisfait pas aux équations (15). En effet, la fonction ¢ donne
en général

do de
T dxn Xn dz,’
et, comme il faudrait que 'on eut
do dp  dX,

Q= 55— —— Ap 5

dx, "dz, dx’

on voit que fa fonction ¢ ne satisfera a la question qu’autant que 'on

dX ’ . 9 ,

aura 7;’" =0, pour toutes les valeurs de m, ¢’est-a-dire seulement
i

dans le cas ol la variable #, n’entrera pas dans la composition des

fonctions X,, X,,..., X,. Mais, dans ce cas, les conditions d’intégra-

bilité deviennent, pour les valeurs 2, 3,..., nde m et de 4,

(l'X,,, dX4 _

—o;
dz;, dz,, ’

par conséquent, la partie

Xodz,+...+ X, dz,

de I’expression proposée est alors une différentielle exacte, et, comme
X, =1, 'expression proposée est immédiatement intégrable, et il n’y a
pas lieu de chercher de facteur.

Ce cas particulier”étant excepté, on aura, pour solution commune
du systeme (16), une fonction fde p,, x,, x,,..., z,; et, posant f=a,
a étant une constante, on aura, au moyen de cette équation et des for-
males (15), les valeurs de p,, Pss - -5 Pn €xprimées en fonction des
variables indépendantes x,,..., x,, et d’'une constante arbitraire « :
ces valeurs seront telles, qu’en formant expression

pidq+...+ p.dq.,

on aura une différentielle exacte, dont I'intégrale sera précisément la
fonction z que nous avons substituée au facteur . dans les équations
du probleme. De la valeur complete

z2=Flx, xsy..., 2., a) + b,
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on déduira la solution complete du facteur intégrant

p= B eF (T @),

[3 étant, ainsi que b, une constante arbitraire. La solution générale
sera définie par le systeme

dF
i U U — F(ag,...,x,, ; (e Xpea) s
u. cp(a)er(ln :1:-,11)’ o (P’(a)e (g x, “)+da (P(a)e}('l 1 e

et enfin les solutions singulieres résulteront de I'élimination de @ entre
les deux équations
dF

—— eF(J’h---\J'n:“) et — == 0.
p=p ’ da

Telle est la marche & suivre dans la recherche du facteur, d’aprés la
méthode générale d’intégration des équations quelconques. Nous allons
maintenant considérer la méthode qui est spéciale aux équations
linéaires.

Deuxiéme meéthode. — La méthode d’intégration particuliere aux
équations linéaires suppose ces dernieres homogenes et débarrassées
de la fonction cherchée.

Si nous considérons les équations (2), nous leur donnerons la forme
convenable, non plus en nous proposant la détermination de p, mais
celle d’une fonction « de @\, z,,..., x, et de p; ces équations prennent
alors la forme

(17) o=X,

de o du _ (dX, dX,\du
dan " G, “(dr,f‘ﬁ)d?’

et méme, en supposant, comme précédemment, que X, = 1, on aura

le systeme suivant :

 du du  dXa du
(8 O T X, P, @

dzy,
(m=2,3,...,n);
et sl nous posons, en général,
y= du g, de 4% du
dzn dx, a¥ dp
les équations du systeme (18) deviendront les suivantes :

(Asu)=o0, (Mu)=o,..., {(Asu)=o.

(Ant
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Ceci posé, nous avons d’abord & chercher les solutions particulieres
de I'équation (A, u) = o. Pour cela, I'une d’elles «’' étant déterminée,
on pourra, pour déterminer la seconde u”, faire Papplication du théo-
reme démontré dans le § VIII (Premiere These). Quoi qu’il en soit,
quand on connaitra les deux solutions particulieres u’ et u” de la pre-
miere des équations (18) on changera de variables en exprimant p, x,,
T2y Xys. ... X, en fonction de @y, o3, ..., x, &, ’; 'une quelconque
des équations suivantes (A, u) = o deviendra
du du du du

" au . ’ wy %
B '+ (Am xn)d.l‘,; -+ AA’"u )(lul -t (A’"u )(/””’

o= (A, x;) Tr

en remarquant que (A, x;) = o pour les valeurs 2, 3,..., n de m;
enfin, eu égard aux conditions (Amay) = o0, pourmSket (A, x,) =1,
on aura, pour I'une des équations transformées,

du du du
\ S Py {7 ARG
(19) ° dx,, (Anu )du' (B ) du”’

m devant prendre successivement les valeurs 3, 4,..., n.

Ce dernier systeme, qui satisfait d’ailleurs, comme le précédent, aux
conditions d’intégrabilité (Premiere These, § II, Remarque 11}, jouit
de cette propriété, que toute solution commune des équations (18) est
solution commune des équations de ce dernier systeme; et récipro-
quement, que toute solution commune des équations du systeme (1g)
satisfait aux équations (18). Ce systeme (19), ayant la méme forme que
le précédent, se traitera comme lui, et, si I'on trouve les deux solutions
particulieres distinctes «', ), pour la premiere des équations (19), on
r'emplacera'les variables x,, x,,..., x,, ', u” en fonction des suivantes:
Zyy Xaseevs Tny Uy, U5 x4 disparaissant d’ailleurs identiquement du
résultat, comme cela est arrivé pour x, dans la premiere transforma-
tion. En opérant ainsi successivement, on voit que le nombre des équa-
tions de chaque systeme diminue d’une unité en passant d’un systeme
au suivant, et que le nombre des variables subit la méme réduction ;

on arrivera dene enfin 2 une seule équation A trois variables de Ia
forme

du du du
o=A dr, © B did _, +C du” )’

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



POUR LES EXPRESSIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 69

7 "

et dont on cherchera les deux solutions particulieres o, _, «)_.. Reve-
nant aux variables primitives, on aura, en égalant ces deux solutions
a des constantes, la solution complete du probleme proposé; la solu-
tion générale sera une fonction quelconque de u,_,, u, _,, qui, égalée a
zéro, donnera la valeur du facteur intégrant p..

Si nous comparons les deux méthodes que nous venons d’indiquer,
nous voyons-que la premiere ne nécessite la recherche que d’une solu-
tion commune des équations d’un seul systeme auxiliaire, tandis que
la seconde exige la formation de n — 2 systemes auxiliaires successifs,
et pour chacun d’eux la solution compléte de 'une de ses équations.
Ce qui caractérise la seconde méthode, c’est qu’elle donne le facteur
sous une forme semblable & celle qui lui convient en général, d’aprées
les théoremes que nous allons maintenant démontrer.

§ IV. — Propriétés générales du facteur intégrant.
LeMmEe. — St U et usont deux fonctions de n variables x,, x,,..., x,,
et telles que I'on ait, pour chacune de ces variables,

dU _, du
Z.i‘—],— d.tl‘},,

X étant une fonction donnée de x,, ., ..., x,, ou plus simplement
dU=1hAdu:
alors U est seulement une fonction de u.

Supposons, en effet, que, dans U=F(«x,,..., x,), on remplace x,
par sa valeur tirée de I'égalité u = f(x,,..., z,), le résultat sera en
général de la forme

U=F (i, Loy . oy Zay, U).

Je dis que, dans le cas actuel, les variables x,, x,,..., z,_, sont élimi-
nées en méme temps que x,.
Différentions, en effet, la fonetion U par rapport i =,,..., ©,_,, x,,
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la substitution indiquée étant supposée effectuée, nous aurons

(_ij]_ dF, dF, du

dz. — dz, VT du dz’

ay dF, dF, du

dz_, dz, | du dze)
dU _ dF, du
dz, — du dx,
i , du du
Mais, par hypothese, - =5 d’oli 'on aura, en comparani avec
les valeurs qu1 précedent,
| _dF. AR, dF, a¥, ,
,___(.l.;, puis dl‘l__ s (T—-xz._ ye oy ‘_———(/.Z‘,,__;_VO’ €. Q. F.D.

Ceci pouvait étre établi beaucoup plus simplement, en considérant
que 'égalité dU =) du exprime que U reste constant quand z,, x,,...,
x, varient de fagon & laisser u constant, et que U ne variera qu’autant
que u variera aussi : done U n’est qu'une fonction de u.

TuiorEME. — Il existe une infinité de valeurs pour le facteur intégrant

de U’ expression
Xidx,4-«..+ X, dx,.

Si p. est une valeur du facteur, on aura
p{Xidz ...+ X, dz,) = du;

multipliant les deux membres de cette égalité par une fonction arbi-
traire de u, ¢(u), on aura

elu)p{Xidx, +. ..+ Xodz,) = ¢lu) du,
qui est encore une différentielle exacte.
Il y a donc une infinité de valeurs du facteur de la forme p.o(u).
ReciproQuemEeNT. — Toutes les valeurs du facteur sont de la forme

po(u), u étant une quelcbnque d’entre d’elles.
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Soit, en effet, une valeur V du facteur, on aura
V(X dz,+...+ Xadrx,) =dU;
d’ailleurs, par hypothese,

p(Xidx,+. ..+ Xodzx,) = du;
d’ol

, A% .
et, par conséquent, m sera une fonction de u seulement. La formule

générale du facteur intégrant est done

p=po(u)

. €tant une valeur particuliere de ce facteur, et u la fonction dont
I’expression proposée devient la différentielle, quand on la multiplie
par p&,.

Cororraire. — Si 'on peut obtenir deux valeurs du facteur, leur

rappert sera l'intégrale cherchée, ou plutot une valeur de cette inté-
grale.

§ V. — Remarques relatives aux théories précédentes. — Cas

particulier ot le facteur est décomposable en un produit de
Jonctions.

La marche que nous avons suivie pour arriver i la détermination
du facteur peut facilement étre modifiée; elle est seulement la plus
simple en général. On pourrait, en effet, remplacer le systeme d’équa-
tions dont nous sommes partis par (n — 1) équations fournies par le
symbole [%, k] = o, & et k prenant des valeurs de la suite 1, 2,..., ,
et de telle sorte que chaque nombre de cette suite soit pris au moins
une fois; car alors le systeme des (n — 1) équations obtenues renfer-
mera les dérivées de p par rapport a toutes les variables. Mais on voit
immédiatement que la détermination de (» —1) des quantités p,,...,p,
en fonction de la derniere et des variables indépendantes exigera des

10
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substitutions qui compliqueront les résultats obtenus, et par suite les
calculs ultérieurs. €e n’est que dans des cas trés-particuliers, par
exemple dans celui olt 'on a, entre quelques-unes des fonctions X,,...,
X, des relations telles que la suivante :

dX, __dX;.

dx, ~ dxn ’

qu’il pourra y avoir intérét 2 modifier dans le sens que neus venons
d’indiquer la marche générale des opérations; et 'on voit facilement
comment il faudra choisir les valeurs de A et £ dans le symbole
[k, k] = o, pour apporter aux calculs la plus grande simplification
possible; aussi ne nous arréterons-nous pas plus longtemps sur ce
sujet.

Nous nous proposons actuellement d’étudier le cas remarquable out
le facteur intégrant est décomposable en un produit de fonctions ne
contenant chacune qu'une seule variable, c’est-a-dire le cas ol I’'on a

/.L::z,zz... Dy

z, étant une fonction de x, seulement, z,, de x,,.... En nous repor-
tant au changement de variable que nous avons opéré pour appliquer
la théorie générale de I'intégration aux cas des équations du facteur,
on trouvera, dans ’hypothése actuelle,

1 dsz 1 dz, v dz, 1 dz,

PEL I P L@ P T nde T P @

Les pis pzyeoo’ Py -« oy pn devant d’ailleurs satisfaive aux équations de
la forme
dX, dX,

dz.  dzx,

-

X| Pm—‘ Xm pl -

il faudra que I’on puisse avoir

X.(-l— a'z,,,)—_x (I dz.)zg& dX,

Zndz,, z, dx, dx, dz,’

mais le premier membre de cette équation peut se représenter par

{20) X, CPm(xm)—‘qu’l(‘Zn);
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donc on ne pourra obtenir pour p. une fonction décomposable en fac-

teurs de la forme supposée qu’autant que dX, _ dX, ourra aussl se
Pp q q dz, dz. P

metire sous cette forme (20); et il faudra non-seulement que cette
décomposition soit possible pour toutes les valeurs de I'indice m, mais
encore que les valeurs fournies par les différentes décompositions, pour
¢, (2,), soient identiques.

Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes qui doivent étre
remplies par les fonctions X, X,,..., X, pour que le facteur intégrant
soit de la forme supposée.

Plus généralement, si1’on partait des équations fournies par le sym-
bole [%, £] = o0, ol & et % prennent des valeurs quelconques de la suite
1,2,...,n, I'une quelconque d’entre elles,

d dX
X&pk—XkP&+ %)%"'Tx,‘f:“’

conduirait 2 la condition

dX; dXﬁ___ /1 dz; 1 dz;
(21) don " dm N\ 5 E)*X(* dx>

c’est-a-dire qu’il faudrait que la quantité

aX _d%
dxﬁ " dxk,

put se mettre sous la forme
X @i(#1) — X ga( 1),

et, en outre, que toutes les valeurs de ¢,(a;), par exemple, fussent
identiquement les mémes pour toutes les décompositions analogues a
la précédente. Si toutes ces conditions sont remplies, il existera un
facteur intégrant de la forme

P== 31 B2e v s Bme s« By

ol 3, est seulement fonction de «,,, et les calculs qui précedent auront
déterminé en méme temps les valeurs des fonctions

Pi{Zidyeeny On{Zmdeeoy Pu(®n)
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Si nous considérons les derniéres conditions répondant aux équa-
tions [/, k] = o, elles sont évidemment plus nombreuses que celes
fournies par les équations désignées par le symbole [1,£] = 0; mais
cette plus grande multiplicité n’est qu’apparente, et, si les conditions
répondant aux équations [1, k] = o sont satisfaites, celles qui sont
relatives aux équations [£, £] = o, pour toutes les valeurs de % et de £,
le seront en méme temps. Ce fait, qui pourrait étre établi directement,
résulte d’ailleurs immédiatement de cette considération, que les équa-
tions fournies par le symbole [1,%] = o, ot £ prend les valeurs 2,
3,..., n, comprennent toutes les autres. Mais, sans nous élendre da-
vantage sur ce point, revenons a la détermination des fonctions z,,
Zyyoony Xp.

Les décompositions . précédentes nqus ayant donné les valeurs de
¢ (®)se s Om(®m)ser-vs 0u(x,), nous aurons, en général, pour la

détermination de z,,

1 dz,
Z_ Zi;‘ = ﬁom(xm)’
ot m
d’ou
Bp— celsm (-“m)d-fm’

¢ étant une constante; et, par suite, pour le facteur intégrant, on aura
immédiatement

mgnf?m (Zm) d-’m’
p=Ae""
en représentant par A une constante quelconque.

Nous remarquons immédiatement que, si toutes les conditions de
décomposition en facteurs sont satisfaites, il pourra manquer certaines
variables dans le facteur intégrant, dans:le cas ot quelques-unes des
fonctions X,,..., X, satisfont aux conditions

dXs dXi
(22) d.Z'k - —(,TZ’—], —= 0.
Supposons en particulier qu’il n’y ait que cette condition de satis-
faite; en considérant I’équation
dX, dXg

Xipr— Xi el i S
\i Pi & prt+ dzs dzn o,
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dans 'hypothese actuelle, elle conduira i cette condition

d dX
%X; —_— 37: = Xz pa(xs)} — Xp or{xs) = o,

qui pourra étre satisfaite en posant
eu(xr) =0, @x(x)=0;

si les autres décompositions donnent les mémes résultats pour ¢, et gy,
les variables @, et x; feront défaut dans la valeur de p.

Mais il peut manquer certaines variables dans p, sans pour cela que
les fonctions X,,..., X, satisfassent & aucune des conditions (22).
Supposons, par exemple, que ¢,(x,) = o; on devra alors avoir, pour
les valeurs 2, 3,..., = de Vindice m,

dX, dX,
23 dz, dm»
(23) —x = ¢n(@n)s

¢’est-a-dire que la fonction représentée par le premier membre de cette
équation doit se réduire a une fonction de x,,. Telles sont les n — 1 con-
ditions qui doivent étre satisfaites pour que la variable x, n’entre pas
dans la fonction p, supposée d’ailleurs décomposable en facteurs.

Si nous cherchons ce que deviennent les eonditions d’intégrabilité
quand on suppose satisfaites les conditions de la décomposition en
facteurs, on voit que ces derniéres comprennent les premigres, c’est-
a-dire que, si pour deux quelconques des fonctions données on a
(24) %—%th%(%)hxhw(m),
les fonctions ¢, (), 95(%4), ... restant identiques  elles-mémes dans
les différentes décompositions, et cela pour toutes les valeurs des in-
dices £ et £, on aura aussi, identiquement,

dX; dX. dX, dX, [dX, dX, .
(G — ) & - ) e () =

/

ce que I'on vérifie facilement.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



76 DU FACTEUR INTEGRANT

La considération des seules conditions (21) permettra done d’affirmer
que la fonction proposée peut étre intégrée par la méthode du facteur,
et que ce facteur peut se décomposer en un produit de fonctions de la
forme considérée. Les conditions (23) permetiront méme de déterminer
a priori les variables qui n’entrent pas dans I'expression du facteur
intégrant.

Dans ce qui précede, nous avons supposé que les fonctions dont le
produit composait le facteur intégrant ne renfermaient chacune qu’une
seule variable; mais on peut se proposer de rechercher en général les
conditions qui doivent étre satisfaites pour que p. soit égal & un produit
de fonctions ne contenant chacune qu’une seule variable, et d’une
autre fonction des variables non comprises dans les premiéres, c’est-
a-dire que la forme supposée de p est la suivante :

P=2%2 0« B [( Zmgrs o ey Tu)s

On trouverait, en procédant comme précédemment, une série de
conditions de la forme (24), et qui s’en déduiraient en faisant A =1,
et donnant £ les valeurs 2, 3,..., m. Quant aux équations répondant
aux valeurs m + 1, m+ 2,..., n, de k, h restant toujours égal a I'unité,
elles donnent

x, LY _x,1dz  dX  dX,
T f dx z, dz, dx, dxi
en remarquant que

1 dsz, 1 df

pl:z Ix‘: et pk:'}-— E

Mais le premier membre de P’égalité obtenue est de la forme
X Fi{®psrs e ooy Thye ooy )3

donc il faudra que le second membre puisse se metire sous la méme
forme, et cela pour toutes les valeurs de &, depuis m + 1 jusqu’a n. Si
ces conditions sont satisfaites, on aura, pour déterminer la fonction f,
P’équation

1 d

3 L=m,
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et, par conséquent, on connaitra les dérivées de la fonction log f par
rapport A ses variables : Ia fonction fsera donc donnée par une simple
quadrature, el 'on aura

F:logf:f(EF,-dxi> + const.,

SNm+1

m
F+ (2‘?;‘ (z;) d:i)
Ae f :

les fonctions ¢ étant analogues & celles qui se présentent dans le cas
examiné précédemment.

Dans le cas olt quelques-unes des forrctions X satisferaient aux con-
ditiens (22), on pourrait, en suivant la marche déja suivie, chercher
ce qu’il en résulterait pour la composition du facteur; mais ce qui pré-
cede suflit pour le faire prévoir : aussi nous nous contenterons d’in-
diquer cette analogie, eroyant inutile d’entrer dans de plus grands
développements a ce sujet, non plus que sur la marehe 2 suivre pour
déterminer a priori la forme du facteur intégrant. Nous terminerons
ces recherches par des considérations qui se rattachent immédiatement
aux conditions d’intégrabilité des expressions différentielles par la
méthode du facteur.

et, par suite,

¥

P':

§ VI. — Sur Uintégration d'une classe d’équations linéaires
simultanées aux dérivées partielles du premier ordre.

Si nous considérons les conditions d’intégrabilité représentées en
général par I’équation symbolique [m, A, k] = o, nous voyons que ces
conditions expriment, soit entre les fonctions X,, X,,..., X,,, soit entre
les variables x,, x,,..., x,, des relations dont la considération peut
intervenir dans diverses questions se rattachant plus on moins étroite-
ment  la théerie de I'intégration des expressions différentielles. Ainsi,
par exemple, les conditions non satisfaites expriment précisément les
relations qu’il faudrait établir entre les variables, jusqu’alors supposées
indépendantes, pour que I'expression proposée devint intégrable. On
peut aussi considérer ces relations comme définissant certaines des
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fonctions X en fonction des autres, et c ‘est h ce pomt de vue que nous
allons nous arréter, parce qu’il nous conduira 3 un résultat général
pour lintégration des équations simultanées linéaires d’une certaine
forme.

Le probleme que nous nous proposons de résoudre est le suivant :

Etant donnédes m fonctions X,, X35 X,n de n variables indepen-
danies, n>>m, on propose de trouver n— m nouvelles fonctions X5+, X,
des mémes variables, et telles que I’ expression

Xidxe, 4+ X,do,+. . .+ Xndzxn+...+ X, dx,

soit intégrable par le facteur, les fonctions données satisfaisant d’ailleurs
aux conditions [k, k,l] =o, ot h, ket | prennent successivement toules
les valeurs 1, 2,.,., m.

Proposons-nous d’abord la détermination de X,,,, et ¢herchens pour
cela le nombre et la forme des équations auxquelles cette fonction doit
satisfaire. Toutes les relations entre les fonctions X,,..., Xiy+--» X,
s’obtiennent de la formule {1, 4, k] = o, ou h et k prennent toutes les
valeurs de la suite 1, 2,..., n; on aura done toutes les relations qui
contiennent X,,, ,, en supposant, dans la formule considérée, k=m+1,
et donnant 2 £ les valeurs 2, 3,..., m. On voit done que la fonction X,,..,
aura a satisfaire 3 m — 1 équations de la forme

o (dXhn  dXa, dX,,. dX, dX,  dXi\ _
fi=X (dxﬂ.—Tc,, )+x,. (Tx. —'_—_dxm+.>+x”‘*‘<d_.z*;.—d—x. =0

les seules variables considérées comme telles, dans 1a recherche de X, ,,
sont &y, s, ..., &y, les dérivées de la fonction cherchée qui entrent
dans ces équations n’étant relatives qu’a ces variables.

La question est donc ramenée a la forme générale suivante que nous
avions en vue :

Intégrer un systeme de m — 1 équations linéaires, a m variables, de la
Jorme

dv dv dX, dX dx, dX
- X _—l _ ft 1 _
=X o, — Ry v (dx, dx,,> X P M =
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ot h doit prendre les valeurs 2, 3, ..., m, les Jonctions X,, X,,..., X,
satisfatsant d’ailleurs identiquement a des conditions de la _forme

dXL- L[X[ dX[ de, dX], ka .
X’*(%,‘@) *(cm—dx,>+xl<rn”m>— ’
ot h, k, | prennent toutes les valeurs 1, 2,..., m.

Nous allons démontrer que les équations précédentes satisfont aux
conditions d’intégrabilité, c’est-a-dire que, pour deux quelconques
d’entre elles,

ﬂ:(), _ﬁ:G,
on a

dfy d dfi d
(25) (fi k>——2<-£diqﬁ_££)

Tel est le résultat général que nous nous proposons d’établir, aprés
quoi le probleme qui précede se résoudra en suivant les méthodes qui
ont été développées a cet effet.

On remarquera d’aberd que les équations considérées contiennent
la fonction dans les coefficients. Pour la faire disparaitre, on posera
tv =u, ¢ étant une variable nouvelle et « la nouvelle fonction cherchée;

on aura alors
dv 1 du _du,

dz; —1dz & VT

d
en posant - = = = Do Z;‘ = p, les équations f,= o et f;= o deviendront

X, dX, dX dX, dx,
(26) -ﬁ' ph_ t TP (dxh >P X AdZ + X AZnii o
, ) . X‘ X& dX, (le dX/r dX o
(27) fi=TF pe—7; Px—..(;g,, - 7;) X, TR =
En tenant compte de la relation identique

dX,; dXI‘ ka (ZX, dx, adX, _
(28) XQE“BZ)*"*(%‘H)* (m“TxT)‘ ’

I
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on déduit de (26) et (27) I'équation (29), qui est une conséquence des
précédentes,

Xla dX], dX;, dXA- dX,,
(29) fm:Tm- p ~\75 ?f;?;.) —
Des valeurs de f;, et f;, on déduit

df __dX,  dX dfi  Xi o dfi X, df":o, izh, i>r;

(30) dp ™ dwi dz’ dp.— ¢ dp © dpi

4]

dfi __dXi dX dfi X dfi X dfi .o,
B A T dp = A1 dp > &k >

D’apres ces valeurs, on voit déja que P'expression (25) se réduira aux
terimes suivants :

(1) (fufy= U U dfi df | i dfi _dfi dfy _ dfs A dfi dfs

dp dt dp, dz, dp;. dzy~ dt dp ~ dx,dp. dx; dpi’
et nous avons maintenant a4 calculer les valeurs de

d_ﬁ df}, df}, df;, dﬁ % )
dt’ di’ dz. dx, dxy  dxv

On a immédiatement

dﬁ x X,

p + Iz PH

d X, X
gj;;l:-_ 12 —7 Pk = p"

(32) dz, dz, ¢ dz. 1t Pdz\dw  d=, dx,( "Amrr a'x,,,_,_,)

2

dfi_dXips_dXip . d (dX, dXa\ _ d (  dXi dX,
de, dz ¢t dz, ¢ Pz \dm a'x,) dx( 'dZmrs dx,,,+,)
dfi _ dX,pi dXepo  d (dX, dX/;) d X dX; d)h
dz, dzz t  dx, ¢ ‘pdx;, dzy dx.]  dxa\" 'dxme. (lx,,Hu
dfy _dXops_dXap. d (dX, dXs\ d [, dX, x, 4%\
‘dxy  dxr ¢ dx t pd dzy  dz, d;q.( 'dXme (l.t",+')'

Si nous substituons maintenant les valeurs (30) et (32) dans I'ex-
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pression (31), nous obtenons un résultat de la forme
(33) (fift)=Pp+Qp—+Rpi+Sp;+ T,

et nous allons nous proposer de calculer les valeurs des coefficients P,
Q, R, S, T, ce qui se fera en supposant les substitutions effectuées, et
cherchant séparément les termes contenant p,, ps, ps, p, Ou ceux qui
sont indépendants de ces quantités. En opérant ainsi, nous trouverons
d’abord

afy d (d% . dXa d (dX; dX, d (dX, dX\T.
”?[X‘ZZ‘<HT%Z“EE>+X*«E.(%_dxh>+x"d7:.<d_m“7i7.”’

et, si 'on tient compte de la relation obtenue en dérivant par rapport
a «, I'équation

{34) {t,/, h] =0,

la valeur précédente deviendra

55 p_L(dX dXa_dX, dX,  dX dXs_dX, dX,,)
(35) =i \Tz, dox — dz, dm + dzn dz  dz do

On trouvera ensuite

1 dX; dX, dX, dX\ 7

(36) Q—F[ X],d z X](d . 2X| <7‘;‘; —d—.l’],>
I dX, dX, (dX; dX,\7]

(37) R_z‘z‘[ Xy =X g+ X7 ‘E:;)
, dX. dX‘ dX, dX,\~
(38) [ g, T X X‘(dx, _d—x;,>

Enfin, pour T, on aura

1 d dX; dX, d ( dX; dX, )
H?[X"d—xl(xl — Xx )_X'Zi? X, —X;

dxpg, dZ i Adx dXmay
d dX; dX, d dX dX, .
o X" (X' dZny — X4 dxm+.> +X dz; (X‘ dx,,,+. — X dx,,,+,>] ’

en effectuant les différentiations indiquées, et groupant convenable-
11.
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ment les termes obtenus, on aura

dzms \dzs  dzi ]’dxm_. dz,  dx

Kl (15 4% ]
+ b A \dzy  dz,

J , X
_(I_XJ Xk (lX;. Xla dX;, +X dX dX}. dX d k )
dx, A%

1T=— X, [x.md (ix_'f_ilxh) d <dX,,__dX.>

d.%']; d.Z’m_H dl’/, dxm-q-t

dX dX/, dX;, ka dXh
o[ e (G B |

d.z‘;, dx;

AZps T et

Mais la premiere partie de cette expression n’est autre que la suivante :

[ dxk_dx,,> L A% (dXe _dX)\ _ d%, 'Q’_._gl_&,)‘},
M A \dzn  dwr dxn \ dz,  dzs (lxm+.<dx/‘ dx, ] |’

d’ol1, par un arrangement convenable des termes, on aura

X J’Tﬁ(ii‘,: ) i ()
+d(i§+. X; ‘fli" x,.‘flx"‘ 42X <‘%_ %ﬂ'
Mais on a, d’apres I'équation (34),
X;;%—Xa%{'—{—zx (%i(—:— %{)
() ) 0

ce qui nous donne enfin, pour T, la valeur suivante :

[ 1 (l_)(, dX;, dX); d‘i, dX}, (lX dX],
T=7 dx, <X" Az, thx,,,+l> +X (H_x; A%y dzp dx,,,+,>
dX, dX, dX, X, dX, dX;
3 R S el I il B iciel.
(39) + T, (X‘d o N > <X'dx,,,+. X dx,,,+,> (dxk dx,)

ka dX| dX| JX/.
\ - (dexm+l Xl dxm+|> (Zx_], - d_x‘l)].
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Cetle expression pourrait se mettre sous une forme plus symétrique;
mais, pour I'objet que nous avons en vue, il est préférable de la con-
server sous cette forme.

Si maintenant nous multiplions les équations (26), (27), (29) res-

pectivement par
dX, (dX, ka)

T dry T \dm dm
LA (4% dXa)
dzx;, dz,  dx ]’
4%
dz.’

et que nous ajoutions les produits obtenus, nous aurons un résultat de

la forme
Pp+Qp—+Rp.+8p;+T =0,

et sl nous cherchons les valeurs des coefficients P/, ¢/, R", S, T, nous
trouvons qu’elles sont les suivantes :

P=tP, Q=1Q, R=1tR, =18, T'=1T;
d’ot1 1l suit que I'on a bien, (33),

(ﬁaﬁ) == 0,4

ce qui démontre que les équations du systeme considéré satisfont i
toutes les conditions d’intégrabilité, comme nous nous proposions de
Pétablir.

Pour terminer cette étude, nous donnerons quelques exemples de
détermination du facteur intégrant.

§ VII. — Applications.

PREMIER EXEMPLE. — Soit proposé de determiner le facteur intégrant
de I expression

(1) z(x—1)(2s—1)de,+ 2, (2 — N>, — 1)d2, + 25l 2, — 1) (2, — 1) dx,.
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Divisant par x,(x, — 1) (@; — 1), on aura

x,(x,— 1) z {2 —1) .
(2) dxl—i—x—_-—l(xr__l)dxz-i-x‘—"“——“‘(xs__l)dxsv
posant
. __xz(x.——l) _1‘3(.%‘1-—-1).
X,—-—l, Xz——m’ 3_~x__—.(x3—1)’

on vérifie immédiatement que la condition d’intégrabilité représentée
par le symbole [1, 2, 3] = o est identiquement satisfaite. D’apres ce
que nous avons vu, nous aurons a intégrer les équations simultanées
snivantes :

Zy (2 — 1) Xy ___-Z'a(xl —1) Zs N
z(zm—0)P Y Fm—1) P e F )

3y p—=

et, pour effectuer cette intégration, nous suivrons la méthode générale.
Le systeme auxiliaire dont il faut chercher une solution commune est
alors le suivant :

df _ xfx - 1) i_f_ + pix, 2 df
dz, z(x,—1) dzx, zi(x,—1) 2 (x—1) Zlﬁ’

o Y w(x—x) df ( P s 27, )df

dx, x_,(zs—-l)g.;. xf(x3~l)_ xi (25— 1) d—pl,

[5 R

et on trouve que ces deux équations sont satisfaites par la solution

__p(x—n) | 1
(4) f=EE = 4

-

Egalant cette fonction 4 une constante @, on en déduira, ainsi que
des équations (3), les valeurs

ax, I ax, azr,

_ R - 0% — .
rn—1  x{xi—1) p 7= P x—1x’

=

conséquemment, en appelant u le facteur cherché, on aura
logp = f{p.dz\+ p.dx, + p.dx;) + b,
b étant une constante; d’olt

p=bx(x, — )~ (2, — 1) (2, — 1 eHE NI,
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La fonction intégrale, considérée dans toute sa généralité, s’obtiendra
au moyen d’une série A termes entiers, et dont le nombre limité dépend
de a. Dans le cas simple ol Pon attribue 2 la constante arbitraire a
'unité pour valeur, on a

w=>b({z,— 1)(x:— 1) (xy,— 1) el=Fart),

pour I'expression correspondante de la fonction cherchée.

Nous présenterons encore quelques applications tres-simples, en
nous bornant 4 quelques indications sommaires.

Nous désignerons toujours par p. le facteur intégrant, par u la fone-
tion cherchée, par a et b deux constantes arbitraires, et enfin par e la
base des logarithmes népériens.

DeuxikmMe EXEMPLE. — Soit !’expression

qui satisfait identiqguement a la condition d’intégrabilite
{1,2,3]=c.
En appliquant la méthode générale, on trouve

a—+rx @+
b [x2x,\ b xiz,\ ?
p=—\— s et uU——— .
X X3 a-—+1 Xy

I’expression proposée est immédiatement intégrable en la multipliant

par Ti, et Pintégale est alors

Zix,

u:log—x—
3

Cette valeur particuliere du facteur rentre dans la solution générale,
en attribuant aux constantes les valeurs suivantes :

—71
2 —1 2 x‘l.):.

xix x,x g1l
a+l:2(log ! 2) s b—_<—L‘—2)m° Xy 3

Ty X

I’une de ces valeurs étant fonction de "autre.
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TroisiimE EXEmpLE. -— Sout [’expression
2
x X x
do,+ L dx,— 2 dxy,— . dxt,
2%, X X2 22X, X

pour laquelle les conditions d’intégrabilite
[1, 2, 3]=o, [r,2,4]=0, [1,3 fl=o
sont satisfaites.

On trouve
jid (&§ wy— 2§ x4}

p=bx x, e
et

b 2(.1”3 xa—agay)
U= -— e
a
Ce résultat est obtenu en suivant la méthode générale d’intégration; si
I'on avait employé la méthode particuliere aux équations linéaires, on

aurait trouvé
p=x2.9(x 2. — x! x,),

résultat qui concorde avec le précédent, ¢ étant une fonclion arbitraire.

On reconnait d’ailleurs immédiatement que I'expression proposée
devient une différentielle exacte quand on la multiplie par 22, x,,
valeur particuliere du facteur qui rentre dans la formule générale que
nous venons de donner.

QUATRIEME EXEMPLE. —- Sout [’expression
x x x x X x
dx"+‘ ! - dx2+ : dx3+_‘ Cotang_4 (lx‘__ ‘24 cotang._‘ dx"
xi logx, x; X3 logx1 Zs Zs Zs x; Zx,

qui satisfait G toutes les conditions d’intégrabilité.

On trouve, en suivant la méthode générale d’intégration,

b ] . X a+i b ] x, a+t
L= — | x,.logx, x5, 5in — et u— x,. logx, z,.8in — 3
v z 1108 3 z. a+1( 11022, 25 1‘5> »
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en appliquant la méthode relative aux équations linéaires, on trouve

I . X
p=0 z,.logx. . sin— | -

i X's
A < 9. N . , b . ,
Enfin, en multipliant Pexpression proposée par z,» 0D reconnait qu elle
devient la différentielle exacte de la fonction

. Xy
log <x,. logx, x,.sin —) s

X

. . . . . o I . ,
gui est comprise, ainsi que la valeur particuliére - du facteur inté-
.
grant, dans les formules générales qui précedent.

Vu et approuve.
Le 29 novembre 186q.
Lr Doven pE 1A FacurLrt pEs ‘SciEnces,

MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer.
Le 30 novembre 186qg.

Le Vice-Rectevr pE r’Acapémie pe Pasrs,

A. MOURIER.

Paris. — IupriMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, successeus v MALLET-BACHELIER,
Rue de Seine-Saint-Germain, 1o, prés Pinstitut.
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