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PREMIÈRE THÈSE. 

I N T É G R A T I O N 

DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES 

A U X D É R I V É E S P A R T I E L L E S 

D U P R E M I E R O R D R E D ' U N E S E U L E F O N C T I O N 

Le probrème de l'intégration d'une équation aux dérivées partielles 

du premier ordre a été résolu généralement par Cauchy (*) et Jacobi. 

Ce dernier, considérant d'abord la question proposée comme un cas 

particulier du problème de Pfaff.(**), lui a appliqué la méthode de 

résolution relative à ce dernier problème, en démontrant toutefois 

qu'il suffit alors d'intégrer le premier des n systèmes d'équations qui 

se présentent dans le cas général (***). Plus tard, Jacobi a donné, 

d'abord pour le cas de quatre variables (****),. puis ensuite pour le cas 

( * ) CAUCHY, Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, t. II. 
(**) PFAFF, Mémoires de Berlin, 1 8 1 4 . — JACOBI, Journal de Crelle, t. II. 
(***) JACOBI, Journal de Crelle, t. X V I I . 

(****) Vorlesungen für Dynamik. 



général (*), une méthode qui se prête facilement à l'intégration d'un 
système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre d'une 
même fonction, problème qui se présente dans différentes théories 
mathématiques, en particulier dans la recherche des intégrales inter
médiaires des équations aux dérivées partielles du second ordre (*) 
et dans la recherche du facteur intégrant des expressions différentielles 
du premier ordre. Il y a plus, la méthode même de Jacobi, pour l'inté
gration d'une seule équation, exige la considération de systèmes suc
cessifs d'équations linéaires aux dérivées partielles, et dont il faut 
trouver une solution commune. Cette solution s'obtient, eu égard à la 
forme des équations, en appliquant un théorème de Jacobi qui est 
l 'analogue de celui établi par Bour dans son Mémoire sur l'intégration 
des équations de la Dynamique (**), où il l 'emploie pour la s im
plification du problème, au moyen des solutions particulières anté
rieurement déterminées. On peut d'ailleurs étendre à des équations 
homogènes quelconques, satisfaisant toutefois aux conditions d'inté-
grabilité, la méthode de Jacobi relative aux systèmes auxiliaires, en 
dirigeant les calculs de façon à obtenir la solution complète du système 
considéré : c'est ce qu'a fait Boole (***) qui, abordant directement la 
question, est arrivé à des résultats conformes à ceux qui résultent de 
la méthode de Jacobi. Quant au problème de l'intégration des équa
tions simultanées quelconques, il a été considéré pour la première fois 
par Bour dans son Mémoire sur l'intégration des équations différentielles. 

(*) Nova methodus pro integratione (Journal de Crelle, t. LX). 
(**) AMPÈRE, Mémoire sur l'intégration (Journal de l'École Polytechnique, t. XI et XII). 
(***) BOUR, Mémoires des Savants étrangers, 1856. 
(****) G. BOOLE, Philosophical Transactions, 1863. 



§ I. — Énoncé du problème. 

Le problème que nous nous proposons de résoudre est le suivant : 

Étant données les relations 

f1 = o, f1= o,..., fm=o 

entre une fonction V , les variables q1, q2,..., qn dont elle dépend et les 

dérivées de V par rapport à ces mêmes variables, trouver l'expression de V 

en fonction de q1, q2,..., qn qui satisfait aux équations proposées. 

Nous supposerons toujours, dans la suite, que les équations pro
posées ne renferment pas la fonction cherchée; dans le cas contraire, 
on la ferait disparaître par un changement de variable, en posant 

U = tV, d'où 

U étant la nouvelle fonction cherchée et t une nouvelle variable indé

pendante. 

Si nous considérons maintenant que les valeurs des dérivées par

tielles p1, p2,..., pn de la fonction V , prises respectivement par rapport 

à q1, q2,..., qn, tout en satisfaisant aux équations proposées, devront 

aussi être telles que l'expression p1dq1 + p2dq2+... + p n d q n soit la 

différentielle totale dV, nous en conclurons que le problème proposé 

peut encore s'énoncer comme il suit : 

Étant données m relations 

f1 =0, f2=0,..., fm =0 

entre les variables q1, q2,..., qn et les dérivées partielles correspondantes p1, 

p2,..., pn de la fonction V , trouver entre les mêmes quantités n — m autres 

relations qui, jointes aux premières, permettent de déterminer pour p1, 

p 2 , . . . , p n des valeurs en fonction de q1, q2,..., qn qui rendent l'ex

pression p1 dq1 +... + pn dqn une différentielle exacte. La fonction V sera 

donnée par l'intégration de celte expression. 

La méthode que nous allons exposer pour le cas de m équations 
comprend le cas particulier de l 'intégration d'une seule équation. 
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§ II. — Des relations qui expriment que p1dq1+.. . .+ pndqn 

est une différentielle exacte. 

L'expression p 1 d q 1 + ... + pndqn sera une différentielle exacte si, 

pour deux quelconques p1 et pk des quantités p1, p2, . . . ,pn, on a la relation 

(1) 

les parenthèses indiquant des dérivées totales. 

Supposons que pi et pk soient exprimés en fonction de q1, q2,..., qn 
et d'un certain nombre des quantités pt, p 2 , p n ; soient pl,pµ,... 
celles de ces dernières quantités qui entrent dans pi ou pk : la condi
tion (1) devient alors, en développant, 

ou bien, au moyen des conditions analogues à la précédente (1), 

(2) 

Nous allons maintenant prouver que, dans cette égalité, ainsi que 
dans toutes ses analogues, on peut remplacer les dérivées totales qui 
y entrent par les dérivées partielles correspondantes. 

On a, en effet, d'une manière générale, 

(3) 

où a doit prendre successivement les valeurs des indices des quantités p 
qui entrent dans l 'expression de pm; si m = i ou k, a prend successive
ment les valeurs l, µ . , . . . Au moyen de la formule ( 3 ) , où m prend des 
valeurs convenables, l'égalité ( 2 ) devient la suivante : 

(4) 



où a', comme a, doit prendre toutes les valeurs l, µ. Si alors on 

réunit dans un même membre les deux sommes doubles en permutant 

les indices a et a! de l'une d'elles, on aura l 'expression suivante : 

qui est identiquement nul le ; donc l'égalité (4) se réduit à la suivante : 

(5) 

Pour établir celte formule, on n'a pas explicitement supposé que 

l'expression de pk renfermât pi , ni que celle de pi pût contenir pk; mais 

il est clair que les raisonnements précédents subsistent complétement 

dans cette hypothèse, et, par suite, que la formule (5) est encore ap 

plicable. Dans le développement de cette formule, il ne faut pas oublier 

que les valeurs successives que prend a sont celles des indices des dif

férentes variables p entrant explicitement dans pi ou pk, et que les va

leurs de a. répondant à p1 ne sont pas nécessairement les mêmes que 

celles qui sont relatives à pk; d'où il résulte que a ne doit pas prendre 

la valeur k dans la somme et qu'il ne doit pas prendre la 

valeur i dans l'autre somme La formule (5) développée sera 

donc 

(6) 

et si pk contient pi sans que pi contienne pk, on aura alors plus simple

ment 

(7) 

En somme, il résulte de ce qui précède que les relations (5) devront 

être satisfaites par les valeurs de pt et de pk, quelle que soit la forme 

sous laquelle elles se présentent : que ces valeurs soient déduites des 

équations proposées, et alors les relations (5) donnent naissance à des 

conditions qui doivent être satisfaites par les équations proposées; ou 

bien qu'elles soient fournies par l ' intégration, et alors les équations 
2 . 



considérées pourront précisément servir à la détermination de pi, si , 
par exemple, pk est supposé connu. En un mot, les formules dont la 
relation (5) est le type sont la base de toute la théorie de l'intégration 
des équations aux dérivées partielles simultanées du premier ordre. 

La formule (5) peut revêtir d'autres formes dont la considération est 
nécessaire pour ce qui suit. 

Pour les obtenir, supposons d'abord que pi soit fourni par une équa
tion de la forme suivante : 

fi(Pi, pl, q„ q1, q2,... ,qn) — ai, 

ai étant une constante déterminée ou arbitraire, et pk pouvant entrer 
dans la fonction fi ; pk sera, d'après cela, une fonction de pl, pµ,..., en 
même temps que des variables q1, q2,..., qn. En dérivant les deux 
membres de l 'égalité précédente successivement par rapport à qm et 
à pm, on déduira des équations obtenues les valeurs suivantes : 

et, si nous substituons ces valeurs dans la formule (5 ) , en donnant à 
m des valeurs convenables, on en obtiendra la formule 

(8) 

qui est équivalente à la précédente (5) , et qui, par conséquent, peut 
la remplacer pour l ' intégration. Les remarques énoncées précédem
ment au sujet des valeurs successives de a sont d'ailleurs applicables 
dans le cas actuel, aussi bien que dans le cas précédent. 

Si nous supposons maintenant que pk soit donné à son tour par une 
équation telle que fk — ak, on pourra, par un calcul analogue au pré
cédent, transformer la formule (8) et lui donner la forme suivante : 

( 9 ) 



Si nous posons 

( 1 0 ) 

l 'équation (9) s'écrira simplement 

( 1 1 ) (FIFK) = 0 . 

Telle est la troisième forme des relations déduites de la condition que 

l 'expression p1, dq1 + . . . + pn dqn soit une différentielle exacte. 

La formule (11) pouvait être établie directement en démontrant que, 

si l'expression p1 dq1 + px dqx +...-+- pndqn est une différentielle exacte, 

deux quelconques, fi, fk, des fonctions qui sont les premiers membres des 

équations, d'où les valeurs des p1, p2,...,pn sont déduites, satisfont à la 

condition (fifk) = 0 . 

Soient les deux équations fi = ai, fk = ak; si on les dérive par rap

port à qa, qu'on retranche les résultats après les avoir multipliés res

pectivement par Jp» ~ » et enfin qu'on prenne la somme des résultats 

obtenus en donnant à a les valeurs 1, 2 , 3,...., n, on aura l'égalité sui
vante : 

où B, comme a, doit prendre successivement toutes les valeurs 1, 
2 , . . . , n . Mais si, dans la deuxième partie du second membre, nous 
permutons les indices a et B, ce second membre pourra s'écrire 

et cette quantité sera identiquement nulle si l'expression. 

p t d q s + . . . + p n d q n 

est une différentielle exacte. Dans ce cas, les fonctions fi, fk doivent 
donc, ainsi que nous l'avons annoncé, satisfaire à la condition 



Dans les raisonnements précédents, on a supposé que la fonction 
cherchée V n'entrait pas dans les fonctions fi, fk; si le contraire avait 
lieu, on serait conduit, par un calcul analogue, à des conditions dont 
la formule est la suivante : 

( 11 bis ) 

Partant de là, on pourrait, en raisonnant comme nous le ferons avec 
les relations (8) et ( 1 1 ) , composer une méthode complète d'intégration 
où l'on ne supposerait pas que la fonction cherchée fût absente des 
équations proposées. Nous nous bornerons à cette simple indication 
et reviendrons immédiatement à la question, telle que nous l'avons 
posée. 

De tout ce qui précède, il résulte que, si le système des n équations 
distinctes, 

(a) f1 = a 1 , . . . , f i = a i , . . . , f k = a k , . . . , fn=an, 

où a , . . . . , an sont des constantes déterminées ou arbitraires, est tel que 
les valeurs de p,, p2,..., p„ qu'on en déduit rendent l'expression 

(b) p,dq,-h . . .-h p„dq„ 

une différentielle exacte, les relations ( 5 ) , (8 ) , (11) seront satisfaites pour 
toutes les valeurs des indices i et k. 

La réciproque de cette proposition est vraie, c'est-à-dire que, si les 
relations ( 5 ) , ou (8), ou (11) sont satisfaites en vertu des équations (a), 
l'expression (B) sera une différentielle exacte quand on y remplacera 
p 1 , . . . , p n par les valeurs déduites des équations (a ) . 

Démontrons cette réciproque pour les relations (11) en particulier, 
et supposons, en conséquence, que, pour deux quelconques, fi,fk, des 
fonctions fl,f2,..., fn, on ait 

il faut prouver que l'on a aussi 



En effet, d'après ce qui précède, nous avons 

ce qui peut encore s'écrire, en explicitant tous les ternies répondant à 

une combinaison a, B, des nombres 1, 2 , . . . , n, 

( 1 2 ) 

Dans le second membre de cette égalité, nous avons termes; 

d'ailleurs, en attribuant à i et k toutes les valeurs qui donnent des 

résultats distincts, nous aurons aussi équations qui permet

tront de déterminer les valeurs des quantités telles que la suivante : 

(13) 

en fonction des expressions a analogues à (fifk). Je dis que ces équa
tions donneront pour les quantités cherchées (13) des valeurs déterminées 
qui seront des fonctions linéaires et homogènes des expressions telles que 

11 suffit de montrer, pour cela, que le déterminant des équations (12) 
n'est pas nu l ; et je dis, d'ailleurs, qu'il n'est pas autre que le suivant : 

que l'on sait être différent de zéro, si les fonctions f1,f2,. . . , f n sont 
distinctes, comme on le suppose (*). 

Cherchons, en effet, la valeur de la quantité (13) fournie par les 
équations ( 1 2 ) ; et, dans ce but, ordonnons le déterminant A suivant 
les produits des termes des lignes horizontales dont les rangs sont 
indiqués par les indices k et i : on aura 

(*) JACOBI, De determinantibus functionalibus. 



en désignant par le déterminant mineur résultant du proposé par 

la suppression des colonnes verticales dont les rangs sont indiqués par 

les indices inférieurs a et et par la suppression des lignes horizon

tales de rangs h et i. Multipliant maintenant les deux membres de 

l'équation (12) par et ajoutant membre à membre les équations 

obtenues en donnant à i et k les valeurs répondant aux diverses com

binaisons des nombres de la suite 1, 2, . . . , n pris deux à deux, si l'on 

remarque que l'on a identiquement 

on aura pour résultat 

ce qui démontre ce que nous avions avancé. Par conséquent, si les 

fonctions sont telles que, pour deux quelconques d'entre 

elles, on ait la condition satisfaite comme A est néces

sairement différent de zéro par hypothèse, nous en conclurons que 

et, par conséquent, que l 'expression est une dif

férentielle exacte, ce qui démontre la proposition énoncée. 

Remarque I. — Dans ce qui précède, on pourrait remplacer les 
équations 

(14) 

par n autres équations équivalentes aux précédentes, et qu'on en 
déduirait en les combinant entre elles d'une manière quelconque. 
Soient 

(15) 

ces nouvelles équations dont les premiers membres contiennent une 

ou plusieurs constantes Il est évident que, si les con-



stantes sont réellement considérées comme telles, deux quelconques, 

des fonctions satisferont encore à la condition 

il y a plus, en prenant une fonction dans chacun des systèmes ( i 4 ) 

et ( Ï 5 ) , je dis qu'on aura aussi 

(17) 

car, de deux choses l'une : ou bien les équations et 

sont distinctes, ou bien elles rentrent l'une dans l 'autre. Dans le pre

mier cas, la relation (17 ) est évidente; dans le second, elle ne l'est pas 

moins, puisque, étant alors une fonction de on a 

et que le second membre de cette égalité est identiquement nul. 

Je dis maintenant que les relations (16) et (17) ont encore lieu quand 
on considère les constantes comme des fonctions définies par les équa
tions (14). 

S i , en effet, nous enfermons entre crochets les expressions dans 
lesquelles cette hypothèse est introduite, on aura, d'après un thèorème 
connu, 

Mais, d'après le même théorème, on a aussi 

donc, enfin, on a bien, en vertu des conditions (11 ) , (16) , ( 1 7 ) , 

On verrait de même que l'on a aussi 

Remarque II. — Considérons deux fonctions quelconques et ren

fermant n variables indépendantes et les dérivées d'une fonc-
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tion par rapport à ces mêmes variables, et proposons-nous de chercher 

ce que devient l 'expression quand on change les variables don

nées en un nombre égal d'autres liées aux premières par 

des relations déterminées, quelconques d'ailleurs. 

Soit u la fonction, ses dérivées prises respectivement 

par rapport à et enfin ses dérivées prises 

par rapport aux nouvelles variables on aura, dans l'une 

on l'autre hypothèse, 

et 

Les seconds membres doivent devenir identiques quand on exprime 

les p et q en fonction des ou les v et x en fonction des 

Nous aurons ainsi 

( 1 8 ) 

de même, en dérivant la fonction dans l'une ou l'autre hypothèse, 
on aura 

La fonction donnerait des résultats analogues. On aura alors 

cette dernière partie pouvant d'ailleurs s'écrire de la façon suivante : 



Comme dans chacune des sommes triples précédentes, on peut com

mencer par les sommations relatives à l 'indice i, nous nous proposerons 

d'abord de calculer les deux sommes suivantes : 

Pour la première, de l'identité 

on déduira la suivante : 

d'où l'on aura les équations 

( 1 9 ) 

( 2 0 ) 

dont la première en donne n — 1, quand on attribue successivement à 

h les valeurs 1, 2 , . . . , n, i étant excepté. Nous obtenons donc ainsi un 

système de n équations, et nous aurons n systèmes semblables en don

nant à i successivement les valeurs 1, 2 , . . . , n. Si l 'on multiplie main

tenant l'une quelconque des équations du système précédent par 

et qu'on fasse la somme des résultats obtenus en donnant à i les valeurs 

successives 1, 2,..., n; si l'on opère de même pour toutes les équations 

du système précédent, et que l'on pose, en général, 

on aura n équations qui seront données par la formule suivante : 

3. 



en attribuant à i successivement les valeurs Comme le dé

terminant de ce système de n équations ne peut être nul, les fonc

tions étant supposées distinctes, on en déduira 

ou, en d'autres termes, 

pour 

et 

pour 

La première partie de l 'expression transformée se réduira donc 

à la suivante : 

Occupons-nous maintenant de la seconde partie. 

Si nous représentons par le symbole la quantité 

la quantité à calculer se représentera par l'expression Le 

calcul de cette expression est basé sur la résolution du système de 

n équations que l'on obtient en donnant à h, dans la formule suivante, 

( 2 1 ) 

successivement les valeurs La valeur de l'une des incon

nues uk sera de la forme 

les quantités telles que pouvant d'ailleurs se déterminer immédia

tement par cette simple remarque, que le système ( 2 1 ) deviendrait 

identique au système fourni par les formules (19) et (30) si toutes les 

quantités s'annulaient, à l 'exception de qui devrait alors devenir 



égal à l 'unité; d'où il résulte que et, par suite, que l'on a 

( 2 2 ) 

Ceci posé, si nous considérons les valeurs de et de données par 
la formule (18), en les différentiant respectivement par rapport à et 
qh, puis égalant leurs valeurs, on aura l 'équation 

qui en donne n quand on attribue à h successivement les valeurs 
Si nous posons, en général, 

on obtiendra un système analogue au système ( 2 1 ) , et qui se résoudra, 
par conséquent, par l 'application de la formule ( 2 2 ) . On obtiendra 
ainsi, pour une valeur quelconque de h, 

et, comme en donnant à i successivement les valeurs 1, 2 , . . . , n, on 
obtient encore un système analogue au système ( 2 1 ) , on en déduira, 
par une nouvelle application de la formule ( 2 2 ) , (kk') = (k'k); donc 
la seconde partie de l'expression est identiquement nulle, et, par 
suite, nous pouvons conclure que, par le changement des variables 
q2,..., q„ dans les suivantes l'expression 

se change dans la suivante : 

qui a exactement la même forme que la première. 



§ III. — Des conditions que doivent satisfaire les équations 

proposées pour admettre une solution commune. 

S o i t p r o p o s é d ' i n t é g r e r l e s y s t è m e s u i v a n t d e m é q u a t i o n s : 

(23) 

désignant des fonctions quelconques de 

le problème ne sera possible qu'autant que les fonctions 
c o n s i d é r é e s s a t i s f e r o n t à d e s c o n d i t i o n s d o n t l a d é t e r m i n a t i o n r é s u l t e 
d e c e q u i p r é c è d e . O n a , e n e f f e t , d é m o n t r é q u e , s i l ' o n d é t e r m i n e a u 
m o y e n d ' u n s y s t è m e d e n é q u a t i o n s d e l a f o r m e 

d e s v a l e u r s d e s q u i r e n d e n t l ' e x p r e s s i o n 

u n e d i f f é r e n t i e l l e e x a c t e , l e s f o n c t i o n s s a t i s f o n t d e u x à 

d e u x à d e s c o n d i t i o n s d e l a f o r m e 

( 2 4 ) 

e t , c o m m e l a r é c i p r o q u e d e c e t t e p r o p o s i t i o n a é g a l e m e n t é t é é t a b l i e , 

n o u s s o m m e s e n d r o i t d e c o n c l u r e , r e l a t i v e m e n t a u x é q u a t i o n s ( 2 3 ) , 

q u ' i l est nécessaire et suffisant, pour que le système considéré admette une 

solution commune, que deux quelconques des fonctions 

satisfassent à la condition ( 2 4 ) . 

L a f o r m u l e ( 2 4 ) d o n n e d o n c c o n d i t i o n s q u i d o i v e n t ê t r e 

s a t i s f a i t e s s o i t i d e n t i q u e m e n t , s o i t e n v e r t u d e s é q u a t i o n s d o n n é e s ( 2 3 ) , 

s o i t e n f i n e n é t a b l i s s a n t d e n o u v e l l e s r e l a t i o n s e n t r e l e s q u a n t i t é s 

A i n s i d o n c , d a n s c e d e r n i e r c a s , q u i e s t c e l u i o ù d e u x 

q u e l c o n q u e s d e s f o n c t i o n s d o n n é e s n e s a t i s f o n t p a s à l a c o n d i t i o n ( 2 4 ) , 

i l n ' e n f a u t p a s c o n c l u r e q u e l e p r o b l è m e s o i t s a n s s o l u t i o n ; m a i s , 

p o s a n t l ' e x p r e s s i o n é g a l e à u n e n o u v e l l e f o n c t i o n o n d e v r a 

a d j o i n d r e l ' é q u a t i o n a u x é q u a t i o n s p r o p o s é e s ( 2 3 ) , d o n t l e 



n o m b r e sera a ins i a u g m e n t é d ' u n e u n i t é . Ma i s a lo r s la fonc t ion devra 

aus s i , p o u r q u e le p r o b l è m e p r o p o s é so i t p o s s i b l e , sa t is fa i re a u x c o n 

d i t ions ( 2 4 ) , en l u i ad jo ignan t s u c c e s s i v e m e n t l es m f onc t ions 

S i , de n o u v e a u , pour l ' une de c e s d e r n i è r e s en c o m b i n a i s o n avec 

on n ' a pas on o p é r e r a c o m m e p r é c é d e m m e n t , en posan t 

et j o i g n a n t l ' é q u a t i o n a u x p r é c é d e n t e s . On o p é r e r a 

ainsi s u c c e s s i v e m e n t j u s q u ' à ce q u e l 'on so i t p a r v e n u à un s y s t è m e 

d ' é q u a t i o n s d i s t inc t e s t e l l e s q u e , p o u r 

d e u x q u e l c o n q u e s d ' en t r e e l l e s , la c o n d i t i o n so i t sa t i s fa i te . 

A l o r s , si le p r o b l è m e p roposé est p o s s i b l e , c ' es t -à -d i re q u e les 

é q u a t i o n s c o n s i d é r é e s a d m e t t e n t une so lu t i on c o m m u n e ; m a i s , si 

le p r o b l è m e es t i m p o s s i b l e , c a r , en é l i m i n a n t 

en t re les é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s , on au ra i t p o u r r é su l t a t re

l a t ions en t re les v a r i a b l e s ce q u i ne p e u t a r r i ve r , p u i s q u e 

ces v a r i a b l e s son t s u p p o s é e s i n d é p e n d a n t e s . O n v o i t d o n c q u e l ' on 

p o u r r a a r r ê t e r l e s c a l c u l s p r é c é d e n t s q u a n d on aura n é q u a t i o n s , et si 

a l o r s e l les ne sa t i s font p a s tou tes a u x c o n d i t i o n s é n o n c é e s , le p r o b l è m e 

est r é e l l e m e n t i m p o s s i b l e . 

S i ma in t enan t on r e c h e r c h e la v é r i t a b l e s ign i f i ca t ion de la m a r c h e 

q u e n o u s v e n o n s d ' i n d i q u e r , on vo i t q u ' e l l e cons i s t e à é tab l i r à c h a q u e 

c o n d i t i o n non sat is fa i te une n o u v e l l e r e l a t i o n finie, c ' es t -à-d i re l ib re 

de tou te cons t an t e ou fonc t ion a rb i t r a i r e , en t re l es q u a n t i t é s 

ce qu i r e s t r e in t la g é n é r a l i t é du p r o b l è m e ; et on res t re in t 

a ins i de p r o c h e en p r o c h e la g é n é r a l i t é du p r o b l è m e p r o p o s é j u s q u ' à 

le r e n d r e p o s s i b l e , si ce la se p e u t . On p e u t d o n c d i r e q u e , si les con

ditions ( 2 4 ) ne sont pas immédiatement satisfaites, soit identiquement, 

soit en vertu des équations proposées, le problème est impossible à résoudre 

dans la généralité avec laquelle il est posé ; qu'il peut parfois, admettre des 

solutions plus particulières, à la condition toutefois d'établir de nouvelles 

relations entre les variables, ce qui en diminue la généralité. 

N o u s v e r r o n s d ' a i l l eu r s d a n s la su i t e q u e l ' i n t r o d u c t i o n d 'une n o u 

ve l l e é q u a t i o n d i m i n u e d ' une un i t é le n o m b r e des cons t an t e s a rb i t ra i res 

e n t r a n t dans la so lu t i on c o m p l è t e . 

Q u o i q u ' i l en so i t , on vo i t d o n c q u e l ' on r a m è n e le p r o b l è m e , q u a n d 

il est s u s c e p t i b l e de s o l u t i o n , à u n au t r e p lus p a r t i c u l i e r d o n t les 

é q u a t i o n s sat isfont t ou t e s a u x c o n d i t i o n s d ' i n t é g r a b i l i t é , et qu i pou r r a 



être résolu dans toute sa généralité : nous n'aurons donc, dans la 

suite, que ce dernier cas a considérer. 

§ IV. — Des systèmes auxiliaires ; leur composition 

et leurs propriétés. 

Après avoir déterminé les conditions que doivent remplir les équa
tions proposées pour qu'elles puissent admettre une solution com
mune, nous avons à chercher les nouvelles relations qui, jointes aux 
précédentes, permettent de déterminer pour des valeurs 

en fonction de telles, que l'expression 

soit une différentielle exacte. Le problème qu'on aura à résoudre pour 
la détermination de chacune des nouvelles relations en particulier 
pourra s'énoncer en général de la façon suivante : 

Etant données entre les quantités les relations 
suivantes : 

( 2 5 ) 

qui satisfont aux conditions (24), trouver entre les mêmes quantités une 
nouvelle relation 

qui satisfasse aussi à ces mêmes conditions. 

Nous représentons par des constantes arbitraires, 
à l 'exception des m premières, qui sont nulles ; et, à propos de ces con
stantes, il importe de remarquer que ces nouvelles relations qui vien
nent s'adjoindre aux proposées conservent à la question toute sa géné
ralité, eu égard à la constante arbitraire que chacune d'elles introduit 
dans le système des équations auxquelles elle vient se joindre. 

Ceci posé, nous nous proposons de résoudre le problème que nous 
venons d'énoncer. La fonction cherchée devra satisfaire à un sys
tème d'équations déduites des formules (8) ou (11), en donnant à 
successivement les valeurs et donnant à i la valeur (s + 1). 

On pourrait même se servir de la formule (5 ) , et alors on se propose-



rait la détermination directe de et non de ce qui, d'ailleurs, 
remplirait aussi bien le but que l'on se propose d'atteindre. Nous 
ferons actuellement usage de la formule (8), et pour cela nous suppo
serons que des équations (25) on déduise pour des valeurs 
en fonction de et des constantes 
quant aux équations auxquelles la fonction devra satisfaire, elles 
seront comprises dans la formule suivante : 

(26) 

où prendra successivement les valeurs Les équations 

ainsi obtenues auront une forme spéciale qui permettra d'en déter
miner une solution commune. Chaque fonction cherchée devra donc 
satisfaire à un système d'équations simultanées, lequel système est dit 
auxiliaire, par opposition au système des équations proposées qui est 
dit principal. Si le système principal se compose de m équations satis
faisant aux conditions d'intégrabilité, n étant le nombre des variables, 
les systèmes auxiliaires seront au nombre de et se composeront 

successivement de équations ; ils se déduiront du 

précédent (26) , en donnant successivement à s les valeurs 

Tous ces systèmes s'intégreront de la même façon, à cause de 

leur forme semblable, que nous appellerons canonique; et la recherche 

d'une solution particulière commune aux équations de l'un de ces sys

tèmes s'effectuera au moyen des théorèmes qui suivent. 

THÉORÈME I. — Si est une solution de l'une quelconque des 

équations du système (26), en remplaçant par sa valeur dans une 

autre quelconque des équations du même système, si le résultat de la sub

stitution n'est pas identiquement nul ou constant, il sera une nouvelle 

solution de la première équation considérée. 

Ce théorème est compris dans un autre plus général, et dont l ' é 

noncé suit : 

THÉORÈME II. — Si et sont deux fonctions de 

assujetties à la condition que l'on ait et que l'on considère 

4 



les deux équations simultanées 

où f est la fonction cherchée; si est une solution de la première de 

ces équations, par exemple, l'expression résultant de la substitution 
de à f dans la seconde équation sera, si elle n'est identiquement nulle 
ou constante, une nouvelle solution de la première équation, solution qui 
peut d'ailleurs se réduire à une fonction de la précédente. 

La démonstration des théorèmes qui précèdent est basée sur le 
lemme suivant : 

L E M M E . — Si désignent trois fonctions quelconques de 
on aura identiquement 

( 2 7 ) 

En effet, nous avons 

et des formules analogues pour et L'indice k de la formule 
précédente étant remplacé successivement par i et k, on en déduira 
facilement l 'égalité suivante : 

(28) 

On obtiendra les développements de et de en rempla

çant, dans la formule précédente, les lettres successivement par 

les suivantes puis par et les indices h, i par i, k, et en
suite par k, h. On peut alors demontrer l 'identité (27) en faisant voir 
que tous les termes en par exemple, s'entre-détruisent. Pour arri
ver à cette conclusion, il suffit de remarquer que les expressions 
et renferment seules des termes de l 'espèce considérée ; que les 

termes en question entrant dans la première de ces deux expressions 



sont les mêmes en valeur absolue que ceux qui entrent dans la seconde ; 

et enfin que les signes de ces premiers termes sont respectivement con

traires des signes des seconds. Cette dernière assertion résulte de cette 

remarque que, dans l 'égalité (28), tout terme contenant une dérivée 

seconde de f est positif si les deux variables par rapport auxquelles on 

dérive sont de même espèce, négatif dans le cas contraire ; et que l 'in

verse a lieu pour les termes en comme dans la seconde expres

sion f prend la place qu'occupe dans la première, ce que nous avons 

avancé se trouve pleinement justifié. Ce que nous avons dit pour les 

termes en pouvant se répéter pour les termes en et en la 

proposition énoncée est donc complétement démontrée. 

Le second théorème énoncé se déduit immédiatement du lemme qui 

précède. En effet, si, comme on le suppose, on a identiquement 

et que soit une solution de l'équation on aura aussi 

l'identité en conséquence, si dans la relation (27) on rem

place f par on aura l'identité suivante : 

ce qui démontre bien que, dans le cas où l'expression n'est pas 

identiquement nulle ou constante, elle est une solution de l'équation 

ainsi qu'on l'avait annoncé. 

Nous allons actuellement démontrer le premier théorème. Posons, 

pour cela, 

et étant deux fonctions des quantités et des variables 

et deux nombres quelconques de la suite d'où il 

résulte que les fonctions et ne contiennent ni si en outre 

la fonction f ne contient aussi que les quantités 

ce qui est conforme au théorème en question, on aura, pour l 'équation 

développée, 

(2 9) 

l 'équation conduira à une équation en analogue à la pré-

4-



c é d e n t e , k y é t a n t r e m p l a c é p a r i ; e n f i n , l a c o n d i t i o n d e v i e n 

d r a a l o r s 

( 3 o ) 

L e t h é o r è m e II d é m o n t r é s ' a p p l i q u e à l ' é q u a t i o n ( 2 9 ) e t à s o n a n a l o g u e , 

q u e l l e s q u e s o i e n t l e s f o n c t i o n s e t p o u r v u q u ' e l l e s s a t i s f a s s e n t à 

l a c o n d i t i o n e x p r i m é e p a r l ' é q u a t i o n ( 3 o ) ; s i d o n c o n c o n s i d è r e p o u r 

e t l e s v a l e u r s d e e t d e e x p r i m é e s e n f o n c t i o n d e s v a r i a b l e s 

l ' é q u a t i o n ( 2 9 ) e t c e l l e q u i l u i e s t j o i n t e r e n t r e n t a l o r s 

d a n s l a f o r m u l e ( 2 6 ) , e t l a c o n d i t i o n ( 3 o ) d e v i e n t l a c o n d i t i o n ( 5 ) a n 

t é r i e u r e m e n t é t a b l i e , e t q u i d é m o n t r e l e p r e m i e r t h é o r è m e é n o n c é . 

R e m a r q u o n s e n p a s s a n t q u e l ' o n a u r a i t p u s u p p o s e r , d a n s t o u t c e 

q u i p r é c è d e , 

fonction de 

de 

de 

alors les équations d'un système auxiliaire n'auraient plus le même 
nombre de termes ; mais les théorèmes précédents seraient encore ap
plicables à ces équations, et, pour le démontrer, il suffirait de répéter 
les raisonnements précédents, en supposant toutefois que contienne 
et Ce que nous dirons sur l'intégration des systèmes auxiliaires 

s'appliquera donc aussi bien à ce mode de composition qu'à celui que 
nous avons spécialement considéré. 

§ V. — Intégration des systèmes auxiliaires. 

Considérons le système auxiliaire déduit de la formule (26) en don
nant à k successivement les valeurs nous avons à chercher 
une solution commune des équations de ce système, ce que nous ferons 
en appliquant les théorèmes précédemment démontrés. 

Soit une solution particulière de l 'une des équations consi
dérées, de la première par exemple ; en substituant cette valeur de à 



l a p l a c e d e d a n s u n e a u t r e é q u a t i o n d u s y s t è m e , l a s e c o n d e p a r 

e x e m p l e , l e r é s u l t a t d e l a s u b s t i t u t i o n , s ' i l n ' e s t p a s n u l o u c o n s t a n t , 

s e r a u n e n o u v e l l e s o l u t i o n d e l a p r e m i è r e é q u a t i o n ; s o i t c e r é s u l t a t , 

o n a 

E n o p é r a n t d e n o u v e a u a v e c c o m m e o n l ' a f a i t a v e c c e q u i r e 

v i e n t à r e m p l a c e r , d a n s l ' é g a l i t é p r é c é d e n t e , p a r o n a u r a p o u r r é 

s u l t a t u n e n o u v e l l e s o l u t i o n d e l a p r e m i è r e é q u a t i o n , à l a c o n d i t i o n 

t o u t e f o i s q u e n e s o i t p a s n u l o u c o n s t a n t . O n c o n t i n u e r a a i n s i l e s 

s u b s t i t u t i o n s s u c c e s s i v e s j u s q u ' à c e q u e l ' o n a r r i v e à u n r é s u l t a t o u n u l , 

o u c o n s t a n t , o u f o n c t i o n d e s r é s u l t a t s a n t é r i e u r e m e n t o b t e n u s , a i n s i q u e 

d e s v a r i a b l e s q u i s o n t c o n s i d é r é e s c o m m e c o n s t a n t e s d a n s 

l ' é q u a t i o n i n t é g r é e ; e t , à d é f a u t d e s d e u x p r e m i è r e s c i r c o n s t a n c e s , l a 

t r o i s i è m e s e p r é s e n t e r a t o u j o u r s a p r è s u n n o m b r e l i m i t é d ' o p é r a t i o n s , 

p u i s q u e l e n o m b r e d e s s o l u t i o n s p a r t i c u l i è r e s d i s t i n c t e s d e l a d i t e é q u a 

t i o n e s t l u i - m ê m e l i m i t é . D a n s l e c a s d ' u n r é s u l t a t n u l , l a f o n c t i o n s u b 

s t i t u é e e s t u n e s o l u t i o n c o m m u n e d e s d e u x é q u a t i o n s c o n s i d é r é e s ; n o u s 

v e r r o n s b i e n t ô t l ' u s a g e q u e l ' o n f e r a i t d ' u n r é s u l t a t c o n s t a n t ; e n f i n , 

d a n s l e t r o i s i è m e c a s , q u i e s t e n r é a l i t é l e c a s l e p l u s g é n é r a l , s i e s t 

u n r é s u l t a t f o n c t i o n d e s p r é c é d e n t s e t d e s v a r i a b l e s 

u n e f o n c t i o n q u e l c o n q u e d e s e r a 

e n c o r e u n e s o l u t i o n d e l a p r e m i è r e é q u a t i o n ; n o u s n o u s p r o p o s e r o n s 

d e d é t e r m i n e r l a f o r m e d e c e t t e f o n c t i o n d e f a ç o n q u ' e l l e s o i t a u s s i u n e 

s o l u t i o n d e l a s e c o n d e é q u a t i o n . L a c o n d i t i o n à s a t i s f a i r e p o u r c e l a s e 

t r o u v e r a e n r e m p l a ç a n t p a r d a n s l a s e c o n d e é q u a t i o n d u s y s 

t è m e ( 2 6 ) , e t q u i d o n n e r a , e n t e n a n t c o m p t e d e s v a l e u r s d e 

( 3 . ) 

é q u a t i o n d a n s l a q u e l l e s o n t l e s v a r i a b l e s , e t u n e f o n c 

t i o n c o n n u e d e c e s v a r i a b l e s . S o i t u n e s o l u t i o n 

d e c e t t e é q u a t i o n ; e n p o s a n t o n a u r a u n e s o l u t i o n c o m m u n e 

d e s d e u x p r e m i è r e s é q u a t i o n s d u s y s t è m e a u x i l i a i r e c o n s i d é r é , e t i l e n 

s e r a d e m ê m e d ' u n e f o n c t i o n q u e l c o n q u e d e d e s a u t r e s s o l u t i o n s d e 



( 3 2 ) 

E n o p é r a n t s u r c e t t e é q u a t i o n c o m m e o n l ' a f a i t s u r l a p r é c é d e n t e ( 3 1 ) , 

e t e n c o n t i n u a n t d e l a m ê m e f a ç o n p o u r l e s d i v e r s e s é q u a t i o n s d u s y s 

t è m e c o n s i d é r é , o n o b t i e n d r a e n f i n u n e f o n c t i o n d e 

q u i s e r a u n e s o l u t i o n p a r t i c u l i è r e c o m m u n e d e t o u t e s 

l e s é q u a t i o n s d e c e s y s t è m e . S i l ' o n p o s e é t a n t u n e 

c o n s t a n t e a r b i t r a i r e , e t q u e l ' o n j o i g n e c e t t e é q u a t i o n à c e l l e q u e l ' o n 

a d é j à ( 2 5 ) , o n o b t i e n d r a u n s y s t è m e d e é q u a t i o n s e n t r e l e s 

l 'équation (31) et des variables qui sont considérées comme 

constantes dans ces deux équations. Dans le cas que nous avons seule

ment indiqué, où la série des fonctions se termine à une con

stante, on obtiendrait une solution commune en opérant comme précé

demment, se trouvant remplacé par la constante en question ; mais, 

dans ce cas, on peut arriver beaucoup plus simplement au même ré

sultat, en remarquant que est une solution commune 

des deux équations considérées. 

Ayant une solution commune de deux équations du système, nous 

allons nous en servir pour trouver une fonction qui soit à son tour une 

solution commune de trois équations du système considéré. Pour cela, 

nous substituerons à la place de dans la troisième équation, et 

le résultat de la substitution, s'il n'est nul ou constant, sera une nou

velle solution commune des deux premières ; et opérant alors sur cette 

troisième équation comme on l'a fait précédemment sur la seconde, on 

déterminera une série de fonctions qui seront des solutions 

communes des deux premières équations, la fonction qui termine la 

série étant une fonction de et des variables 

à moins qu'elle ne soit nulle ou constante. Si elle était nulle, serait 

une solution commune des trois équations; si elle est constante et égale 

à sera cette solution commune ; mais, dans le cas géné

ral, on se proposera de satisfaire à la troisième équation par une fonc

tion de cette fonction étant d'ailleurs, quelle 

que soit sa forme, une solution commune des deux premières équa

tions. L'équation à laquelle la fonction doit satisfaire est la sui

vante : 



quantités et desquelles on pourra déduire les 

valeurs de en fonction de valeurs 

qui serviront à la composition du système auxiliaire suivant dont dé

pend la détermination de En continuant ainsi, on parviendra à un 

système de n équations 

(33) 

qui seront telles, que les valeurs qu'on en déduira pour en 

fonction de et des constantes rendront l 'expres

sion une différentielle exacte. 

La marche que nous venons de suivre pourrait être un peu modifiée, 

suivant la remarque qui termine le § IV; mais la modification serait 

plus marquée si l'on partait des équations ( 1 1 ) au lieu des équations (8) 

dont on s'est servi jusqu'alors. La méthode à laquelle on serait conduit 

présenterait sur la précédente l'avantage d'éviter les calculs d'élimi

nation que celle-ci suppose et qui la rendent parfois impraticable. 

Supposons qu'il s'agisse, par exemple, de là détermination de la fonc

tion elle devra satisfaire au système auxiliaire donné par la for

mule suivante : 

(34) 

lorsque h prend successivement les valeurs 

L'intégration de ce système résultera alors de l'application du théo

rème II, et la marche à suivre sera analogue à la précédente. 

On pourrait même généraliser ce qui précède, en supposant les sys

tèmes auxiliaires composés d'équations rentrant dans les formules (26) 

et (27 ) , et l'intégration s'effectuerait en appliquant tour à tour les théo

rèmes 1 et II. 

Quelle que soit d'ailleurs la marche suivie, on obtiendra finalement 

pour des valeurs contenant constantes arbitraires, 

et telles que, substituées dans l'expression 

elles la rendent une différentielle exacte dont l 'intégrale sera la fonc-



§ V I . Remarque. 

A v a n t d e q u i t t e r l e s u j e t d o n t n o u s n o u s s o m m e s o c c u p é s j u s q u ' à 

p r é s e n t , n o u s p o s e r o n s u n e r e m a r q u e q u i n o u s e s t s u g g é r é e p a r l a g é 

n é r a l i t é m ê m e d e l a m é t h o d e q u i p r é c è d e , e t q u i e s t p e u t - ê t r e s u s c e p 

t i b l e d ' a p p l i c a t i o n . E n e x a m i n a n t u n p e u l e s c a l c u l s p r é c é d e n t s , o n 

r e m a r q u e f a c i l e m e n t q u e l e s q u a n t i t é s , y s o n t s i m 

p l e m e n t c o n s i d é r é e s c o m m e f o r m a n t d e u x s é r i e s d e v a r i a b l e s c o n j u 

g u é e s d e u x à d e u x , s a n s q u e n u l l e p a r t i n t e r v i e n n e l a s i g n i f i c a t i o n d e 

d é r i v é e s p a r t i e l l e s a t t a c h é e s a u x l e t t r e s S i d o n c o n f a i t 

a b s t r a c t i o n d e c e t t e s i g n i f i c a t i o n d e s l e t t r e s l e p r o b l è m e 

p r o p o s é r e n t r e d a n s c e t a u t r e p l u s g é n é r a l : Étant données m relations 

entre les variables conjuguées deux à deux, on 

se propose d'en déterminer autres qui, jointes aux premières, per

mettent d'exprimer n des variables considérées et dont deux ne soient pas 

conjuguées, en fonction des n autres, de façon que l ' e x p r e s s i o n , 

( 3 5 ) 

soit une différentielle exacte, désignant les n variables choisies 

et qui sont déterminées en fonction des n autres respective

ment conjuguées des précédentes. 

L e s c o n d i t i o n s q u e l e s r e l a t i o n s d o n n é e s o u i n c o n n u e s d e v r o n t s a t i s 

f a i r e v a r i e r o n t e n g é n é r a l a v e c l a f o r m e d e l ' e x p r e s s i o n ( 3 5 ) , e t i l e n 

s e r a d e m ê m e d e l ' i n t é g r a l e o b t e n u e . M a i s , p a r m i l e s p r o b l è m e s c o m 

p r i s d a n s l ' é n o n c é p r é c é d e n t , i l e n e s t q u i p r é s e n t e n t c e t t e p a r t i c u l a r i t é 

r e m a r q u a b l e , q u e l e s é q u a t i o n s p r o p o s é e s d o i v e n t s a t i s f a i r e a u x m ê m e s 

c o n d i t i o n s q u e d a n s l e c a s o ù i l s ' a g i t d e f o r m e r l a d i f f é r e n t i e l l e e x a c t e 

e t , e n o u t r e , l e s r e l a t i o n s é t a b l i e s s u b s é q u e m m e n t e n t r e l e s v a -

t i o n c h e r c h é e V . C e t t e i n t é g r a l e c o n t i e n d r a c o n s t a n t e s a r 

b i t r a i r e s , e n c o m p t a n t c e l l e q u i s ' i n t r o d u i t p a r s i m p l e a d d i t i o n ; e t n o u s 

v e r r o n s d a n s l a s u i t e q u e c e t t e s o l u t i o n , q u e n o u s a p p e l l e r o n s solution 

complète, p e u t d o n n e r t o u t e s l e s a u t r e s p a r l a v a r i a t i o n d e s c o n s t a n t e s . 



riables p et q sont aussi les mêmes que dans le cas précédemment con

sidéré. Ces problèmes sont ceux où la différentielle exacte à obtenir est 

de la forme i prenant des valeurs quelconques de la 

suite et toutes les autres. Mais l 'intégrale différera dans 

tous les cas de celle obtenue pour ses dérivées partielles seront 

les et les ces derniers précédés du signe — ; les variables corres

pondantes seront les et les Si donc on considère simultanément 

deux problèmes dont les équations soient en nombre égal, et qui d'ail

leurs soient telles, qu'on puisse passer des unes aux autres en remplaçant 

quelques-unes des variables indépendantes par leurs dérivées partielles 

correspondantes changées de signe, et ces dernières par les variables 

correspondantes et de même signe ; alors, d'après ce qui précède, ces 

deux systèmes seront assujettis aux mêmes conditions, c'est-à-dire que, 

si l'un d'eux est intégrable, l'autre l'est aussi nécessairement ; et, eu 

outre, les nouvelles relations entre ces diverses quantités se déduiront 

les unes des autres par les mêmes changements que les équations pro

posées. Donc, en intégrant complétement l'un de ces systèmes, on aura 

immédiatement intégré d'autres systèmes présentant avec le premier les 

relations que nous avons dites, et pour la recherche de la solution com

plète desquels il ne reste plus qu'à effectuer la quadrature finale qui est 

différente dans chacun d 'eux. 

Démontrons maintenant ce que nous avons annoncé. Pour cela, il 

suffit de considérer le cas où, dans l 'expression on 

remplace un terme unique Si nous considérons 

les conditions (5), (8), ( 1 1 ) , elles s'appliquent au cas actuel en y chan

geant en et en ; on trouvera alors facilement que 

les termes dépendant de l 'indice h dans la formule ( 1 1 ) , par exemple, 

se réduisent, après les changements indiqués, au groupe suivant : 

d'où l'on voit que les équations (11) conserveront leur forme normale 

dans l 'hypothèse actuelle, si l'on prend le signe devant l'expression 

précédente, c'est-à-dire si l'on remplace par On dé

montrerait de même que les équations (8) conservent, dans le cas ac

tuel, leur forme primitive, et, par suite, que les systèmes auxiliaires ne 
5 



( 3 6 ) 

( 3 7 ) 

Donnant à i successivement les valeurs chaque formule pré

cédente donnera un système de n équations d'où l'on pourra déduire, 

d'une part les valeurs des de l'autre celles des 

Ces deux systèmes ont pour déterminant commun 

qui peut s'écrire, en ordonnant par rapport aux produits des éléments 

des colonnes verticales de rangs 1 et a, 

( 3 8 ) 

étant le déterminant qui résulte de A quand on y supprime les 

seront pas modifiés par les changements que nous venons d'indiquer. 

D'où il résulte bien que, sauf la quadrature finale, tous les problèmes 

dans lesquels l 'expression à rendre une différentielle exacte se ramène à 

la suivante : sont résolus en même temps par la ré

solution de l'un quelconque d'entre eux. 

Ce qui précède peut d'ailleurs être établi directement, et, pour cela, 
il suffit de démontrer que, si les conditions (32) sont telles, que les va
leurs qu'on en déduit pour en fonction de rendent 
l'expression une différentielle exacte, ces mêmes équations 
fourniront pour des valeurs en fonction de 
qui rendront aussi l'expression une 
différentielle exacte ; ou, en d'autres termes, que, pour toute valeur 
de oc, on a 

Soit pour cela l'une des équations données ; en différentiant par 
rapport à et par rapport à on en déduira 



colonnes verticales de rangs 1 et a, et les colonnes horizontales de 

rangs i et devant recevoir successivement toutes les valeurs 

et pour chaque valeur de i, toutes les valeurs positives 

satisfaisant à la condition D'après un théorème connu, on a 

identiquement 

(39) 

et par conséquent aussi 

( 4 ° ) 

Mais les systèmes d'équations déduits des formules (36) et ( 37 ) donnent 

en additionnant ces deux valeurs avec les identités déduites de ( 4 0 ) , en 
donnant à les valeurs on aura 

et comme les fonctions satisfont par hypothèse aux condi
tions ( 1 1 ) , on en conclura que 

ce qui est justement ce que l'on voulait démontrer. 

§ V I I . — Des diverses classes de solutions d'un système d'équa

tions simultanées aux dérivées partielles du premier ordre. 

Nous appellerons intégrale ou solution complète d'un système d'équa
tions simultanées aux dérivées partielles du premier ordre, une solution 
renfermant un nombre tel de constantes arbitraires, que l'on puisse, par 

5 . 



leur élimination entre la fonction et ses dérivées du premier ordre, ob
tenir un système d'équations équivalent à celui qui est proposé. 

D'après cette définition, l ' intégrale complète représentera, entre la 
fonction et les variables, des dépendances précisément équivalentes à 
celles qui sont exprimées par les équations proposées. 

D'après la définition précédente, on voit immédiatement que, si le 
système proposé se compose de m équations, le nombre des variables étant 
égal à n, celui des constantes entrant dans la solution complète sera égal 
à les équations proposées étant d'ailleurs supposées satisfaire 

aux conditons d'intégrabilité. 

Remarquons que, si les équations proposées ne renferment pas la fonc
tion cherchée, l 'élimination ne devra s'effectuer qu'entre les équations 
dérivées de la solution complète; par conséquent, si l'on a m équations, 
les dérivées en question ne pourront contenir que constantes. 

Mais, quant à l 'intégrale complète, elle contiendra, comme précédem
ment , constantes, en comptant celle qui s'introduit par 
simple addition. 

Ceci posé, nous nous proposons de déduire de nouvelles solutions 
des équations proposées, en remplaçant les constantes de la solution 
complète par des fonctions des variables : ces fonctions devront être 
tellement choisies, que la nouvelle valeur obtenue pour la solution 
satisfasse encore aux équations proposées. 

Si est l 'intégrale complète d'un 
système de équations, les conditions que devront satisfaire 
les fonctions de mises à la place des constantes 
seront exprimées par les équations déduites de la formule 
suivante : 

(41) 

quand on y remplace k successivement par les nombres 

Pour déduire des équations précédentes (41) les conséquences qu'elles 
comportent, nous nous servirons du théorème suivant qui exprime la 
propriété principale des déterminants fonctionnels de Jacobi : 

THÉORÈME. — Si n fonctions de n variables indépendantes 



ont entre elles une ou plusieurs relations quelconques, le 
déterminant fonctionnel de ces fonctions est nul. 

Réciproquement, si le déterminant fonctionnel de n fonctions à n varia
bles est nul, il y a entre ces fonctions une ou plusieurs relations. 

Revenons maintenant aux équations (41), et voyons de quelle façon 
on pourra les satisfaire. 

Supposons, en premier l ieu, qu'en prenant d'une manière quelconque 

k équations du système (41) , le déterminant de ce système partiel dans 

lequel les termes de la forme sont considérés comme les inconnues, 

soit différent de zéro, et cela pour tous les groupes possibles de k équa
tions : les équations précédentes ne pourront alors être satisfaites 
qu'en posant 

Résolvant ces équations par rapport aux quantités on 

déterminera pour ces dernières quantités des valeurs en fonction des 
variables et qui seront telles, que, substituées dans la solu

tion complète à la place des constantes, la fonction obtenue sera une 
solution des équations intégrées. Les solutions de cette nature sont en 
nombre limité, et présentent cette particularité, qu'elles ne contiennent 
aucune quantité arbitraire. Nous les désignerons sous le nom de solu
tions singulières. 

Si, contrairement à ce qui précède, on suppose maintenant que l'un 
au moins des déterminants dont il est question precédemment soit nul, 
il suffira, pour cela, d'établir une ou plusieurs relations, quelconques 
d'ailleurs, entre les fonctions et les équations (41) seront 

alors identiquement satisfaites, quelles que soient les fonctions et les 
relations qui existent entre elles. Suivant le nombre de relations que 
nous établirons entre les fonctions en question, nous obtiendrons des 
classes de solutions ayant des caractères très-différents; ces solutions 
contiendront un nombre plus ou moins grand de fonctions arbitraires, 
et pour cela nous les appellerons des intégrales générales. 

Supposons d'abord que l'on n'établisse qu'une seule relation entre 
les fonctions et que l'une de ces quantités soit une 



fonction arbitraire des autres, en totalité ou en partie, on aura 

( 4 2 ) 

Si, dans cette hypothèse, on dérive la fonction V par rapport à en 

remarquant que 

on aura 

multipliant par et ajoutant les égalités obtenues de la précédente 

en donnant à i les valeurs et égalant séparément à zéro les 

coefficients des différentielles on aura équa

tions de la forme 

( 4 3 ) 

Ces dernières équations permettraient, dans le cas où la fonction 
serait particularisée, d'éliminer les arbitraires de l'in
tégrale V qui contient aussi une fonction arbitraire. 

La solution V, accompagnée des équations (43), représente 
une intégrale générale de l'espèce qui ne contient qu'une fonction 
arbitraire. 

Si maintenant nous supposons que l'on exprime en général un 
nombre r des fonctions en fonction des autres, on 
aura, pour l'une d'elles, 

étant des fonctions arbitraires. 
Si l'on dérive, comme précédemment, la fonction V par rapport à 

en supposant que soient des fonctions présentant entre 

elles les relations que nous avons dites, on trouvera n équations de la 
forme 



en faisant successivement elles conduiront à leur 

tour aux équations de la forme suivante : 

(44) 

en faisant successivement 

Ces équations permettraient de déterminer les valeurs des fonctions 
si les formes des fonctions étaient particularisées ; la fonction V, 

accompagnée de ces équations, représente une intégrale générale de l'espèce qui contient r fonctions arbitraires. Si l'on attribue à r successivement les valeurs on aura les formules de 

classes de solutions générales renfermant successivement 

fonctions arbitraires. Le cas d'une seule fonction arbi
traire que nous avons considéré isolément est compris dans la formule 
actuelle, ainsi que le dernier cas où toutes les constantes, moins une, 
sont des fonctions de cette dernière. 

Ces différentes classes de solutions ont un caractère très-différent, 
suivant le nombre des relations arbitraires que l'on suppose exister 
entre les constantes arbitraires. La classe renfermant les solutions les 
plus générales est celle où il n'entre qu'une relation entre les con
stantes, et cette généralité diminue quand le nombre des relations, et 
par suite des fonctions arbitraires, augmente ; car il est visible que 
l'étendue ou l'indétermination des résultats est d'autant plus grande 
que les constantes ont moins de conditions à satisfaire. A la limite de 
ces classes, on peut considérer l 'intégrale complète, puisque l'on peut 
supposer relations arbitraires entre les constantes, ce qui donnerait 
pour chacune d'elles une fonction arbitraire de quantités constantes, 
c'est-à-dire une constante arbitraire. 

Les solutions des diverses classes peuvent encore renfermer dans 
leurs fonctions arbitraires des constantes aussi arbitraires et en nombre 
quelconque. Si donc, dans l 'une des solutions générales, on donne aux 
fonctions arbitraires en tout h constantes aussi arbitraires, en particu
larisant d'une manière quelconque les fonctions, l ' intégrale générale 
considérée deviendra une solution complète de laquelle on pourrait dé
duire des classes de solutions dont le degré de généralité dépendrait 



aussi du nombre des fonctions arbitraires qu'elles contiendraient res

pectivement. Il semblerait donc, d'après cela, que le nombre des solu

tions complètes, et par suite celui des solutions des diverses classes, 

doive être considéré comme infini; mais nous démontrerons dans la 

suite que l'on peut d'une solution complète unique déduire toutes les 

autres solutions dont le système d'équations proposé est susceptible ; 

d'où il résulte que les solutions déduites de plusieurs solutions com

plètes rentrent les unes dans les autres. 

On peut aussi particulariser chaque solution générale de manière 

qu'il en résulte une solution appartenant à une classe moins générale. 

Par exemple, si k constantes sont des fonctions arbitraires des 

autres, et si l est compris entre h et k, on petit particulariser les k fonc

tions arbitraires de façon qu'elles contiennent l fonctions arbitraires 

de constantes ; on pourra alors regarder cette solution comme 

appartenant à une classe moins générale que la première, et pouvant 

se déduire de la solution complète en y considérant l constantes comme 

fonctions arbitraires des autres, et en mettant pour celles-ci de telles 

fonctions, que les coefficients différentiels partiels de la solution com

plète, pris par rapport à elles, s'évanouissent. 

Enfin, pour terminer ces généralités, nous remarquerons qu'il pour

rait se faire aussi que les fonctions arbitraires, au nombre de r, par 

exemple, qui entrent dans les intégrales générales de la classe, ne 

continssent pas toutes les dernières constantes arbitraires. On 

pourrait alors, sans particulariser les fonctions arbitraires, éliminer 

de la solution considérée les constantes qui n'entrent dans aucune 

fonction arbitraire. Les valeurs de ces dernières, que nous supposerons 

être seraient données par les équations 

Les valeurs fournies par ces équations pour contiendront 

les fonctions arbitraires de ainsi que ces der

nières constantes ; substituant ces valeurs dans la solutiou générale, 

elle contiendra, outre les constantes fonctions arbi

traires de ces mêmes constantes ; les fonctions mises à la place des con

stantes restantes devront satisfaire à des équations de la forme (44), 



où k ne devra recevoir que les valeurs suivantes : 

Remarquons aussi que, dans la recherche des intégrales générales, 
aussi bien que dans celle des solutions singulières, certaines constantes 
auraient pu être considérées absolument comme telles. Pour les inté
grales générales, cela ne conduit à rien de particulier; mais, dans le 
cas des solutions singulières, si l'on remplace les constantes demeurées 
telles par des fonctions présentant entre elles une ou plusieurs rela
tions, ces solutions nouvelles satisferont aux équations proposées, et 
l'on aura ainsi une nouvelle classe de solutions ne rentrant ni dans la 
catégorie des intégrales générales, ni dans celle des solutions singu
lières. Ces solutions, que nous appellerons mixtes, pourraient se diviser 
en classes et en groupes dépendant du plus ou moins grand nombre 
de constantes laissées telles dans la recherche des solutions singulières, 
et aussi du nombre de relations établies entre les fonctions que l'on 
substitue à ces constantes. Il nous suffit d'indiquer cette nouvelle ca
tégorie de solutions auxquelles on pourrait d'ailleurs appliquer quel
ques-unes des observations relatives aux intégrales générales. Main
tenant, avant de démontrer le théorème important que nous avons 
précédemment énoncé, nous allons vérifier que l'élimination des fonc
tions arbitraires que renferme une solution générale quelconque conduit 
bien à un système de équations aux dérivées partielles du pre

mier ordre, n étant le nombre des variables indépendantes, et h le 
nombre des constantes de la solution complète. 

Considérons, en effet, une intégrale générale renfermant r fonctions 
arbitraires des constantes les fonctions sub

stituées à ces dernières constantes étant d'ailleurs assujetties à satis
faire aux équations (44) ; on aura, en différentiant l 'intégrale par 
rapport à 

Mais, au moyen des équations (44), le système précédent se réduit au 
6 



suivant : 

et, si l'on élimine entre ces dernières équations et l 'intégrale générale 
considérée les quantités au nombre de h, 

on obtiendra bien finalement un système de équations, 
comme nous nous proposions de le démontrer. 

Enfin, pour terminer, nous allons établir le théorème général sui
vant : 

Toutes les solutions dont un système d'équations simultanées aux déri
vées partielles du premier ordre est susceptible peuvent se déduire d'une 
solution complète unique. 

Soit une solution commune des équa
tions simultanées dont l'une est la suivante : 

( 4 5 ) 

et soit 

( 4 6 ) 

une solution complète de ce système. 

Si nous déterminons les valeurs des constantes au 
moyen des équations suivantes : 

(47) 

je dis que les dérivées des fonctions f et par rapport aux varia
bles seront aussi égales chacune à chacune. 

En effet, par hypothèse, on a les deux systèmes d'équations satis
faites résultant des deux formules suivantes : 

quand on donne à i les valeurs successives et le der-



nier de ces systèmes, en vertu des équations (47), devient le suivant : 

Comparant alors ce dernier système au premier, on en conclut les 

égalités 

( 4 8 ) 

qui auront lieu en même temps que les équations (47). Donc si, dans 

la solution complète, on attribue aux constantes les va

leurs déterminées par les équations (47), elle devient égale à la fonc

tion et les dérivées successives de ces deux fonctions le sont aussi : 

la solution est donc bien comprise dans la solution complète. Il 

nous reste à déterminer l'espèce de la solution. 

Les valeurs obtenues des équations (47), pour les constantes 

sont généralement des fonctions des variables 

Dans le cas particulier où ces valeurs seraient constantes, la solution 

considérée serait une solution particulière de l'intégrale complète. 

Dans le cas général, si l'on remplace dans la fonction f les constantes 

par leurs valeurs, on aura l'identité différentiant, par rapport 

a les deux membres de cette égalité, on aura 

comparant ces égalités aux précédentes (47), (48), qu'on suppose sa

tisfaites, on aura le système suivant de conditions : 

( 4 9 ) 

Si les valeurs obtenues pour sont telles, qu'en prenant 

un groupe quelconque de m équations du système précédent, le déter-
6. 



minant correspondant, et dont les éléments sont les dérivées partielles 

des fonctions mises pour soit différent de zéro, alors 

les équations (49) exigent que l'on ait en même temps 

c'est-à-dire que la solution considérée rentre dans la catégorie des so lutions singulières. Mais si, contrairement à ce qui précède, de quelque façon que l'on choisisse m équations du système (49), le déterminant 

du système ainsi formé est constamment égal à zéro, les fonctions 

ont entre elles une ou plusieurs relations, et la solution 

considérée est une solution particulière de l'une des intégrales g é 

nérales. 

En terminant, nous remarquerons que, si l'on a à intégrer un sys
tème d'équations en nombre égal à celui des variables, l 'intégrale com
plète ne contiendra plus qu'une constante; dans ce cas, l 'intégrale 
générale se confond avec la solution complète, et, quant aux solutions 
singulières, elles résultent encore de l'élimination de la constante 
entre les deux équations 

Dans le paragraphe suivant, nous allons appliquer à un exemple 
particulier la méthode d'intégration précédemment développée pour 
l'intégration des équations simultanées aux dérivées partielles du pre
mier ordre. 

§ VIII. — application. 

Soit proposé d'intégrer le système suivant : 

Si nous formons l'expression représentée par le symbole nous 

trouvons qu'elle ne s'annule pas, et que sa valeur est la suivante : 



On trouve ensuite que ces trois fonctions donnent 

posant donc c'est-à-dire la question 
sera ramenée à l'intégration d'un système de trois équations 

satisfaisant aux conditions d'intégrabilité. 
Nous avons à chercher une nouvelle relation de la forme qui, 

jointe aux précédentes, permette de déterminer pour des 

valeurs en fonction de qui, substituées dans l'expression 
la rendent une différentielle exacte. 

Si nous supposons que des équations (49) on tire les valeurs de 

en fonctions de la fonction devra satisfaire à 

un système de trois équations dont la formule est la suivante : 

Les équations (49) nous donnent les valeurs suivantes : 

pour lesquelles il nous faudra considérer deux cas, suivant le signe que 

l'on prend dans la valeur de 

Premier cas. — On prend le signe supérieur, d'où 

les équations du système auxiliaires sont alors les suivantes : 



La première de ces équations admet la solution 

portant cette valeur dans la seconde équation, à la place de f, on ob

tient, pour le résultat, 

qui n'est pas une nouvelle solution, mais simplement une fonction de 

la première, puisque, dans cette première équation, est considéré 

comme une constante. Une fonction quelconque de sera en

core une solution de la première équation; soit line telle 

fonction : nous nous proposons de déterminer la forme de cette fonc

tion de façon qu'elle soit aussi une solution de la seconde équation. 

La condition pour que cela ait lieu est que l'on ait 

Cette équation admet la solution particulière qui, satisfaisant 

aussi, comme il est facile de le constater, à la troisième équation du 

système, sera la solution commune cherchée. On devra donc joindre 

aux équations (49) la suivante : 

et de ces quatre équations on déduira 

La différentielle exacte aura ainsi pour intégrale 
la fonction 

et c'est là une solution complète des équations proposées. Il est facile 



de vérifier qu'elle ne donne pas de solutions singulières, et qu'elle 
admet pour intégrale générale celle qui est définie par le système 

représentant une fonction complétement arbitraire. 

Deuxième cas. — On prend le signe inférieur dans la valeur de ; 

on a alors 

et le système auxiliaire est le suivant : 

En opérant comme précédemment, on trouve, pour solution commune 

de ces équations, 

posant et joignant cette équation au système (49), on en dé

duira les valeurs de et l'on trouvera la solution complète 

qui jouit des mêmes propriétés que la précédente. 

§ I X . Intégration des équations linéaires. 

Le problème de l'intégration des équations linéaires est résolu d'une 
manière générale en même temps que celui dés équations quelconques, 
car la méthode que nous avons développée leur est en tout point appli-



cable. Mais cette méthode générale nécessite elle-même l'intégration 

directe de systèmes linéaires auxiliaires d'une forme spéciale. Nous 

nous proposons d'étendre cette méthode aux équations linéaires quel

conques, et de la compléter de façon qu'elle puisse nous conduire à la 

solution complète, tandis que précédemment on ne se proposait que la 

recherche d'une solution particulière commune. 

On aura bien encore ici à considérer des systèmes successifs d'équa

tions simultanées; mais d'un système au suivant, le nombre des équa

tions, ainsi que celui des termes de chacune d'elles, diminuera d'une 

unité. Il n'en faudrait pas pourtant conclure que cette méthode soit, 

pour cette raison, bien supérieure à la méthode générale; car elle pré

sente, en revanche, le désavantage d'exiger constamment des intégra

tions complètes, alors que, pour la première, il ne fallait déterminer 

chaque fois qu'une solution particulière ; aussi, dans la pratique, pré

férera-t-on souvent la méthode générale comme présentant plus de 

chances de réussite, sans exiger pour cela des calculs beaucoup plus 

étendus. 

Si nous considérons les équations d'un système auxiliaire (§ IV) , 

nous voyons qu'elles sont homogènes, et que l 'équation de rang k ne 

contient que les termes en étant le nombre des 

équations du système considéré. Nous allons montrer que tout système 

d'équations linéaires peut être ramené à cette forme, et, pour cela, il 

suffit de pouvoir les rendre homogènes, car alors, par des éliminations 

convenablement dirigées, on parviendra toujours à mettre les équations 

sous la forme désirée. 

Soit donc proposé d'intégrer un système de m équations distinctes 
de la forme 

( 5 O ) 

é t a n t d e s f o n c t i o n s d e n e c o n t e n a n t p a s l a 

f o n c t i o n c h e r c h é e V ; l e s d i f f é r e n t e s é q u a t i o n s d u s y s t è m e s ' o b t i e n d r o n t 

d e l a p r é c é d e n t e e n a t t r i b u a n t à k s u c c e s s i v e m e n t l e s v a l e u r s 

S i c e s é q u a t i o n s n e s a t i s f o n t p a s t o u t e s a u x c o n d i t i o n s d ' i n t é g r a 

b i l i t é , o n s e r a c o n d u i t à a j o u t e r d e n o u v e l l e s é q u a t i o n s à c e l l e s q u i s o n t 

p r o p o s é e s , e t i l e s t f a c i l e d e v o i r q u e c e s n o u v e l l e s r e l a t i o n s o n t l a m ê m e 



f o r m e q u e l e s p r e m i è r e s ; l e p r o b l è m e p r o p o s é c o n s e r v e r a d o n c l a m ê m e 

f o r m e d a n s t o u s l e s c a s o ù i l e s t p o s s i b l e . 

P o u r r e n d r e c e s é q u a t i o n s h o m o g è n e s , n o u s r e m a r q u e r o n s q u e , s i u 

e s t u n e f o n c t i o n q u e l c o n q u e d e l a f o n c t i o n c h e r c h é e v e t d e s v a r i a b l e s 

o n a u r a 

e t p a r s u i t e l ' é q u a t i o n ( 5 o ) d e v i e n d r a l a s u i v a n t e : 

T o u t e s l e s é q u a t i o n s d u s y s t è m e ( 5 o ) s e r o n t d o n c a i n s i r e n d u e s h o m o 

g è n e s p a r r a p p o r t a u x d é r i v é e s p a r t i e l l e s d e la n o u v e l l e f o n c t i o n u, la 

f o n c t i o n v n ' é t a n t p l u s a l o r s c o n s i d é r é e q u e c o m m e u n e s i m p l e v a 

r i a b l e ; c o m m e l a f o n c t i o n u n ' e n t r e p a s n o n p l u s d a n s l e s c o e f f i c i e n t s , 

l e s é q u a t i o n s o n t b i e n l a f o r m e q u e n o u s v o u l i o n s l e u r d o n n e r . M a i s i c i 

c e n ' e s t p l u s l a f o n c t i o n v q u e l ' o n s e p r o p o s e d e d é t e r m i n e r , m a i s 

u n e f o n c t i o n u d e v e t d e s v a r i a b l e s ; e t , q u a n d o n a u r a t r o u v é c e t t e 

f o n c t i o n u, e n l ' é g a l a n t à z é r o , o n a u r a u n e é q u a t i o n d ' o ù l ' o n d é d u i r a 

l a v a l e u r d e v. 

R e m a r q u o n s q u e l a t r a n s f o r m a t i o n p r é c é d e n t e c o n v i e n d r a i t e n c o r e 

d a n s l e c a s o ù l e s c o e f f i c i e n t s r e n f e r m e r a i e n t l a f o n c t i o n c h e r c h é e , 

e n s u p p o s a n t s a t i s f a i t e s l e s c o n d i t i o n s d ' i n t é g r a b i l i t é r e l a t i v e s k c e 

c a s ( 1 1 bis). 

N o u s s u p p o s e r o n s d o r é n a v a n t q u e l e s y s t è m e h i n t é g r e r s e c o m p o s e 

d e m é q u a t i o n s l i n é a i r e s , h o m o g è n e s , n e c o n t e n a n t p a s l a f o n c t i o n c h e r 

c h é e , e t e n f i n , s a t i s f a i s a n t a u x c o n d i t i o n s d ' i n t é g r a b i l i t é . S o i e n t 

( 5 1 ) 

( 5 2 ) 

d e u x é q u a t i o n s q u e l c o n q u e s d ' u n t e l s y s t è m e : n o u s n o u s p r o p o s o n s d e 

d é m o n t r e r q u e l e t h é o r è m e I ( § I V ) s ' a p p l i q u e à c e s é q u a t i o n s , c ' e s t - à -
7 



dire que si est une solution de la première de ces équations, le ré
sultat de la substitution de à la place de v, dans la seconde, sera encore 
une solution de la première, si toutefois ce résultat n'est pas identiquement 
nul ou constant. 

En effet, par hypothèse, les fonctions satisfont à la condition 

qui, développée, donne l'équation suivante : 

Mais, étant une solution de la première équation, on aura iden
tiquement 

d'où il suit que l'équation précédente devient alors 

en posant 

ou 

ce qui démontre précisément le théorème énoncé, puisque est bien, 
d'après ce qui est posé, le résultat de la substitution de à v dans la 
seconde équation, et que l 'égalité qui vient d'être obtenue exprime 
précisément que satisfait à la première équation. Si donc n'est pas 
une constante, ce sera une solution de l'équation (51), solution qui peut 
d'ailleurs n'être qu'une fonction de la précédente. 

Le théorème qui précède nous permet de résoudre le proposé, et, 
pour cela, nous suivrons la méthode de Boole (*) ; mais nous rappelle
rons préalablement quelques propriétés des équations linéaires isolées, 
et qui s'étendent immédiatement aux équations simultanées. 

On sait qu'une équation linéaire aux dérivées partielles renfermant 

(*) BOOLE, Philosophical Transactions, 1863. 



n variables admet en général n intégrales particulières distinctes qui , 
dans le cas où la fonction cherchée n'entre pas dans les coefficients, re
présentent précisément les n valeurs distinctes de la fonction cherchée 
satisfaisant à l'équation considérée, l'une de ces solutions se réduisant 
toutefois à une constante, dans le cas où l 'équation est homogène. On 
sait en outre que toute fonction de ces solutions satisfait aussi à l 'équa
tion proposée; et réciproquement, que toute solution est une fonction 
des précédentes. Ces propriétés des équations isolées étant rappelées, on 
voit sans peine qu'elles s'appliquent aussi aux équations simultanées, 
le nombre des solutions particulières distinctes étant seul modifié. 

Pour ce qui va suivre, nous avons besoin de connaître ce que devient 
une équation linéaire quand on change de variables. 

Soit l'équation 

(53) 

dont nous représenterons le premier membre par et supposons 

que les n variables soient exprimées en fonction des n 

autres on propose de trouver ce que devient l'équation 
après ce changement. 

Si l'on suppose la fonction v exprimée en fonction des nouvelles va

riables, on aura 

et par suite l 'équation (53) pourra s'écrire, en groupant les termes 

d'une façon convenable, 

( 5 4 ) 

et c'est là le résultat cherché, si l'on suppose toutefois que, dans la 
fonction soient remplacés par leurs valeurs en fonc

tion de 
Nous ajouterons que, si les équations telles que (53) satisfaisaient 

aux conditions d'intégrabilité, ces dernières (54) y satisferont aussi, 
d'après la remarque qui termine le § II. 

Passons maintenant à l 'intégration d'un système de m équations ho-

7. 



mogènçs, la fonction cherchée n'entrant pas dans les coefficients, et 

supposons ces équations mises sous la forme 

(55.) 

C e t t e é q u a t i o n , r e n f e r m a n t n v a r i a b l e s i n d é p e n d a n t e s , a u r a i n 

tégrales indépendantes distinctes et sion pourra 

supposer puisque ces dernières variables 

sont considérées comme constantes dans la première équation du sys

tème ( 5 5 ) . Une fonction quelconque de 

sera encore une solution de l 'équation considérée. Si l'on change alors 

de variables, et que le système soit remplacé par le sui

vant : les équations du système (55) , sauf la pre

mière, prendront la forme suivante : 

Mais on a, pour les valeurs précédentes de et par suite 

le système transformé se compose de équations avec va

riables indépendantes en outre, ce système est de même 

forme que le précédent, puisque l'on a, pour une valeur quelconque 
de h, 

k pouvant prendre toutes les valeurs de la suite h étant excepté. 

La recherche des solutions communes des équations du premier sys
tème revient donc à celle des solutions communes du second, puisque 
ces dernières nesont que des fonctions de à la condition 

toutefois que les coefficients des nouvelles équations ne contiennent 
pas d'autres variables que ces dernières. Cela a lieu en vertu du théo
rème que nous avons précédemment démontré, puisque devant 
être une solution de l'équation ne peut être qu'une fonction 
des seules quantités ce qui justifie ce que nous avons 
avancé. 



Nous pourrons donc raisonner sur ce second système absolument 
comme nous l'avons fait sur le précédent, et nous passerons de là à un 
troisième, en prenant pour nouvelles variables ces 

dernières quantités étant les solutions distinctes de 
la première équation du second système. La variable disparaîtra 
complétement de ce nouveau système comme l'avait fait du précé
dent, et toute solution commune des équations de ce système sera, pour 
cette raison, une solution commune des précédents. 

En continuant ainsi, on voit que d'un système au suivant le nombre 
des équations et celui des variables diminuent chacun d'une unité, et 
qu'on arrivera enfin à une seule équation homogène renfermant 
variables indépendantes : les solutions particulières distinctes 

de cette équation seront les solutions communes du système proposé; 
égalées à des constantes, elles constituent la solution complète du pro
blème proposé, et une fonction arbitraire de ces mêmes solutions en 
sera l 'intégrale générale. 

Nous allons, pour terminer ce travail, faire sur un exemple particu
lier l'application des deux méthodes d'intégration des équations l i 
néaires. 

§ X . — applications. 

Soit proposé d'intégrer le système suivant : 

Première méthode. — On fera disparaître la fonction v, tout en lais

sant les équations linéaires, en posant si l'on pose aussi 

on aura, pour le système précédent, 



On vérifie facilement que ces équations satisfont aux conditions d'in

tégrabilité. 

De ces équations, on déduit les valeurs suivantes : 

au moyen desquelles on compose le système auxiliaire auquel doit sa

tisfaire là fonction que, d'après la règle générale, il nous faut déter

miner d'abord. Ce système auxiliaire sera le suivant : 

Pour chercher une solution commune de ces équations, nous parti

rons de l'équation qui admet la solution particulière sub

stituant dans l 'équation on aura pour résultat 

substituant de nouveau dans la même équation, on aura pour résultat 

qui s 'exprime au moyen de et de qui est considéré comme une 
constante dans l'équation Une fonction sera aussi une 

solution de l'équation et, pour qu'elle satisfasse aussi à l'équa
tion il faudra que l'on ait 

d'où 



Portant cette valeur dans l'équation elle donnera 

Une fonction sera aussi une solution de l'équation ainsi 
que de l'équation : elle le sera de l'équation si l'on a 

d'où 

Posant cette solution du système auxiliaire égale à une constante a, et 
joignant l'équation ainsi obtenue aux équations données on en dé
duira 

d'où 

et par suite 

Telle est la solution complète du système proposé. 

Deuxième méthode. — Si nous rendons les équations proposées ho
mogènes, en suivant pour cela la règle donnée à cet effet, nous obtien
drons le système suivant : 

où u, est la nouvelle fonction cherchée, v n'étant plus considéré que 

comme une variable indépendante. 



On trouve immédiatement, pour l'équation la série suivante de 

solutions distinctes, 

Si l 'on p rend a lors p o u r v a r i a b l e s l es q u a n t i t é s s u i v a n t e s : les é q u a t i o n s et d e v i e n d r o n t 

Mais on a 

donc les équations précédentes se réduiront aux suivantes : 

La première de ces équations admet les solutions 

ces solutions, satisfaisant aussi à la dernière équation, sont les solutions 

communes du système proposé. L'intégrale générale sera donc une 

fonction arbitraire de et d'où l'on aura enfin 

étant une fonction arbitraire. 

Il est d'ailleurs évident que ce résultat s'accorde avec celui que nous 

avons déjà obtenu en appliquant aux équations proposées la méthode 

générale relative aux équations quelconques. 

Nous indiquerons encore les exemples suivants. 



Soit le système 

en appliquant la même méthode, on trouvera 

Soit encore le système suivant 

Pour l'application de la seconde méthode, il faut remplacer ce sys

tème par le suivant, qui lui est équivalent, 

et la solution générale de ce système est la suivante : 

8 



DEUXIÈME THÈSE. 

DU F A C T E U R I N T É G R A N T 
POUR LES EXPRESSIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE 

RENFERMANT UN NOMBRE QUELCONQUE D E VARIABLES INDÉPENDANTES ; 

PAR M . C O L L E T , 

DOCTEUR ÈS SCIENCES. 

Dans le Mémoire précédent, nous avons développé une méthode 
générale pour l'intégration des équations simultanées aux dérivées 
partielles du premier ordre; nous nous proposons actuellement d'ap
pliquer cette méthode à la recherche du facteur intégrant des expres
sions différentielles du premier ordre et d'un nombre quelconque de 
variables indépendantes. Ce facteur n'existe pas en général pour des 
expressions quelconques : cette existence est subordonnée à certaines 
conditions qui doivent être satisfaites par l 'expression proposée, et 
dont l'étude va nous occuper tout d'abord. 

§ I . — Des conditions nécessaires dont dépend l 'exis tence 

du facteur intégrant. 

Considérons l'expression 

(0 

et soit la fonction par laquelle il faut la multiplier pour qu'elle de

vienne une différentielle exacte ; les conditions nécessaires et suffisantes 
8. 



pour que cela ait lieu sont que l'on ait identiquement, pour toutes les 

valeurs de h et de k, depuis 1 jusqu'à n, 

c'est-à-dire, en développant, 

En donnant à h et k toutes les valeurs de la suite 1, 2 , . . . , n, la for

mule (1) donnera équations aux dérivées partielles, et qui 

devront être satisfaites simultanément par la fonction cherchée. Il est 

facile de voir que les équations qui précèdent ne peuvent exister simul

tanément, à moins que leurs coefficients ne satisfassent identiquement 

à de certaines conditions qui seront des conditions nécessaires pour 

l'existence du facteur. 

Pour cela, posons, en général, 

et considérons les trois é q u a t i o n s . 

en les multipliant respectivement par et ajoutant, on ob

tient, après la suppression du facteur commun l'égalité suivante : 

(3) 

Cette égalité, ne contenant plus la fonction cherchée, doit être une 

identité, sans quoi elle établirait une dépendance entre les variables, 

qui , par hypothèse, sont idépendantes. 

Si, dans la formule (3) , on donne à h, k, m toutes les valeurs de la 
suite 1 , 2 , . . . , n, on obtiendra des conditions nécessaires pour l 'exis
tence du facteur. 



Supposons ces conditions satisfaites, le nombre des équations (2) 
distinctes est alors diminué. En effet, ayant montré que l'équation 
[h, k] = 0 est une conséquence des deux autres [m, h] = 0, [m, k] = 0, 
on voit qu'on aura un système complet d'équations distinctes et com
prenant toutes les autres, en prenant pour m une valeur quelconque 
de la suite 1, 2 n, et donnant simplement à h, dans le symbole 
[m, h] = 0, toutes les autres valeurs de cette suite. 

On pourrait former de bien des manières des systèmes complets et 
équivalents d'équations distinctes, par exemple en écrivant dans un 
ordre quelconque les nombres de la suite 1 , 2, . . . , n, et prenant pour 
m et h, dans [m, h] = 0, tous les systèmes de deux nombres consécu
tifs de cette suite; et plus généralement, en prenant un système telle
ment composé, qu'il y entre les dérivées de par rapport à toutes les 
variables. Quelle que soit la marche suivie, on arrive à ce résultat, que 
le nombre des équations auxquelles le facteur intégrant doit satisfaire 
est réduit à au moyen des conditions ( 3 ) énoncées comme néces

saires. 

R e v e n o n s à ces c o n d i t i o n s . S i , d a n s la f o r m u l e ( 3 ) , on d o n n e à m, k, h 

toutes les valeurs 1 , 2 , . . . , n, on forme conditions : 

nous allons démontrer que ces conditions ne sont pas toutes distinctes, et 

que le nombre de ces dernières est seulement égal à 

Pour cela, représentons, pour plus de simplicité, par le symbole 

[h, k, m] le premier membre de la formule (3 ) , on aura évidemment 

et aussi 

Nous allons démontrer, en général, que les trois conditions 

comprennent la suivante : 

En effet, si l'on développe les trois premières conditions, qu'on mul-



t ip l ie les é q u a t i o n s o b t e n u e s r e s p e c t i v e m e n t par et q u ' o n 

ajoute, on voit facilement que les coefficients des produits 

s'annulent identiquement, et que celui de est l'expres

sion suivante : 

qui , par conséquent, sera nulle ; ce qui nous donne la condition 
[h,k, p] = 0, qui , ainsi que nous l'avions annoncé, n'est qu'une con
séquence des précédentes. 

Il résulte donc de cela que l'on aura toutes les conditions dis
tinctes en donnant simplement à h et k, dans l'équation symbolique 
[m, h, k] = 0, toutes les valeurs de la suite 1, 2 , . . . , n, m excepté, et 
le système ainsi obtenu représentera toutes les conditions nécessaires 
à l 'existence du facteur. Nous verrons dans la suite que ces mêmes 
conditions expriment précisément les conditions d'intégrabilité des 
équations aux différentielles partielles que l'on aura à intégrer simul
tanément pour la détermination du facteur : les conditions qui précèdent 
sont donc à la fois nécessaires et suffisantes. Le nombre de ces conditions 

est maintenant égal à et si n = 2, c'est-à-dire s'il n'y a 

que deux variables indépendantes, il n'y a plus de conditions, et alors 
le facteur intégrant existe toujours. 

§ I I . — Conditions d'intégrabilité des équations dont dépend 

la détermination du facteur. 

C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t l e s é q u a t i o n s à i n t é g r e r , e t d o n t ( 2 ) e s t l a 

f o r m u l e g é n é r a l e ; e l l e s r e n f e r m e n t l a f o n c t i o n c h e r c h é e e t s e s d é r i v é e s 

p r i s e s p a r r a p p o r t a u x v a r i a b l e s O n p e u t f a i r e d i s p a 

r a î t r e l a f o n c t i o n e n s u i v a n t l a m é t h o d e g é n é r a l e q u i c o n s i s t e à p o s e r é t a n t u n e n o u v e l l e f o n c t i o n e t t u n e n o u v e l l e v a r i a b l e ; m a i s 

i l e s t i c i p l u s s i m p l e d e p o s e r d ' o ù ce q u i a l ' a v a n 

t a g e d e n e p a s i n t r o d u i r e d e v a r i a b l e n o u v e l l e . P o s a n t l e s 



équations à intégrer prennent alors la forme suivante : 

où m devra prendre successivement les valeurs 2, 3 , . . . , n. 
Nous allons démontrer que les fonctions satisfont aux 

conditions d'intégrabilité, si les premières conditions sont elles-mêmes 
satisfaites. 

Si nous considérons deux quelconques des équations proposées, 

(5) 

on devra avoir 

Pour le prouver, des équations (5) nous tirons 

(6) 

et l'expression de se réduit simplement aux termes suivants : 

(7) 

On aura aussi 

(8) 



En portant dans l'expression (7) les valeurs (6) et (8), on aura un 
résultat de la forme 

(9) 

P, Q, R, S ayant les valeurs suivantes : 

Considérons maintenant les équations (5) et la suivante : 

qui en est une conséquence, quand on suppose la condition 

satisfaite ; multiplions ces équations respectivement par 

et 

en ajoutant les résultats, on aura une identité de la forme 

(10) 

Pour les quantités P' , Q' , R', S', on trouve facilement, en faisant usage 



de la condition (9), les valeurs 

Si enfin on dérive l 'équation (9) par rapport à on trouve, par une 
transposition convenable des termes obtenus, que 

d'où il suit que l'on a bien l'identité 

qui n'est autre que la condition d'intégrabilité 

q u i es t ainsi sa t i s fa i te , p o u r t ou t e s les v a l e u r s de h et de m, q u a n d l ' e x 
press ion p r o p o s é e sat isfai t d ' a i l l eu r s à tou tes les c o n d i t i o n s 
D o n c ces dernières conditions sont bien à la fois nécessaires et suffisantes. 

N o u s nous o c c u p e r o n s e n c o r e de ces c o n d i t i o n s dans la su i t e ; ac tue l 
l e m e n t nous a l lons i n d i q u e r la m a r c h e à s u i v r e p o u r i n t é g r e r l e s 
é q u a t i o n s d o n t d é p e n d la so lu t ion du p r o b l è m e en q u e s t i o n . 

§ I I I . — Intégration des équations du facteur. 

Les équations du facteur sont aux dérivées partielles du premier 
ordre, linéaires mais non homogènes. Pour les intégrer, on peut suivre 
les deux méthodes que nous avons indiquées : la méthode générale des 
équations quelconques, ou la méthode particulière aux équations 
linéaires. L'emploi de cette dernière méthode exigera l'introduction 
d'une nouvelle variable. Nous allons les considérer l'une et l'autre 
successivement. 

Première méthode. — La méthode générale se ramène, pour le pro

blème actuel, à chercher une relation entre les quantités 

9 



a é t a n t u n e c o n s t a n t e , d e t e l l e s o r t e q u e l ' o n p u i s s e , 

a u m o y e n d e c e t t e r e l a t i o n e t d e s é q u a t i o n s 

(11) 

d é t e r m i n e r , p o u r d e s v a l e u r s e n f o n c t i o n d e 

q u i r e n d e n t l ' e x p r e s s i o n 

une différentielle. L'intégrale de cette différentielle sera la fonction z, 
qui donne immédiatement la valeur complète du facteur à cause de 

la relation 

Si des équations (11) on tire les valeurs de en fonction 

de on pourra supposer que la relation cherchée 

ne contienne aussi que dans cette hypothèse, la fonc

tion doit être une solution commune d'un système canonique de 

équations linéaires, aux dérivées partielles, de la forme sui

vante : 

( 1 2 ) 

où m recevra successivement les valeurs Des équations ( 1 1 ) 

on déduit, pour des valeurs de la forme 

(13) 

et l'équation générale (12) devient alors 

( 1 4 ) 

Mais, sans diminuer en rien la généralité de la question, on peut sup

poser ce qui revient à comprendre la fonction dans le fac

teur cherché. Cette hypothèse simplifie toutes les formules. Les con

ditions d'intégrabilité se réduisent à la forme suivante : 



e t l e s é g a l i t é s ( 1 3 ) e t ( 1 4 ) d e v i e n n e n t r e s p e c t i v e m e n t 

( 1 5 ) 

( 1 6 ) 

D a n s t o u t e s c e s f o r m u l e s , m d o i t p r e n d r e s u c c e s s i v e m e n t l e s v a 

l e u r s 2 , 3 , . . . , n. 

N o u s r e m a r q u e r o n s q u e l e s é q u a t i o n s ( 1 5 ) e t ( 1 6 ) n e c o n t i e n n e n t 

c h a c u n e q u e l ' u n e d e s f o n c t i o n s L e s y s t è m e a u x i l i a i r e ( 1 6 ) 

s ' i n t é g r e r a e n s u i v a n t l a m a r c h e q u e n o u s a y o n s i n d i q u é e ; a u s s i n e 

n o u s a r r ê t e r o n s - n o u s s u r c e t t e p a r t i e d e l a q u e s t i o n q u e p o u r s i g n a l e r 

q u e l q u e s p a r t i c u l a r i t é s q u i p e u v e n t s e p r é s e n t e r d a n s l a r e c h e r c h e d e 

l a s o l u t i o n c o m m u n e d e c e s é q u a t i o n s . 

E t d ' a b o r d o n v o i t i m m é d i a t e m e n t q u e , s ' i l n e s ' a g i s s a i t q u e d e 

t r o u v e r u n e s o l u t i o n c o m m u n e , q u e l c o n q u e d ' a i l l e u r s , d e s é q u a t i o n s 

d u s y s t è m e ( 1 6 ) , o n p o u r r a i t s a t i s f a i r e à c e s é q u a t i o n s p a r u n e f o n c t i o n 

i n d é p e n d a n t e d e p1 q u i s e r a i t a l o r s u n e s o l u t i o n c o m m u n e d e s é q u a 

t i o n s ( 1 6 ) r é d u i t e s à l a f o r m e 

P o u r t r o u v e r u n e t e l l e s o l u t i o n , o n c o n s i d é r e r a d ' a b o r d u n e s o l u t i o n d e l ' é q u a t i o n 

cette solution ne contenant pas p1, on voit que, en effectuant les substi

tutions successives qui conduisent à la solution commune cherchée, la 

quantité n'apparaîtra nulle part, et qu'on aura enfin une fonction 

qui sera une solution commune des équations du système 

c o n s i d é r é . O n d o i t a l o r s s e d e m a n d e r c e q u e r e p r é s e n t e c e t t e f o n c t i o n , 

e t v o i r s i e l l e p e u t s a t i s f a i r e a u x é q u a t i o n s ( 1 5 ) , a u q u e l c a s e l l e s e r a i t 

l a s o l u t i o n i m m é d i a t e d e l a q u e s t i o n , s a n s q u ' i l s o i t a l o r s n é c e s s a i r e 

d ' e f f e c t u e r l a q u a d r a t u r e q u i s e p r é s e n t e d a n s l a m é t h o d e g é n é r a l e . A 

c e l a , o n p e u t r é p o n d r e q u e l a f o n c t i o n , q u o i q u e s a t i s f a i s a n t a u x 

é q u a t i o n s ( 1 6 ) , n ' e n e s t p a s p o u r c e l a u n e s o l u t i o n d e l a q u e s t i o n , c a r 

9. 



elle ne satisfait pas aux équations ( 1 5 ) . En effet, la fonction donne 

en général 

et, comme il faudrait que l'on eût 

on voit que la fonction ne satisfera à la question qu'autant que l'on 

aura pour toutes les valeurs de m, c'est-à-dire seulement 

dans le cas où la variable n'entrera pas dans la composition des 

fonctions Mais, dans ce cas, les conditions d'intégra

bilité deviennent, pour les valeurs 2, 3 , . . . , n de m et de h, 

par conséquent, la partie 

de l'expression proposée est alors une différentielle exacte, et, comme 

l'expression proposée est immédiatement intégrable, et il n'y a 
pas lieu de chercher de facteur. 

Ce cas particulier étant excepté, on aura, pour solution commune 

du système (16), une fonction f de et, posant 

a étant une constante, on aura, au moyen de cette équation et des for

mules ( 1 5 ) , les valeurs de exprimées en fonction des 

variables indépendantes et d'une constante arbitraire a : 

ces valeurs seront telles, qu'en formant l 'expression 

on aura une différentielle exacte, dont l 'intégrale sera précisément la 
fonction z que nous avons substituée au facteur dans les équations 
du problème. De la valeur complète 



on déduira la solution complète du facteur intégrant 

étant, ainsi que b, une constante arbitraire. La solution générale 

sera définie par le système 

et enfin les so lu t i ons s i n g u l i è r e s r é s u l t e r o n t de l ' é l i m i n a t i o n de a en t re 

l e s d e u x é q u a t i o n s 

T e l l e es t la m a r c h e à s u i v r e dans la r e c h e r c h e d u fac teur , d ' ap rè s la 

m é t h o d e g é n é r a l e d ' i n t ég ra t i on des é q u a t i o n s q u e l c o n q u e s . N o u s a l l ons 

m a i n t e n a n t c o n s i d é r e r la m é t h o d e qu i est spéc i a l e a u x é q u a t i o n s 

l i n é a i r e s . 

Deuxième méthode. — L a m é t h o d e d ' i n t é g r a t i o n pa r t i cu l i è r e a u x 

é q u a t i o n s l i néa i r e s s u p p o s e ces d e r n i è r e s h o m o g è n e s et déba r r a s sées 

de la fonct ion c h e r c h é e . 

Si n o u s c o n s i d é r o n s l es é q u a t i o n s ( 2 ) , n o u s leur d o n n e r o n s la fo rme 

c o n v e n a b l e , non p l u s en n o u s p roposan t la d é t e r m i n a t i o n de p., m a i s 

ce l l e d ' une fonc t ion u de et de ; ces é q u a t i o n s p r e n n e n t 

a lo rs la f o r m e 

(17) 

et même, en supposant, comme précédemment, que on aura 

le système suivant : 

(18) 

et si nous posons, en général, 

les é q u a t i o n s du s y s t è m e (18) d e v i e n d r o n t les s u i v a n t e s : 



Ceci posé, nous avons d'abord à chercher les solutions particulières 

de l'équation Pour cela, l'une d'elles u' étant déterminée, 

on pourra, pour déterminer la seconde u", faire l'application du théo

rème démontré dans le § VIII (Première Thèse). Quoi qu'il en soit, 

quand on connaîtra les deux solutions particulières u! et u" de la pre

mière des équations (18) on changera de variables en exprimant 

en fonction de l'une quelconque 

des équations suivantes deviendra 

en remarquant que pour les valeurs 2, 3 , . . . , n de m; 

enfin, eu égard aux conditions pour et 

on aura, pour l'une des équations transformées, 

( 1 9 ) 

m d e v a n t p r e n d r e s u c c e s s i v e m e n t l e s v a l e u r s 3 , 4,..., n. 

C e d e r n i e r s y s t è m e , q u i s a t i s f a i t d ' a i l l e u r s , c o m m e l e p r é c é d e n t , a u x 

c o n d i t i o n s d ' i n t é g r a b i l i t é ( P r e m i è r e T h è s e , § I I , Remarque II), j o u i t 

d e c e t t e p r o p r i é t é , q u e t o u t e s o l u t i o n c o m m u n e d e s é q u a t i o n s ( 1 8 ) e s t 

s o l u t i o n c o m m u n e d e s é q u a t i o n s d e c e d e r n i e r s y s t è m e ; e t r é c i p r o 

q u e m e n t , q u e t o u t e s o l u t i o n c o m m u n e d e s é q u a t i o n s d u s y s t è m e ( 1 9 ) 

s a t i s f a i t a u x é q u a t i o n s ( 1 8 ) . C e s y s t è m e ( 1 9 ) , a y a n t l a m ê m e f o r m e q u e 

l e p r é c é d e n t , s e t r a i t e r a c o m m e l u i , e t , s i l ' o n t r o u v e l e s d e u x s o l u t i o n s 

p a r t i c u l i è r e s d i s t i n c t e s p o u r l a p r e m i è r e d e s é q u a t i o n s ( 1 9 ) , o n 

remplacera les variables en fonction des suivantes : 

disparaissant d'ailleurs identiquement du 

r é s u l t a t , c o m m e c e l a e s t a r r i v é p o u r d a n s l a p r e m i è r e t r a n s f o r m a 

t i o n . E n o p é r a n t a i n s i s u c c e s s i v e m e n t , o n v o i t q u e l e n o m b r e d e s é q u a 

t i o n s d e c h a q u e s y s t è m e d i m i n u e d ' u n e u n i t é e n p a s s a n t d ' u n s y s t è m e 

a u s u i v a n t , e t q u e l e n o m b r e d e s v a r i a b l e s s u b i t l a m ê m e r é d u c t i o n ; 

o n a r r i v e r a d o n c e n f i n à u n e s e u l e é q u a t i o n à t r o i s v a r i a b l e s d e l a 

f o r m e 



et dont on cherchera les deux solutions particulières Reve

nant aux variables primitives, on aura, en égalant ces deux solutions 
à des constantes, la solution complète du problème proposé ; la solu
tion générale sera une fonction quelconque de qui, égalée à 
zéro, donnera la valeur du facteur intégrant 

Si nous comparons les deux méthodes que nous venons d'indiquer, 
nous voyons que la première ne nécessite la recherche que d'une solu
tion commune des équations d'un seul système auxiliaire, tandis que 
la seconde exige la formation de systèmes auxiliaires successifs, 

et pour chacun d'eux la solution complète de l'une de ses équations. 
Ce qui caractérise la seconde méthode, c'est qu'elle donne le facteur 
sous une forme semblable à celle qui lui convient en général, d'après 
les théorèmes que nous allons maintenant démontrer. 

§ I V . — Propriétés générales du facteur intégrant. 

L E M M E . — Si U et u sont deux fonctions de n variables 

et telles que l'on ait, pour chacune de ces variables, 

étant une fonction donnée de ou plus simplement 

alors U est seulement une fonction de u. 

Supposons, en effet, que , dans on remplace 

par sa valeur tirée de l 'égalité le résultat sera en 
général de la forme 

Je dis que, dans le cas actuel, les variables sont élimi
nées en même temps que 

Différentions, en effet, la fonction U par rapport à 



la substitution indiquée étant supposée effectuée, nous aurons 

Mais, par hypothèse, d'où l'on aura, en comparant avec 

les valeurs qui précèdent, 

C. Q. F. D. 

Ceci pouvait être établi beaucoup plus simplement, en considérant 

que l'égalité du exprime que U reste constant quand varient de façon à laisser u constant, et que U ne variera qu'autant que u variera aussi : donc U n'est qu'une fonction de u. 

THÉORÈME. — Il existe une infinité de valeurs pour le facteur intégrant 

de l'expression 

Si p est une valeur du facteur, on aura 

multipliant les deux membres de cette égalité par une fonction arbi

traire de on aura 

qui est encore une différentielle exacte. 

Il y a donc une infinité de valeurs du facteur de la forme 

RÉCIPROQUEMENT. — Toutes les valeurs du facteur sont de la forme 
étant l'une quelconque d'entre d'elles. 



Soit , en effet, une valeur V du facteur, on aura 

d'ailleurs, par hypothèse, 

d'où 

et, par conséquent, sera une fonction de u seulement. La formule 

générale du facteur intégrant est donc 

étant une valeur particulière de ce facteur, et u la fonction dont 

l 'expression proposée devient la différentielle, quand on la multiplie 

par 

C O R O L L A I R E . — Si l'on peut obtenir deux valeurs du facteur, leur 

rapport sera l 'intégrale cherchée, ou plutôt une valeur de cette inté

grale. 

§ V . — Remarques relatives aux théories précédentes. — Cas 

particulier où le facteur est décomposable en un produit de 

fonctions. 

La marche que nous avons suivie pour arriver à la détermination 
du facteur peut facilement être modifiée; elle est seulement la plus 
simple en général. On pourrait, en effet, remplacer le système d'équa
tions dont nous sommes partis par équations fournies par le 
symbole h et k prenant des valeurs de la suite 
et de telle sorte que chaque nombre de cette suite soit pris au moins 
une fois; car alors le système des équations obtenues renfer
mera les dérivées de par rapport à toutes les variables. Mais on voit 
immédiatement que la détermination de des quantités 
en fonction de la dernière et des variables indépendantes exigera des 

1 0 



substitutions qui compliqueront les résultats obtenus, et par suite les 

calculs ultérieurs. Ce n'est que dans des cas très-particuliers, par 

exemple dans celui où l'on a, entre quelques-unes des fonctions 

des relations telles que la suivante : 

qu'il pourra y avoir intérêt à modifier dans le sens que nous venons 

d'indiquer la marche générale des opérations; et l'on voit facilement 

comment il faudra choisir les valeurs de h et k dans le symbole 

pour apporter aux calculs la plus grande simplification 

possible ; aussi ne nous arrêterons-nous pas plus longtemps sur ce 

sujet. 

Nous nous proposons actuellement d'étudier le cas remarquable où 

le facteur intégrant est décomposable en un produit de fonctions ne 

contenant chacune qu'une seule variable, c'est-à-dire le cas où l'on a 

étant une fonction de seulement, de En nous repor

tant au changement de variable que nous avons opéré pour appliquer 

la théorie générale de l'intégration aux cas des équations du facteur, 

on trouvera, dans l 'hypothèse actuelle, 

Les devant d'ailleurs satisfaire aux équations de 
la forme 

il faudra que l'on puisse avoir 

mais le premier membre de cette équation peut se représenter par 

( 2 0 ) 



donc on ne pourra obtenir pour une fonction décomposable en fac

teurs de la forme supposée qu'autant que pourra aussi se 

mettre sous cette forme (20) ; et il faudra non-seulement que cette 

décomposition soit possible pour toutes les valeurs de l 'indice m, mais 

encore que les valeurs fournies par les différentes décompositions, pour 

soient identiques. 

Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes qui doivent être 

remplies par les fonctions pour que le facteur intégrant 

soit de la forme supposée. 

Plus généralement, si l'on partait des équations fournies par le sym

bole où h et k prennent des valeurs quelconques de la suite 

l 'une quelconque d'entre elles, 

conduirait à la condition 

( 2 1 ) 

c'est-à-dire qu'il faudrait que la quantité 

pût se mettre sous la forme 

et , en outre, que toutes les valeurs de par exemple, fussent 

identiquement les mêmes pour toutes les décompositions analogues à 

la précédente. Si toutes ces conditions sont remplies, il existera un 

facteur intégrant de la forme 

où est seulement fonction de et les calculs qui précèdent auront 

déterminé en même temps les valeurs des fonctions 

1 0 . 



S i n o u s c o n s i d é r o n s l e s d e r n i è r e s c o n d i t i o n s r é p o n d a n t a u x é q u a 

t i o n s e l l e s s o n t é v i d e m m e n t p l u s n o m b r e u s e s q u e c e l l e s 

f o u r n i e s p a r l e s é q u a t i o n s d é s i g n é e s p a r l e s y m b o l e m a i s 

c e t t e p l u s g r a n d e m u l t i p l i c i t é n ' e s t q u ' a p p a r e n t e , e t , s i l e s c o n d i t i o n s 

r é p o n d a n t a u x é q u a t i o n s s o n t s a t i s f a i t e s , c e l l e s q u i s o n t 

r e l a t i v e s a u x é q u a t i o n s p o u r t o u t e s l e s v a l e u r s d e h e t d e k, 

l e s e r o n t e n m ê m e t e m p s . C e f a i t , q u i p o u r r a i t ê t r e é t a b l i d i r e c t e m e n t , 

r é s u l t e d ' a i l l e u r s i m m é d i a t e m e n t d e c e t t e c o n s i d é r a t i o n , q u e l e s é q u a 

t i o n s f o u r n i e s p a r l e s y m b o l e o ù k p r e n d l e s v a l e u r s 

c o m p r e n n e n t t o u t e s l e s a u t r e s . M a i s , s a n s n o u s é t e n d r e d a 

v a n t a g e s u r c e p o i n t , r e v e n o n s à l a d é t e r m i n a t i o n d e s f o n c t i o n s 

L e s d é c o m p o s i t i o n s p r é c é d e n t e s n o , u s a y a n t d o n n é l e s v a l e u r s d e n o u s a u r o n s , e n g é n é r a l , p o u r l a 

d é t e r m i n a t i o n d e 

d ' o ù 

c é t a n t u n e c o n s t a n t e ; e t , p a r s u i t e , p o u r l e f a c t e u r i n t é g r a n t , o n a u r a 

i m m é d i a t e m e n t 

e n r e p r é s e n t a n t p a r A u n e c o n s t a n t e q u e l c o n q u e . 

N o u s r e m a r q u o n s i m m é d i a t e m e n t q u e , s i t o u t e s l e s c o n d i t i o n s d e 

d é c o m p o s i t i o n e n f a c t e u r s s o n t s a t i s f a i t e s , i l p o u r r a m a n q u e r c e r t a i n e s 

v a r i a b l e s d a n s l e f a c t e u r i n t é g r a n t , d a n s l e c a s o ù q u e l q u e s - u n e s d e s 

f o n c t i o n s s a t i s f o n t a u x c o n d i t i o n s 

( 2 2 ) 

S u p p o s o n s e n p a r t i c u l i e r q u ' i l n ' y a i t q u e c e t t e c o n d i t i o n d e s a t i s 

f a i t e ; e n c o n s i d é r a n t l ' é q u a t i o n 



dans l 'hypothèse actuelle, elle conduira à cette condition 

qui pourra être satisfaite en posant 

si les autres décompositions donnent les mêmes résultats pour et 

les variables et feront défaut dans la valeur de 

Mais il peut manquer certaines variables dans sans pour cela que 

les fonctions satisfassent à aucune des conditions (22). 

Supposons, par exemple, que on devra alors avoir, pour 

les valeurs de l 'indice m, 

( 2 3 ) 

c'est-à-dire que la fonction représentée par le premier membre de cette 

équation doit se réduire à une fonction de Telles sont les n — 1 con

ditions qui doivent être satisfaites pour que la variable n'entre pas 

dans la fonction supposée d'ailleurs décomposable en facteurs. 

Si nous cherchons ce que deviennent les conditions d'intégrabilité 

quand on suppose satisfaites les conditions de la décomposition en 

facteurs, on voit que ces dernières comprennent les premières, c'est-

à-dire que, si pour deux quelconques des fonctions données on a 

(24) 

les fonctions restant identiques à elles-mêmes dans 

les différentes décompositions, et cela pour toutes les valeurs des in

dices h et k, on aura aussi, identiquement, 

ce que l'on vérifie facilement. 



La considération des seules conditions (21) permettra donc d'affirmer 
que la fonction proposée peut être intégrée par la méthode du facteur, 
et que ce facteur peut se décomposer en un produit de fonctions de la 
forme considérée. Les conditions (23) permettront même de déterminer 
à priori les variables qui n'entrent pas dans l'expression du facteur 
intégrant. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé que les fonctions dont le 
produit composait le facteur intégrant ne renfermaient chacune qu'une 
seule variable ; mais on peut se proposer de rechercher en général les 
conditions qui doivent être satisfaites pour que soit égal à un produit 
de fonctions ne contenant chacune qu'une seule variable, et d'une 
autre fonction des variables non comprises dans les premières, c'est-
à-dire que la forme supposée de est la suivante : 

On trouverait, en procédant comme précédemment, une série de 
conditions de la forme (24), et qui s'en déduiraient en faisant 
et donnant à k les valeurs Quant aux équations répondant 

aux valeurs de k, h restant toujours égal à l 'unité, 

elles donnent 

en remarquant que 

Mais le premier membre de l 'égalité obtenue est de la forme 

donc il faudra que le second membre puisse se mettre sous la même 
forme, et cela pour toutes les valeurs de k, depuis jusqu'à n. Si 

ces conditions sont satisfaites, on aura, pour déterminer la fonction f, 
l 'équation 



et, par conséquent, on connaîtra les dérivées de la fonction log f par 

rapport à ses variables : la fonction f sera donc donnée par une simple 

quadrature, et l'on aura 

et, par suite, 

les fonctions étant analogues à celles qui se présentent dans le cas 
examiné précédemment. 

Dans le cas où quelques-unes des fonctions X satisferaient aux con
ditions (22), on pourrait , en suivant la marche déjà suivie, chercher 
ce qu'il en résulterait pour la composition du facteur ; mais ce qui pré
cède suffit pour le faire prévoir : aussi nous nous contenterons d'in
diquer cette analogie, croyant inutile d'entrer dans de plus grands 
développements à ce sujet, non plus que sur la marche à suivre pour 
déterminer à priori la forme du facteur intégrant. Nous terminerons 
ces recherches par des considérations qui se rattachent immédiatement 
aux conditions d'intégrabilité des expressions différentielles par la 
méthode du facteur. 

§ VI. — Sur l ' intégration d'une classe d'équations linéaires 

simultanées aux dérivées partielles du premier ordre. 

Si nous considérons les conditions d'intégrabilité représentées en 
général par l 'équation symbolique [m, h, k] = 0, nous voyons que ces 
conditions expriment, soit entre les fonctions soit entre 

les variables des relations dont la considération peut 

intervenir dans diverses questions se rattachant plus on moins étroite
ment à la théorie de l'intégration des expressions différentielles. Ainsi , 
par exemple, les conditions non satisfaites expriment précisément les 
relations qu'il faudrait établir entre les variables, jusqu'alors supposées 
indépendantes, pour que l'expression proposée devînt intégrable. On 
peut aussi considérer ces relations comme définissant certaines des 



fonctions X en fonction des autres, et c'est à ce point de vue que nous 

allons nous arrêter, parce qu'il nous conduira à un résultat général 

pour l'intégration des équations simultanées linéaires d'une certaine 

forme. 

Le problème que nous nous proposons de résoudre est le suivant : 

Étant données m fonctions de n variables indépen

dantes, on propose de trouver nouvelles fonctions 

des mêmes variables, et telles que l'expression 

soit inlégrable par le facteur, les fonctions données satisfaisant d'ailleurs 
aux conditions où, h, k et l prennent successivement toutes 
les valeurs 

Proposons-nous d'abord la détermination de et cherchons pour 
cela le nombre et la forme des équations auxquelles cette fonction doit 
satisfaire. Toutes les relations entre les fonctions 
s'obtiennent de la formule où h et k prennent toutes les 

valeurs de la suite on aura donc toutes les relations qui 

contiennent en supposant, dans la formule considérée, 
et donnant à h les valeurs On voit donc que la fonction 
aura à satisfaire à équations de la forme 

les seules variables considérées comme telles, dans la recherche de 
sont les dérivées de la fonction cherchée qui entrent 

dans ces équations n'étant relatives qu'à ces variables. 

La question est donc ramenée à la forme générale suivante que nous 
avions en vue : 

Intégrer un système de équations linéaires, à m variables, de la 
forme 



où h doit prendre les valeurs les fonctions 

satisfaisant d'ailleurs identiquement à des conditions de la forme 

où h, k, l prennent toutes les valeurs 1, 2, . . . , m. 

Nous allons démontrer que les équations précédentes satisfont aux 
conditions d'intégrabilité, c'est-à-dire que , pour deux quelconques 
d'entre elles, 

on a 

( 2 5 ) 

Tel est le résultat général que nous nous proposons d'établir, après 
quoi le problème qui précède se résoudra en suivant les méthodes qui 
ont été développées à cet effet. 

On remarquera d'abord que les équations considérées contiennent 
la fonction dans les coefficients. Pour la faire disparaître, on posera 
tv = u, t étant une variable nouvelle et u la nouvelle fonction cherchée ; 
on aura alors 

en posant les équations et deviendront 

( 2 6 ) 

( 2 7 ) 

En tenant compte de la relation identique 

( 2 8 ) 

1 1 



on déduit de (26) et (27) l'équation (29) , qui est une conséquence des 

précédentes, 

( 2 9 ) 

Des valeurs de et on déduit 

( 3 o ) 

D'après ces valeurs, on voit déjà que l'expression (25) se réduira aux 

termes suivants : 

(31) 

et nous avons maintenant à calculer les valeurs de 

On a immédiatement 

( 3 2 ) 

Si nous substituons maintenant les valeurs (3o) et (32) dans l 'ex-



pression (31) , nous obtenons un résultat de la forme 

(33) 

et nous allons nous proposer de calculer les valeurs des coefficients P. 
Q, R, S, T, ce qui se fera en supposant les substitutions effectuées, et 
cherchant séparément les termes contenant ou ceux qui 
sont indépendants de ces quantités. En opérant ainsi, nous trouverons 
d'abord 

et, si l'on tient compte de la relation obtenue en dérivant par rapport 
à l'équation 

( 3 4 ) 

la valeur précédente deviendra 

(35) 

On trouvera ensuite 

(36) 

(37) 

(38) 

Enfin, pour T , on aura 

en effectuant les différentiations indiquées, et groupant convenable-
1 1 . 



ment les termes obtenus, on aura 

Mais la première partie de cette expression n'est autre que la suivante : 

d'où, par un arrangement convenable des termes, on aura 

Mais on a, d'après l'équation (34) , 

ce qui nous donne enfin, pour T, la valeur suivante : 

( 3 9 ) 



Cette expression pourrait se mettre sous une forme plus symétrique; 
mais, pour l'objet que nous avons en vue, il est préférable de la con
server sous cette forme. 

Si maintenant nous multiplions les équations ( 2 6 ) , ( 2 7 ) , ( 2 9 ) res
pectivement par 

et que nous ajoutions les produits obtenus, nous aurons un résultat de 

la forme 

et si nous cherchons les valeurs des coefficients P', Q', R', S', T', nous 

trouvons qu'elles sont les suivantes : 

d'où il suit que l'on a bien, ( 3 3 ) , 

ce qui démontre que les équations du système considéré satisfont à 
toutes les conditions d'intégrabilité, comme nous nous proposions de 
l'établir. 

Pour terminer cette étude, nous donnerons quelques exemples de 
détermination du facteur intégrant. 

§ VII. — Applications. 

PREMIER E X E M P L E . — Soit proposé de déterminer le facteur intégrant 
de l'expression 

(1) 



Divisant par on aura 

( 2 ) 

posant 

on vérifie immédiatement que la condition d'intégrabilité représentée 

par le symbole est identiquement satisfaite. D'après ce 

que nous avons vu, nous aurons à intégrer les équations simultanées 

suivantes : 

(3) 

et, pour effectuer cette intégration, nous suivrons la méthode générale. 

Le système auxiliaire dont il faut chercher une solution commune est 

alors le suivant : 

et l'on trouve que ces deux équations sont satisfaites par la solution 

( 4 ) 

Égalant cette fonction à une constante a, on en déduira, ainsi que 
des équations (3) , les valeurs 

conséquemment, en appelant le facteur cherché, on aura 

b étant une constante ; d'où 



La fonction intégrale, considérée dans toute sa généralité, s'obtiendra 
au moyen d'une série à termes entiers, et dont le nombre limité dépend 
de a. Dans le cas simple où l'on attribue à la constante arbitraire a 
l'unité pour valeur, on a 

pour l 'expression correspondante de la fonction cherchée. 
Nous présenterons encore quelques applications très-simples, en 

nous bornant k quelques indications sommaires. 

Nous désignerons toujours par le facteur intégrant, par u la fonc
tion cherchée, par a et b deux constantes arbitraires, et enfin par e la 
base des logarithmes népériens. 

DEUXIÈME EXEMPLE. — Soit l'expression 

qui satisfait identiquement à la condition d'intégrabilité 

En appliquant la méthode générale, on trouve 

L'expression proposée est immédiatement intégrable en la multipliant 

par et l'intégale est alors 

Cette valeur particulière du facteur rentre dans la solution générale, 
en attribuant aux constantes les valeurs suivantes : 

l 'une de ces valeurs étant fonction de l'autre. 



TROISIÈME EXEMPLE. — Soit l'expression 

pour laquelle les conditions d'intégrabilité 

sont satisfaites. 

On trouve 

et 

Ce résultat est obtenu en suivant la méthode générale d'intégration ; si 
l'on avait employé la méthode particulière aux équations linéaires, on 
aurait trouvé 

résultat qui concorde avec le précédent, étant une fonction arbitraire. 
On reconnaît d'ailleurs immédiatement que l'expression proposée 

devient une différentielle exacte quand on la multiplie par 
valeur particulière du facteur qui rentre dans la formule générale que 
nous venons de donner. 

QUATRIÈME EXEMPLE. — Soit l'expression 

qui satisfait à toutes les conditions d'intégrabilité. 

On trouve, en suivant la méthode générale d'intégration, 

et 



en appliquant la méthode relative aux équations linéaires, on trouve 

Enfin, en multipliant l 'expression proposée par on reconnaît qu'elle 

devient la différentielle exacte de la fonction 

qui est comprise, ainsi que la valeur particulière du facteur inté

grant, dans les formules générales qui précèdent. 

Vu et approuvé. 

Le 29 novembre 1869. 

L E DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES, 

M I L N E E D W A R D S . 

Permis d'imprimer. 

Le 3o novembre 1869. 

LE VICE-RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE PARIS, 

A . M O U R I E R . 

P A R I S . — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER, 
Bue de Seine-Saint-Germain, 10, près l'Institut. 

12 


