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PREMIERE THESE.

\

THEORIE
DES QUANTITES COMPLEXES

A n UNITES PRINCIPALES.

INTRODUCTION.

Le présent travail a pour but d’exposer la théorie de certaines quan-
tités complexes, d’apres les idées émises par M. Weierstrass et publiées
dans les Mémoires de la Société de Géttingue, en novembre 1884 ().

Dans Uétat actuel de la Science, les seules quantités sur lesquelles
on opere habituellement en Mathématiques sont les quantités réelles,
les quantités complexes, dites umaginaires, et aussi, depuis quelque
temps, les quantités complexes d’Hamilton ou quaternions.

Considérant, par exemple, les quantités imaginaires, on sait qu'elles
’expriment toutes au moyen des deux seules unités

1 et \/:?,

prises d’ailleurs positivement ou négativement. Si I'on examine ces
deux unités au point de vue purement algébrique, on voit qu’elles
jouent dans les calculs le role de véritables clefs, ¢’est-a-dire que toute

(1) Zur Theorie der aus n I—Iauptein/zeiten gebildetmz complexen Grdssen ( Nachrichten
won der K. G. d. JV. zu Gottingen, S. 395; 1884).
B. I
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(2)
égalité entre quantités imaginaires équivaut, en réalité, a deux rela-
tions entre quantités réelles. L'attention attirée sur ce fait, esprit se
demande naturellement si 'on ne pourrait pas établir une Algebre
fondée sur la considération de n unités principales ou symboles abstrats,
qui, eux aussi, feraient dans les calculs I'office de clefs.

L’origine des recherches de M. Weierstrass fut, comme il le dit lui-
méme (loc. cit., p. 395), 'opinion émise par Gauss dans son Arithme-
tique supérieure ('), qu'il était impossible d’accorder les regles du
caleul de quantités de cette nature avec les regles du calcul ordinaire.
M. Weierstrass montre, au contraire, que la chose est possible d'une
certaine maniere, au moins, et semble penser que ce serait pour n’avoir
pas connu l'existence de ce que lui-méme nomme les diviseurs de zero,
que Gauss aurait été amené a émettre son opinion. Toutefois, ce ne
peut étre la qu'une conjecture, car le passage cité ne permet pas de
trancher la question, et, d’autre part, le contexte ne fournit aucune
indication a ce sujet. _

Quelque temps apres la publication du Mémoire dont il s’agit, un
autre éminent géometre, M. Dedekind, reprenant la méme question (*),
fit voir que le nouveau calcul ne différait pas au fond du calcul de cer-
tains systemes de quantités, que lui-méme appelle corps finis (*); ce
qui ramene ce caleul a des opérations déja usuelles dans I’Algebre
supérieure. Il est naturel que les recherches de M. Dedekind trouvent
aussi leur place dans les pages que j’écris.

Jai divisé ce travail en trois Parties :

La premuere Partie contient 'exposé des principes fondamentaux du
calcul des quantités complexes, d’apres le Mémoire de M. Weierstrass.
Arides et abstraits, mais indispensables, les commencements de cette

(1) Gauss Werke, Band 1I, S. 178 (édition de Gottingue, 1876).

(2) Zur Theorie der aus n Haupteinheiten gebildeten complexen Gréssen von Dedekind
( Nachrichten von der K. G. der W. zu Géttingen, S. 1415 1885).

(3) Sur les Corps finis, on peut consulter le Mémoire de M. Dedekind, paru en plusieurs
fois dans le Bulletin des Sciences mathématiques de M. Darboux (années 1876, 1877). Les
recherches qu'on y trouvera se rapportent a un sujet tout différent de celui que nous
(raitons, mais offrent cependant certains rapprochements qui ont guidé M. Dedekind. On
peut consuller aussi les Notes de M. Dedekind, publiées & la suite de la deuxieme édition
des FPorlesungen iber Zahlentheorie von P. G. Lejeune-Dirichlet, § 159. p. 423.

Document numérisé par la Bibli i ire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 18 1




(3)

théorie conduisent finalement & des calculs tres simples. La plupart
des idées qui composent cette premiere Partie sont tirées du Mémoire
mentionné, mais un certain nombre de détails nous appartiennent. Si
I'on observe que I'écrit de M. Weierstrass est d’une concision extréme,
on s’expliquera pourquoi je me suis surtout attaché a présenter la
théorie d’'une maniere aussi méthodique et aussi claire que possible,
en élucidant les détails et démontrant certaines propositions simple-
ment affirmées par M. Weierstrass, sans craindre méme de retrouver
quelques résultats de plusieurs manieres; j’ai cru, par la, faire mieux
ressortir la pensée profonde de I'auteur que je commente. En outre,
j’ai souvent insisté sur le cas de n = 2, & cause de sa liaison intime avec
le calcul ordinaire des quantités imaginaires.

La deuxiéme Partie m’est presque entierement personnelle; trois
points seulement sont extraits du Mémoire de Gottingue; ils seront in-
diqués en leur temps. Les principes fondamentaux du calcul ayant été
établis dans la premiere Partie, j’étudie dans la seconde quelques-uns
des points les plus importants, non plus du caleul élémentaire, mais de
I’algebre des quantités et variables complexes. Un coup d’wil jeté sur
la Table des matieres suffira pour se rendre compte de la nature des
questions qui y sont traitées.

La troisieme Partie contient I'exposé du Travail de M. Dedekind; elle
est formée de deux Chapitres. Le premier renferme I'idée fondamen-
tale de I’auteur. Le second est consacré a I’étude de certaines équations
de condition. Cette étude repose en grande partie sur des calculs assez
difficiles, que M. Dedekind a résumés dans son Mémoire : j’ai cru rendre
un vrai service 4 ceux qui voudraient étudier cette question, en réta-
blissant la plupart des intermédiaires; on trouvera ces calculs groupés
dans le § I de ce Chapitre ().

Il m’a semblé que je devais séparer I’exposition des Mémoires de
M. Weierstrass et de M. Dedekind, parce que, bien qu’ils concordent
dans le fond, ces deux Mémoires procedent par des voies absolument
différentes, qu’il parait utile de faire connaitre a cause de leur intéret

(1) Afin de faciliter la lecture de ces calculs, j'ai reproduit, dans un Tableau séparé, les
formules relatives a ce paragraphe.
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(4)
propre; enfin, m’étant proposé d’expliquer les résultats acquis au sujet
des quantités complexes, je devais exposer les deux Mémoires qui sont
les seuls (') parus sur ce sujet.

On me pardonnera, je I'espere, d’avoir introduit dans les deux pre-
mieres Parties de ce Travail une terminologie presque complete et
méme d’avoir créé le signe O pour désigner un dipiseur de zéro : cela
m’a paru absolument nécessaire pour éviter d’interminables longueurs.

PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE I
PREMIERS PRINCIPES DU CALCUL DES QUANTITES COMPLEXES.

g I

Définitions. — Les unités principales.

1. Toutes les quantités complexes que nous considérerons forme-
ront ce que nous appellerons I’Ensemble £. Une quelconque d’entre
clles sera un élement de I’Ensemble £.

2. Le but que nous avons en vue étant d’établir un calcul des quan-
tités complexes qui soit en harmonie avec le calcul des quantités ordi-
nairement employées, certaines conditions sont & remplir, quelles que
soient d’ailleurs l'origine et la définition de ’'Ensemble £.

(1) Dans le deuxiéme Volume de ses Forlesungen iiber allgemeine Arithmetik, M Srtovz
doit aussi traiter des quantités complexes & 7 unités principales. Annoncé en librairie pos-
térieurement au dépot de notre manuscrit a la Faculté des Sciences, le Livre de M. Stolz
est encore sous presse, au moment méme (décembre 1885) ot nous faisons imprimer cette
these.
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1° 1l faudra que, si a, b, ¢, ... sont des éléments de I’Ensemble &,
leur somme, leur différence, leur produit et leur quotient deux a deux,
¢’est-a-dire

a
a-+b, a—b, ab, 7

soient aussi des ¢léments du méme Ensemble.

2° Il faudra que les théoremes dits commutatif, associatif et distri-
butif aient lieu par rapport a ces éléments, tant pour 'addition que
pour la multiplication; en d’autres termes, on doit avoir, en général,

a+b=>b-+ a,

(1) \(a—|—b)+c:(a+0)—|—b,
? (a—b)+b=a;
‘ ab = ba,

(2) . (ab)e = (ac)b,
( a(b+c)=ab + ac.

On y ajoutera I'égalité

a

(ui sert de définition au quotient des deux éléments a et b, absolument
comme la troisieme des égalités (1) sert de définition a leur différence.

Ainsi nous excluons d’avance tout systeme de quantités complexes
dont la définition ne permettrait pas de satisfaire a ces diverses condi-
tions.

3. L’Ensemble £ des quantités complexes, que nous considérons ici,
sera celui dans lequel elles ont la forme

:jlel+é:2€2+-"+inen'

£, By, ..., &, sont des nombres réels, commensurables ou non, ils

portent le nom de coordonnées de la quantité complexe; e,, e,, ... sont
n symboles, auxquels nous laisserons leur plus haut degré d’abstrac-
tion, sauf a exiger la vérification de certaines conditions et & ne pas
lear donner de définitions contradictoires. A cela pres, nous restons
absolument maitres de les définir comme nous voulons.

Ces n symboles abstraits seront appelés les unités principales.
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4. Une premiere condition absolument indispensable est que ces
n symboles soient linéairement distincts, ¢’est-a-dire qu’il n’existe entre
eux aucune relation de la forme

(!l) )\1€1+)\2€2+...+1n€n:0,

dans laquelle %,, %,, . .., %, sont des nombres réels qui ne sont pas tous
nuls. Il est manifeste, en effet, que si une telle relation existait, les
éléments de I’'Ensemble £ ne dépendraient pas en réalité de n unités
principales, mais d’'un moindre nombre.

5. Premiére conséquence de cette condition. — Lorsqu’un élément de

I’Ensemble £ est nul, ses n coordonnées sont nulles séparément.
Deuxieme conséquence. — Si deux quantités

a=o e+ oty ...+ o, €,,
b=203ie,+Bses+...+Bren

sont égales, leurs coordonnées de méme rang sont égales deux a deux,
¢’est-a-dire que 'on a

aizﬁh 0‘2:B27 ey ‘xn:ﬁn;
car, si @ = b, la différence a — b doit étre nulle, les » coordonnées de

cette différence sont donc nulles aussi; or ces coordonnées sont préci-

sément
0‘1—51v 0‘2—{327 sy an_ﬁn'

6. Troisieme conséquence. — Soient a,, a,, ..., a,, n éléments de
I’Ensemble £
a,=Eye+Eaes+...+ e,
a, =8 e+ Epnest+...+ Eapen,

(%)

....... R I I I I PR

a, — E,ni €y —+ E,n‘zez i E,nnen-

Supposons que le déterminant

EH 512 . 0.8 gln
(6) B e et
E,Ill E.Il‘.’ oS E,Ilfl

ne soit pas nul.
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(7)
Soient, de plus, %, %y, ..., %,, » nombres réels indéterminés, mais
qui ne sont pas tous nuls; la quantité

Ma,+ hay ...+ h,a,

ne pourra jamais étre nulle.

On a
7\1(11—‘_ }.2(124—. o )\nan = ()\IEH == )‘2521 L o )\ngnl)el
+ (Mg + Rbos +. o+ 2uEn2) ey
e L ) N TRV 2

_'— ()\l E,“l_'_ )\25271 +' 3 '+ )\/LGn) ell'

Cette quantité est elle-méme un élément de 'Ensemble £; elle ne peut
donc étre nulle que si ces n coordonnées sont nulles, ¢’est-a-dire si

I’on a
‘ My + N80+ .+ M8 =0,

(7) ) M+ habos +. o .+ Apéna =0,
/ !
' ............ s e & e s st 5 B brd 5
\ AEin+Aebant. .- Aplun=0.
Or, puisqu’on a
= # o,
considérées en %, Xy, ..., X,, ces équations n’admettent pas d’autres
solutions que
‘ === X,=0;

ce qui est contre I’hypothese.

7. Remarque. — 1l est facile de voir que la démonstration précé-
dente repose sur ce que la quantité

Ma,+has—+...+ ha,

fait partie de I'Ensemble £, aussi bien que les éléments a,, a,, ..., a,.
Elle serait, par exemple, en défaut si, au lieu de définir les éléments de
I’Ensemble & comme nous I"avons fait, on n’admettait dans leurs expres-
sions que les seules coordonnées commensurables et que 'on fit choix,
pour les nombres 1,, %,, ..., %,, de valeurs incommensurables; a la vé-
rité, les relations (7) continuent & ne pouvoir étre vérifiées par les va-
leurs prises pour %,, Xy, ..., %,; mais ces relations elles-mémes n’ont
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plus aucun lien avec la question. En effet, les quantités

M+ Mk +. .+ hopEiass

)‘15171‘*‘ )\2 ;-:2n+ e )vzznn
n’étant plus commensurables (en général du moins),
Ma+da,+...+ha,

n’est plus un élément de 'Ensemble &, et, dés lors, on ne peut plus af-
firmer que ces quantités sont séparément nulles lorsque

Mag—- @t .. hyan

I’est. Néanmoins, méme dans le cas actuel, la démonstration subsiste
pleinement si, pour %,, %, ..., %,, on prend exclusivement des valeurs
rationnelles.

8. Les autres conditions & imposer aux unités principales se dédui-
sent de celles indiquées en général au n° 2 pour toutes les quantités de
I’Ensemble £.

La somme et la différence des deux unités e, e, fait évidemment
partie de I'Ensemble & ; en ce qui concerne leur quotient, on n’aura qu’a
particulariser les résultats qu’on trouvera plus loin pour le quotient de
deux ¢léments quelconques a et b.

Enfin, pour le produit e,e,, nous devons exiger qu’il soit exprimable
linéairement au moyen des ~ unités; nous posons done

(8) €p€q = E1pg€y~t Eapg€art. .. Enpgln.

Les ¢,,, sont des nombres réels. Il ressortira de I’ensemble de ce
travail que ce sont véritablement ces nombres qui definissent le systéme des
urates principales, et que leur choix est arbitraire dans certaines limites que
nous apprendrons successiement @ connailre.

9. -Les théoremes exprimés par les égalités (1) sont évidemment
P g

satisfaits pour tout choix des nombres ¢,,,; il n’en est pas de méme des
¢galités (2).
<)
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(9)
Le théoreme commutatif (') pour la multiplication nous oblige &
écrire
Cnty=—16,0,
et, par conséquent,
(9) Srpg=— Erqp
pour toutes les valeurs

r=1,2, ..., 1, P 1,3y «0a5 R (== N 1
10. D’apres le théoreme associatif, on doit avoir
(10) (epeg)er—(eper)eq (Ps Gs =152y s s 12)
ou bien, en appliquant plusieurs fois de suite la formule (8),
(E1pg€1—+ €apg€a—t. . .+ Enpgtn)er="_E1pr€1+ E2pr€a—t. ..+ Expr€n) €y
ou encore

€1pg(E11r€1 1 €217€2 tooe€417€,) 1 Eapg (E127€1 + €299 4=+ o . - Epap€y) ...
= Snpq(smre1 + Eanr€yt .. Epnren)

—&1pr(E11g€1 + €219 oa - Er1g€n) + Eapr (€129 €1 = €229 . . .+ Epag€p) ..t
—= snpr(31nq61 +&apgla+. .. Snnqen)'

(1) Le théoréme commutatif n’est pas valable pour la multiplication dans le cas des
quaternions; aussi les quaternions ne rentrent-ils nullement dans la théorie que j'expose.

On sait qu'un quaternion ) est une.quantité complexe dépendant des quatre unités prin-
cipales : 1, ¢, j, k, sous la forme '

Q=w+ix—+jy+kz;
w, x, y, z'sont des nombres réels (appelés scalars). Les égalités définissant les symboles
Z, 7, k[elles correspondent a I’égalité (8) du texte] sont
gy =k Ji=—k 2=—I,
ki =/, ik =—, 2 =—1,
k=1, kj=—¢ k2=—1;
dans ces égalités le facteur de gauche est toujours considéré comme le multiplicateur. On

voit qu’on a ) ) . .
y=—yi, ki=—ik, jk=—1F.

(Voir Traite élementaire des quaternions, par Tait, traduit par Plarr. Gauthier-Villars;
1884.)
B. 2
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(10)
Cette égalité et les égalités analogues fournissent chacune » relations
entre les ¢,,,; le type général en est

([ I) Elpq£/c1r+ Eapgrar SO Enpqhnr=— 51pr'£k1q+ 52p1‘5k2(1+ whe e Enpréing
(P k=1,2,...,n).

Il est possible de vérifier les égalités (g) et (11) par une infinité de
systemes de nombres ¢,,,. On peut le voir de la maniére suivante : on
se rappelle que nous sommes absolument maitres (n° 3) de la défini-
tion des symboles e,, e,, . ., ¢,; nous pouvons, par conséquent, les
définir par la formule

(12) €pCy= 0,
les deux indices p et ¢ étant différents, et par la formule
(13) Cp€p=Ep

quand les deux indices sont égaux. Alors (8) les ¢,,, sont tous nuls,
excepté

Ei11 == €299 = E333 7. .. = E;pp — I.

Et les égalités (9) et (r1) sont vérifiées pour ce systeme particulier
de nombres ¢,,,. Maintenant, de celui-ci on en déduit une infinité
d’autres. '

Prenons un systeme quelconque de n* nombres £, assujettis & la
seule condition que le déterminant

¢ o
1 E.IZ cer Cin
- - P
=_ | G Gaz ... &y
feo Vet oy
Sni1 Cn2 DT Cnn

soit différent de zéro. Et posons, en conservant aux e,, sy oo,y les
définitions indiquées tout a I'heure (12 et 13),

E, =ée + 8w +.. .+ & e,
4 E, =&ue; +Epnes+.. .+ Esney,
(14)

- - b
\ Bo=Cniei+-Cnaly+...+E,ne,.
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(10)
Les n quantités E,, E,, . .., E, sont linéairement distinctes (n°6); et,
en tenant compte des formules (12) et (13), on voit que 'on a

E,E;,=E/Ep,

(1) ;
\ (E[’E’])El': (EpEr)Eq-

De plus, E,E, s’exprime en fonction linéaire de ¢, ¢,, ..., ¢,, et, par
suite aussi, en fonction linéaire de E,, E,, ..., E,, parce que, d’apres la
condition E 3£ o, les équations (14) donnent e,, e,, ..., e, en fonction
linéaire de E,, E,, ..., E,.

On a donc
B By=cy 5Bt 0Bt oot el B

Les nombres ¢,,, doivent nécessairement vérifier les égalités (9) et
(r1) a cause des relations (15), qui ont été établies directement. D’autre
part, il y a une infinité de systemes des nombres ¢, , , puisque ceux-ci
dépendent seulement des nombres &;; qui sont absolument arbitraires,
a la seule condition pres

= Zo.

Faisant maintenant abstraction du systeme E,, E,,..., E,, il est
démontré que les égalités (9) et (11) peuvent étre vérifiées d’une infi-
nité de fagons ().

L1. Cas particulier : n = 2. — Pour simplifier I’écriture, posons

E111= A, 112 — €121 — [ E122— YV,
e )\/ . S, ! o sl
=4, €a21— €12 — 4, €92 — V.
On a alors
e? —=he, + Ne,,
— !
e1e, = e+ [ ey,
- 1 -
e2=ve +Vv'e;

les diverses conditions que doivent remplir les six coefficients 2, %', .,

(1) La formation des solutions des équations (9) et (x1) forme une grande partie du
Mémoire de M. Dedekind, dont on trouvera 'exposé dans la troisiéme Partie. La démon-
stration que nous donnons ici de I'existence d’une infinité de systémes de solutions de ces
équations, suffit pour atteindre notre but actuel, et ¢’est pour cela, sans doute, que M. Weier-
strass (Mémoire cité, p. 397) s'est simplement contenté d’affirmer cette existence.
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(12)
v’y v, v se tirent des deux seules égalités

(ere2)e;=(eye,)e,
(e2e1)es=(e56,5) e,

ou
p(hes - Ney) 4 ' (pes+ p'e)) = h(pey + ' es) -+ N (ve, +v'ey),

B(per+ o)+ (vey -+ v ey = v (hey + N eg) -+ v/ (prey+ p'ey)
et se réduisent a
p — v =o,
(16) P")‘I_i"fl‘/e _HI)\___,JI)\I:O’
A pv—2v —w =o.

On peut se donner v quelconque, mais différent de zéro; les trois
¢galités (16) sont vérifiées des qu’on pose

v

‘ H’: )\_V ‘+‘|LL‘.)I— ‘uf’
(17)

72 )

(
( B B iy —
£ .

sur les six coefficients, trois sont donc tout i fait arbitraires, et un
quatrieme n’est assujetti qu’a étre différent de zéro.
Si I’on prend v = o, on aura

P =0,
A+ 2 — p' A — 'V =o,
p— ' =o.

On doit faire p. =0 ou p’=o. Si p. = o, on n’a plus qu’a vérifier la
seule égalité

H’:"— 1"")‘ — YN = o,
ce qui permet de prendre, d’'une maniere quelconque, trois des coeffi-

cients. Sip’= o, on a
(b —v)N=o,

(p—=¥)p=o,
ce qui exige seulement . =/, puisque p. est supposé différent de zéro,
de sorte que, outre %, deux des trois coefficients p, %', v sont arbi-
traires.
Concluons donc, en réunissant les deux cas v Z o et v = o, que quatre
des six coefficients peuvent toujours étre pris arbitrairement.
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§ II.

Les quatre opérations sur les éléments de I'Ensemble £.

12. Soient
A= 0+ A€+ ...+ Ap€p,

b=20,e1+ Bss+...+ Bre,.
Addition et soustraction. — On a de suite

a —+= b:(al+@1)el+(a2+ 52)62+"'+(an+13n)em
a— b:’(a1'— ﬁl)el+(a2— 62)€2+.-.+(Q,L— Srz)en-

La somme et la différence de deux éléments de ’Ensemble £ sont donc
des éléments du méme Ensemble. De plus les théoremes (1) (n° 2)
sont vérifiés.

13. Multiplication. — Formons le produit ab; on a

ab=o, 3,2 + ;P ee; +az;B3,e3e, +...+ a,Pre,e
+ oy Brere+ ayBael +oazfBreze ...+ a,Baepe,

Pl
== d1 ﬁnelen + O‘?ﬁnezen“}— 9!35,L€3€,1 = an@nen'

Chacun des produits e,e, s’exprime en fonction linéaire a coefficients
réels des unités principales, en vertu de 1’égalité (8); il en est donc de
méme de ab : ainsi ab fait partie de I’ Ensemble £. Imaginons maintenant
qu’on ait écrit le produit ba, si I'on remarque alors qu’un terme quel-
conque du produit ab, par exemple

apPqepeq
a son correspondant
Byapeqep

dans le produit ba, et que d’ailleurs

apBe=Bgop, €p€q=€qCp,

on devra conclure
ab == ba.
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Un raisonnement pareil manifesterait qu’il en est encore de méme
des deux relations suivantes

(ab)ec =(ac)b,

a(b+c)=ab—+ac,

et nous voyons que les théoremes (2) (n° 2) sont satisfaits.

L4. Digision. — Relativement a la division de deux quantités com-
plexes @ et b de 'Ensemble proposé, nous partons de I'égalité (3)
(n°2), prise comme définition, ce qui, du reste, est absolument con-
forme & la maniere dont on procede dans les éléments du calcul ordi-
naire; et nous exigeons en outre que le quotient

déja tel que

soit une quantité de méme forme que a et b, ¢’est-a-dire fasse partie de
I’Ensemble £. Des lors, la division de @ par & revient & la détermina-
tion des coordonnées v,, v, ..., Y, de I'élément ¢ par la condition

chb—=a

ou
(y1€1+ Y283+ ..+ Yuen)(Brei+ Bas ...+ Bre ) =aep+ ey +. ..+ a,e,
ou bien

71(Bre} + Breier+. . .+ Bueye,

+ 72 (Bresey + Boer +...+ Brere,)

+ Yn(Brene + Baenea+...+ Brer) = oo+ daey+...+ a,e,.

En remplacant les produits e,e, par leurs valeurs tirées de (8)
(n° 8), puis égalant de part et d’autre les coefficients des e,, e,, ..., ¢,,
on obtient, pour déterminer les »coordonnées v, y,, ..., Y., les n équa-
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tions linéaires,

}’1(5111?’14‘5112.62 o8 ﬁlz)“‘"/z(snxkgt'f' €122Ba 8120 B0)+ .
-+ "/n(suuﬁl -+ E1n2 62 St 81,,,113”): %y

Y1(€211 1212 B2+ o4 221p ﬁu)—I—72(5221ﬁl+€22252+~~-+Ezznﬁn)"“m
(18) +yn(€2nl@l+52n2@2_{‘"'-+€2nru6n):a2a

Y1(En11Br+2n12B2) oo En1n Br)+ “/2(5;12131—5—5n22(32+~--+5112nﬁn)+~ .
+Yn (Ennl @1 -+ €nne @24— contEnnn Bn) — p-

15. Considérons le déterminant

5111}31—‘—511252 “+ .ot E112 00 312lﬁl+'~~+€12n5n 51n1i31 .o E1nn B
€211 31 + €212(32 o8 Br Ea B A €22aBn .- EapaB1 o o Eapn B
€n11 51—{— 5111262+- &0 +5nlnﬁn Enat ﬁ1+- ce 5712)16” R Ennt ﬁ1+' o o= en}m;‘@n \

Ce déterminant contient deux sortes de quantités; les premieres dé-
pendent du systeme des unités principales : ce sont les ¢, ,,; les secondes
dépendent uniquement de la quantité complexe particuliere qui sert
de dipiseur : ce sont les coordonnées 3, 8,, ..., B, de I’élément b.

Le choix des ¢,,, pourrait étre tel, que le déterminant ¢ fat nul,
quelles que soient les coordonnées B,, B,, ..., 3, (") : le systeme des
équations (18) serait alors toujours impossible ou indéterminé; aussi
nous excluons désormais et a priori tout systeme de nombres ¢,,,, pour
lequel ce cas se présenterait. On se convainc que le déterminant ¢ peut
ne pas étre identiquement nul, en prenant un cas particulier, par
exemple, celui indiqué pour une autre fin (n°10) et qui répond aux
formules (12) et (13).

Ayant donc supposé que le déterminant ¢ n’est pas identiqguement
nul, si les coordonnées du diviseur & ne rendent pas nul ¢, on trou-
vera, quel que soit le dividende a, un systeme unique et déterminé de
coordonnées Yy, Y, - .., Y» €t, par suite, une valeur unique et déter-
minée du quotient cherché ¢. Mais, au contraire, si les coordonnées

(1) Par exemple, si l'on prenait ¢,pq = 1, pour toutes les valeurs r,p,q =1,2, ...,
Co systéme de nombres ¢,,, d’ailleurs ne serait pas exelu par les conditions (g) et (11).
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(16)
de b rendent nul ¢, oubien il n’existera aucun systeme de coordonnées
finies vy, Y2, ..., Y, Vérifiant les équations (18), ou bien il en existera
une infinité et quelques-unes au moins parmi elles seront absolument
indéterminées : cela dépendra des coordonnées «,, a,, ..., «, du divi-
dende a.

L6. Dipiseurs de zéro. — Prenons le cas particulier ot
c¢’est-a-dire

les équations (18) seront compatibles et, outre le systeme de solu-
tions

en admettront une infinité d’autres, et cela, du reste, que ’on suppose
b=o0oubzo.

Soit b o et c une quantité complexe dont les coordonnées y,, ., ...,
v, ne sont pas toutes nulles et vérifient les équations (18).

On aura

b= o, ¢ Z o,
et cependant
be=o0;

un tel fait ne se présente jamais dans le calcul ordinaire basé sur les

deux unités principales 1 et /—1. Le diviseur considéré b =< o estalors
appelé par M. Weierstrass un diviseur de zéro; ce que j’écrirai

b=0.

On peut, si- I'on veut, continuer a appeler & un diviseur de zéro,
lorsque & = o, car on a certainement alors ¢ = o.
. La dénomination diviseur de zero, donnée au diviseur b, est évidem-

ment fondée sur la propriété bc = o qui supposea = o; mais, en réflé-
chissant sur ce qui précede, on voit de suite que cette propriété du
digiseur de zéro b dépend uniquement du déterminant ¢ qui est nul et
ol n’intervient point la quantité @, de sorte que 'on doit définir un
diviseur de zero : « un élément de I’ Ensemble & pour lequel le détermi-
nant ¢ correspondant est nul ».
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17. b et ¢ n’étant nuls ni ['un ni lauire, si b est un diviseur de zero et
que be = o, ¢ sera ausst un diviseur de zéro.

Cela se déduit immédiatement des équations (18), ot I'on suppose
a, = a, =...= a,=o. Il suffit, en effet, pour le voir, d’observer que le
déterminant ¢’ de ces équations considérées non plus eny,, Yz, -+« Yo
mais en B, B,..., B,, est nul: car, s’il ne I'était pas, les équations (18),
contrairement a4 I’hypothese, ne donneraient que le seul systeme de
solutions

Bi=Bs=...=B.=o.

Cette propriété d’'un diviseur de zéro b3~ o, qu’il existe certaines
autres quantités ¢ =< o, telles que le produit be soit nul, est donc une
propriete caracteristique des diviseurs de zéro.

18. Le produit d’un digiseur de =zéro par une quantité complexe quel-
conque est lui-méme un diviseur de zéro.

En effet,

équivaut a

pour ¢ ayant certaines valeurs; on a donc aussi

kbc=o ou  (kb)c=o;

done (n°17)
kb = 0O.

19. Cas de n = 2. — Reprenons les notations du n°11; en suppo-
sant, par exemple, v == o, on sait qu’on a les deux conditions

, 4 — p.‘lj
v
g By Aty —
\ v?

lel

| MRy B BB |

= = (' — ) B2 + ('— B
& )\'ﬁri—}i/@z H151+”(pﬂ l ( & P >ﬁi+( v 4 )51(32‘*‘(['“) v{"‘)@?l
B.

3
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en vertu des formules (17), on a

(A — p2)2+ ' (dv

M — = = — = (7y — p2),
19) - Y —
(19 W — v = 5 £ (hv — ),
' —vp, = — (v — p2).

D’apres cela, il est nécessaire et suffisant, pour que ¢ soit identique-
ment nul, que

>

v —pr=o.
20. Soit done, au contraire,
v — pE=£ 0.

Sip, =P, =0, cest nul; pour qu’il existe d’autres valeurs réelles de
., 8, annulant ¢, il faut et il suffit que

(W' — )2 — L (A — pd) (pv' —vp')Z 0

ou, a cause des formules (19),
v — IU’Z 2 r 2 ! 7 R
— ) [ =)+ '+ 4 (v — p2)] 20

ou simplement
(20) (p+v)+ 4 —p*)Zo;
cette condition sera, en particulier, toujours remplie si 'on prend

, v — p2>o0;
d’ou cette conséquence :

Méme dans le cas de n = 2, il existe des systemes d’unités principales,
tels que les Ensembles de quantités complexes qui en deépendent admettent
des diviseurs de zéro.

21. Examinons le cas, plus particulier encore, o n =2, ¢, =1,

cy=y—1.0naici

ei=ey, €163 = €3, ey =—1;
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donc
A=, =1, V= —1,

p= N=nvl=o0j;

v n’est pas nul, on est dans le cas du n°19; les conditions (17) sont
remplies. De plus, ¢ n’est pas identiquement nul, puisqu’on a, dans
notre cas,

pr— v =r1.

Enfin, g+ v étant nul et Av — u* <o, la condition (20) n’est pas
satisfaite, et il n’existe pas de valeurs réelles de (3, et de {3, autres
que o, o annulant ¢; c’est ce que montre d’ailleurs directement
I'expression ¢, qui est

Done, i/ 'y a pas d’autres diciseurs de =zéro que zéro dans le cas ou l'on
prend les deux unités principales 1 et \/ —1.

Ainsi la théorie présente concorde absolument avec les résultats du
calcul ordinaire.

22. Application ; équation du premier degré. — L’utilité de I'introduc-
tion des diviseurs de =zéro sera rendue manifeste par la suite de ce tra-
vail; néanmoins, nous la ferons pressentir des maintenant.

Considérons I’équation en quantités complexes a4 » unités princi-
pales

(21) a-+bx=o

(@ et bsont des éléments de ’Ensemble &£).

La résoudre revient évidemment & effectuer la division de — « par b.

St b4 0, d’apres la théorie précédente, on trouvera toujours une
quantité complexe « et une scule vérifiant I’équation (21); « sera la
acine de cette équation.

Si b = O, supposons ce diviseur de zéro de la forme

b =kb',

k étant lu-méme un diviseur de =zéro et b’ ne U'étant pas. Alors les équa-
tions (18), olt nous admettons que v,, Y., ..., ¥, sont les coordonnées

de I'inconnue «, ne conduisent pas & des quantités finies et détermi-
nées; I’équation (21), elle aussi, n’aura donc point une racine finie et
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déterminée. Un cas est particulierement intéressant, ¢’est celui oti, en

méme temps que b = £b', on a aussi a = ka'.
Considérons alors I'équation

(22) a+bax=I,

ou / désigne un diviseur de zéro quelconque dont le produit par le
diviseur de zéro £ soit nul. Il existe une infinité de telles quantités
(n®16); on aura donc une infinité d’équations analogues 4 I’équation (22)
et, par suite, une infinité de valeurs de @ vérifiant 'équation

k(al+bx)=Fkl=o
ou
a—+ bx=o.

Si 'on suppose que I'Ensemble des quantités complexes considérées
dépend des deux seules unités principales 1 et y—1, on retrouve
comme cas particulier cette proposition :

L’équation du premier degré a + bax = o a toujours une racine et
une seule si b=£0 (si b2 0); sib=o et si a =o (si b et a sont des
multiples d’un méme diviseur de zéro), I'équation aura une infinité de
racines. Si b = o et a £ o, 'équation sera impossible.

CHAPITRE II.

EXPRESSION DES QUANTITES COMPLEXES AU MOYEN D'UN SYSTEME PARTICULIER
D'UNITES PRINCIPALES.

§ I

La quantité e,.
23. Soit

a=—oye 4+ oze;+...+a,e,

un élément de I’Ensemble &, qui ne soit pas un diviseur de zéro; si ’on
remplace, dans les équations (18), B,, B,, ..., B. respectivement par
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%y, %oy ...y Oy, celles-ci fourniront un systeme unique de valeurs finies
et déterminées pour les coordonnées v,, v,, ..., v, d’une certaine quan-
tité complexe ¢,.
Cette quantité complexe sera done, par définition méme, telle que

a
Cp— —-
a

Proprietes de e, .

24. PREMIERE PROPRIETE. -— Un élément quelconque de I'Ensemble &
reste invariable quand on le multiplie par e,. )

Soit

c=0be,= b i—i;

je dis que ¢ = b.

Pour obtenir les coordonnées de ¢, il faut, en effet, effectuer le pro-
duit ba et I'identifier avec le produit ca.

Soient:

1° b = o. Alors il faut forcément ¢ = o, donc b = ¢;

2° b= o. Alors, puisque a = O, les équations (18) déterminent un
systeme unique de coordonnées v,, y,, ..., Y, finies et déterminées;
par conséquent, si I’on connail un systeme de coordonnées vérifiant ces
équations, on est sur qu’il n’y en a pas d’autres; or le systeme

71= B, 72=Ba, =oog Yn="0n
satisfait évidemment, car il transforme en identité 1’égalité
ca =ba:
on a done
=0 - =
C. Q. F. D.
25. Druxiime pROPRIETE. — Quelle que soit la quantite complexe (non

dipiseur de zero toutefois), qui sert de point de depart, on arrivera toujours
a la méme quantue e,.

Autrement dit, soient
a# 0O et a' =6

Document numérisé par la Bibli i itaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 18 1




(22

deux éléments quelcongues de I'Ensemble & et

a
— =€y,
a

on aura

D'apres la premiere propriété, toute quantité complexe, multipliée
soit par e,, soit par ¢, reste invariable; on a donc, en particulier,
ae, = a, ae, = @;
c’est-a-dire (n°s 14 et 15) que les coordonnées de ¢, satisfont aux
mémes équations que les coordonnées de ¢, et que, par suite, ellessont
identiquement les mémes, puisque le systeme d’équations dont elles
dépendent admet un seul systeme de solutions & cause de
a7 0.
Done
€y =—"Cjin
26. Remarque imporiante. — La formule
ae,—a
ou, ce (qui revientau méme (car on peut intervertir 'ordre des facteurs),
(23) ae,—=e,a—a

montre que, dans le calcul des quantités complexes, la quantité e, se con-
duit absolument comme le nombre 1 dans le calcul ordinaire.

En fait, il pourra, dans certains cas, arriver que e, soit égal a 1, et
alors il n'y a pas & se préoccuper davantage de ¢,. Supposons gu'un tel
cas nese présente pas, une remarque essentielle doit étre faite : en vertu
de la premiere propriété de e,, on a la formule (23)

ae, = a,
a étant un élément de UEnsemble &. Cette formule est établie exclusive-

ment pour ces éléments, de sorte que, si les nombres réels ne font pas
partie de I'Ensemble £ et que £ soit un tel nombre, il n’a nullement été

prouvé que 'on et
ke, =k,

et méme, au contraire, cette derniere égalité ne peut subsister, puisque,
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d’une part, ke, est un élément de I’'Ensemble &, et que, de I'autre, £ ne
Iest pas.
D’apres cette remarque, aussi nécessaire pour éviter les erreurs
qu’elle est simple en elle-méme, on peut écrire en particulier

Qb1

a

a
=gl = —= ate,—a",
a

parce que a* appartient a I'Ensemble £ aussi bien que a. Mais, au con-
traire, on ne pourra simplifier I'écriture de

a
k ?z == /(‘eo-
27. Calcul de e,. — Les coordonnées de ¢, seront, comme on 1'a déja
dit (n° 23 ), déterminées par les équations (18), lorsqu’on y aura fait
Slzal, 62:0(2’ T 13/L:0(/1'

Mais comme, en vertu de la deuxieme propriété de e, (n°® 25), cette
quantité reste la méme, quel que soit @ (non diviseur de zéro toute-
fois), on écrira que les équations (18) sont vérifiées, quels que soient

%y, %2y =r =iy %ns
ce qui conduit aux n* équations suivantes :
| V18 T Yeia e YR =,

71€112 T Y2812a . A= Yu€ips —O,

7151172 = }’2812n I ﬂ/nslnn =03

-+ .. = Yn€any =0,
718212 Y2820 .. = Ynann =1,

YIEILH -+ 7251121 Eac }’nEnnl —0,

71€nt2 = Y28p22 .. = YpEhpa =0,

718nin + V28n2n BRI Vn€nnn=—1~.
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Les seconds membres de ces équations sont toujours o ou 1; c'est 1
qu’il faut prendre toutes les fois qu'au premier membre figure un
nombre ¢,,, ayant ses trois indices égaux, et c’esto dans tous les autres
:as. Bien que le nombre de ces équations surpasse de beaucoup celui
des inconnues, elles sont certainement compatibles et admettent un
autre systeme de solutions que y, = vy, =...=17y, = 0; ainsi I'exigent
I’existence et les propriétés de la quantité e, démontrées d’ailleurs.

28. Cas de n = 2. — Les n® = 4 équations sont, en prenant les nota-
tions déja employées au Chapitre I,
Vid S+ =1,
S Al =0
Y1 4+ yap' =0,
N 7Y =15

elles peuvent se combiner deux & deux de six maniéres. En accouplant
la seconde avec la troisieme, on voit que ’on doit avoir

p —Nv=o,

ce qui a lieu [n° 11, formules (16)].
Les cing autres combinaisons donnent

I3

I et el S el B
/. pr e NV — 2 T W —pp T A — T —
—p _ ¥ A= — ¥ P

Ll Yy p T NV —p2 T W — ! - A — pN = ;w’—v‘u"

Je ne m’arréterai pas a vérifier [ ce qui est facile, au moyen des for-
mules (16), n° 11] que ces équations sont compatibles; je me conten-
terai d’observer que, dans le cas plus spécial ou les deux unités prin-
cipales sont

1 et \/:,
on a
=1 12—9

car
U= p=N=yv
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On voit que, dans ce cas,

Co=7161 t YaCa=7+ V2 \/——1:[;

résultat auquel on devait s’attendre.

g 1I.

Le systéme des 2.

29. Soit
g=Cthnei+&ne+...+E e,

un élément de I'Ensemble £, qui ne soit pas un diviseur de zéro : for-
mons ses puissances successives, et, au moyen des formules (8) (n° §),
ramenons chacune d’elles a la forme linéaire par rapport aux unités
principales; désignons ensuite, pour abréger, par des lettres & affec-
tées d’indices convenables, les coordonnées des diverses puissances
g% &% ..., 8" Nous aurons ainsi

2 : 'S
87— ¢ el+£2262+" '+€2/zena

(25)

— > 5. bs
8 —cu 61_’_512 st ot Eyp Epy
3
(
\

s
8"=Ctme+ ?";11232 R o E,nnen,-

Les coordonnées ;; sont évidemment des quantités réelles, fonctions
de celles d’entre elles dont le premier indice est 1 et aussi des quan-
tités ¢, ,, qui entrent dans les formules (8).

30. Nous supposerons que I’'Ensemble & remplisse la nouvelle con-
dition, que le déterminant

2C:“ 2€-12 L E.ln !
(’)6) = = 521 Ejzz o - E,Zn
E-’“ E—”‘l RE E,nn

ne soit pas nul pour tout systeme de valeurs des coordonnées £,,,

€12+ - +» &1 Cette hypothese peut étre faite; car autrement il devrait y

avoir impossibilité de trouver des systemes de nombres «,,,, tels que le

™=
)

déterminant Z ne fit pas identiquement nul; mais I'emploi d’un sys-

B. 4
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teme particulier de nombres ¢, ,, montre précisément le contraire. En
effet, prenons le systeme déja utilisé au n° 10 pour démontrer la possi-
bilité de satisfaire aux équations (g) et (11). Dans ce systeme, tous les
sont nuls, sauf

Erpg
Einn—E202—+ . . =Epnn—1,
et 'on a
epeg=o0 sip2q
avec

epep: e,,.
Dans le cas présent on trouve dOHC
gi: gilel +£i2ei .. ‘ginen
=& e+ e+. ..+ E e

et, par conséquent, en écrivant simplement §,, £,, ..., &, au lieu de
EII’ Elﬁ’ il Eln’ On a

El 52 U En
& & ... &

[x1

EllL gll En
7 on
déterminant certainement différent de zéro, quelles que soient les coor-

données £,, &,, ..., £, de g, pourvu cependant que deux quelconques

d’entre elles ne soient pas égales.
Ayant ainsi reconnu, par un exemple, que le déterminant (26) n’est

pas identiquement nul, on voit que la nouvelle condition imposée

n’exclut que certains systemes de nombres &,
Je ne m’occuperai désormais que des seuls Ensembles £ pour lesquels

cette condition est vérifiée.
31. Actuellement les équations (25) pouvant se résoudre par rap-
port aux unités principales ey, €,, .., €, donnent

‘ ey =g + 8% +ousg® ...+ g”

(27) €y =0y & —+ Olga &% + a3 8% . ..+ 02, 8",
..................................... s

2
? €, = Op1 & + Gna§ + O3 &3+ ..+ Ann&”-

Les o;; sont des quantités réelles.
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32. Formons encore g"+' de la méme maniére que nous avons formé
8% & ..., g% puis remplacons dans son expression les unités e,,
€y ..., €, par leurs valeurs tirées des équations (27), nous obtiendrons
une relation qu’on pourra écrire

(28) & g gt 68" ...+, g =0

(€1» &2y «.vy &, sont des quantités réelles) ou bien encore (en tenant
compte de la remarque du n° 26)

(28") "+ e T g . 6y &+ Epep=0.

De I'équation (28’), on déduit également, quel que soit l’entier
positif w,
(28”) ghtn Eigu+n—1+82gp+n—2_'_‘ . -+5ng”:0-

33. Actuellement observons :
1° Que, d’apres les équations (25) et la condition £2 o, les quan-
tités

2 3
-1 g 8"
= oL Bt
8 8 & &
ou
2 =1
€ & 85 Savisny, gn

sont linéairement indépendantes aussi bien que les quantités
. g’ g2’ g3’ Sy gn
(voir Chap. I, n° 6);
2° Que tout élément de I’Ensemble £ peut s’exprimer en fonction
linéaire & coefficients réels des n quantités

2 —
80, g’ g’ R ] gn ’

comme cela résulte de 'application successive des formules (27) et de
I'équation (28');

3° Que, réciproquement, toute expression linéaire et homogene par
rapport i ces quantités appartient 2 'Ensemble &. '

De ces trois observations, nous concluons que les n quantites

-1
€y & &% .09 &

Jorment un systéme de n unités principales, que {’on peut substituer aux
n unités e,, ey, ..., e,.
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34. Pour conserver 'uniformité des notations, nous poserons

€y=—=35
et, d'une maniere générale,
e

g S

Tout élément de I’'Ensemble £ sera done de la forme
(29) a=0oyGot+ a1 §&H+...+ 0% 18n—1.

35. Le choix de ce systeme d’unités principales permet d’effectuer
la multiplication des quantités complexes de I’'Ensemble £ d’une ma-
niere simple.

Désignons par ¢, les coefficients relatifs au systeme gy, g, ...,
&n—1» analogues aux coefficients ¢,,, relatifs au systeme e,, e, ..., ¢,.

On a, immédiatement,

8p8q¢= Ep+q-

Si p 4+ g<n—1, on voit ainsi que tous les nombres ¢, sont nuls,
sauf le seul nombre ¢, , ., qui est égal a 1.

Si p + ¢ >n—1, application répétée de la formule (28”) et enfin
celle de la formule (28’) permettent de trouver les ¢, et montrent
que ce sont des fonctions entieres des quantités e,, ¢,, ..., ¢, (et, par
conséquent, des nombres réels).

Ainsi, dans tous les cas, on aura I’expression des produits g, g, en
fonction linéaire de g,, g, ..., 8. et, par suite, le produit des

deux éléments
a—=oygot g1+ 0%n18n—1
b=0og0+Bi1gi+ -+ P18
s’obtiendra facilement sous la méme forme

C=%o&0t+Y1&1++ -+ Yn-18n-1-
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CHAPITRE 111

D’UNE AUTRE MANIERE D’EFFECTUER LE CALCUL DES QUANTITES COMPLEXES.

36. Les quantités adjointes. — Une quantité quelconque de I’En-
semble peut s’écrire (n° 34)

A= o &1+ St Ay e

Posons
A(E)=ayt o8+ a8 . o+ g NS

Nous dirons que la fonction A (%) appartient a la quantité a et que,
réciproquement, la quantité a appartient a la fonction A(£), ou encore
que chacune de ces quantités est I'adjointe de 'autre.

D’une maniere plus générale, si P(£) désigne un polynome entier
en &, a coefficients réels, de degré quelconque, et si @ est 'expression
déduite de P(&), en y remplacant les puissances o, 1, 2, ... de £ res-
pectivement par g,, gy, g, ..., nous dirons que P(£) et @ sont deux
quantités adjointes I'une a 'autre, ou bien encore qu’elles appar-
tiennent 'une a I'autre. Ainsi

-

JE) =+l 4 el e
et
Entei8n—at. ot 1811+ E&
appartiennent 'une & I'autre (nous supposons que &, €, ..., ¢, sont
les nombres rencontrés dans le Chapitre précédent). Il en est de méme
des deux quantités

ERf(E) et Sptnt e Sprn—1t- .+ En18ur1+ EnSu.

Nous appellerons /(&) le polynéme fondamental.
Prenons maintenant pour I'indéterminée £ une racine de I'équation

RS

f(&)=o.

Tout polynome P(£) entier par rapport 4 cette racine se réduira au
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degré n — 1 par 'emploi de I’équation
(30) fE&)=o ou encore de g f(&) =o.

On pourra, en particulier, et c’est ce qu’il y a de plus simple, effec-
tuer la division de P(%) par /(&) et considérer le reste R() qui sera le
résultat cherché.

D’autre part, I’expression adjointe ® se réduira aussi & une expres-
sion linéaire en g,, g, ..., 8»—s seulement, au moyen des deux expres-
sions adjointes de /(&) et de & f(&), qui sont effectivement nulles, en
vertu des équations (28') et (28”), c’est dire que I'on pourra directe-
ment obtenir cette réduction en prenant 'adjointe de R(§). Quand un
élément de 'Ensemble &£ sera ainsi réduit & la forme linéaire en g,
Zi» s Bn1» Dous dirons qu’il a la forme canonigue; son polynome
adjoint sera alors, lui aussi, de la forme canonigue.

Il est clair que, si un élémenta = o, g, + &, g1+ ..+ %80y, réduit
a la forme canonique, est nul, son polynome adjoint A (£)est identique-
ment nul, puisque, sig=o,0na ¢, =&, =...= &, ; =0.

37. Nouvelle maniere de concevoir la multiplication de deux quantités
complexes. — Soient maintenant

A=0g g+ g1+t On18n—1,
b:60g0+ @18’1 +.. '+5n—1gn~1

deux éléments quelconques de 'Ensemble . Soient aussi A () et B(&)
leurs quantités adjointes, & étant toujours une racine de I’équation
f(E)=o. Le produit A(£)B(%) sera I'adjoint du produit ab; on aura,
d’ailleurs,

AE)BE)=06(5)S(E)+C(&);

A(%) et B(E) étant du degré n — 1 au plus et f(&) du degré », 6(%)
sera du degré n— 2 au plus, et C(&) du degré » —r au plus. Si Gest la
quantité complexe appartenant & C(£), on aura évidemment, d’apres
ce qui précede,
ab =c.

La multiplication des quantités complexes est ramenée, par les con-
sidérations que je viens d’exposer, aux opérations ordinaires sur les
polyndmes entiers, et nous avons ici comme une sorte de calcul symbo-
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ligue de ces quantités. On voit, par exemple, tout de suite, que I’on a
toujours pour trois quantités @, b, c

ab=ba, (ab)e =(ac)b, a(b+c)=ab+ ac;

car on a
A(E)B(E)=B(8)A(8),
[A(E)B(E)IC(E)=[A(E)C(E)IB(8),
AB)BE)+CEI=A(E)B(E)+A(E)C (),

et, dans chacune de ces égalités respectivement, les deux membres
donneront toujours le méme reste quand on les divisera par le polynome
fondamental.

38. De ce procédé de multiplication résulte ce théoreme :

Pour qu’un produit de deux facteurs a et b sout nul, il faut et i suffit
que le produit des polynémes adjoints soit divisible par le polyndme fonda-
mental f(§).

39. Dupiseurs de zéro. — Considérons trois éléments a, b, ¢ ramenés
a leur forme canonique

=0+ Mg+ Ap18n—1,
bz@ogo“‘ ﬁlgl_i_' s 51L-1gn—1,
c:}’ogo—l—}’lé’ﬁ"-- .t Yn—lgn—l;

considérons aussi leurs polynomes adjoints

'A(E)7 B(E); C(E);

qui sont, par suite, au plus du degré » — 1.

Soit, en outre,
a — bc.

On aura
(31) A(E)+0(8)f(E)=B(E)C(E).
Prenons de suite le cas ot @ = 0. On a, d’une part,

bc=o;
d’autre part,

B(§)C()=0(8)s(&);

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 18 1



((32)

B(&) et C(£), ayant 'un et ’autre un degré inférieur a celui de /(£), ne
sauraient étre séparément divisibles par f(£); pour que leur produit le
soit, il faut donc et il suffit que certains facteurs linéaires de /(&) (un
au moins) appartiennent & B(&) et les autres & C(&). Des lors, le pro-
duit be peut étre nul sans que b ou c le soit. Nous rencontrons ainsi, de
nouveau, les diviseurs de zéro.

Le caractere des diviseurs de zéro consiste done, relativement a leur
fonction adjointe, en ce que cette fonction adjointe (polynome au plus
du degré n — 1) admet comme diviseur un au moins des facteurs linéaires

de f().

40. On peut, au moyen de cette nouvelle définition des diviseurs de
zéro, retrouver les résultats des n°® 17 et 18 du Chapitre I. Soient
bc = o et b un diviseur de zéro; ¢ sera aussi un diviseur de zéro; car,
puisque B(£) ne peut admettre comme diviseurs tous les facteurs li-
néaires de /(%) et que le produit B(§)C(£) les admet tous, il faut bien
que C(%) en admette un au moins; donc ¢ est un diviseur de zéro.

De méme, le produit d’'un diviseur de zéro par une quantité com-
plexe quelconque est aussi un diviseur de zéro. Soient @ = O, b une
quantité complexe quelconque, A (%) et B(&) leurs polynomes adjoints;
on pourra toujours écrire

A(E)B(E)=/(£) 6(8)+R(&),

R(£) étant du degré n — 1 au plus. A(E) et /(&) ont certainement un
diviseur commun, puisque a est un diviseur de zéro; d’apres I’égalité
précédente, R(E), qui est le polynome adjoint du produit ab, doit
nécessairement admettre le diviseur commun & f(&) et A(%) : donc le
produit ab est un diviseur de zéro.

41. Voicl une autre proposition :

St U'on suppose que I’équation f(£) n’admet pas de racines doubles, il n’y
a dans U’Ensemble & que la seule quantité o, dont une puissance entiére
puisse étre nulle.

Soit @ une quantité complexe de I'Ensemble £.
St a£ O, la proposition est évidente, car dans " il n’y a aucun fac-
teur qui soit un diviseur de zéro.
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Si a =0, le polynome adjoint A(£), qui est du degré n — 1, a cer-
tains diviseurs linéaires communs avee /(£), maisil y ena au moins un
de f(£) qui n’appartient pas du tout & A(&); soit & — u ce facteur. Une
puissance quelconque de A (%) ne peut contenir ce facteur & — u et, par
suite, étre divisible par /(£); donc a¥ n’est certainement pas nul (n° 38).
Au contraire, si I’équation /(&)= o admet des racines multiples, méme
une seule, i/ y aura certains diviseurs de zéro dont les puissances entieres,
a partir d’un certain degré, seront toutes nulles. Soit, en effet, p le plus
élevé parmi les degrés de multiplicité des racines de f(&); et soit main-
tenant @ un diviseur de zéro dont le polynome adjoint A(&) contient
~ tous les facteurs lincaires distincts de f(%), ce qui est possible, puisque

A(£) peut étre du degré n — 1, et que f(%) a par hypothese au moins
un facteur linéaire double; il est évident que [ A (£)]7, qui est la fonction
~adjointe de a”, sera divisible par f(£) et que, par suite, a? sera nul.
On a des lors, pour I'entier positif quelconque &,

aP+¥— qP g — o. C. Q. F. D.

42. Si donc on veut que o soit le seul, parmi les éléments de I'En-
semble &, dont les puissances successives sont nulles, on doit néces-
sairement admettre que f(£) n’a que des racines simples, ou, ce qui
est la méme chose, que le discriminant de f(£) est différent de zéro.

Nous supposerons cela désormais :

13. Deternunation du quotient de deux élements au moyen des poly-
némes adjoints. — Soit b une quantité complexe qui ne soit pas un
dwiseur de zéro; on peut alors toujours déterminer le quotient par b
d’une autre quantité complexe a. Soit ¢ ce quotient :

b n’est pas un diviseur de zéro; donc B(£) et f(£) sont premiers
entre eux, et, d’apres le théoreme d’Euler, on peut trouver deux poly-
nomes .

F(E) et (&),
tels que
B(&)w(5) —F(E) f(E) =1,
AE)B(E) (&) —AD) FE) f(E)=A(D);

en écrivant ensuite

d’olt

A (&)W (&) = (&) f(&) + C(8),
B. 5
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de telle sorte que C(&) soit de degré inférieur a f(£), ¢’est-a-dire de
degré n — 1 au plus, ce qu'on obtiendra par une simple division; por-
tant maintenant cette valeur dans I’égalité précédente et groupant les
termes en /(£), on aura

A(§)+0(8) f(&)=B(&) C(&);
d’ou

a—=bc, —c,

en appelant ¢ la quantité complexe adjointe du polynome C(&).

44. Soit b= 0. 1l est généralement impossible de trouver le quo-
tient ; car, les deux polynomes B(%) et f(£) n’étant plus premiers

entre eux, I’égalité

A(8) +6(8) f(&) =B(&) C(B),

dont dépend, en fait, la possibilité de la division, ne peut avoir lieu si
A(%) n’admet pas le facteur D(£), plus grand commun diviseur entre
J{E) et B().

Si A(E) admet le diviseur D(£), la division est possible et la déter-
mination du quotient ¢, au meyen de sa fonction adjointe G(£), se fait
comme il suit :

On pose
A(8) = A(E) D(E),

B (&) =B () D(2),
S(E) = f1(E)D(&);

puis, les deux polynomes f, (&) et B, (&) étant actuellement premiers
entre eux, on déterminera deux polynomes (&) et (%), tels que

By (E) Wb (E) — 5 () f1(E) =1,
d’ ol
AL(E)D(E) By (E) Wb (E) — F(E) [r(E)D(E) AL (8) = A (k)

ou

A (E) W (E)B(E) — F(8) F(B) Ar(&) = A(])

et, en posant

A (&) W (&) = (&) f(E) + C(&),
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puis, groupant les termes en f(£), on aura finalement
A(8)+0(8) f(5)=B(&) C (&),

C(&) étant au plus de degré n — 1 : c’est la le polynome adjoint du
quotient cherché.

CHAPITRE IV.

SIMPLIFICATION DU CALCUL.

S L.
Les composants et leurs propriétés.

45. Imaginons qu'on ait décomposé le polynome fondamental /(%)
en ses facteurs linéaires; groupons deux & deux ceux d’entre eux qui
correspondent & des racines imaginaires conjuguées, puis désignons
généralement par £,(£) un des facteurs lLindaires d coefficients réels ou
bien encore un des facteurs du deuxiéme degre a coefficients réels, mais a
racines imaginaires. On aura identiquement

SE)=L1(&) f2(&) .o« ful8)- - fr(8);
r est inférieur ou égal a n selon quef(E) a ou bien n’a pas de racines
imaginaires.
Soit maintenant A(%) le polynome adjoint (de degré » —1 au plus)
de I'élément a. Une décomposition en éléments simples de la fraction

rationnelle
A(f)

S&)

nous donnera (les coefficients étant tous réels)

LA =L9 a5+ LD a0+
() AG

FE £(2)
7o) 75 A

A, (%) est une constante réelle si /(%) est du premier degré; A, () est,

oy

Ryll) - oty )s

(€
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au contraire, un polynome du premier degré en £ a coefficients réels
si /(%) est du deuxieme degré.

Soient&,, &,, ..., £, les Ensembles de toutes les quantités complexes
appartenant respectivement aux polyndmes de la forme

f(E) A, f(E) A, f(&)
et a,, a,, ..., a,les éléments correspondants de chacun de ces Ensembles
partiels. On voit que toute quantité complexe @ de I'Ensemble £ peut se

représenter a I'aide des éléments des Ensembles partiels £,, &, ..., &,
sous la forme

a=a,+ a;+...+a, [formule (32)].

On dira que les quantités a,, a,, ..., a, sont les composants de a.

PROPRIETES DES COMPOSANTS.

16. 1° Un élément a ne peut étre nul que si ses composants sont tous
nuls separément.

Soit, en effet, @, un composant quelconque de @; je dis que, si'on a
a = o, on a aussi ¢, = o. La démonstration sera faite si I'on prouve que
A, () est identiquement nul dés que A(£) I'est lui-méme. Or, A(E)
¢tant identiquement nul, I'égalité (32) divisée par f( ), qui lui n’est
pas nul identiquement, devient

A)) | A Ay (8) A (&)
Ot R T T RO T TR

et doit avoir lieu, quel que soit &.

Alors, si, en premier lieu,‘/ME) est du premier degré, donnons a £ la
valeur qui annule /,(%); cette égalité est impossible & moins que la
constante A, (%) ne soit nulle.

Si, en second lieu, f,(8) est du second degré, donnant i £ I'une des
deux valeurs imaginaires qui annulent f(%), on voit que I’égalité en
question est impossible, & moins que pour cette valeur imaginaire de &
le polynome A, (%) du premier degré et a coefficients réels ne s’annule
lui-méme : or cela exige que A, (&) soit identiquement nul.

C. Q. F. D.
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2° () Le produit de deux eléements appartenant a deux Ensembles par-
tiels dyfferents est toujours nul.
(B) Le produit de deux éléments appartenant auméme Ensemble partiel
est lut ausst un élément de ce méme Ensemble partiel, et I’ élément produit
ne peut étre nul que si l'un des éléments facteurs est nul.

() Considérons les deux éléments
a, et by

appartenant respectivement aux Ensembles £, et &,. Leurs polynomes
adjoints seront

S SE)

fp,(};) lJ-(E,) et f(g) BV(S)y
le produit @, b, a pour polynéme adjoint, avant réduction & la forme
canonique,

SE&) f©&)
Ju(€) A (&)

or cette expression est certainement divisible par (&), puisque

f(&)
Ju(8) /(&)

est un polynome entier; en conséquence, on a bien pour la quantité
adjointe

Ap (&) By(&);

ayby=o.

(8) Prenons maintenant les deux éléments a,, b, et leurs polynomes
adjoints A, (&) et By(£). Le polynome adjoint du produit sera

15 /) .
Fal®) Fu(ly A0l Bel)-

Effectuant la division de ce polynome par f(&), on aura

£E) SE)
RGN

R(%) sera le polynome adjoint du produit a,b, réduit i la forme cano-
nique. Cette égalité montre immédiatement que R(%) (de degré n —1

S(&)

au plus) est divisible par YAG (degré n — 1 ou n — 2), puisque les

w(8) Bu(8) = Q (&) f(&) + R(&),

deux autres termes admettent ce diviseur; en sorte que, si C, () désigne
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une certaine constante convenable, ou un certain polynome du premier
degré en £, selon que /(&) est du premier ou du second degré, le poly-
nome adjoint du produit a,b, aura la forme
SE) o (x
Cp(8);
Ju(8) w(2);
il en résulte que le produit a,b, est lui-méme un élément c, de I'En-

semble £,.
Il nous reste & voir que cet élément est nul seulement lorsque 1'on a

ay =0 ou bien by=o.
Pour que ¢, soit nul, il faut que

S fE)
Ju(€) Su(d)

soit exactement divisible par /(&) ou, ce qui revient au méme, que

Ay (&) Bu(8)

SO ) @B

Fu(®) fu(®)
‘ ; 2 7(&) :
soit entier, ou encore, puisque (n° /17) 7 ;, et /,() sont premiers
rJ- ‘A
entre eux, fque
Ap(8) By(9) -
Ju(2)

soit un polyn(‘)me entier. Cela est manifestement impossible quand
/.(8) est du premier degré, car alors A, (£) et B, () sont 1ndependants
de E. Lorsque /(%) est du second degre,f“(, a ses deux racines ima-
ginaires, tandis que le produit A,(Z) B, (&) n’a que des racines réelles.

D
. A B, (¢ - . .
On voit done que dans tous les cas %—(—Q—) ne peut étre entier, &
8

moins que A, (%) ou B, (&) ne soit identiquement nul.

3° L’Ensemble £, est une multiplicité (MANNIGFALTIGKEIT) @ X ou 2 dimen-
sions, selon que fu(E) est du premier ou du deuxieme degre.

Lorsque f;, (%) est du premier degré, A, (%) étant une constante, tous
les éléments de ’'Ensemble &£, peuvent se déduire de la seule quantité
appartenant a

S
1®)
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Lorsque /, (&) est du deuxieme degré, A, (%) étant du premier degré,
tous les éléments de 'Ensemble &£, peuvent se déduire des deux seules
quantités appartenant respectivement i

mais on peut aussi déduire tous les éléments de deux quelconques
d’entre eux appartenant aux deux polynomes
/(€) /(&)

s TRy e =g

(g +8),
ot I'on suppose
af’ — Ba' Fo.

Comme on le voit, les deux polyndmes adjoints, en vertu de cette con-
dition, ne peuvent se déduire I'un de I'autre par une relation linéaire
homogene 4 coefficients numériques. D’autre part, on voit aussi que le
polynome adjoint

AT I
Ju(8)
d’un autre élément quelconque de I'Ensemble &, se déduit aisément

par une combinaison linéaire a coefficients numériques des deux poly-
nomes précédents; car, lorsqu’on a

af' — Ba'Z o,

on peut toujours déterminer deux nombres A et A’ tels que

ha+Aa'=1y,
B+ Np'=a.

§ II.

Choix particulier d’éléments fondamentaux de calcul.

47. Nous allons faire choix d’éléments particuliers, comme éléments
fondamentaux de calcul.
A cet effet, exprimons la quantité g,, trouvée plus haut, au moyen

de ses composants
Co=g& +g"+...+ g,
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D’apres les propriétés («) et () des composants, on a
gop=(8'+&"+...+gW .. 4 gM)a,—= gWay;
d’ailleurs on a aussi (n° 24)
o= ay;

done

} . . g“” ap‘: al""
d’ou, en particulier,

()

(gW)3=gt el ii(_*” = g®,

c’est-a-dire que la quantité g™, laissant invariable par multiplication
q q g P p

tout élément de I'Ensemble £, jouit dans cet Ensemble partiel &, de

la méme propriété que possede g, dans I'Ensemble & (*).

48. A présent, séparons le cas ot la multiplicité de I'Ensemble <.
n’a qu'une dimension, de celui ou elle en a deux.

PrEMIER cAS : &, est une multiplicité a 1 dimension. — Tous les éléments
ont pour polynéme adjoint un polynome de la forme
S(E
A, étant un nombre réel. Le polynome adjoint de g® a, par suite, lui-
méme cette forme; au reste, les polynomes adjoints des autres élé-
ments de Ensemble &, ne différant de celui de g® que par un facteur

numérique, tous ces éléments ont la forme
ag(fl)

)

ou o est un nombre réel quelconque.

(1) On a vu (n° 23) que la quantité g, (ou e,) était unigue, quand on prenait comme
q 8 que, q p

point de départ pour la former un élément @ ron diviseur de zero, et il n'est pas contra-
dictoire de trouver ici » quantités g’, g”, ..., g, jouissant des propriétés de &o, chacune
dans son ensemble respectif : cela tient & ce fait qui sera prochainement démontré, que le
composant ay, considéré comme élément de 'Ensemble &, est un diviseur de z¢ro ; en po-
sant, ce qui répond a la définition de gw,

“p.

g(w = -,
(ly_

on n’est donc pas dans le cas de la définition de g,.
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Il en résulte immédiatement, pour le produit et le quotient des deux

¢léments

de cet Ensemble £,, les expressions

(33) (ag®)(BgW)=afg®
et
ag® o«
(34) Bg® — Eg“*).
Remarque. — Implicitement, nous avons-admis que {§ n’était pas

nul; en convenant d’appeler infini un élément ' g™ de I’'Ensemble &,

dans lequel le coefficient o’ est infini, on dira, lorsque § = o, que le
ol

p

quotient = g™ est infini.

49. DEvxiEME cAs @ &y est une multiplicité a deux dimensions. — Outre
la quantité g™, nous considérerons dans ce cas une autre quantité quel-
conque ~% de 'Ensemble £, mais qui ne puisse pas se déduire de g
par une simple relation linéaire homogene a coefficients numériques.
Alors, d’apres une remarque faite a la fin du n° 46, toute autre quan-
tité de I'Ensemble £, pourra se déduire linéairement de ces deux él¢-

ments
g™ et AW,

Des lors on déterminera les deux nombres réels y et v/, qui permet-
tent d’exprimer (A™)?, au moyen de g et A%, et I'on aura

(AB)2 =y h#) 4 3/ g,
formule que ’on peut écrire
(®) (AW — 3y g®):— (¢ +1y) (™) =o,
en se rappelant que

A o) — A et (gW)2== g,
Dans I’égalité (o), on doit nécessairement avoir

}// == 7})/2< 0,
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car autrement, en décomposant le premier membre, on aurait les deux
(uantités

K —(3y VY + 1) g™,
(3 =TT 8.

On voit qu’elles appartiennent a I’'Ensemble &,, que leur produit est
nul (&), et que cependant chacune d’elles n’est point nulle ('), ce qui
devrait étre (n° 46, 2°).

Cette méme égalité (@), écrite sous la forme

I:h(“) e %y(g(u)
)

9
[+ ewr—o

montre qu’en posant

0 . Y ¥ S - N S—
V—0G' + 47 2y—( + 1)
on aura
(35) (kW2 = o,

et, parce que toute quantité de 'Ensemble £, s’exprime linéairement
au moyen de g® et de A%, elle s’exprimera aussi linéairement au
moyen de g et de £%: la forme générale de ces quantités sera donc

o &) 4 B AW,
50. Reymarque I. — Mise sous cette forme, une quantité complexe de
I'Ensemble &, ne peut étre nulle que si ’'on a simultanément
o =0, B=o,
car de
agW 4 Bk =0
on tire, en remplacant £% par sa valeur en fonction de A®,

r 1

B 27 ] (1) Y =y,

% 5 ‘_l*‘ é EL 5 —“'/—a/ll —0’
[ V=047 V=017

or cette relation est impossible par hypothese, & moins que simultané-

(*) Car, par hypothése, 42 ne peut pas se déduire de g
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ment on ait

1
o, a-ﬁhi——:zo,
V=047

¢’est-a-dire

COROLLAIRE. — St
o g™ 4 BAW = of g - B kW),

on a

a=2uao, =15
Remaroue 1. — Le produit des deux éléments
ag® - BAB) et of g+ B kW
appartenant a I’ Ensemble £, est donné par la formule
(36) (gt -+ BAW) (of g1 4 B KW) = (o — BE) W)+ (o +- Bar) kiw,

De méme, pour le quoticnt de deux élements de I’ Ensemble &, dont le
second n’est pas nul, on aura

ag LB ad BB,

. aB— B o
(37) o g - B T g B e At
S

’

résultat que I’on obtient immédiatement en multipliant haut et bas dans

le premier membre par
ol gb) — B/ ki,

On a admis que
ol g 4 B k)

n’était pas nul; si ce cas se présentait, c’est-a-dire si
o'+ B2=o,

on dira que le quotient est infini, en appelant, en général, infini tout
¢lément de 'Ensemble £,
g - B,

pour lequel I'un au moins des deux coefficients o et § est infini ou,
ce qui revient au méme, pour lequel

o+ B2
est infini.
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51. Conséquence importante. — La quantité g™, ainsi que je I'ai déja
signalé, se conduit dans le calcul des quantités de ’Ensemble &, abso-
lument de la méme maniére que le nombre 1 dans le calcul des quantutes
réelles ordinaires; les derniers résultats que nous venons de trouver
[en particulier la formule (35), les remarques I et1I']montrent que, de
son coté, la quantité £% se condwit relativement a g¥, dans le calcul des
quantités de I’Ensemble £, de la méme maniére que le symbole \/:—I
relativement au nombre 1 dans le calcul ordinaire des quantités imagi-
naires, de telle sorte que ’on peut, sans aucun inconvénient, poser

Felm)— \/’__[gm)
et, par conséquent,
ag® 4 BAW = (o + @\/:_,) g,

’

Pour que deux quantités a, et @, soient égales, il faudra encore et il
suffira que I'on ait
& -+ By—1=a' 3+ By/—r.

De cette facon, la considération directe du symbole k¥ se trouge sup-
primee.

De Ia encore cette conclusion importante, que fréquemment il sera
inutile de distinguer les deux cas ol &, est A une ou bien a deux dimen-
sions; car on pourra loujours écrire, pour un élément quelconque «,
de cet Ensemble,

«, étant d’ailleurs réel ou imaginaire.
Ainsi ces trois points

1° o, réel ou imaginaire,
20 (gW)2= g,

o (W)
3o o == ér(Pv)

é)'(PJ

contiennent au fond tout le calcul des éléments de [’Ensemble &,,.

52. Enfin observons aussi que la formule @, = «, g™ prouve que g
ne saurait étre nul; ecar, s'il I'était, il faudrait admettre que I’En-
semble £, n’existe pas. Les composants de g, sontdonc tous différents
de zéro.

————oge——
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CHAPITRE V.

CALCUL ELEMENTAIRE DES QUANTITES COMPLEXES DE L’ENSEMBLE &£,
AU MOYEN DE LEURS COMPOSANTS.

g 1.
Addition, soustraction, multiplication, diviseurs de zéro.
53. Soient a, b, ... diverses quantités complexes de 'Ensemble &
eta,, ds, ..., a3 b,,b,, ..., 0b,, .... leurs composants respectifs.
Addition et soustraction. — On a immédiatement
a+b=(a;+ b))+ (as+ by)+...+ (a.+ b,),
@ — b= (ay— b)) 4 (as— by) 4. . .+ (ap— by),
et il est clair, du reste, que les quantités
(= b)), (as==by), ..., (ar=b)

appartiennent respectivement aux Ensembles &,, &,, ..., &,, comme
on peut le voir, par exemple, en se reportant aux polynomes adjoints.

54. Multiplication. — La seconde propriété des composants donne

également de suite
ab=a, b+ ay,by+...+ a,b,.

ab,, a,b,, ..., a.b, appartiennent respectivement aux Ensembles &,
E,, ..., & et ne peuvent étre nuls que si I'un des composants facteurs
est nul. Pour calculer ces produits partiels, on aura recours, suivant
les cas, & I'une des formules (33) ou (36).

55. Dipiseurs de zéro. — Considérons le produit ab. Il ne peut étre
nul que si chacun de ses composants est nul (premiere propriété des

composants); si done ona
ab—=o,
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on a aussi
a;by=o, ay b= o, - b= 0
d’ol

a, ou b —=o, a, ou by—o, ety a, ou b,—o;

autrement dit : pour qu'un produit de deux facteurs soit nul, il faut
et il suffit qu'a tous les composants différents de zéro, de I'un des fac-
teurs, correspondent dans 1'autre facteur des composants nuls.

Par suite, si 'on suppose que I'un au moins des composants de a est
nul, il sera toujours possible de trouver une autre quantité complexe b,
différente de zéro et telle que le produit ab soit nul.

Par exemple, si @; est un des composants nuls de a, on pourra
prendre

b="0; (bi7#o0).
a et b seront dans ce cas des diviseurs de zéro. On se rappelle, en effet,
qu'un diviseur de zéro a pour propriété fondamentale de donner un
produit nul, quand on le multiplie par certaines autres quantités com-
plexes, bien que ni lui, ni ces autres quantités ne soient nulles.

D’apres ce qu'on vient de voir, un diviseur de zéro est une quantité
complexe dont I'un au moins des composants est nul.

Je n’ai pas besoin de faire observer que I'on déduit facilement de la
les propriétés des diviseurs de zéro, déja établies plus haut de deux
manieres, savoir : :

1° Que le produit d'un diviseur de zéro par une quantité complexe
quelconque de 'Ensemble £ est lui-méme un diviseur de zéro;

2° Que, si le produit @b est nul et que a soit un diviseur de zéro autre
que zéro, b estlui-méme un diviseur de zéro.

§ II.

La division.

56. Pour effectuer la division de @ par b, nous avons a évaluer les
composants ¢, s, .. ., ¢, d’une troisieme quantité complexe, telle que

=0 ou a=be:

SR
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1° b£0. — De I'égalité
a+ a4+ a,=(by+by,+...+ b.)(c,+cy+...+¢),

qui entraine
ay= by ¢y, ay = byc,, . dp—brCr,

et parce qu’aucun des composants

. . bl; b2, S o4 br
n’est nul, on tire

a, a, a,
e =2 i s g

0= C c cee T Cp T —
¢ Gt r=13, T 5, b,

Le calcul des quotients partiels se fait au moyen des formules (34)
ou (37), selon les cas.

2° b = 0. — Alors, parmi les composants de b, il y en a un au
moins et peut-étre plusieurs qui sont nuls; nous supposerons ceux-ci
écrits les premiers, de sorte que I’on ait

by = b= ..= by==0,
mais
biry 70, b7 0, iy b, o.

Pour que la division soit possible, les ¢ premiers composants de «,

¢’est-a-dire a,,a,, ..., a; devront étre nuls. Si ces ¢ conditions sont

. . a . e e
remplies, le quotient > aura une infinité de valeurs, car toute quantité

C=Cy =~ @at=u : » o Oy es i~ U

dans laquelle on aura pris arbitrairement les composantsc,, ¢,, ..., ¢,
et déterminé les autres par les égalités

iyq Qi a,
Gh— > (i — ) ey e
YT by o bive ’ b,
sera telle que
a=bc.

57. Lorsque les composants a,, a,, ..., @; ne sont pas tous nuls, la
division est, & proprement parler, impossible. Néanmoins, on peut
encore dire que le quotient existe et qu’il est infini, en conservant la

formule

L s
(38) -[;—b‘+[)2—|—...+ ),
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et remarquant que, parmi les i premiers composants du deuxieme
membre, quelques-uns sontinfinss. Cela suppose la définition suivante :

Une quantité complexe a est dite infinie, lorsque l'un au moins de ses
composants est infini.

D’apres la définition donnée plus haut d’un composant infini, cette
nouvelle définition est toute naturelle. 11 est également permis d’a-
dopter, dans tous les cas, la formule (38), et ’on y est forcément amené,

et a; o a;
en considérant ;* pour b;= o, comme la limite de ;* pour b; d’abord
i i

différent de zéro et tendant ensuite vers zéro.

58. L’introduction des quantités complexes infinies nécessite quel-
ques distinctions importantes.

Soit
a=—a,+a+...+a,

une quantité complexe. J’emploierai les dénominations suivantes :

a est une quantité complexe ORDINAIRE, lorsque, parmi ses composants,
il n’y en a aucun qui soit nul ou infint.

a est un dipiseur de zéro ORDINAIRE, lorsque, parmi ses composants, wn
au moins est nul, et qu’aucun n’est infini.

a est un infini ORDINAIRE, lorsque, parmi ses composants, un au moins
est infini et qu’aucun n’est nul.

a est un infini MIXTE, ou encore un diviseur de zéro mixte, lorsque,
parmi ses composants, un aw moins est nul et un aw moins est infini.

Quand j’emploierai les mots quantités complexes, diviseur de z¢ro, in-

fini, sans spécifier davantage, ce sera toujours en sous-entendant apres
ces termes le mot ordinazre.

59. Padopterai encore cette autre définition :

L’inverse d’'une quantité a est la quantite

p— 8o,
a

En écrivant

i o ()
b1+b2+...+b,‘:£-+9—+...+° .
@ a, a,
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on arrive sans peine a se convaincre de I'exactitude des propositions
que voici :

1° Les composants de ['inverse d’une quantué complexe sont les inverses
des composants de cette quantité ;

2° L'inverse d’une quantité complexe ordinaire est une quantité com-
plexe ordinaire ;

3° L’inverse d’un diviseur de zéro ordinaire est un infint ordinaire, et
RECIPROQUEMENT ;

4° L’inverse d’un infini muxte ou diviseur de =éro mixte est un infini
muxte ou diviseur de zéro mixte.

§ I1I.

Le théoréme général.

60. Les calculs faits précédemment conduisent immédiatement au
théoreme général que voici :

La quantité complexe a de I’Ensemble & étant formée avec d autres
quantités b,c, d, ... du méme Ensemble, ¢ Uaide d’un certain nombre
des opérations élémentaires : addition, soustraction, multiplication, divi-
ston, s’obtiendra en calculant séparément chacun de ses composants.

Le composant a, se déduira des composants by, c,, d,, ... en efectuant
dentiquement les mémes opérations élémentaires qu on dott exécuter sur b,
¢, d, ... pour avoir a.

Enfin, dans chaque Ensemble partiel £, les caleuls sont tout a fait ana-
logues a ceux du calcul des quantités ordinaires, réelles ou imaginazires.

61. Application. — Ce théoreme est évidemment susceptible d’un
grand nombre d’applications : par exemple, si

a(lt a(g)‘ o d ay (l(l’),

[)(1)’ b(“—’), ce iy [)(IJ)7
R

[(1)7 1(2), ceey l(p)

sont p* quantités complexes de 'Ensemble £ et que I'on désigne leurs
B. ' 7
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composants respectifs au moyen d’indices inférieurs, on aura, sans

caleul,
Lal) a® .. alp) A2 LA a2 all) al? ... al’
O ) bp) oY b ... B B a® i B ? 50 b .. D
= =
= =+ + e
(1) Je (1) J(2) (p) (1) J(2) (p) (1) J(2) (p)
m oy e SRR ) oy Ll Lo 12 LY

formule que I'on vérifierait, du reste facilement, en développant le
déterminant proposé et appliquant la deuxieme propriété des compo-
sants.

Cette formule peut s’écrire en employant une notation évidente

A=A +A+...+ A,

et Tes déterminants A,, A,, ..., &, sont les composants du détermi-
nant A : on le voit en remarquant que A, est une somme d’éléments
appartenant & 'Ensemble &,.

Si A’ est un deuxieme déterminant (du méme ordre ou d’ordre diffe-
rent, peu importe) formé avec des quantités appartenant toutes a
I’Ensemble & et, sk A, A}, ..., A) sont ses composants, on en conelut

AN = A A, + A AL+ ...+ AA,

A_A 4 I S5
AL A A T

On ramene facilement les composants de A i la forme ordinaire. Con-
sidérons A,.
Soient
d&l): ai}f)g(u), ag): o(2) (1)

=g, HP=EPgw,

Si &, est une rmultiplicité @ 1 dimension, les lettres grecques qui figu-
rent dans ces expressions seront des quantités réelles et, si £, est une
multiplicité & 2 dimensions, ce seront des quantités inaginaires (qui
pourront d’ailleurs se réduire a des quantités réelles).

Alors, en appelant D, le déterminant déduit de Aw en y remplacant

1 (2) ()
al, af, ..., by, -..
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respectivement par

on aura
e g(!-L)DLL.
Done
A=g'D,+g'Dy+...+ g"D,.

DEUXIEME PARTIE.

AVERTISSEMENT.

62. But de la deuxiéme Partie. — Le théoreme général auquel nous
sommes arrivés dans le dernier Chapitre de la I*® Partie entraine cette
conséquence que le calecul des nouvelles quantités se déduira toujours
avec facilité du calcul ordinaire, et, & cet égard, le résultat obtenu est
complet, mais il y a un autre aspect de la question : les théoremes du
calcul algébrique ordinaire, suffisants pour effectuer les calculs dans
chaque Ensemble composant &,, &,, ..., &,, sont-ils vrais sans modi-
fication aucune pour ’'Ensemble & lui-méme? La réponse i cette ques-
tion se trouvera, pour une partie au moins, dans cette deuxi¢me Section
de mon travail.

Au premier abord, certains résultats obtenus par cette voie semblent
étre opposés aux théorémes algébrigues ordinaires; mais, en les exami-
nant de plus pres, on s’apercoit bien vite qu’ils en sont de véritables
geéneralisations et qu’ils admettent bien, comme cas particuliers, ces
théoremes eux-mémes.

Dans cet ordre d’idées, je signalerai, par exemple, ce quia trait aux
racines égales des équations algébriques (n° 79).

Un autre point assez important, ce me semble, recevra aussi quelque
éclaircissement dans le courant de I'étude que je vais faire; je parle
de la possibilité d’opérer dans certains cas sur les quantités de ’En-
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semble &, sans les exprimer au moyen de leurs composants, et de les
traiter alors comme des quantités ordinaires; cela n’étant pas toujours
possible, il m’a paru utile d’en donner quelques exemples dans ce qui
suit. On les reconnaitra sans peine (').

63. Remarques preliminaires. — 1° Dans tous les calculs que nous
allons faire, nous devons évidemment supposer que tous les termes
et éléments qui y entrent appartiennent au méme Ensemble &; car
nous ne pouvons pas imaginer de relations d’égalité entre des objets de
nature différente : par exemple, I'équation ax + « = o0, oll « serait
un pur nombre, tandis que @ serait une quantité complexe appartenant
a I'Ensemble £, n’a absolument aucune signification.

2° Il y a néanmoins un certain sens, dans lequel I'introduction de
quantités purement numériques n’est point absurde. Un exemple fera
comprendre ma pensée : soit @b un produit; pour qu'il appartienne
al’Ensemble &, il suffit que I'un des deux facteurs appartienne lui-méme
4 cet Ensemble, I'autre pouvant aussi lui appartenir, ou bien encore
étant simplement un nombre reel. Ce dernier cas, d’ailleurs, se ramene
facilement a 'autre; car, si @ est un nombre réel et que & appartienne
a 'Ensemble &, on peut écrire

b=1bg,,

ab—abg,—ag,b;

ag, appartient alors & 'Ensemble £. En vertu de cette remarque, on
pourra toujours, dans les raisonnements, supposer que les deux facteurs a
et b appartiennent a IEnsemble £.

On peut aller plus loin dans certains cas et admettre d’une facon
analogue les constantesimaginaires : cela aura lieu d’abord pour chaque
Ensemble partiel, qui sera une multiplicité a deux dimensions; et en-
suite aussi pour 'Ensemble £ lui-méme, si tous les Ensembles compo-
sants de celui-ci sont & deux dimensions.

3° Bien que plusieurs des points que je vais traiter n’excluentpas les
Ensembles composants a une seule dimension, néanmoins, sauf avis

(1) Poir, par exemple, les fractions rationnelles n°* 82 et 83.
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contraire, je supposerai généralement qu'ils en ont tous deux. Cette
hypothése sera bientot justifiée (n° 68).

CHAPITRE 1.

LES POLYNOMES ENTIERS ET LES EQUATIONS ALGEBRIQUES.

§ L.
La division de deux polyndmes.

64. Soient
V' - K ar=t, .

et
laxf 4 kPt .
deux polynomes dont tous les coefficients et la variable x appartiennent
a ’'Ensemble & (voirn® 63, 2°).
Supposons que I'on veuille effectuer la division du premier polynome
par le second, et, en outre, admettons que I'on ait

P >p et aussi {#O.

Alors (n° 60) on devra séparer dans chaque polynome les divers com-
posants, puis effectuer la division des composants relatifs aux Ensem-
bles correspondants, ce qui donnera les composants du quotient et
du reste relatifs au méme Ensemble partiel. On aura ainsi & diviser

la? + koal = .

pa[‘
11L7+ /\”i.lf{?_’ e

En posant

L=Xg®, K=wgh, ...,
;= e g,
xizél g<l)’ o
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(les Tettres grecques représentent des quantités réelles ou imaginaires ),
le quotient sera

[~ 1 ! L ep—1 [ L Ept ! f—q i
(A: &% + i &} —*'-'-)g(l_) — gtd NE a8 . = gt )‘_ig{;'—p_‘_'_. )
(08 + B .. )80 hED 4w Bl L A

Le quotient obtenu est unique, et il en est de méme du reste, s’il y en
a un. La somme de tous les quotients partiels sera donc unique égale-
ment, aussi bien que celle des restes, et I'on aura

7 A ‘N, ep Ny pp Y
T :‘g’(ﬁi’f P )+ 8" }—:E’; P ) g1 7\—’&_‘,’3 P ).

Or le deuxieme membre est visiblement égal &

i
’
=D
— P P,

/)

ot on voit qu’on eit obtenu directement le quotient, en effectuant la
division comme si les polynomes eussent été des polynomes dépendant
de quantités réelles ou imaginaires.

Cette remarque permet donc de simplifier le caleul,

g 1I.

Nombre des solutions des équations algébriques
en quantités complexes.
65. Soit I'équation
(39) F(x):a—]—b:c-—l—exzﬁ—...—1——15:”:0;
a, b, ..., [ peuvent étre considérés comme appartenant a I'Ensemble &
(n° 63, 2°).
Une décomposition de chaque élément de 'Ensemble & figurant dans

I’équation (39), en éléments des Ensembles-&,, &,, ..., &,, et lappli-
pation des régles de calcul données ramenent la résolution de cette
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équation a celle des r équations (')
ay+bixy+cxl ...+ Lxl=o,

ay+ byxy+coxl +...+ bLal=o,

ou bien, en écrivant respectivement
g, Big®y oy L hig® et Eighy
au lieu de '
a;, bl‘, ceey l,' et @z
on aura, pour ’équation relative a I’Ensemble &;,

g (o B+ yilf+. . .- L E)=o.

Il en sera de méme pour les autres Ensembles composants. Ces équa-
tions entrainent les 7 suivantes :

oy +51£1'+}’1£%—|—---+)\15'§):0;
(4o) oy + Bafa+-yabi .. X EE =0,
oty - Brér+ y,.E_f: i A8l =0

qui sont des équations algébriques ordinaires. Ces équations sont par-
faitement indépendantes les unes des autres, de sorte que 'on peut
assembler d’une maniére quelconque leurs racines pour former les
composants de I'inconnue a.

66. Une question importante s'impose dorc maintenant : Quel est le
nembre des racines de I’équation (39)?

La réponse & cette question est liée a la nature des coefficients a,
b, ..., Lde I'équation et encore au nombre des dimensions des Ensem-
bles composants. Il s’agit uniquement de savoir si toutes les solutions
des équations (4o) indistinctement peuvent étre prises; et si elles ne
peuvent pas toutes I'étre, il faut distinguer le nombre de solutions ad-
mussibles pour chacune des équations (40). Si

Ryy Ny wsey Dp

(1) Ce mode de résolution est indiqué par M. Weierstrass, dans son. Mémoire, p. 407
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désignent ces nombres pour celles d’entre elles qui sont respective-
ment affectées du méme indice, le nombre des solutions de I'équa-
tion (3g) sera
Ne= ny g .. 15
67. PrEmiEr cas : {74 ©. — Alors (n° 55)
Mo, haZ o, o A== Ol

Les r équations (4o0) sont du degré p exactement.

Premicre catégorie. — Parmi les Ensembles £,, &,, ..., &, il 0’y en
a aucun qui soit une multiplicité a une seule dimension. Alors, comme
chacune des équations (40) a exactement p racines réelles ou imagi-
naires et que les racines, tant imaginaires que réelles, sont admissibles
pour des multiplicités a deux dimensions, on a

nNy=—nNyg—...=N,=pP.
N=—'pt;

Dans ce cas, le polynome fondamental /(£) du Chapitre III de la
I*¢ Partie (n% 36 et suivants), doit avoir toutes ses racines imaginaires
conjuguées; il est done de degré pair, et I'on a

r=1in;
ainsi
In
N=p* ().

Remarque. — Parmi ces N solutions, il peut y en avoir d’égales (voir
plus loin, § IV).

Deuxieme catégorie. — Parmi les Ensembles &, &, ..., &, ily en
a qui sont des multiplicités & une seule dimension. Soit, par exemple,
&, un tel Ensemble. Parmi les racines de I'équation

o+ Bl + &l . .+ M=o,

dont, au reste, tous les coefficients sont réels, il faudra rejeter toutes
les racines imaginaires; des lors, p n’est plus qu'un maximum, que

(1) Ce nombre est donné sans démonstration par M. Weierstrass dans son Mémoire,
p. 410. L'auteur se place du reste dans le cas de /= O-.
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peut atteindre ou ne pas atteindre le nombre n, des racines convenables;
et ce nombre dépend completement de la particularisation des compo-
santsa,, b, ..., [, des coefficients @, b, ..., [de]’équation (39); il peut
méme arriver, si p est pair, que n, = o et, par suite aussi, N = o.
Dans tous les cas,
N=p?

est le nombre maximum des racines de I’équation (39).

68. Remarque I. — En Algebre, I'admission des racines imaginaires
permet d’énoncer ce théoreme général : que toute équation du p™® degre
a exactement p racines. Si donc on veut poursuivre rigoureusement
I’analogie du nouveau calcul avec I’ancien, on devra rejeter les Ensem-
bles &£, pour lesquels le polynome fondamental f(£) ne répondra pas a
la premicre catégorie; et ¢’est 1a une des raisons quijustifient I'hypo-
these faite au n° 63, 3°, que tous les Ensembles composants sont &
deux dimensions. Cette hypothese admise, on a, dans la formule

L
N=p* ,

la généralisation véritable du théoreme rappelé ici. En effet, pour
n = 2, on retrouve la formule
N=p .

69. Remarque II. — Ayanttoujours />~ O, si en méme temps a #= O,
~aucune des équations (4o) n’admettra de racines nulles, et I’équation
proposée n’aura pas, pour solution, un diviseur de zero. Les solutions
seront done toutes des quantités complexes ORDINAIRES (n° 58).

Sil#0O et a =0, 'une au moins des équations (40) admettra au
moins une racine nulle. Soient

’ ’ 1

By Mgy weny By

les nombres de racines nulles que possedent respectivement les équa-

(1) D’apres le procédé méme qui a servi a trouver la formule générale, cela devait étro
évidemment, ot par conséquent ce résultat n’a nullement la prétention d’étre une démon-
stration du théoréme fondamental de la théorie des équations algébriques, mais c’est une
simple vérification.

B. 8
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tions (40) (ces nombres pouvant d’ailleurs étre nuls), le nombre
des racines de I’équation proposée, qui seront des quantités complexes
ORDINAIRES, Sera
(p—r)(p—ny) ... (p—my),
et, par suite, cette équation admettra comme solutions
pr—(p—n)(p—ny) ... (p—n)

diviseurs de z€ro ORDINAIRES.

70. DeuxiiMe cas : {=O. — On supposera tout d’abord @ O. Alors,
en admettant comme racines les quantités que j’'ai nommées des in-
finis ordinaires (n° 58) et passant de 1'équation (40) a I'équation

par Papplication des propositions indiquées (n°59) et de la remarque II
(n° 69), on trouvera encore
N=pr=p*"
racines dont
pr—(p—n)(p—ns) ... (p—n)
sont des infinis ORDINAIRES.

[n,n, ..., n. sont des nombres analogues aux nombres 7,
., ..., n, du numéro précédent, et correspondent aux racines nulles
des équations aux inverses des équations (40)].

= O, a = O, mais l'un au moins des autres coefficients différent d’un
diviseur de =éro.— On pourra continuer d’admettre que chaque équation
(40) a p racines, dont un certain nombre sont nulles et d’autres infi-
nies (). On pourra dire alors que I'équation (39) admet des solutions
des quatre especes : quantites complexes ordinaires, diviseurs de zéro
ordinaires, infinis ordinaires, infinis miztes (n° 58). Le lecteur comptera
facilement le nombre des racines de chacune de ces especes; le

nombre total sera toujours
N=pt

(1) Cette maniére de procéder se juslifie de la méme facon que dans I'Algebre ordinaire,
en considérant les coefficients diviseurs de zéro comme des limites de quantites com-
plexes ordinaires variables.
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71. DERNIER cAs : Tous les coefficients sont des diviseurs de zéro. — Si tous
les coefficients étaient nuls rigoureusement, il est clair que 'inconnue x
serait absolument indeéterminée. J'exclus cette supposition.

Si, parmi les Ensembles composants, il ne s’en rencontre aucun pour
lequel tous les composants des coefticients, qui lui appartiennent,
soient simultanément nuls, on obtient les mémes résultats que dans
le cas examiné immédiatement avant celui-ci.

Si, au contraire, pour I'Ensemble £,, on a

ay==by=...=,=o,

£, n'est plus déterminé par les équations (4o), puisque I'équation d’in-
dice w a tous ses coefficients nuls. 1l en résulte que 'on peut donner
au composant x, de I'inconnue a telle valeur que I'on voudra, les
autres composants de x étant d'ailleurs parfaitement determines, s’ils
n’appartiennent pas & des Ensembles analogues & £,. En conséquence,
Iéquation (3q) est verifiee, dans ce cas, par une infinité de racines.

(

Ce cas est du reste le seul ot I'équation n’a pas exactement N :[)él
racines ; mais il est ¢rés remarquable que 1'équation (39) puisse avoir
une infinité de racines, sans que tous ses coefficients soient nuls.

Un peu d’attention permet d’énoncer ainsi ce théoreme :

Pour que ’équation ¥(x) = o ait une infinité de racines, il faut et il
sujfit que ses coefficients sotent tous des multiples d'un méme dipiseur de
zero ().

Pour fixer les idées, on peut supposer que ce sont les Ensembles
&y oy ooey & pour lesquels tous les eomposants des coefficients de
I’équation sont nuls, les autres ne rentrant pas dans ce cas.

Maintenant prenons un coefficient quelconque, @ par exemple, on a

A=0qjpy+ Aiga+ ... + Qp i
— (gl - g8 | |, 4 2N (&) F g+ . .+ B+ iy - Gria+ - . -+ a2),

d,d,, ..., actantdeséléments des Ensemblesrespectifs &,, &, ..., &,
absolument quelconques.

(1) Ce résullat si intéressant est da & M. Weierstrass (loc. cit., p. 408). Clest le der-
nier des trois points que, dans I'Introduction, j'ai annoncés comme ne m'appartenant pas.
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Opérons de méme sur les autres coefficients, nous voyons alors qu’ils
contiennent tous en facteur le diviseur de zéro

U - g elr)
La condition énoncée dans le théoreme est donc nécessaire, et,

d’autre part, on voit immédiatement qu’elle est suffisante.

72. Remarque importante. — Bien que I'équation admette alors une
infinité de racines, le polynéme ¥(x) n'est pas nul pourtovte valeur de x ;
car, toutes les racines en nombre illimité, qui vérifient F(2z) = o, ont
certains composantsabsolument déterminés ; de sorte que les théoremes
suivants restent rigourecusement exacts :

[. Un polynéme F(x) ne peut s’annuler pour ToUTE valeur complexe

de x, que st tous ses coefficients sont nuls.
1. Deux polynémes égaux pour TouTE valeur complexe de x ont les
coefficients des mémes puissances de x égaux entre eux deux a deux.

§ 111

La décomposition de F(x) en facteurs linéaires.

73. La division par x — . — Je suppose [~ O. Soit
=+ zy ..+ x, =g+ E g+ 58"
une racine de I’équation
(39) F(x)=o.

Je recherche quel est, sur cette équation, U'effet de la division de
F(x) par v — «'. Effectuer la division par x — ' revient a diviser
chaque composant de F(2) par le composant correspondant de & — &
on devra, par exemple, diviser

ay—+ by~ ..+ lyxf, par xy— @y,
ou
oy -+ Bubp .. Wl par Gu—cyu;

la division sera toujours possible des que x’ désignera, comme on le
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suppose, une racine de I’équation (3g). On ne sera méme pas arrété

quand certains composants de 2’ seront nuls; car si, par exemple,
x, = o0, c’est que, dans les équations

ay+ bpxy—+... .+ lyah =o,
O!M‘i— ﬁuzp =i '+)\P’E{1}' =05

on a
ay=o0 et oy=20;

on peut donc les diviser la premiere par «, et la deuxieme par &,.

La division effectuée, chacune des équations (4o0) aura son degré
réduit d’une unize : et les racines de la proposée correspondant aux ra-
cines restantes des équations (40) ne seront plus qu'au nombre de

(p— 1)
ainsi {’opération faite a enlevé

P'—(p—1)
racines.
Sir=1(n =2), une seule racine a disparu: le résultat de I’Al-
gebre ordinaire n'est pas contredit, mais généralise.

74. Des systémes fondamentaux de racines. — Soit
Do o onen Gapl
! N (
(A) Lyy Loy weey 2P,
: T L .
W B Bl ey @l

le systeme complet de tous les composants des valeurs de x qui satis-
font a I’équation (39). Vappelle systéme fondamental de racines tout
systéme de p racines ou chaque composant (d’indices ) quelconques)
Jigure une fois et une seule fois. Un systeme fondamental épuise donc les
pr composants. Pour évaluer le nombre des systemes fondamentauzx dis-
tincts, je suppose d’abord que tous les composants d’une méme ligne
du tableau (A ) ont des valeurs différentes ; alors, puisqu’on peut tou-
jours imaginer qu’on écrive les composants d’'une méme racine dans
ordre croissant des 7 indices inférieurs, on obtiendra précisément par
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les divers arrangements des indices supéricurs 7 a r
w=pp—1)...(p—r—+1)
racines distinctes, pouvant servir, si on les groupe p a p d’'une maniere
quelconque, a former des systemes fondamentaux tous distincts. Leur
nombre est donc dans ce cas exactement

_w(m—1)...(8—p+1)
I.2...p

Si un composant d’une ligne du tableau (A) devient égal & un com-
posant d’une autre ligne, il n’y a pas de réduction dans le nombre des
systemes fondamentaux, parce que les éléments de lignes différentes
étant relatifs & des Ensembles différents ne sont pas échangeables
entre eux.

Au contraire, si £;, termes de la /™ ligne deviennent égaux, le
nombre des systemes fondamentaux distincts se réduira a

a

-

Car, ayant d’abord écrit tous les o systemes fondamentaux comme
si les £, termes en question étaient différents, si 'on vient a prendre
¢gaux ces derniers, et qu'on se rappelle aussi qu'un systeme fonda-
mental épuise tous les composants, on voit que chacun des systemes
est éerit autant de fois qu’il y a de permutations des £;, termes égaux.

D'une maniere générale, désignant par '

A‘l’l) /1'1'2, e /1",'/'1

les divers nombres des composants de la ligne ¢ qui deviennentrespec-
tivement égaux entre eux, on aura dans tous les cas pour le nombre
exact des systemes fondamentaux distinets

S—‘ ag
= Tl gl Ky Ukl kgl kg

rjpt

75. Soit maintenant

Document numérisé par la Bibli i ire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 18 1



(63)
un systeme fondamental quelconque de racines, on a identiquement
(41) b‘(x):l(i—x’)(x—x”)...(x—x(m);

car on a successivement

v= P

F(..Z’):E(dl—l—- b[l’i+. & O lixf’)
(=1 '

:Z (ot Biki. ..+ 2;Ep) gD

i=t

:Z [Re(8a— &) (Be—ED)- - - (Bs— EP)] g0

:2 [l(x;— xp) (2 — 2}) . . (2 — 2P)]
=lx—2)(x—2a")...(x—2P);

F(x)peut donc se mettre sous la forme (41) de S maniéres différentes,
el cela quelle que soit la quantité complexe x.

76. CoroLrARE I ¢ Relations entre les coefficients et les racines. — Les
relations habituelles auront encore lieu entre les coefficients et les
pracines ', ”, ..., ", pourvu que celles-ci forment un systeme fon-
damental. Cela résulte immédiatement de la décomposition trouvée
(n°75) et du théoreme II (n° 72).

77. Cororame II. — Comme une racine quelconque de F(x) = o
fait toujours partie de I'un au moins des systemes fondamentaux dis-
tincts, la décomposition des polynomes en produit de facteurs linéaires
au moyen d’un systeme fondamental montre tout de suite que si les
équations

F(z)=o0 et o(z)=o

ont une racine commune x', elles admettront le diviseur commun

xz—x'.

Plus généralement, si

gty wt, .., @t
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sont ¢ racines faisant partie d’'un méme systeme fondamental, tant dans
I’équation F(x) = o que dans I'équation ¢ (x) = o, les deux polynomes
F(x) et o(x) auront le diviseur commun

(z —2 Y (xz—2a") ... (x—2®).
§ IV.
Les racines égales.

78. Nombre des racines égales. — Ecrivons I'ensemble des pr com-
posants trouvés par la résolution des équations (40):

g Wy EBle aoon s
(A) i o R 2P,
vn e ey

Gy Ghm  uacyg @Eitc

Si I'on suppose différents tous ceux qui ont méme indice inférieur, il
est évident que les pr racines de 'équation (39) seront également dif-
férentes. Supposons toutes ces racines écrites, et puis imaginons main-
tenant que <,, des éléments de la derniere ligne deviennent égaux

entre eux, les autres éléments de la méme ligne ou des autres lignes
restant distinets, I'ensemble des racines se partagera en

(p—rn)p™!
racines inégales et
Pr'—l
groupes de t,, racines : les 7,, racines d’un méme groupe étant égales
entre elles, mais les groupes différant les uns des autres.
Si 7,, autres éléments de la méme ligne deviennent égaux, puis <,
autres, etc., enfin 7,;,, on aura

(p—tr— Tra—- oo — ) P71
racines inégales :

pr—! groupes distincts de ., racines égales entre elles,
pr“l » » D Ty » »
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Si 'on a soin d’admettre les valeurs de 7,; égales a I'unité, on aura
P—Tr— Tpa— e o— Tpj, =0,

ce qui simplifie le calcul; les groupes restent distincts entre eux.
Le nombre des racines distinctes est en définitive actuellement

Jrp'
Si maintenant nous opérons de la méme maniere sur les éléments de
la r — 1®me Jigne, en tenant compte des changements déja survenus
dans la ri¢me et si
Tl'—i,i) 71'_—1,2) GC 0 Tl'—-j,jr_.,

sont les nombres analogues aux nombres

Tris Tras ooy Trjm
avec la condition
Tpat T+ Tr—t,2 e o = Tpt,jo, — P>

les p"—* groupes distincts de 7,, racines égales vont donner lieu &

p’ % groupes distincts de t,,7,—;,, racines égales,
pi=2 » » D TpTrot,e » »

r—2 = X
p » » D T Trt, i, PV »

Un fait semblable aura lieu pour les p™=' groupes de t,, racines
égales, etc.
Le nombre des racines distinctes sera alors de

JrJr=1 P2
Continuant de la sorte et prenant des notations analogues, on arri-
“vera 2 montrer que les racines de I’équation se partagent finalement en

groupes de
TripTr—1,0p— Tr—2,ip_s* * * T1i,

racines égales entre elles, les indices recevant de toutes les facons
possibles toutes les valeurs dont ils sont susceptibles. Le nombre des
racines distinctes sera alors ‘
JrJr—1-+J15
¢’est-a-dire le nombre des racines distinctes de I’équation (39) est égal au
produit des nombres des racines distinctes des équations (4o).
B. 9
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79. Recherche des racines égales. — Considérons le polynome F'(x)
déduit de F () par Papplication de la regle de dérivation, comme si les
coefficients des diverses puissances de «, et x aussi, étaient des quan-
tités ordinaires, F'(«x) sera encore pour nous la deripée de F(x). On a

=T
F(z)=0b+2cz+.. -+Plx"‘1:Zg“’<©i+ 2y:8i+. ..+ phEPTY).
i=1
Pour résoudre I’équation F'(x) = o, on devra donc écrire les r équa-
tions
(42) Bitoyilit.. . +phETt=0 (i=12,...,7),

et 'on voit de suite que si F(a) =0 a des racines égales, au moins
une des équations (4o) aura aussi deux ou plusieurs racines égales,
et, par suite, cette derniere aura une ou plusieurs racines communes
avec I'équation (42) de méme indice qu’elle.

Dans tous les cas, cette remarque permettra de trouver les racines
¢gales de la proposée. Toutefois, et c'est la un fait digne d’attention,
I'existence d’une racine multiple 2" dans I'équation proposée n’entraine
nullement I'existence de cette méme racine 2’ pour I'équation dérivée,
et d’autre part, cependant, on n’a point la une contradiction du théo-
reme ordinaire de I’Algebre, comme on va le voir.

Reprenons la considération des systémes fondamentaux de racines
(n® 74). Observons que l’équation proposée peut avoir des racines
multiples sans qu’il soit possible de trouver un seul systéme fonda-
mental contenant deux racines égales entre elles; il suffit, pour que ce
cas se présente, que les p valeurs trouvées pour le composant relatif
a 'un des Ensembles partiels soient distinctes, tandis que, pour
d’autres Ensembles partiels, certaines sont égales.

On reconnait en méme temps que la condition nécessaire et sujfisante
pour qu'tlexiste un systéme fondamental ayant deux racines égales est que,
pour chaque Ensemble composant &,, &,, ..., &,, on trouve au moins
deux valeurs égales des composants de x.

Il en résulte que chacune des équations (42) doit avoir une racine
commune avec I'équation (40) de méme indice. Et 'on peut énoncer
ce théoreme :

Pour qu'tl existe un systéme fondamental de racines de I’équation
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F(x) =0 ayant deux racines égales, il faut et il suffit que I’équation
F'(x) = o ait une racine commune avec l’équation F(z) = o.

Plus généralement, pour qu'il existe un systéme fondamenial de ra-
cines de I'équation ¥(x) = o, ayant exactement p racines égales entre
elles (tout autre systéme fondamental étant de plus supposé ne pas admettre
cette racine plus de p fois), il faut et il suffit qu’il existe ¢galement, pour
Uéquation P'(x) = o, vN systéme fondamental Av moINs, ayant p — 1 ra-
cines égales a cette méme racine, et qu’il n’en existe pas | ‘admettant
plus de p — 1 fois. St 2 est cette racine, F(x) et ¥/ (a) admettent alors le
dipiseur commun (x — 2/ )P,

Ces théoremes ne contredisent pas ceux de I’Algebre ordinaire,
puisque alors il n’y a jamais qu’un seul systeme fondamental.

§ V.
De la racine pir* d'une quantité complexe.

80. Soit
a=a,+ G+...+a, = g+ g +...4+ o, g

Nous supposons que tous les Ensembles composants sont des multi-
plicités 4 deux dimensions, afin de pouvoir admettre des coefficients
imaginaires ( n° 63, 3°).

Il est clair que

— pr— = O i
(o) (1//(6 i \/fxlgl—F' Taltj/dzg”-‘i—. . .+Tr\/al’g(,)

(ol Ty, %3y «-.» %, sONL des racines pime de I'unité qui, du reste, peu-
vent ne pas différer) est une quantité qui, élevée a la puissance p,
reproduit a; car, en appliquant les régles de multiplication que nous
cONNaissons, nous avons

PI—\p Py P/ Py— iy \P
(\/a)l = (71 Vo, g+t ong’ +. . .+ =V, 80)
=tPo g+l g +. ..+ ha g

:051g’+ fng”—i“-- -+0(7'g(r)'

. S SN - o R A S - .
Aussi la quantité Ve, définie par I'égalité (o), sera dite une racine
\ 5}
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pme de a. On pourra encore, si I’on veut, I'écrire
‘:/E :Tl};/a—'—‘fgf/a_g““. . .—\—T,‘i\,/a,_.

ou méme simplement
Va, +V{a, +...+ Va,,

en se rappelant alors que chaque radical est susceptible de prendre

p valeurs.
1

. 6. 5 5t . o ) 7 S
On voit qu'il va p” = p* racines p*®¢ d’une méme quantité com-
q P P
plexe a.

81. Remarque. — Avant de quitter les équations algébriques, sur
lesquelles il y a sans doute encore beaucoup a dire, notons qu’on peut
se proposer la résolution de ce que jappellerai une équation partielle,
c’est-a-dire la recherche des valeurs de « propres a satisfaire a la rela-
tion

F(z)=0.

On voit tout de suite que cette question a de sa nature une infinité de
solutions. Néanmoins, toute valeur de « ne répond pas a la question;
car, F(x) étant toujours de degré p, il ne peut y avoir plus de p valeurs
de x qui rendent nul un composant déterminé de F(a). La question
sera d’autant plus déterminée qu’on exigera plus de composants nuls.

Par exemple, si 'on veut que le troisieme composant de F(z) ainsi
que le quatrieme soient nuls, ce que I’on pourra écrire

F (.iC) — [9]3,’9,

il n'y aura que p* systemes de valeurs x, et x, vérifiant cette équation
partielle.
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CHAPITRE 1I.

LES FRACTIONS RATIONNELLES.

82. On a vu que, si
S ()

était un systeme fondamental quelconque de racines de I’équation

F(z)=o,

on avait identiquement

Fz)=l(z—2') (z—2")...(z — x®))

en supposant /7= O (ce que nous continuerons & faire).
Considérons maintenant la fraction

JS(=)

F(x)’
ou /(@) est un polynome entier de degré quelconque p' < p (*).
Désignons par
Fy(2,), Fo(2y), ..., ‘F,-(\Z‘,A)
et

Si(z), fa(ze), ..., [fr(2))

les composants respectifs des deux polynomes; on a toujours

F(z) = Fi(ay) Fy(,)

Sz
Frlap)?

A= vt
en posant

Jilz:) =o:(E) g™,
Fi(z:) =®;(&:) g,

(1) On peut toujours supposer que I'on est dans ce cas; car, si le degré de Sf(a) btait
supérieur ou égal a celui do F(z), une simple division ordinaire (n° 64) raménerait a ce
cas, comme dans le calcul algébrique ordinaire.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC — Cote : HF uf 166 18 1



(70)

cette égalité devient

/(’I) o (5‘1) (,32(22> )n 91(21) o(r)
Ik ALK XALIRE XA

D'apres Ihypothese /22 O et en admettant qu’aucune des équa-
tions
Q;(¢)=o
n’a de racines multiples, chacune des fractions rationnelles entrant dans
le second membre de 'égalité précédente est décomposable exactement
en p fractions simples; on a, par exemple,

A AP
st ‘*"g ,(p)g

—C

c. !
I((_E )) ér(f)_——__ Zoil___‘)l er’r(l')._‘_
1

ATy

7
1'

=

\f\\‘

t

g

et cela d’une seule maniere.
Ayant effectué la méme operatlon pour chaque fraction, supposant

que Te systeme fondamental (ce qui est permis) soit

=t g+ +...+&8",
2 =8+ g . ..+ 58"

et posant encore

A = A g+ oy &+ A gD,
uIlSL,: m!\s 1 ér —+ oj‘.) O”—i— = n,%’,/, éj().)’
0 B G000 508 6o B S 6 B 60 B O B ,
on aura
Sley A A
Flo) z—2a'  o—2' ' a—az¥

Cette décomposition en fractions simples peut se faire évidemment
dautant de facons qu'il y a de systemes fondamentaux de racines,
pourvu toujours que F(a) = o n’ait aucune racine multiple.

En particulier,

I:’ .rj o o o
‘( _ _ &0 o -1 T 8o
F(z) =

& xr—x x — 2P

83. Supposons actuellement que ©,(%;) admette une certaine racine,
par exemple, £, au degré u de multiplicité, on aura

o (E A K
‘Jlk-'l‘. o (1) — ——01£4 —+ .(—jfl__—- 4. ..+ ﬁ—l] g(z)_*_
, . % 2 %
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Bien qu'au deuxieme membre figure en réalité le composant de
rang i

i g Aigh L AP0
(zi— )t~ (zy—a =t T —
de la quantité
e)lg’ o,‘{-)” Ql)(‘u,)
+.t

(.x—x’)l‘+(aﬁ—x’)¥*—‘ z—z’

S(z)
F(z)
fractions simples, comme s'il s’agissait de polynomes composés avec
des quantités réelles ou imaginaires. On voit néanmoins que cela sera
encore possible, toutes les fois que chaque équation

on voit qu’il ne sera pas possible, en genéral, de décomposer en

D,(()=o0 (i=1,2,...,7)

contiendra le méme nombre de racines distinctes que chacune des
autres, et que, de plus, les degrés de multiplicité seront les mémes,
de sorte, par exemple, que si D, (&,) = o admet une racine triple, deux
racines doubles et les autres simples, P,=o0, &, = o, ... devront ad-
mettre chacune : une racine triple, deux racines doubles et les autres
simples. Pour arriver au résultat désiré, on choisira le systéme fonda-
mental des racines, de maniere que tous les composants d’'une méme
racine de ce systeme correspondent & des racines de méme degré de
multiplicité des diverses équations ¥, = o.

CHAPITRE IIT.

LES SERIES.

84. Je dirai qu’une série de quantités complexes
AW+ A® AP

est convergente quand les 7 séries composantes le seront elles-mémes,
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a savoir
(1) (2) (p)
al' +aP ...+ aP' 4.,
d(“—l—-d(?'—f—. -+(Z(p)"|—‘. ,
......................... .
all! 4 aP +. . 4 all +..

A son tour, chacune des séries précédentes sera dite convergente,
quand la série des coefficients affectant la quantité g™ correspondante
sera convergente.

Ainsi la série

al +a +.. . +af) +...
=l g™ @ o) ol g+ ..
— 2 [l 4+ a4 alf .. L]

sera convergente si
o' + o o

I'est. Cette série étant une série a termes réels ou imaginaires, on est
ramené a ’étude des séries ordinaires.
Soient deux séries a termes complexes

bo=AM+ A@ 4+ AP 4|
W=BWO 4 B® . 4 B® 4.,
ou bien
o = Nt Rag o= Loy
Vb =+ Wby + . oo~ Vb,
en posant
doy=alt +al¥ . .+ a4,
W= b b = P L
(B=T1,2,, vy L)y

le produit des deux séries & et b sera

AoUh = Qo Uy - Moy Uby 4. . . + Nopthyy

le produit &, w,; étant effectué i la maniere ordinaire pour le produit
de deux séries.

Les séries ordonnées suivant les puissances croissantes d’une va-
riable complexe « n’offrent pas de difficultés, parce que I'on a

‘r}:(xi—f—.l‘z—’r-+x,))‘:l‘?—|—x§—|—+xlr
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Si
a+bxr +cx?+...
est une telle série, il faut observer que tous les coefficients, sauf «,

peuventétre de pursnombres; @ doit forcément appartenira ’'Ensemble&
(n°63).

CHAPITRE IV.

PREMIERS PRINCIPES DE LA THEORIE DES FONCTIONS.

8§ 1.
Dérivées.
85. Soit
=2+ T+ o+ X, =58+ g+ g™
une variable complexe, £,, 22, ...,k étant des variables indépendantes
réelles ou imaginaires.

Soit encore F(«) une fonction de la variable x. Afin qu’a chaque
valeur de « appartenant i ’Ensemble £ la fonction prenne elle-méme
une valeur appartenanta ce méme Ensemble, nous devons exiger qu’elle
puisse toujours se ramener a la forme

F:FI+P‘2+~'-+Fr:‘1)1g’-{—d)70"”—(— +([)g

O,, d,, ..., 0, étant des fonctions réelles ou imaginaires des variables

z

4
Cis G2y e vy Spe
Regardons d’abord «, ou £, comme seul variable; on aura alors
Azr = Az, =— g'AE,,
et 1l en résulte
AR _A®, g AQ,
Ax — AE g AE

AD, o
+...+ —
AL, g

%‘PQ

., Ad; , . e
Chacune des quantités ~=* est réelle ou imaginaire, et l'on peut la
=l

B. 1o
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(2 ; T
supposer finie et déterminée. Mais le facteur é;;,— qui multiplie cette
quantité n’est fini que pour i = 1 (n° 56 et suiv.), auquel cas on a

g(i)

&

/
::—g—;:g’.

!

Pour que I'égalité précédente ait un sens admissible, il faut donc
exiger
AD, ]
—_— = our l I.
B, o0 P =
. L) ?‘

En regardant comme seuls variables successivement Ein Ep v iy D000
se convaincra sans peine que chaque fonction D, doit étre fonction de
la seule variable &, de méme indice, ou encore que le composant F,
de ¥ n’est fonction que du composant de méme indice de la variable inde-
pendante. S

Supposant maintenant cette condition remplie et laissant variables

tous les composants de x, on aura, pour la dérivée de F(x),

dF  d®, , do, do,
—_——= — e S > .
dx dfl E dzg 2 dér g

D’ailleurs rien n’empéche d’écrire

AR o — Ry

dgi 2 ik dxi’
d’olt ce théortme : « Les composants de la derivée d’une fonction sont les

déripées des composants de cette fonction par rapport a lunique composant

dont ils dependent. »

86. Le théoreme général (n° 60) permet d’affirmer que toutes les
fonctions composées avec la variable 2 au moyen des seules opérations :
addition, soustraction, multiplication, division, satisfont & la condition
que l’on vient de trouver.

De méme, toute fonction définie par une série convergente procédant
suivant les puissances enticres et positives de la variable x satisfait a cette

condition.
Egalement toute fonction définie par une série convergente dont les
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termes sont eux-mémes des fonctions vérifiant la condition indiquée la
véryfiera elle-méme.

87. Remarque. — La condition précédente est nécessaire, soit que
tous les Ensembles partiels aient deux dimensions, soit qu’ils n’en
aient qu’une; mais on doit en outre exiger que la fonction @, de &, soit

une fonction réelle de &;, si ’'Ensemble &, est une multiplicité & une
seule dimension.

§ 1II.

Classification des fonctions.

88. Une valeur de &; étant figurée par un point dans un plan, on
pourra 'appeler le point ; ou le point «;; et 'on pourra dire de méme
le point @, au lieu de la valeur de «; pour ce dernier, il y aura lieu,
plus loin, de distinguer le cas olt « est nul ou bien est un diviseur de
zero : on est donc amené & parler du point zéro, d’un point diiseur de
zéro d’ordre p, p étant le nombre des composants @; qui sont nuls; si
p =r, x est le point zéro lui-méme.

Contourner un point x', ce sera faire décrire aux divers points compo-
sants de x des chemins fermés autour des points composants de x'. 1l n’est
pas nécessaire que tous les composants de @ varient.

Vappellerai intérieur de I’espace X I'ensemble des valeurs complexes
de 2, pour lesquelles chaque variable &; reste intérieure 4 une certaine
courbe E; du plan représentatif de cette variable imaginaire &,.

La fonction F sera dite monogene tant que chacune des fonctlons Fys
Fy, ..., F, restera fonction monogene de la variable dont elle dépend,
c’est-d-dire tant que @,, ®,, ..., @, seront respectivement fonctions
monogenes de §,, &,, ..., &,.

F sera uniforme pour toute valeur de « intérieure a I'espace X, quand
O;(i=1,2,...,r) sera uniforme pour toute valeur de ¥, intérieure a
la courbe E,.

Les propriétés qu’aura F(x) d’étre continue et d’étre holomorphe se
définiront d'une fagon pareille.

F(a) sera méromorphe a I'intérieur de X, quand une ou plusieurs des
fonctions ®; seront méromorphes a I'intérieur des courbes correspon-
dantes &, les autres restant holomorphes.
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On voit immédiatement que, si une fonction F(x) est holomorphe a
Pintérieur de X, il en est de méme de toutes ses dérivées successives.

§ Il
Série de Taylor.
89. La serie de Taylor est applicable aux fonctions holomorphes de la
variable complexe x. — Soit '
=2+ &+ A x, =8+ g .. +Eg"

une valeur de x intérieure i I'espace X, dans lequel F(«) est holo-

morphe.
Autour de chaque point &}, décrivons un cercle C; tout entier inté-

vieur & la courbe E; et appelons sphere I I'espace I comprenant toutes
les valeurs de « qui correspondent? toutes les valeurs des quantités &,
respectivement intéricures aux cercles C; (r=1, 2, ..., 7).

Je disqu’on aura

@) F@)=F(@)+ Z=Z Fat)+ E=E par)

On a, en effet,

F(z)=F,(z,) +Fa(xs) +...+F,(2,)
=®,()g +0u(E) g +. ..+ 0. (5) 8"

d’ailleurs, par hypothese,

&u(8) = @8 + 2= H oy + G B ey +..

(I=1,2,.. .57 ):

Done
Fila)= D, (E)g + Q,E)g"+...+ D,.(E)gm
E—w 1 et ! £y — ; I gt " 7_5; 1ol
et S N A = I ACAP R ACAY L
(44) ¢ §
’ + 411—2—1) (I)U(E/)g""‘(& E (I)fl(a )g”—i—--.—l- E[ 51) (I)r/(;r)g(l)
A e PSP o S B I R D RO AR RO S ST
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or, d’'une maniere générale,

§— &P N ol
(1—5—)1 o (&) g

est le 7™ composant de

(2 =2 vy
I.2...A Eh =),

Des lors, la formule (44) donne immédiatement la formule (43) qu’on
se proposait d’établir.

Inversement, on verrait sans peine que toute fonction F(x), déve-
loppable en série convergente suivant les puissances entieres et posi-
tives de ‘ 7

a0 — !

dans une sphere 1 est une fonction holomorphe a l'intérieur de la
sphere I".
§ IV.

Fonctions inverses.

90. La fonction inverse d’une fonction
¥(z)=F,(2)) + Fy(2,) +. ..+ F.(2,)
sera la fonction dont les composants sont les fonctions inverses des
fonctions composantes de
y =F(x).
Quant i la fonction inverse de la fonction composante
Hn— F; (.7,‘,-),
pour la définir, posons
2 =E8",  yi=ng®,  Fu(@)=0:(&)g".
I égalité | ’
n: g8 = 0;(&:) g™

exige ‘
n;= (&) ;
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ce="W, (),

posons

d’our
Eigh="Ti(n;)g",
et, en faisant ¥;(n;)g? = $(y:), x: = &(y;) sera la fonction inverse

de la fonction y;.

91. Le théoreme sur la dérivation des fonctions inverses subsiste en
y remplacant évidemment 1 par g,.

En effet, P ., ) y
%:£+Eﬁ+"'+£’
gJ—v—_—iae—’—I—C-l’m—Q—|—...+—C&',
dy —dy,  dy, dy,

dy de _dy, doy __dys dey | dye day,
dx dy =~ dz, dy, dx, dy, dx, dy,

Or, d’'une maniere générale,

dy; dey ;A Pi(E:) g(i)dlpi(ﬂf)

= ‘ = g
dz; dy; — ° di; dn;

et, par conséquent,

d.)/ dx___ ! olf r) — o
dx 'a?, =& + +e 8 =80,
C.Q.F.D.
§ V.
Différentielles et intégrales.
92. On a
F(z) =F(z)) + Fo(22) +.. .+ F,(2))
et
=2, +&y +... 2 =58 +Eg +...+E&g",

de =dx,+des+. .. +de, = g'dé; -+ g'déy +. ..+ gm dé,.

Done
F(z)dx =F,(z,) dz,+ Fy(2y) dzs+. ..+ Fo(2,) dz,.

Il n’y a plus actuellement aucune difficulté & définir une intégrale
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prise entre des limites complexes : il suffit de la considérer, suivant
I'usage, comme la somme de ses éléments différentiels. On aura

br

b by by
fF(x)dx:f F,(xl)dxl—f—f Fo(z2) dgt.. . | Folz:)de.

ar

(e=a+ay+...+a,, b=0b,+ by+...+0b,);

maintenant

b; Big® Bi

(45) Fi(“‘i)dxi:f (Di(ii)dgig“):gmf @, (E:) e,
a; o g0 o

et 'on est ramené au calcul des intégrales prises entre des limites

réelles ou imaginaires.

La formule (45) et les regles de calcul des quantités complexes
montrent de suite que l'intégration de tout polynome entier ou de
toute série convergente procédant suivant les puissances entieres et
positives de la variable peut s’effectuer par les regles du calcul ordi-
naire, comme si la variable et les coefficients n’étaient pas complexes;
mais la constante a ajouter doit toujours étre une quantité complexe
faisant partie de I'Ensemble £.

CHAPITRE V.

DE QUELQUES FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

§ L

L'exponentielle complexe.

93. Pour définir ’exponentielle complexe ¢” (ol x =2, +...+ x,),
définissons d’abord ses composants. Pour cela, nous posons

22 P
Xy ; Xy .
Soamp = SR

e¥i— e&ié’(i) :g(i) gE,‘:ér(i) 4 ﬁl -+
I 2 2.0, p

1
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¢ est alors une exponentielle ordinaire, et I'on a
et — e% 4+ e¥s .., .+ e%r

=gletitrglehd.. .+ gMes

x x? x?
1 1.2 <85 P

9%. La propriété fondamentale de I'exponentielle, savoir

ex ey — exr+y

est conservee.

Posons :
y=y1+yi+.. .+ yr=mg + g +...+ 0,87,
on a
erey = (e*1+ €% +...+e¥r) (Vi + ¥ ...+ e¥r)
— e%ie¥r + e¥:eY: ...+ e¥*re¥r,
Or
ere¥i — g(i) ei;g(i)em — g(l') el — ertyi;
done

exel — eXitYi 4 %ty ., .+ e%rTYr — e* Y,

95. L'exponentielle complexe admet r périodes, car chacun de ses rcom-
posants en admet une :

¢® ala période amy/—1 g,
puisque
o — g(i) ebi— g(i) e?ﬁ\/——l+ii - eaﬁ\/——lg(ih—x‘-_
Les r périodes sont donc
amy/—1g, amy—i1g’, ..., 2my—i1g®,

et 'une des périodes déduites de celles-la est

amy/—1g,=2my—1g' 4+ amy—1 8" +...+amy— 18",

96. On a
iex:————' e%: - —— g% |- + —— e*r
dz dx, dx, dr,
or
d a
— % — o) — g% — r(lJeEL——ex,
[ZI‘,' 2 Cl:, 8
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— e —e~.

dx

§ IL

Les fonctions complexes sinx et cosx.

97. On pose

sinz =sinx, + sinx, +. ..+ sina,,

COSZ = COSXy - COSZy—+. ..+ COS,
avec

B e ) o E_O"(i) ‘gi E? . I"?
sinz; = gWsing; = g0 (> — 25 +... |J=ai— 5+

z:— g eost, = o0 1— == —t =g
cosz=g s&i=g 1.2+1.2.5.4 g 1.2.3.4

Il en résulte

. @ P Wed
SN = T~ 123 " 1.2.3.4.5
x? v
csr=go— 15 *io3g T
98. On a
sin?z + cos’x = go;
car

sin?z + costx = (sinx, +sinz, +...+ sinz,)? + (Cos &, + COS Xy ...+ COS 2;.)*
= (sin2x, + cos?z,) + (sin’x, + cos? x,) +-...+ (sin*z, + cos*z,)
=g'+g"+...+5"=80

puisque I'on a
sin?x; + cos?x; = g (sin2é; + cos?&;) = g,
99. Des développements en séries, on déduit facilement

cosz +\/—1sinz = V=12,

cosz —\/—1sine = e V1%,

d’or les formules d’Euler généralisées, et cette conséquence : que les
B. I
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nouvelles fonctions sinx et cosz admettent chacune les r périodes
omel angl, ., 2ngd)
et cette autre période qui se déduit des précédentes
amgo=2ng +aomg"+...+ amgt".

100. On a aussi (n°85)

2 sin 4 sinx; + ¢ sinzg+...+ sinx
—_— = =—=— SIN& — v e R ie
Y dx ¢ dz, :

d‘v dxl 2
Or
sinx,»:g‘” i}_ SiDEi: g(i) COSgi — COSx;;
dx; de;
donc
ad .
— SIN&x — COS &.
dx
On trouverait de méme
d .
— COS&x —=—SIn.
dx
§ III.

Le logarithme complexe.

101. Considérons la fonction inverse de e®. D’apres la définition
donnée plus haut (n° 90), la fonction inverse de

)/i:e“{
est
@y =g Lng;

nous conserverons le nom ordinaire : logarithme et nous poserons

X — g""Lm: L)’i'
On aura alors

r=x+ x3+...+2,=Ly,+Ly,+...+Ly,

et, par définition,
Ly=Ly;+Lys,+...+Ly,.

102. La propriété fondamentale des logarithmes, savoir

(46) Lu + Le=Luy,
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subsiste, car
Lu =Lu; +Luy +...+Lu,
Ly =L¢;, —+L¢y -...+Ly,,
Luy=Lu;v;+ Luyvy~+...+ Lu,¢,.

D’ailleurs, posant en général

;= gy, et =R
on a
Lu;vi= g®Luvv;= gWLv;+ g Lv;= Lu;+ Ly;.

La formule (46) en résulte immédiatement.

103. Actuellement, pour conserver « comme variable indépendante,
prenons la notation
y—=VLu,

lorsque « contourne un point digiseur de zéro d’ordre p (n° 88), y se
reproduit augmenté de p périodes.
On pourra plus généralement considérer la fonction

y=L(z—2a),

' étant un point quelconque.

104. Déripée :

dy _ dy, | dys . ay,
i S

d..’lz dxi

- d -
L(z;— z))= g ;,EL(EZ-— &)= S5

dy _ &

de  xz—2'

et, par suite aussi, la valeur indéfinie de I'intégrale

de [ gidx
x—a ) x—2a

L(xz—2").

est
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Mais, pour passer de la a I'intégrale

* dx
77
. x—x

x

il faudra tenir compte du chemin suivi pour se rendre du point ” au
point z” (n° 103).

§IV.
De l'intégrale f da .
V(go— 2?) (80— k> 2?)

105. % désignant un nombre réel ou imaginaire ('), on a (n°80),
pour la quantité

V(go— 2?) (g0 — Ka?),

les 2” valeurs comprises dans la formule

V(go —w‘z)(éfo—/fW)
— o VF— D E— D + /T —aDE —Ba) + ...+ V(g — 2D (g — )

(Tis T2y -« +» T, sONt des nombres égaux & +1 ou —1).
Prendre une valeur initiale déterminée du radical, ¢’est prendre un
systeme particulier de nombres <. Supposons cela fait : on aura

/7 =
_f dz, +/ dxy f .
Ve—en—Fken J Vig—a)ie—ka =GR

ou bien encore

g i g™ de, -
/\/(I—~EZ)(I - k*E1) L/ﬁ\/(l—E ) (1— AUES ) e /\/(1—53)(1—/@53)

106. Chaque intégrale composante a deux périodes : il en résulte

(1) On pourrait méme, si I'on voulait, prendre & complexe; le lecteur verra facilement
les modifications qui en résulteraient.
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(85)
que 'intégrale proposée admettra les 2r périodes

4Kg', 4K g, A
oy/—1K'g’, 2y/—1K'g", e, 2y—1K' g™,

K et K’ ont le sens qui leur est attribué d’ordinaire dans la théorie des
fonctions elliptiques.

Quelques-unes de ces périodes s’ajoutent chaque fois que ’on con-
tourne un point critique, ¢’est-a-dire un point , pour lequel quelques-
uns des points composants correspondent aux valeurs qui annulent le
radical relatif au méme Ensemble partiel.

Par exemple, si '

V=V, +Vot...+V,= 08"+ 08" +...+ 0,87
est la valeur de 'intégrale prise de o & « le long d’un chemin rectiligne

(¢’est-a-dire rectiligne pour chacune des variables £,), toutes les valeurs
de I'intégrale

fx dx
o V(ge— @) (g— B2a2?)
seront comprises dans la formule
(0,4 4m, K + 2am', J—1K') g’ +(vs+ 4ms K + 2m/—1K') g"+. ..
+(op+ hm, K + 2m;,\/———IK’)g(").
107. Enfin, on n’aura aucune peine a définir sna:; on posera

SNZ = SN&y+ SN&Ly—+. ..+ SNL,

et
snz; — g sng;.

La fonction y = sna est bien alors la fonction inverse de

/‘ dy
V(go— ¥*) (80— R2y?)

d’apres la définition donnée plus haut pour les fonctions inverses.
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TROISIEME PARTIE.

CIHAPITRE L

NOUVEAU FONDEMENT DE LA THEORIE DES QUANTITES COMPLEXES.

108. Ainsi que je I'ai annoncé dans I'Introduction, je me propose
d’exposer, dans cette troisieme Partie, le remarquable travail de M. De-
dekind. La voie que nous allons suivre est absolument différente de
celle qui précede, et je dois avertir, afin d’éviter toute confusion, que
désormais les quantités sur lesquelles nous raisonnerons sont de deux
sortes : les premieres sont les quantités réelles et imaginaires du calcul
ordinaire; les autres sont certaines quantités que nous nommerons
multivalentes (MEURWERTHIG), en attachant & ce mot un sens qui sera
ultérieurement expliqué et qui fait dépendre ces quantités de certaines
substitutions. Les premieres quantités pourraient, par opposition,
prendre le qualificatif d’univalentes.

109. Considérons le Tableau E :

‘ Ci1y  Ca1y ...y Epy,

. €5 €9y oo €9

/ 12y 229 ) n2s
(47) E ¢ i ,

.y o H .

( €in, Cans ® 5 ey €nn

de n* nombres quelconques, réels ou imaginaires, assujettis toutefois
a avoir un déterminant

€1t €y ... €p

' Poo Ghy  sse G

(48) e— 1 n
elll e?ﬂ ey ellll

différent de zéro. Associées par lignes, ces quantités forment 2 systemes
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de n quantités, dont le type général est

€15y Casy ey Epse
Concevons maintenant un systeme de n quantités
(49) 617 62, v sy ell’

auxquelles nous rattacherons les n substitutions (')

(61’62) ceey€p I €115 €21, "'76111)’
(50) (617627 e €p I €12y €9, ""0112)7
.............................. 5
(eu Coy + o3 €Cn I €ins Cans ""ellIL)‘

Les quantités e,, e,, ..., ¢, formeront une base et s’appelleront mul-
tivalentes; leurs diverses valeurs correspondent aux » substitutions (50),
de sorte que toute relation

é‘

(51) F(ey, ey, - 5e38n) — 0

composée ratonnellement avec les n quantites de la base et des nombres
réels ou imaginaires déterminés, équivaut par definition méme aux n rela-
tions qu’on en déduit en 'y effectuant les substitutions (50). Cest la le vrai
sens qu’on doit attribuer & une relation telle que (51) et aux quantités
multivalentes e,, e, ..., ¢, qui sont au fond de véritables symboles des-
tinés a tenir la place de quantités ordinaires.

110. Démontrons le théoréme suivant :

Toute fonction rationnelle enticre x des n quantités de la base s’exprime
d’une facon, et d’une seule, sous la forme

(52) w=Ere, + Exeat.. ot Epen,

£, &, ..., &, étant des nombres (réels ou imaginaires) appeles les coor-

données de ax.

(1) Je représente, d’'une maniére générale, par
(x’y7 "'?Z l x,)y'7 "'7z’)

'opération qui consiste & remplacer respectivement x par &', y par y’, ..., z par z'.
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En effet, quelle que soit la fonction entiere @ des quantités (49),
lorsqu’on y effectuera la substitution
(617 Coy -+ -3 € I €15y Casy + v vy ellS),

elle prendra une certaine valeur numérique (réelle ou imaginaire) bien
déterminée et finie (la fonction x est entiere); soit a;, cette valeur. En
effectuant successivement les » substitutions dans @, nous obtiendrons
les n quantités
Ly Dus ey .

Dire alors qu’on a I'égalité (52), d’aprés la définition donnée plus
haut, c’est dire qu’on a entre les nombres &,,&,, .. ., £, les n équations
linéaires

fa &
Ty — EA €12+ G2t .. - CnCnas

s ) =Erey + Eeeyi+. ..+ en,
(53)
) .......... T ,
\ Xp— £1611L+ g_zezn—l—- L '+£nelm-
Le déterminant (48) de ces équations est différent de zéro; elles
donnent donc toujours un systeme de coordonnées £, et un seul, savoir

[ & = fl1%4 + fr12Zo ...+ fran2,,

4 Eﬁ:,f21xl+f22w2+'"+f2nxn7
(54) !

Elz:ﬁzlxl+ﬁz2x2+' . -+fnn'xn;

¢f;; est le mineur du déterminant (48), qui correspond a I'élément ¢;;
et qui est pris avec le signe convenable. Le théoreme est donc dé-
montré.

111. CorOLLAIRE IMPORTANT. — Le systéme des quantités multivalentes
€1y €y «uny e, estirréductible; en d’autres termes, I'égalité
(55) Giep+ e+ .. +Ee,=o0
est impossible, & moins qu’on n’ait simultanément
L=6=...=b=0;
car, la fonction entiere et rationnelle dee,, e,, ..., ¢

ns

-
x:&:le‘—i—-;gez—k.. .—|—£,,e,,,
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vérifiant 'égalité x = o, on doit par définition obtenir, au moyen des
n substitutions (50),

XLy =Xy =0 s =&, =03}
les équations (53) sont alors homogenes, 4 déterminant différent de
zéro; donc on a

h=G—...— 0, —u0,

Dés lors, on voit que e, e,, ..., ¢, forment un systeme de 7 clefs, de

telle sorte que I’égalité

(56) Erer+ e+ ..+ Enen=2C1e1+Eea+...+Ee,
entraine toujours les n suivantes :
51:31’ EZZEID 4oy Ell:E.:L'

L’E nsemble £ sera désormais 'Ensemble de toutes les quantités sus-
ceptibles d’étre mises sous la forme (52) (*).

12. Base complementaire. — Considérons le Tableau F des n* nom-
bres

‘fu f21 .fnl’
(57) F (./12 f22 e /‘1!27

flll f‘ln RN ./;Lll’
Associés par colonnes, ils forment n systemes de » nombres, dont le
type général est

(58) : fsl, fs?; ©s ay f.&'n'

Cela étant, soit
Sfi=Etle+E e +...+Ee,

un élément de ’Ensemble £; on pourra déterminer les coordonnées
£, &, ..., EY par cette condition que les n substitutions (50) fassent

prendre a f£; les valeurs respectives

th fs?’ G ki fsn'

(*) Clest cette propriété de I'indépendance lindaire des symboles ey, ¢3, . . ., e, qui a été
prise comme point de départ dans la I'* Partie.
B. 12
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Il suffira pour cela d’affecter de I'indice supérieur (s) les lettres & dans
les équations (53) ou (54) et d’y remplacer respectivement x,, s, ...,

B, P Lors Lons wosv Jou (s

On pourra faire une détermination semblable de » éléments /i,
Jes «oes fn de 'Ensemble &, et ces éléments jouiront de la propriété
qu'aux n substitutions
(B’O) (31»62:-'-7011 | 91s>ezs,---,ens) (S:[’Z,"'»’Z)

correspondront respectivement les » substitutions (*)

(39) (.fl).f'b "‘}./.IL [flsa.f?s:~->fns) ('9:1)9‘"";”)'
Le systeme des quantités multivalentes
(6O> ./17 fz; 2 Q5 jn

est la base complementaire.

L13. Remarque. — Le déterminant

fu le fnl

(61) f= Sz Saa .. j.cmj)

fm f-zn fnn

(1) Voici explicitement ces équations :
for =EP ey +E ey +. ..+ EP en,

Jeo = EP s+ E ess +. . . ES e,

fsn: E,([g)eln—‘— g(iq)g‘zn -+ 0+ Es‘f)gnn

El= f11fs1 +f12f52 +.. +f1nfsn,
‘E(QSJ = f?lfvl +f22f32 Fews <E fzrlfsn:

et

5(75\)_: fnxfm -f-fnﬂfsa—*— o -—I—fmzfsn-
(2) On peut se rendre compte de ce détail de la fagon suivante. On a
sz Bl ey + Ef ey +.. o+ Ef en,
et, par la substitution (e1, €2, ..., €n | €15y €255 + ., Cps), ON obtient fjs, de sorte qu'a cetle
substitution correspondent les diverses substitutions

(fl [fls); (fi |f:23>; a8y (fn Ifnv)
<f1’f2’ "-:f/l |fls>j:2.s: ~-’fns)«

ou simplement
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n'est pas nul ; car on a, d’apres une propriété connue des déterminants
réciproques ('),
e./ll (:'/:“ RO e.frzl

l
enf = ef1a efss ... efns ::en—l
l

6/’1,1 € 2n O efnn
d’ont

L1%4. Relations entre les deux bases. — Ces relations sont trés connues
et se tirent d’ailleurs de suite des équations (53) en écrivant qu’elles
deviennent identiques lorsqu’on y remplace £,, &, ..., &, par leurs
valeurs déduites des équations (54), ou encore en écrivant que les
¢quations (54) deviennent identiques lorsqu’on y remplace x,, ,, ...,
@, par leurs valeurs déduites des équations (53).

On a alors
€1y fri - €st for . o Cp =1,

e fia = € foa+. ..+ Gy Jna== 0y

d’une maniere générale :

ein St exn S ,_f)[ si p=gq,

ipJ1q apJagt. ot Cng frg= Lo s Pt
On a aussi

I. 81 p=gq,

. ep1 for+€pafpr—+. . epnfan= o si p£aq.
En posant
(62) | P gi=1 Si_ P=yq,
[ (pyg)=o0 sipsyq.
on pourra écrire
(63) ewpfig+eapfog=- -+ npfog=epifor+ €pafrrt et epnfin=0(0,q).

115, Du changement de base. — La base e,, e,, ..., e, est définie au
-moyen des »* quantités du Tableau E et des substitutions (50); on peut

(1) On se rappelle (n° 110) que efy; est le mineur du déterminant e, correspondant &
I'élément e;;.
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remplacer cette base par une autre ¢, ¢,, ..., ¢, équivalente, c’est-
a-dire telle que tout élément « de ’Ensemble £ puisse s’exprimer sous
la forme

(64) x==8 ¢, +8ca+...+8uCu,
et cela d’une seule fagon, pourvu que ¢,, ¢, ..., ¢, soient n éléments
de I’Ensemble & convenablement choisis : ils seront convenablement

choisis, si le déterminant de leurs coordonnées n’est pas nul.
Si, en effet, on a

CL=e,my + ey My ...+ €My,

Co== € My~ €My . . €, 10,,,

/
¢
( Cp=€ My~ €My, ...+ €, My,

(63)
avec
| myy my ... My
n My Myy .. Mgy
(66) " =0,
Mypy Nloy eoo Mgy

on en déduit immédiatement et d’une seule fagon
(2] :[]“ Cy +[)12 (B =icic +[)1)L Cpns
€y = P21 Cy = P2 Cat. oo+ PanCp,
€, —=Pn1Ci~PnraCot...t PunCp;
valeurs qui, portées dans
a=2E& e &6t +Eyep,

permettent d’exprimer x sous la forme (64), et cela d’une seule facon.
Quant aux n valeurs dont est susceptible la quantité multivalente ¢;,
on les obtient de suite en effectuant dans

Cj— 817721j+ €2nl2/‘+. e e M,

les n substitutions (50); on pourra donc former le Tableanu C des
n®* nombres ¢;;, ainsi que les » substitutions analogues aux substitu-
tions (50). Le déterminant formé avec ce Tableau sera forcément diffé-
rent de zéro; en effet, d’apres le n° 111, un-¢élément quelconque de
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I’Ensemble £ ne peut étre nul que si toutes ses coordonnées sont si-
multanément nulles; on en déduitsans peine que, dans ’hypothese (66),
une relation de la forme

(67) hei—+ e+ .. 4+2,c,=o0

est impossible, si I’on n’a pas A, = A, =...= A, =o0. Les n relations
dont la relation (67) tient lieu sont donc aussi impossibles dans le
méme sens : c’est dire que le déterminant formé avec le Tableau C
est différent de zéro. C. Q. F. D.

116. Base normale. — Effectuons un changement de base au moyen
des formules

(68) Co=e fig+ € fog +. ..~ €y fras

qui remplissent bien la condition voulue, savoir : que le déterminant
des coordonnées ne soit pas nul (n° 113).

La nouvelle base formera la base dite normale. Les n substitutions de
ce systeme multivalent sont

(G5 (g5 it on G| Cligs Gy 1155 O] (s=1,2,...,n).
L17. Premiere propricté de la base normale. — Elle consiste dans
I'égalité

o sipzgq

Cop=(p,q) = 0 ’

't sip=gq.
Effectuant dans (68) la substitution

(El, €3y « vy €y ! elp) ezp’ L0 enp)?

nous aurons c,, dans le premier membre, par définition, et dans le
deuxieme (p, ¢), d’apres la formule (63).

118. Deuxieme propriéteé. — Elle consiste dans les égalités

[ cpeg—=o0 sipz£g,

CpCqg==Cp Sl p=q.

(69)
En effet (68)

CpCq=(e1fip + € fap+. ..+ eufup) (€ figF Cafog+. .. ey fug).
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Or, en effectuant au deuxieme membre les » substitutions (50), on

obtient constamment pour valeur o, lorsque p differe de ¢; et, lorsque

p = ¢, la seule substitution

((31, 62; siiessy en ' elp; 6'21)7 ¢ &y enp)

fait prendre au deuxicme membre la valeur 1, tandis que les autres

lui donnent encore la valeur zéro.

Actuellement, si p# ¢, les n valeurs que prend le produit ¢,c, par

les n substitutions (50) étant nulles, le produit lui-méme est nul, car

Iégalité
Cple—0

ne signific pas autre chose (n° 109).
Sip=gq, lesn — 1 valeurs

(€pCy)s (=059 o s g P — A Pty n o 2
que prend le produit sont nulles, mais on a la valeur
(epep)p=1
pour ¢ =p. Or on a de méme (premiere propriété)
Cpi=0 PONUF {=1,2; ... R —L; DTy ;055 1

et

Oy =1
L’égalité
(€piCp)i=— Cps

subsiste donc pour toutes les » substitutions; donc

CpCp=Cp-

C. Q. F. D.

L19. Expression d’un élément quelconque x de( "Ensemble £ au moyen

de la base normale. — On a

x _?‘-1€1+£2€2+. i '+£uen'

Remplacant les coordonnées & par leurs valeurs tirées des équa-

tions (54) et ordonnant, par rapport aux quantités x, x,, ..
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trouve
z=(e fii+efor+...4 e, fu)x,
+(erfratefo+...4 ey fra) @,

. . N +(61 fln_‘_ ezfz:z+-~-+e/1,,f/zn)x/z
ou, d’apres (68),
B = Cy 0y 7 Coln - o= Cpiliye

On peut donner aux quantités c;x; le nom de composants de x, sui-
vant ’expression de M. Weierstrass. On retrouve maintenant avec faci-
lité leurs diverses propriétés au moyen des formules (69 ). Ce que nous
avons dit dans les deux premitres Parties de ce travail nous dispense
d’insister davantage.

120. Le fait capital ici est que, du systeme des 22 nombres E, nous
avons déduit 'expression des éléments de I’Ensemble &, au moyen de
leurs composants, de sorte que ce systeme des nombres E peut étre
regardé comme un vrai fondement de la théorie des quantités com-
plexes.

CHAPITRE 1.

DE CERTAINES EQUATIONS DE CONDITION QUE L'ON RENCONTRE
DANS LA THEORIE DES QUANTITES COMPLEXES.

§ L

Recherche des solutions de ces équations au moyen du systéme E.

121. Parmi les fonctions entieres des quantités multivalentes e,,
€3> --.s €y, les plus simples sont les produits de ces quantités deux a
deux : d’aprés ce qu'on a vu au n° 110, chacun de ces produits
s‘exprime linéairement au moyen des quantités multivalentes e,,
€y - s €, elles-mémes; on peut donc écrire, par exemple,

(70) €p€q=C1pqC1 T EapgCyt. .. Eppge,.
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Pour déterminer les coordonnées ¢, ,,, €,,,, ..., Supgy ONL SC servira des
¢quations (54); en observant qu’on a ici

E.r: Erpgs Ls== €ps€ys,
on trouvera

(71)  €rpg=[ri€pi1€q1 + [r2 €ps ept...t+frn€pngn (r,p,g=1,2,...,n).

122. Actuellement, recherchons si le théoreme commutatif et le
théoreme associatif exprimés par les égalités

ab = ba,
(ab)c = (ac)b

ont lieu pour les quantités multivalentes e,, e,, ..., ¢,. Pour vérifier
ces propositions, nous serons évidemment conduits  écrire les mémes
conditions que nous avons déja trouvées dans la I' Partie (n° 9 et 10),
savoir :
(72) Erpg=Ergp
et

Eipg hir— Capg Efap .. .+ Enpq Eknr = E1pr €k1q+ Eapy Chagt ot Enupr€inge

(Py @s Tk =1,2, ..y B

Nous écrirons les conditions de cette derniere forme en profitant des
conditions (72) supposées remplies, c’est-a-dire

(73) 2 8ipg erj =2 &pr Eg; ()-

Ce sont les équations (72 )et (73) que nous avonsvoulu désigner par
le titre de ce Chapitre.

123. 1l est facile de reconnaitre que les valeurs données aux ¢,,, par
la formule (71) satisfont aux équations (72) et (73) et en constituent
des lors un systeme de solutions.

En premier lieu, observons que dans les égalités (71) il n’entre au-
cune quantité rmultivalente, mais seulement des quantités ordinaires; il
est donc permis d’intervertir 'ordre des facteurs de chaque terme;

(*) En général, la lettre = affectée d’un indice signifiera la somme des termes déduits
de Texpression soumise au signe = en donnant & cet indice les valeurs 1, 2, ee.y 1yles
autres indices restant fixes.
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des lors, la symétrie par rapport aux deux indices p et ¢ montre immé-
diatement que
€rpg = Erqp-
124. Pour former les sommes qui entrent dans I'égalité (73), jef-
fectue le produit
€jpg Ekrj — (‘/“/1 €p1 €q1 = f/’2 €p2€gy ... jjﬂ €pn eqn)
x (fkl €r1 eji =i f/cz Cra ej2 S f/cn €rn ejn);
en groupant dans chaque terme les facteurs qui contiennent l'indice j,
on a, pour le produit, la valeur suivante, que j’écris sous forme de
Tableau : '
EipgChrj :fjl €j1€p1 €41 el‘ifkl +fj1 €j2€p1 Cqq er'zf/cz = +f/1 €in€p1€q C/'mflm

+ fia €j1€p3 €q2 €r1 fr1+ [i2 €72€pa €qz €rafra— -« o [12€5n €ps €q2 €rnfin

_i—fj'lefl €pnCqn ei'lf/M +fjn €j2Cpn e(IILel‘2fk2 ... +fjn, €in€pn€yn ez'u/‘/rn-

A cause des formules (62) et (63), les seuls termes du Tableau pré-
cédent qui donneront des termes dans la somme

2 €jpg Er
seront ceux de la diagonale descendant de gauche a droite, et I'on
aura

2“j Equ 5kl'j — e/)l eql €r1 f/cl == ep2 eqz €2 flr2 A0 o o= epn, e{/n. Crn f/un-

Cette formule est symétrique par rapport aux indices p, ¢, r; par con-
séquent, sil’on calculait la somme

2 ejprergis
on lui trouverait la méme valeur. Ainsi les nombres ¢,,, déduits
du systeme E par la formule (71) satisfont bien encore aux condi-
tions (73).

125. Remarque 1. — 11 est évident, d’apres ce qui précede, que 'on
pourra trouver une infinité de systemes de solutions des équations (72)
et (73). Il suffira pour cela de partir successivement de divers systemes
de n* nombres dont le déterminant ne soit pas nul.

Remarque II. — On a noté dans la I" Partie (n° 8) que la définition
B. 13
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(98)
des unités principales de M. Weierstrass reposait véritablement sur le
choix des nombres ¢,,,. Nous venons d’obtenir ici un moyen simple de
trouver des nombres ¢,,, convenables, et c’est en cela méme que con-
siste une des conséquences les plus remarquables du Mémoire de
M. Dedekind, puisque par la nous pouvons effectivement former autant
de systemes de quantités complexes que nous voulons.

§ II.

Calculs auxiliaires.

126. Dans le § I de ce Chapitre, on a montré comment I’on pouvait
toujours d’un systeme quelconque de »* nombres, dont le déterminant
n’est pas nul, déduire un systeme de solutions des équations (72)
et (73). Il serait intéressant de savoir, en outre, si tout systeme de
solutions de ces équations peut effectivement se déduire d’un tel sys-
teme de »* nombres; mais, pour répondre a cette question, nous avons
besoin de calculs préliminaires assez considérables : ces calculs feront
I’objet du présent paragraphe (').

Nous supposerons maintenant que nous avons trouvé un certain sys-
teme de nombres ¢,,, vérifiant les relations (72) et (73); de sorte que,
dans ce qui suit, on doit toujours considérer ces nombres & pg COMME
connus.

"127. Nous posons

(74) o =2;pj;

(75) Tpg = Tqp = 2} T} Ejpgs
T Tz oo Tyn

(76) A— Tar Taz  --+ Tap

Thi Tha e Tnn

On supposera toujours A =< o.
Nous introduisons aussi certaines fonctions, soit linéaires, soit qua-

(*) Afin que le lecteur puisse plus facilement suivre ces caleuls, nous avons groupé les
formules dans un Tableau placé a la fin de ce travail.
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(99 )
dratiques, de n variables absolument indépendantes &,, &,, ..., &,. Ce
seront les fonctions v,, v, o, 7, 7, (r,s=1, 2, ..., n). Voici leurs
définitions :

(77) 20y = 20 Xy 64y &1 5,
(78) 5= (())% =255 &)
(79) : o=2Z;n)

(80) 2t =2 %7 8E
(81) n= 5 =30k

128. En vertu de la condition (72), on a

9*n, g
0F, QF, e
0&p 0&,

(82)
De (77) et (78), on tire
20, =2 261y 88 = 2 & e £y = 280
De (79), (78) et de (74), en tenant compte de (72), on tire
o= =226, 8 =28 Zoei; = 2,8 Zyeyje = 2y 0,8y

De (80), (75) et (77), on tire

27 =2;2;7,; 68, =23 Zpopeny b Ey=2p0p 2y 2y o0y E: 8y = Zpoi(2s).
De (81), (75) et (78), on tire

=278 =2 B onenr; £ = Zpon Zyenyy £y = Zponnpy = Zp o 5=

Donc nous avons les quatre nouvelles formules

(83) 2, =%, g[ﬂl'f’
(84) U::Ejgjajy
(85) e=32,0,m,
dn;
(86) T,-:EjGj’/jj,-;Zij I,'/"

129. Dans ce qui suit, nous désignons par &, ', ..,8,2,,..,9
diverses caractéristiques de différentiation.

pr ot

13"
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( 100 )
De (78), on tire

(87) iy =3 ers; .

De (77), en profitant en outre de (87) ou de (78) et tenant compte
des conditions (72), on tire

Qd“n,. = E[ Zj Eprij E_z‘ dfl == Ei Z/ €rij E_j dE; = 22[ 2}' Epij E,i dEj
—=22,8 % 6,ydE ;=22 Erdnyy

ou
== QZJ- d'gj Zi Erij E_[.“’: szdg,j Nrjs

Done, en ajoutant encore les formules qu’on tire directement de (81),
(86), (85), on a les formules

(87) s = 2jeps; dE;,
(88) dn, =355 dny,
(89) [ dn,=Z;0,; 2
(90) \ dey, = 2 rp ey,
(g1) { dzp =3;0;dn;,
(92) de=2,0;dn;-
Remarque. — 11 est clair que I'on aurait obtenu les mémes formules

en employant une caractéristique de différentiation autre que d; afin
d’abréger, lorsque je serai obligé de changer ainsi la caractéristique,
je Uindiquerai en ajoutant au renvoi le signe *.

130. Les conditions (72) et (73) conduisent a la relation
(93) X dogyd'ngp, = 2;d gy dngp,

ou d et d sont deux caractéristiques indépendantes I'une de I'autre.
On a en effet (87) et (87%)

~ RS N - I 7
idog; dngp=2;2;Zge: ddi grped i

> c e I
Ej (Z"I)/‘.j (l‘ﬁj[, :Zj Z,‘ Z(l Ekjq d Cq &jpi (l’__,.

Substituant ces valeurs dans (93), tenant compte des conditions (72)
pour permuter certains indices et faisant tout passer dans le premier

AEN"3 Sy
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( 1or )
membre, on a
23, dE; d'Eq (2 erijejpg — Zjrg) €jpi) =0,
expression effectivement nulle, en vertu des conditions (73). Le calcul
fait montre aussi que la formule (93) peut s’écrire
(93" 22 2gepjitipg deid 8 =2 B By epjq eypi d'Eq dis.
De (93 ), on tire successivement
2 dngydngply=2;d" g dnjpkp,
2p Sy dngydingpép=2p Z;d'ng; dnjpkp,
Zpdng Zplpdingp =2 d ng ZpEp dnp,
et, d’apres (88%) et (88),
Ej d‘f]kj d”ﬂj — Ej d"f]kj d‘!]/'.
De (93), on tire successivement
Ejd‘l]kjd,'ﬂjp ak:Ej d/'nkj d‘!]jp Ty
Zk Ej Gk d‘ﬂkj d’ﬂjp = Ek Ej Ok d’ﬂkj d‘ﬂjp,
Zj d/’ﬂjp Zk Tk d‘f)kj e EJ' d’fljp Ek O d’ﬂkj;

et, d’apres (g91) et (91%),
Zj d"ﬂjp drj:Zjdnjpd’rj.

Profitant de ce que les variations d'§,, d'%,, ..., d'§,sont arbitraires
pour les prendre égales respectivement a £, &,, ..., §,, on tire succes-
sivement de (93'), (78) et (87)

Zj 2; Zq €kji€ipq Eq dE,; = Ej 2, Zq €kjq €jpi Eq d;,
3 3eridEi 2geipgbq=2; 2i¢)pi d; Zqerjq g
33 ek deinjp = 2y Xy ejpi dEi Ny,

Z/‘ Njp 2; Ekji diy— Zj Nkj 3; Ejpi dé;,
2jnp g = Zjngj dnjp-

En résumé, nous avons les formules

(93) 2y dngydinjp = 2 d gy dngp,
(94) 2jdngydiny = X;dngg dng,
(95) Zidnp,dr; =2Z;dnjpd'ty,
(96) 2inpdng = ;g d0jpe
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.......

( 102 )

131. Actuellement, définissons n variations 8%,, 8%,, ..., 8¢, finies
par les équations
S T11 08+ T12 08a+. . . Ty, OE = Oys

(97) { Tat 6£1+7228£2+"-+721L8£n-—_627

{ Tnt 6‘51 -+ The 652 SEcoase Tnnagn: Tne

La chose est possible, car, par hypothese, le déterminant de ces équa-
tions, qui est A, n’est pas nul (n° 127).

De (90*), on conclut
(98) Oy = T
De (95%), (98) et (91), on tire
(99) Ej d”.'/ 6Y]j1,:Ej d‘ﬂjp ij:}lj G (l/)jl, :d‘r,,.
Maintenant supposons écrites les formules déduites de (go) en donnant
arlesvaleurs 1, 2, ..., n; observons que les variations d%,, d%,, .., d%,
étant absolument arbitraires et le déterminant A différent de zéro, les
variations correspondantes dz,, ds,, ..., dt, sont linéairement indé-

pendantes, nous concluons alors que la formule (9g) ne peut subsister
sans étre identique; on a donc

Snpg=o0 si pxyq,
Onpg=1 sip=gq

ou, d’apres une notation déja employée (n° 114),

(100) ONpg =(P5 q)-
On tire de (88%) et (100)
(ro1) onp=X;E; 00y =6,

On tire de (92%), (101) et (84)

R

N WY _ (T
ot — ;g 00— ;056 = 0.

~

En résumé, ayant défini 8%,, 8%,, ..., ¢%, par les formules (97), on a

(98) DT = 1T
(100) Onpe = (P> ),
(101) ' on, =&,
(102) dri=a3
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s (103)

132. Des calculs précédents résulte cette conséquence importante,
que pour tout systeme de nombres ¢,,, vérifiant les conditions (72)
et (73), et de plus tel que A ne soit pas nul, le déterminant

Ny Ny2 «oo Myp
(]03) & == N1 Maz ... MNap
Nn1 Npa RO Nnn

n’est pas identiquement nul.
Si, en effet, on attribue respectivement aux variables £,,%,, ..., &, les
valeurs ¢&,, ¢€,, ..., 6%, définies tout & I'heure, il devient, d’apres (100),

0Ny Oy ... Onyp
AN

(104) 0Ny 67722 e 87)2:; =
annl a"ﬂnz S cwo 6nnn

Remargue I. — En remplacant &,, &,, ..., £, respectivement par f,,
Bss .. s Bus on reconnait que le déterminant ¢ est précisément le méme
que le déterminant ¢ considéré dans la premiere Partie de ce travail
(n°15).

Dans ce qui suit, nous supposerons qu’on ne donne pas aux varia-
bles &,, £,, ..., &, des valeurs annulant g.

Remarque Il. — ¢ est une fonction homogene du n¥™ degré des va-
riables &,, &, ..., &,; observant donc que &%,, 8%, ..., ¢€, sont des
constantes déterminées, que v;; est linéaire et que, par suite,

or+ln,; —o pour pZIi.

On voit que ¢"o se réduit au déterminant (104) répété 1.2...n fois,
de sorte qu’on a
0% @

105 O
( ) 1.2...0

— 0

133. Introduisons de nouvelles variations définies par la formule
(106) 6p+1 E,.:Spn,.

pour toute valeur entiere positive, nulle ou négative de I'indice p, et
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(104 )
convenons d’ailleurs que ¢, désigne la caractéristique & que nous avons
déja rencontrée (n°131).

De (94%), on tire
Ej 6,, m,,-dnj:Zj dﬂkj 6,, 'ﬂj.

D’apres (106), (87), (72) et (87%), ona

ZjdngOpn; =2 dng;Opr18; = 2; 2 epi dE; Oprr &) = 2y dE; Xjepji Oprs &)
=3, dE; Zj Ekij 6p+1 E.j — diii 5p+1 Nkis
done enfin
(10‘7) Zj 6!,‘I)kj d‘{)/ = Ei dﬂkj ap+_l E_/ — Zj 6p4—1 Nkj dEj'
D’apres (89), on a

2 0pnudn; =2 0png; 2ing di; = 2 de; 20 0p Nk,

et, comme les variations d%,, d%,, ..., d%, sont arbitraires, I'identifica-
tion du premier membre de la formule (ro7) avec le dernier donne

5\,‘+1 Nk = Ej Nji 5p Nij

et, a cause de (g6*),
(108) 3p+mki: Zj'nji 31) Ylkj:Ej Tikj 5,} Njie
Faisant p = — 1, on a (100)

6o s = Ol = ( Ky 1)
et par conséquent

(109) 200Ny =200y nji= (k, ).
134. La formule (ro8) pour p = o, combinée avec (100), donne
0, ﬂ/{l"_—‘z_/: N7 O Ny = 2j Ny Oy = 2050 (Ko J) = g3
des lors, la formule (108) peut s’écrire
(110) Op+1Mps = X 01 N3 Op N

et cela pour toute valeur entiere, positive, nulle ou négative de p.
D’une maniere générale, on aura

(rrr) ap—(»(]ﬂkizzj 61) Nk 6q Njie
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( 105 )

Cette formule vient d’étre démontrée quand on a ¢ = 15 elle est évi-
dente pour ¢ = o.

Si I'on admet qu’elle soit vraie lorsqu’on y remplace I'indice ¢ par
I'indice ¢ — 1, elle sera vraie aussi pour 'indice ¢ lui-méme; car, en
remplacant dans (110) p parp +g¢-—1, ona

61}4—(] Nki = Zj 61 Nji 6p+q—1 Nikj,
et, en vertu d’abord de I'hypothese, puis de la formule (110),

ap+q Nii — Ej a1 Nji 25 8[, Nes 6(]41 Nsj = Zs ap Ns Ej 51 Nji 6(1'—1v Tisy
== Zs 6,, Nes 6,1 Mgy — Zj 6}, Ny 6(1 Tjie

La formule (111) est ainsi démontrée pour les valeurs entieres, posi-
tives ou nulles de ¢ et pour toute valeur entiere de p.

Pour établir que I'on peut aussi admettre des valeurs négatives de ¢,
je suppose la formule (111) exacte pour une valeur de ¢, etje démontre
qu’'elle 'est encore pour la valeur ¢ — 1. A cet effet, je remplace p par
p + ¢ — 1 dans (108) et jen conclus

81,+q M= s Ms 6p+q-1 Mkss
d’autre part, par hypothese, on a
Op+g Nie = 2j Op Nj Og 1
ou, d’apres (108),
Oprq Miei = Zj Op Ny Zs Nsi Ogmy Mjs = s 50 2 0p 04 Oy jse
Kgalant les deux valeurs de 0 prgMiis ON A

2 051 Oprg—t Nies = Zs Nt Zj O M Og—1 My
ou
255 (Opsg—1 ks — Zj Op N Og—10js) = 0;
écrivons les n relations semblables, obtenues en donnant & ¢ les va-
leurs 1, 2, ..., ». On voit qu’elles ne peuvent subsister que si I'on a
séparément
Optg—1 Nis— 2j Op Npj Og1 Mys =0
pour chaque valeur de s; cela résulte, en effet, de ce que le détermi-
nant ¢ n’est pas nul (n°® 132, remarque I).
Ainsi la formule (111) est absolument générale.
B. 14
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(106 )
[35. De (111) on tire

EiOprgnai=2j0pNaj 0gnji i

28 Oprgai=2; ZjOp gy Og 0y &= Z; 0p iy Z:&i 0p iy

ou, en appliquant a chaque membre (88%),
(112) 81)—1—!1 nk—;zj aP Nij 8’17)/
ou encore

N — A o
Optrqg—1Tk— Zj ap NijOq—1Mj

et, d’apres (106),

(r13) Op+q Ex=2;0p N4 Og &/

136. Ktablissons la formule
(114) ddp b, =p2; Opyyp; de;=p2;dn,; 0, &;.

En changeant p en p —2 et £ en r dans (107), on voit que les
deux derniers membres de (r14) sont égaux. Ainsi il suffit d’établir
I'égalité du premier et du deuxieme, ou du premier et du troisieme
membre de (114).

Pour p = o, les trois membres sont nuls : le premier parce que
N f\;: . S
0,5, = 0%, est une constante, les deux autres a cause du facteur p.

Pour p =1, & cause de (100), (106) et (101), on a

% ni‘j:(rul‘) et 04 E.r:aoﬂr':a'nr:ir-

Les deux premiers membres sont donc égaux comme se réduisant
A di,.

Supposons la formule vraie pour I'indice p — 1, je dis qu’elle le sera
pour I'indice p.

De (89*), (106), (107), (108), on tire

N

0/}—-1 Nyp=— Ei Nri ap—l gf,
ap Er = 20 Bp—i E.i’
d’on

(1.6,, =2 61,__1 & s+ 2Ny 65-3;:-71 E— Ziapﬂ Nrpdey+ Zp e d 5,} b

S0 d.0p g E=(p —1) 2y Zj Opy i dE;
p—1) 2 dE; i 0panyy=(p—1) % dE; Op—1 Mirj3
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(107)
done

d.0pEr=2;0p 4Ny di;i+ (p—1) 20y 1 N AEj=pZ;0p s np; dEj.

Ainsi la formule (114), vraie pour p = o, I'est pour toute valeur
positive de p. Nous allons voir qu’elle I’est aussi pour les valeurs
négatives; il suffit de montrer que si la formule (114) est vraie pour
I'indice p, elle I’est pour I'indice (p — 1). Comme précédemment, on
a, d’une part,

d'ap S 0y 61)-4 Ny b+ 2 d. 8p~1 e

et, puisque P'égalité (114) est admise pour l'indice p, en reprenant en
sens inverse les calculs faits tout & I’heure, on a, d’autre part,

d.8yEp=pZ; 8y dE;= 21 8p_y i dii+ (p—1) 3, 0p_y 11py dE;
== Ei 8p—l Nri dg_l_i— ([) - I) Ei Nri Z'j 61)72 Tij dij'

La comparaison des deux valeurs de d.¢,%, donne alors
Zinpd.Opy &= (p—1)Z;np; Z;0p_s iy de;
ou
2inp[d.0p1 & — (p—1) Zj0p_yny di;] =05
d’ott nous concluons, d’apres un raisonnement déja employé au n° 134,
d.apﬂE_,;-—(p—l)Ej(%p__zmjdEj:o. C. Q. F. D.
La formule (114) est donc absolument générale.
137. Remplacant & par &, dans (114) et tenant compte de (113),
on a
(113) 0g0p Er=P2j0p—1 N1 0g&; =P Oprg-1Ere

Il en résulte que, si A est une fonction linéaire homogene quelconque
[
de&,, &, ...,8,0na

(116) 5,,3,,7\:1)51,4_,1__,7_\;
d’ot1, pour ¢ = o,
(rry) 00,A =p oy},

d’ou
000,A =020, A =p 00, A=p(p —1)0p_yh;
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(108 )

et, en répélant la méme opération, on obtiendra d’une maniere géné-
rale

(118) 0mOph=p(p—1)...(p—m—+1)3,_h
et, pour p — —1,
(r19) 070 4 h=(—1)"1.2...md_,_,, I

138. Dans les numéros suivants, nous étudierons d’une maniere
particuliere le déterminant o. ‘

En premier lieu,

@ A ¥y

est precisement le coefficient de Uélément v, dans le determinant .

Dans la formule (109), en effet, laissant invariable I'indice ¢, attri-
buons successivement i £ les valeurs 1, 2, ..., n, nous obtiendrons les
n équations '

N1 67[ Ny .o o= Ny O\41 Nyi ..+ MNip 6\71 Nni = (’, l)a

Nni 6~-1 Nyt e o= Npy 6—1 Npi—t- oo+ Ny 6*1 Nni = (”’ ’)'

Il suffit maintenant de les résoudre par rapport a ¢_,,, et de multi-
plier la valeur obtenue par ¢ pour vérifier la proposition énoncée (*).
On a done

(120) @=2;NjrP Oy Ny

[39. D’apres la regle connue pour la dérivation des déterminants,
on aura, en appliquant la formule (120) successivement aux diverses
valeurs de r,

do==23;dn;; 00 10+ 2;dnj;00_y Ny ...+ 2;dnj, 00_, 1,
- @2/ Zi (11)/‘[ 6,_17),",’

ou, d’apres (87), .
de = @ Zj Zi Zk Oy Nij ik (/Ek.

(1) » n'est pas nul (n° 132, remarque I).
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(109 )
Pour transformer cette valeur de dg, observons qu'on a

2y ey 0oy Mjs = Zje;jrs 0y Npj-

En effet, lorsque dans (93) on remplace & par ¢_,, £ parr, p pars,
qu’on prend, de part et d’autre, les coefficients des variations arbi-
traires d%,, d%,, ..., d%,, quon les égale, apres avoir tenu compte
de (87), et qu’enfin on se rappelle les conditions (;2), on est précisé-
ment amené a écrire cette formule.

On a donc

ke

—_— v e c Y — . ¥ P SN D .-
dclgﬁq)zizkdgkzjcﬁko_lmj_q;.al'}.,.d;kﬂjc,-,-joﬂ 1k
3
-

— % =N S
= szk jd:_/co 1Tk =i €iij

et, & cause de {72), (74) et (91%),
(121) do =02, 2,6;dE,0_y 0= @2 0_yTs dip.
D’autre part, de (81) on tire
dr =27, d¢;.

Supposons prises constantes les variations d%,, d%,, ..., d%,; nous
pourrons déterminer ces valeurs constantes, de telle sorte que la fonc-
tion de £,,&,, ..., &, linéaire et homogene d= soit telle fonction linéaire
et homogene que nous voudrons; car la détermination de ces constantes
se fera au moyen d’équations analogues aux équations (97); ces équa-
tions, du reste, donneront toujours des solutions puisqu’on a A= o.

Soit A une fonction linéaire quelconque; dans notre hypothese,
on a

O dr =23, di; 0 y3;

et, & cause de (121),

(122) (i—o = 0., dx.

ou |

(122") C-:;LO ==0_41
140. Posons

(123) Dy = ﬂauo,
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(110)
d’oun
(124) Pop = — 09p—1;
on a aussi
dPp—=1od [—(———I)i— om cp] —_&=9 0 do;
5 ..m I.2¢.

1.2, ” .m

d’apres (1227) et en admettant, par conséquent, que les «&; sont con-
stants, on a encore

dmde=3m(98_40) =m0 3k + T om1g00_h ...

m(m—i)....(m—p-+1 [y
. ( 1)2( p p )6”1—])@8[)6~17\+..-+<PO”LO;1)\

et, a cause de (r1g),

0mde =3am90_ 1k — m ™ 1od_y A+ m(m —1)0m2¢9d_sk —...
+(=1)Pm(m —1)...(m—p-+1)0"Pgd_y_pA+-..,

d’ot enfin (123)

M:"L
(125) (\ d‘Om: Pm 8~1 A+ ?111—16—27\ +...+ <Pla*m 2 -+ (Pa—l~m)‘ :2 fy.apf.vz—l 2
' / B=0
! (po=19).
Distinguons les deux cas
m > n,
m < n.

PremIER cAs. — On a (105)
"Pn == (— I )n
et, par conséquent (124 ),
O=Qni1 =0Q@pra=—...;

d’olt, st m>n,

= =72,

[l . (i
(126) 0:d@,,,:2 cpu%*mﬂ?\:g Pp.Opm—t A
N

®=0 =0
La fonction linéaire homogene A étant quelconque, on peut la rem-
placer successivement par &,, &,, ..., £,. On a donc

I.L:Il
(127) E‘PP’L&H*’”““E”:O (r=1,2,...,n) (mzn).
=0
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Soit ¢ une fonction quelconque des &;, on aura

p=n

(128) 2‘?@ p—m—1 Y =0,
car
w=n =nj=n
Z(Puum 1# ZY(PEL() um1£1—2()5 Z‘Py. p—rm— 1HJ—O
p=0 j=1 j=1

Appliquant (128) & la fonction 8,,,,.,&,, ot p désigne un entier quel-
conque, on a

2 [.L m—1 p+1n+2€y—0 (m:)n),

mais (116)
59—»:—16;)4«;';4—22," =(p+m-—+ z)aphugr;
done

!.L:rll

(p+m—+ 2)2 ¢uOpipér=0,
w=0

et, comme pour chaque entier p, on peut toujours choisir I'entier
n (mZn), tel que p +m + 2 ne soit pas nul, on voit donc en parti-
culier que I'on a pour pZo

w=n
(129) E(Py-apwf,r:o;
w=0

d’ott 'on déduit [ de la méme maniere que la formule (128) se déduit
de la formule (r27)], pour une fonction quelconque,

(130) E"Pu prp ¥

it, en appliquant a la fonction o,
!J,:ll

(131) E‘PM6P+H°:0;
p=0

cette formule est importante.
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(112)

DevxiiMe cas. — Sim < n, on a

}L:

do,, = 2 Op. m- 17\—2({’9 p.~m—1)'— E <P(.L p—m— 1A

=0 b=m+1

u (130) simplement
p=n
d.®m:_ s‘ (Py.ag,t—m—iy\;

p=m-+1
posant @ = m —+ 1 + ', puis remplacant de nouveau ' par u, on a

p=n—m—1

chm === E (Pp.—!—nH-l 6[.1]‘-
p=0

Particularisons la fonction linéaire A et prenons-la égale & dz, nous -
obtiendrons

p=n—m-—1
d(p,,, —— Z Qut-m+1 6u dr.
pw=0

Nous pouvons, dans cette formule, remplacer les variations con-
stantes dt; par les variations correspondantes J%, qu’on sait étre con-
stantes, et I’on a, en vertu de (102) et (124),

p=n—m—1

—(m+1)Qpy=— E Pu+m+1 ap. g,
n=0

ou, faisant 7 + 1 = m’ et supprimant ’accent,

p=n—m
(132) men,= E Ppt-m 0. G-
w=0

Cette formule importante a lieu pour

m=1,2,...,1t

et aussi pour m = o, en vertu de (131).
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§ 111

Détermination du systéme de »? nombres dont dépend un systéme donné
de solutions des équations de condition.

141. Ce paragraphe estconsacré i la démonstration de la proposition
que voici :

« Un systeme donné de nombres ¢, ,, vérifiant les conditions (72), (73)
et A =£ o peut toujours se déduire, au moyen des formules (71), d'un sys-
teme de n® nombres e, s dont le déterminant n’est pas nul; et le systeme des

nombres e;; correspondant a un systéme donné de nombres ¢, ,, est unique. »

Trq
Le déterminant ¢ est une fonction homogene du n**¢ degré des
n variables &,, &,, ..., £,. Si, d’une maniere générale, on y change

¢y €N EI_Xaél

(SE,, Sk, ..., 8k, étant les constantes déterminéesn® 131), o deviendra,
d’apres la formule de Taylor,

o) 2 ¢ i ¢
qa—-Xﬁ#—Xza Y (=X i
I 1.2 I1.2...1
¢’est-a-dire (123)
(133) ®=¢+Xo,+ X0 +...+ X0, (1);

i cause de (105), on pourra écrire identiquement
(134) O(X)=(z,— X)(z,— X)...(x,— X),

X,y Xy, ..., X, 6tant les n racines de I’équation ¢ = o.

(1) En observant que le changement de &, en &.— X J¢, remplace, d’aprés (100), #;;
par n;;— (£,7)X, ® peut encore s’écrire

n1— X 12 Un
g %21 N2s— X n2n
L
Min1 Nn2 Ypn— X

B. 15
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. (114 )
142. Posons
Sp=a + 2l +...+ b (Se=1):

les formules de Newton, appliquées a la sommation des puissances
semblables des racines de I'équation ¢ = o, sont ici

(133) @8, 4+ @18p 1+ o+ 9,8, =0 (pzo)

et
PPn—p—+ @Iz—p+lsi+"~+<?lzsp:0 (l)<’l);

cette derniere peut s’écrire, en faisant n —p=m,
('36) ’774(,91)12(?11150‘*_ <PIIZ+1sl+"'+<PnSn—!n (m=o,1,o2, coayn);

ces deux formules déterminent completement et d’une seule maniere
les sommes S,, S,, ... en fonction des coefficients Ps Pus Pas e os Pp de
Iéquation ® =o. Or, d’apres les formules (131) et (132) trouvées au
§ I de ce Chapitre, on a aussi

?51)7+@1611+15'+---+<,9n8p‘+n°':0 (on)

et

mo, = C?mao' = ?m—i—laig +. CPuan—ma' (7 =0, 1,2, ... Y1)
il faut donc en conclure rigoureusement
(137) S, =15,

On voit en conséquence que le discriminant D de I'équation ¢ = o,
c’est-a-dire le produit des carrés des différences des racines, a pour
valeur

| 0o 00 ... Op_o
b— 0,0 050 ... O0,c
N N
Op— @ 0,0 ... 82n—2°'

143. Transformons cette expression. On a (go*)

6I"L-l‘ = ip1 611 El -+ Tpa 611 52 o= T 6p E,n, ¥
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on en conclut

en appelant p le deuxieme déterminant facteur.
Je dis maintenant que, pour le discriminant D, on a

D = Ap2.

Effectuons, en effet, le produit des deux déterminants Ap et g, en
procédant par ligne dans I'un et I'autre déterminant. Le (g -+ 1)
élément de la (p + 1)™¢ colonne du déterminant produit sera donné
par la combinaison de la (¢ + 1)i=¢ ligne de Ap avec la (p + 1)m°ligne
de g, c’est-a-dire sera

20477058,

En se servant de (91¥), (113), puis (84), on trouve

N A\
Oq Ty— 2 Ok Og Nkys
F— v
Oprq s =270 M Op &>

N N o = i N bed AN N — 2\ b N . P N N o _3x
2057 0p 8 =208 Zkoudyn; =20k 2;0pE; 8¢ 01;= 2Tk Oprg Eh==0psqT-

Ainsi I’élément qui appartient & la(p + 1) colonne et ala (g + 1)ieme
ligne est précisément le méme dans les deux déterminants Ag® et D;
on a donc effectivement

(138) D = Ag,
De la cette conséquence que D et g sont différents de zéro en méme
temps (car A£ o).

On peut démontrer que, si A n’est pas nul, comme on I'a supposé des
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(116 )
le commencement, on peut toujours choisir des valeurs pour les va-
riables £, &,, ..., £, telles que I'équation ¢ = o n’ait aucune racine
multiple; dans ce cas, ni le diseriminant D, ni le déterminant g ne sont
nuls (*). Nous supposerons les valeurs des variables £, %,, ..., £,

choisies en fait, de maniere qu’il en soit ainsi.

(1) Pour établir cetle proposition, on montre dabord que les « racines de I'équa-

lion ® = o sont de la forme

H1£1+ll252 = R ﬂrzgn-
Cela étant, et xy, @3, ..., x, désignant ces » racines, au moyen des formules (137), (84),
(106), (85), (89), (101), (83), on montre que

T} x4+ 2= a7
X1y &3, ..., ¥, 6lant des fonctions lindaires homogeénes des variables £;, on voit que la
forme quadratique 27 est décomposée en une somme de 7 carrés. Le discriminant de cette
forme est précisément A, qui, par hypothése, n’est pas nul; on en conclut que les 7 fonc-
tions linéaires xy, x,, ..., x, sont linéairement indépendantes. Leur déterminant n’étant
pas nul, on pourra déterminer &, &, ..., &, par les équations

B =, Xo= b, ey Lo [,

@ b, ..., dtant n quantités distinctes. On aura ainsi atteint le but proposé.

Voici maintenant, en résumé, comment on montre que les racines de I'équation ® = o
sont de la forme X = a; &1+ @y &3+ .- @y €.

Soient df; et d'§; (i =1, 2, ..., n) des variations constantes; d,, da,s, d' <, d'a,s sont
alors constants. L’application successive des formules (91), (89*), (96), (86), (89*) con-
duit a
(A) Zj(l":jd"qj:'Ej'tjd(Z'T,j.

Partant de ] N

d loge = 2504 wp d' &y,
au moyen de (121%), (86), (81), (114), (75), (90), (88) et enfin (A), el de ce que d'ts,
dv s, d't; sont constants, on déduit
(B) ddloge=—28,%;%;dd ;.
On définit une troisidme variation (constante) par la formule
e Al
Appliquant (8r), (B), (119), (122), on trouvera
(C) dd'loge = d"3loge.
On remarque alors que I'on a
</ 02 (l"8102'¢> N<al”8m>
O ——"" ) =00 L3
%9 T\ %9

cette formule montre que son premier membre est divisible par .
De (C) et en prenant les variations constantes d'&, égales aux variations correspon-
dantes d,, on conclut que 'expression

(D) R:6@%1‘2(?—259&1&?3119—}—82@5{3&2
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144. Cela posé, soit  I'une quelconque des racines x,, x,, ..., ¥,;
définissons n quantités e,, e,, ..., ¢, par les égalités

y N -
[ €10, —+ €308, I ) aan =1,
\ €. 0,&, +6251£2 e O e, =,

(139) ‘e 6251 -+ € C"\2‘52 -+ e, 822_-n = 1"29

el N r i bed —1 &
L€y 811*13:1 -+ ezon—ﬂi_z +...4+e€, On——1c.>n =i ’

peut s'éerire, en désignant par P une fonction enliere de &, &, ..., En;
(E) R=0oP.
Ce point important établi, soit, d’'une maniére générale, ¢ une fonction enlicre des varia-
bles &,; posons
o B, xa®tY
sl =d—X-t X0 E

I 1.2

[ résultat des substitutions (£, | £, — X 8%, ) dans ¢], on aura (car les d, sont constants)

(F) de(V) =e(db) — e (8Y) dX.
L’équation ® = o pourra s’écrire
(G) e(9) =o.

Soit X une racine de 1'équation (G); en différentiant deux fois et appliquant chaque
fois (F), on a
(I) de(o)=o0=¢c(dp)—e(9)dX,

0= d[e(dy)] — d[=(89) dX]
=c(d?0) — (3 dp)dX —e(89) d2X — dX[e(d d0) — (32 0)dX];
éliminant X au moyen de (H) ot parce que & do = d 3o, on a
(K) [e(89)]2d2X = [e(80)]2e(d20) — 25(8¢) e(d 8v) e(do) - e(320) [¢(do)]2.
D’ailleurs, pour deux fonetions entieres ¢ et ¢; des variables &, on a
s(Y1) = e(§) e(d1);
Iégalité (K) peut s'écrire (D), (E)
[s(3¢)]P d2X = e(R) = £(5) £(P).

Si X est une racine de (G), on a d2X = o, quels que soient les £,; car (3¢ ) ne peul étre

identiquement nul, puisque 8¢ lui-méme ne I'est pas [en effet (105) donne 870 =1.2..2].
Done on a
X=abi+ab+...+~a,t,
sans terme indépendant des &, puisque pour & =& =...=£, =0, ® = o se réduil a
X7 = o.
(#oir les Notes de M. Dedekind dans les Forlesungen iber Zahlentheorie, von LESEUNE-
Diricurer. Zweite Auflage, p. 434; 1871.)
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fa chose est possible, puisque ’on a

p#o.

Mais, en outre, on a aussi
€, 6/z—l—p ‘51 = €, a/H—p 57 +...+e 6/14—1} E:n =

pour toutes les valeurs
pP=0, 1, 2,

En effet, supposons que I'on ait
(150) €10m& +e0pks+...4-€,0, Cn == &
pour les valeurs
m=p, p+1, ..., p+n—i;

multiplions (140) par g,,_,, puis donnons a m successivement les va-
leurs p, p+1, ..., p+n — 1 et ajoutons tous les résultats obtenus,
nous aurons

m=p+n—1 m=p+n—1 m=p+n—1 m=p-+n-—1
\
N o - SE A 70
(651 Cm—p9msy —t= €3 E Pm—p 6/11@2 = . .- €p Cm—-pOmin = Dm—pL
m=p m=p m=p m=p

ou, en posantm -— p =— u.,

B—=n—1 \ p=n—1
Z e; ?\uég«:—p E/) = Gy 75 e 4
D’apres la relation (129), on a
p=n—1
?pay,+1:£j =9, a/1+p£j’
=0

et, d’apres I'équation ¢ = o,

p=n—1

Wet=p — pP+n
E 9%‘“1 i :‘J/I\I' -

Y =0
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On a donc aussi
2/(—= €j9nOnipl;) =— uxl*"
ou
618/24—1)51 =t (2 a/z+1)£2 O R el 25 an—irpgn = pH

(car g, 0). Cest dire que, si 'égalité (140) a lieu pour » — 1 valeurs
consécutives de I’entier m, elle a lieu aussi pour la valeur suivante et,
par conséquent, a cause de (139), elle est générale.

145. Définissons maintenant, pour chaque systeme d’indices r, s,
de nouvelles quantités au moyen des égalités

(141) el =e"=¢,s€) + Saps€at .. .t EprsCh-

Multiplions les deux membres par
Op&rdq sy
attribuons a r et s tous les systemes de valeurs déduits de
=1, 25 w.uy Ity S=1, 2, ..., Il
et faisons la somme; nous aurons

\ p c 5 - N - o
Erzse;’mapg,raq E_s:}“l'zs}‘jsjrs Cj apéroqc_s——zl'zj €; 61) :I-ZsEj:-san.m

mais (78) et (113)

Njr = 2y Ejrs E.s:

6p—+~(1 EJ == Z"r 6q Tjr 6p EI

Done, en tenant compte aussi de (140),

Z,-ES eﬁ,‘” ap (E,- 6,] ?C:s :E,-Z,.ej 817 ;_':,- 6(, Njr — Zj(ﬁj (’)\\I,ﬂ_q é:j
= aPrl=xP 27 = (El'el‘ 8p El) (zses 8!] Es)

On en conclut, en ordonnant par rapport a ¢,%, et ¢, %,

2 s (el — ¢;.65) 056 0y b= 0:
ou
[25(ef? —e1e5)0,85]0p &+ [2s(ef’ — €5 €5) 9g E:]0, &+ ..
+ [Z5(e) —enes)0gEs]13p En = 0.

Donnant a p successivement les valeurs o, 1, 2, ..., n — 1, puisque
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le déterminant ¢ est différent de zéro, on doit avoir
v 1) s i (S p—
(et —ere;) 0,6 =0 (J=1,2,...,n),

et cela pour toutes les valeurs ¢ =o, 1, 2, ..., n— 1. Ici encore,
'hypothese que le déterminant ¢ est différent de zéro exige que 1’on
ait

e —=e;e; (/== By s T s == TG R
ou, ce qui revient au méme (141),

(I—/l?‘) €165 = E1ps €1 = Capg €. . . Epps €y

146. A présent, reprenons tous les calculs que nous venons de faire
pour chacune des racines x,, ,, ..., @, de I'équation ® = o; nous
obtiendrons chaque fois un systeme de » nombres, que nous désigne-
rons par .

€115 €31, SRR €n1y

E €19, €299, RO ) €na,s
ceey  eaey o sy ey

\ €iny €ans R} Cnn-

Pour chacun de ces systemes, la formule (142) aura lieu, de sorte que

les n quantités
€1, €25 ssiwy Cn

peuvent étre regardées comme un systeme de quantités multivalentes
dans le sens expliqué au Chapitre I de cette troisieme Partie. Les n sub-
stitutions seront

(143) e Gt ot e () ovon G (s=1,2,...,n).

147. Un point important est encore a prouver, savoir que le déter-
minant

€y €21 ... Epy [

€13 €33 ... €y
e =

eln ezll . ellll

n’est pas nul.
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A cet effet, apres avoir effectué dans (139) les » substitutions (143),
considérons le discriminant D, nous trouverons

1 I R
Xy s ey
VD =| a2 x2 e
-t @it ., ait
N o SE . g . r P . DF o N
€11 051 €31 052 o= €Cn19%Gn €13 08 .. Cp2093a s €103 i A=Cn 9%,
., X N N N N p N , N o»
_ | o +endify  +o.entiba 120181 +...e€na0 8 « C1p%181 e =Crr%18a
by * N , D , * ) o »
‘fll0/171§1+021an—lgz"“---‘*‘enlon—iEu C1fn 1k enu by ... e1nSn—1Ei+.o.Cnnln—1ta
=g
et, puisque
D = Ap?,
on a
e = A,

de sorte que si A n’est pas nul, ce qui est supposé, ¢ ne 'est pas non
plus.

On peut des lors appliquer au systeme des 2* nombres que U'on vient
de trouver tout ce qui a ¢té dit du systeme des 7* nombres considérés
dans le Chapitre I de cette troisieme Partie. Et, en particulier, il est
démontré : « que chaque systeme donné de nombres ¢, ,,, vérifiant les
conditions (72), (73) et A% o, peut toujours se déduire d’un systeme
de n? nombres dont le déterminant n’est pas nul, et cela par les for-
mules (71) ». Cest 1a précisément la premiere partie de la proposition
énoncée au commencement de ce paragraphe; l'assertion contenue
dans la seconde partie de la méme proposition sera justifice par la
remarque qu'on va lire.

148. Remarque. — Dans le courant de la démonstration précédente,
on a particularisé les variables £, ..., & :onaobtenu dés lors un
certain systeme de n? nombres E. Arriverait-on au méme systeme Een
particularisant autrement les variables ., &, ..., £,7 (Les valeurs
attribuées 2 ces variables sont toujours supposées prises telles que
I'équation ® = o n’ait que des racines simples.) C'est la question que
nous allons résoudre en terminant.

B. 16
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En nous servant du systeme des »* nombres E que l'on vient de
trouver, imaginons une quantité y qui, par les n substitutions (143),
prend lesn valeurs y,, y,, ..., y,. Soit, par exemple,

: N )
y=ctie+te+...+%,e,

ou
‘ L}/l :El €1 == 52621 = e '+£II €ri1,

y — 0z b o
(144) ()2-C_1612+g2922+---+€uenzy
( Yn=Cienmn+Ere,—+.. o 5 B

et laissons ici les variables &,, &,, ..., &, susceptibles de prendre n’im-
porte quel systeme de valeurs (vérifiant toujours cependant la condi-
tion relative a I'équation ¢ = o).

En vertu de (142), on aura

ye,=8e.e;+E e eat+...+E,e.e,
= & (ame+ €op1 €2t . .= Eppp €n)
+8a(eyae -+ eamrt. ..+ Enm€y)

+ EIL (Ell'll ei + 827'/1 62+ e —!— 8II,I'II. e’l)

=22 eyl =246 2ierrj =2 erNpre
Considérons le déterminant

()’1—X>811 (J’z_X)eiz (J,IL_X)eIH
T T T o S S TEs S P, 'S

formé avec les n* quantités, que 'on déduit au moyen des n substitu-
tions (r43) de la différence

(143) (y — X)e,=Zger [npr — (K, r)X],

en attribuant a 7 successivement toutes les valeurs 1, 2, ..., n, et out X
est une variable quelconque indépendante des n* nombres E.
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(62)

(71)
(72)
(73)
(74)
(75)
(77)

(78)

(79)
(80)
(81)
(83)
(84)
(85)
(86)
(87)
(88)
(89)
(90)
(91)
(92)
(93)
(94)
(95)
(96)
(97)

(98)

(100)

(1o01)
(102)
(104)

(105)

(106)

TABLEAU DES

(p,q)=1 si p=q.
L (psq)=0 sip=q.
€rpq =2 [riCpiCqs

€rpq = Erqp+
2j€ipqary = Zj€jprEiqj
ap=2jEjpj-
T = T = G e
rq cqp J2JcIprq
211,-:21'21'5:-1‘1'5.1'51'-
d'fll'

Nps— FE— = 2jErsjEj-
=S

o=2;n;;
ot =2;2;7;8:8;.
Jdt
== Mo B
a, = 2k
=2 Eim-i-

e

o= 2;0;E;.

T =20

on,

0,
dnps = Zjeps; dE.
dn, = 2;E; dnyy.

g day =2y, di;.

‘L',.:Zja'j‘f]j,-:ZjU'j

dv, = 2,7, dE;.
? dr, = 20, daj,.
dr = Xj0;dun;.
2, dagd 0 =2 d gy dagp.
2idngdn;=2X;dng;dn;.
2, dpdey =2dn,dc;.
Zj0jp dogy = Zjnr;dnjp.
{ 7108 + 75208 4. . .+ T;n0, =0,

? (=115 2,0 oa 570
0T, = g,
67],;:1: (psq)-
5“/'251"
o=
6nll 6'ﬂln
. . =2l
0 ni on nn
arl
L
N2
Opr1Er=10,71, (délinition) (d,=9).

FORMULES.

( Zj0pnu; dn;=2;dng;0pri&;

(107) ) ,
z = z/ 81)4—1’”1;]‘ (ZC_J'.
(108) 5p+1 'ﬂ/fi:zjnjial)ﬂijEjﬂkj 6,;"1,'[-

(109) Z;my0_ynpy = Zyngi 0y = (k, ©).
(111) B i = 2 Oy Mg Og s

(r12) O per g Mo — 203 Qs O g Ml 7

(113) Ophigin — 20,7006 >

(114) d 0,8, = pZ;0p_ynpde; =pZjdn,;0,-.&,.
(115) 0,0,E, = pZ;0,—1M,;0,E; = P Oprg—1&r
(116) 0;0,h= pdpry 2 (A="fonct.lin. desé;).

(t17) 00pA=pdp_yh.
(118) dm3,A=p(p—1)...(p—m—+1)0p_ph
(119) 06 A= (—r1)"1.2...m0__p}.
(121) do = @207 diy.
(122) %(P— =0_,dr (les di; sont constlants).
(122") [i——? —=0_,% (k="lonct. lin. des &;).
‘ —1)"
(123) oy = =Y oo
o 1.2.. .1
(124) B =— 39,
U=m
R —~
(IZD) dc?m == C,DJ 8\U.Anl —1 )\
p=0
p,:”
L - =
(126) (Zf?m:Z’?p‘ap.—m—M:O (mzn).
0=0
w=n
j r S
(127) Z%B‘uum,,c‘,‘:o (mzZn).
p=0
IJ,:”
(128) 0pOp-m—ay=o0 (¢ fone.quele. desE,).
=0
Y=n
(129) E%%wir:o (pzo).
w=0 '
!J,:/I
(130) E%awuq’—o
w=0
U=n
(131) quép,\uf::o
n=0
.p,:‘ll—"l
(132) PuemOpo=mq, (M=0,1,2,..., B~
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((123)
Ce déterminant a pour valeur, comme le montre la formule (145), en
remplacant en outre le symbole (4, r) par sa valeur o ou 1,

era(11— X))+ CaaMag 4 .4 CraMny ein(m11— X)-+ Canhar 4 o= Cpnting
-

e (i —X)+ ey o+ oo Cufm L
erifirz—+ean (M —X) . o €u1Mpa Crafira—+ €23 (Mae— X) ..o+ Cpatinn eintia— Can(Naa— X )= oot Cun s

’ C11Nn == Ca  Tap—+. . -+0111(Tmn _X) ClaMin—tCa2Mapn—+ .. .+ lez(nlzn‘—x) CinMiin— CapTiap —- -+('/1/1('ﬂ/1/1" X)

€11 Ca ... Cpy Mi— X 7o Tiin
— | €12 € ... Cn = Ti21 N2a— X Tap
Cin Cip ... Cpp Tn1 Tin2 .fHIIL_X » . :"'-
Ainsi (puisque e£0), on a (voir la note, p. 113) *

(146) (1= X) (2= X) .. (= X)=0(X).

La fonction ¢(X)de X et des variables &, &,, ..., £, a ses coefficients
absolument determines par les nombres ¢,,, : il faut donc, a cause de
(146), que les coefficients des variables &, £,, ..., £, le soient aussi
dans les quantités y,, v,, ..., ¥,; parconséquentle systeme des »* nom- t

bres E est unique et une autre particularisation des valeurs £,,%,, ...,
¢, ne conduira pas & un systeme différent.

FIN.
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