
COMPLÉMENTS 

DE 

G É O M É T R I E 
F O N D É S SUR LA P E R S P E C T I V E 

FORMANT SUITE 

A TOUS L E S TRAITÉS DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

Tar SM. TOUDRA, 

Officier supérieur d'Etat-major, en retraite. 

AVEC 17 P L A N C H E S . 

TARIS 
LIBRAIRIE MILITAIRE, MARITIME E T POLYTECHNIQUE 

J. CORRÉARD, É D I T E U R , 
3 , Boulevard St-André, 3 

MAISON DE LA FONTAINE SAINT - MICHEL. 

l868o 



C O M P L É M E N T S D E G É O M É T R I E 

FONDÉS SUR LA P E R S P E C T I V E . 

T A B L E . 

Prél iminaires i 
Introduct ion . 3 
P R E M I È R E P A R T I E . — Perspective plane des figures 

planes . — Chapitre premier. — Convent ions . 5 
Perspective d'un po int . 8 

Id. d'une droite 1 2 
Po in t s de concours i 3 
Des relations perspectives . . . . . . . . . 16 
Relat ions métr iques . . . , 18 
Relat ion entre deux segments h o m o l o g u e s . . . 25 

Id. entre quatre segments h o m o l o g u e s . . 28 
Relat ions entre les surfaces homologues . . . . 38 
Relat ions entre deux l igures particulières h o m o 

logues ; 44 
Relat ions entre deux droites dans u n m ê m e plan. 4 4 
Théorèmes sur les transversales . . . . . . 44-
I n v o l u t i o n . — Propriétés diverses 63 
Relat ions entre deux triangles h o m o l o g u e s . . . 

Id. entre deux quadrilatères 7 7 
Placez en perspective deux quadrilatères donnés? j-f-
Propriétés d'un quadrilatère 87 

D E LA CIRCONFÉRENCE 87 

D e u x circonférences superposées 8 7 
Propriétés d'une circonférence 108 
Théor ie des polaires réciproques de M . Poncelet . i-e8 
Tr iang le polaire . re& 
Quadrilatères inscrits et circonscrits 1-08 
Po int s conjugués . — T h é o r è m e s peS 
Théorèmes sur deux circonférences homologues . LOB 

D E S SECTIONS CONIQUES ENGENDRÉES PAR LA 

PERSPECTIVE DU C E R C L E . . . . . . 139 

De leurs formes et de leurs propriétés . . . . 139 
E L L I P S E . — F o r m e et propriétés 1 4 2 
Déterminat ion des axes L42 

ïd . des deux diamètres conjugués fai
sant entre eux un angle donné 142 

Rapport entre les l ongueurs de deux diamètres 
c o n j u g u é s . . . . 142 

D E S DIVERSES POSITIONS DU POINT DE V U E . . 14.2 

Rapport entre les longueurs des axes 142 

COMPLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE. B 



El l ipse et circonférence concentr iques . . . . 1 4 2 
Propriétés de l'ellipse qui se déduisent de celles 

d'un cerc le .concentr ique 1 4 2 
T h é o r è m e s divers sur les axes , les diamètres, etc. 142 
Construct ions graphiques sur l 'el l ipse. — Divers 

problèmes . , . 142 
Propriétés de l'ellipse qui se déduisent de celles 

d u cercle lorsque le po int de vue est au centre 
de ce cercle 165 

Propriétés des foyers 165 
Des angles dont le s o m m e t est au foyer d'une e l 

l ipse i 6 5 
Déterminat ion sur le cercle, des po ints qu i , en 

perspective, dev iennent les foyers. — Problème 
de Désarques ré£ 

P o i n t de vue s i tué au pôle iS5 
P o i n t de vue en un po int de la courbe, cercle o s -

culateur, rayon de courbure 2 1 0 
L'axe d'homologie tangent à la circonférence et 

le po int de vue sur cet axe 2 1 0 
P A R A B O L E 270 

Construct ion de laparabole 270 
Propriétés de la parabole déduites de celles de 

l'ellipse, o u directement de celles du cercle. . 270 
D u foyer et de la directrice, théorèmes. . . . 289 
Po int de vue sur la courbe , cercle osculateur , 

rayon de courbure 3o3 
H Y P E R B O L E З о б 

Construct ion de la courbe З06 
A s y m p t o t e s З06 
Propriétés diverses . З06 
Hyperbole équilatère. — Propriétés Зоб 
Des diverses pos i t ions du po int de v u e . . . . З06 
De Vhyperbole équilatère^ concentrique et ho-

mologique à une hyperbole quelconque. . . З28 
Point de vue placé au centre de la circonférence 

des foyers. 3 3 3 
P o i n t de vue en un point de la circonférence. . 3 3 5 
Des propriétés communes à toutes les coniques. З45 
T r i a n g l e inscrit dont les côtés sont assujettis à 

tourner autour de trois points fixes . . . . З45 
Propriétés de l 'hexagone inscrit З45 

id. de l 'hexagone circonscrit З45 
id . du pentagone circonscrit З45 



Théorème sur une transversale coupant une c o 
nique et les côtés d'un quadrilatère inscrit . . 3 tp 

Théorèmes sur le quadrilatère inscrit 
Propriétés diverses d'une conique déduites de 

celles du cercle 345 
De différentes manières dont une circonférence et 

une c o n i q u e , situées dans u n m ê m e p l a n , 
peuvent être considérées c o m m e perspectives 
réciproques l 'une de l'autre 345 

Théorèmes sur des faisceaux de coniques . . . 3 4 5 
Con iques inscrites ou circonscrites à u n m ê m e 

quadrilatère 3 7 4 
Pos i t ions diverses d'une conique et de la c i rcon

férence h o m o l o g i q u e 3 7 4 
DÉTERMINATION DES A X E S D'UNE SECTION CO

NIQUE CONNUE PAR CINQ CONDITIONS. . . 4 1 6 

I E R C A S . — Les données sont : cinq points , el l ipse. 4 1 8 
Id. — hyperbole . . . . 4 1 8 
Id. — parabole . . . . 425 

2 e C A S . — quatre points et 
u n e tangente 425 

3 e C A S . — Les données sont : trois points et deux 
tangentes 426 

4 e C A S . — Les données sont : deux points et trois 
tangentes 428 

5 e C A S . — Les données sont : u n point et quatre 
tangentes 4 3 o 

6 e C A S . — Les données s o n t : c inq t a n g e n t e s . . 4 3 1 
7 e C A S . — u n point , deux tan

gentes et leurs po ints de tangence 4 3 2 
8 e C A S . — Les données s o n t : trois tangentes et 

deux des points de tangence 4 3 3 
9 e C A S . — Les données sont : trois points , une 

tangente et son point de tangence 4 3 4 
1 0 e C A S . — Les données s o n t : u n p o i n t , trois 

tangentes et un des points de tangence. . . . 4 3 5 
1 i e C A S . — Les données s o n t : deux po ints , deux 

tangentes et un point de tangence 4 3 6 
1 2 e C A S . — Les données s o n t : quatre tangentes 

et u n point de tangence 4 3 7 
i3c C A S . — Les données sont : trois points et le 

foyer 4 3 8 
1 4 e C A S . — Les données sont : deux points , une 

tangente et u n foyer 440 



i 5 e C A S . — Les données sont : un point , deux 
tangentes et le foyer 4 4 1 

1 6 e C A S . — Les données sont : trois tangentes et 
u n foyer 4 4 3 

1 7 e C A S . — Les données s o n t : un point , une tan
gente et son point de tangence et u n foyer. . 4 4 3 

1 8 e C A S . — Les données sont : deux tangentes , 
u n point de tangence , un foyer 445 

1 9 e C A S . — Les données s o n t : d e u x diamètres 
conjugués à l'angle de ces deux diamètres . . 446 

20 e C A S . — Les données sont : un point , u n d ia 
mètre et Fangle de ce diamètre et de son c o n 
jugué . . . . . . . 4 4 7 

2 1 e C A S . — L e s données s o n t : une tangente, un 
diamètre et l 'angle qu'il fait avec son conjugué . 448 

22e C A S . — Les données sont : deux po ints , le 
centre et les direct ions de deux diamètres c o n 
jugués 449 

2 3 e C A S . — Les données sont : un point , une tan-
gente , le centre et les directions de deux diamè
tres conjugués 45o 

2 4 e C A S . — Les données sont : deux tangentes , le 
centre et les directions de deux diamètres c o n 
jugués 4 5 2 

2 5 e C A S . — Les données sont : une tangente, son 
po int de tangence, le centre et les directions de 
deux diamètres conjugués 4 5 3 

2 6 e C A S . — Les données sont : trois points et le 
centre 4 5 4 

2 7 e C A S . — Les données sont : deux points , le 
centre, une tangente 4 5 5 

2 8 e C A S . — Les données sont: un point, deux tan
gentes , le centre 4 5 6 

2 9 e C A S . — Les données s o n t : trois tangentes , le 
centre 4 5 7 

3o e C A S . — Les données sont : un point, une tan
gente et son point de tangence, le centre. . . 4 5 8 

3 i e C A S . — Les données sont : le centre, deux tan
gentes et un des points de tangence 459 

3 2 e C A S . — Les données sont : le centre, un foyer, 
un point ou une tangente 460 

Des coniques tangentes à d'autres coniques ou à 
des courbes d'ordre supérieur 461 

FIN DE LA T A B L E . 



COMPLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE 

FONDÉS SUR LA PERSPECTIVE 

Formant suite à tons les Traités de Géométrie élémentaire 

P a r M. POUDRA» 

Officier supérieur d'élat-majoi1 en retraite. 

PRÉLIMINAIRES. 

Parmi les méthodes employées en géométrie, 

pour passer des mérités connues à d'autres nouvel

les, une des plus simples et surtout des plus intui

tives est celle fondée sur la perspective. 

Déjà Desargues s'était servi de cette méthode 

pour déduire les propriétés des sections coniques 

de celles du cercle; mais à cette époque parut la 

géométrie analytique de Descartes, qui, par sa gé

néralité et ses belles applications, fit oublier les 

essais de Desargues et aussi les méthodes em

ployées par les géomètres anciens; c'est au général 

Poncelet, dans son célèbre traité des Propriétés 
C O M P L É M E N T S DE G É O M Ê T R i r . 1 



projectives, que l'on doit d'avoir fait connaître de 

nouveau la fécondité et l ' importance de cette mé

thode. 

Depuis, la géométrie s'est enrichie de nouvelles 

méthodes qui ont fait faire un pas immense à cette 

science; parmi celles-ci il faut surtout remarquer 

celle due à M. Chasles, et qui est fondée sur la no

tion du rapport anharmonique, elle est exposée par 

l 'auteur dans son cours de la Sorbonne et dans 

son traité de géométrie supérieure; nous citerons 

aussi celle due à Bobillier, qui, par un algorithme 

particulier, a simplifié et généralisé les démonstra

tions géométriques. (Voir les Annales de mathéma

tiques, pat Gergonne, t. XVIII, années 1827-28, 

et dans les ouvrages anglais de Salmon, sous le 

titre de Notions abrégées.) 

Nous nous proposons dans cet ouvrage, en em-

ployant exclusivement la perspective, de faire con

naître les propriétés descriptives et métriques des 

figures qu'on peut obtenir par la perspective d'au

tres figures dont les propriétés sont connues par la 

géométrie élémentaire-, et de former ainsi des com

pléments de géométrie. 



INTRODUCTION 

Si on joint par des droites tous les points d u n e 

figure donnée à un point iixe de l'espace, et qu'on 

coupe le cône ainsi formé par un plan, la figure 

obtenue par cette intersection est ce qu'on appelle 

la perspective plane de la première. 

Au lieu d'un plan on pourrait supposer une 

surface sphérique, cylindrique ou conique, et on 

obtiendrait par les intersections, des figures qu'on 

pourrait appeler les perspectives sphériques, 

cylindriques ou coniques de la première; nous ne 

nous occuperons pas de ces espèces de figures. 

11 est encore une autre espèce de perspective, 

qu'on peut obtenir en prenant sur chaque rayon 

du cône un point, d'après certaine loi, de manière 

à obtenir, par leur réunion, une figure à trois d i 

mensions, ayant ainsi du relief, et qu'en consé

quence nous avons appelée perspective-relief de la 

première. 



Nous diviserons cet ouvrage en deux parties : 

Dans la première, nous nous occuperons des 

perspectives planes de figures planes. Dans la 

deuxième, nous considérerons les perspectives-

reliefs de figures reliefs. 



PREMIERE PARTIE 

Perspectiv© plane <le figures planes. 

CHAPITRE PREMIER. 

CONVENTIONS. — Pour éviter par la suite des lon

gues périphrases, nous croyons convenable de 

commencer par établir quelques conventions dans 

la désignation des points, des droites, des plans 

dont nous nous servirons à tout instant. 

1° Nous désignerons par S (Sol) le plan de la 

figure donnée. 

Ce plan {fig. 1) peut toujours se supposer hori

zontal. 

2° Nous désignerons par T (Tableau) le plan de 

la perspective de cette première figure. 

Les plans S et T peuvent faire entre eux un 

angle quelconque. Dans la fig. (1), nous suppo

sons ce plan T vertical, par conséquent perpendi

culaire à celui S. 

3° Les deux plans S et T se coupent suivant 



une droite T tT 2 , qu'on appelle ordinairement la 

ligne de terre; elle peut avoir sur le plan S une d i 

rection quelconque, 

4° V sera le sommet du cône perspectif, c'est-

à-dire le point' fixe de l'espace qu'on joint à tous 

les points de la figure donnée. 

5° Nous désignerons par H [Horizontal) le plan 

mené par le point V, parallèlement à celui S (dans 

la fig. (1) il est donc horizontal). 

6° Le plan H coupe le plan T, suivant une 

droite parallèle à la ligne de terre T d T 2 , nous la 

désignerons par les lettres [Infini). 

7° Nous désignerons par V 4 (Vertical) {fig. 1), le 

plan mené par^parallèle à celui T. 

8° Le plan Y{ coupe celui S, suivant une droite 

parallèle à la ligne de terre, nous la désignerons 

par JjJç). 

9° Nous désignerons par P (Principal) le plan 

mené par V perpendiculairement à ceux S,T,V. 

10° Ce plan P coupe celui H, suivant une droite 

VO parallèle au plan S, et qui est le rayon prin

cipal, ou axe du cône perspectif. 

11° 0 sera le point central de la perspective. 

12° La distance VO, du point V au point 0 , 



contée parallèlement au plan S, sera désignée 

par ci (distance). 

13° Le plan P coupe celui V,, suivant la droite 

VP, cette distance sera désignée par h (hauteur). 

14° Nous désignerons généralement les points 

de la figure donnée par les lettres ordinaires : 

a,b,c. et ceux correspondants de la perspective 

par a',f)\c\ c'est-à-dire les mêmes lettres respec

tives avec un accent. 

Les dispositions de ces plans, de ces droites, 

de ces points sont représentées dans la fig. (1), 

suivant la position qu'on leur donne dans la 

perspective des peintres ; mais il est nécessaire 

d'observer ici que, dans nos considérations géo

métriques, ces plans, ces droites sont censés pro

longés indéfiniment et peuvent -occuper, suivant 

les circonstances, toutes les positions possibles, 

pourvu que ceux désignés comme parallèles con

servent dans toutes les positions leur parallélisme, 

Le but que nous nous proposons maintenant 

est de déterminer la figure qui résulte de l ' inter

section, par le plan T, du cône, qui aurait son 

sommet en V et pour base une figure tracée sur le 

plan S. 



La perspective d'une figure donnée résulte évi

demment de celle de chacun de ses points. Nous 

allons donc commencer par déterminer la pers

pective d'un point. 

PERSPECTIVE D'UN POINT. Suit (fy. 1) d WJX 

point donné sur le plan S. Sa perspective a' sur le 

plan T, pour le point de vue V, sera déterminée 

par l'intersection du rayon perspectif Va et du 

plan T. Une infinité de moyens se présentent pour 

résoudre ce problème élémentaire; nous expose

rons seulement le suivant, qui nous sera fort 

utile. 

Sur la droite J4J2 indéfini [fig. 1), prenons arbi

trairement deux points j \ et j \ et joignons-les à V par 

les deux droites Yj^Yj2. Par ces deux droites et le 

point donné a menons deux plans, ils couperont 

le plan T suivant les droites ma ,na', respective

ment parallèles à V/^V/g, et le point a! de leur 

commune intersection sera sur le rayon perspectif 

Yaar; donc, ce point a sera la perspective du 

point a. Or, remarquons que m est l'intersection 

de la droite j\ma avec la ligne de terre T 4T 2, donc, 

m est la perspective du point prise du point j { . 

De même n étant l'intersection de la droite j\na 

avec la ligne de terre, il s'ensuit que ce point n est 



la perspective de ce même point a, prise du point 

; 2 . Donc, le point a cherché sera déterminé, en 

menant par le point m une parallèle à /\Y-'et 

par n une parallèle h j\Y. Au moyen des deux 

points de vue auxiliaires^ et ; 2 , on déterminera de 

même la perspective de tous les points de la figure 

donnée. Il est facile de voir que, si au lieu des 

points j \ et j \ on eut pris sur la même droite deux 

autres points quelconques, on aurait deux autres 

droites que celles y ^ ^ V ; mais, par la même 

construction, on aurait en dernier résultat le 

même point a' pour la perspective du point a. 

Nous pouvons en conclure que : «La perspective 

plane d'une figure donnée est la résultante de deux 

perspectives auxiliaires sur la ligne de terre T{ Tly 

prises de deux points de vue choisis arbitrairement 

sur la droite indéfinie J{Jqy qui, comme on le sait^ 

est l'intersection du plan S et de celui V. 

Si un des points de vue auxiliaires j { ou / 2 était 

en P au pied de la perpendiculaire YP à J tJ 2, alors 

le rayon Va rencontrerait T,T 2 en q, d'où, élevant 

une parallèle qa! à VP ou une perpendiculaire 

à T 4T 2 , elle passerait par le point a cherché, et qui 

pourrait alors être déterminé par l'intersection de 

cette droite qa' avec le rayon perspectif Yara. 



Dans la fig. (1) nous avons supposé que les plans 

parallèles T et Vêtaient verticaux; mais il est fa

cile de voir {fig. 2) que la perspective d'une figure 

donnée ne change pas, en faisant tourner ces deux 

plans autour de leur trace respective, pourvu que, 

dans toutes les positions, les deux plans restent 

parallèles; on voit, en effet, que dans toutes ces 

positions les points m et n ne changent pas, et 

qu'ainsi le îriangle mdn, toujours semblable au 

triangle JtVjc,, puisqu'il est formé par des côtés 

respectivement parallèles, ne changera pas non 

plus, qu'ainsi le point a! reste toujours à la même 

position. 

Cette proposition est vraie pour toutes les incl i

naisons parallèles des plans V et T, elle le sera 

encore (fig. 3) lorsque ces deux plans se confon

dront avec celui S; alors la figure donnée, sa pe r s 

pective et le point de vue sont ramenés dans un 

même plan. La construction pour obtenir la pers 

pective a! d'un point quelconque a sera la même; 

mais elle sera d 'une exécution plus facile, car, au 

lieu d'employer, comme dans les fig. (1 et 2), 

la perspective des constructions, ou bien de se 

servir de deux plans de projections, comme on le 

fait en géométrie descriptive, toutes les opérations 



se feront ici sur un seul et même plan, les résul

tais seront les mêmes que si elles avaient été exé

cutées *lans l 'espace; seulement, si on veut réta

blir les deux figures en perspective, il suffira de 

redresser parallèlement les plans T et V, et dans 

toutes les positions qu'on pourra ainsi leur donner, 

elles seront encore en perspective. Lorsqu'il ne 

s'agira que de trouver la figure qui est la perspec

tive d'une autre figure donnée, la position des plans 

T et V est indifférente, on doit donc se servir de 

celle qui est le plus commode. Nous verrons en 

outre que deux figures perspectives ainsi ramenées 

dans un même plan donnent lieu à des considéra

tions géométriques fort importantes. 

Le général Poncelet, dans son Traité des p ro 

priétés projectives, a donné le nom de figures h o -

mologiques à deux figures perspectives ainsi r ame

nées dans un même plan. Le point V est dit le 

centre d'homologie, la ligne de terre est appelée 

Taxe d'homologie; un point et sa perspective sont 

des points homologues, de même pour deux droites 

et en général pour deux figures perspectives ainsi 

placées. Nous nous servirons, suivant la circons

tance, de ces mêmes expressions consacrées par ce 

célèbre géomètre. 



PERSPECTIVE D'UNE DROITE. — La perspective 

d'une droite est évidemment un£ droite; sachant 

déterminer la perspective d'un point, il siéra fa

cile de déterminer celle d'une droite par les pers

pectives de deux de ses points. 

Soit (fig. 1 , 2 et 3) sur le plan S, la droite indé

finie amj. qui rencontre T 4T 2 en m et celle J. J 2 en 

j \ , il est évident d'abord que ce point m qui est sur 

le plan T est sa propre perspective, donc il est 

déjà un des points de la perspective de amj., et 

comme a' est la perspective d u n point a de cette 

droite, il en résulte que la droite ma'r est la pers

pective de amjm 

Chacun des points de la droite am a sa perspec

tive sur am) à l'intersection de cette droite am et 

du rayon perspectif de ce point. Sur cette droite 

ma il y a un point situé à l'infini, la perspective de 

ce point à l'infini sera donc à l'intersection du 

plan T et du rayon perspectif Vr mené de V paral

lèlement à ma. Or, cette droite Vr étant parallèle 

à ma., qui est sur le plan S, elle rencontrera le 

plan T en un point r, situé sur la droite I dI 2, ce 

sera donc un point de la droite cherchée ma!; 

ainsi, on voit que la perspective ma'r d'une droite 

ma peut être déterminée par les deux points m et r, 



dont l 'un est sa trace sur le plan T et l 'autre est ce 

qu'on appelle son point de fuite. 

Si on avait à déterminer les perspectives d'une 

suite de droites parallèles à ma, chacune d'elles 

aurait une trace différente, mais aurait un même 

point de fuite r. Pour tout autre système de dro i 

tes parallèles, il y aurait toujours un seul point de 

fuite; on en conclut donc que : 

POINTS DE CONCOURS. — Les perspectives de droi

tes parallèles sont des droites concourantes en un 

point de la droite IJ^ déterminée par ïintersection 

de cette droite et du rayon perspectif mené parallè

lement au système de droites parallèles considérées; 

point commun, appelé leur point de fuite. 

Remarquons que tous ces points de fuite seront 

sur la droite I J 2 parallèle au plan S. Comme la 

perspective d'une droite est toujours une droite et 

réciproquement, il s'ensuit donc que tous les 

points qui, dans la figure donnée, sont à l'infini, 

doivent être considérés comme étant sur une droite 

à l'infini dont I J 2 sera la perspective. 

Nous avons vu que la droite ma perspective de 

ma était parallèle à celle Yj{, de même toute 

droite de la figure donnée qui passerait par ce 

même point j { aurait donc pour perspective une 



autre droite parallèle à Vj{, par conséquent à ma. 

De même pour tout autre système de droites con

courantes en un des points de la droite J AJ 2 , elles 

donneraient en perspective des droites parallèles et 

réciproquement; on voit que tout système de droi

tes parallèles dans la perspective, par conséquent 

situées sur le plan T, proviendrait de droites con

courantes, en un des points de cette droite J r I â et a 

son intersection avec la droite menée de V para l l è 7 

lemeiit à celles du système considéré. Nous pou

vons donc dire, comme ci-dessus, que la droite 

J 4 J 2 est la perspective de tous les points qui sont 

à l'infini dans la deuxième figure et qu'on doit 

regarder aussi comme étant tous sur une droite. 

Lorsqu'il s'agit d'obtenir la perspective d'une 

figure donnée sur le plan S, la droite I J 2 joue un 

rôle important; mais si la figure donnée était sur le 

plan T, la droite I 4 I 2 jouerait le même rôle ; il en ré

sulte que les deux figures sont des perspectives réci

proques l 'une de l 'autre pour le même point de vue. 

Dans la perspective des peintres, la perspective 

d'une droite, quelque longue qu'elle soit, com

mence à sa trace et ne peut dépasser son point de 

fuite, elle est donc comprise entièrement entre les 

deux droites parallèles T t T 2 et I J , . Mais il n'en sera 



pas de même dans nos considérations géométri

ques; une droite infinie en longueur sera aussi r e 

présentée par une droite infinie ; mais il est néces

saire de bien remarquer les différentes parties de 

ces droites qui se correspondent. Ainsi, considé

rons la droite ma comme celle donnée, en la s u p 

posant prolongée indéfiniment dans les deux sens. 

La partie de cette droite pariant de m et allant à 

/'infini en passant par le point a sera représentée 

en perspective par la partie maV comprise entre m 

et r. Tandis que la partie m], de cette première 

droite comprise entre m et j i sera représentée par 

cette partie de la deuxième commençant à m et 

allant à l'infini dans le sens de a' vers m et son pro

longement. Enfin, la première droite qui va de j \ à 

l'infini dans le sens de m vers j l 9 est représentée par 

la partie prolongée de ma'r comprise entre l'infini 

et le point r . De sorte que ce point r est la pers

pective du point de la droite donnée, qui est à 

l'infini aussi bien dans un sens que dans l 'autre. 

Sachant trouver les perspectives d'un point et 

d'une droite, les considérations précédentes sont 

suffisantes pour construire la perspective d'une 

figure donnée et réciproquement, pour passer de la 

seconde à la première. 



DES RELATIONS PERSPECTIVES. 

Entre deux figures qui sont ainsi perspectives 

réciproques, il existe des relations que nous pro

posons d'établir. Ces relations sont de deux espèces, 

celles qu'on peut appeler descriptives, qui tiennent 

à la forme des figures, et celles métriques qui dé 

pendent des longueurs, ou distancesentre les points, 

les droites. 

RELATIONS DESCRIPTIVES. 

Les relations descriptives sont évidemment les 

suivantes : 

1° A un point dans Tune des figures, correspond 

un seul et unique point dans l'autre, et ces points 

correspondants ou homologues sont sur une droite 

qui va passer par un même point V de l'espace, 

quels que soient ces deux points. 

2° A une droite de l'une des figures correspond 

une seule et unique droite dans l'autre, et ces 

deux droites [sont dans un même plan passant de 

même par le point fixe Y. 

3° Deux droites ainsi correspondantes ou homo-



loguesse rencontrent en un même point de la ligne 

de terre, ou axe d'homologie. De même deux figures 

quelconques homologues se coupent suivant cette 

même droite. De sorte que cette ligne est commune 

aux deux figures, 

4° Si dans l 'une des figures on exécute une cons

truction géométrique qui donne pour résultat des 

points, des droites, la construction correspondante, 

faite avec des points, des droites homologues, don

nera pour résultat des points et des droites homo • 

logues des premières. 

5° Tous les points de la première figure qui sont 

à l'infini et par suite sur une droite, ont leurs ho

mologues respectifs sur la droite l{ I 2, et ceux de 

la 2 e figure qui sont à l'infini ont leurs homologues 

dans la première, sur la droite 3{ J2. 

La première conséquence que l'on peut retenir 

de ces relations est que si une des figures est ren

contrée par une droite en un certain nombre d e 

points, la figure homologue sera rencontrée par la 

droite homologue, dans le même nombre de points, 

d'où résultera que si une figure est une courbe du 

degré m sa perspective sera une courbe du même 

degré. 

On voit aussi qu'à une tangente, à une courbe 
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d'une des figures correspondra une tangente à la 

courbe homologue. Si d'un point de la première on 

peut mener un certain nombre de tangentes à la 

seconde, il en résultera que du point homologue 

dans la deuxième on pourra mener le même nom

bre de tangentes à la courbe homologue, par consé

quent les deux courbes perspectives réciproques 

seront de même classe, 

Telles sont à peu près toutes les relations descrip

tives qui existent entre deux figures perspectives 

réciproques. Nous verrons dans les applications 

quelles sont les transformations que l'on peut faire 

subir dans la forme d'une figure donnée au moyen 

de ces relations. 

RELATIONS MÉTRIQUES. 

Les relations métriques sont bien plus n o m 

breuses, ce sont elles que nous allons maintenant 

examiner. 

Soient d'abord (fig. 4) deux points homologues 

a et a' déterminés comme ci-dessus (fig. 3)* 

Observons d'abord que puisque deux ligures 

perspectives réciproques ne changent pas, lorsqu'on 

fait tourner le plan T autour de la ligne de terre, 



pourvu qu'il en soit de même du plan V autour de 

JJ, de sorte que ces deux plans V et T soient tou

jours parallèles ; nous pouvons ne considérer que 

la position où S est perpendiculaire à T et à V et 

celle où les deux plans T et T sont rabattus sur le 

pian S. De sorte que la distance VO que nous avons 

désignée par d sera bien j a distance du point V 

au plan T et celle VP, la hauteur du point V au-

dessous du plan S; cette convention nous évitera 

cette périphrase —̂  « distance parallèlement à tel 

ou tel plan. 

Considérons d'abord dans le plan S, les deux 

droites rectangulaires et T d T 2 qui sont les traces 

des plans P et T sur ce plan. Le point a donné de 

ce plan S sera connu de position, si l'on donne les 

distances aa.,aS de ce point aces deux droites, c'est 

ce qu'on appelle les coordonnées de ce point relative

ment à ces deux droites prises pour axes. Désignons 

suivant la coutume, la distance au par«z et a<$. par y. 

Prenons de même, dans le plan T, pour axes, 

les traces sur ce plan de ceux P et S, auxquels nous 

rapportons le point a de ce plan. Or, on voit que si 

on rabat le plan T sur celui S les deux axes de la 

2 e figure se confondront avec ceux de la première. 

Désignons par x' la distance a% de ci à apP et par y ' 



celle aq de a à T{Tr De sorte que a et a! sont d é 

terminés par les coordonnées relatives aux mêmes 

axes. 

Par la perspective nous savons que lorsque le 

point a est donné, son homologue a! est déterminé; 

donc il faut qu'entre les coordonnées x,y du point 

a et celles x\ij du point a il y ait des relations 

telles que lorsque x,y sont donnés, les valeurs de 

x y en résultent et réciproquement. Ce sont ces 

relations que nous nous proposons d'abord de dé

terminer. 

Prolongeons (fig. 4) la droite a8—y jusqu'en r 

à sa rencontre avec J 4 J 2 , et de même celle a'q=y' 

jusqu'en G à sa rencontre avec la droite a*. 

Par suite de triangles semblables on a : 

or 
§y=Pp= Vo=d, a^r=a%-\-^[=y + d. 

donc on a 

(1) 

La droite qa 6 étant parallèle à V/?a on aura 

aussi : 



mais 

dq—y\ §q=aìì=y, Vp—h, Po: —Pp-j-rjjp=d+y ; 

donc 

(2) 

Les deux égalités (1) et (2) serviront donc à d é 

terminer les coordonnées x\y du point d, lorsque 

celles x,y du point a seront connues. 

En changeant dans (1) et (2) x eu y' en y et 

h en d et réciproquement, on obtiendrait de même 

les valeurs dex,y en fonction d e x \ y ; mais d 'ail

leurs on a 

Les triangles semblables aa'q, àSfp donnent 

d'où 

ou 



donc 

(3) 

La droite ac> passe évidemment par a\ alors les 

deux triangles semblables aarS et voa! coupés par 

une transversale ^diz donnent 

donc on aura 

(4) 

Les égalités (3) et (4) serviront à passer des va

leurs de x',y' à celles de x,y. 

Les égalités (1) et (2) jointes à celles (3) et (4) 

donnent donc 

et peuvent s exprimer par divers théorèmes : 

1° On a 

c'est-à-dire 

1 e r Théorème. Le rapport des distances d'un 

point quelconque de la première figure aux deux 



plans P et T est à celui des distances du point ho

mologue aux deux mêmes plans, dans le rapport 

constant=~. 
d 

Si h=d, alors ces rapports sont égaux. 

2° On a 

c'est-à-dire 

2 e Théorème. — Le rapport des distances de deux 

points homologues au point de vue V est égal à la 

distance d'un des points à la droite J{J% divisée par 

la constante d. 

Ce théorème servirait donc à déterminer la d is 

tance Ya' r connaissant la position du point a. 

3° Des égalités ci- dessus on tire : 

d'où 
(h—y) (y+d)=h. d— constante, 

on aura donc ce théorème : 

3 e Théorème — Le produit des distances du 

point quelconque a à la droite J{L2 par cçlle du point 

homologue a' à est constant = h,d. 

La droite Yaa' qui passe par deux points homo-



logues a et a! coupe la ligne de terre l^Tc, en s 

et on a 

et comme 

et que 

il en résulte 

c 'est-à-dire 

4 e Théorème. — Le rapport des distances de deux 

points homologues quelconques au point V est à 

celui des deux mêmes points à celui s où le rayon 

perspectif Vaa' coupe le plan T dans un rapport 

constant 

a 

Si dans cette égalité h=cl, alors il en résulterait 

que les quatre points V,s,a,a' forment des segments 

en rapport harmonique. 

Ce théorème ainsi posé recevra d'importantes 

applications. 

Remarque sur les égalités (1) (2) (3) (4). Si on 

suppose y—h on trouve x et y infinis, et si on fait 



y——rf alors x\y sont infinis; ce qui confirme que 

si le point d est sur I 4 1 2 celui a est à l'infini. Que si 

a est sur J f J 2 alors d est à l'infini. Ou réciproque

ment que si a est à l'infini, d est sur 1J 2 , et si d est 

à l'infini, a est sur J ^ . 

RELATION ENTRE DEUX SEGMENTS HOMOLOGUES. 

Soient (fig. 5) abmk une droite donnée et rdVm 

sa perspective : m est le point commun à ces deux 

droites, il est donc sur T 4 T 2 . k est le point où la 

droite donnée rencontre J ^ . r est le point de fuite 

de la droite mb'dr situé sur I J 2 . Enfin Yr est pa

rallèle à la droite donnée et Yk à sa perspective. 

Le théorème (3) démontré ci-dessus : 

{h—y') {y+d)=h,d 

appliqué aux points a et d donne 

ay.d[L=h. rf, 

et pour les points bet b' 

by—b'Y=Ji*d'9 

donc 

ay.diL=by{.b[L ; 



d'où 

mais 

et 

donc 

On tire de cette égalité 

ou bien 

c'est-à-dire 

ou bien 

donc 



ou 

On a donc ce théorème : 

5 e Théorème. ~ Une longueur ou segment ab 

est à son homologue aIV comme la distance de l'une 

des extrémités a (ou b) de ce segment au point k (où 

cette droite rencontre J{J9) est à celle de b ' (ou a') 

au point r (où a'b' rencontre la droite IJ^). 

Si le point b se confond avec m, alors b' se r éu 

nira aussi à ce point et on aura alors : 

ou 

Le rapport ci-dessus entre deux segments pers

pectifs ab, dbr a lieu quelle que soit la longueur de 

ces segments; elle aura donc lieu quand ils seront 

infiniment petits; ainsi on aura ce théorème : 

6 e Théorème.—Lorsqu'une droite augmente d une 

quantité infiniment petite, son homologue augmen

tera aussi dune quantité infiniment petite, et le rap

port de ces deux infiniment petits sera égal au rap-



port fait entre la distance du point a à h, à celle 

de a' d r. 

Le rapport ci-dessus aura donc lieu entre l'élément 

d'une courbe et l'élément homologue. 

RELATION ENTRE QUATRE SEGMENTS HOMOLOGUES EN 

LIGNE DROITE. 

Soient maintenant a,b,c,d (fig. 6), quatre points 

sur une droite donnée, et a\b\c\d' les perspectives 

respectives. Par le théorème ci-dessus on a : 

et 

donc 

De même 

et 



donc 

par conséquent on aura 

égalité qui donne lieu à ce théorème : 

7 e Théorème. — Lorsqu'on a quatre points en 

ligne, le double rapport formé comme ci-dessus, 

entre ces quatre points, est égal au double rapport 

formé de la même manière entre les quatre points 

homologues. 

Ce double rapport est le premier exemple d'une 

relation existante entre des points d 'une première 

figure, et qui ne change pas en perspective. Ce 

sera ce que nous appellerons une relation perspec

tive. 

On voit qu'on peut prendre arbitrairement deux 

des quatre points pour les sommets des deux r ap 

ports, le résultat est le même. 

M. Chasles, dans son traité de géométrie supé

rieure, a donné le nom de rapport anharmonique 

au donble rapport ci-dessus, et, vu son impor

tance, il en a fait le départ de toutes ses considé

rations géométriques. 



Noos nous servirons aussi de cette expression 

ainsi consacrée, et nous dirons : « Le rapport an-

harmonique de quatre points en ligne droite est égal à 

celui des quatres points homologues obtenus par leurs 

perspectives. 

On peut démontrer directement le théorème ci-

dessus de la manière suivante : On a [fig. 6) 

surf, triangle (Vab)=Va.Yb. sin (aNb) et surf. t r i . 

{Yac)=Va.Nc. sin (aVc); mais les deux triangles 

(Vab) (Vac) ayant même hauteur, sont entre eux 

comme leur base; on a donc : 

Les triangles d\7b, dVc, donnent de même 

divisant Tune par l 'autre on aura : 

c'est-à-dire : 

8 e Théorème. — Le double rapport formé par 

quatre points en lignes droites, ou bien le rapport 

anharmonique de ces quatre points est égal au double 



rapport formé par les sinus des angles des droites qui 

joignent un point quelconque de F espace aux extré

mités respectives des segments formés par ces points. 

Ce théorème démontre que le double rapport 

de ces quatre points est une relation perspective; 

car cette relation ne changera pas, quelle que soit la 

transversale qui coupe quatre droites issues d'un 

même point et passant par ces points. 

On peut donc dire aussi : 

9 e Théorème. —• Lorsque quatre droites issues 

d'un point fixe sont coupées par une transversale 

quelconque, le double rapport formé par les quatre 

points, ou le rapport anharmonique de ces quatre 

points conserve toujours la même valeur. 

Nous appellerons faisceau de droites, une suite de 

droites issues d'un même point. Le double rapport 

d'un faisceau de quatre droites, ou le rapport a n -

harmonique de ces quatre droites, est celui formé 

par les sinus des angles respectifs de ces droites; il 

est égala celui formé par les segments résultant de 

l'intersection de ces quatre droites par une transver

sale quelconque. Nous pouvons donc en conclure : 

10 e Théorème. — Lorsque plusieurs faisceaux 

de quatre droites passent par quatre points communs 

situés sur une droite, le double rapport dans chaque 



faisceau formé par les quatre droites, est constant, 

ou bien le rapport auharmonique est toujours le 

même. 

il sera encore le même si les différents faisceaux, 

au lieu de passer par les quatre même points, pas

sent par d'autres points dont le rapport anharmo-

nique soit le même. 

Il en résulte encore qu 'un faisceau de quatre 

droites donnant en perspective un autre faisceau 

de quatre droites homologues, on a : 

1 I e Théorème. — Le rapport anftarmonique de 

ces deux faisceaux est le même. Ainsi on voit que ce 

double rapport formé par les sinus des angles de 

quatre droites, est une relation perspective. 

Nous avons vu que le double rapport perspectif 

formé par les quatre points a,b,c,d sur une droite 

et celui formé par les quatre points homologues 

a',br,c',d' sont égaux; mais réciproquement nous 

disons que si le double rapport ci-dessus, entre 

les quatre points a,br,cr,d7 est égal à celui des 

quatre autres a,b,c,d, c'est que ces points respec

tifs sont perspectives réciproques les unes des 

autres. En effet : 

Transportons la droite a'b'c'd' de manière à faire 

coïncider le point a' avec a. Dans cette position 



traçons les droites bU ,cc; elles se rencontreront en 

un point quelconque V, et je dis que la droite dd' 

doit aussi passer par ce même point. Si cela n'avait 

pas lieu, la droite Yd qui joint V à d déterminerait 

sur a'b'c'd', un point d" différent de d\ et tel que 

le double rapport des quatre points d,b\c',d" serait 

égal à celui des quatre points a,b,c,d, et par suite à 

ceux de a',b',c,d'. Ce qui, évidemment, ne peut 

avoir lieu qu'autant que d" se confond avec d', 

donc, etc. 

Le double rapport de quatre points a,b,c,d peut 

s'exprimer de plusieurs manières, qui, en défini

tive, se réduisent aux trois suivantes : 

or, il est évident que chacun de ces rapports est 

égal à celui formé par les points homologues pris 

de la même manière ; il est donc indifférent de 

prendre l 'un ou l ' au t re ; ils expriment tous les 

trois que les quatre points a\b\c,d sont perspec

tives respectives de ceux a,b9c,d. 

Il est à remarquer que le produit de ces trois 

doubles rapports formé par quatre points est égnl 

à - l . 
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Lorsque deux systèmes a,b>c,d et a',b',c',d' de 

quatre points ont leurs rapports anliarmoniques 

égaux, nous venons de voir qu'oc peut les placer 

en perspective, de manière que a corresponde à a\ 

bh b\ ch c\ dk d'; mais on peut les placer en 

perspective de trois autres manières, en changeant 

la correspondance des points : en effet, on a par 

hypothèse : 

(D 

Or, sans changer l'égalité, on peut écrire : 

(2) 

(3) 

(4) 

Or, la l r e égali té expr ime qu ' aux 4 points : 

a, b? c? d, correspond respec t ivement a!, b\ cr, d!; 

La 2 e : a, b, c, d, id. V, a'9 d\ c'; 

L a 3 e : a, b, c, d, id. d, a\ d\ h'; 

La 4 e : a, b, c, d, id. d\ cr, b\ a\ 



Ainsi on peut dire : 

12 e Théorème. ~ Lorsque quatre points en ligne 

droite sont perspectives de quatre autres points né

cessairement aussi en ligne droite, on peut les établir 

de trois autres manières différentes, en perspective 

en changeant la correspondance des points. 

Dans l'égalité 

on peut supposer que trois des points, tels que b,c,d 

sont fixes et que le quatrième a soit variable; il en 

sera de même des points homologues b',c ,dr qui 

seront fixes, et du point a! qui sera variable. Or on 

peut écrire l'égalité ci-dessus sous la forme su i 

vante : 

qu'on peut exprimer en disant : 

13 e Théorème. — Le rapport des distances d'un 

point quelconque a d'une droite à deux points fixes 

c et d pris sur cette droite, est à celui du point ho

mologue a' aux deux points homologues c' et A' dans 

une raison constante. 

Si par les points fixes c et d on mène deux 



droites quelconques, le rapport des distances de b 

à ces deux droites, divisé par celui de a à ces 

mêmes droites, est égal au double rapport des 

segments ci-dessus. Si de même par c et d'on 

mène les deux droites homologues (ou même non 

homologues), il en sera de même pour les distances 

des points b' et d à ces deux droites ; il en résul

tera que : 

1 4 e Théorème. — L e rapport des distances d'un 

point à deux droites fixes, est à celui du point homo

logue aux deux droites homologues, dans une raison 

constante. 

Si on suppose les points c,det c ,d! fixes, et une 

droite mobile, on aurait alors : 

15e Théorème, — Le rapport des distances d'une 

droite quelconque à deux points fixes est au rap

port des distances de la droite homologue aux deux 

points homologues dans une raison constante, quelle 

que soit la position de la droite. 

Dans ces deux propositions, on peut supposer 

un des deux points on des deux droites fixes à 

l'infini, il en résulterait divers corollaires. 

Le double rapport perspectif, ou le rapport a n -

harmonique de quatre points en ligne droite, peut 



avoir une valeur quelconque, elle peut, par con

séquent, être égale à l 'unité, alors on a : 

et par suite : 

Cette relation entre quatre points est dite harmo

nique, donc cette relation est perspective. Elle a 

encore lieu entre les sinus des angles formés par 

un faisceau de quatre droites passant par ces 

points. 

Dans l'égalité 

si une des droites, telle que W était parallèle à la 

droite a'b'c'dc'est que le point d'serai!: à F infini, 

alors : 

d'où 

Si on avait en outre 



c'est-à-dire si le rapport des quatre points a,b,c,d 

était harmonique, alors on aurait dd—b'c, donc 

16 e Théorème. —Lorsqu'un faisceau harmonique 

est coupé par une transversale parallèle à F une des 

droites du faisceau, les deux segments formés par 

les trois droites sur cette transversale sont égaux. 

Ce théorème sera fort utile. 

RELATIONS ENTRE LES SURFACES. 

Des relations analogues à celles que nous avons 

établies pour des segments situés sur deux droites 

perspectives réciproques peuvent s'établir entre les 

surfaces des deux figures. 

Soient a, b, c, d, e, cinq points dans un même 

plan, et de même a\b\c\d\é les cinq points pe r s 

pectifs correpondants ; formons avec les cinq p r e 

miers les triangles eab,ebc,dab,dbc, et avec les 

cinq autres ceux correspondants edbf,e'b'c',d'db, 

d'Vc'. 

On peut considérer le point de vue V comme le 

sommet commun de deux systèmes de quatre pyra

mides triangulaires ayant pour bases les triangles 

ci-dessus. 

Appelons p et p' les longueurs des perpendicu-
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laires abaissés de V sur les deux plans des t r i an 

gles ; ce seront les hauteurs des deux systèmes de 

pyramides. 

Comparons les pyramides correspondantes, 

c'est-à-dire qui ont des arêtes communes, telles 

que Yeab et Ve'a'b'; K l e u r s volumes seront entre 

eux comme le produit de leur base par leur hau

teur ; mais par un théorème connu, ayant les arêtes 

communes en direction, ils seront aussi entre eux 

comme le produit des trois arêtes correspondantes; 

on aura donc : 

on aurait de môme : 

divisant ces deux égalités l 'une par l 'autre, on 

aura : 

en prenant maintenant les triangles qui, ayant 

même base respective, ont le point d pour sommet 

au lieu de e, on aura pareillement : 



d'où il suit qu'on a : 

ou bien 

double rapport qui lie les surfaces des triangles 

formés par cinq points à celles des triangles qui en 

sont la perspective on peut l 'énoncer ainsi : 

Théorème. — La perspective de cinq points, 

donne cinq points tels que le double rapport des sur

faces des quatre triangles différents que l'on peut 

former en prenant pour bases les deux droites (tels 

que ab, bc) qui joignent trois de ces points, et pour 

segments les deux autres des cinq points (e et d) est 

égal au double rapport formé de même par les 

triangles correspondants formés de même par les 

points perspectifs. 

Il en résulte donc que ce double rapport est une 

relation perspective, c'est-à-dire qui se conserve 

toujours entre ces quatre triangles, d'où il résulte 

ce corollaire que : 

Corollaire. — Si cinq droites dans ïespace pas

sent par un même point en les coupant par divers 

plans quelconques, le double rapport formé dans 



chaque plan entre les surfaces des triangles résultant 

des cinq points d intersection, sera constant. 

Remarquons que de même que dans le double 

rapport formé entre quatre points situés sur une 

droite, on peut prendre pour sommets du r a p 

port deux quelconques des quatre points, de même 

ici on peut prendre pour sommets des triangles, 

deux quelconques des cinqpoints et les trois autres 

pour former leurs bases, pourvu qu'on prenne dans 

l 'autre figure, de la même manière, les points res

pectivement correspondants, les deux doubles r a p 

ports ainsi formés seront égaux. Ce qui donnerait 

plusieurs expressions de ce double rapport exis

tant entre cinq points correspondants. 

Réciproquement si à cinq points quelconques 

a,b,c,d,e pris dans un plan, correspondent respec

tivement cinq autres points a!,1) ,c\dl,e' dans un 

autre plan, de telle manière que le double rapport 

perspectif, formé par les premiers points, soit égal 

à celui formé par ceux correspondants, il en résul

tera que les deux figures peuvent se mettre en 

perspetive. En effet, considérons les deux quadr i 

latères co r respondan t s^^ / , # ' ô W , n o u s démontre

rons un peu plus loin que deux quadrilatères quel

conques, tels que ceux-ci, peuvent toujours se 



mettre en perspective, c'est-à-dire tels que les 

droites aa\bb\cd\dd' passent par un même point 

tel que —V, joignons ce point V avec le cinquième 

point e de la première figure par une droite, elle 

percera le plan de la deuxième figure en un point 

qui doit être é \ car supposons qu'elle puisse le per

cer en un point en différant de e\ alors, d'après le 

théorème ci-dessus, le double rapport entre les 

triangles formés par les cinq points a\b\cr,dr,e" sera 

égal à celui formé par les cinq points a,b,c,d,e; mais 

celui-ci est égal à celui des cinq points a\b\c\d\e\ 

donc il faut que celui des cinq points a',b\cl\d\e\ 

soit égal à celui des cinq points a',b\c,'dr,ë, ce qui 

exigerait que non-seulement le rapport des surfaces 

soit égal à celui 

mais aussi celui 

ce qui ne peut être que si le point e" se confond 

avec e'. 

Remarquons bien qu'il ne suffirait pas que 



mais encore que 

On voit par cette réciproque du théorème, qu'il 

suffit pour avoir la perspective d 'une figure don

née de connaître quatre points de cette perspective, 

car un point quelconque de la première figure 

aura de suite son correspondant déterminé comme 

ci-dessus. 

Si on joint un quelconque des cinq points 

a,b,c,d,e, avec les quatre autres, on forme quatre 

triangles, et le double rapport formé par les sur

faces de ces quatres triangles est de même un r a p 

port perspectif. Ainsi prenons le point e pour som

met, les quatre triangles seront eba,ebc,cda,edc, 

et on aura 

La démonstration peut se faire comme ci-

dessus. 



CHAPITRE II. 

DES RELATIONS EXISTANT ENTRE DEUX FIGURES 

PARTICULIÈRES QUI SONT PERSPECTIVES RÉCIPROQUES 

L'UNE DE L'AUTRE. 

Dans le premier chapitre, nous avons exposé les 

relations descriptives et métriques qui existent en

tre deux figures perspectives réciproques l 'une de 

l ' au t re ; ce sont des relations fondamentales de la 

transformation perspective; elles vont nous servir 

maintenant à établir celles relatives à des figures 

particulières. Ainsi, étant donnée une figure géo

métrique, nous chercherons les formes diverses 

qu'on peut en obtenir par la perspective, puis en

suite, au moyen des propriétés connues de celte 

première figure et des relations fondamentales éta

blies ci-dessus, nous chercherons celles de la se

conde. 

Avant de commencer, il est nécessaire de se r e 

porter à notre fig. 1, pour bien concevoir les d i 

vers plans, les diverses droites, les divers points qui 

neus serviront dans nos constructions, et dont les 



positions respectives sont évidentes dans cette 

fig. 1, mais qui le seront moins lorsque nous ne 

nous servirons plus de cette figure, mais bien de 

celles indiquées dans la fig. 3. 

Rappelons, en conséquence, que le plan S est 

un plan indéfini sur lequel se trouve la figure don

née ; il peut toujours être regardé comme horizon

tal et être représenté par le plan du papier; c'est 

sur lui que se feront toutes les constructions et les 

rabattements. 

Le plan T 3 aussi défini, est celui sur lequel doit 

se trouver la perspective donnée ; il peut avoir une 

direction quelconque dans l'espace, et ainsi faire 

un angle quelconque avec celui S ; il aura sur ce 

plan pour trace une droite T 4 T 2 qui le détermi

nera. 

Le plan "V est un plan mené par le point de vue V, 

et qui doit toujours être parallèle à celui T. Sa 

trace sur le plan S est la droite indéfinie J 4J 2 , qui 

contient tous les points de la première figure, qui 

sont à l'infini sur sa perspective. 

Le plan indéfini H est celui mené par V, para l 

lèlement à celui S, et qui coupe celui T suivant la 

droite I J 2 , qui contient tous les points de la pers 

pective, qui sont à l'infini dans la première. 



Rappelons que les plans V et T peuvent tourner 

autour de leur trace respective sur le plan S sans 

cesser d'être parallèles et que, dans quelque posi

tion qu'on les arrête, la figure perspective de celle 

donnée sera toujours la même; elle ne changera 

pas ainsi dans son p lan , d'où résulte que l'angle 

dièdre du plan T avec celui S est indifférent aux 

résultats, qu'on peut ainsi le supposer droit ou 

nul et qu'on obtiendra toujours la même figure. 

Nous choisirons donc, suivant la nécessité, une de 

ces deux positions. 

Dans ce mouvement des plans parallèles V et T, 

on voit que celui H reste parallèle à celui S, et, 

qu'enfin, le point de vue V décrit une circonfé

rence dont le point / ) , qui est le pied de la perpen

diculaire abaissée de V sur JJ 2, est le centre, et Yp 

le rayon. 

Lorsque les plans T et V seront rabattus sur le 

plan S, comme dans la fig 3, les deux figures se

ront homologiquement placées, Le point V devient 

le centre d'homologie, et la droite TjTg sera l'axe 

d'homologie des deux figures, et ces trois droites 

T 4 T 2 , II , JJ, sont toujours parallèles. 

Parmi tous les angles que le plan T peut faire 

avec celui S, il faut remarquer celui où ces deux 



plans seraient parallèles; alors leur intersection 

commune serait à l'infini, ainsi que les droites I J ^ 

J 4 J 2 , et cela quelle que soit la position du point de 

vue. On voit que, dans cette position, il en résul

tera qu'à des droites quelconques dans l 'une des 

figures correspondront dans l 'autre des droites res

pectivement parallèles aux premières; qu'ainsi, à 

un système de droites parallèles dans l 'une des fi

gures correspondra un système de droites, non-

seulement parallèles entre elles, mais encore paral

lèles aux premières; les deux figures seront donc 

des figures semblables et semblablement placées. 

Si, de plus, le point V était à l'infini, les deux 

figures seraient égales. 

Le point de vue peut se trouver seul à l ' infini, 

alors les rayons perspectifs deviendraient des droi

tes parallèles; le cône perspectif se changerait donc 

en un cylindre. 

La distance du point V au plan T, comptée pa

rallèlement à celui S, peut être quelconque; nous 

l'avons désignée par d. Elle est toujours égale à 

celle qui sépare les deux droites T 1 T 2 , i{i±. 

Il en est de même de celle qui sépare le point V 

à celui S, contée parallèlement à T, que nous 

avons désignée par A, et qui est toujours égale à la 

distance entre les droites TT, IL 



Comme ces plans T et V peinent toujours se 

ramener à être perpendiculaires à celui S, nous 

pouvons donc coqsidérer d et h comme les distan

ces de ce point à ces deux plans. 

Les relations qui existent entre deux figures pers

pectives réciproques dépendent évidemment des 

positions relatives des plans S, T et du point V. 

Parmi ces relations, il y en a qui subsistent dans 

les deux figures séparées; par exemple : le double 

rapport entre les segments formés par quatre points 

en ligne droite est une relation de ce genre. D'au

tres, au contraire, dépendent de leurs positions en 

perspective ; par exemple, que les droites h o m o 

logues se coupent toujours sur la ligne de terre . 

Enfin, d'autres résultent de leurs positions dans 

un même plan. 

Le point de vue V peut occuper toutes les posi

tions possibles dans les quatre angles dièdres for

més par les plans T et S. Le rabattement du plan T 

sur le plan peut s'effectuer dans deux sens diffé

rents; les deux figures perspectives ne changeront 

pas pour cela de forme, mais leurs positions dans 

ce plan ne seront plus les mêmes. 

Le rabattement peut d'abord s'effectuer d'avant 

en arrière, comme dans la fig. 7 S On voit alors que 



si V est au-dessus du plan S et en avant de celui T, 

comme dans les tableaux des peintres, il arrivera 

que la droite T 4 T 2 sera intermédiaire entre celles 

ÏJc, et J 4 J 2 . Le point V rabattu se trouvera alors au-

dessous de T{T% ou en dessus, suivant que Yp ou k 

sera plus petit ou plus grand que pT ou d. 

Si le rabattement se faisait d'arrière en avant, 

alors les droites I J 2 et J 4 J 2 se trouveraient du même 

côté par rapport à TjT 2 , comme on le voit fig. 8. 

Si les distances de V aux plans S et T étaient 

égales, c'est-à-dire sih = d, alors, dans le premier 

mode de rabattement, le point V tomberait sur T 4 T 2 , 

et cette droite serait à égale distance de I 4 I 2 et J 4 J 2 . 

Dans le deuxième mode, alors I J 2 et J 4 J 2 se con

fondraient suivant une seule droite à égale distance 

de V et de T 4 T 2 . 

Dans ce cas, il résulte cette particularité intéres

sante entre les deux figures : c'est qu'à un point, 

une droite, ou même une figure quelconque, cor

respond toujours le même point, la même droite, 

la même figure, soit que l'on considère la figure 

donnée comme appartenant au plan S ou au plan T. 

Ainsi, soit le point a déterminé par l'intersection 

des deux droites am, an. Si par V on mène Yr pa

rallèle à arn, le point r où cette droite rencontre la 
COMPLÉMENTS D E GÉOMÉTRIE. 4 



ligne IJgOiiJ^ç), qui se confondent, sera aussi bien le 

point de fuite de cette droite am, soit qu'on la con

sidère comme étant dans le plan T ou dans celui S; 

il s'ensuit que mr sera la perspective de arn dans 

les mêmes suppositions. De même, tn sera la pers

pective de an, et, par suite, a intersection de mr 

et nt sera la perspective du point a, soit que ce 

point soit considéré comme appartenant au plan S 

ou au plan T. 

Nous verrons que, par suite de cette position du 

point V à égale distance des plans S et T, il en 

résulle, dans les relations des deux figures, des 

particularités remarquables; nous avons déjà trouvé 

qu'alors ^ ~ = § (fig. 10). 

Dans les transformations que nous allons faire 

subir à une figure géométrique, en la mettant en 

perspective, nous aurons surtout égard à la facilité 

que nous auîons de faire passer à l'infini, dans la 

figure transformée, des points de cette première 

situés en ligne droite; il suffira, en effet, de pren

dre pour la droite JJ, celle qui passerait par les 

points que l'on veut faire ainsi passer à l'infini. 

Lorsque deux figures sont placées homologique-

mcnt, nous pourrons ensuite regarder ces deux fi-



gures ainsi placées comme formant une seule et 

même figure tracée sur le plan S, de sorte qu'en la 

mettant en perspective, nous aurons ces deux figu

res dans diverses positions où les relations qui 

existent entre elles seront plus évidentes. Par exem

ple, en transformant ces deux figures de manière 

que, restant toujours homologiques, la droite J 4 J 2 

soit à l'infini. 

Lorsque nous aurons fait voir que, par la pers 

pective, des figures peuvent se transformer l 'une 

dans l 'autre, il nous suffira de démontrer que des 

relations perspectives sont évidentes dans la plus 

simple des figures de l'espèce, pour en conclure 

immédiatement, sans autre démonstration, que ces 

relations, étant perspectives, existent dans toutes 

les figures qu'on peut obtenir par cette première. 

C'est ainsi, par exemple, que nous déduirons les 

propriétés des sections coniques de celles bien con

nues du cercle, etc. 

Toutes les ressources que l'on peut tirer ainsi 

de la perpective s'éclairciront par les diverses ap

plications que nous allons faire. 

Deux droites dans un même plan. 

Deux droites L, L'fig. 11 , dans un même plan, 



peuvent toujours être considérées comme perspec

tives réciproques l 'une de l 'autre pour un point de 

vue quelconque V de ce plan, soit que l'on regarde 

ce plan comme étant leur pian perspectif, soit 

qu'on regarde la droite L comme appartenant au 

plan désigné par S, et celle L' à celui T, ce dernier 

étant rabattu sur le plan S, conjointement avec le 

point V, suivant le principe indiqué des figures ho-

mologiques. Dans tous les cas, on voit qu'à un 

point quelconque m de la droite L correspondra un 

seul et unique point m cle la droite L' et déter

miné par le rayon perspectif Ymm\ et réciproque

ment à un point quelconque m! de la droite L' 

correspondra un seul et unique point m de la 

droite L. 

Si donc sur la droite L on a une division quel

conque formée par des points a, b, c, d o n aura 

sur lu une autre division formée par les points cor

respondants a\ b\ c, d et les deux droites sont 

dites divisées perspectivement. 

Au point de la droite L, qui est à l'infini, cor

respondra sur L' un point ï déterminé par l ' inter

section de cette droite L' et du rayon Vi' mené par 

Y parallèle à L. De même, au point à l'infini sur la 

droite L', correspondra sur la droite L le point / , 



déterminé par l'intersection de cette droite L et du 

rayon Yj mené par V parallèlement à L'. 

Si on considère les deux droites L et L' comme 

étant dans leur plan perspectif, le point ff d ' in

tersection de ces deux droites sera ce à quoi se ré

duit, pour ces deux droites, la ligne de terre T{Tr 

Les quatre points V, / , ï,j forment un parallé

logramme Yjfi\ Supposons que les sommets soient 

des charnières qui permettent la déformation des 

angles de ce parallélogramme, sans changer les 

longueurs des côtés. Si maintenant on suppose que 

la droite L ' tourne dans le plan de la droite L, a u 

tour du point / , alors le point V décrira une cir

conférence dont le centre serait en / , et dont le 

rayon serait V/. Dans toutes les positions que l'on 

peut ainsi obtenir pour le parallélogramme, la 

droite L' sera toujours divisée aux mêmes points 

par les rayons qui joindront V aux divers points 

a, c de la droite fixe L. 

îl y a deux positions remarquables que peut o c 

cuper la droite L', relativement à la droite L : 

1° Celle où elle lui est perpendiculaire; 

2° Celle où elle se confond avec elle ; et, dans 

ce dernier cas, il faut observer que le rabaKemeul 

peut s'effectuer en deux sens différente 



Lorsque L et V sont placées rectangulairement, 

le parallélogramme devient un rectangle, et alors 

la distance Yi est celle du point V à la droite L 'que 

nous avons représentée par d, et celle Yj est la dis

tance de ce point V à la droite L, et désignée par h. 

Si les deux droites L, L ' se confondent, alors le 

point V tombera en un point e tel que je = / V , ou 

si le rabattement avait lieu dans l 'autre sens, 

le point V tomberait en g, tel que gj=jY. Le 

point e serait la perspective du point e\ tel que 

fe =fe, ou bien, dans l 'autre sens, le point g se 

rait celle du point g', tel que fg' = fg. Si nous ne 

considérons que le premier rabattement, il en ré

sultera donc que les points db\ c\ formeront une 

deuxième division sur la droiteX, perspective de la 

première et qui auront deux points doubles e et / . 

Dans toutes les positions des deux droites il exis

tera, entre les segments formés par les points res

pectifs, les relations que nous avons déjà indiquées 

et que nous allons rappeler : 

1° Le double rapport — : ~ entre quatre points 
(XG uC 

quelconques delà première division est égal à celui 

« V ' d V * o r m e I ) a r * e s points correspondants, ou 

bien (13 e théorème) : 



constante, 

c'est-à-dire le rapport des distances d'un point 

quelconque a à deux points fixes c et d, est à celui 

du point homologue d aux deux points correspon

dants c et d', dans une raison constante. 

Ou encore (5 e théorème) : 

ou bien (3 e théorème) : 

aj.a'ï — constante = h.d =je.)f — if.le —- fi.f'j — ej. ci. 

Réciproquement, lorque deux droites, prises sé

parément, sont divisées en des points respective

ment correspondants, de telle manière que le dou

ble rapport formé par quatre quelconques des 

points de la première est égal à celui formé, de la 

même manière, par les points correspondants de 

la seconde, les deux divisions peuvent se placer en 

perspective de bien des manières. Il suffit, en effet, 

de faire coïncider deux points correspondants, tels 

que / et puis de tracer les droites eut, bb\ qui 

se rencontreront en un point V, qui sera le point 

de vue; il est évident, en effet, à cause du double 

rapport perspectif, que si on joint V à un point 



quelconques de la première par une droite, elle 

passera par le point correspondan c\ etc. Le point 

V étant retrouvé, on déterminera ensuite ceux i\ 

Lorsque les deux droites L et U se confondent, 

il y a donc deux divisions perspectives sur une 

même droite ; parmi ces points , il faut remar

quer : 

1 0 Les deux points doubles e et / qui ne sont 

pas toujours connus, et qu'il faut savoir détermi

ner, car c'est autour de l 'un quelconque de ces 

deux points qu'on peut faire tourner une des d ro i 

tes sur l 'autre, de manière à remettre en perspec

tive les deux divisions, et, par suite à déterminer 

les divers points correspondants. Ces deux points 

servent en outre à résoudre plusieurs problèmes 

importants. 

2° Les deux points ï et y qui, comme on le sait, 

correspondent chacun à l'infini de l 'autre droite. 

3° Enfin, on voit que le point o milieu de ij sera 

aussi le milieu de ef, puisque ej = jv = ef, et, 

par suite, ff=ie. D'où résultera que, lorsqu'on 

connaîtra trois des quatre points ¿, j , / , le q u a 

trième sera aussi connu. 

11 est facile d'abord de déterminer les deux 



points i et y, Il suffit, par un des points quelcon

ques a de la première division de mener une droite 

quelconque sur laquelle, à partir de ce point a on 

rapportera les points de division de la deuxième, 

de manière que a et a! se confondent ; ensuite les 

deux droites qui joindraient b avec b' et c avec c se 

rencontreraient en un point V, par lequel, menant 

des parallèles à ces deux droites, elles les rencon

treraient respectivement aux points i et j . On 

pourra alors rapporter le point i sur la droite qui 

contient les deux divisions perspectives; ainsi, lors

qu'on a deux divisions perspectives, on peut avoir 

facilement le point de chacune de ces divisions qui 

correspond à l'infini dans l 'autre, 

Le point 0, milieu entre i et j , sera bien le milieu 

entre les deux points doubles, mais ne suffira pas 

pour les déterminer. 

Nous avons vu qu'entre deux divisions perspec

tives, on avait : 

fi.fj=.ei.ej = aj.di= bj.b'i'=... 

Or, si on connaît les points i et / , il sera facile d'a

voir la moyenne géométrique m entre aj et ai, de 

sorte qu'on aura : 

ni1 = aj.di — fi.fj = ei.ej. 



Si donc sur s/comme diamètre on décrit une cir

conférence et qu'on mène une parallèle à ce dia

mètre, à une distance m, elle coupera la circonfé

rence en deux points. En abaissant, de ces deux 

points, deux perpendiculaires sur le diamètre, les 

pieds seront les points doubles e et f cherchés. 

Si cette parallèle au diamètre ne rencontrait pas 

la circonférence, cela indiquerait que les deux 

points doubles sont imaginaires. 

Connaisant la longueur m, donnée par 

m1 = àj.a'c, 

on voit qu'il est facile d'avoir de suite le point cor

respondant // à un point quelconque b; car, pu is 

qu'on a bj.b'i=ml, ayant bj on aura b'i, qu'on r e 

portera sur la droite à partir de ¿, et le point V sera 

ainsi déterminé. 

Nous avons jusqu'ici considéré les deux droites 

L et comme étant dans leur plan respectif. Re

gardons-les maintenant comme étant, l 'une dans 

le plan S, et l 'autre dans le plan T, rabattu sur le 

plan S (fig. 12) autour de leur commune intersec

tion T j T r Elles seront encore perspectives récipro

ques pour un point quelconque V de ce plan. Leur 

point / 'd ' in tersect ion sera nécessairement un des 



points de l'axe d'homologie. De même, le point i est 

un point delà ligne de fuite l j 2 e t j de la droite JJ. Ces 

trois droites T 4 T 2 , I 4 I 2 , J 4 J 2 , devraient être para l 

lèles, mais on voit qu'il y a encore indétermination 

de leur commune direction. Soient (fig. 12) les droi

tes T / T prises arbitrairement, alors II, JJ, en ré

sulteront. 

Ces deux droites L et L'et T 4 T 2 étant connues, on 

peut obtenir la perspective d'une autre droite ca, 

qui coupe la droite L en a et celle T 4 T 2 en a. En ef

fet, a a pour perspective, pour un point de vue V, 

le point a'. Le point a est un point commun à la 

droite ca et à sa perspective ; donc, ad est la pers 

pective de caa. On trouverait pareillement que cb'a 

serait la perspective de cb et, par suite, le point c 

d'intersection de ca et cb, serait la perspective du 

point c. Ainsi on voit qu'on peut avoir la perspec

tive d'un point quelconque et, par suite, de toute 

figure donnée. 

Si dans la première figure on avait deux droites 

parallèles, leurs perspectives seraient deux droites 

se coupant sur II, et réciproquement, deux droites 

parallèles dans la deuxième figure, donneraient dans 

la première deux droites concourantes sur J 4 J 2 . 

Remarquons que dans qefie ligure la disfance <U 



V à II est égale à celle de à I J 2 , et, de môme, 

celle de V à J 4 J 2 est égale à celle de la droite T 4 T 2 

à l j , . 

Au lieu de se donner, comme ci-dessus, la 

droite T 4 T 2 , on peut la déterminer par cette condi

tion : qu 'un point quelconque de la première fi

gure étant considéré comme appartenant à la se

conde, a pour perspective le même point dans la 

première. 

Ainsi (fig. 13), considérons les points a, b,c> ... 

de la première droite L ; ils auront pour perspec

tive sur la droite L' les points a\ b\ d, ... pour un 

point V pris arbitrairement, et quelle que soit la 

droite TjT 2 . Mais si on ajoute, par exemple, que la 

droite ad de la première figure, qui joint a au 

point cest la perspective de celle de, qui joint le 

point a', perspective de a avec c perspective de d, 

c'est dire que le point d a pour perspective le 

point c, non-seulement en considérant le point d 

comme appartenant à la droite L'de la deuxième 

figure, mais aussi à la droite ad de la première, 

et s'il en est de même pour les autres points pris 

de la même manière, il en résultera : 

T Que toutes les intersections, telles-que %, S. 



de ac avec de, de bc' avec b'c, etc. , devront se trou

ver sur une même droite T t T 2 ; 

2° Que dans ce cas, le point V sera à égale d is 

tance des plans T et S, comme nous l'avons indi 

qué (fig. 10), et que, par suite, les droites et 

J 4J 2 doivent, comme dans cette fig. 10 , se confon

dre en une seule ; aussi, il en résulte (fig. 13) que 

la droite qui joint i h j sera les deux droites II, JJ, 

confondues, et qui sera parallèle à T 4 aë — T 2 . 

Il en résulte plusieurs théorèmes connus sur les 

transversales. Ainsi : 

1° Si d 'un point quelconque, tel que V, on mène 

une suite de transversales, les droites qui, deux à 

deux, joignent les points d'intersection, se coupent 

en des points qui sont sur une même droite TjTc,, 

passant par le point d'intersection de ces deux 

droites. Cette droite est dite la polaire du point V, 

relativement aux deux droites L et L'. 

2° Les transversales sont coupées par les droites 

L, L', T t T 2 et par le point V, en quatre points dont 

le rapport des segments est harmonique (3 e Ihéo-

, i » » Va Sa , 
reme). Ainsi, on a , etc. 

Si on transporte le point V en un point quelcon

que de la droite qui joint V à / , les deux parallèles 



menées de ce nouveau point aux droites L et L', 

détermineront deux autres points i et j , mais tels 

que la droite qui les joindra sera toujours parallèle 

à celle Ï Js , et, par conséquent, à T4T9 i. Donc : 

3° La polaire d'un point quelconque de la droite 

Yf est toujours la môme droite ; mais, réciproque

ment, on verra que la polaire d'un point quelcon

que de TjTc, sera la droite V/ . 

Ces deux droites V / e t T / T , qui jouissent de cette 

propriété, sont dites conjuguées relatives aux droi

tes L et L ; . On voit qu 'une transversale quelconque 

coupe ces deux droites, et celles L et L' en quatre 

points formant toujours un rapport harmonique-

La position particulière du point V dans la 

fig. 13, où il est à égale distance du plan T et de 

celui S, nous fait voir que dans ce cas, une figure 

géométrique quelconque située dans le plan S se 

confondra avec sa perspective dans le plan T lo r s 

qu'on rabattra cette dernière sur le plan S, sans 

cependant que les points homologues coïncident, 

mais seulement qu 'un point considéré comme a p 

partenant à l 'une ou l 'autre figure aura toujours 

le même point pour son homologue. Ainsi la droite 

L considérée comme appartenant à la première 

figure a pour homologue la droite L', et considérée 



comme appartenant à la deuxième, elle aura pour 

homologue encore la droite L', mais appartenant 

alors à la première figure. 

Nous aurons occasion, par la suite, d'examiner 

des figures ainsi placées et d'en déduire quelques-

unes de leurs propriétés. 

Involution. 

La considération du point V à égale distance des 

plans S et T nous a conduit à quelques résultats 

remarquables; il en sera de même pour deux divi

sions perspectives sur une même droite, lorsque 

(fig. 11 , 12 , 13) nous supposerons la distance 

Y i = V/, auquel cas le point V se trouve situé sur 

l 'une des bisectrices de l'angle des deux droites L et 

L', comme on le voit (fig. 14), les deux droites étant 

regardées comme étant dans leur plan respectif. 

Dans cette position, il est évident qu'à des points 

quelconques a, b, c, situés sur la droite L' corres

pondront toujours perspectivement des points a', 

b' c sur L', seulement, les points i etj seront tels 

que fi = fj ; la perpendiculaire ee\ menée par V, à 

la bisectrice / V , donnera les deux points e et e\ à 

égale distance de /'. Si maintenant on fait tourner 



la droite L' autour du point / , de manière à la r a 

battre sur L, il en résultera : 

1° Que les deux points i e t / tomberont l 'un sur 

l 'autre, en un point que nous désignerons par o ; 

2° Qne le point e tombera de même sur e, de 

sorte que les points f et e seront les points com

muns aux deux divisions ; on les appelle, en consé

quence, les points doubles ; 

3° Que les triangles efe', eoY étant isocèles, on 

aura oe = o\, de sorte que V tournant autour du 

point o s e rabattra en e; 

4° Que si un point quelconque a de la droite L 

avait pour perspective le point ce point a rabattu 

sur L en a\ et considéré maintenant comme appar

tenant à cette droite L, serait la perspective du 

point a{ de la droite L ' , qui se rabat sur le point a 

lui-même, de sorte que le point #, considéré comme 

appartenant à la droite L ou à celle L', a toujours 

pour perspective le point a' appartenant à la droite 

L 'ou à celle L, et de même pour tous les autres. Il 

s'ensuit que ces deux divisions sur une même droite 

présentent cette particularité, qu'à un point quel

conque de l 'une de ces divisions correspond toujours 

le même point dans l 'autre, soit que l'on considère 

le premier point comme appartenant indifférem-



ment à l'une ou l'autre dè ces deux divisions. 

Lorsqu'une droite se trouve ainsi divisée, on dit 

que ces deux divisions sont en involution. 

Les propriétés de ces deux divisions sont d'abord 

celles de deux divisions perspectives; mais il ré

sulte de cette position que si on prend quatre points 

a, b, c, c, considérés comme appartenant à la pre

mière division, les points homologues ou corres

pondants seront a!, b', c', c, de sorte que le dou

ble rapport formé par les quatre premiers sera égal 

à celui formé de la même manière par les points 

respectifs des quatre autres. Cette propriété est 

caractéristique des divisions en involution et peut 

servir aies définir. Ainsi, si trois couples de points 

a,a , b,b',c,c sont tels que le double rapport formé 

par quatre quelconques de ces six points est égal 

à celui formé par les quatre autres correspondants ; 

ces six points sont dits en involution ; et de même 

pour deux divisions où cette même relation existe 

entre trois couples de points correspondants. 

Quatre points a, a!, f \ / , correspondants ou 

conjugués deux à deux, suffisent, sur une droite, 

pour déterminer les divers points d'involution. En 

effet : 

Traçons deux droites quelconques L et L' (fig. \ 4) 
COMPLÉMENTS DE G É O M K Ï R I E . 5 



et leur bisectrice / V . Rapportons sur ces deux 

droites les points donnés, en faisant c o ï n c i d e r / d e 

l 'une avec / ' de l 'autre ; alors la droite qui joindra 

a avec a' rencontrera la bisectrice en un point V, 

qui sera le point de vue, de sorte que, joignant un 

point ^quelconque b de la première avec V, cette 

droite coupera L en b', homologue de b. 

Deux divisions perspectives, telles que celles tra

cées (fig. 11 , 12, 13), peuvent toujours se mettre 

l 'une sur l 'autre en involution. En effet, nous 

avons (fig. 11) sur L deux segments / ? , fg, respec

tivement égaux à ceux correspondant respective

ment fe'yfg'; considérons seulement ceux / ? , fé et 

plaçons la droite 1/ sur celle L, de manière que le 

point / ' coïncide avec 0, et celui e avec / ; il s'en

suivra évidemment que les quatre points a, b, e, /, 

auront pour correspondants ceux a', b\ /, e, le 

double rapport des quatre premiers sera égal à ce

lui des seconds ; donc, les 2 divisions seront en in

volution. On voiLaussi que i se confondra avec j \ 

puisque ej = fï. 

On voit aussi que i'involution de deux divisions 

sur une même droite ne tient qu'aux positions res

pectives données à ces deux divisions. 

La propriété la plus importante de deux divi-



sinus en involution est que les deux points i et / , 

correspondants à l'infini dans l 'une et l 'autre des 

divisions, se confondent. 

Alors le théorème 3 donne : 

aj.ai = bjJ)'f= h d= je.jf— ifx ie= etc. 

Or, ici, h = dou jf=je, if=ie. Les deux points 

i et / se confondent en un point, de sorte qu'on a 

oa. oa=ob. ob'=oc.oc=L?=o p=oe1=oêi=6S1. 

Le point o s'appelle le centre de l'involution et les 

points e et / en sont les points doubles. 11 en r é 

sulte ce théorème : 

Dans deux divisions en involution sur une même 

droite, il existe un point central tel que le pro

duit des distances de ce point à deux points homo

logues est constant et, en outre, deux points doubles 

e et f, situés de chaque côté du point o, d une distance 

commune égale d la racine carrée du produit pré

cédent. 

Si les points homologues a, a\ b, bf, sont du 

même côté de o, les segments oa, oa!, ob, ob', ont 

le même signe et alors la racine carrée de 

oa.oa' — ob.ob' 

est réelle, il y a donc deux points doubles réels ; 

mais, au contraire, si les points homologues sont 



l 'un à droite, et l 'autre à gauche, auquel cas ils 

sont tous ainsi, alors les deux segments oa, oa! ou 

ob, ob' sont de signe contraire, d'où résulte que les 

points doubles sont alors imaginaires. 

Toutes les circonférences qui passeront par deux 

points homologues, tels que a et d ou b et b' et par 

V seront tangentes à oV, puisque 

oS^ — oa^ob' = ab.ob' = etc. 

Si donc au point V on élève une perpendiculaire 

0.V, toute circonférence ayant son centre sur cette 

droite, et passant par V, coupera la droite en deux 

points homologues; ou bien, si l 'un de ces points 

est connu on aura facilement l 'autre. 

Parmi ces circonférences il y en aura une passant 

par e et par V, et qui sera tangente en ces points à 

oe et oV, puisque oe=oV. 

On peut construire avec ces circonférences deux 

divisions en involution ; mais remarquons qu'alors 

les points homologues a, a\ b, b' seront du même 

côté de o, et que les segments aa\ bb\ seront tous 

les uns dans les autres, sans empiéter l 'un sur 

l 'autre. 

Pour concevoir des segments qui empiètent l 'un 

sur l 'autre, et qui soient en involution, il faut sup-



poser la droite L' se renversant sur L autour du 

point 0, de telle sorte que / t o m b e s u r j e t e sur / , 

comme on le voit fig. 14. 

Alors deux segments ad', bb\ empiétant l 'un sur 

l 'autre, la circonférence décrite sur ad comme 

diamètre,, coupera celle décrite pareillement sur 

bb' en deux points m et m' (fig. 16), tels que la corde 

commune coupera la droite en un point 0, tel que 

oa.od = ob.ob'=om*. Toutes les circonférences 

qui auront leur centre sur la droite et qui passe

ront par ces deux points m et m, couperont la 

droite en deux points homologues c, c', d, d\ tels 

que 

oc.oc=od.od=oa.od=ob.ob — oml, 

d'où résultera des couples de points 

a, d — b, b' — c, c—d, d\ 

qui doivent être en involution, car évidemment, 

si on a oa.od—oc.oc, en changeant c en c et cf en c, 

l'équation subsiste. Donc, si le point cf est regardé 

comme appartenant à la première division, son 

homologue dans la seconde est le point c, ce qui est 

le caractère de deux divisions en involution. On 
Y ° i t que dans ce cas où les segments empiètent l 'un 



sur l 'autre, les points doubles sont imaginaires. En 

décrivant sur des segments en involutions, empié

tant les uns sur les autres, comme diamètres, toutes 

ces circonférences se couperont en deux mêmes 

points, et la corde commune passera par le centre 

o de Tin volution. Chaque segment sera vu de m ou 

n suivant un angle droit. 

Dans le cas où les segments n'empiètent pas l 'un 

sur l 'autre, il est toujours facile de déterminer le 

point central o; on prendra un point m quelcon

que, par ce point et ceux a, d on fait passer une 

circonférence ; par ce même point m et b et b', on 

en fait passer une au t re ; ces deux circonférences 

se couperont en un autre point n, et la droite mn 

passera p a r l e point o, car om.on = oa od=ob.oh'. 

Connaissant le point o, la racine carrée de 

orn.on = oa.od = etc. , 

sera égale koY = oe = of. De sorte qu'en décr i 

vant une circonférence du point o comme centre 

avec oY pour rayon, elle coupera la droite aux 

points doubles e et / . 

Les deux points doubles e et / divisent harmoni-

quement chaque segment adM\ En effet : Vêtant 



dig. 14) sur la bisectriee de Tangle des deux dro i 

tes, on a 

Or les deux triangles eVa, e'Ya', ayant un angle 

commun, sont entre eux comme le produit des 

deux côtés qui comprennent cet angle ; or, comme 

\e = W , ils sont donc comme Ya est à W . Mais 

ces deux triangles sont entre eux comme le p r o 

duit de leur base par leur hauteur ; la hauteur est 

la même, donc ils sont entre eux comme leurs ba 

ses ; il en résulte 

ce qu'il fallait démontrer. 

Réciproquement, si une suite de deux points 

a, a\ h, 6f divisent harmoniquement un segment 

ef, les points a, 5, c, et ceux homologues a\ 6\ c\ 

formeront deux divisions en involution. 

% u x divisions perspectives sur une même droite 

ne sont généralement pas en involution ; nous 

avons vu qu'on peut les y ramener ien changeant la 

position relative d'une des divisions sur l'autre. 

Dans leur position ordinaire, comme celle qui ré-



sulterait (fig. 11) du rabattement de la droite L sur 

celle L', s'il n'y a pas involution générale entre les 

deux divisions, il y a cependant involution entre les 

points doubles e et / et deux couples de points tels 

que a, b' et. a', b. En effet, les quatre points a, b, 

e> / , correspondent aux quatre points d, b', er, f \ 

de sorte qu'on a entre les segments 

ou bien 

dernière égalité qui exprime qu'aux points 

a, b, e, f, 

correspondent respectivement ceux b\ a\ f, e, 

ce qui prouve qu'il y a involution entre les seg

ments ab', db, ef. 

1° Il suit de là que les circonférences décrites sur 

les trois segments ab', db, ef, passent toutes trois 

par deux mêmes points ; 

2° Les trois circonférences menées par un même 

point et ayant pour cordes respectives les trois seg

ments ab', db, ef, passent toutes trois par un se

cond point commun. 

Il en résulte que si Ton connaît trois points 



a, b, c, et leurs homologues d, b\ c', on peut obte

nir facilement les deux points doubles e et / . 

Par un point g, pris arbitrairement, on fera pas

ser deux circonférences qui aient pour cordes r e s 

pectives les deux segments ab\ db, elles se cou

peront en un second point*/. Par le même point g, 

deux autres circonférences, ayant pour cordes ac\ 

de, lesquelles se couperont en un autre point g". 

La circonférence passant par les trois points g, g\ 

g", déterminera sur la droite ab les deux points 

doubles e et f; car ces deux points seront en invo

lution : d 'une part, avec les deux couples a, b' et 

db, et d'autre part , avec ceux a, c et d, c. 

Donc, etc. 

La relation d'involution est évidemment une r e 

lation perspective, car elle repose sur l'égalité de 

doubles rapports perspectifs ; il s'ensuit que, si 

une droite porte deux divisions en involution, toute 

perspective de cette droite sera divisée en involu

tions par les points homologues. 

Si un faisceau de droites passe par les divers 

point d 'une involution, ce faisceau sera formé de 

même par des rayons en involution. De sorte que, 

si on coupe ce faisceau par une droite quelconque, 

cette transversale sera divisée en involution. 
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On voit que dans un faisceau en involution, il y 

a deux rayons doubles, mais on ne peut pas dire 

qu'il y a un rayon central, car à ce rayon devrait 

correspondre l'infini dans un autre, ce qui ne peut 

exister pour des rayons passant par un même point, 

(Voir surTinvolution, pour de plus amples d é 

tails, les divers chapitres de la Géométrie supérieure 

de M. Chasles, qui traitent de ce sujet.) 

Nous pouvons considérer que dans les figures 11 , 

12, 13, 14, les deux droites Le t L' sont une même 

figure située dans le pian S, et dont nous allons 

chercher la perspective en prenant pour la droite 

JjJo une des droites de la figure; par exemple, celle 

qui joint les points V et / . On voit de suite que, 

dans cette hypothèse, quelles que soient les posi

tions du point V et des droites T dT 2, IJ 2 , le point V 

passant à l'infini, il en résultera pour L et U deux 

droites parallèles ; de plus le point V passant ainsi 

à l'infini, toutes les traçsversales Yaa\ Ybb, \cc\ 

deviennent des parallèles. Alors les deux divisions 

qui sont sur ces deux droites sont déterminées par 

deux parallèles coupées par des parallèles ; donc 

les segments correspondants sont égaux. On peut 

donc dire : 

Deux divisions perspectives sur deux droites pro-



t iennent de deux divisions égales formées sur deux 

droites parallèles et peuvent ainsi se transformel 

Tune dans F autre . 

Remarquons que les quadrilatères tels que 

adbb\ bb'cc, e tc. , dans les figures 11 , î!2, 13, 14, 

deviennent des parallélogrammes. Or, il évident : 

I o Que tous les points d'intersection des dia

gonales seront, sur une même droite, parallèles aux 

droites L et L' ; 

2° Que cette droite est à égale distance de L et 

de L ' et coupe les distances ad, bb\ en deux parties 

égales ; 

3° De même que les parallèles menées par les 

points d'intersection des diagonales à la direction 

des transversales partagent ainsi les segments 

ab, bc db\ de' . . . en deux parties égales. 

Or, lorsqu'un segment tel que ad est divisé en 

un point, en deux parties égales, ces trois points et 

celui qui, sur la même droite, est à l 'infini, forment 

entre eux une division harmonique ; il en résulte 

donc que nous pouvons conclure (fig. 11), sans dé

monstration, les propositions que nous avons énon

cées déjà, qui sont (fig. 13) : 

I o Si d'un point quelconque V on mène des 

transversales coupant deux droites quelconques L 



et L f en des points a, h, c, et d, fj, c', . . . les d ia 

gonales de chaque quadrilatère ainsi formé se 

couperont en des points a d'une même droite pas

sant par le point d'intersection f de ces deux droi

tes ; droite que nous avons appelée la polaire du 

point V. 

2° La polaire partagera chaque transversale Y ad 

en un point s qui, avec ceux a, d, Y, formera un 

rapport harmonique. 

3° De même, la transversale qui joint V à un des 

points d'intersection des diagonales coupe chaque 

coté, tels que ah, en un point tel qu'avec ceux a, 

h et / , ils forment un rapport harmonique ; 

4° On voit par les mêmes raisons, que si le point 

V se trouve en un point quelconque de la droite 

qui joint V à f, la polaire de ces points sera tou

jours la même droite. 

5° Réciproquement, si on considère le point de 

vue sur cette polaire, les droites ad, bb\ se r e n 

contreront sur la droite Yf; de sorte qu'elle sera 

la polaire de chaque point de cette droite; ainsi ces 

deux polaires sont conjuguées respectives l 'une de 

l 'autre, c 'est-à-dire que chacune de ces droites est 

la polaire de chaque point de l 'autre. 



DU TRIANGLE. 

Un triangle quelconque abc a pour perspective 

un autre triangle db'c, tels que les côtés homolo

gues ab, a'b'— ac, de'— bc, b'c se coupent en des 

points situés sur une même droite TTj qui est la 

commune intersection des plans des deux figures. 

Il est facile de voir qu 'une de ces deux relations 

emporte l 'autre ; en effet, si les droites ab, db' se 

rencontrent en un même point, c'est qu'elles sont 

dans un même plan ; il en est de même de ac, de' 

et bc, b'c. Par conséquent, les deux plans aba'b', 

aede' se coupent suivant la droite ad; de même 

ceux abdb', bc b'c suivant bb\ et les deux autres 

aede'beb'c suivant ce'. Ces trois plans se coupent 

en un même point Vqui sera sur chacune des trois 

droites ad, bbr, cc\ Donc, etc. 

Si les deux figures sont ramenées dans un même 

plan et homologiquement placées, il est de même 

évident que si les droites ad, bb\ ce passent par 

un même point, celles ah, db', ac, de', bc, b'c' se 

couperont en trois points situés en ligne droite et 

réciproquement. 

Deux triangles quelconques peuvent se mettre 

en perspective d'une infinité de manières. 



Ainsi (fig. 17), si on place le triangle quelcon

que db'c sur le plan de celui abc, de telle sorte 

que le point a tombe sur d, alors bb! rencontrera 

ce en un point V, tel que les deux figures seront 

en perspective pour ce point. On voit, en outre, 

que l'intersection de bc et b'c donnera un point p 

tel qu'en le joignant à celui ad, cette ligne 

TapT sera la ligne de terre T 4T 2 ou axe d 'homolo

gie. 

Connaissant le point V et l'axe TT, on trouve

rait facilement la droite I 4I 2 qui, dans la deuxième 

figure, correspond aux points à l'infini de la pre

mière, et celle JJ4 qui, dans la première, corres

pond aux points à l'infini de la deuxième. 

Les côtés ab, ac, bc du triangle abc rencontrent 

T 4 T 2 aux points v, v{, et il en résulte que les 

droites Yv, Yv{, Yv% sont parallèles aux côtés r e s 

pectifs dc\ db\ b'c du triangle db'c\ 

Considérons un triangle quelconque abc (fig. 18) 

et donnons-nous le point V, les droites TT, JJ, d 'où 

résulte celle II à une distance de TT égale à celle 

de V à JJ. 

Les côtés ac, ab, bc de ce triangle ^ r e n c o n t r e n t 

Taxe TT4 aux points m, n, p. Si par ces points on 

mène mdc' parallèle h Yv— ndb' parallèle à Yvt 



et pb'c parallèle à Vt>2, ces trois droites formeront 

le triangle dbV, perspectif de celui abc, pour ie 

point V et dont les côtés sont parallèles aux droites 

Yv, Yi\, Yv2 que nous appellerons les directrices 

de la construction. Il en résulte un moyen très-

facile de déterminer la position d'un triangle sem

blable à un triangle donné, perspective de celui 

abc et passant par les points m, n, p. 

On décrira sur vv{ un segment capable de l 'an

gle b'dc' donné, sur i\v2, un segment capable de 

l'angle db'c\ ils se couperont en un point V ; le 

segment décrit sur vv^ capable de l'angle a'c'b' ou 

de son supplément passera nécessairement par ce 

point V. On connaîtra donc ainsi les trois direc

trices parallèles aux côtés respectifs du triangle 

cherché a'b'c', et comme on connaît un des points 

de chaque côté de ce triangle, sa position est donc 

déterminée. 

Si on faisait mouvoir l'axe TT 4 parallèlement h 

lui-même, on aurait dans chaque position, pour 

perspective du triangle abc un autre triangle dont 

les côtés seraient parallèles à ceux de abV, et les 

grandeurs de ces côtés seraient à ceux du triangle 

db'c comme les distances respectives de V à ces 

deux plans T. II sera donc facile d'avoir ainsi pour 



perspective du triangle abc, un autre triangle quel

conque donné. 

Deux triangles quelconques donnés peuvent 

donc se mettre ainsi en perspective. 

Si au lieu du point Y{ on eût pris un autre point 

V 2, sans changer rien du reste, on voit que les d i 

rectrices changeraient et qu'ainsi on aura pour ce 

point, pour perspective du triangle abc, un autre 

triangle dont les côtés seront parallèles à ces n o u 

velles directrices V2t?, V 2 t \ , T ^ , et ainsi pour d'au

tres positions du point V. 

Remarquons que le triangle man est semblable 

à celui vYv{, que celui md'n est semblable à celui 

vYv2. Or, comme les deux triangles man, md'n ont 

même base mn, leurs surfaces sont comme leurs 

hauteurs ; il en est de même de ceux des triangles 

v\\v{, vY^v{ qui ont même base vv{, d'où il résulte 

que les surfaces des deux triangles man, mdn 

sont entre elles comme les distances des points 

V 4, V 2 à la base vvr De même, les deux triangles 

nb'p, nb"p sont entre eux comme les distances des 

mêmes points à la même droite, de même, ceux 

mcp, me"p. Or le triangle ctb'c est égal à 

nb'p + man — mcp 

et celui a"b"c" = nb"p -+- md'n—mc"p; donc, la sur-



face du triangle db'c est à celle de a"b"c", comme 

la distance de Y{ à JJ est à celle de V 2 à la 

même droite. 

On conçoit, qu'au lieu du triangle abc, si on 

avait eu une figure quelconque, on pourrait, en la 

décomposant en triangles, trouver le même r ap 

port pour les diverses perspectives de chacun d'eux 

prises de points de vue différents ; il en résulte ce 

théorème : 

Les perspectives diverses d'une même figure pisses 

de différents points avec même axe TT et JJ sont des 

figures dont les surfaces sont entre elles comme les 

hauteurs des points de vue sur T T . 

Remarquons, en outre, que les côtés du triangle 

db'c étant parallèles à ceux des directrices Yv, 

Yv{, Yv^et ceux du triangle a"b"c" aux directrices 

respectives V2i>, V 2 ^ , V 2^ 2 , il en résulte que les 

droites a'a", b'b", c'c" sont toutes parallèles à la 

droite qui joindrait Y{ à V 2. De plus, comme les 

côtés db', a"b"—de, a"c", b'c, b"c" se coupent en 

trois points n, m, p en ligne droite, il en résulte 

que les triangles db'c', a"b"c" sont deux figures ho-

mologiques pour un point de vue à l'infini, situé 

sur une directrice parallèle à la droite V t V 2 qui 

joint les deux points de vue. Il en serait dp même 



pour toutes les figures qu'on obtiendrait ainsi pour 

deux autres points de vue. D'où résulte que : 

Les perspectives diverses qu'on obtient ainsi d'une 

même figure pour des points de vue différents, sont 

deux à deux des figures homologiques pour un point 

de vue à l infini, situé dans la direction de la droite 

qui joint les deux points de vue correspondants, d'où 

résulte que tous ces centres divers d'homologie sont 

sur une même droite à l'infini. 

Soit (fig. 19) un triangle abc dont les côtés sont 

coupés en m, n, p par une transversale quelcon

que. Soit V un point arbitraire pris dans le plan 

de ce triangle; joignons V aux trois sommets a, 

b, c par les droites Vaar, Ybbr, Ycc, elles couperont 

la transversale aux points a\ b\ c qu'on peut r e 

garder comme les perspectives de ceux a, b, c sur 

cette transversale. Il résulte de cette disposition 

que les quatre droites Ya9 Yc, Yob, Ym et celles 

ba, bc, bo, bm, passant par les quatre mêmes points 

a, c, o, m de la droite maoc, ont même double rap

port perspectif, c 'est-à-dire même rapport an har

monique, d'où résulte que ces deux faisceaux, 

coupés par la même transversale mnp, donnent 

deux rapports anharmoniques égaux, et qu'ainsi 

aux points d, c', h\ m, correspondent respective-



ment ceux n*p, b\ m, ou, renversant le dernier 

rapport, à ceux p, n, m, o , d'où il résulte que 

les six p o i n t s d , p , c, n, b\ m forment une invo

lution. Ainsi : 

Toute transversale coupe les côtés du triangle en 

trois points m, p, et les trois points où trois droi

tes, menées cl un même point aux trois sommets du 

triangle, coupent cette transversale, forment six 

points en involution. —Par suite, les six droites 

menées du point V aux trois points m , n , p , et aux 

sommets a, b , c, forment trois couples de droites en 

involution. 

Réciproquement, si d 'un même point on mène 

des droites aux trois sommets d'un triangle et trois 

autres droites formant avec ces premières trois 

couples en involution, ces trois droites iront r e n 

contrer les côtés opposés en trois points situés en 

ligne droite ; on voit facilement la démonstration 

de cette réciproque, 

La transversale mnp donne lieu aux trois trian

gles mna, npb, mpc, dans lesquels on a 



En multipliant ces trois équations membre à mem

bre, on a 

ou 

majib.pc = mcjia.pb ; 

on a donc ce théorème, connu sous le nom de 

Ptolémée : 

Lorsqu'un triangle abc est coupé par une trans

versale il existe la relation ci-dessus entre les seg

ments que cette droite fait sur ses côtés. 

Si les trois points m, n, p sont à l'infini, il en 

résulte que les trois droites menées d'un même 

point aux trois sommets du triangle et les trois 

droites menées parallèlement à ses côtés forment 

trois couples de droites en involution. 

Considérons maintenant la fig. 18 comme une 

seule et même figure donnée sur le plan S, et me t 

tons-la en perspective. On voit que dans la figure 

qui en résultera, tous les triangles dbV, d'b"c" qui 

ont la droite mnp pour axe d'homologie, auront 

encore pour axe d'homologie la droite homologue 

de celle mnp; mais ces triangles avaient tous, deux 

à deux, leur centre d'homologie à l'infini ; par 



conséquent sur une droite à l'infini, qui deviendra 

une droite à dislance finie. 

Dans cette figure 18, faisons passer la droite 

mnp à l'infini en la prenant pour la droite JJ, il en 

résultera que les points m, n, p, passant à l'infini, 

tous les triangles abc, a'b'c', a"b"c" deviendront des 

triangles semblables et semblablement placés ; de 

plus, on peut les rendre semblables à un triangle 

donné. 11 suffit de prendre îe nouveau point de 

vue V, de manière que les trois directrices, passant 

alors par m, n, p, fassent entrer les angles de ce 

triangle, comme nous Favoris vu ci-dessus pour les 

points v, v{9 t\. On peut ainsi rendre équilatéraux 

tous ces triangles. 

Supposons que (fig. 20) abc soit le triangle o b 

tenu par la transformation du triangle abc de la 

fig. 19, en faisant passer la droite mnp à l'infini. 

Par chaque sommet a, b, c de ce triangle, menons 

une parallèle au côté opposé ; nous formerons ainsi 

le triangle a'b'c qui sera homologique avec celui 

abc, car les côtés homologues vont se rencontrer 

sur une même droite à l'infini ; il en résulte donc 

que les trois droites ad, bb', ce' vont passer par un 

même point V. On voit de même que le petit t r ian

gle a"b"c" formé en joignant les points a\ F? c" 



d'intersection des côtés du triangle, avec les dro i 

tes add, bb"b', cc"c sera homologique, et avec le 

triangle abc, et à celui a'b'c'. On pourrait faire 

ainsi une suite d'autres triangles homologiques 

dont les côtés iraient passer par les points h o m o 

logues à ceux m, n, p qui sont à l'infini. 

Les points a, b, c sont milieux des côtés b'c', de', 

a'b'. De même, ceux a\b\c\ des côtés b"c"\d'dl\a"b" 

et ainsi de suite. Or, si sur chaque côté on considère 

le point qui est à l'infini, on aura ainsi sur chaque 

côté quatre points formant un rapport harmonique. 

Si on suppose que abc soit un triangle equilate

ral, et qu'on mène par V des parallèles aux côtés, 

ces parallèles seront perpendiculaires aux droites 

ad, bb'y ce', d'où en résultera en V trois couples 

de deux droites à angle droit ; par conséquent for

mant trois couples de droites en involution. 

Il en résulte que, si on revient à la figure primi

tive qui a donné naissance à la fig 2 0 , on aura la 

série de propositions suivantes (fig. 21) : 

1° Un triangle abc étant coupé par une transver

sale aux trois points m, n, p, en joignant m h b, 

nhc, p h a, on formera le triangle a'b'c' homologue 

à celui abc, de sorte que les trois droites ad, bb\ 

ce, passeront par un même point. 



2° Si enjoint de même a h d, b h h\ c à c, on 

aura le triangle a"b"c" homologue à ceux abc, db'c, 

et dont les côlés passent de même par les points m, 

n, p et ainsi de suite ; 

3° Si sur chaque côté du même triangle on 

prend les quatrièmes harmoniques du point où il 

coupe la transversale, en joignant ces points au 

sommet opposé du triangle, les trois droites passe

ront par le même point V; 

4° Si enjoint le point V aux trois sommets d'un 

triangle et aux trois points m, n, p, les six droites 

formeront trois couples en involution. 

QUADRILATÈRE. 

Un quadrilatère complet se compose (fig. 22) 

de quatre côtés ab, bc, cd, da et de trois diago

nales ac, bd, ü4ü2_qui joignent deux à deux les points 

de concours o{v{vt des côtés opposés. 

Tout quadrilatère a nécessairement pour p e r 

spective un autre quadrilatère, mais qui peut 

devenir un parallélogramme, un rectangle, un 

carré . . . par la position que l'on donne aux divers 

points et droites de la construction. 

Prenons d'abord (fig. 22) la droite passant 



par les deux points v{, de concours des côtés 

opposés, il est évident qu'alors, quelle que soit la 

position du point V, la perspective du quadr i 

latère abcd sera nécessairement un parallélo

gramme, puisque les deux points de concours 

vi et V* des côtés ah de, et ad de passeront à l'infini. 

Les directions des côtés du parallélogramme seront 

celles des directions, qui joindront Y{ à v{ et 

Décrivons sur v{i\ comme diamètre une circon

férence, si on prend le point de vue en un 

point quelconque V (fig. 22) de cette circonfé

rence, alors les directions Yvi Yv2 seront à angle 

dro i t , et alors le parallélogramme deviendra le 

rectangle dUc'dï en prenant pour Ï A T 2 une droite 

quelconque parallèle à JJ. 

Le rapport des côtés du rectangle sera facile 

à déterminer, car on a évidemment 

et 

d'où on tire, en divisant l 'une par l 'autre, 

expression dans laquelle pq mn sont données d 'à-



près la position de la ligne de terre TT, prise d'ail

leurs arbitrairement. 

Par conséquent on peut prendre la position 

de V sur la circonférence, de manière à ob

tenir un rapport demandé entre les côtés du 

rectangle. Par exemple, si on veut que la per

spective du quadrilatère soit un carré, il faut 

que 

d'où 

Prenons sur v,t\, à partir de v{ la distance 

v{r=nm, et sur la perpendiculaire élevée en ce 

point ru=.pq. Joignons v{ à u, la droite v{u pro

longée rencontrera la circonférence au point V 2 

pour lequel la perspective du quadrilatère sera 

le carré a"b"c"d"; ainsi : 

On peut, par la perspective, transformer un 

quadrilatère quelconque en un rectangle, dont 

les côtés auront entre eux un rapport donné. 

De même on peut le transformer en un paral

lélogramme dont les côtés auraient aussi entr'eux 

un rapport donné. 
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Pour cela (fig. 23) on décrira sur un seg

ment de cercle capable de l'angle des deux côtés 

du parallélogramme cherché, le point V doit 

être sur cette circonférence. On a de même 

dans cette express ion-^ sera donné, ~ est connu, 

v V 

donc il sera facile de construire 4= qui donnera la 

position du point V. 

En faisant varier ensuite la droite T T , paral

lèlement à ii{ on augmenterait ou diminuerait les 

distances mn, pq, on obtiendrait ainsi des gran

deurs absolues différentes pour les côtés du pa

rallélogramme, de manière à transformer le qua

drilatère en un parallélogramme donné. 

Si on place le point V en o h l'intersection des 

deux diagonales, on voit qu'on obtiendra pour la 

perspective du quadrilatère, un parallélogramme 

dont les sommets seront sur les diagonales com

munes au parallélogramme et au quadrilatère. 

On peut transformer un quadrilatère en un 

autre dans lequel deux des diagonales dby, cdf 

correspondront à deux des côtés ah, rd du premier; 



on voit qu'il suffit (fig. 24) de prendre JJ, de ma

nière à couper les diagonales ac, bd du quadr i 

latère donné en des points situés dans l 'intérieur 

du quadrilatère abcda% car alors ces points passent 

à l'infini, ces diagonales deviennent extérieures 

au nouveau quadrilatère. 

Si JJ 4 passait par le point o, on voit que les 

deux diagonales deviendront des côtés parallèles. 

En prenant pour TT (fig. 25) un des côtés 

même du quadrilatère donné, on voit que ce 

côté restera commun à l 'autre. 

Si on prenait la droite JJ sur un des côtés cd 

(fig. 26), alors dans la figure homologue, quelles 

que soient les positions de V e t de TT', ce côté cd 

passerait tout entier à l'infini ; d'où résulterait 

que la perspective du quadrilatère abcd devien

drait le triangle dïïm plus un côté à l 'infini; on 

voit que les sommets a ,b' de ce triangle seraient 

les homologues respectifs de ceux a,b du qua 

drilatère, mais le troisième ni serait l 'homologue 

du point m de concours des côtés opposés ad, bc. 

Ainsi on voit que Ton peut transformer un qua

drilatère donné en une infinité de divers quadrila

tères, mais il nous reste à faire voir qu'on peut 

le transformer en un autre quadrilatère donné; 



c'est-à-dire que deux quadrilatères quelconques 

dont les sommets se correspondent respective

ment , peuvent toujours se placer en perspec

tive. 

Ce problème fort important et difficile a occupé 

longtemps les anciens qui n'avaient trouvé que 

des solutions particulières ; c'est M. GHASLES qui 

le premier l'a résolu d 'une manière générale. Je 

vais donner un exemple pratique de ce problème. 

Soit (fig. 27) un quadrilatère quelconque abcd 

complet avec ses trois diagonales; soit de même 

(fig. 28) ab'cd' un autre quadrilatère complet 

dont les sommets de même dénomination se cor

respondent; on demande de les placer en per

spective, ou ce qui est la même chose de IBS 

placer homologiquement. 

Pour résoudre ce problème, il faut commencer 

par déterminer dans la première fig. 27 la 

droite JJ4 qui correspond dans la fig. 28 aux 

points qui sont à l'infini, et réciproquement d é 

terminer dans la fig. 58 la droite JJ qui corres

pond aux points de la fig. 27 qui sont à l'infini. 

Nous savons ensuite que lorsque les deux figures 

seront homologiquement placées, ces deux droites 

JJ, et II. doivent être parallèles entr'elles et à TT { . 



Par f (fig. 27) je mène fr parallèle au côté cd 

et par g la droite gs parallèle à ad. Ces droites 

rencontrent la diagonale bd aux points r et s. La 

diagonale bd (fig. 27) a pour homologue (fig. 28) 

la droite b'd' sur laquelle doivent par conséquent 

se trouver les points homologues à ceux r et A . 

Pour trouver ces points, nous porterons sur l 'autre 

diagonale ac (fig, 28) à partir de o, o9b%=ob de la 

fig. 27 dd% = od, oi\ = or, os* = os, on joint 

b'ab^, da d% par des droites qui se rencontrent en 

un point y (hors du cadre). Alors tirant yrl9 yst 

ces deux droites y r 2 , ys2 couperont 6'd' aux points 

/ , s' homologues de ces r et s ; par conséquent 

les droites / V , g s" seront les homologues de celles 

/ r , gs. La droite fr (fig. 27) est parallèle à cd, dont 

la droite fr (fig. 28) rencontre la droite c'cF en 

un point p qui est l 'homologue de celui à l'infini, 

c'est-à-dire où fr rencontre cd. De même le point q, 

où g's rencontre a'd', sera l 'homologue de celui à 

Finfini c'çst-à-dire ou gs rencontre ad; il s'en suit 

que la d r o i t e ^ , qui joint ces deux points p et q, 

sera donc la droite de la fig. 28, qui correspond 

aux points à l'infini de la fig. 27. Ce sera donc la 

droite désignée par II . 

De la même manière , en menant (fig. 28) 



la droite fi parallèle À ab et g'j parallèle à ad, 

on trouverait (fig. 27) leurs homologues fkn, glm 

qui rencontrent LA première, la droite ab en n et 

LA seconde celle ad en m ; de sorte que mn serait 

la droite de LA fig. 27 qui correspond aux points à 

L'infini de LA fig. 28, c'est donc LA doite JJ. 

Ces deux droites étant déterminées, il faut 

chercher la position du point V. Or rappelons-

nous 1° que ces deux droites doivent être placées 

parallèlement dans LA figure homologique; 2° que 

si dans la fig. (27) on avait LA position du point de 

vue V en le joignant aux points m et n où les côtés 

ad, ab rencontrent JJ, ces deux droites Ym, Yn 

seraient parallèles aux droites dd'9 d b' placées 

homologiquement. Mais (fig. 28) nous connaissons 

les angles que a'd', db font avec pq, c'est-à-dire 

avec I I , et par conséquent à JJ ; donc nous pou

vons construire (fig. 27) ce point V en faisant 

L'angle Ymn = dqp et celui Ynm--.dpq. 

On trouvera pareillement le point V dans la 

fig. 28, en faisant l 'angle vpq égal à celui de cd, 

avec mn et celui vqp —dmn. 

Le point V étant connu dans les deux fig. 27 

et 28, il suffit maintenant de rapporter la fig. 27 

sur celle 2 8 , comme on le voit (fig. 29), de m a -



nière que les deux points se confondent et que I I 

soit parallèle à JJ. 

Il ne reste plus qu'à déterminer la droite TT, 

sur laquelle les côtés homologues se rencontrent, 

Pour cela on sait que la distance de TT à JJ est 

précisément égale à celle de V à II, et de même 

que celle de TT à I I est égale à celle de V à JJ, 

donc TT est connue. 

Le problème est ainsi complètement résolu, et 

il en résulte que deux quadrilatères quelconques 

peuvent toujours être regardés comme perspecti

ves réciproques l 'un de l 'autre ; de sorte que ces 

deux figures étant dans une position quelconque, 

si on se donne un cinquième point dans l 'une, on 

trouvera facilement le cinquième point homologue 

dans l 'autre. 

Il suffira de mener par le premier deux droites 

quelconques qui rencontreront les côtés du qua

drilatère ou des points, dont on trouvera facile

ment les homologues sur les droites homologues 

et qui serviront à construire les deux droites qui 

déterminent le cinquième point cherché. 

Lorsqu'on transforme un quadrilatère quel

conque en divers autres ayant les mêmes droite» 

TT et H , toutes les figures qu'on obtient pour 



différents points de vue sont toutes deux à deux 

liomologiques entr'elles pour un point de vue 

à l'infini. La direction d'homologie est celle qui 

joint les deux points de vue correspondants; de 

plus les surfaces de ces figures sont entr'elles 

comme les distances de ces points de vue à la 

droite commune JJ . 

Puisqu'on peut transformer un quadrilatère 

quelconque, un parallélogramme, un rectangle, 

un carré; toutes les propriétés perspectives d 'une 

de ces figures appartiendront donc aussi à tout 

quadrilatère. 

Prenons le carré abed (fig. 30), auquel il faut 

supposer une droite à l'infini qui contient les 

points de concours des droites parallèles. 

Dans un carré, il y a un centre o point d'in

tersection des diagonales, toutes les droites qui 

passent par ce point et se terminent à deux côtés 

opposés du carré, y sont divisées en deux parties 

égales. Donc, etc. 

Dans tout quadrilatère toute droite passant par 

le point o d'intersection des diagonales rencontre 

deux côtés opposés et la ligne v{ vx qui repré

sente celle à l'infini (fig. 3!) en quatre points 

formant un rapport harmonique, 



Les six points où cette droite rencontre les 

quatre côtés, la droite v{v{ et ce point o sont en 

involution. 

Si dans un quadrilatère abed (fig. 31) on joint 

les points e, f, g, h déterminés par les droites 

qui joignent les trois points de concours 

des côtés opposés, on forme un second quadri

latère inscrit au premier dont les côtés opposés 

concourent sur la droite v{vt. 

Si on joignait de même les points où les cô 

tés de ce nouveau quadrilatère rencontrent les 

diagonales du premier, on formerait un autre 

quadrilatère inscrit au second, dont les côtés 

iraient concourir aux mêmes points v^v% et ainsi 

de suite. 

Dans le carré chaque côté est divisé en deux 

parties égales, par la ligne qui est menée par le 

centre parallèle à l 'autre. Si avec ces trois points, 

on considère celui qui, sur la même droite est à 

l'infini, on aura quatre points formant ainsi un rap

port harmonique ; de même pour le point qui par

tage les deux diagonales en deux parties égales, etc.; 

donc, dans un quadrilatère quelconque, chaque 

côté est divisé par les deux autres et par les deux 

droites, qui joignent les points de concours des 



côtés opposés en quatre points, formant un rap

port harmonique. De même les deux diagonales, 

avec les deux sommets, le point où elle rencontre 

la droite v{, v% et le point o en quatre points, for

ment un rapport harmonique. 

On peut en conclure pareillement que si (fig. 31) 

par un des points v, de concours de deux côtés 

opposés, on mène une transversale quelconque, 

elle sera coupée par les deux autres côtés, l 'autre 

ligne v9o et ce point en quatre points, formant un 

rapport harmonique. 

On peut prendre indifféremment un des trois 

points v{, v2J o, pour le point de départ de la trans

versale. 

De même chaque diagonale est coupée par les 

deux autres et par les côtés opposés en quatre 

points, formant un rapport harmonique. 

Les points v{, v%, o, $, t, sont des sommets de 

faisceaux harmoniques; donc, si on les coupe par 

des transversales quelconques, on obtiendra sur 

chacune un rapport harmonique. 

Si la transversale est parallèle à une des droites 

du faisceau, les trois points seront tels que l 'un 

partagera en deux parties égales le segment formé 

par les deux autres. 



Ainsi si par le point o d'intersection des deux 

diagonales, on mène la droite 5 6 7 8, parallèle 

à la troisième v{i\, les parties de cette droite i n 

terceptée entre les côtés opposés seront divisées en 

ce point en deux parties égales. 

Ainsi la droite mn sur TT parallèle à i\ i\2 est 

divisée en deux parties égaies par vo, de même pq 

est divisée en g par v^o, 

Les deux triangles semblables v{mf, vos don 

nent 

et ceux v%qg, ^80, 

donc 

mais, à cause des triangles semblables bos, bvt> 

ainsi que ceux bo%> btv«, on aura 

donc 



Ainsi, si on coupe les côtés d'un quadrilatère par 

une transversale TT 4 parallèle à la droite v{vv qui 

joint les points de concours des côtés opposés^ 

les longueurs mn, pq, interceptées entre les côtés 

opposés, sont entre elles comme le rapport des 

segments formés sur cette droite v{vt par une 

des deux diagonales en s ou t. Ce rapport — nous 

a déjà servi. 

Les quatre points «?, v{, /, v2 sur la droite, qui 

joint les deux points v{ et n2 de concours des côtés 

opposés, formant uu rapport harmonique ; les 

quatre droites os, ov{, ot, ov% qui aboutissent à ces 

points, forment donc un faisceau, donc : 

Toute transversale coupe les deux diagonales et 

les deux médianes en quatre points, formant un 

rapport harmonique. 

Les quatre droites qui joignent le sommet b aux 

quatre points a\ o, c , fe, ont leur double rapport 

perspectif égal à celui des quatre droites, partant 

du sommet d et passant par les mêmes points. En 

coupant ces deux faisceaux par une transversale 

quelconque, passant par le point k, il en résulte 

que le double rapport des quatre points q, l, m, k, 

où le premier faisceau rencontre la transversale, 

est égal à celui des quatre points n, l, p, k9 où le 



second faisceau rencontre cette même transversale, 

donc on a : 

ou 

Ainsi les quatre points m, q, l, k du premier rap

port correspondent respectivement à ceux du 

second n, p, k, /, donc les six points 

m, n; q, p; l, n 

forment une involution. On en conclut donc : 

Toute transversale coupe les quatre côtés et les 

deux diagonales d'un quadrilatère en six points 

qui sont en involution. 

Les six droites menées d'un même point o aux 

quatre sommets et au point de concours des côtés 

opposés d'un quadrilatère, forment un faisceau en 

involution. 

Soient abcd le quadrilatère, o le point fixe d'où 

partent les droites. Les droites ob, oc, et acv^ abv% 

forment un quadrilatère , qui est coupé par la 

transversale adv en six points qui sont en invo

lution, donc les six droites ov, od, oc, ovv ob qui 



passent par six points, forment un faisceau en 

involution. 

Le point o peut être à l'infini, alors les six 

droites sont parallèles, alors on dira que les 

projections des quatre sommets et des deux points 

de concours des côtés opposés d'un quadrilatère, 

sur une droite, sont six points en involution. 

Dans un faisceau en involution, si deux des cou

ples de droites sont rectangulaires, il faut nécessai

rement que les autres couples le soient. 

Si on prend le point o à l 'intersection des deux 

circonférences décrites sur les deux diagonales, 

comme diamètre, il s'ensuivra que les droites 

menées de ce point à chaque couple de sommets 

opposés seront rectangulaires; donc les deux 

autres droites qui passent par les deux points de 

concours des côtés opposés sont aussi rectangu

laires. On a donc ce théorème : 

Les trois circonférences qui ont pour diamètres 

les diagonales et la droite qui joint les points de 

concours des côtés opposés, ont toutes trois les mêmes 

points d'intersection. 

Et par suite : 

Les points milieux des deux diagonales dun qua

drilatère et le milieu de la droite qui joint les points 



de concours des côtés opposés, sont en ligne droite. 

Un quadrilatère peut toujours être considéré 

comme le lien de deux quadrilatères superposés 

et qui sont perspectives réciproques l 'un de l 'autre, 

et cela pour plusieurs points de vue différents. 

Ces cas sont ceux où le point de vue est à égale 

distance du plan S et du plan T, alors si les figures 

sont placées homologiquement les droites 0 et JJ 

se confondent. 

Ainsi (fig. 31) dans le quadrilatère abcd, si on 

prend o pour point de vue; la droite v{v% qui joint 

les deux points de concours des côtés opposés 

sera la ligne de terre TT, ou axe dliomologie, et 

la droite menée à égale distance de O et de cette 

droite v{v^ sera la droite commune 1J, IJ ; alors on 

voit qu'au point a correspond celui c et récipro

quement ; qu'à celui b correspond d et récipro

quement, etc. ; qu'ainsi à la droite ab, correspond 

celle cd et réciproquement, à ad correspond bc, et 

on voit en outre que ces droites homologues con

courent sur la droite v{v%. Si on supposait une 

figure quelconque liée à un des quadrilatères, on 

obtiendrait pour son homologue une figure, dont 

les côtés homologues se rencontreraient de même 

sur VSIK et des droites parallèles dans rime ou 



l 'autre auraient pour homologues respectives, des 

droites concourantes sur la droite IJ, I T . 

On pourrait , au lieu du point o, prendre pour 

point de vue, ceux vl9 t>2, s, t, et on aurait pour 

chacun d'eux les deux mêmes quadrilatères s u 

perposés; mais avec un autre axe d'homologie, et 

une autre droite IJ. 

Ces observations conduisent naturellement à 

une infinité de propriétés des transversales, dont 

plusieurs résultent de la comparaison du quadri

latère avec un carré ; par exemple toutes les divi

sions harmoniques signalées. 

Si nous appliquons à cette figure et pour les 

divers points de vue, les théorèmes trouvés sur 

deux figures perspectives réciproques, on voit 

qu'on peut en tirer beaucoup de propriétés du 

quadrilatère. 

Ainsi le théorème 2 donne, en considérant le 

point o comme le point de vue (fig. 31). 

et comme ol = lhot, on a 



de même 

qu'on peut exprimer par un théorème. 

Le théorème 3 dit que le produit des distances 

d'un point a à la droite JJ, par celle du point 

homologue a à II est constant = h. d. Dans cette 

figure h = d, II et JJ se confondent. Alors ce pro

duit =K\ On peut remplacer les distances par les 

segments sur les droites, et alors on aura : 

2 • 2 

ak.ck = ok, bLdl — o!, 

En laissant les distances à IJ, on trouve que le 

produit des distances des deux extrémités d 'une 

diagonale à IJ est égal au carré de celle de o, 

à cette même droite, .par conséquent : 

Le produit des distances des deux extrémités 

d'un diamètre à IJ est égal à celui des extrémités 

de l 'autre à la même droite. 

Le 4 e théorème donne les segments h a r m o 

niques, etc. 

Le 5 e théorème donne 

et comme sur une même diagonale, oa est la 
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perspective de oc et ob de od, on aura donc : 

et 

De l'égalité ci-dessus 

, — 2 % 

ok = ak.ck et bl. dl — ol 
on tire 

ok = (ok+ao) {ok—oc) — o/â+ok (ao—oc) —ao.oc, 

d'où 

et 

Si le quadrilatère est inscriptible dans une cir

conférence, on aura 

ao.oc= ob.od; 

donc, en divisant ces deux égalités l 'une par l 'au

t re , 

c 'est-à-dire que : 



Dans tout quadrilatère inscrit, le rapport des 

différences entre les deux parties de chaque dia

gonale est égal au rapport inverse des distances du 

point o d'intersection des diagonales aux points où-

ces diagonales sont coupées par l'axe d'homologie 

Des égalités ci-dessus, 

ofâ—ak— ck 

et 

ol—bLdl) 

on tire 

% 2 2 

ok =zsk—(as—$k) {es—sk)—sk —sk[as+c$)+as.cs, 

^ /—7/ = [bt—tt) (dt—tl) =li—tl {bt+ dt) + bt.dt; 

d'où 

et 

Si on reprend les distances des points a, b, c, dy 

à la droite sv{tvt, alors $k et It deviendront égaux 

et on aura ce théorème. 

Le produit des distances de deux points homo-



logues à ïaxe d'homologie, divisé par leur diffé

rence est constant et égal à h2. 

Nous voyons le nombre considérable de théo

rèmes que l'on trouve, en prenant o pour centre 

d'homologie et v{t\ la droite, qui joint les deux 

points de concours pour l'axe d'homologie. En 

prenant maintenant les autres points tels que 

v{, v^ s, t pour centre d'homologie, on aurait d'au

tres expressions de ces théorèmes. 

Nous nous contentons de les indiquer. 

DE LA CIRCONFÉRENCE 

Avant d'examiner les courbes diverses que Ton 

peut obtenir par la perspective d'une circonfé

rence, il est nécessaire de faire connaître les p r o 

priétés de cette courbe même qui dépendent de la 

perspective et qui seront utiles par la suite. 

Toute circonférence (fig. 33) coupée par une 

transversale TT, peut être considérée comme for

mée de deux circonférences superposées et qui 

sont perspectives réciproques l 'une de l ' au t re ; 

cette transversale étant la ligne de terre, ou axe 

d'homologie, le point de vue est déterminé par 



l'intersection des deux tangentes Va, Y h aux extré

mités de la cordeau. 

Cela est évident d'après la figure, mais pour 

concevoir ]a légitimité de ce principe, supposons 

qu'on fasse tourner une de ces circonférences au

tour de cette droite ah comme charnière, tandis 

que la première reste fixe, jusqu'à ce que les deux 

plans de ces courbes soient placés rectangulaire-

ment . Faisons la projection de la figure ainsi placée, 

sur un plan vertical perpendiculaire à celte droite 

ah. On voit qu 'une des circonférences aura pour 

projection la droite m{ m!{et la seconde celle m%rd\ 

si on joint m{ hm\ et m1 à m\ par des droites, 

elles se rencontreront en un point V sur la bisec-

trice de ces deux droites. Si on regarde ce point V, 

comme le sommet du cône perspectif ayant pour 

base la première circonférence se projetant en mi 

m' 4 , on voit que le cône passera évidemment par 

l 'autre circonférence, car tout est symétrique r e 

lativement à l'axe, de sorte qu'il suffirait de con

cevoir ce cône tournant d'un demi-tour autour de 

cet axe, pour se confondre avec lu i -même; il 

en résulte donc que ces deux circonférences sont 

perspectives réciproques l 'une de l 'autre, pour ce 

point de vue V la ligne de terre étant par consé-



quent la droite d'intersection des deux plans de ces 

courbes. Le point V étant sur la bisectrice, se 

trouve à égale distance des deux plans, de sorte 

que Yi ou d est égal à V/ ou H. 

Ramenons maintenant les deux figures de m a 

nière à être homologiques, en faisant tourner les 

plans autour de leur trace, d avant en arrière, il 

est évident 1° que les deux circonférences se con

fondront ; 2° que la droite II tombera sur celle JJ ; 

3° enfin que le point V viendra se placer sur la 

perpendiculaire Yo à ah et à une distance de IJ 

égale à celle qui sépare IJ de ah. D'après cela, il 

en résulte : 

1° Les deux droites Y a, Y h seront deux tangentes 

à la courbe; a et h représentant chacun deux points 

a et d, et h et h' superposés. 

2° Un point quelconque c aura pour perspective 

le point c' sur le rayon perspectif Ycc\ soit que Ton 

regarde le point c comme appartenant à l 'une ou 

l 'autre circonférence. 

3° La tangente te en ce point c aura pour pers

pective la tangente te', au point c1, et ces deux t an 

gentes se rencontreront en un point t de l'axe 

d'homologie TT { . 

4° Si par V on mène les deux rayons perspectifs 



Yd V/ , la droite df qui joint d et / aura pour pers

pective la droite d'f qui joint les points d'et / ' 

perspectives de ceux d et / , et ces deux droites 

se couperont en un point de Taxe d'homologie. 

5° Si on regarde d comme étant sur la première 

circonférence et par suite d1 sur la seconde, et 

qu'en même temps on admette que / est sur la p re 

mière et par conséquent f sur la seconde, il en ré

sultera que la diagonale f'd du quadrilatère dfd'f 

aura pour homologue l 'autre diagonale fd', donc 

ces deux diagonales se couperont sur l'axe d ' ho 

mologie. 

6° Deux cordes parallèles telles que fd, f g a u 

ront pour perspectives deux cordes fd, f'g1 qui se 

rencontrent en un point k sur la droite IJ. 

7° Tout rayon perspectif, tel que Yd t{c sera coupé 

par la courbe ët l'axe d'homologie de manière qu'on 

aura le rapport harmonique 

8° D'après le théorème trois, on sait que le p ro

duit des distances de deux points homologues (tels 

que c etc') à la droite IJ, est constant et égal au 

carré de la distance de V à IJ ou de o{ à IJ. Si au 



lieu des distances, on prend les segments sur la 

droite perspective on aura donc 

On a aussi 

et 

2 

rt{ — rc.rc. 

rc=rti + tfi 

rc' — rt{ — t{c ; 
donc 

2 

rti={rti + tic)[rti~tic
t)—rt\+^ 

d'où 

qui est une autre expression du même théorème, 

On peut ainsi appliquer tous les théorèmes que 

nous avons établis pour deux figures perspectives. 

Dans la figure 33 nous avons regardé le plan 

dont ah était la trace, comme celui sur lequel on 

faisait la perspective de la circonférence ; mainte

nant supposons-le transporté parallèlement à lui-

même, de l 'autre côté de IJ et à une même distance, 

de manière à passer par l 'ancienne position du 

point V, il en résultera comme on le voit (fig. 34) 

que ce plan coupera le cône perspectif suivant une 

circonférence absolument égale à la précédente 

puisque les deux plans sont parallèles et à égale 



distance de son sommet, et cette circonférence sera 

encore perspective de là première pour le sommet 

du cône; ramenons le tout sur un même plan, en 

faisant ici le rabattement d'arrière en avant ; il en 

résultera que : 

1° Les deux circonférences perspectives tombe

ront l 'une sur l 'autre et se confondront, 

2° Le point de vue tombera en o, dans la cir

conférence. 

3° L'axe d'homologie sera (fig. 34) transporté 

extérieurement. 

4° La droite IJ ne change pas. 

Et nous aurons encore deux circonférences su

perposées et perspectives réciproques pour un autre 

point de vue et un autre axe d'homologie. Ainsi 

(fig. 34) : 

1° Un point a aura pour homologue celui d sur 

le rayon perspectif oad. 

3° Une corde bc aura pour homologue la corde 

b'c' passant p a r l e point b\d perspective respective 

de b,c et ces deux droites homologues iront se 

rencontrer en r sur l'axe d'homologie. 

2° Les deux cordes parallèles bc, de, auront pour 

homologues celles b'c', de1 qui se couperont en p 

sur IJ. 



4° Les tangentes aux deux extrémités des rayons 

perspectifs tels que Va, W seront homologiques 

et se couperont ainsi sur Taxe d'homologie. 

5° Toutes les droites, menées par ce point V se

ront coupées par la circonférence et Taxe d 'homo

logie en quatre points formant un rapport h a r m o 

nique. 

Enfin , tous les théorèmes ci-dessus peuvent 

recevoir les mêmes applications, il nous suffit de 

l ' indiquer. 

Il résulte des considérations ci-dessus, qu 'une 

circonférence quelconque peut toujours être con

sidérée comme formée de deux circonférences su 

perposées et qui sont perspectives réciproques 

l 'une de l 'autre pour un point quelconque du plan, 

que ce point soit situé extérieurement ou in té 

rieurement à la circonférence; dans le premier 

cas, l'axe d'homologie sera déterminé p a r l a corde 

des points de tangences de deux tangentes menées 

du point de vue à cette circonférence et dans l 'autre 

il sera extérieur à la circonférence perpendiculai

rement à la droite qui joint le point de vue au 

centre et à une distance Ys telle que : 



c'est-à-dire que les quatre points forment un rap

port harmonique , ou mieux d'une manière qui 

s'applique à tous les cas : L'axe d'homologie sera le 

lieu des points qui, avec la circonférence et le 

point de vue, divisera harmoniquement tous les 

rayons perspectifs menés par ce point. 

La droite IJ est, dans tous les cas, menée p a 

reillement à Taxe d'homologie et àjmoitié de la dis

tance qui sépare le point de vue de l'axe d 'homo

logie. 

La perspective donne comme on le voit des 

propriétés d 'une seule circonférence considérée 

comme appartenant à deux circonférences super

posées ; ces propriétés ont été connues indépen

damment de la perspective, mais par des méthodes 

qui ne semblent pas aussi intuitives que celle-là. 

M. le général Poncelet a établi sur ce sujet sa 

belle théorie des polaires réciproques, dont il est 

nécessaire de dire ici quelque chose, quoique cela 

s'écarte de notre sujet. 

Nous venons de voir que lorsqu'on a une c i r 

conférence, à un point quelconque de son plan, 

considéré comme centre d'homologie, correspond 

toujours une seule droite qui est l'axe d'homologie. 

On a appelé pôle le point de vue, et on a donné le 



nom de polaire à Taxe, d'où résulte qu'à un point 

correspond toujours une droite qui est sa polaire et 

réciproquement, à une droite correspond un point 

qui en est le pôle. On peut supposer le point par

courant une figure quelconque, à chacune des p o 

sitions de ce point correspondra celle de sa polaire, 

ainsi, si le point décrit une courbe, sa polaire sera 

les tangentes successives à une autre courbe dont 

elle sera l'enveloppe et qui s'appelle la polaire de 

la première, et ces deux courbes sont dites polaires 

réciproques Tune de l 'autre ; de sorte qu'aux p r o 

priétés attachées à des points de l 'une, correspon

dront d'autres propriétés de droites dans l 'autre. 

Les propriétés principales et relatives de deux 

figures polaires réciproques sont que : 

I o A quatre points en ligne droite de la première, 

correspondent dans Fautre quatre droites passant 

par un même point, qui sera par conséquent le pôle 

de la droite des quatre points et réciproquement. 

2° Que le double rapport entre quatre points s i 

tués sur une même droite dans la première, ou le 

rapport anharmonique de ces quatre points, sera 

égal à celui des quatre droites correspondantes et 

réciproquement. 

Ce rapport, comme on le voit, peut servira passer 



des propriétés d'une figure à celle de sa polaire. 

On voit que la théorie des polaires réciproques 

est un moyen de transformer une ligne en une autre 

telle qu'à des points dans Tune correspondent des 

droites dans l 'autre et réciproquement. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce 

sujet intéressant. (Voir l'ouvrage de M. le général 

Poncelet.) 

Nous nous servirons souvent des expressions 

Pôle et Polaire. 

Reprenons (fig. 35) une circonférence dont le 

centre est en o et dont le rayon oa = R. 

Si dans le plan de cette circonférence, on 

prend extérieurement un point quelconque v{, 

nous venons de voir qu'il pouvait être regardé 

comme le centre d'homologie de deux circonfé

rences superposées sur celle donnée, et que l'axe 

d'homologie sera une droite mnv^ déterminée, soit 

en menant les deux tangentes v{m, et v{n et joignant 

les deux points de tangentes m et n par une droite, 

soit en menant par v{ une suite de transversales et 

prenant sur chacune d'elles le quatrième harmoni

que du point v{ et des deux points où chaque trans

versale coupe la circonférence. Si maintenant on 

prend sur mn un point quelconque vt extérieur à la 



circonférence, puis qu'on regarde cepoint commeun 

nouveau centre d'homologie, son axe d'homologie 

pq sera de même déterminé par la d r o i t e ^ qui joint 

les points de tangentes, des deux tangantes v2p, 

ou bien en menant des transversales et prenant sur 

chacune d'elles le quatrième harmonique du point 

v<z et des deux points d'intersection de la transversale 

et de la courbe, or, il résulte évidemment des pro

priétés des axes d'homologie que ce second axe ira 

passer par le premier point v{ ces deux droites mnvl9 

pqv{ se couperont en un p o i n t s qui pourra ainsi être 

considéré comme un centre d'homologie des deux 

circonférences superposées et dont l'axe d 'homolo

gie serait la droite v{v^ qui joint les deux autres cen

tres d'homologie v{v^ et déterminée en menant par 

vz une suite de transversales sur chacune desquelles 

on prend le quatrième harmonique du point vz et 

des deux points d'intersection de la transversale et 

de la courbe. La droite mn est ce que nous avons 

appelé la polaire du point vt \ de même pqv{ est la 

polaire de v1 et enfin v{v% est celle de v3 il en r é 

sulte : que dans le plan d 'une circonférence, 

il existe une infinité de systèmes de trois points, 

(tels que vi9v^v^ dont chacun est le pôle de la 

droite qui joint les deux autres et qui peuvent être 



considérés comme des centres d'homologie de deux 

circonférences superposées et dont l'axe d 'homo

logie pour chacun d'eux est sa polaire. Ces trois 

points seront très-importants à connaître dans la 

théorie des sections coniques, et forment ce qu'on 

appelle un triangle polaire. 

Si par vi et v% on mène des transversales v{a, vta à 

un même point a de la courbe, la première cou

pera la courbe en un second point h et la deuxième 

en un second point g, en joignant g à v{ et h à vv ces 

deux d r o i t e s ^ , hv2 se rencontreront nécessaire

ment en un point h de la courbe, de sorte que le qua

drilatère ahbg ainsi formé sera inscrit dans la cir

conférence, et de plus ces deux diagonales ah, gh 

passeront par vr On peut concevoir ainsi une infi

nité de quadrilatères inscrits dans la même circon

férence et qui auront les mêmes points de con

cours des côtés opposés, et même point d'intersec

tion de leurs diagonales. Le quadrilatère c i rcons

crit formé par les quatre tangentes v{m, v{n, 
v $ jouira des mêmes propriétés. 

On sait en outre qu'à chacun des points v{, v¿ 

correspond une droite kkv kji^ kkt qui repré

sente la droite désignée par IJ et qui jouit de 



diverses propriétés, parmi lesquelles il faut r e 

marquer la suivante. 

Pour la droite k{k% relative à t>3, on a : 

Leproduit des distances des deux extrémités/?etq 

d'une transversale quelconque menée par v3 à k{ kt 

est égal au carré de la distance de vz à cette 

même droite; donc le produit est constant pour 

toutes les transversales menées de v3. Ce p r o 

duit, comme on voit, est égal à 

On peut prendre les segments sur les t rans

versales et on aurait ainsi : 

kp. kq = kv31 kç>m. k%n = k$z. 

De même pour les transversales menées par vi 

ou vt et coupées par k{ k± ou k2 kz. 

Si par vs on mène une parallèle à v{ vt la partie 

de celte droite interceptée entre les côtés opposés 

d'un des quadrilatères sera divisée en ce point en 

deux parties égales; il en sera de même pour k{ kt 

parallèle à v{ ; le point k{ divisera en deux 

parties égales la distance comprise entre les côtés 

opposés partant de t?1 et par k.ceux partant de v±\ il 



en résulte que le faisceau de droites dont le sommet 

est en v{ et qui forment deux à deux les côtés op

posés d'un même quadrilatère, formeront un fais

ceau en involution. Ainsi le faisceau déterminera sur 

mm> 2une division en involution. On voit que vz e t# 2 

en seraient les points doubles et k% le point central. 

De même pour le faisceau partant d e ^ 2 ou vz. 

Trois points tels que v{, vJ9 vz sont dits conju

gués ; lorsque l 'un d'eux est donné, sa polaire 

en résulte, c'est une droite qui passe par les 

deux autres ; on peut prendre arbitrairement 

sur cette droite un second point, et alors par les 

constructions indiquées, on aura le troisième. 

Supposons que ce soit le point vz qui soit donné, 

d'où résulte la connaissance de sa polaire v{ vt. 

Nous savons d'abord que si on mène par vz une 

suite de cordes, les tangentes aux deux extré

mités se couperont sur v{ v2 ; réciproquement si 

d 'un point quelconque de v{ i>2 on mène deux 

tangentes, la corde de contact passe par vz. Si 

on prend sur v{ v% le point p, pied de la pe r 

pendiculaire abaissée du centre o sur vi t>2, sur 

laquelle se trouve le point vz, la corde de contact 

st sera parallèle à v{ # 2, elle le rencontrera donc à 

l'infini ; donc dans ce cas le troisième point vt est 
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à l 'infini; c'est pourquoi dans les fig. 33-34 on 

ne trouvait que deux points conjugués. 

Considérons une sphère de centre o et le rayon 

ou. Si on regarde le point v{ comme le sommet 

d'un cône tangent à cette sphère, le plan du 

cercle de contact aura pour trace mnvr De même 

si on regarde le point v% comme le sommet d'un 

autre cône tangent à la sphère, le plan vertical 

du cercle de contact aura pour trace la droite pqv{ 

passant par v%. Ces deux plans verticaux se cou

peront suivant une droite verticale projetée en v3. 

Remarquons que chacun de ces cônes est droit; 

de sorte que chaque arête est perpendiculaire à 

la tangente, à la base menée par son pied. Si 

on conçoit le plan tangent à la sphère, menée 

par la droite v{ il sera évidemment langent aux 

deux cônes, et par suite les points de tangence 

avec la sphère seront aux extrémités de la corde 

d'intersection des deux plans de contact et qui 

se projette en vr Les tangentes menées de vt au 

cercle mn seront donc les droites qui joignent ce 

point aux deux extrémités de cette corde. De même 

les tangentes menées de vi au cercle pm seront 

les droites qui joignent v{ aux extrémités de cette 

même corde. Or la tangente à l 'un des cercles 



sera une génératrice de l 'autre cône et récipro

quement ; donc les deux tangentes qui joignent 

v{ et à chaque extrémité seront rectangulaires; 

la somme des carrés des longueurs de ces deux 

tangentes sera donc égale a v{ v%. Mais la tan

gente qui va de vi aux extrémités de cette corde 

est égale à la longueur d 'une génératrice de ce 

cône, par conséquent à v{m = v{n{ de môme, 

celle qui joint v2 aux mêmes extrémités est égale 

à v^p = v3g. Donc on a : 

Si donc on décrit du point v{ comme centre, une 

circonférence avec v{m pour rayon, de v3 comme 

centre avec v^m pour rayon une autre circonfé

rence; enfin sur vi v± comme diamètre une t ro i 

sième circonférence, ces trois circonférences se 

couperont en deux mêmes points Q et Q. Situés 

sur la droite op9 à égale distance de la droite v{ 

de chaque côté de cette droite. 

Puisque la droite v{ Q est perpendiculaire au 

rayon v{ Q et réciproquement v{ Q est perpendi

culaire au rayon v{ Q, il en résulte que ce sont des 

tangentes aux circonférences; donc les deux cir-



conférences qui ont leur centre respectif en des 

points conjugués v{ et v% se coupent orthogonale^ 

ment,,et coupent de même orthogonalement la 

circonférence donnée. 

Prenons pour sommet d'un cône tangent à la 

sphère, le pied P de la perpendiculaire abaissée 

du centre o sur v{ t>2 ; la circonférence de contact 

sera celle dont le diamètre est le cercle st. Cette 

circonférence psssera de même par les deux extré

mités de la corde commune qui se projette en y s , 

la longueur de la génératrice de ce cône droit sera 

égale à la tangente 

p* =Vt=?Q =?Q 1==Vv{XPvr= Vo —ob~Pa.Pb. 

Pour deux points conjugués quelconques, on 

voit que les points Q et Q, seront toujours les 

mêmes et seront les sommets de deux angles 

droits comprenant sur la droite v{.v% deux points 

conjugués, il en résulte : 

1° Si d'un point v{ quelconque delà droite v{ vs 

on mène deux tangentes à la circonférence, la 

corde de contact passera toujours par un même 

point; étant prolongée, elle déterminera sur cette 

même droite le point v% conjugué du point v{. 



2 e Si d'un point v{ quelconque on décrit comme 

centre une circonférence avec la longueur v{m de 

la tangente, toutes les circonférences passeront 

toujours par deux mêmes points Q et Q 4. Située 

sur la perpendiculaire OP menée du centre o sur 

v{ v±, de chaque côté de cette droite et à une 

distance égale à 

oV — oa = VQl=Va.Vb, 

d'où 

d'où 

ou 

toutes ces circonférences seront orthogonales avec 

celle donnée. 

3° Deux de ces circonférences qui auront pour 

centre deux des points conjugués sont orthogonales 

entre elles et à la proposée. 

4° Si sur la distance qui sépare deux points 

conjugués, comme diamètre, on décrit une c i r 

conférence, elle passera aussi par ces deux 

points Q et Q{. 



5° Il en résulte que si on regarde un des points 

Q comme le sommet d'un angle droit mobile, 

les deux côtés de l'angle droit détermineront sur 

la droite deux point conjugués. — Le point P a 

son conjugué à l'infini. 

6° La suite des points conjugués détermine 

donc sur la droite deux divisions en involution. 

7° D'après la relation 

il en résulte que la droite Q{b Qa est divisée par ces 

points Qj^CM suivant un rapport harmonique, 

d'où résulte que si de Q4. on mène deux tangentes 

à la circonférence de centre o, la corde de con

tact passera par le point Q. 

De même que le point v3 est le point d ' in 

tersection de toutes les cordes de tangence des 

circonférences orthogonales à la proposée dont le 

centre est situé sur vi v%9 il résulte que les points 

Q et Q4 sont les points d'intersection de ces cir

conférences. Le point vB s'appelle le pôle linéaire 

de v{ ceux Q.Q1 peuvent alors s'appeler les 

pôles circulaires de cette même droite. 

Dans la fig. 33 si le rabattement du plan T sur 



celui S, au lieu de se faire d'arrière en avant, avait 

lieu d'avant en arrière, on voit que le point V tom

berait en O, au milieu de la corde comme ab, 

et que les deux circonférences ne se confon

draient plus; il en serait de même de la droite 

I I , qui ne tomberait plus sur celle JJ, et alors 

on aurait deux circonférences égales, homologiques 

entre elles; le milieu de la corde serait le centre 

d'homologie, cette corde elle-même étant Taxe 

d'homologie. — Il est inutile de rapporter toutes 

les conséquences qui résultent évidemment de 

cette position, 

La fig. 33 fait voir aussi que les deux c i r 

conférences superposées peuvent être regardées 

comme provenant de deux circonférences pers 

pectives réciproques pour un point de vue à l 'in

fini. L'axe d'homologie serait aussi à l'infini, 

ainsi que les droites I I et JJ , mais ce cas 

ne présente point d'observations importantes, 

puisqu'alors les deux figures sont ident ique

ment superposées. C'est-à-dire que chaque point 

se confond avec son homologue. 

On peut appliquer aux fig. 33 et 34 tous les 

théorèmes trouvés sur les figures homologiques, 

pour lesquelles h = d 



Ainsi, d'après le théorème 3, on aura . 

Le produit des distances de deux points homo

logues, tels que d et d!, ou m et m! est égal au 

carré de 

a \ 2 

hl = dl = Ypi = o{p = - vo. 

or comme 

il s'ensuit qu'on a pour deux points homolo

gues tels que m et m 

Deux circonférences dans un même plan, quelles 

que soient leurs positions relatives, sont toujours des 

figures homologiques pour deux points de vue de ce 

plan, situés sur la ligne des centres et formant avec 

eux quatre points harmoniques. 

Reprenons (fig. 35) une circonférence repré 

sentant deux circonférences superposées, et fai

sons une projection verticale auxiliaire représen

tant en perspective les deux circonférences, pour 

le point de vue "V. 

Il est évident que si maintenant on coupe le 



cône perspectif par un plan vertical parallèle h 

celui de la circonférence m'a, on obtiendra pour 

section une figure semblable et semblablement 

placée, et qui sera, sur ce plan et pour le même 

point de vue, la perspective non-seulement de la 

circonférence verticale nm\ mais de celle ho r i 

zontale m{n{. Lorsqu'on voudra ensuite placer h o -

mologiquement ces figures, il faudra faire tourner 

chacun de ces plans autour de sa trace sur le plan 

horizontal. Ce rabattement peut se faire en deux 

sens, d'abord d'arrière en avant, et alors le point 

de vue viendra en V sur les deux tangentes com

munes aux deux circonférences, ce sera le centre 

d'homologie. L'axe d'homologie sera la trace 

des deux plans. Le point de vue n'étant plus à 

égales distances des plans des deux figures la droite 

II ne se confondra plus avec JJ, comme on le voit 

dans la fig. 35 ; il en résultera : 

1° Que toute transversale menée par V coupera 

les deux circonférences en des points homologues; 

mais il est à remarquer que deux points homolo

gues s'éloignent ou se rapprochent en même temps 

de l'axe d'homologie; ainsi le point m de la p re 

mière circonférence a pour homologue celui m et 

le point n celui ri. 



Dans ce rabattement on suppose que la deu 

xième circonférence est la perspective de celle ho

rizontale. Si, au contraire, on la regardait comme 

la perspective de celle verticale qui lui est parallèle, 

il en résulterait que dans le rabattement effectué 

comme ci-dessus, le point V sera toujours le même, 

mais Taxe d'homologie et les droites II, JJ seront 

toutes à l'infini ; de sorte qu'alors à des droites 

parallèles entre elles, correspondront des droites 

parallèles entre elles et parallèles aux premières, 

de manière à former des figures semblables; mais 

alors remarquons que deux points homologues ne 

seront plus placés symétriquement comme tout à 

l 'heure; qu'ainsi au point m correspondrait le 

point ri et à celui n celui rri. 

2° On voit que dans la première hypothèse 

à une corde cd, correspond une corde dd! déter

minée par les deux rayons perspectifs Ydc, Vd'd, 

et cd, et ddf étant prolongés, se rencontreront , 

comme cela doit être, sur l'axe d'homologie TT. 

3° À une autre corde fe correspondrait une autre 

corde / Y et si cd, fe sont parallèles, les deux cordes 

homologues dd\ f'd iront se couper sur la droite 

II. De même à deux cordes parallèles dans la 



deuxième, correspondraient deux droites dans la 

première, concourant sur la droite JJ. 

4° A une tangente gl au point g de la première 

correspondrait la tangente lgf au point gf homo

logue de celui g, et ces deux tangentes se coupe

raient en un point / sur TT, 

La tangente gl remonterait en k la droite ah qui 

est la polaire du point V dans la première circon

férence, ou qui est Taxe d'homologie, dans le 

cas où on considérerait deux circonférences s u 

perposées. Dans ce cas kh serait la tangente h o 

mologue à celle kg et on aurait kg = kh; mais 

nous avons dit que la figure obtenue par leur n o u 

veau plan devait être semblable et semblablement 

placée que celle-là; d'où résulte que la iangente lg( 

AU point g doit être parallèle à celle M , et comme 

les points g,h,h',g' sont sur une même droite, il en 

résulte que lg' = lg, ainsi : 

5° Si d'un point quelconque de Taxe d 'homo

logie, on mène des tangentes aux deux circonfé

rences, elles seront toujours égales. D'où résulte : 

0° Si d 'un point quelconque on mène des sé

cantes aux deux circonférences, le produit des dis

tances de ce point d'intersection de l à transversale 

sera constant pour toutes les transversales menées 



du même point et égal au carré de la tangente; il 

en résulte : 

7° Que les quatre points d'intersection de deux 

transversales seront toujours sur une même ci r 

conférence, et, par suite, que si on trace une c i r 

conférence quelconque, coupant les deux circon

férences, les deux cordes se couperont en un point 

de l'axe d'homologie TT. Ce qui donne un moyen 

très-facile de déterminer cet axe. 

En appelant R le rayon de la première circonfé

rence et r celui de la deuxième, on voit que le rayon 

oa, au point de tangence a étant parallèles à celui 

oail en résulte les deux triangles Yao et Ya'o{, et 

ainsi on a 

c 'est-à-dire que : 

8° Le rapport des distances des centres des cer 

cles au centre d'homologie est égal à celui des 

rayons ; ce qui donne un moyen facile d'obtenir le 

point V. 

9° Le rectangle des distances de deux points ho

mologues des deux circonférences est constant, 

quels que soient ces deux points ; car les points 



mm et deux points homologues quelconques s o n t 

sur une même circonférence. 

Nous avons démontré que, si d'un point de la 

droite TT on mène deux tangentes à la circonfé

rence o: et qu'on décrive une circonférence de ce 

point 'comme centre, et passant par les points de 

tangence, toutes les circonférences qu'on peut o b 

tenir ainsi, et qui sont orthogonales à la proposée, 

passent toutes par deux mêmes points, que nous-

avons appelés les pôles circulaires de là droite T T P 

par rapport à la circonférence, et, de plus, que les 

cordes des points de tangence passent de même par 

le pôle linéaire de cette d r o i t e / O r , si des mêmes 

points on mène des tangentes à la seconde circon

férence, nous venons de voir qu'elles seront égales 

aux premières, d'où résulte : 

10° Si d'un point quelconque de l'axe d 'homo

logie on mène des tangentes aux deux circonfé

rences, les quatre points de tangence seront sur 

une même circonférence décrite de ce point comme 

centre et cette circonférence passe par deux points 

fixes sur la ligne des centres. 

Si au lieu de faire le rabattement d'arrière en 

avant on l'eût fait d'avant en arrière, on eût obtenu 

de même les deux circonférences placées homolo-



giquement, mais dans une position différente; 

ainsi (fig. 35) on voit que la seconde peut se t rou

ver en entier dans la première. Dans tous les cas, 

on voit : 

1° Que le point V tombera alors sur la corde 

ab en V n il est évident que les distances des deux 

points V et V4 à JJj seront égales ; 

2° Que la nouvelle droite II sera à môme dis

tance de TT t que l 'ancienne ; 

3 a Que celle JJ sera la même ; 

4° Qu'on aura encore 

et comme on a 

il s'ensuit qu'on a 

c'est-à-dire que les deux points V et V4 forment 

avec les deux centres o et o{ un rapport harmoni 

que ; 

5° Que toutes les relations que nous avons trou-



vées ci-dessus auront de même lieu entre ces deux 

circonférences homologiques. 

Remarquons que les points homologues, tels que 

m, m" sont alors dans le même sens. 

Dans la fig. 36 nous supposons le plan coupant 

le cône au-delà du sommet du cône, on conçoit 

qu 'on obtiendra de même une circonférence qui 

sera la perspective des deux circonférences qui 

peuvent se superposer. Le rabat tement , pour 

rendre ces figures homologiques, pourra se faire 

en deux sens opposés comme ci-dessus. Alors, 

dans le cas d'arrière en avant, les deux figures se 

présenteront comme dans la fig. 36 ; le point V 

sera entre les deux figures à l'intersection des deux 

tangentes intérieures. L'axe d'homologie sera tou

jours la droite TT, intersection des plans des deux 

figures; il y aura deux droites II et JJ distinctes. 

Enfin, on voit que les points homologues iront 

dans le même sens. On aura aussi 

Le rabattement dans l 'autre sens donnerait une 

position différente des deux circonférences, elles 

seraient encore homologiques. Le point V se t rou-



verait en V4 sur la corde ab, polaire du point V. 

La droite JJ ne changerait pas, mais celle II se 

trouverait à même distance que la première de la 

droite TT. On aurait ainsi 

d'où 

comme ci-dessus : 

Dans le premier cas, les deux circonférences 

homologiques peuvent être regardées comme ayant 

l'axe d'homologie à l'infini, p a r l e s raisons ind i 

quées déjà. 

Ainsi, on voit qu'étant données deux circonfé

rences daus un même plan, quelles que soient 

leurs positions relatives, elles peuvent toujours être 

regardées comme étant homologiques pour deux 

points de vue différents, situés sur la ligne des cen

tres et formant avec ces centres un rapport harmo

nique. 

On voit ainsi que les deux circonférences pour 

raient se couper; alors la corde commune serait 

l'axe d'homologie et jouirait des propriétés que 

nous avons exposées pour cet axe. 



Cette corde commune a fait donner le nom de 

cordes imaginaires à Taxe d'homologie, lorsque les 

deux circonférences ne se coupent pas. On lui 

donne aussi le nom d'axe de similitude, qui peut 

aussi être direct ou inverse, suivant le sens du ra

battement. Conservons-lui le nom d'axe d'homo

logie. 

Avec deux circonférences ou a donc deux cen

tres d'homologie et deux axes d'homologie diffé

rents. 

COMPLÉMENTS DE G E O M E T R I E . 10 



COMPLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE 
FONDÉS SUR LA PËPSPEGTIVE 

Formait suite à tous les Traités de Géométrie élémettake 

I»ar M . P O U D R A 

Des sections coniques engendrées par la perspective 

du cercle. 

La perspective d'un cercle est la courbe qui ré

sulte de l'intersection d'un cône perspectif par le 

plan du tableau ; on appelle, en conséquence, 

sections coniques, ou plus simplement coniques, les 

diverses courbes que l'on peut ainsi obtenir. 

Nous nous proposons, dans ce chapitre, de dé

terminer les diverses formes de ces courbes et 

leurs propriétés les plus importantes. 

Soit donc (fig. 37), sur le plan du dessin, une 

circonférence dont O est le centre et R son rayon. 

La trace du tableau sur ce plan sera une droite TT, 

qui peut avoir une position quelconque ; la direc

tion de ce plan du tableau peut être aussi quel-



conque. Soit ensuite un point quelconque V de 

l'espace pris pour point de vue; par ce point on 

mène un plan parallèle à celui du tableau, soit J J, 

sa trace qui est nécessairement parallèle à celle TT, 

mais qui peut avoir sur ce plan trois positions dif

férentes remarquables : 1° cette droite peut être 

extérieure à la circonférence; 2° lui être tangente; 

3° enfin couper cette circonférence. Nous verrons 

qu'il en résulte, pour perspective de la circonfé

rence, trois courbes d'espèces différentes. Exami

nons d'abord le premier cas (fig. 37). Rabattons ce 

plan sur celui du tableau, autour de sa trace JJ n 

dans ce mouvement le point V pourra tomber sur 

un point quelconque du plan. Nous supposons pa

reillement que le plan du tableau tourne autour 

de sa trace TT4 pour se rabattre sur le même plan 

du tableau, de sorte que la perspective du cercle 

qu'on va obtenir se trouvera ainsi ramenée dans ce 

plan et formera, avec ce cercle, deux figures homo-

logiquement placées. 

Du centre O de la circonférence, abaissons sur Ji{ 

la perpendiculaire Or. Déterminons sur cette droite 

le point P, qui est le pôle de !a droite J i{ relative

ment à cette circonférence et par lequel passe par 

conséquent les polaires de tous les points de cette 



droite ; déterminons de môme les deux points Q et 

Q{ par lesquels passent toutes les circonférences 

orthogonales au cercle donné et ayant ainsi leurs 

centres sur la d r o i t e c e sont ces deux points 

que nous avons appelés les pôles circulaires de la 

droite JJ 4 ; chacune de ces circonférences coupe 

cette droite J J4 en deux points m et n qui sont 

tels, que Tangle mQn est toujours droit; que la 

circonférence décrite du point m comme centre, 

avec la tangente mb pour rayon, passe par les 

points Q et Qj, ainsi que celle décrite du point n 
comme centre, avec la tangente na pour rayon. 

Il résulte de là que les divers triangles, tels que 

Pm/î, sont des triangles polaires de la circonfé

rence, c'est-à-dire, tels que chaque côté est la po

laire du sommet opposé et réciproquement que 

chaque sommet est le pôle du côté opposé. 

Dans le cas représenté par la fig. 37, le point P 

est fixe, puisqu'il est le pôle de la droite J l 4 , tandis 

que les points m et n sont variables sur cette 

droite J J {. Ces deux points, m et n, dans chacune 

de leurs positions, sont dits conjugués. 

On voit, par suite, que le point Q est le sommet 

d u n angle droit variable, dont les côtés passent 



par deux points conjugués, ainsi, l'un de ces points 

étant donné, l'autre sera connu facilement. 

Le point V ayant une position quelconque, jo i 

gnons-le à deux points conjugués/netn, par les 

droites Vm, Yn ; puis joignons un point quelconque 

tel que a de la circonférence à ces points m et n; 

la droite m a rencontrera celle TT, en un point 

par lequel on tracé la droite rna\ parallèle h m Y; 

la droite n a rencontrera la droite TT 4 en a par le

quel on mène a a parallèle à n V, le point af d'in

tersection de ces deux droites, se trouvera sur le 

rayon Y a a' et sera la perspective du point et de 

même pour tous les autres points de la courbe et 

du plan ; il en résultera évidemment que la réu

nion des perspectives, ainsi déterminées de tous 

les points de ta circonférence, sera une courbe 

appelée conique, mais qui dans l'exemple de la 

fig, 37 a reçu le nom d'Ellipse. 

ELLIPSE. 

L ellipse jouit évidemment des propriétés sui

vantes : 

1° Cette courbe est continue et du second degré. 

2° Puisque tous les points de la droite J•Ji passent 

à l'infini dans leurs perspectives, et que la circon-



férence donnée ne rencontre pas cette droite, il 

s'en suit que l'ellipse, ainsi engendrée, n'aura pas 

de points à l'infini, elle sera donc limitée. 

3° Au point P du cercle, qui est le pôle de la 

droite J J{9 correspondra dans l'ellipse un pointp f 

qui sera le centre de cette courbe, c'est-à-dire que 

toute droite passant par ce point et terminée à la 

courbe, sera partagée en deux parties égales en ce 

point. Cela résulte évidemment de ce que toute 

droite passant par le pôle Pdans le cercle, est 

coupée par la circonférence et la polaire et ce point 

suivant quatre points formant toujours un rapport 

harmonique ; or, un de ces quatre points, celui où 

elle rencontre la droite JS{ passe à l'infini dans le 

perspective, donc le pôle de cette droite J i{ partage 

en deux parties égales le segment forme par les 

deux autres. 

4° Toute droite passant par le point P dans le 

cercle, devient par conséquent un diamètre de 

l'ellipse ; cette droite et ce diamètre se coupent en 

un point de la trace TT t du tableau ; et le dia

mètre tel que iry correspondant à la corde m P est 

toujours parallèle à la droite mY qui joint le point V 

au point m où la corde Pm rencontre la droite J J. 

5° Deux droites, tels que Pm, Vn qui joignent le 



pôle P à deux points conjugués m et n situés sur 

sa polaire, donnent en perspective deux diamètres 

7 T / / , rt{p' qui sont [dits conjugués, ils jouissent de 

cette propriété, que chacun d'eux partage en deux 

parties égales toutes les cordes parallèles à l'autre, 

ce qui est évident, puisque toutes ces cordes sont 

les perspectives de-cordes du cercle passant respec

tivement par les points m, n; que le triangle Vmn 

est un triangle polaire, et qu'ainsi, chacune de ces 

cordes est coupée par la circonférence et la po 

laire du point m ou n et ces points même m ou n 

en quatre points formant un rapport harmonique. 

L'angle de ces deux diamètres conjugués ^p\^{p
f 

est égal à celui m Yn formé par les deux direc

trices Y m, Yn qui joignent le point de vue V aux 

deux points conjugués m et n. 

6° Si dans le cercle nous supposons tracés une 

série indéfiuie de quadrilatères, ayant tous pour 

points, de concours des côtés opposés, deux points 

conjugués tels que ceux metn, tous cesquadrila-

1ères deviendront, eu perspective, des parallélo

grammes inscrits dans l'ellipse, et dont les côtés 

seront respectivement parallèles aux diamètres con

jugués P'KTP'KI et par conséquent aux directrices 

correspondantes Ym, Yn. 



Si ces deux directrices sont à angle droit, tous 

les parallélogrammes seront donc des rectangles. 

7° Si du point m on mène à la circonférence, les 

deux tangentes m cd9 m c{ di et du point n les deux 

tangentes nac, na{c{, on formera ainsi un quadri

latère dcdlcl circonscrit à cette circonférence; les 

points de tangence b et b{des tangentesmcd,m 

seront sur la droite bb{n polaire du point m ; de 

même celles ncd,ncidi seront tangentes aux points 

a, a 4 sur la droite maai polaire du point n, de plus 

les diagonales ccl,ddi de ce quadrilatère passe

ront par le point P. Or, en perspective, les tan

gentes à la circonférence deviendront des tangentes 

à l'ellipse, et chacune parallèle au diamètre con

jugué correspondant, il en résulte que, dans l'el

lipse, la tangente à l'extrémité d'un diamètre est 

parallèle à celui conjugué, et les quatre tangentes, 

ainsi déterminées, formeront un parallélogramme 

circonscrit à l'ellipse et dont les diagonales passe

ront par son centre. Il en résulte évidemment que, 

si dans une ellipse on joint les deux extrémités 

d'un diamètre quelconque avec un point de la 

courbe, ces deux cordes seront parallèles à deux 

diamètres conjugués de l'ellipse. 

8° Nous avous vu qu'il y avait une infinité de 



points conjugués tels que m et n pour la circonfé

rence donnée; l'ellipse a donc une infinité de 

couples de diamètres conjugués dont l'angle est 

égal à celui m Y n formé par les directrices corres

pondantes. 

Les couples de points conjugués m et n sont dé

terminés par les intersections de la droite JJ^ avec 

les .côtés d'un angle droit ayant le point Q pour 

sommet, ils forment sur cette droite une involu^ 

tion ; lorsque le point m est^n r au pied de la per* 

pendiculaire abaissée du point Q sur la droite J J n 

alors le point conjugué n est à l'infini ; réciproque

ment lorsque le point n est en r , le point m est à 

l'infini, de sorte que le plus grand angle que peut 

avoir l'angle m Yn est lorsque le point m est en r, 

alors cet angle est égal au supplément de l'angle 

Yri{ et le plus petit est lorsque le point n est en r , 

et alors il est égal à celui V r J , supplément du pré

cédent. Le plus grand et le plus petit angle de deux 

diamètres conjugués étant suppléments l'un de 

al'utre, il en résulte qu'entre ces deux limites il y 

a un angle droit.Lorsque deux diamètres conjugués 

d'une ellipse sont à angle droit, ce sont ce qu'on 

appelle alors les axes de la courbe. 

Il est très-facile de déterminer les axes de Tel-



lipse qui résultent de la perspective de la circon

férence pour un point de vue V donné, il s'agit 

en effet de déterminer les deux points conjugués 

m el n pour lesquels les deux angles m Q n et fhVn 

seront en même temps droits, or, il résulte de cela 

que les deux points m et n seront sur une circon

férence passant par les deux points Q et V et dont 

lê centre serait sur la droite J J 4 . Ainsi la droite QT 

est une corde de cette circonférence, dont le 

contre sera à l'intersection de la droite J J t et d'une 

perpendiculaire élevée sur le milieu de cette corde 

OV, donc les deux points m et n sont déterminés. 

Le parallélogramme circonscrit c'ePc/tf/ qui de

viendra alors un rectangle, déterminera la gran

deur de ces axes. Ainsi, comme on le voit dans la 

figure, les axes de l'ellipse sont a'a\, Ub\. 

On peut déterminer pareillement deux diamè

tres conjugués de l'ellipse, faisant entr'eux un an

gle donné, pourvu que cet angle soit compris 

entre les limites qu'il ne peut dépasser. 

Le problème à résoudre est de trouver, sur la 

droite J i{ deux poiiits conjugués m et n tels que, 

l'angle mQn étant droit, celui mYn soit égal à un 

angle donné. 

Transportons (fig. 38) les données de la question 



afin de ne pas compliquer la fig. 37. Le point r 

étant le pied de la perpendiculaire Qr abaissée du 

sommet Qde l'angle droit, pour deux points con-

jugués quelconque m et n, on a toujours Qr =mr. 

.nr. Or, pour les points m, n cherchés, il faut que 

l'angle mVn soit égal à l'angle donné, par consé

quent ces deux points se trouvent sur une circonfé

rence passant par les points m, w,V, et forment sur 

la corde commune m n un segment capable de 

l'angle donné. Si on joint le point V à celui r, 

cette droite Vr, prolongée, sera donc une corde de 

cette nouvelle circonférence et son autre, extré

mité t, se trouvera à l'intersection de cette droite Vr 

et d'une circonférence décrite sur une des droites 

mn comme diamètre et passant, par conséquent, 

par le point Q, puisqu'on a alors Qr=mr.nr=z 

=Yr.tr. De sorte que, une perpendiculaire fg, 

élevée sur le milieu / de cette corde V/ contiendra 

les centres de toutes les circonférences qui, passant 

par les points V et t, coupent la droite J J 4 en deux 

points m et n tels que l'angle m Qn est droit, puis

qu'on aura toujours rm.rn=rt.rY=Qr .Cela étant, 

il faut, sur cette droite fg, trouver le centre V 

d'une circonférence déterminant, sur la droite J J 1 , 

un segment capable de l'angle donné. Pour cela, 



en un point quelconque / de la droite J J u on fait 

avec cette droite l'angle i{ Is égal à l'angle donné 

que nous représenterons par 9 ; en / élevant la per

p e n d i c u l a i r e k l s, le point u d'intersection de 

cette perpendiculaire et de la droite des centres fg 

sera le centre d'une circonférence de rayon lu, 

déterminant sur la droite J J 4 un segment capable 

de l'angle donné 0; cette circonférence couperait 

la droite VA qui joint le point de vue V au point h 

ou la droite des centres fg rencontre celle J J n de 

manière qu'on aura ul=ulr. Si maintenant par le 

point V on trace la droite Vu parallèle à ni' et um 

parallèle à ul, le point?/sera le centre delà circonfé

rence cherchée, passant par les points m, n,Yet tels, 

que l'angle mYn est égal à celui nms formé par la 

droite J J 4 et celle m s'parallèle à celle ls, par con

séquent perpendiculaire à mu' parallèle à lu, ainsi 

cet angle est égal à l'angle donné 6 ; le problème 

est ainsi résolu. 

On remarque que si la circonférence de centre w, 

de rayon /w, ne rencontrait pas la droite VA, la 

solution serait impossible. On voit que la limite de 

l'angle 0 sera, lorsque la perpendiculaire lukls 

sera tel, que la circonférence décentre de rayon 

/u, sera tangente à la droite VA. 



La droite tracée si fait avec celle J.I, un angle 9 

ou 200°—9. Or, la circonférence de centre u et de 

rayon lu, rencontrera la droite Y h en deux points 

f, de sorte quç le second point F correspondra à 

l'angle 200°—9. On tracera dl", et par le point V la 

parallèle Yu" à d/" qui déterminera, sur la ligue 

des centres/A, le poipt u" pour le centre d'une 

circonférence, laquelle passant par le point de 

yuç V, rencontrera la droite J J, en deux nouveaux 

points conjugués m!, n[, dp sorte que Ym',Ynf seront 

les diamètres conjugués faisant entr'eux l'angle 

m'Ynf=№Q0—Q. 
Les directions de deux diamètres conjugués fai

sant un angle donné, étant trouvées, il sera facile de 

déterminer la grandeur de ces diamètres, en cons

truisant le parallélogramme circonscrit d c\ddf

i qui 

est la p^speative du quadrilatère homologue cç.% 

ddt circonscrit au cercle ; mais on peut avoir be

soin du rapport numérique de deux diamètres 

conjugués. Il est évident que leurs grandeurs ab

solues dépendront de la distance entre les deux 

plans parallèles T T, et J J , . La détermination de qe 

rapport nécessite quelques propriétés de h circon

férence. 

Soit (fig. 39) les fiêmes données que fig. 37, 



m et n étant deux points conjugués quelconques. 

Les deux tangentes m b c d% mbcldi et les deux au

tres droites mP, mn forment un faisceau harmo

nique de quatre droites, de même que celles ncd}an 

nc^a, nP, nm, il s'en suit que la droite TT 4 , pa

rallèle à mnf coupe les trois autres droites de 

chaque faisceau, de manère que TÇ$ = TÇ'$} et 

TtioL = Ttiai ainsi TZ et Mi "sont tes milieux respectifs 

des segments ¡3 p4, aa 4 , qui peuvent être regardés 

comme les perspectives de la circonférence sur 

une droiteïî 4 , |)^isè déâjpointsmet n. Si par le 

pôleP on mène une parallèle à m n, on aura, par 

la même raison, PM=P,Jfl 4 et PN = P N r Or, à 

cause du parallélisme des droites N M, TT 4 J J H 

on a : 

qui est constant pour toutes les positions du point 

m sur la droite TT. 

On a de même : 



donc 

Traçons les deux diagonales dVd{k{ c{\>ck{ qui 

rencontrent la 3 e diagonale mn aux points respec

tifs k, k{, tels que : 

On a : 

Les deux triangles semblables ¿MP, dm n don

nent : 

Ceux a{ PN, a{mn qui sont aussi semblables, 

donnent : 

divisant ces deux équations Tune par l'autre, on 

aura : 



On aura pareillement pour les points M4, N4, au 

lieu de M et N : 

multipliant ces deux équations terme par terme, 
et observant que MP = 1 ^ , NP = N tP, on aura: 

Mais bP. biV = aV. a{?et bn. b{n = na=nÇ? 

et am. a{m = mi)\=~~mQ*\ on aura donc : 

et comme : 

on a donc : 

C'est-à-dire par conséquent que le rapport des deux 
perspectives f$lf dfune circonférence, prise de 
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deux points conjugués m et n sur une droite T T, de 

son plan est égal au rapport des distances raQ, nQ 

qui joignent ces deux points m, n, au pôle circu

laire Q de la droite m n. 

Nous avons trouvé qu'on avait : 

donc on a • 

et comme l'angle m Qn est droit, on a donc : 

donc on aura : 

qu'on peut exprimer par des théorèmes. 



Puisqu'on a : 

il s'en suit que le point k est sur la bisectrice de 

l'angle mQn. Le point k{ sera sur la bisectrice du 

supplément de cet angle. 

Ces préliminaires établis, il est facile de trouver 

(fig. 37), le rapport des longueurs de deux diamè

tres conjugués déterminés par deux points conju

gués m et n. On voit en effet que l'on a : 

et : 

donc on a : 

or, 



et : 

donc, 

on bien encore : 

Telles sont les diverses expressions du rapport 

des longueurs de deux diamètres conjugués corres

pondants à deux points conjugués m et n; ce sera 

celui des axes lorsque, comme dans la figure, la 

circonférence décrite s u r M , cofiime diamètre, 

passera par le point de vue V. 

On voit maintenant que toute construction géo

métrique, relative â la circonférence, donnera une 

construction analogue pour l'ellipse, et par suite 

nous verrons qu'à une propriété quelconque de 

cette première courbe, en existera une correspon

dante dans la seconde. 



DtS DIVERSES POSITIONS DU POINT DE V№ V. 

Le point de vue V rabattu sur le plan de la 
circonférence, peut occuper, dans ce plan, une 

position quelconque^ il en résulte toujours une 

ellipse pour la perspective du cercle ; mais cette 

ellipse aura des formes différentes suivant cette 

position du point de vue et de plus ces diverses 

ellipses auront entre elles des relations impor

tantes. 

Supposons d'abord que le point de vue (fig. 37) 

varie de position sur une circonférence mQtn Q, 

qui détermine les deux points conjugués m et n; il 

en résultera d'abord que pour les diverses ellipses, 

l'angle m Yn restant le même, l'angle de deux dia

mètres conjugués, dans chaque ellipse, correspon

dant à ces deux points m et n, sera toujours aussi 

le même et égal à cet angle m\n ; si cet angle est 

droit, ce seront les axes pour toutes ces courbes; 

remarquons encore que tous ces couples de dia

mètres vont passer respectivement par les mêmes 

deux points wrw. Sur la droite TT 4 , il en sera de 



même pour deux autres diamètres conjugués quel

conque, seulement pour ceux-là, il est évident que 

l'angle m V n n'étant plus égal à celui m\l n, celui 

des diamètres correspondants ne seront pas tous 

égaux. 

Lorsque le point V se rapproche en V4 du point 

n (fig. 37), on voit que l'ellipse s'aplatit, c'est-à-

dire qu'un de ses diamètres diminue, enfin quand 

ce point est infiniment près du point n, ce dia

mètre devient infiniment petit et ainsi à la limite, 

lorsque V est en V2 sur l'ellipse devient une 

droite double, comprise entre les deux points a, a, 

représentant ainsi une ellipse infiniment aplatie. 

Si le point de vue V passe de l'autre côté de la 

droite J J 4 aux positions successives V3, V4, etc., le 

diamètre ci-dessus augmente. La formule 

qui donne le rapport des axes, rend bien compte 

de ces changements, puisqu'alors, pour toutes les 

ellipses, le rapport est constant, qu'ainsi le 

rapport des diamètres conjugués dépend seulement 



alors de celui Lorsque le point de vue vient 

en m, alors de nouveau l'ellipse se réduit à une 

droite double comprise entre p et {J t, mais ce sera 

alors l'autre diamètre qui sera devenu infiniment 

petit. Entre ces deux positions met n du point de 

vue, il y en a une ou ces deux diamètres seront 

égaux. Lorsque le point de vue sera en Q ou Q n 

si l'angle m V n est droit, alors ^ - Q = ^ i sera égal 

à e * les axes de l'ellipse feront entre eux un 

angle droit, le rectangle circonscrit c'c'{d'd\ de

viendra un carré et l'ellipse deviendra ainsi une 

circonférence. Les deux circonférences ainsi obte

nues/sont évidemment égales et placées symétri

quement par rapport à la droite T T. 

Il résulte de ces considérations que la perspec

tive d'un même cercle pour différentes positions 

du point de vue donne des ellipses, dont le rapport 

des axes peut être quelconque et parmi lesquelles 

se trouvent une infinité de droites doubles limitées, 

correspondantes à la position du point V sur J J n 

et enfin deux cercles égaux. 

Les grandeurs absolues des différentes figures 

ainsi obtenues, pour la perspective d'une même 

circonférence, dépendent évidemment delà dis-



tance existante entre les droites TT 4 et J J 4 ; dans 

toutes les positions de ces deux droites parallèles, 

les figures respectives seront semblables, mais 

dans des dimensions diverses ; de sorte qu'on peut 

obtenir pour la perspective d'une même circon

férence, non-seulement une série indéfinie d'el

lipses ayant des aplatissements divers, mais encore 

dans une infinité de dimensions. 

Comparons entre elles deux ellipses obtenues 

pour les perspectives de la circonférence, de deux 

points de vue V, Y{ différents. Quels que soient les 

deux points m, n pris sur J J 4 pour points de vue 

auxiliaires de la construction de ces deux perspec

tives, il est évident qu'un point quelconque a de 

la circonférence donnera dans la première ellipse 

un point à déterminé par l'intersection de deux 

droites, respectivement parallèles à celles mYf n V, 

et dans la seconde ellipse un point a" déterminé* 

de même par deux droites, respectivement paral

lèles à m V|, nY{; de sorte que la droite VV 1 T qui 

joint les deux points de vue sera parallèle à la 

droite a a!' qui joint les deux points ; il en sera de 

même pour tout autre point de la circonférence 

et même du plan. Ainsi les deux figures seront 

projections l'une de l'autre pour cette direction 



VVj. Remarquons de plus qu'à chaque droite 

joignant deux points quelconques de la circonfé

rence et remontant la droite J J 4 en un point 

quelconque t, correspondra dans les deux figures 

deux droites passant par ce même point t\ 

il en résulte donc qu^ les deux figures ainsi 

obtenues pour la perspective d'une même cir

conférence , sont deux figures homologiques, 

ayant cette droite J i{ pour axe d'homologie et pour 

direction d'homologie celle YY{ qui joint les 

points de vue correspondants, ou, ce qui revient 

m même f ces deux figures sont perspectives réci

proques pour un point de vue à l'infini. 

II résulte de là évidemment que si les points m 

etn sont conjugés,; alors deux aux diamètres, con

jugués parallèles à mV, nY, dans la première 

figure, correspondra dans la seconde des diamètres 

conjugués, parallèles à mYït nY^ et cela pour 

toutes les positions des points congugués m et n. 

Si l'angle mYn est égal à celui mY{n, les deux 

couples de diamètres conjugués feront le même 

angle ; par conséquent pour toutes les positions du 

point de vue V sur une même circonférence, pas

sant par deux points conjugués m et toutes les 

ellipses qu'on peut obtenir auront toutes des dia-



mètres conjugués, faisant entre eux ce même 

angle; ainsi on voit dans la fîg. 37 que les points 

V, V4, V 2 > étant sur la même circonférence rnQ V, 

déterminant les axes, toutes les ellipses ont leurs 

axes respectives homologues entre eux, de plus on 

voit que tous les points homologues de toutes ces 

figures seront sur une même circonférence, ainsi 

pour toutes les positions du point de vue sur cette 

circonférence mQY. On voit que tous les centres 

de ces ellipses sont sur une circonférence, dont 

le centre est sur la droite J J 4 au milieu de la droite 

77 TTj milieux respectifs des segments a a 4, p (34, points 

qui sont eux-mêmes des centres. 

Dans la fig. 37 nous avons supposé que l'axe 

d'homologie TT 4 ne rencontrait pas la circonfé

rence donnée; supposons maintenant (fig. 40) que 

cette droite, toujours parallèle à celle J J , vienne à 

couper cette circonférence en deux points &&4 il est 

évident alors que ces deux points appartiennent à 

toutes les perspectives de cette circonférence, 

quelle que soit la position du point de vue; de plus, 

si la droite T T8 venait à passer par le point P, pôle 

de la droite J J 4 , alors toutes ces courbes auraient 

le point P pour centre commun. 

Dans cette position, comme dans celles exami-



nées précédemment, deux points conjugués m et n 

seront déterminés par l'intersection de la droite 

J i{ par les deux côtés d'un angle droit ayant le 

pôle circulaire Q pour sommet. Ainsi la demi-cir

conférence ayant pour diamètre cette droite J J 4 et 

passant par les points Q et V, détermine les deux 

points m et n qui donnent les axes de la courbe 

pour toutes les positions du point de vue V sur 

cette circonférence. 

Si le point V était en Q, la courbe, avons-nous 

vu, devient une circonférence qui aura aussi le 

point P pour centre ; ainsi, l'ellipse obtenue pour le 

point V et le cercle obtenu pour le point Q seront 

homologiques et concentriques ; la direction d'ho-

mologie sera évidemment celle des tangentes com

munes à ces deux courbes, et l'axe d'homologie 

sera leur corde commune. Il est évident que cela 

aura lieu de même pour toute autre perspective de 

la même circonférence ; ainsi, on peut en conclure 

qu'une ellipse quelconque et une circonférence 

concentrique sont toujours deux figures homolo

giques pour un point à l'infini et ayant, pour axe 

d'homologie, la corde commune ; mais une cir

conférence concentrique à une ellipse la coupe 

toujours en quatre points placés deux à deux, symé-



trhfaem^nt par rapport aux axes (te cette courbe. 

ûr y si on sê  rappelle xju'il y a toujours deux cercles 

parmi toutes les perspectives de la circonférence et 

que ce second cercle était symétriquement placé 

relativement à la droite TT 1 ? il en résulte, que dans 

le cas delafig. 40, les deux cercles se confondent, 

salais alors la seconde corde commune sera l'axe 

d'homologie de ce second cercle et de l'ellipse ; la 

direction d'homologie étant alors celle des deux 

autres tangentes communes que Ton peut mener à 

ce cercle et à l'ellipse concentrique. Il résulte de 

là qu'un cercle et ellipse concentriques sont homo

logues de deux: manières, suivant que l'on prend 

pour axe d'homologie l'une ou l'autre des cordes 

communes et pour direction d'homologie l'une ou 

l'autre des deux directions des tangentes com

munes» 

Cette position d'un cercle concentrique à une 

ellipse formant deux courbes homoJogiques pour 

un point ée vue à l'infini, va nous donner une mé

thode facile pour passer de toutes les propriétés 

connues du cercle à celles correspondantes de l'el

lipse; en observant qu'alors, à des systèmes de 

droites parallèles dans le cercle, correspond dans 

l'ellipse des systèmes de droites parallèles, et que 



toutes les relations perspectives trouvées ci-

dessus, s'appliquent également pour ce cas parti** 

Cfulier. 

Propriétés de F ellipse qui se déduisent de celles d'un 

cercle concentrique. 

Reprenons (fig. 41), une circonférence dontJÛ 

est le centre et R le rayon. Soit 1 axe ^hom®*-

tagie passant par te centre 0 , ce §era la trace éo 

tableau que nous supposons toujours rabattu sur 

le pkn de la circonférence. Jù.e centre 0 *êu cercle 

seim aussi celui de l'ellipse cherchée et les d e » 

pointe'XV ou ce cercle- rencontre l'axe TTj lui ap

partiendront aussi. Smt en outî e unpoint / . • éonné 

comme étant la perspective d'un point qués&mqp&f 

de circonférence; de sorte que la direction / / ' sera 

celle dibomologie- L'ellipse est maintenant déter

minée et sa construction est simple. 

Par le point f menons une droite quelconque fgn 

rencontrant Taxe TT 4 m un ppint n, la droite n f 

sera l'homologue de celle n f;sfia droite n f ren

contre la circonférence en un point g, la droite g g' 

pat^tè&và//' A^ymmmm sur nf le point ̂  feo -



mologue du pointy. Si le point g est le milieu de 

nf, le point g' sera le milieu de ft/'et de même 

pour tout autre rapport. On peut ainsi déterminer 

tous les points de la courbe. 

Le triangle fnf étant formé, on peut déter

miner encore la perspective d'un point quel

conque ddelà manière suivante : par le point don 

mène doc parallèle à fn et dd' parallèle à / / ' , puis 

par le point a ou la droite d a rencontre l'axe TTj 

on trace a d ' parallèle à n f ^ le point d! d'intersec

tions des droites dd', ad' sera l'homologue du 

point d. 

On peut obtenir ainsi la perspective de tous les 

points de la circonférence, puis une série de trian

gles semblables à celui fnf, d'où il résultera 

que les côtés et leurs divisions homologues seront pro» 

portionnels. 

Si sur une droite on a quatre points A,è,bifG, 

ceux homologues étant A', b', b\, C, on aura évi

demment alors : 

C'est-à-dire que : Le rapport entre les produits des 



distances des deux points A et C aux deux autres, ne 

change pas en perspective, de même que le rapport 

anharmonique des quatre points. 

Supposons maintenant un triangle A B C dont 

les côtés consécutifs A B , B C , C A sont coupés par 

une circonférence ou trois couples de points 

cfc{; a,a{\ b, b{, on a : 

kb. kbA = Ac. Ac, ; Be. Be* — Ba. Bat ; Ca. Ca4 = CbXb^ 

d'où : 

Ab.kbi X Be. Be* x Ca.C^ = Ac. Ac, X Ba» Bad X Cft.Cfr4; 

d'où : 

En perspective, la circonférence deviendra une 

conique coupant les côtés homologues du triangle 

en des couples de points, et il y aura entre les seg

ments la relation ci-dessus, connue sous le nom 

de THÉORÈME DE CARNOT. 

Le point n ayant été pris arbitrairement sur 



Faxe%*f% îl«en réci te qu?on peut obtenir k pws*-
peetivede k jQireonférencer f ar des séries 4e trian
gles semblables à divers triangles et savoir ainsi 
entre les côtés /n, f'n des relations diverses, qni 
&№0ftt tes mêmes pour ies divisions de droites IMH 

mologues. AÉi$i, par exemple, si le pointm était 

en 6 pour lequel 9 / = 6 / ' , ators à des divisions 

dans le cercle, de droites parallèles à 0 F{ corres

pondait dçs divisions égales sur les droites hpjmp-

logues de l'ellipse. 

A un triangle quelconque tel que m fn dont Ift 

base m n est sur l'axe TT { correspond évidemment 

au triangle homologue mfn qui aura même 

base m n; des deux triangles ayant même basemn, 

il s'en suit que leurs surfaces sont entre elles 

comme les distances des sommets ff'h la base mn; 

si la d r o i t e / / ' est p&raJiele àpeltë TT { , ces deux 

surfaces seront donc équivalentes. Il résulte de là 

évidemment qu a la surface d'un polygone quel

conque dans le cercle, correspondra dans l'pllipse 

un autre polygone dont la surface sera à celle du 

premier dans le rapport des distances h l'axe Î T , , 

de deux des points homologues. Si ce rapport est 

l'unité, ces deux surfaces seront équivëtentes. On 

peut en muémtê paréltemettt que ce apport 



existe encore entre deux surfaces homologues ter

minées par dés courbes. 

Deux diamètres rectangulaires dans le cercle 

sont tels, que chacun d'eux partage en deux par

ties égales toutes les cordes parallèles à l'autre. Aux 

deux diamètres du cercle, correspond dans l'ellipse 

3eu± diamètres, dits conjugués ; ils sont tels que 

Tun d'eux partage en deux parties égales toutes les 

cordés de ? ellipse parallèles à F autre, et passe par 

conséquent par les points de tangencey des tangentes 

pUtâlleîes d l'autre. 

Si d'un point quelconque du cercle on mène 

dërix cordes rectangulaires, par conséquent paral

lèles à dëui diamètres rectangulaires, ils intercep

teront dans le cercle une corde passant par le 

éërftre, c'éèt-à-dire un diamètre. 

Donc : 

Èans une ellipse, si d'un point quelconque de la 

courbe on mené deux cordés parallèles à deux dia

mètres conjugués, elles intercepteront dans tellipse 

un diamètre dé la courbe. 

Â deux diamètres rectangulaires du cerclé, il 

correspond dans l'ellipse, deux diamètres conju

gués faisant entre eux un angle variable suivant la 

position cfe ces diamètres. Si cet angle était droit, 
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íes deux diamètres conjugués seront les axes de la 

courbe. Comme dans la figure le centre O est com

mun au cercle et à l'ellipse, pour déterminer les 

axes de cette courbe, il faudra se servir de la pro

priété ci-dessus, qu'à deux cordes rectangulaires 

du cercle correspond deux cordes parallèles à deux 

diamètres conjugués, par conséquent rectangu

laires, si ces diamètres sont les axes de la courbe. 

Soient donc f{f deux points quelconques ho

mologues du cercle et de l'ellipse. Le point /peut 

être regardé comme le sommet d'un angle droit 

variable, dont les côtés détermineront sur Taxe TT4 

deux séries de points tels que m, n formant sur cette 

droite une involution ; de même le point f de l'el

lipse peut être regardé comme le sommet d'une 

série d'angles parallèles respectivement à deux 

diamètres conjugués,, les côtés de ces angles déter

mineront de même sur l'axe TT 4 une série de cou

ples de deux points formant une involution, et ces 

deux involutions seront identiques, puisque à 

chaque couple rectangulaire des cordes du cercle 

correspond un couple de cordes conjugués passant 

par les mêmes points de Taxe TT 4 , d'où résultera 

que pour trouver la direction des axes de l'ellipse, 

le problème consistera à trouver sur l'axe T T 4, les 



deux points m et n qui sont tels que les angles m fn, 

mf'n sont tous les deux droits ; élevant sur le mi

lieu de ff une perpendiculaire, son point 9 d'in

tersection avec l'axe T T{ sera le centre d'une cir

conférence, laquelle, avec le rayon 6f— 8f\ 

déterminera sur l'axe TT^les deux points m,n 

cherchés ; les diamètres a d, b b' respectivement 

parallèles aux cordes mf \ n / ' seront les axes de 

la courbe. 

Nous remarquerons que les quatre points m, / ' , 

n étant sur une môme circonférence, on a ô / 7 — 

of=om = on, qu'ainsi les deux droites $f\on 

sont également inclinées sur la droite / 'non f'm; 

mais fn et f m sont les directions des axes de l'el

lipse, donc ces deux droites 6 o n sont également 

inclinés sur les axes; or l'une, 9 est une des 

cordes communes, dont l'autre, of est la direc

tion de l'autre corde commune. Ainsi, étant donnés 

une corde commune et deux points homologues 

b, b' quelconque, en élevant sur le milieu àebb' 

une perpendiculaire, elle rencontrera la corde 

commune donnée en un point 8, lequel, joint au 

point de l'ellipse, donnera la direction de la se

conde corde commune ; si donc on connaît le 

centre de la courbe, cette corde est déterminée. 



Non8 utiliserons souvent cette manière de dé^ 

terminer la seconde corde commune. 

On déterminerait de même les deux diamètres 

conjugués de l'ellipse faisant entre eux un angle 

dopné, pourvu que cet angle soit cependant com

pris entre las limites que nous avons déjà indi

quées. 

Les grandeurs de ces diamètres se détermine

raient par la construction du parallélogramme cir

conscrit dont les côtés seraient parallèles à ces dia

mètres ; leurs expressions algébriques se conclue-

raient facilement de celles déjà trouvées ci-dessus; 

apsi appelons A, B les longueurs des demi-axes de 

l'ellipse et A t, B{ celles de deux diamètres conju

gués correspondants aux deux points conjugués 

m ft n, on trouverait 

mm €est résttlt&ts so&t évidents mr la figure, car 

le triangle hb'ù est semblable à celui ffm^ on a 

donc : 



Le$ deux triangles s e m b l a i t a&'O it /yv 

(Joriuerît aussi : 

divisant ces deux expressions l'une par l'autre, on 

a le rapport ci-dessus èm deux diamètres conju

gués, rapport qui peut avoir ainsi une infinité de 

valeurs. 

Supposons que la direction d'homologie///' 

soit parallèle à l'axe TT^et q^e les points conju

gués m,n sont ceux qui, dans la figure 41, déter

minent les axes; alors les deux triangles mfn}mfn 

ne sont pas seulement équivialents, mais §ont égau^ 

de sorte que 

nf= mf et mf'= nf9 et tèors^on & 

d'où: 

et comme le triangle mfn est rectangle en / , si o{ 

est le pied de la perpendiculaire abaissée du som

met / s u r l'hypothénuse mn, on aurait : 



Si on suppose que la droite f f est la tangente à la 

circonférence, alors le centre o sera le pied oi de la 

perpendiculaire fo{ et on aura ainsi, pour le rap

port des axes de l'ellipse, 

Ce rapport peut prendre une infinité de valeurs, 

de sorte que, dans le cas où la direction d'homo-

logie est parallèle à Taxe, on peut avoir, pour pers

pective du cercle, une infinité d'ellipses différentes; 

nous pouvons donc prendre à volonté cette direc

tion pour établir des relations générales entre une 

ellipse et une circonférence. Seulement remar

quons que nous avons trouvé 

d'où résulte, en multipliant ces deux égalités 

A.Bz^R 2 

c'est-à-dire que le rayon de la circonférence sera 



moyen entre les longueurs des demi-axes de l'el

lipse; nous l'appellerons, en conséquence, la cir

conférence moyenne de l'ellipse, et nous déduirons 

ainsi les propriétés de l'ellipse de celles de la cir

conférence moyenne. 

Si le rayon R de la circonférence varie, la direc

tion d'homologie ne changeant pas, ainsi que le 

rapport nouveau ~ de deux points homologues, 

on voit que l'ellipse qui sera la perspective de celte 

circonférence nouvelle, sera non-seulement con

centrique à la précédente, mais le rapport des axes 

sera le même. 

Dans un cercle, deux cordes quelconques se 

coupent respectivement en deux parties dont le 

produit est constant. Désignons par c, c{ les deux 

segments d'une des cordes et d{ ceux de l'autre. 

On a donc 

c.c. = dldl 

Soient C,C 4 , D,D 4les segments respectivement 

homologues dans l'ellipse, et soient À4 B 4 les demi-

diamètres parallèles à ces cordes dans l'ellipse. 

Nous avons vu qu'à deux droites parallèles dans le 

cercle, correspondaient dans l'ellipse deux droites 



parallèles entre elles et que les segmerifs formés 

sur les premiers étaient proportionnels à ceux ho

mologues, sur les secondes. 

Donc on a 

d'où: 

on aurait pareillement : 

d'où : 

divisant Tune par l'autre, et observant quç ,q>c % ^ 

d.dn on aura : 

Donc : 

Dans une ellipse, deytx cordes quelconques se cou

pent respectivement en deux segmmfs dont le rap

port des produits est égal à celui des carrés, des dia

mètres parallèles» 



D où il s*ut quç çg rapport est le même paw 

deux autres cordes quelconques parallèles resp&ciive^ 

ment à ces mêmes diamètres. 

Si les diapè^es à t çt B t sont conjugués, chacun 

d'№* №. 4#№ égales le§ c<?rde&|>a-

jqJAÇlçft 4 l'$#i% Si cm les p^end ^s cte 

cfprdc^inée^,, $ p ' o A o p p ^ ^ &t|f l$s deaikeorT 

des parallèles à cçs $xes* on 9&ra<k$№ i 

ou : 

<ĵ i e# V ^ ^ Q p géfl4^e,è3 l'eljy^s^ 

Par la même méthode on ep, cQp^J^ait <$u% ; 

$i (fun point e^térie^r à me eilipm> ou mèm 

d^ux sçcqnies* le prqduH des dw4$ s^g^m^ cÇum 

sécante sera à çeh$i 4ey^u4re^ comme h. mrné du± 

rapport des diamètres parallèle^. 

On e# déduit :: 1° que si les deu^ sécantes c|$~ 

vannent des tangentes, le rapport des d$u% to/jh, 

gentes est égal % celui de$ diaptjètr^ pa%$Uèle$. 

2° Si une est tangente e|t lfapjlre ŝ caiM ,̂, m aur# 

que. le camé de la tangente est au produit des deux 



segments de la sécante, comme le carré du rapport 

des diamètres parallèles à la tangente et à la sécante. 

Dans le cercle, tous les carrés circonscrits sont 

égaux, et leur surface est égale à 4 R\ Donc : 

Bans une ellipse, tous les parallélogrammes cir

conscrits parallèles à deux diamètres conjugués sont 

équivalents, et leur surface est égale à 4 ï V = 4 . A.B; 

qui est le rectangle construit sur les axèè. 

Dans le cercle, tous les carrés inscrits sont 

égaux, et ont pour mesure de leur surface 2R 2 . 

Un carré inscrit a ses sommets aux points de tan -

gence d'un carré circonscrit, de sorte que ces deux 

diagonales sont parallèles aux côtés de celui cir

conscrit. Donc : 

Dans une ellipse, si on forme le parallélogramme 

inscrit en joignant les points de tangence ctun cir

conscrit parallèle à deux diamètres conjugués, tous 

les parallélogrammes ainsi formés seront équivalents 

et auront pour mesure de leur surface 2.A.B. 

Tous les polygones réguliers inscrits dans le 

cercle, donneront dans l'ellipse des polygones ins

crits dans l'ellipse, leurs divers côtés ne seront 

plus égaux, ils seront proportionnels aux diamè

tres respectivement parallèles, mais ils seront équi

valents en surface. Ceux dont on connaît, dans le 



cercle, la valeur de la surface en fonction du 

rayon, auront la même valeur, dans laquelle il 

suffira de remplacer R2 par A.B, ainsi le triangle 

correspondant au triangle équilatéral aura pour 

l'expression de sa surface : 

f y / i . A . B , 

celle correspondant à l'hexagone sera : 

A. B, 

et ainsi de suite. 

Dans le cercle, si on inscrit un polygone régu

lier d'un nombre quelconque de côté et qu'on 

joigne chaque sommet au centre, on partagera la 

surface du polygone en triangles égaux. 

Dans l'ellipse, par la même opération sur le po

lygone homologue, on partagera sa surface en 

triangle équivalent entr'eux et à ceux du cercle. 

En multipliant le nombre des côtés des polygo

nes inscrits et circonscrits au cercle et à l'ellipse 

homologue, on obtiendra toujours des polygones 

respectivement équivalents; donc, à la limite, on 



priverait à prouver que la surface de l'ellipse est 
équivalante à celle de son cercle moyen. 

kM surfacei du cercle est кЖ, donc : 
Is mffam éûfeUipse est égale à ^kM, m Mm 

à тс. Aj.BjSinco, si A 1 , B i $mM dmx diamètres corn* 

jugués et que c*> soit l'angle de ces deux diamè

tres. 

A tous les secteurs égaux dans le cercle, cor

respond dans l'ellipse des secteurs équivalents, 

on pourra donc partager très-facilement la sur

face de l'ellipse en parties égales ou proportion

nelles. 

En général, il faut remarquer que шипе surface 
quelconque prise dans le plan du cercle, cor-
Ш|щп4щ dans It'effipe nne surft^e h^moiogue 
équivalents 

Si on ; suppose un, mobile, рад1ш! #un dfes 
points communs ai* eeicie et à УЫЩт et! рашаии 
rmt le qerctoditti^^ le rafon 

proportion ш Ь mi tirnps ; si ща^ешп t un second! 
щ%Ы1@| partant àm même point, ш même temps 

h poemiet^ parommtt lf'@llips@îde хдашеш q**e 
les? 4тш тоШт mmuh tm}mm dans* la wêmm dè~ 

if^tiojii, le щуоп joignané la шцк© à m- seeoné 



mobile décrira des secteurs proportionnel au 

temps, ou réciproquement si le rayon décrit des 

secteurs proportionnels au tempâ, les deux Mo

biles feront toujours dans la même direction* 

Ces deux mouvements pttitent dette être ap

pelés mouvements homologues pour un point dé 

vue à l'infini. On pourra par suite substituer au 

movement eUiptiipe, &etui ckciikire .et timêÈm 

de m dernier à 1E p$ëtioa du mobile êmm le pre-* 

mier. 

On peut concevoir de même des mourvemëâts 

homologues, où le centre d'homologie ne serait 

point à l'infini. 

Si on circonscrit au dercle un polygone r%uliér, 

tous ses sommets seront sur une circonférence 

concentrique; aux deux circonférences ^orrespoa* 

dront homologiquement deux ellipses concentri

ques semblables et semblaMement places, on a 

donc les diverses propositions suivantes : 

Bans une ellipse, torn les parallélogrammes cir** 

C(mmri4s éorê les eûtes smî parallèles à dmm* éh-

mètms conjugués, mt leurs sommeM metytsm tèutm 

elMpàe mmmtriqm* smélmUe et mmMuMmmftt ph* 

cée, etêontlm ®$e$ mont 4 ^ 2 , lk^2; aimé fmd 

qm wit h point doà m wmnmmm ê timer k 



rallélogramme inscrit à l'une et circonscrit à f autre, 

ils seront tous équivalents. 

Dans deux ellipses concentriques, semblables et 

sëmblablement placées, toute corde tangente à celle 

intérieure séparera dans F autre des segments équiva

lents. 

Dans ces deux ellipses, si on joint les deux extré

mités d une corde de ïellipse extérieure, et tangente 

à celle intérieure, avec le centre, tous les triangles 

ainsi formés seront équivalents. 

Il y aurait une infinité de problèmes sur les sur

faces des ellipses que Taxe peut résoudre ainsi fa

cilement. 

Sur la figure (41) on voit facilement que si oa> 

ob sont deux diamètres rectangulaires du cercle, 

la somme des carrés des distances des deux extré

mités a et b de ces diamètres à Taxe TTt est tou

jours égale à R 2. Donc, comme la distance du 

point a' homologue de a, à Taxe est la même que 

celle de a< de même pour b et b\ il s'en suit : 

Dans une ellipse, la somme des carrés des distan* 

ces des extrémités de deux diamètres conjugués à 

F axe dhomolôgie TT{, passant par les points d in

tersection de cette courbe avec la circonférence 

moyenne, est égale au rectangle A B des deux axes. 



La circonférence de rayon R étant connue, ainsi 

que le triangle rectangle off, l'ellipse se trouve 

déterminée; on doit donc pouvoir exprimer toutes 

les parties de la figure au moyen des côtés de ce 

triangle, dont un côté of de l'angle droit est égal 

à R; désignons par D le côté donné ff\ par m 

l'angle fof, il en résulte : 

Soient a et a', deux points homologues, abais

sons de ces deux points les deux perpendiculai

res ap, dp, sur T T n elles sont par conséquent 

égales, et le triangle paa' est semblable au trian

gle off, et par suite les côtés sont proportion

nels. 

Désignons par n l'angle a'O* du diamètre Oaf 

avec Taxe T T t , alors on aura : 

a'pr = ap = oa\ sin. n, op' = od. cos. n, 

et si on désigne l'axe oa\ par A 4 , on aura donc ; 

ap = a!p' = k{ sinxfi, op! = X{cos. n, 



et par Strife cîeè deux Mtagfês semblables pùà', 

off, ën aura : 

d'où 

de même : 

On a to outre s 

or, 

# a' =zpp ~op'—op, 

ûpr=u&.. cos. n. 

Suppléons de plus queêo! soit le grand axe de la 

courbe, alors les deux triangles rectangles oa^ 

oa'a sont égaux, d'où il résulte que l'angle 

a<*o = ar o*=n; 

on a âlùtè : 

op=Ti. sitf. o a p — R. sin. à a o == It. sin. û, 



donc : 

ad =opf — op = k. cos. n — Rsin.n; 

mais dans le triangle paa\ rectangle en #, on a : 

aar = ap. tang. apar = ap. tang. m. 

Donc : 

a p. tang. m = À cos. n — R sin. n ; 

mais, 

ajf) = R. cbs. n, 

et dans le triangle rectangle oa'a on a : 

doù : 

donc on aura : 
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ou bien : 

sin. neos. n. tang. m = ' c o s . 2 « — sin.*/?, 

ou : 

2 si n. 2 n. f an g. m = cos. 2 , 

et enfin : 

Relation qui nous donne de suite la direction du 
grand axe. 

Du point / ' donné, on abaisse sur TT 4 la 
perpendiculaire tf'u, qu'on prolonge d'une 
quantité uf=f't, et alors l'angle uot donne 
2. tang./V;a=lang. 2n, partageant en r l'axe uru' 
en deux parties égales, la direction or sera celle 
du grand axe de l'ellipse. 

L'angle roa étant égal à celui rou, et la droite 
oa passant par les deux points \X d'intersections 
de la circonférence et de la courbe, celle ou pas
sera nécessairement par les deux autres points y, y' 
d'intersection de ces deux courbes; et on aura 
pour déterminer cette droite oyu : 



Il s'agit de déterminer maintenant la longueur 

de ces axes. 

Nous avons trouvé : 

A. sin. n = Rcos. n, 

on aurait pareillement : 

Bcos. n = Rsin. n, 

donc : 

A = R, cot. B = R. tang. n, 

d'où : 

A.B — R 2; 

on tire de là : 

Or, dans le triangle uot, on a : 



et : 

donc : 

A + B = uo 

et : 

À — B — / 

et ainsi on a : 

or, on a : 

A + B = ?/o = V / 4R a -+D a , A — B = /o—D, 

donc on a . 

Longueur des demi-axes en fonction des don

nées R et D, mais 2 R est le diamètre ff{ du cercle, 

donc sj 4 R2 4- № est l'hypothenuse f'f{ du triangle 

rectangle fff^ et alors on voit que le grand axe 

de l'ellipse est égal à la moitié de la somme de 



rhypothénuse ff{ et du côté / / ' = D ; et le petit 

axe à la moitié de la différence des mêmes côtés de 

ce triangle ff'f. 

Le triangle fff est égal à celui uot et a ses 

côtés parallèles, de sorte que le côté / / j est égal et 

parallèle à celui ou, et puisque l'angle fff est 

droit, le côté f f passera par le point G déterminé 

ci-dessus, et qui est tel que of=of. Nous avons 

déjà prouvé que la droite 6/' était parallèle à la 

la seconde corde commune, et cela se vérifie en

core ici, puisqu'elle est parallèle à la droite ou, 

qui passe par les deux points d'intersection de l'el

lipse et du cercle. 

Lorsque le point a est l'extrémité du grand axe, 

les deux triangles ao<x, a'oz sont égaux, de sorte 

que l'angle aox est égal à celui aao ou complé

ment de celui aoœ; mais l'angle foa est aussi com

plément de celui aoa, donc l'angle tëWque fait le 

grand axe de la conique avec Taxe d'homôlogie oa 

est égal à celui foa, et de même l'angle aoa. est 

égal à celui foaf. 

Dans le triangle oaa rectangle en a, on a : 



tang, a 'CLO = tang, aoa 

Il en résulte que : 

tang. a o a'—tang, [a o a—a'o a = ) 

mais dans le triangle off on a : 

donc, 

tang, a oa=~ t a n g / 0 / ' ; 

La tangente de l'angle fo.f est //*', dans le cer

cle de rayon R, donc celle de l'angle aoa\ dans 

le même cercle; sera la moitié de ff. 

On a trouvé : 



et comme : 

il s'en suit que : 

tang. aoa . tang. y o a = 1 ; 

c'est-à-dire que ces deux angles aoa! et y # a sont 

compléments l'un de l'autre. 

Considérons maintenant (fig. 42), un point quel

conque g de la circonférence et son point homo

logue g; de sorte que le rayon og du cercle aura 

pour homologue le demi-diamètre o g' de l'ellipse. 

Désignons par a l'angle variable des deux rayons 

of,og. Au rayon og correspond le rayon og{, 

qui lui est perpendiculaire et qui a pour homo

logue celui og\, de sorte que og' et og\ sont deux 

diamètres conjugués de l'ellipse correspondants 

aux rayons rectangulaires og, o gly il en résulte 

évidemment qu'on a : 

0/?:z=Rsin.p, gp=g'p' — J{ COS.a , 

g g' = ff COS. a = D. COS. a. 

En changeant a en 100° + a, on aura pour les 

points^,g\ : 

op—Rcoscc, g^^g'—Rshioc, g{g^=Dsina. 



Elevant chacune de ces égalités au carré et ajou

tant, on aura : 

Les deux triangles gop, glopl sont égaux, donc : 

°P=9iPi > ffP=:9'p'=opl ; 

on a : 

ou : 

ou : 

A 1

2 =R 2 cos .^4 - (Rs in .« + Dcos.a) 2=:R 2 + 

+ D 2 cos. 2 a+2.RDsin.acos.a=:R 2 + 

+ D 2cos. 2«4-R.D.sin.2a; 

on a.de même : 

og\2—g\p'l

i + op\2=Wcos.îoi •+ 

4- {giq\—o^,)2=R2cos.2a + (ûsin. a—Rcos. a) 2; 

ou : 

B7=R 2H-D 2sin. 2a— .2R.Dsin.acos.«= 

— R 2 + D2sin.2« —R.D.sin.2a; 



ajoutant, on aura donc : 

A, 2 + B , 9 — 2 R 2 + D 2 =con stante=A 2 + B 2 , 

c'est-à-dire que dans une ellipse : 

La somme des carrés de deux demi-diamètres 

conjugués quelconques est constante, et est égale à 

la somme des carrés des demi-axes, et a pour ex

pression de cette constante 2 R2 + D2. 

La projection du diamètre og' sur TTj est égale 

à op\ celle du diamètre conjuguée op\ sur la 

même droite est op\, or, on a : 

op'2 = og* — gp2 = A 4

2 — R'2 cos.2 a, 

op\2 = og\2 - g'ip'2 = B 4

2 - R 2sin. 2a ; 

ajoutant, on aura : 

op'%+op'*=A^ + B , 2 — R 2 = 2 R 2 + 

+ D 2 — R 2 = R 2 + D2. 
Donc : 

La somme des carrés des projections de deux 

demi-diamètres conjugués, sur taxe d'homologie 

est une constante égale à la somme R2 + D 2 = o f1. 

Soient g s la tangente à la circonférence en ce 



point^ et g' s, la tangente homologue à l'ellipse au 

point g; ces deux tangentes se rencontrant néces

sairement en un môme point s de Taxe dliomo-

logie. Nous allons chercher le rapport qui existe 

entre les longueurs gs, gs et par suite, non-seule

ment entre deux parties homologues de ces droites, 

mais encore entre deux segments homologues res

pectivement parallèles. 

Dans le triangle gsp on a : 

Dans le triangle g'sp' on a : 

g's2 = g'pf2 +sp'2 = gp2-h(pp'—psf; 

mais : 

gp = R.cos.a, ppl==gg:=D. cos . a, 

^S = ^jt f .COt .a==:RcOS .aCOt.a ; 

donc, 

g 8* = R 2 C O S . 2 a + (^Dcot. a — RcOS.aCOt. a ) 2 = : 



et par suite on a : 

d'où : 

Telle est donc la relation qui existe, non-seu

lement entre les deux droites g s, g s, mais entre 

deux segments homologues quelconques. Ainsi un 

segment quelconque étant donné, on abaissera, 

du centre O du cercle, une perpendiculaire og sur 

la direction de ce segment, elle déterminera le 

point g de la circonférence, et par suite l'angle 

a=fog et la relation ci-dessus donnera la lon

gueur du segment homologue. 

g s, g's étant des tangentes, la relation ci-dessus 

existera entre deux parties quelconques homolo

gues de ces deux droites, elle existera donc pour 

les éléments infiniment petits de ces deux droites 

communs en g et g' avec chacune des courbes. 

L'élément de la circonférence en g est proportion

nel à la variation infiniment petite de l'angle a, 

désignons-la par d.a; l'élément de l'ellipse en^ f 



est celle d'un arc infiniment petit de l'ellipse, en 

le désignant par d. s, on aura : 

L'intégration de cette différentielle donnerait le 

rapport existant entre un arc du cercle et celui 

homologue de l'ellipse. 

Le rapport : 

est celui des carrés des longueurs de deux droites 

homologues quelconques, dont celle gs fait avec 

l'angle d'homologie un angle égal à 100° — a. On 

aurait donc pour une autre longueur^:/, faisant 

avec le même axe l'angle 100 — ê, et son homolo

gue k't', 

mais si <p = 100° H- a, alors on aura : 

ajoutant ce résultat avec le premier, on aura : 



c'est-à-dire que la somme des carrés des rapports de 

deux systèmes de droites homologues, dont Tune g s 

est perpendiculaire à k t , est constante. 

On peut avoir la valeur de Fangle entre deux 

droites homologues; dans le triangle go g', on a 

en effet : 

Si on change a en 100"-f-a, on aura pareil le

ment : 

on a donc simultanément : 

A t sin. gog = Dcos .V; 

B t sin. ^ o ^ ' j ^ D . s i n . 2 * ; 

d'où : 

A. sin. gog1 + B sin. gKog\ — \S ; 

or : 

A. sin. go g' est la distance de l'extrémité g' d'un 



diamètre, au rayon homologue og; g{og\ est de 

même la distance de l'extrémité g\ de l 'autre d ia 

mètre, au rayon homologue og{ qui est perpendi

culaire à celui og\ Donc, la somme de ces distan

ces est constante, quels que soient les deux dia

mètres conjugués et égale à D. 

Nous avons trouvé pour la longueur de deux 

diamètres conjugués : 

A4

 2 = R 2 + D 2 cos. 2 a + R D . sin. 2a , 

B ^ : = R 2 + D 2 s i n . 2 a — R D.s in . 2a . 

Ces deux diamètres conjugués seront égaux lors

qu'on aura : 

R 2 + D 2 . c o s . î a + R . D . s i n . 2 a = R 2 + D . 2 s i n . î a — 

— R . D . s i n . 2 a ; 

ou : 

D. cos. 2 a — — 2 R . sin. 2 a ; 

d'où : 

t a n g . 2 a = — 2 . 



Ce qui permettra de construire, à priori, ces 

deux diamètres égaux, puisque ff'—D et que le 

diamètre / / 1 = 2R, il s'en suit que tang. 2 a = 

la moitié de cet angle sera a et comme tang. OL est 

négatif, en faisant l'angle / o h égal à cet angle a, 

le rayon oh sera l'homologue du % diamètre oa{ ; 

le rayon o h{ perpendiculaire à celui oh, sera l 'ho

mologue du '/* diamètre obi conjugué et égal à 

celui oa{. 

Pour l'angle g'og\ de deux diamètres conjugués 

on a : 

9'o9\ = 9'op'+p'og\, 

mais : 

g'op' = gop —gog!, 

et : 

prog\=piogi + giog\\ 

doue : 

g,ogl

i = i00° + giog\ — gog,

1 

et comme les a n g l e s g { o g \ , gog' sont déterminés, 

on connaîtra celui g'og\. 

Si, sur la fig. 42 nous supposons tracée une 

circonférence concentrique à la première, en sup-



posant que le rapport de ff à fo soit toujours le 

même, sa perspective sera une ellipse concentrique 

avec la première, semblable et semblablement pla

cée.Or, toutes les cordes du grand cercle qui seront 

tangentes au petit seront toutes égales. Soient c 

et c{ deux de ces cordes, c\ c\ celles homologues 

et d, d{ les diamètres parallèles, respectivement 

à c\ c\, on aura donc : 

donc : 

C'est-à-dire que : 

Le rapport de ces cordes sera égal à celui des 

diamètres respectivement parallèles. 

Si on suppose les deux cordes c, c{ rectangulai

res, on aura : 

C'est-à-dire que : 

la somme des carrés de ces rapports est constante 



pour deux cordes parallèles à deux diamètres con

jugués. 

Dans une circonférence, si aux extrémités d 'un 

diamètre quel conque aa{, on mène les deux tan

gentes ab, a{b{ terminées à une autre tangente, 

aussi quelconque, on a toujours a b. a{b{—Remet

tant des accents pour les points homologues et 

appelant d le % diamètre homologue au rayon du 

cercle parallèle à ces tangentes ab, a{ b{, on aura : 

et : 

multipliant Tune par l 'autre, on aura : 

mais dans le cercle on a toujours : 

donc : 
ab. aj)i = R 2 ; 

a'b'.a\b\ = d\ 

C'est-à-dire que : 

Dans une ellipse, si on mène aux extrémités d'un 

diamètre deux tangentes terminées d une autre tan-
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gente quelconque ; le produit de ces deux tangentes 

est égal au carré du demi-diamètre, parallèle aux 

tangentes ou conjugué à celui qui joint les deux 

points de tangence. 

Soit 0 le centre d'un cercle de rayon = R , aa{, 

bb{ deux diamètres rectangulaires et mmi un troi

sième diamètre. Abaissons s u r m n les perpendi

culaires ap, bq, on.a évidemment : 

ap% + bq% — R 2, 
et : 

2 2 

op + oq = R 2 ; 
ou bien : 

et : 

Si on représente par d, d{ les diamètres conju

gués homologues respectifs aux rayons parallèles 

h ap, bq el op, oq, on a : 

Donc on a, en substituant : 

et : 



d'où : 

e t : 

La première égalité indique que : 

Dans une €JJipse, si des deux extrémités a! et h' de 

deux diamètres conjugués, on mène deux cordes a'p', 

b 'q ' parallèles à un autre diamètre d, la somme des 

carrés des parties de ces cordes, interceptées entre la 

courbe et le diamètre conjugué à d, est égale au 

carré de ce demi-diamètre d. 

La seconde indique que : 

Dans une ellipse la somme des carrés des projections 

de deux demi-diamètres conjugués, sur un autre 

diamètre quelconque et faite parallèlement au con

jugué de ce diamètre, est égale au carré du demi-

diamètre sur lequel se fait la projection. SI ce dia

mètre était un axe de la courbe les projections se 

feraient parallèles à l'autre axe, et aiors : 

La somme des carrés des projections de deux demi-

diamètres conjugués, sur un des axes est égal au 

carré de ce demi-axe. 

Dans uue circonférence (fig. '3) , d é c e n t r e r , 



de rayon R, soient aa{, bbi deux diamètres rec

tangulaires, m un point quelconque de la circon

férence; si on mène, en ce point m, la tangente me, 

rencontrant le diamètre bb{ en c, et les perpendi

culaires mp, mq sur aa{, bb{, on a les deux t r ian

gles semblables oem, omp qui donnent : 

d'où : 

oc.mp = oc. oq=om%=W'= ob% \ 

on a donc : 

Dans l'ellipse perspective du cercle, on aura 

donc : 

d'où : 

C'est-à-dire que : 

Dans une ellipse le carré d'un demi-diamètre 

quelconque o' b' est égal au produit de l'ordonnée 

o ' q ' = m ' p r d'un point m quelconque de la courbe. 



par la distance or c' du centre o au point c, ou la 

tangente en m rencontre ce diamètre. 

A un point m de l'ellipse, menons la normale 

me et abaissons du centre o la perpendiculaire od 

sur la tangente, et supposons que a!a\, b'b\ soient 

les axes de la courbe, alors le triangle o d'c est 

semblable à celui p m e\ donc on a : 

ou : 

d'où : 

mais : 

oq'. oc —me. od; 

donc : 

oq. oc =ob'2 ; 

me.od'=:ob,Z. 

Donc : 

Dans une ellipse Je produit de la perpendiculaire 

abaissée du centre sur une tangente, par la normale 

au point de tangence, est constant et égal au carré du 

petit axe. 

Dans la circonférence (fig. 43), on joint un point 

quelconque m de la courbe avec les deux extré-



mités a, a{ d 'un diamètre, l'angle a m a{ est toujours 

droit, on a donc : 

ma -\-ma{~=i R 2, 

ou : 

Dans l'ellipse on aura : 

et : 

d et d% étant les diamètres respectivement paral

lèles à m'a,m'a tj ainsi il vient : 

C'est-à-dire que : 

Dans une ellipse, si on joint un point de la courbe 

aux deux extrémités d'un diamètre quelconque, la 

somme des carrés du rapport des deux cordes divi

sées respectivement par le diamètre qui leur est pa

rallèle, est constante et égale à 4 . 



Revenons à quelques constructions graphiques 

sur l'ellipse : 

1° On demande de déterminer la tangente à une 

ellipse en un point g donné de la courbe? 

L'ellipse est donnée par son centre et ses axes, 

ou par deux diamètres conjugués, on a donc de 

suite le rayon du cercle moyen. Ce cercle étant 

traeé, on aura les deux cordes communes, l 'une 

quelconque sera prise pour Taxe d'homologie et 

pour direclion d'homologie. En menant la droite 

g g parallèle à cet axe, on déterminera sur la c i r 

conférence le point g homologue de celui g . En 

ce point g on mène la tangente g s qui rencontre 

Taxe d'homologie au point s, la droite sg est la 

tangente cherchée. 

2° On demande de mener par un point / ' exté

rieur à une ellipse donnée, une tangente? 

Par le point j on mène une parallèle à of et 

par le point d'intersection de cette droite avec l'axe 

d'homologie, une parallèle à of, cette dernière 

droite rencontrera la droite / / ' menée par le 

point / ' para lèle à l'axe, en un point / qui sera 

l 'homologue de celui de f. Par ce point / , on mène 

jgs tangente à la circonférence, la droite sera 

la tangente cherchée; et si g est le point de t an -



g e n c e s u r l a circonférence, la d r o i t e ^ ' parallèle 

à l'axe d'homologie, déterminera le point g' de 

cette tangente. 

3° On demande de mener à l'ellipse donnée une 

tangente parallèle à une droite donnée lk,c! 

On déterminera, comme ci dessus, le point k 

homologue d'un point quelconque^ ' de cette droite 

lk', on joint lk k, et on mène la tangente js paral

lèle à lk\ et enfin s g' parallèle à lk' sera la tan

gente demandée, 

On résoudra semblablement toute construction 

à exécuter sur l'ellipse, au moyen de sa circonfé

rence moyenne. Ainsi, par exemple : 

4 ' On demande de mener par un point quel

conque k' une sécante qui partage la surface de 

l'ellipse en deux parties ayant un rapport donné? 

On détermine le point k homologue de celui k 9 

puis on construit la sécante qu i , passant par le 

point k, partage le cercle en deux parties qui soient 

entre elles dans le rapport donné, la sécante homo

logue sera la droite cherchée. 

Nous nous sommes servi du cercle moyen, mais 

on peut employer un autre cercle concentrique. 

Supposons, par exemple, (fig. 44), qu'on connaisse 

seulement deux diamètres conjugués aa{, bb{ d 'une 



ellipse. Sur le diamètre bb{ décrivons une c i r 

conférence concentrique, elle sera homologique 

avec l'ellipse pour un point de vue à l'infini. Les 

deux rayons oa, ob\ du cercle sont les homolo

gues des demi-diamètres conjugués oa\ ob\ donc 

la droite ad est la direction d'homologie, et V b\ 

est l'axe d'homologie, on peut donc de suite cons

truire par points, l'ellipse dont on a deux d iamè

tres conjugués, et obtenir les constructions ci-des

sus sans même tracer cette courbe. 

On peut de même obtenir les axes : 1° comme 

nous l'avons déjà fait en cherchant les points d ' in 

tersection de l'axe d'homologie jbb{ d 'une circon

férence passant par les deux points homologues a 

et a et ayant son centre sur cet axe. Ces deux 

points, joints aux points a et a donneront les 

cordes rectangulaires du cercle homologue de 

celles de l'ellipse ; ou T en déterminant la 

deuxième corde dd' commune au cercle et à l ' e l 

lipse ; pour cela, remarquons que, pour une même 

direction d'homologie, le cercle et l'ellipse p e u 

vent être homologiques de deux manières diffé

rentes, ainsi la droite acd coupant la circonfé

rence en un second point c, on peut regarder que 

le point d est l 'homologue de ce point c, mais alors 



le point U de l'ellipse sera l 'homologue du point b" 

situé à l'intersection de la circonférence et de la 

droite b'b" menée parallèle à la direction d 'homo-

logie aa', de sorte que la droite b"c serait l ' homo

logue de celle b'a, et ces deux droites F c, b' a se 

rencontreraient enr fsur l 'autre axe d'homologie; 

on déterminerait de même le second point d{ et cette 

droite dod{ passant par le centre o serait le nouvel 

axe d'homologie, par conséquent la seconde corde 

commune. Les deux cordes eU eb\ rectangulaires, 

sont communes au cercle ei à l'ellipse, donc elles 

sont parallèles aux axes qui divisent ainsi en deux 

parties égales l'angle et le supplément de l'angle 

eob\ des deux cordes communes. On trouvera la 

longueur de ces axes en déterminant les deux dia

mètres rectangulaires du cercle qui sont homo

logues aux directions trouvées des axes. 

Propriétés de F ellipse qui se déduisent de celles du 

cercle lorsque le point de vue, ou centre et homo

logies est au centre de ce cercle. Des foyers de 

l'ellipse. 

Après avoir examiné les propriétés de l'ellipse 

qui se déduisent de celle d'un cercle concentrique, 



c'est-à-dire lorsque le point de vue est à l'infini, 

nous allons chercher celles qui peuvent résulter 

de la position du point de vue, ou centre d ' h o 

mologie, au centre même de ce cercle. 

Reprenons (fig. 45), les dispositions de la fig. 35 

et plaçons le point de vue V au centre O de la 

circonférence, soient toujours T T 4 la trace du t a 

bleau ou axe d'homologie, J J { la trace du plan 

mène par le point de vue et parallèle au tableau, 

cette droite J J f est, comme on l'a vue, celle du plan 

du cercle, dont tous les points ont pour homo

logues, dans le plan du tableau, des points à l ' in

fini; ajoutons à cette figure, la droite 11 4 parallèle 

à celles T T 1 7 J J } et à une distance de TT 4 égale à 

celle du point de vue à J J n c'est-à-dire que cette 

droite est la trace rabattue d un plan mené par le 

point de vue parallèlement au plan du cercle, avec 

le tableau ; cette droite contient donc tous les points 

qui, dans le plan de l'ellipse, sont les homologues 

des points qui sont à l'infini, dans le plan du cer 

cle; ainsi tout système de droites parallèles dans 

le plan du cercle deviennent eu perspective un 

système de droites concourantes en un point de 

cette droite I I n de même que réciproquement tout 

système de droites qui, dans le plan du cercle, ont 



leur point de concours sur la droite J J { , provien

nent de droites parallèles dans le plan de l'ellipse, 

ou bien que tout système de droites parallèles dans 

le plan de l'ellipse provient d'un système de droites 

concourantes en un point de cette droite J i r 

Soient P le pôle linéaire de la droite J J 1 7 re la t i 

vement au cercle, et Q son pôle circulaire. Nous 

avons vu, que toute circonférence ayant son centre 

sur JJj et passant par le point Q, détermine sur 

cette droite deux points conjugués m et n, qui joints 

au point de vue V, donnent les directions Ym.Yn de 

deux diamètres conjugués de l'ellipse. Nous avons 

vu aussi que pour que ces deux diamètres soient les 

axes de la courbe, il faut que la circonférence ci-

dessûs qui détermine les points conjugués m et n, 

passe aussi p a r l e point Q, afin que les droites Qm, 

Qn soient aussi rectangulaires; mais dans le cas ac

tuel, les points V et Q étant sur une[perpendiculaire 

à la droite J J n cela n'est possible que si le centre de 

la circonférence est à l'infini, de sorte qu 'un des 

points m ou n sera le pied r de la perpendiculaire 

V Q r , et l 'autre n ou m sera à l'infini, il en résulte 

que' l 'un des axes de l'ellipse sera alors parallèle à 

la droite JJj et l 'autre lui sera perpendiculaire. 

On peut construire, point par point, la perspec-



tive de tous les points du cercle, en se servant, 

comme nous l'avons fait, de deux points de vue 

auxiliaires m et n pris sur la droite J i r On voit 

que la perspective du point P, pôle de la droite J i { 

sera le point P' centre de la courbe, et qu'ainsi les 

axes seront en direction, les droites VQr b'Y b', 

homologues des cordes aYOa{r et bf*b{] par con

séquent les perspectives des points a et at seront 

les points a\ d ^ sommets de l 'un des axes, et b\ b\ 

perspectives des points 5 et b{ seront les extrémi

tés de l 'autre axe. 

Nous avons trouvé pour la fig. 35 que le rapport 

des axes de l'ellipse perspective du cercle était : 

Or, dans l'hypothèse que le point V se confond 

avec O, le point m vient en r et le p o i n t s e s t a 

l'infini, donc : 

et alors : 

or : 



nous avons appelé h la distance Vr ; ob = R, donc 

on a : 

Ainsi !e rapport des deux axes peut avoir une 

valeur quelconque, il suffit de modifier la distance 

h; si on veut que ce rapport soit ('gai kk, il faut 

avoir : 

ou : 

k\ íír—F;R2=/¿2, 

d'où : 

Ainsi avec le même cercle de rayon R, en met

tant le point de vue au centre o, on peut obtenir 

pour la perspective de ce cercle, une ellipse, dont 

le rapport des axes soit donné, par conséquent 

quelconque. De plus, en faisant varier la distance 

qui sépare les droites TT , J J , on obtiendra des 

ellipses semblables et de grandeurs variables, donc 

enfin on peut en conclure que pour cette position 

du point de vue, on peut obtenir une ellipse quel

conque pour la perspective du cercle, et qu'ainsi 



les propriétés de l'ellipse que nous allons déduire 

de celles du cercle seront générales. 

Nous '-wons dit que tout point à l'infini dans 

le cnrcîe a\ait son homologue, dans le pUm de 

l'ellipse, en un peint *\l\>. - sur la droiie \ \ { , or, 

dans le cercle, toute transversale menée par le 

centre coupe la courbe en deux points à égaie dis

tance du centra, ou bien si on considère le point 

de cette t usversale qui est à l'infini, on peut dire 

que le centre, les points d'iittersections de la cir

conférence ê  le po ; nt à l'infini, forment un rap

port harmonique entre les segments, donc (fig, 46). 

Dans Fellipse toute transversale menée par le 

point O coupe la courbe et la droite I \ { en des points, 

lesquels avec ce centre forment des segments dojiî le 

rapport est harmonique. 

Dans la circonférence les tangentes aux extré

mités d 'un même diamètre, sont parallèles, donc : 

(%• 46). 

Dans l'ellipse les tangentes menées aux deux ex-

trémitésd'une corde quelconque, passant par le point 

O, se rencontrent sur la droite 1I 4 ; réciproquement 

lorsque deux tangentes à l'ellipse sont menées par 

un point de la droiie la corde de tangence 

passe par le point O. 



Un système de cordes parallèles dans le cercle, 

donnera dans l'ellipse un système de cordes con

courantes en un point de la droite ll{ situé à l ' in 

tersection de cette droite et de la corde parallèle 

passant par le point 0 ; un autre système de cordes 

parallèles et perpendiculaires aux premières, don

nera un autre système de droites concourantes au 

point où la corde parallèle passant par le point 0 , 

ira rencontrer cette droite ll{ Les deux diamètres 

rectangulaires qui passent par les points de con

tact des tangentes parallèles respectives, se confon

dent en direction avec les cordes de contact des 

deux systèmes de tangentes, menées de leur point 

de concours, donc : 

Si d'un point quelconque m{ de la droite I I n 

on mène deux tangentes à l'ellipse, la :orde drd\ 

de contact sera perpendiculaire à la droite m 0 , 

qui joint ce point m{ au point 0 , et elle ira r e n 

contrer la droite 11 1 en un point n{ qui sera tel 

que si on mène deux tangentes à l'ellipse, la corde 

c c\ de contact sera perpendiculaire à la droite 

qui joint ce nouveau point n{ et le point 0 , et 

passera par le point m{; les deux points m n n{ 

sont dits conjugués, l'angle niomi étant toujours 

droit. 



A toutes ces propriétés du point 0 , on recon

naît qu'il est, par rapport à l'ellipse, le pôle de la 

droite I I . Ce point a reçu le nom de FOYER de 

l'ellipse et la droite qui est sa polaire, est a p 

pelée la DIRECTRICE. 

La courbe étant symétrique par rapport à ses 

deux axes, il y aura donc, sur ce grand axe, de 

l 'autre côté et à égale distance du centre, un se

cond foyer qui aura sa directrice correspondante. 

Nous désignerons à l'avenir ces deux points par 

les lettres F , F, ; sur la figure, l 'un de ces points 

se confond avec celui désigné par V ou 0 . 

Les foyers d'une ellipse jouissent de propriétés 

importantes dont nous allons nous occuper; pour 

cela nous reconstruisons fig. i6 la figure 45 , en y 

supprimant les lignes inutiles. 

Propriétés des foyers. 

Soit donc (fig. 46), une ellipse construite comme 

nous l'avons indiqué ci-dessus, soient P f son cen

tre , aa\, b'b\ ses axes, F , F{ ses foyers. 

Du point F comme centre et avec un rayon quel

conque, décrivons une circonférence, elle sera 

homologique avec l'ellipse, F sera leur centre 

commun d'homologie, de sorte que sur un rayon 
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quelconque F c c les points d'intersection de cette 

droite, avec l'ellipse et la circonférence, seront 

deux points homologues. D'après cela, prenons 

dans le cercle deux cordes parallèles, et joignons 

leurs extrémités au point F , par des droites, elles 

détermineront dans l'ellipse deux cordes homolo

gues, qui se couperont en un point n 4 , la droite 

n^m^ perpendiculaire au grand axe, sera la droite 

désignée p a r l l 1 9 qui contient les points homolo

gues à ceux qui sont à l'infini dans le plan du 

cercle. Prenons pareillement dans l'ellipse deux 

cordes parallèles, elles détermineront dans le cer

cle deux cordes concourantes en un point de la 

droite J J , qui sera ainsi déterminée. Ainsi les deux 

tangentes b'f, b' i f{ aux extrémités du petit axe b' b\, 

détermineront dans le cercle les deux tangentes 

b p, b^p, qui se rencontrent en un point r de cette 

droite JJ 4 ; deux cordes homologues quelconque 

du cercle et de l'ellipse se rencontreront en un 

point de l'axe d'homologie T T 4 qui sera ainsi 

déterminé. Enfin la droite ii parallèle à 1I 4 et à 

même distance du centre sera la directrice du 

second foyer. 

On peut maintenant en déduire les propriétés 

suivantes : 



La directrice est la polaire du foyer, ou le foyer 

est le pôle de la directrice. Si autour du foyer on 

fait tourner le sommet d'un angle droit, les côtés 

détermineront sur la directrice une série de cou

ples de points mi et n{ conjugués, c'est-à-dire qui 

seront tels que la corde du contact de deux tan

gentes, menée par un de ces points passe par 

l 'autre; les triangles m{Fn{ ainsi formés, sont ce 

qu'on appelle des triangles polaires, ils sont tels 

que chaque sommet est le pôle du côté opposé, 

ou que chaque côté est la polaire du sommet op

posé. Il en résulte que si d'un point quelconque 

m{ de la directrice on mène une transversale, elle 

sera coupée par la courbe et la polaire de ce point, 

lesquels avec ce point ml forment un rapport har

monique. Si le point ml est à l'infini, son conju

gué n{ sera en s au point d'intersection de la di

rectrice et de l'axe de la courbe. 

Pour mener une tangente à l'ellipse en un point 

quelconque c' de cette courbe, on trace la droite 

Fcfml et sa perpendiculaire Fd'm, la d r o i t e n x d 

qui joint ce point n{ à celui c sera la tangente 

cherchée. 

On aurait pu aussi déterminer le point c du 

cercle homologue, du point c* de l'ellipse, la t a n -



gente et au cercle rencontre l'axe d'homologieTT 1 

en t par où doit passer la tangente n et à l'ellipse 

au point c. 

Pour mener une tangente à l'ellipse parallèle

ment à une droite donnée Fu, on prolonge cette 

droite Fu jusqu'à son intersection en u avec la 

droite J J n de ce point on mène la tangente u te au 

cercle, cette tangente rencontre l'axe T T t en t, et 

alors te parallèle à Fu sera la tangente cherchée. 

Cette tangente passera évidemment par le point n{ 

intersection de la droite I I t avec la droite Fn{, 

menée par F parallèle à la tangente u te du cercle. 

On trouverait facilement la tangente à l'ellipse 

par un point extérieur. 

Le théorème 2 des relations métriques indique 

cette propriété de deux figures perspectives réc i 

proques. 

Le rapport des distances de deux points h o m o 

logues c et cf

9 au point de vue V est égal à la dis

tance du point c à la droite J J n divisée par la cons

tante d, ou bien est égal à la constante h, divisée 

par la distance du point c' à la droite I l â . On se 

rappelle que nous avons désigné par d la distance 

qrt d e l à droite TT 4 à celle J J n distance qui, sur 

la figure est égale à celle F s du foyer F à sa d i -



rectrice ll} ; et que nous avons désigné par h la 

distance du point de vue V à la droite JJ P qui est 

égale à celle qui sépare les droites I I t T ï r Le 

point de vue est ici le foyer F . 

Ce théorème appliqué à la figure donne donc : 

ou : 

La relation : 

nous donne : 

On a donc cet important théorème : 

Dans une ellipse, le rapport des distances d'un 

point quelconque de la courbe, au foyer et à sa di

rectrice, est constant, et nous ajouterons est égal au 

rapport ^, du rayon du cercle homologue, à la dis

tance Fr du foyer d la droite J J r 

Si le point d de l'ellipse était en d à l 'extrémité 

d du grand axe, on aurait de même : 



s'il était à l 'autre extrémité a\ du grand axe, on 

aurait : 

on tire de là : 

ou bien : 

mais : 

a'F+as=Fs=d, a\s—a\F=d; 

donc on a : 

d'où on tire : 



expressions des distances des extrémités du grand 

axe à un foyer et à sa directrice. 

Le grand axeaa} de l'ellipse étant désigné par 

2 A, on a : 

La distance du centre de la courbe à la d i rec

trice sera : 

Celle du centre au foyer sera : 

La distance du foyer à l'extrémité b\ du petit 

axe sera : 

égale au demi grand axe. 

La grandeur Pò du petit axe sera donc : 



d'où : 

P F 2 = A 2 — B 2 . 

La droite ce parallèle au grand axe rencontre la 
courbe en un second pointa' et on a alors pour 
ces points c et d : 

FV R_ 

de ~ h ' 

et : 

de~' h ' 

d'où: 

FV F£m 

de d'e ' 

d'où on tire : 

F Y de 
Fd' — d'e 9 

et par suite : 

Fc'-hFd' c'e+d'e m 

Fc' c'e 9 

d'où : 
Fc + Fd' FV R 
de-i-d'e (fe h 

Mais la distance du point c à la directrice II 4 est 



évidemment égale à celle du point d'h l 'autre d i 

rectrice ii. De sorte que : 

donc : 

On a donc ce théorème principal. 

Dans une ellipse, la somme des distances d'un 

point quelconque de la courbe aux deux foyers est 

constante et égale au grand axe. Ce qui donne un 

moyen de construire cette courbe, par points, ou 

d'un mouvement continu. On voit aussi que ; 

La somme des distances d'un foyer aux deux ex

trémités d'un diamètre est égale au grand axe. 

Si le point c' de la courbe était situé sur une 

perpendiculaire élevée en F sur le grand axe, alors 

la distance ce de ce point à la directrice devien

drait égale à celle Fs~d du foyer à la directrice ; 

on aurait donc dans ce cas : 



Fcf est alors ce qu'on appelle le paramètre de la 

courbe, c'est l 'ordonnée du foyer. 

Nous avons trouvé : 

et : 

on en tire : 

et : 

Donc le paramètre trouvé ci-dessus est égal au 

carré du { \ t petit axe, divisé par la moitié du grand. 

Nous avons trouvé : 

En faisant le produit on aura : 

donc : 



Dans une ellipse le produit des distances d'ur 

sommet de la courbe aux deux foyers est égal au 

carré du % petit axe. 

Si sur le grand axe comme diamètre on décrit une 

circonférence, le carré de la perpendiculaire élevée 

en un des foyers jusqu'à cette circonférence sera égal 

au carré du petit axe. 

En divisant on a : 

C'est-à-dire que : 

Dans une ellipse le rapport des distances d'un 

foyer de la courbe aux deux sommets a', a', est égal 

à celui des distances du point r où le grand axe 

rencontre la droite J J } aux deux extrémités a n a 

du diamètre du cercle homologue au grand axe de 

r ellipse. 

Le rapport des distances d'un foyer de la courbe 

aux deux sommets a', a', est égal à celui des distan

ces du point P pôle de J J } , aux deux extrémités a f , a 

du diamètre du cercle homologue au grand axe de 

J ellipse. 



Le théorème 2 nous a donné : 

d'où : 

Fc'.ce—Fc.d=R.d=const. 

c'est-à-dire que : 

Dans une ellipse, le produit des distances d'un 

point quelconque de la courbe, à son foyer, par la 

distance du point homologue de la circonférence d la 

droite J J, est une constante R. d. 

Si le point d était en a! ou a\, on aurait : 

¥a\a'r=YL.dz=Ya\.a\ r. 

Si le point c' était en br à l 'extrémité du petit 

axe, on aurait : 

Fb.P'r=R.d; 

mais on a déià trouvé : 

donc on a : 



c'est-à-dire que : 
Dans l?ellipse le produit des distances du centre de la 
courbe à la droite JJ},par celle âll}> est égal àd.h. 

Pour une corde cfYci passant par le foyer on a : 

ce d 

donc : 

1 ce,ciei 

on aurait de même pour une autre corde {fFd\ pas
sant par le même foyer : 

1 dg.d,gt ' 
donc : 

Fc'. Vc\ dg,dlgi 

¥diYdi ce.c^ei 

On aurait pareillement : 

F « - + r ^ R . < ( i + j l . ) , 
et : 

F < W , - B . r f . ( ^ + ^ - ) i 

donc : 

Fc f +F(?' A __/ 1 J _ \ / i J \ dg-hâ.g, ee+e^ . 



mais : 

ce + c, ei—.dg + digl=<È.Fr, 

donc on a : 
Fc\Fc\ ¥c'-j-Fc\ . 
Fd'.Fd't ~Fd'+Fd\ ' 

si on appelle A 4 , Bi les diamètres de l'ellipse, p a 

rallèles aux cordes c'Fc\, d'Fd{, on a déjà trouvé 

que : 
Fc\ Fc'j V 
Fd. Fd\ B\ ' 

donc : 

Fc' + Fc\ c V j V 
Fd -f- FdTt d'd\ B a " 

On a ainsi le théorème : 
Dans une ellipse, les cordes qui passent par un 

foyer sont proportionnelles aux carrés des diamètres 

qui leur sont parallèles. 

Deux cordes qui se coupent au foyer de la conique 

sont telles que le rapport des deux produits des deux 

segments sur chaque corde déterminée par ce foyer est 

égal à celui des deux sommes des mêmes segments. 

or : 
Fc' + Fc\__¥<ï+-Fd\ 
Fcr. ¥c\ ~ Fd'. Fd\ ' 



peut se mettre sous la forme : 

Donc on peut dire : 

Si autour d'un foyer on fait tourner une droite 

qui rencontrera la courbe en deux points, la somme 

des valeurs inverses des distances de ces points au 

foyer est constante. 

Des angles dont le sommet est au foyer dune ellipse. 

Supposons (fig. 4 7) un rectangle quelconque cdef 

inscrit dans la circonférence, les diagonales se 

coupent en parties égales, au centre 0 ; menons les 

tangentes à la circonférence aux sommets de ce rec

tangle, nous formerons le parallélogramme ghij, 

qui sera un losange, ses diagonales se couperont 

de même au centre, en parties égales, les deux dia

gonales seront parallèles respectivement aux côtés 

du rectangle inscrit, eues seront donc rectangulai

res entr'elles, et elles diviseront en parties égales 

les angles formés par les diagonales du rectangle 



inscrit, ainsi que les angles formés par les côtés du 

losange circonscrit. 

Si nous construisons le quadrilatère inscrit et 

celui circonscrit à l'ellipse et homologues à ceux 

de la circonférence, on aura deux quadrilatères, 

dont les diagonales seront, en direction, celle du 

rectangle inscrit et du losange circonscrit. On peut 

donc en tirer cette suite de propositions. 

Si, dans une ellipse, on a un quadrilatère i n s 

crit tel que les diagonales se coupent en un des 

foyers et si on forme le quadrilatère circonscrit 

aux sommets du premier, on aura : 

Les côtés opposés du parallélogramme inscrit au

ront leurs points de concours sur les diagonales du 

parallélogramme circonscrit, aux points d'intersec

tion de ces derniers et de la directrice Ces deux 

diagonales seront rectangulaires. — Elles divise-

roni en deux parties égales, les angles c ' 0d ' , c 'Of 

formés par les diagonales du quadrilatère inscrit, 

angles qui comprennent entr'eux les côtés de ce qua* 

drilatère. Elles diviseront également en parties 

égales les angles formés par les droites Fl 4 Fl 4 qui 

joignent le foyer F aux points de concours \i\ides 

côtés opposés du quadrilatère circonscrit. — Les 



points de concours k , k ( \,\{ sont tous situés sur la 

directrice I I r 

Il suit de là évidemment que : 

Si, dans une ellipse, on a une corde quelconque 

c'f inscrite, et qu'on forme l'angle c ' jT circonscrit 

aux extrémités de cette corde, les droites Fk , Fj f k 4 

qui joignent le foyer F au point k, ou la corde c 'f 

rencontre la directrice et au pointj'sommet de lan

gle circonscrit, se couperont toujours à angle droit 

et diviseront en deux parties égales l'angle et le 

supplément de ïangle c ' F f . 

Si un angle est circonscrit à une ellipse, la droiie 

qui joint son sommet au foyer divise en deux par

ties égales l'angle formé par les rayons menés du 

foyer aux deux points de contact. 

On sait que si, à une circonférence, on a deux 

tangentes fixes, la partie d'une 3 e tangente que l 

conque, comprise entre les côtés de l'angle cir

conscrit, soustend au centre un angle constant; ce 

résultat est applicable à l'ellipse, on a donc : 

L'angle sous lequel on voit de l'un des foyers la 

partie d'une tangente mobile, interceptée entre deux 

tangentes fixes, est constant pour toutes les positions 

de cette tangente mobile. 

La tangente mobile peut prendre la position de 
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l 'un ou de l 'autre côté de l'angle circonscrit, on 

peut donc ajouter à la proposition ci-dessus que : 

l'angle soustendu par la partie interceptée de la 

tangente mobile est égal à ceux soustendus par les 

parties des tangentes fixes comprises entre le som

met de l'angle circonscrit et le point de tangence 

de la tangente fixe considérée. 

On peut donc avoir par suite une infinité de po

sitions de la tangente mobile, lorsqu'on a déjà deux 

tangentes h la courbe et un de ses foyers. Il suffit 

de tracer un angle, qui ait son sommet à ce foyer 

et qui soit égal à celui soustendu à ce foyer par les 

deux rayons qui le joignent au sommet de l'angle 

circonscrit et à l 'un des points de tangence; cet 

angle rencontrera les deux côtés de l'angle c i r 

conscrit en deux points; la droite qui joindra ces 

deux points sera une tangente à la courbe. 

On peut en conclure que : 

Si dans un plan on a un angle fixe et qu'autour 

d'un point quelconque du plan on fasse tourner les 

côtés d'un angle mobile, mais de grandeur constante, 

un côté de l'angle mobile rencontrera un des côtés 

de l'angle fixe et l'autre rencontrera l'autre, et la 

droite qui joindra les deux points dans toutes les 

positions, sera tangente à une même conique ayant 



le sommet de l'angle mobile pour foyer et les côtés 

de l'angle fixe pour tangentes; les points de tán

geme seront déterminés lorsqu'un des côtés de l'an

gle mobile passera par le sommet de l'angle fixe. 

Désignons par m,n les deux extrémités de la 

partie de la tangente mobile interceptée par les 

deux tangentes fixes; l'angle ?n¥n est donc cons

tant pour le foyer F ; mais si on change de foyer, 

il est évident que l 'angle mFtn dont le sommet est 

en F 4 est aussi constant, seulement entre ces deux 

angles mFn, m¥{n il y a une relation; en effet : 

si le point n est sur la droite F F 1 qui joint les deux 

foyers, les deux rayons vecteurs ¥n, F{n auront 

même direction; et alors, quelle que soit la posi

tion correspondante du point m sur l 'autre tan

gente, entre les angles m F F , et m¥{F il y aura 

la relation : 

rapport qui doit être celui des deux angles mFn, 

mF{n, puisque ces deux angles sont constants. 

On peut en conclure les divers théorèmes sui

vants : 



Sij dans un plan, on a une droite et deux points 

fixes F et F{ et qu'on joigne un point quelconque m 

de la droite fixe avec ces deux points, on détermi

nera ainsi deux angles m F F{, m Fi F ; et si on sup

pose maintenant que ces deux angles tournent au

tour de leur sommet respectif F, F{ de manière que 

les deux côtés m F , mFi de ces angles se coupen, 

toujours sur la droite fixe, les deux autres se cou

peront en un point n dune seconde droite. 

Les droites m n qui joindront les positions cor

respondantes des couples de points m et n seront 

des tangentes à une ellipse, dont les points F } Yi 

seront les foyers, et qui sera tangente à la droite 

fixe et à celle décrite par le point n . 

Si entre les deux angles il n'y avait aucune rela

tion, nous verrons plus loin qu'alors, le point n 

décrirait une conique. 

Reprenons la proposition que : la partie d 'une 

tangente mobile interceptée par deux tangen

tes fixes, est toujours vue de chacun des foyers 

sous un angle constant. Supposons (fig. 48) que 

les deux tangentes fixes soient parallèles, les points 

de tangence seront donc aux extrémités du diamè

tre conjugué à la direction des tangentes fixes, et 



le théorème ci-dessus a toujours l ieu; soit, par 

exemple, mn la portion de cette tangente mobile 

interceptée entre les deux tangentes parallèles mmi} 

nn{; il s'en suivra que l'angle m F a sera constant 

ainsi que celui mF{n, quelle que soit la direction 

de la tangente mobile; lorsque le point m sera en 

mi au point de tangence m{, alors le point n sera 

le point r 4 d'intersection des deux tangentes, il se 

trouvera donc à l'infini, de sorte que l'angle mFn 

deviendra l'angle du rayon vecteur Fm{ et de la 

droite Fr , parallèles aux deux tangentes, ou au 

diamètre conjugué à leur direction; de même l 'an

gle mFiU sera égal à l'angle miFiri formé p a r l e 

rayon vecteur Fìmì et la parallèle F ^ à ce même 

diamètre conjugué; or du parallélisme des deux 

tangentes, il résulte évidemment que l'angle Fm{ Fi 

formé, au point de tangence m 4 , par les deux 

rayons vecteurs Fmi, Flmi est la différence des 

deux angles ci-dessus m{Fr, miFlrl et comme 

l ' ang lem { Fr est toujours égal à celui mFn, que 

l'angle miFiri est égal à celui m¥{n, il en résul

tera que : (dans toutes les positions de la tangente 

mobile, la différence des angles, sous lesquels des 

foyers F,F^ est vue la partie interceptée de cette tan

gente\ est constante et égale à l'angle F m F{ sous le-



quel est vue, du point de tangence m 4 , la distance 

F F 4 entre les deux foyers. 

Si les tangentes fixes sont des tangentes aux ex

trémités a, a{ du grand axe, et que soit une 

tangente mobile, les angles m 2 F/* 2 , m^F{n^ seront 

droits; on aura donc ce théorème : 

Dans une ellipse, la partie d'une tangente mo

bile comprise entre les tangentes aux extrémités 

de son grand axe, est vue de chacun des foyers sous 

un angle droit. 

On peut en conclure que : 

Si dans une ellipse on connaît la partie d'une de 

ses tangentes, interceptée entre les deux tangentes 

aux extrémités de son grand axe, en décrivant une 

circonférence sur cette partie m 2 n 2 comme diamè

tre, elle passera par les deux foyers. 

Ce qui peut servir à les déterminer. 

Si les tangentes fixes sont des tangentes aux ex

trémités du petit axe, la différence des angles sous 

lesquels des foyers on voit la partie d'une tangente 

quelconque, interceptée entre ces deux tangentes 

parallèles, est égale à l'angle des deux rayons vec

teurs menés à l 'un des sommets du petit axe. 

Considérons (fig. 48) une tangente quelconque 

m, nt, soit c son point de tangence, cette droite 



étant prolongée, rencontre les deux directrices en 

des points d, d{ et les tangentes aux sommets du 

grand axe, aux points m 2 , nl9 soit gcg{ la perpen

diculaire aux directrices, menées du point de t a n 

gence c; nous avons démontré que dans une e l 

lipse la distance d'un point de la courbe au foyer 

divisée par celle du même point à la directrice, 

est une constante, on a donc : 

d'où : 

mais les deux triangles cdg, cd1gi sont sembla

bles, donc : 

Ainsi on a : 

Dans une ellipse, la partie d'une tangente inter

ceptée entre les deux directrices est divisée au point 

de tangence en deux segments, dont le rapport est 

égal d celui des deux rayons vecteurs menés au point 

de tangence. 

Les deux triangles cFd, cF{d{ sont rectangles, 



les deux côtés cd, cF sont proportionnels aux deux 

côtés cd{, cF{, donc ils sont semblables et alors 

l'angle Fcd=Ficdi et celui Fdc^F^c. Donc : 

Dans une ellipse, les rayons vecteurs au point de 

tangence, font de chaque côté, des angles égaux avec 

cette tangente. 

Les deux rayons menés des foyers aux points 

respectifs d'intersection d'une tangente avec les di

rectrices, font des angles égaux avec cette tangente. 

Le rapport de ces deux rayons est égala celui des 

rayons vecteurs au point de tangence. 

D'où il résulte que les angles hcF , h c F l de la 

normale hc au point de tangence, avec les rayons 

vecteurs c F , cF 4 sont égaux respectivement aux an

gles cdF , c d t F n que font avec la tangente, les 

rayons Fd , F 4 d 4 menés aux points d, d{ où la tan

gente rencontre les directrices. 

Des foyers F, F n abaissons sur la tangente les 

perpendiculaires Fp, FpY, elles sont aussi propor

tionnelles aux rayons vecteurs Fc, F t c , donc : 

Les perpendiculaires abaissées d'un foyer sur des 

tangentes, sont entr elles comme les rayons vecteurs 

du point de tangence. 

Les angles dFc, m±Fn^ étant droits, il en ré

sulte que les quatre points d, n\, c, n% forment une 



involution; le point jt>, pied de la perpendicu

laire Fp, est le centre de cette involution, de sorte 

qu'on a : 

Fp**'=pcLpc = pmv pnt) 

trois de ces points d, m 2 , c, nt étant connus, le 

quatrième sera alors déterminé. 

Si l'on prolonge la perpendiculaire Fp jusqu'à 

son intersection en / avec le rayon vecteur F 4 c , 

alors l'angle : 

pcf = picFi = pcF\ 

donc on a : 

pF=pf, 

et : 

cF = c F i ; 

ce qui donne le moyen de mener une tangente en 

un point donné de la courbe. 

On trace les deux rayons vecteurs F c , F 4 c , 011 

prolonge l 'un d'eux d'une longueur égale à l ' au 

tre , on* joint l ' ex t rémi té /a ins i obtenue à l 'autre 



foyer; la tangente sera la perpendiculairepc mené 

du point c sur cette droite fF. 

Si on joint le point p milieu de / F , au centre 

P de la courbe, qui est le milieu de la distance F F t 

entre les foyers, cette longueur Pp sera moitié de : 

F, <?/•== F c + c F = = 2 . A , 

et par conséquent égale au % grand axe A. 11 en 

sera de même de celle Vp{, donc : 

Dans une ellipse, les pieds des perpendiculaires 

abaissées des deux fogers sur les tangentes à la 

courbe, sont tous situés sur une circonférence dé

crite sur le grand axe aa 4 de la courbe comme dia

mètre; il en est de même pour les pieds des obliques 

également inclinées dans le même sens sur les tan

gentes. 

La droite menée du centre de la courbe au pied 

d'une de ces perpendiculaires est parallèle au rayon 

vecteur mené de l'autre foyer au point de tangence. 

Prolongeons les perpendiculaires Fp, F ^ jus

qu'à leurs intersections avec la circonférence d é 

crite sur le grand axe en q et q{, il est évident que 

la figure pp{ qq{ sera un rectangle inscrit à la 

circonférence, dont les côtés opposés pp{, qq{ se-



ront des tangentes à l'ellipse, parallèles aux extré

mités du diamètre cc{ et que les deux autres côtés 

opposés et parallèles passeront toujours par les 

foyers F , Fj ; on voit en outre que le grand axeaa{ 

partagera les deux côtés opposéspq , p{q{ en deux 

parties qui seront telles que Fp = Ylql et F ^ — 

F{p{ ; or les deux droites aa{, pq étant considérées 

comme deux cordes de la circonférence, on a : 

mais : 

donc : 

Fp.FìPì=zW. 

Le produit des perpendiculaires abaissées des 

foyers sur une tangente est égal au carré du demi 

petit axe. 

On peut déduire de la proposition ci-dessus : 

Si dans une circonférence, on a un angle droit 

dont le sommet se meut sur une circonférence et 

dont un des côtés passe toujours par un point in

térieur à la circonférence, le deuxième côté sera 



toujours tangent à une ellipse ayant le point fixe 

pour foyer et pour grand axe le diamètre de la 

circonférence qui passe par ce point. Il y aura né

cessairement un second triangle correspondant à 

une même tangente et dont le deuxième côté passera 

par le second foyer. 

Ce théorème peut servir à décrire une ellipse 

par l'enveloppe de ses tangentes; connaissant le 

grand axe et un foyer. On obtiendra le point de 

tangence d 'une tangente, en menant par le point 

fixe,, ou foyer, une parallèle au diamètre qui joint 

les points d'intersection de la circonférence et des 

côtés de l'angle droit, un de ces points étant le 

pied de la perpendiculaire abaissée du second 

foyer sur la tangente considérée. 

Soient (fig. 49) Fc, F{c les deux rayons vecteurs 

menés des foyers au point de tangence c de la t an

gente cd, menons par le centre P de la courbe une 

parallèle hVh{ à la tangente cd, elle rencontre les 

deux rayons vecteurs Fc, F{c aux points A, h{ + 

Par le foyer F menons Fi parallèle à la tangente 

cdy elle rencontre l 'autre rayon vecteur F{c au 

point i. Les deux triangles hch{ F ci sont isocèles, 

de sorte qu'on a Fk = ih{; mais puisque P est le 

milieu de F F , on a aussi ihi=hlFi et alors : 



Fc + F 4 c=2 .K—ch — F h + chY + F 1A 1 = 2. ch. 

Donc : 

Jî^ms une ellipse, la partie du rayon vecteur mené 

d'un foyer à un point c de tangence, comprise entre 

ce point c et le diamètre h P h j parallèle à la tan

gente, est égale au demi grand axe de la courbe. 

Soient (fig 49), de y dc{ deux tangentes menées 

à une ellipse par un point extérieur d. La droite 

Fd qui joint le foyer F au point d d'intersection 

des deux tangentes, partage en deux parties égales, 

l'angle cFci des rayons vecteurs menés du foyer F 

aux deux points de tangence c et c{; de même F{d 

partage en deux parties égales l'angle cFlcl ; ce qui 

donne le moyen d'obtenir le point de concours des 

tangentes en deux points donnés sur la courbe. 

On a de plus entre les angles : 

gcF=cFd+cdF, gcF^cF^d+cdF^ 

ajoutant : 

gcF + gcF^mO'^icFd+cFJ) 

+ (cdF + cdFi); 

on aurait de même : 

2 0 0 9 = (c, Fd + ck F, d) + (c. tf F + ct tf F4) ; 



mais : 

cFd=ctFd9 ciFid=cFld9 

donc : 

cdF + cdF, =c, dF + c.dF^ 

Retranchant l'angle commun FdFi, il restera : 

cdF = cidFî. 

On en conclut donc : 

Les droites gui joignent le sommet et un angle cir

conscrit à une ellipse, aux deux foyers, forment des 

angles égaux avec les tangentes, et par conséquent 

avec les droites qui divisent en parties égales, Vangle 

ou le supplément de l'angle des deux tangentes. 

La tangente, la normale et les deux rayons vec

teurs menés des foyers h un point quelconque c 

de la courbe, forment un faisceau harmonique de 

quatre droites; toute transversale coupe donc ces 

quatre droites en quatre points formant un rapport 

harmonique entre les segments. 

On peut en tirer plusieurs conséquences; ainsi 

on voit que toute transversale parallèle à une de 

ces quatre droites, est divisée par les trois autres 



en deux segments égaux; ainsi si par le centre P 

de la courbe on mène une parallèle à une tangente, 

la partie de cette parallèle comprise entre les deux 

rayons vecteurs du point de tangence, sera par ta 

gée en deux parties égales par la normale; ou 

bien si par un des foyers on mène une parallèle 

au rayon vecteur mené de l 'autre foyer au point de 

tangence, le segment, sur cette parallèle comprise 

entre la tangente et la normale , sera divisé en 

deux parties égales en ce premier foyer, etc. 

Soit g le point d'intersection d 'une t a n g e n t e ^ 

à la courbe avec le grand axe aa{ et g{ celui de la 

normale cg{ avec ce même axe; puisque les quatre 

droites cg, cg{, c F , cF{ formentun faisceau h a r 

monique, il en résulte que les quatre points g,gl9 

F, Fj forment aussi des segments harmoniques, 

on a donc : 

ou : 

^ F . ^ F . ^ F . ^ F ; 

mais : 

y , F = P F - P ^ , ^ F , = P F + P ^ . 



Donc : 

(gV—PF) (P F + Vgx) = (gV + P F) (P F—V f f i ) ; 

d'où on tire : 

Pour un autre point quelconque de la courbe 

on aurait deux autres points g,gt mais pour les

quels, le produit de leurs distances serait toujours 

égal à P F ? ; à ce caractère on reconnaît que les 

divers couples de points g,g{ pour les divers points 

de la courbe , forment une involution dont les 

points F , Fi sont les points doubles : 

On a donc ce théorème : 

Dans une ellipse, les points et intersection avec le 

grand axe, de la tangente et de la normale aux di

vers points de la courbe, forment une involution, 

dont le centre est le centre même de la courbe, et le 

deux foyers sont les points doubles. 

Ce théorème va nous permettre de résoudre le 

problème de déterminer, à priori, sur le cercle,, 

les points q u i , en perspective , deviennent les 

foyers. 



Reprenons (fig. 50) les dispositions de la figure 35 

qui nous donne le tracé de l'ellipse pour un point 

de vue V. Le théorème dit que la tangente et la 

normale en chaque point de l'ellipse, déterminent 

sur le grand axe une involution dont les foyers 

sont les points doubles; si nous joignons tous les 

points de cette involution avec le point de vue V, 

nous aurons un faisceau en involution, dans lequel 

les droites qui joignent ce point V aux foyers se

ront les rayons doubles; or, un faisceau en invo

lution est coupé par une transversale en des points 

formant sur cette droite une involution, dont les 

points doubles seront de même donnés par l ' in

tersection de cette droite et des rayons doubles du 

faisceau. Le grand axe a'a\ de l'ellipse a pour ho

mologue dans le cercle la droite maPa{ que nous 

avons appris à déterminer au moyen des points m,n, 

ils se trouvent aux points d'intersection delà droite 

TTj avec une demi-circonférence passant par les 

points V et 0", donc le faisceau en involution cou

pera cette droite maPa{ en des points homologues 

à ceux qui sont sur Taxe de l'ellipse, et formeront 

sur cette droite une involution de points, dont les 

points doubles seront les homologues des points 

doubles de l'axe, c'est-à-dire des foyers. Il s'agit 



de construire, a priori, cette involution sur cette 

droite maVai pour avoir les points doubles homo

logues des foyers. 

Si on décrit une série de circonférences ayant 

leur centre sur la droite J J t et passant par le 

point V, chacune d'elle détermine sur cette droite 

deux points n}, qui seront tels que les deux 

systèmes de droites appartenant a la circonférence 

et qui ont ces deux points de concours, devien

dront, dans l'ellipse, deux systèmes de droites p a 

rallèles à Ym} Vn 1 5 donc ces deux systèmes seront 

rectangulaires, ainsi, par exemple, par le p o i n t m } 

menons à la circonférence la tangente m} c, 

joignons son point de tangence c avec le point con

jugué n{, alors les droites homologues de, c'el s e 

ront rectangulaires, l 'une sera la tangente à l ' e l 

lipse et l 'autre la normale, et elles rencontreront le 

grand axe aat de cette courbe en des points g g \ 

qui seront les homologues de ceux g, g} ou les 

deux droites cm^ cni du cercle rencontre la t r ans 

versale maVai homologue de cet axe. On voit 

donc comment on peut obtenir une série de cou

ples de points en involution sur cette droite. Les 

points P et m sont déjà connus ; ils correspondent 

aux points m, n déterminés par la circonférence 



qui passe par les deux points V et 0"; ainsi cette 

involution étant connue par les quatre points g,g{ 

P , m ; on sait déterminer le centre de cette invo

lution et ensuite les points doubles F , F T qui se

ront les homologues cherchés des foyers. 

Nous remarquerons que les segments g gi ; 

P m , etc. , n'empiètent pas les uns sur les autres, 

de sorte que les points doubles sont réels ; mais si 

par la même construction on arali"pris Tin volution 

sur la droite bb{ homologue du petit axe de l ' e l 

lipse, on aurait trouvé des segments empiétant les 

uns sur les autres, de sorte que les deux points 

doubles seraient imaginaires; c'est ce qui peut 

justifier cet énoncé, que l'ellipse a 4 foyers dont 

deux, sur le petit axe, sont imaginaires. 

Cette proposition a été donnée en premier par De

sargues (voir ses ouvrages et un article des A finales 

de Mathématiques, année 1864, page 202, où j 'a i 

cherché à exposer ses démonstrations bien longues). 

(Je m'aperçois, en relisant cet article, p. 216-217, qu'il 

peut induire en erreur ; il doit y être bien entendu que c'est 

la tangente et la normale qui divisent en deux parties égales 

l'angle des rayons vecteurs, et non les rayons vecteurs qui 

divisent en parties égales l'angle droit de la tangente et de 

la normale.) 



POINT DE VUE AU POLI 

Les données étant les mêmes que dans les fig. 45 

et 46, nous supposons que le point de vue Vse trouve 

(fig. 51) au pôle P de la droite J J r 

La construction de l'ellipse, qui sera la perspec

tive du cercle pour cette position du point de vue, 

s'exécutera comme la précédente. Le point Q 

étant déterminé, toute circonférence ayant son 

centre sur la droite J J 4 et qui passera par ce point Q, 

déterminera sur cette droite J J 1 deux points con

jugués m et n;on voit que, puisque le point P se 

confond avec celui V, toute corde du cercle pas 

sant par le point P devient un diamètre de l'ellipse, 

dont ce point P est le centre ; ces diamètres se con

fondront en direction avec les cordes respectives ; 

à une corde passant par le point m, correspondra 

un diamètre passant aussi par ce point et il sera 

conjugué au diamètre passant par le point n con

jugué de celui m. Comme dans le cas examiné pré

cédemment, les points V et Q étant sur une même 

perpendiculaire à la droite J J 4 , il s'en suit que la 

circonférence, dont le centre est sur U{ qui doit 

passer par ces deux points P, Q, se réduit à la per-



pendiculaire 0 Q P r , de sorte que le point r est un 

des points m ou n et l 'autre est sur cette droite à 

l'infini; doit .résulte que la direction d@s deux axes 

de l'ellipse seront, en direction, pour l 'un, la per

pendiculaire 0 Q P r et pour l 'autre, la droite bVb{ 

perpendiculaire à la première; les points a, a{ se

ront donc les homologues de eaux a', a\ extrémités 

d'un des axes, et b, b{ ceux homologues des extré

mités b\ b\ de l 'autre; il sera donc facile de les dé

terminer comme on le voit sur la figure. 

Le rapport des axes sera Or lorsque le point 

de vue était au centre du cercle, rV était plus 

grand que rQ, de sorte que a! a\ était le grand axe 

de la courbe et V b\ le petit, mais, dans le cas ac 

tuel, rVest plus petit que rQ, de sorte que a! a\ est 

le petit axe et b'b\ le grand. 

On peut trouver facilement les grandeurs abso

lues de ces axes. Désignons par D la distance Or 

du centre de la circonférence à la droite J J n et 

pa r r f l a distance qr entre les droites TT 1 et J J P 

Les deux triangles semblables bPr, Obr donnent 



d'où : 

on a ensuite : 

Donc ; 

Rapport des axes. 

Maintenant les deux triangles semblables, ßgr , 

bNr donnent : 

mais : 

donc : 



or les deux triangles semblables bYr, Obr don

nent : 

donc : 

et par suite on a : 

et comme on a : 

on obtient : 

Ainsi on voit que, par des valeurs convenables 

données à D et d, on peut obtenir pour perspec

tive du cercle une ellipse quelconque. 

Entre la circonférence et une quelconque des 

ellipses que Ton peut ainsi obtenir pour sa pe r s -



pectine, il y aurait aussi des relations qu'on ob

tiendrait par les applications des principes élé

mentaires donnés, mais nous ne chercherons pas 

ces résultats qui nous entraîneraient trop loin, et 

qui sont peu importants. 

POINT DE VUE EN UN POINT DE LA COURBE, CERCLE 

OSCULATEÜR. 

Supposons maintenant (fig. 52), que le point de 

vue soit placé en un point quelconque V de la 

circonférence génératrice ; les droites J 3}, T T P 11 

étant les mêmes que dans les cas précédents, la 

perspective du cercle s'obtiendra comme ci-dessus, 

en décrivant la circonférence mQYn qui passe 

par les points Q et V et dont le centre est sur la 

droite J 3} on déterminera les points m et n qui 

serviront à déterminer les axes delà courbe; cette 

courbe sera une ellipse tant que la droite J J f sera 

extérieure à la circonférence, mais, dans le cas 

considéré, cette ellipse passera non-seulement par 

le point V lui-même, mais de plus sera tangente 

à la circonférence, en ce point V; en effet : la tan

gente Yts à la circonférence au point V coupe 

Taxe d'homologie T l \ au point / par lequel doit 



passer la tangente homologue à celle Vf*, et de 

plus elle doit lui être parallèle, donc ces deux 

tangentes se confondent, ainsi l'ellipse et la c i r 

conférence ont, en ce point V, une tangente com

mune , donc elles sont tangentes Tune à l 'autre, 

elles ont, en ce point, deux points communs. Re

marquons que lorsque l'axe d'homologie est, 

comme dans la fig. 52, extérieure à la circonfé

rence, F ellipse est intérieure à la circonférence 

quand cette droite TT } se trouve entre cette courbe 

et la droite J J } et si cette droite T T\ était au-dessus 

de la circonférence, ce serait la circonférence qui 

serait comprise entièrement dans l'ellipse mais 

enfin dans ces deux positions de l'axe T T P la cir

conférence et l'ellipse n'ont de commun que les 

deux points de tangence en V, mais si l'axe d ' h o 

mologie coupait la circonférence en deux points e, ef 

comme cela se voit fig. 53 , il est évident que ces 

deux points seraient communs à l'ellipse et à la 

circonférence, qui auraient ainsi 4 points com

muns, dont deux réunis au point de tangence et 

deux séparés. 

Si l'axe d'homologie, fig. 54, était tangente à la 

circonférence, les deux points e, e} se réuniraient 

en un seul et alors l'ellipse qui doit contenir ces 



deux points, se trouverait tangente à la circonfé

rence en un second point e, elle lui serait donc 

bitangente. 

Si cet axe d'homologie passait par le point V, 

(comme dans la fig. 55 , alors un des points e{ se 

réunirait avec les deux qui sont en V communs 

aux deux courbes, l 'autre point e resterait séparé 

et alors Fellipse aurait en V trois points com

muns avec la circonférence, on dit alors que ces 

deux courbes sont osculatrices réciproques du pre

mier ordre. 

Si enfin, comme dans la fig. 56, Taxe d 'homo-

logie était tangent à la circonférence, au point 

de vue V, alors, en ce point, il y aurait de com

mun entre les deux courbes, non-seulement les 

deux points de tangence, mais aussi les deux 

points e, e„ de sorte que les deux courbes auraient 

en ce point 4 points communs ; elles sont alors 

dites osculatrices du deuxième ordre. 

Si Taxe est comme dans la fig. 56, l'ellipse sera 

intérieur à la circonférence et le point de contact 

sera l'extrémité de son petit axe; si au contraire 

cet axe était comme dans la fig. 57, l'ellipse serait 

extérieure à la circonférence, et serait tangente à 

l'extrémité du grand axe. On voit ainsi que Tel-



lipse ne peut avoir une circonférence osculatrice 

du second ordre, qu'aux extrémités de ces axes. 

Une circonférence et une ellipse ne peuvent 

avoir plus de quatre points communs sans se con

fondre, il n'y a donc pas d'osculation d'un ordre 

plus élevé. 

Une circonférence a une courbure uniforme dans 

tous ses points, de plus cette courbure est en sens 

inverse de son rayon, de sorte qu 'une circonfé

rence est très-propre à déterminer la courbure 

d 'une autre courbe en chacun de ses points ; il 

suffit de déterminer pour chacun de ces points le 

cercle oscillateur, et alors la courbure de la courbe 

sera en chacun de ces points, en raison inverse de ce 

rayon qu'on appelle pour cela le rayon de cour 

bure . 

Nous verrons, ci-après, comment on peut d é 

terminer, en chaque point d 'une ellipse, son rayon 

de courbure, et par conséquent la courbure de la 

courbe. 

Quelle que soit la position de l'axe d'homologie 

TT\ entre les deux courbes perspectives récipro

ques, il y aura entre elles toutes les relations trou

vées : 



Le rapport des axes de l'ellipse sera toujours 

donné par la relation : 

Rapport qui peut, par conséquent, être quelcon

que, on peut donc en conclure : 

Une ellipse et une circonférence tangentes réci

proques sont deux figures perspectives, ayant le 

point de tangence pour point de vue, et dont Faxe 

d'homologie est facile à déterminer\ puisqu'il con

tient les points d'intersection de deux droites homo

logues quelconques. 

Soit cOc{ un diamètre quelconque de la circon

férence et c Y t les points homologues des extré

mités c, ct de ce diamètre on a trouvé que : 

et : 

donc en ajoutant : 

constante. 



C'est-à-dire que : 

Dans cette ellipse et le cercle tangent, la somme 

des rapports des distances du point de tangence aux 

extrémités d'un diamètre quelconque de la circonfé

rence, divisée par sa distance au point homologue de 

l'ellipse, est constante. 

On aurait un théorème analogue pour les som

mets d'un diamètre de l'ellipse. 

La tangente Vis commence à l'ellipse et à la cir

conférence (fig. S3), rencontre l'axe d'homologie 

en un point t, et on a t\%=te.tei; or , on a trouvé 

que, dans une ellipse, le rapport de ¿V2 à te.te{ est 

égal à celui du carré des diamètres parallèles: donc, 

dans le cas actuel, ces deñ t diamètres parallèles 

doivent être égaux. 

De même pour la figure 54, où on a te—tY. 

Étant donné une ellipse, il est facile de déter

miner son rayon de courbure en un point quelcon

que de cette courbe. Soit V, fig. 55, le point donné 

sur cette courbe. On voit que ce point donné est sur 

l'axe d'homologie de l'ellipse et du cercle oscilla

teur cherché; le point Vêtant sur cet axe, il en ré

sulte qu'il e:t à égale distance des droites JJ 4 et I I P 

c'est-à-dire qu'on a h=d. Menons à l'ellipse sa 

tangente au point V, qui rencontre en sets{ ces 



droites JJ, I I , et on a par conséquent Ys=Ys{. 

Si au point V on élève la perpendiculaire VO à 

cette tangente sYsv il est évident que ce sera la nor

male à la courbe, et qu'elle contiendra par consé

quent le centre du cercle de courbure en ce point Y. 

Cette normale Yc\c rencontre l'ellipse en e r et r e n 

contrerait, s'il était connu, le cercle de courbure 

en un point c homologue de celui c; la tangente 

en c à ce cercle serait une parallèle à-celle sYs{1 

puisque ce sont deux tangentes à l'extrémité d'un 

même diamètre; donc, les deux tangentes h o m o 

logues aux points c' et V, à l'ellipse, doivent se 

rencontrer au point sl} sur la droite I I r Ce point s{ 

étant connu portant Ys=Ysl, on aura un point s 

de la droite J J r 

De même, si on joint le point V au centre P de la 

conique, cette droite YPdd rencontrera le cercle 

en d et l'ellipse en un point d! homologue de d; la 

tangente à l'ellipse en d! est parallèle à celle s{Ys 

comme étant deux tangentes aux extrémités d'un 

même diamètre de l'ellipse ; donc les deux tangen

tes homologues au point d et V du cercle se coupe

ront en un point s de la droite J 3{ ; par conséquent 

Yd est la polaire du point s dans le cercle; donc la 

distance connue sY est égale à celle inconnue sd; 



ainsi le point d du cercle est déterminé. Yd étant 

une corde, la perpendiculaire so, aba - i^e du point s 

sur cette corde, passera par le centre O du cercle 

osculateur; ce cercle sera donc déterminé. 

Soient, fig. 55, g g' deux points homologues sur 

le rayon Yg' g{, gq est la distance du point g à la 

droite J J n et g r est celle du point g1 à la droite I I . 

On a donc : 

et : 

or, lorsque le cercle est celui osculateur, on a : 

h—d; multipliant ces deux égalités Tune par l'au

tre, on aura : 

d'où : 

gq.g'r=d\ 

c'est-à-dire pour le cas du cercle osculateur: 



Le produit des distances respectives de deux points 

homologues aux droites U^U^est constant et égal au 

carré de la distance du point Y à l'une de ces droites. 

Si on divise les deux égalités ci-dessus, on aura : 

C'est-à-dire que : 

Le carré du rapport des distances de deux points 

homologues, au point de vue V, est égal au rapport 

des distances respectives de chacun de ces points aux 

droites J J n I I 4 . 

On pourrait encore tirer un grand nombre d'au

tres rapports de cette disposition du point de vue 

sur la circonférence. 

La circonférence donnée (fig. 53) et celle mYn 

sont rectangulaires, c 'est-à-dire qu'au point V 

d'intersection les tangentes V*, VO sont rectangu

laires, l 'une V* est la tangente en V à la circonfé

rence donnée, et VO est tangente en ce même 

point V à la circonférence mYn; il s'ensuit que 

celte tangente V* passe par le centre s de cette 

circonférence mYn, de sorte qu'on a sY~sm, et 

par suite l'angle Yms est égal à celui mYs. De 



même celui Ysn—nYs. Or, Y m Yn sont pa ra l 

lèles aux axes de l'ellipse; donc : 

Dans F ellipse et le cercle tangent, chaque axe fait 

des angles égaux avec la tangente Vs et la corde 

commune ee{ qui est parallèle ¿ m u . 

Étant donnés les deux points ee{ sur une coni

que, on peut alors mener un cercle tangent à cette 

conique. 

Si on donnait le point e{ et le point de content V, 

on déterminerait la corde commune ee{ en menant 

par le point ei donné une droite ee{ faisant, avec le 

grand axe et la tangente en V, deux angles égaux. 

Si le point e (fig. 55) était réuni au point V, on 

déterminerait pareillement la droite ee{, qui coupe

rait l'ellipse en un point ei9 et les trois points e,e{Y 

appartiendraient au cercle osculateur au point V. 

Le point de vue étant toujours en un point quel

conque V (fig. 58) de la circonférence, supposons 

que Taxe d'homologie soit à l'infini; c'est )e cas où 

le plan du tableau est parallèle à celui de la circon

férence, et par conséquent celui où la section par 

ce plan du tableau est toujours une circonférence, 

ou plus généralement sera une figure semblable à 

celle donnée. Dans ce cas, les trois droites que nous 

avons désignées par J J 4 , I I P T T 4 , sont à l'infini et 



par conséquent se confondent, et les trois points 

0 , Q, P sont réunis au point 0 centre du cercle. 

Le sommet du cône perspectif est en un point 

donné de la perpendiculaire élevée au point V m 

plan de la circonférence donnée. Considérons alors 

Je plan vertical dont aOY serait la trace, et rabat

tons ce plan sur celui de la circonférence en le fai

sant tourner autour de cette trace; alors le point V 

viendra en un point quelconque V sur la tangente 

à la circonférence au point V; on peut supposer 

que les droites tti ii soient les traces sur ce plap 

rabattu, du plan du tableau et de celui mené par Je 

point V parallèle à celui de la circonférence; il est 

alors facile de construire la perspective sur ce plan 

du tableau, la perspective de la circonférence don

née. Yaa rencontre la droite tt{ en a , alors l 'hor i 

zontale V a déterminera sur Y a le point a h o m o 

logue de celui a; de même on trouvera pr pour 

l 'homologue de celui P, par conséquent ce sera le 

centre de la courbe, aaY sera un des axes et b'b\ 

sera l 'autre, dont les extrémités b\ b\ seront déter

minées par les rayons Yb'b,Yb{b\, Il est facile de 

voir sur la figure que ces deux axes seront égaux, 

et que, par conséquent, la courbe est un cercle tan

gent au point V à la circonférence donnée. On a r -



riverait au même résultat en examinant ce que d e 

vient l'expression 

qui donne le rapport des axes. 11 est évident qu'elle 

donne l 'unité pour résultat, lorque les points m et n 

sont à l'infini. En faisant varier ensuite la distance 

du plan du tableau à celle de la circonférence don

née, on aura une série de circonférences toutes ho-

mologiques entr'elles et à sa proposée, et ayant au 

point V une tangente commune. Ainsi on peut en 

conclure 

Une série de circonférences ayant en un point une 

tangente commune, seront toutes homologiques entre 

elles, le point de tangence sera le centre d'homologies 

et l'axe d'homologie sera à F infini. 

11 en résulte que si du point V, iig, 58, on mène 

deux rayons Yaa ,Ybb\ les cordes ab, ab' homo

logues seront toutes parallèles. 

Cette observation va nous fournir un autre moyen 

de déterminer le rayon de courbure en un point de 

l'ellipse. Soit fig, 55 une ellipse tracée et un point V 

de cette courbe; soit Yc la normale en ce point V. 

D 'un point 0{ quelconque de cette normale, comme 



centre avec la distance Od V pour rayon, on décrit 

une circonférence qui est par conséquent tangente 

à la tangente s Vs{ ; elle est donc homologique avec 

le cercle osculateur. Par le point V menons deux 

rayons quelconques Yc'Yg' qui coupent cette cir

conférence aux points ci,gi déterminant la corde c{g{ 

qui, d'après l'observation, est parallèle à celle qui 

joindrait les points d'intersection de ces deux droites 

avec le cercle osculateur cherché, cette corde aurait 

pour homologue celle à g1 qui joint les points d ' in

tersection c'g' de ces droites et de l'ellipse; pa r l e 

point V menons la droite Yu parallèle à la corde 

cigi et par conséquent à celle cg inconnue.; les 

droites cg, Yu, étant parallèles, ont pour homolo

gues des droites concourantes en un point de la 

droite I I 4 ; or, une de ces droites homologues est 

clgl u; l 'autre, homologue de celle Yu, est la même 

droite Yu; donc le point u est aussi déterminé; on 

aurait pareillement un second point tel que celui u, 

appartenant à cette droite I I n donc elle est déter

minée; par suite la droite Ye, parallèle à celle I i n 

ira passer par le point e d'intersection du cercle 

osculateur et de l'ellipse; une perpendiculaire éle

vée sur le milieu de la corde Y e passera par le cen

tre o de ce cercle ; il est donc déterminé. 



L'AXE D'HOMOLOGIE TANGENT A LA CIRCONFÉRENCE 

ET LE POINT DE VUE V SUR CET AXE. 

Soit (fig. 59) cette disposition, ou la droite T T ^ 

est tangente au cercle et où le point de vue est en V. 

La droite J J t étant extérieure à l'ellipse, on aura, 

par les mêmes constructions, pour la perspective 

du cercle, une ellipse tangente au point e à l'axe TT 4 

et par conséquent au cercle. 

La circonférence mQvn passant par les points Q 

et V, déterminera, sur la droite T T t qui en est le 

diamètre, les deux points m, n servant à déterminer 

les axes, qui seront donc parallèles à Y m et Yn. 

La courbe étant tracée, on voit qu'elle est t a n 

gente au cercle au point e; mais elle doit être tan

gente au rayon Y a a' au point a' homologue de ce

lui a; donc, après avoir été tangente intérieurement 

à la circonférence, il faut qu'elle la coupe en deux 

autres points. Si l 'un de ces deux points se trouve 

réuni au point de tangence e, le cercle et l'ellipse 

auront donc en ce point trois points communs; el

les seront osculatrices et alors ces deux courbes 

n'ont plus qu 'un autre point commun. 

Lorsque l'ellipse est comme fig. 54 tangente au 



cercle en deux points V et e, on voit que ces deux 

courbes peuvent être perspectives réciproques ou 

homologiques de trois manières différentes : 

I o Le point V est le point de vue, et la tangente et 

est l'axe d'homologie. 

2° Le point e est le point de vue, et la tangente V/ 

est l'axe d'homologie. 

3° Le point t d'intersection des deux tangentes 

est le point de vue, et la corde commune Y e seront 

l'axe d'homologie. 

On voit ainsi qu 'un cercle et une ellipse qui ont 

une tangente commune, sont homologiques généra

lement de deux manières différentes : 1 0 Le point de 

vue est le point de tangence, et l'axe d'homologie 

est déterminé. 2° La tangente commune est l'axe 

d'homologie, et le point de vue est sur cette droite 

äü point où elle est coupée par une 2 e tangente 

commune aux deux courbes. Nous reviendrons sur 

ce sujet. 

PARABOLE. 

Reprenons , sur le plan du dessin considère 

comme horizontal, une circonférence de centre 0 , 

de rayon R. Soit, TTX la trace sur ce même plan, 



de celui du tableau, trace qu'on peut appeler la 

ligne de terre, et que nous désignons sous le noni 

d'axe d'homologie; c'est sur cette droite que se ren

contrent les lignes homologues des deux figures 

perspectives réciproques. Soit V un point quelcon

que de l'espace pris pour point de vue, de sorto 

qu'il doit être regardé comme le sommet d'un cône 

perspectif ayant pour base la circonférence don 

née. 

Par le point de vue V , on mène un plan para l 

lèle à celui du tableau ; il coupe le plan du sol sui

vant une droite J-J4 parallèle à T T 4 , mais nöüs sup

poserons ici que cette trace J J 4 est tangente mm h 

la circonférence donnée; il en résulte que le piatì 

du tableau est parallèle à la génératrice Ynï M 

cône ; qu'ainsi ce plan ne coupera cette généra

trice qu'à l'infini. 

On demande de construire la perspective de là 

circonférence pour cette disposition dö la figure? 

Rabattons les plans T et J, sur celui d e l à Cir

conférence, en les faisant tourner autour de letiW 

traces, de sorte que le point de vue V tombera eà 

un point quelconque V de ce plan et la pe r s 

pective contenue sur le plan T deviendra uïië 

courbe tracée sur le plan de la circonférence don-



née. La trace TTj peut couper, ou non, la circon

férence donnée, dans le cas de la figure, cette 

droite coupant la circonférence aux points c, c{1 

il en résultera nécessairement que ces deux points 

CyC{ appartiendront à toutes les perspectives de 

cette circonférence, pour divers points de vue de 

l'espace. 

Rappelons que cette droite J J 4 est celle qui dans 

le plan du cercle, contient tous Jes points dont 

ceux homologues dans la perspective sont à Tin-

fini. En traçant une droite I I 4 parallèle à celles 

T T , , JJ , et à une distance de TT, égale à celle qui 

sépare le point de vue V et la droite J J N on aura 

la droite qui , dans la perspective, contiendra les 

points homologues de ceux à l'infini dans le plan 

du cercle. 

Pour construire la perspective de la circonfé

rence, nous prendrons sur ii{ deux points de vue 

auxiliaires m, n, nous joignons ces points m et n à 

celui V, nous faisons du point m la perspective de 

tous les points de la circonférence sur la droite 

TT A et par chaque point d'intersection de cette 

droite et d 'un rayon perspectif, nous menons des 

droites parallèles à celles m Y. 

Nous faisons de même la perspective de la c i r -



conférence sur la même droite T T n du point n, et 

par chaque intersection d'un rayon perspectif et 

de cette droite T T 4 , nous menons des parallèles à 

celle ftV, les points d'intersections des droites cor

respondantes, nous donnerons des points de la 

courbe cherchée. 

Remarquons qu'on peut prendre pour ces points 

myn deux points quelconques de la droite J J 4 ; 

mais il est préférable de les prendre conjugués, 

c'est-à-dire tels que la polaire de l 'un passe par 

l 'autre. 

La droite i i{ étant, dans la figure 60, tangente à 

la circonférence, son pôle linéaire P se confond 

avec le point m de tangence; il en est de même du 

pôle circulaire Q 5 de sorte que le point m est alors 

la réunion des points P et Q. La polaire d'un point 

quelconque n de la droite J J d est une droite am 

passant toujours par le point m, quel que soit sur la 

droite J i { la position du point n; d'où résulte que 

deux points conjugués se composeront de ce point 

m commun et d'un point n quelconque de cette 

droite J J , . 

Décrivons sur la droite J J 1 ? comme direction 

d'un diamètre, une circonférence passant par les 

points m et V, elle déterminera sur cette droite J J { 



le point n qui sera conjugué de celui m, mais qui 

sera tel, que les deux droites mV, nY étant rec tan

gulaires, chaque point de la courbe cherchée sera 

déterminé par deux droites rectangulaires pa ra l 

lèles à rnY, nY. Ainsi la droite ma qui est la cordo 

des points de tangence des deux tangentes na, nffî, 

coupe la droite TT 4 au point apa r lequel on mène 

*af parallèle à mY; la droite na coupe cette même 

droite rîrïi au point a 4 ; par ce point a4 on mène 

à{a
r parallèle à nY, elle coupe celle aa' au point 

a' qui sera la perspective du point a de la circon

férence; de plus na étant une tangente en a à la 

circonférence, la droite ^a! sera une tangente à la 

courbe cherchée au point a\ 

Une transversale nbb{ coupant la courbe aux 

deux points b, b{ et la droite TT 4 au point 6', là 

droite &b'b\ parallèle à nY contiendra les pers

pectives b\ b\ des deux points b, b{. La dro i temè 

qui rencontre celle TT 4 en 6 donnera la droite €bf 

parallèle à m Y qui passera pa r l e point b'9 de même 

la droite nêlbl qui rencontre TT 4 en 64 donnera 

celle è{b\ qui déterminera le poini b\ perspeclitë 

de celui bt. La transversale nbb} coupe sa polaire 

ma au point d et les quatre points ¿, d, bv n for

ment un rapport harmonique; les quatre jDôiîlU 



b, d, b¡,n deviendront en perspective les quatre 

points b\ d, b\ et le point à l'infini homologue du 

point n, ces quatre points formant aussi un rap

port harmonique, il faut que le segment b'd soit 

égal à celui d'b\ comme ce résultat aura lieu pour 

toute transversale, telle que celle nbb}, il en r é 

sulte que toutes les cordes telles que b'b\ parallèles 

à nS¡ seront coupées en deux parties égales par la 

droite a a et cela quelle que soit la position du point 

n sur la droite T T t . On en conclut donc que aa est 

un diamètre de la courbe coupant en deux parties 

égales toutes les cordes parallèles à la tangente à 

cette courbe au point d'intersection de cette courbe 

et de ce diamètre. Si le point n est pris tel que 

mV, nV soient rectangulaires, cette droite aaf sera 

le grand axe de la courbe. 

On aperçoit que lorsque le point de vue V est 

donné, quelle que soit la position du point n, la 

droite mY, qui est parallèle à chaque diamètre, est 

toujours la même, d'où résulte donc que tous les 

diamètres de la courbe sont parallèles. 

Lorsque la transversale ci-dessus nbb} prendra 

la direction nm, il est évident que les deux points 

de tangence en m seront en perspective deux points 

à l 'infini; donc la courbe aura un point à l'infini, 



mais, de plus que la tangente en ce point, sera 

aussi à l'infini. 

Nous avons vu que , lorsque la polaire de J i } est 

un point P, la perspective de ce point P devient le 

centre de la courbe; dans le cas actuel, le point P 

se confond avec le point m, donc le centre de la 

courbe est à l'infini, et par conséquent tous les 

diamètres, qui sont des droites, passant par ce cen

tre, sont parallèles. 

La courbe qui résulte de cette construction a 

reçu le nom de parabole; ainsi, on peut dire que : 

La parabole est une ellipse dont le centre est à l'in

fini, et dont, par conséquent, tous les diamètres sont 

parallèles. 

On peut donc déduire les propriétés de la pa ra 

bole de celles de l'ellipse en y introduisant ces 

considérations; ainsi, on voit que toutes celles qui 

ne touchent pas à ces points seront les mêmes ; les 

autres seront plus ou moins modifiées, mais il sera 

toujours facile de les en déduire. On peut aussi les 

tirer directement de la figure 60. 

La parabole qu'on obtient pour la perspective de 

la circonférence variera pour différentes positions 

du point de vue; ainsi, pour le point V (fig. 60) 



nous avons une première parabole, qui est, comme 

on le voit, comprise entre les tangentes menées du 

point V à la circonférence; ces deux courbes sont 

homologiques entre elles, ce point V est le centre 

d'homologie, et l'axe d'homologie est la droite T T r 

Supposons que le point V varie de position dans le 

p lan , mais qu'il reste sur la circonférence mYn 

qui a servi à déterminer le point n, il en résultera 

que l'angle mYn sera droit pour toutes les positions 

du point de vue; qu'ainsi les points a , a T , ß , ß , sur T T , 

seront toujours les mêmes; qu'ainsi les diamètres, 

ou les cordes que ces points servent à déterminer, 

passeront respectivement par ces mêmes points; 

de plus, si pour un point V le point a de la circon

férence donne pour perspective le point a', et que 

pour un autre point de vue V 3 la perspective du 

même point soit a\ par la construction, il en résul

tera que la droite a'a\ sera nécessairement para l 

lèle à celle VV 3 qui joint les deux points de vue; 

d'où résulte, que les deux paraboles, qui sont la 

perspective de cette même circonférence, auront 

leurs points deux à deux homologues sur des droi 

tes parallèles, et que les cordes homologues se 

coupent toujours sur la droite T T t ; donc ces deux 

courbes sont homologiques entre elles pour un 



point de vue à l'infini, et l'axe d'homologie est la 

jnême droite TT\. 

Ainsi on voit que, comme pour les ellipses, les 

différentes paraboles qu'on peut obtenir pour dif

férentes positions du point de vue, sont deux à 

deux homologiques entre elles pour un point de 

vue à l'infini. 

On voit, sur la fig. 60, que si le point V se r a p 

proche de la droite J vers le point n9 la parabole 

s'aplatit; que si ce point V se trouve être sur le 

point n, la parabole sera infiniment aplatie et se 

réduira à une droite double couchée sur la droite 

TT { , commençant au point a et s'étendant indéfi

niment vers la gauche. Si le point de vue est en V 6 

sur la circonférence, la parabole sera tangente en 

ce point à la circonférence, Si le point de vue était 

en Y 5 intérieurement à la circonférence, la para

bole résultante s'ouvre en passant toujours par les 

points c'c{ communs à toutes ces courbes. Enfin, 

quand le point de vue tombe en m, la parabole 

s'ouvre tout à fait et se réduit à une simple droite 

couchée sur TT f et s'étendant dans les deux sens, 

et le point a doit être considéré comme le sommet 

de cette courbe. Pour le point V 3, situé de l 'autre 

c0té de JJj, on obtiendrait pareillement d'antres 



paraboles, mais qui tourneraient leur convexité 

vers cette droite. Enfin, il est évident que tous les 

sommets ar de toutes ces courbes seront sur une 

môme circonférence. 

Si le point de vue, en variant, reste sur la c ir

conférence mYn, on voit que Taxe d'une des cour

bes sera conjugué avec l'axe d'une autre; il n 'en 

serait pas de même si le point de vue sortait de 

cette circonférence; à un axe dans l 'une correspon

drait un diamètre dans l 'autre, mais qui ne serait 

plus l'axe de la courbe. 

Par suite, le point V étant toujours sur la c i r 

conférence mYn, l'angle d'un diamètre et de ses 

cordes conjuguées ne sera pas le même dans les 

deux courbes. 

Remarquons que l'angle d 'un diamètre et de ses 

cordes conjuguées étant égal à l'angle mYn, n étant 

dans une position quelconque sur J J T , il en résulte 

que cet angle peut, pour une parabole, avoir toutes 

les valeurs possibles, ce qui n'a pas lieu pour l 'e l 

lipse. 

En résumant , nous pouvons conclure que la 

perspective d'une circonférence sera une parabole 

plus ou moins aplatie, plus ou moins ouverte, et 



peut, à la limite, être une droite double à partir 

d'un point, ou une droite simple. 

Que deux de ces paraboles sont homologiques 

entr'elles pour un point de vue à l'infini. 

Que, puisque parmi ces paraboles il y a une 

droite double et une droite simple, on peut en 

conclure que cette droite double ou simple est 

homologique avec une quelconque des autres pa

raboles ; qu'ainsi on doit pouvoir construire une 

parabole au moyen de la droite simple ou de la 

droite double. Ainsi, fig. 60, on voit que le point 

ß r d'intersection de la transversale nbbvwec la pa

rabole infiniment aplatie a, ß ' , correspond aux deux 

points brb{ de la parabole construite pour le point V, 

tandis que le point ß , qui est l'intersection du rayon 

perspectif mb avec la parabole infiniment ouverte 

cac, correspond à un seul point b, etc. 

Les diamètres de la parabole étant infiniment 

grands, il n'y a pas lieu de déterminer les rapports 

de leurs grandeurs; mais on peut avoir le rapport 

entre la longueur d 'une corde et celle comprise 

sur le diamètre conjugué entre cette corde et l 'ex

trémité du diamètre; ainsi, fig. 60 , on demande 

le rapport qui existe, par exemple, entre la demi-



corde h' det la distance ad? Les triangles sembla

bles ,<5'ßßf a'da! mYn donnent : 

et : 

Donc, en divisant Tune par l 'autre, on a 

et cela, quel que soit le diamètre considéré. 

Si on considère deux paraboles obtenues pour 

deux points de vue différents V et V p on voit que 

les segments a ß a*ß ' sont communs, et qu'ainsi le 

rapport entre une corde et sa distance au sommet 

coulée sur le diamètre conjugué, sera au même 

rapport, dans une seconde courbe, comme : 

Des propriétés de l'ellipse, on peut en déduire 

facilement celles de la parabole; ainsi, par exe m -



pie, nous avons démontré que dans l'ellipse, deux 

cordes quelconques se coupent mutuellement en 

deux parties, dont le rapport des produits est égal à 

celui du carré des diamètres respectivement paral

lèles; dans la parabole, les diamètres sont infini

ment grands; on ne peut donc pas comparer lë 

rapport ci-dessus à celui du carré des diamètres; 

il n 'en résulte pas moins que pour la parabole on a 

ce théorème : 

Deux cordes quelconques se coupent mutuellement 

en deux parties dont le rapport des produits est cons

tant pour tous les systèmes de deux cordes respecti

vement parallèles aux deux premières. 

Si une des premières cordes est parallèle à un 

diamètre, un des segments est infini; mais, dans 

l 'autre produit, il y aura de même un segment i n 

fini; le rapport de ces deux quantités infinies d is

paraîtra ; on aura donc ce théorème : 

Dans une parabole, si une corde quelconque est 

coupée en deux parties par un diamètre, le produit 

des deux segments de la corde, divisé par le segment 

du diamètre compris entre la corde et la courbe, est 

constant pour une autre corde et un autre diamètre 

respectivement parallèles aux premiers. 

Si la corde est conjuguée au diamètre, c 'est-à-



dire parallèle à la tangente à la courbe à son extré

mité, alors le diamètre partage la corde en deux 

parties égales; il en est de même pour toute corde 

parallèle à la première. Donc, si on appelle y la 

demi-corde et x la distance de cette corde au som

met de la courbe situé sur ce diamètre, on aura : 

constante; 

Cette constante se désigne ordinairement par p, 

de sorte qu'on a if =px, qui est ce qu'on appelle 

l'équation de la parabole rapportée à un diamètre. 

Le rapport des produits des segments de deux 

cordes a également lieu, lorsqueie point d'intersec

tion des deux cordes est extérieur à la courbe; il 

en résulte : 

Bans une parabole, si par un point extérieur d la 

courbe on mène deux transversales, le produit des 

distances de ce point aux deux points d'intersection 

de l'une des transversales, divisé par le produit des 

distances du même point aux deux points d'intersec

tion de l'autre transversale, est constant pour le rap

port des produits pareils, pour deux autres transver

sales parallèles aux deux premières. 

Une des transversales peut se trouver parallèle à-



un diamètre, auquel cas il y aura une seconde 

transversale aussi parallèle ; alors le résultat se 

modifiera comme ci-dessus. 

On voit pareillement, que les deux premières 

cordes peuvent être des tangentes à la courbe, ou 

Tune tangente et l 'autre sécante. 

11 est d'autres propriétés de la parabole qui sont 

évidentes sur la figure; ainsi, par exemple, soit n 

un point quelconque de la droite J J n sa polaire 

dans le cercle sera une droite mdaf qui passe par 

le point m, et la perspective de cette corde sera un 

diamètre fad\ Si on mène, par ce point n, une 

transversale quelconque nbb}d coupant la circon

férence aux points b, bv les tangentes fb, fb} à cette 

circonférence, en ces points b et bv iront se r e n 

contrer en un point f de la polaire mdaf du 

point n; la polaire de ce point / s e r a donc la droite 

bdb{n passant par le point d'où résulte que les 

quatre points / , a, d,m forment une division ha r 

monique sur cette polaire fadm; et par consé

quent que les -quatre points homologues f, a, d\ 

et le point à l'infini qui est l 'homologue de celui m, 

forment aussi sur le diamètre fad' une division 

harmonique dont un des points est à l'infini ; donc 

il en résulte que a,d' = áf. Le point f est Tinter-



section du diamètre et des deux tangentes à la pa 

rabole aux points h' et h\ \ cï f est ce qu'on appelle 

la sous-tangente des points h\ b}; ainsi on a ce théo

rème : 

Dans une parabole, la sous-tangente est divisée en 

deux parties égales par le point d'intersection de la 

courbe et du diamètre conjugué à la corde b'b\. 

11 en résulte une méthode très-simple de mener 

une tangente à une parabole en un point h donné. 

On trace la corde b'b\ quelconque, puis une se

conde corde parallèle, la droite qui joindra le milieu 

de ces deux cordes sera leur diamètre conjugué cou

pant la courbe en un point a\ portant df=d(i 

on aura le point / ' q u i , joint au point b', sera la tan

gente cherchée. 

Si par le point f on mène une transversale quel

conque coupant la parabole en deux points, et que 

par ces deux points on mène deux cordes parallèles 

et conjuguées du diamètre fa' coupant la courbe 

en deux autres points, la droite qui les joindra ira 

passer par ce point 

Le point de vue V restant fixe (fig. 61), suppo

sons une suite de circonférences tangentes, au 

point m, à la droite J J P ; elles seront ainsi tangen

tes entr'elles en ce point. Toutes ces circonféren-



ces seront perspectives l 'une de l 'autre pour le 

point de vue m , et l'axe d'homologie sera une 

droite à l'infini ; en effet, menons un rayon 

rnbb^b^... puisque bf est perpendiculaire à mb, 

on voit que les distances mb, mb^, mb9... sont 

proportionnelles aux diamètres respectifs des cir

conférences, el par conséquent à leurs rayons, 

d'où il suit que les rayons ob, ob}, ob%... qui jo i - -

gnent ces points b, ô n à leur centre respectif 

sont tous parallèles, et qu'ainsi toutes les tangen

tes à ces points b, bl9 ¿ 2 . . . sont parallèles et se 

rencontrent à l'infini. 

Maintenant faisons la perspective de toutes ces 

circonférences pour le point V avec TT P pour axe 

d'homologie. La droite Uy menée à une distance 

de TT, égale à celle du point V à J J } est la droite 

qui contient les points homologues de ceux à l ' in 

fini dans le plan de ces circonférences, tandis que 

la droite J J f dans le plan du cercle, représente 

tous les points qui sont à l'infini dans le plan des 

paraboles. 11 en résulte donc : 

1° Les perspectives des différents cercles seront 

des paraboles ayant toutes une tangente commune 

à l'infini, tangente qui sera elle-même la pefspec-



tive du cercle de rayon infiniment grand, c'est-

à-dire, par conséquent, de la droite J J r 

2° Parpii ces paraboles, il y aura aussi un point 

à l'infini sur la tangente ci-dessus et qui r e p r é s e l e 

la perspective de la circonférence de rayon in fin j -

pient petit, se réduisant au point m, 

3° Toutes ces paraboles auront leurs divers dia^ 

mètres parallèles à la même droite mV, les cordes 

conjuguées à ces diamètres seront toutes respecti

vement parallèles. 

4° Toutes ces paraboles seront ainsi perspecti

ves réciproques pour un point de vue à Fintini, la 

direction 'd'homologie sera la droite mV et l'axe 

d'homologie une tangente commune à l'infini. 

5° La droite db'b\b\..<, qui est la perspective 

de la transversale quelconque mbb^b^... menée 

P£T le point m, rencontre la droite 11, au point $ et 

lepf courbes aux points successifs b\ b\, b\, etc. , et 

le§ distances db\ db\, db\... sont inversement 

proportionnelles aux rayons des cercles généra^ 

leurs. 

Ainsi soient h\ h\ les perspectives des points3,3%, 

Dans le plan des circonférences les quatre point? 

m, Z>2, h et celui à l'infini forment un rapport an-



harmonique qui se réduit au rapport ; les q u a 

tre points homologues sont l'infini correspon

dant; au point m1 puis b\,b' correspondants aux 

points h^y b et enfin le point d qui est l 'homologue 

de celui à l'infini ; de sorte que le rapport anhar -

monique de ces quatre derniers, qui doit être égal 

à celui des quatre homologues, se réduit au r a p 

port 

donc on a : 

et comme : 

mb%, mb sont proportionnelles aux rayons des 

cercles, il en résulte que de même le rapport i n 

verse est proportionnel à ces mêmes rayons. 
— * 

6° Il résulte de la proposition précédente que la 

surface comprise entre les deux parallèles db\ ea', 

la droite de et la première parabole qui passe par 

les points b\ a!, est à celles comprises entre les 

droites db\, da2, de et la troisième courbe qui 

passe par les points b\, a\, sont inversement 

proportionnelles aux rayons des cercles généra

teurs, et de même pour les autres. 



11 est à remarquer que tous les diamètres de 

ces paraboles sont parallèles, mais ne tombent pas 

Fune sur l 'autre ; ainsi l'axe de la première est aa' , 

tandis que celui des autres serait v^a\ etc. 

Dû FOYER ET DE LÀ DIRECTRICE DANS LA PARABOLE. 

Nous allons, comme pour l'ellipse, placer le 

point de vue V dans diverses positions importan

tes. Commençons par le placer au centre O du 

cercle; nous avons vu que pour l'ellipse, ce point O 

devient le foyer de la courbe; il en sera de même 

pour la parabole, et on pourrait déduire toutes 

les propriétés de ce point dans la parabole de 

celles du foyer dans l 'ellipse; nous préférons les 

déduire directement de la figure. 

Les données étant les mêmes fig. 62 que dans 

la fig. 60, à l'exception que le point V est en O au 

centre du cercle ; il en résultera que le point con

jugué à celui de tangence m et qui doit donner le 

grand axe de la courbe, se trouve à l'infini, puisqu'il 

doit être à l'intersection de la droite J J T et de la 

demi-circonférence passant par les points m et V 

qui sont sur une même perpendiculaire à cette 

droite J J 1 ? de sorte que cette verticale Vm sera la 
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direction du grand axe; pour tracer la courbe par 

pqints, nous prendrons un point arbitraire n q i | | 

sera conjugué de celui de tangence, mais relâche

ment à un autre diamètre de la courbe. 

Les deux droites mY, nY, ou mO, nO seront 

celles qui vont nous servir pour la construction. 

Il est évident que le point a sur la verticale mYa 

cjpit être l 'homologue du sommet de la courbe. La 

drpite m rencontre l'axe d'homologie T T f en 

point a par lequel, menant aa' parallèle à nO, le 

point a d'intersection de cette droite et de la ver 

ticale mYa sera le sommet de la courbe ; pour avoir 

d'autres points, traçons une transversale que l 

conque nbb} rencontrant la circonférence aux 

points b et bx et l'axe TT, en &, par ce point S' on 

mène &b'b\ parallèle à nO. On trace ensuite les 

rayons mbê, mb}ë} qui rencontrent Taxe T T t en 

I , ê P ; par ces deux points on mène les vertica

les %b', S}b\ ou parallèles h mY et les points F, 1^ 

d'intersections respectifs de ces deux systèmes d$ 

parallèles détermineront les points br, b\ de la 

courbe, et de même pour les autres; la courbe 

sera donc déterminée, elle passera en outre par 

les deux points c, c} d'intersection de la circonfé

rence et de l'axe T T f d'bonciolpgie. 



En faisant varier cet axe TT T parallèlement à 

lui-même, on voit les diverses courbes que l'on 

peut obtenir par la même construction; on re

marquera que tant que Faxe d'homologie sera a u -

dessus du point m , coupant ainsi la circonférence, 

la parabole s'aplatit, son sommet est toujours au-

dessus du point 0 , et lorsqu'enfin l'axe TT\ se 

confond avec la droite J J T alors la courbe devient 

une droite double représentant une parabole, 

ayant son sommet et son foyer au point central 0 

et s'étendant à l'infini en dessous de la droite J J r 

Si l'axe d'homologie était au-dessous de J J f alors 

la parabole change son ouverture, qui devient en 

dessus comme on le voit sur la figure, conservant 

cependant toujours le même foyer 0 . Si l'axe d'ho-

piologie T T t s'élève au-dessus du point central 0 , 

la parabole qu'on obtient, ayant son ouverture 

tournée pn bas, s'ouvre de plus en plus à mesure 

que cette droite T T } s'élève, et enfin si on la s u p 

pose à l'infini, la courbe deviendra une droite 

simple représentant une parabole infiniment ou

verte. 

Ainsi on peut avoir par cette construction, une 

infinité de paraboles ayant toutes un foyer com

mun . 



Or, d'après la construction, il résulte que dans 

toutes ces courbes, les directions des diamètres et 

de leurs cordes respectivement conjuguées seront 

toutes parallèles, puisqu'elles le seront à m V, nY 

quelle que soit la position du point n; de plus il est 

évident que les longueurs respectives de ces cor

des seront toules proportionnelles, puisque leurs 

grandeurs dépendent de segments proportionnels 

déterminés sur une suite d'axes d'homologie pa

rallèles; on peut donc en conclure : 

Tontes les paraboles sont des figures semblables 

et dans la fig. 6 1 , semblablement placées. 

Remarquons que la droite nO partage le dia

mètre ma de la circonférence en deux parties 

égales au point 0 , or la droite aar qui détermine 

le sommet ar delà courbe, est parallèle à celle nO; 

de plus les triangles ö a , a , áa T a sont semblables à 

ceux an m, Onm, donc on a aussi a'a = a'a, c'est-

à-dire : 

Dans une parabole, une circonférence ayant son 

centre 0 au foyer de la courbe, coupe le grand axe 

en un point a, et la parabole en deux points c, c} et 

le sommet a' de cette courbe partage en deux par ties 

égales la distance a a entre le point a et ïaxe d'ho

mologie. 



Ce théorème donne le moyen de déterminer de 

suite ce foyer; lorsqu'on connaît le grand axe de la 

courbe, on prend une corde quelconque cc} pour 

axe d'homologie, on porte la distance da de a! en #, 

le centre delà circonférence qui passe par les trois 

p o i n t s c , c x , a sera ce foyer : 

Revenons aux propriétés du foyer de la parabole 

que nous pourrions déduire, comme nous l'avons 

dit, de celles de l'ellipse. 

Soitfig. 63 , une des paraboles construites fig. 62, 

sur laquelle est tracée les trois droites J J p T l \ , I I r 

Rappelons que nous avons désigné par /¿la hau

teur du point de vue au-dessus du plan de la cir

conférence qui est, sur la figure, égale à Vm, c'est-

à-dire au rayon R de la circonférence, que nous 

avons désigné par d la distance ení re les droites 

TTj et J J T , et qu'il en résulte que la distance en

tre II et T T } est ainsi égale à h. 

Soient maintenant d et d! deux points homolo

gues se trouvant par conséquent sur un rayon 

respectif Nd d. D'après le théorème 2 des princi

pes de perspective, on a pour le point désigné par 

V, ou F : 



ou : 

mais puisque le point F e s t le centre 0 de la cir

conférence, on a donc toujours Fd=J{ = k, d e l à 

2 e relation; on en tire donc : 

On a donc : 

Dans une parabole, la distance dun point de la 

courbe au point F qu'on appelle son foyer, est égale 

à la distance de ce même point à la droite 11, qui 

prend alors le nom de sa directrice. 

Dans la parabole, il n 'y a nécessairement qu 'un 

foyer, ou le 2 e serait à l'infini. 

Si le point d était celui a, auquel cas celui d 

serait a', on aura : 

a'F=a'a, 

C'est-à-dire que : 

Le sommet de la parabole est d moitié entre la 

distance du foyer d la directrice. 



Puisque pour la parabole on a toujours Yd'=d,k 

et que la distance kg entre les droites I I , TT, est 

égal à Ym = om = R = Yd, il en résulte dd=d'gi 

c'est-à-dire : 

Dans une parabole, la distance dun point quel

conque de la courbe à Faxe d'homologie est égal à la 

distance d 'd de ce point à la circonférence, distance 

comptée sur le rayon perspectif Y à! d. 

Puisqu'on a d'd = d'g et d! k = d!F et que 

dF = Fm=R, il en résulte que les points d,g,m, 

sont en ligne droite parallèle à celie F k, et que la 

perpendiculaire abaissée du point d sur dm sera la 

tangente à là courbe en ce point d\ elle ira par 

conséquent rencontrer l'axe d'homologie TT, au 

même point que la tangente en d à la circonfé-^ 

rence. 

Prenons le rayon perspectif YbV parallèle à 

l'axe TT, , alors on aura évidemment Yb' égal à 

Ys, mais Ys = qs — qY et qs = Y m == R, donc 

Ys = qm = d. La corde b'b\ qui passe par le foyer 

s'appelle souvent le paramètre de la courbe. 

Ainsi : 

Dans une parabole, le demi-paramètre est égal à 

la distance d comprise entre les droites TT, et J J , . 

Dans la fig. 62, toutes les paraboles qu'on peut 



construire en faisant varier la distance entre ces 

deux droites TTj et JJj ont donc même foyer et 

diffèrent par la grandeur du demi-paramètre qui 

est égal à la distance entre ces deux droites. 

La droite I I { contient la perspective de tous les 

points du plan de la circonférence qui sont à l ' i n 

fini, or les tangentes aux extrémités d'un même 

diamètre de la circonférence, donc les tangentes 

homologues à la parabole auront leur point de 

concours sur cette droite I I n donc le point F est le 

pôle de I I n ou lll est la polaire de ce point F . 

Dans une parabole, la directrice est la polaire du 

foyer ; toute transversale menée par ce foyer coupe 

la courbe en deux points, lesquels, avec ce point 

et celui d'intersection de la transversale et de la di

rectrice, forment un rapport harmonique. 

Soit dd¡ un diamètre quelconque du cercle, les 

tangentes en det d} à cette circonférence sont pa

rallèles, alors les tangentes d'f, d\fh la parabole, 

aux deux points homologues d'd\ auront leur point 

de concours / s u r la droite \ \ { . Une perpendicu

laire F / é l evée au point F au diamètre cld{ sera 

donc parallèle aux tangentes à ses extrémités, donc 

son homologue dans la parabole aura le même 



point de concours / et passera par le point F , donc 

elle restera perpendiculaire au diamètre dd{. 

Alors : 

Si de chaque point de la directrice on mène deux 

tangentes à la parabole, la corde de contact passera 

par le foyer de la courbe et la droite qui joint le 

point de la directrice au foyer sera perpendiculaire 

à la corde de contact. 

Dos points de tangence d\ d} abaissons sur la 

droite \ \ { les perpendiculaires d'k, d\k^oii aura 

par conséquent d'F — d'k, d\F=d\kv d'où ré

sulte que les deux triangles rectangles d fk, d\fF 

sont égaux, ainsi que les deux triangles d\fk^ 

d\fF et par suite Tangle kfd'—d'fF et celui 

kdrf=fdfF; de même Tangle k,fd\=zd\fF et 

celui k}d\f=.fd\F, de sorte que une circonfé

rence décrite sur d'f comme diamètre passerait 

par les points F et k, et de même pour le quadr i 

latère k}/F dy De ces considérations on peut en 

tirer diverses conséquences. 

Ainsi on a, entre les 4 angles de sommet / 

k fd+ k{ f d\=dr/F + d\ / F = 100°. 

Donc : 



Si par un point de la directrice dune parabole on 

lui mène deux tangentes, elles seront rectangulaires. 

La tangente d'f partage en deux parties égales 

l'angle formé par le rayon fF et la droite \ \ v 

L'angle du rayon vecteur mené au point de tán

geme est égal à celui que fait la tangente avec une 

parallèle à Faxe; cette parallèle représente, comme 

on le voit, le second rayon vecteur dans l'el

lipse. 

Les deux diagonales d1 f, F k sont rectangulaires 

et comme o r = r k, il s'en suit qu'on a 

Fr2—rf. rdf; 

c'est-à dire : 

La perpendiculaire abaissée du foyer sur une tan

gente divise la partie de cette tangente comprise 

entre le point de tangence et la directrice, en deux 

parties dont le produit est égal au carré de cette 

perpendiculaire. 

Puisque fF est perpendiculaire à la corde drd\ 

et que l'angle drfd\ est droit, il s'en suit qu'on a 

F / 4 = F¿/\F<f n 



et 

df/:dr/.2 = Fdf:Fd\; 

c'est-à-dire : 

Le foyer divise toute corde telle que d'd'j en deux 

parties dont le produit est égal au carré de la partie 

f F de la perpendiculaire élevée en ce point ¥ àia 

corde, comprise entre ce point et la directrice. 

Les longueurs f d ' , f d r

? des deux tangentes menées 

d'un point de la directrice sont proportionnelles aum 

racines carrées des deux segments F d ' , F d ' T delà 

corde de contact. 

Le pied r de la perpendiculaire Fr sur la t a n 

gente est la moitié de Fk; de même r est le milieu 

de FAp de plus le sommet ar de la courbe est le 

milieu de F s, donc la droite r a V sera parallèle à 

la directrice l l r 

Ainsi on a ce théorème : 

Dans la parabole, tous les pieds des perpendicu* 

laires abaissées du foyer sur les tangentes à la courbe, 

sont sur ime même droite parallèle d la directrice et 

passant par le sommet de la courbe. 

Cette droite est ce que devient, dans l'ellipse, le 

cercle décrit sur le grand axe de la courbe comme 



diamètre, et qui contient le pied de toutes les per 

pendiculaires abaissées des foyers sur les tangen

tes, lorsque dans l'ellipse on suppose un des foyers 

à l'infini. 

Le quadrilatère frFr' étant un rectangle, les 

deux diagonales se coupent chacune en deux p a r 

ties égales; ainsi on aura ir=iri} i¥=if; et 

comme l'angle ror{ est droit, il en résulte qu'on a 

a¥*=ar.ari. Ainsi : 

Si d'un point de la directrice on mène deux tan

gentes à la parábale: I o Ces deux droites seront rectan

gulaires. 2° Elles couperont la parallèle à la direc

trice menée par le sommet de la courbe aux deux 

points r , r f qui sont les pieds des perpendiculaires 

abaissées du foyer sur ces deux tangentes: 3° La 

droite qui joint le point de la directrice au foyer est 

perpendiculaire à la corde de contact et divise en 

deux parties égales la partie r r 4 de cette parallèle à 

la directrice comprise entre les deux tangentes. 

4° Le sommet de la courbe partage cette même 

partie vv{ en deux segments dont le produit est 

constant et égal au carré de la distance du sommet 

de la courbe au foyer, ou à la directrice. 

Au lieu de mener deux tangentes à la parabole 

d'un point / de la directrice, supposons que les 



deux tangentes hd' et hd soient menées d'un point h 

quelconque, mais extérieur à la parabole, soit hF 

la droite qui joint ce point h au foyer F ; en consi

dérant la parabole comme une ellipse dont le s e 

cond foyer est à l'infini, on aura donc pour le 

foyer F , angle hFd—hFd. 

Les deux tangentes hd/n hd, menées du point h 

à la parabole, rencontrent la parallèle à la d i rec

trice menée par le sommet a! en deux points rn et r ; 

une troisième tangente à la courbe comprendra 

entre ces deux tangentes un segment qui sera vu 

du foyer sous un angle constant, qui par consé

quent est égal à celui ru Fr sous-tendu par la corde rttr 

qui est aussi une de ces tangentes. 

Les deux points rtt et r sont les pieds des perpen

diculaires abaissées du foyer sur les deux tangen

tes hdn, hd ; donc, l'angle ruFr est supplément de 

celui des deux tangentes. 

Une circonférence décrite sur la distance hF 

passera par ces deux points rÄ, r . Elle coupera donc 

la droite rtlar en ces deux points, ce qui donne un 

moyen de mener les deux tangentes à une parabole 

par un point extérieur. 

Il résulte de là que si le point h est sur la direc

trice, l'angle sous lequel on voit du foyer la partie 



d'une tangente interceptée entre les deux tangen

tes menées de ce point, est toujours droit. 

Des considérations développées plus h a u t , il 

résulte divers moyens de mener une tangente à un 

point donné d'une parabole. 

La normale en un point d 'une parabole étant la 

perpendiculaire à la tangente, elle divise en deux 

parties égales l'angle du rayon vecteur au point de 

tangence et du diamètre qui passe par ce point et 

qui représente le second rayon vecteur; il en r é 

sulte que ce diamètre, le rayon vecteur, la tangente 

et la normale forment un faisceau harmonique; 

tous les diamètres étant parallèles à une des quatre 

droites de ce faisceau, il s 'ensuit, fig. 6 2 , que 

Ft==Ftt; ainsi : 

1° Dans une parabole, le foyer divise en deux 

parties égales la distance comprise entre les points 

d'intersection du grand axe et de la tangente et de 

la normale. 

2° La partie d'un diamètre quelconque comprise 

entre une tangente et une normale en un point de la 

parabole, est divisée en deux parties égales par k 

rayon vecteur du point de tangence. 

Si par le foyer on mène une droite Fuu} para l 

lèle à une tangente quelconque fd„ elle reneon-



trera le diamèt re du point de tangence en un point u{, 

et la normale au point u, et on aura alors uu^uF, 

donc d}F=d}uv or d^F—d^k^ donc d^Uy^-d^k; 

ainsi, le point de tangence d} est le milieu de la dis

tance entre la directrice et le point où le diamètre 

du point de tangence est rencontrée par une parai* 

lèle à la tangente, menée du foyer. 

H en résulte que pour mener au point d% une 

tangente à la courbe, il suffit, sur le diamètre de ce 

point, de porter dìuì~dk1 joindre le point &f au 

foyer, et de mener, par le point d donné, une paral

lèle à cette droite ; ce sera la tangente cherchée^ 

POINT DE VUE SUR LÀ COURBE, RAYON DE COURBURE. 

Plaçons le point de vue en un point V de la 

courbe, fig. 64, il est évident que, comme pour 

l'ellipse, la tangente à la circonférence en ce point, 

sera aussi la tangente à la parabole; les deux cour

bes ayant en ce point une tangente commune, sont 

donc tangentes entr'elles. 

Cette tangente sera un axe d'homologie de ces 

deux courbes, le point de vue étant à l'infini et la 

direction d'homologie étant celle des diamètres. 

Il existe généralement un autre axe d 'homo

logie JJj qui est donné, de sorte que la parabole 



doit passer par les deux points c, c, d'intersection 

de cette droite et de la circonférence; ces deux 

points peuvent être imaginaires, et toutes les para

boles qu'on peut construire alors pour ce même 

point de vue seront toutes tangentes à cette tan

gente Vs. 

Les deux tangentes sm, sY font des angles égaux 

avec la corde mY de tangence, or mY est parallèle 

aux divers diamètres de la parabole, sm est paral

lèle à Taxe d'homologie T T 1 ? et sY est le second 

axe d'homologie ; on voit ici que, comme dans l 'el

lipse, 

La direction des diamètres dans une parabole fait 

des les égaux avec les deux axes d'homologie. 

Entre la circonférence et la parabole ainsi pla

cées, on trouverait des propriétés semblables à cel

es démontrées pour l'ellipse; il n'est donc pas né

cessaire de les exposer de nouveau. 

Supposons maintenant, fig. 65 , que l'axe d'ho

mologie J J t passe par le point V pris sur la courbe, 

1 y aura alors évidemment en Y trois points com

muns entre les deux courbes ; la circonférence sera 

donc osculatrice à la parabole. 

On trouvera facilement, comme pour l'ellipse, 



fig. 5 5 , le centre et le rayon de ce cercle oscula

teur. 

La parabole étant tracée au point donné V sur 

cette courbe, on mène la tangente sYsl et la nor

male Y o qui doit contenir le centre du cercle oscu

lateur en ce point V, on trace le diamètre Y m de la 

courbe qui aboutit à ce point V ; la droite T T 0 me

née par V et faisant avec le diamètre Y m un angle 

égal à celui de ce diamètre et de la tangente, sera 

Taxe d'homologie; cette droite coupe la parabole 

en deux points, l'un c{ qui se confond avec celui V, 

et l'autre en c. Il est évident, alors, que la perpen

diculaire élevée sur le milieu de cette corde ccA 

passera par le centre 0 du cercle osculateur. 

Ou bien encore, comme fig. 55 , du point s où la 

tangente rencontre la droite T T 0 on abaisse $0 

perpendiculaire sur la direction Ym d'un diamè

tre ; cette droite s O passe de même par le centre 0 , 

qui est ^déterminé, puisqu'il doit se trouver aussi 

sur la normale V O . 

Si on suppose maintenant que l'axe d'homolo

gie TTi9 fig. 66, soit tangent au cercle en V, alors 

on voit que la parabole aura en ce point quatre 

points de commun avec la circonférence, c'est-à-



dire qu'alors le cercle sera osculateur du 3 e ordre 

avec la parabole. 

DE L'HYPERBOLE. 

Nous allons maintenant chercher à déterminer 

la courbe qui est la perspective d'une circonfé

rence, dans le cas où la droite J Si coupe cette c i r 

conférence (fig. 67). 

Puisque la droite J J 4 est celle qui contient les 

points homologues de ceux qui sont à l'infini dans 

la perspective, on voit déjà que la courbe résul

tante de la perspective de la circonférence aura 

deux points à l'infini, qui seront les homologues 

de ceux d\ d{ où cette droite J J 4 coupe la circonfé

rence. 

La droite T T 1 ? qui représente la trace du plan 

du tableau sur le plan de la circonférence, et qui 

est parallèle à celle J J 1 ? peut couper ou ne pas cou

per cette circonférence; dans la fig. 67, nous a d 

mettrons qu'elle la coupe en deux points c, cv d'où 

résultera que, quelle que soit la position du point 

de vue V, la perspective de la circonférence passera 

toujours par ces deux points c, c n qui sont leur 

propre perspective. 



Soit maintenant Y un point quelconque du plan, 

pris pour le rabattement du point de vue. 

Pour obtenir la perspective de la circonférence, 

nous emploierons toujours la même méthode que 

pour l'ellipse et pour la parabole, c'est-à-dire que 

nous prendrons sur J J t deux points de vue auxi

liaires m et n, nous joignons le point V à. ces- deux 

points par des droites m Y, n V . Nous joignons e n 

suite un point quelconque a de la circonférence 

avec ces deux points ; par le point iz d'intersection 

de la première droite m a , nous menons ira' paral

lèle à mY; puis, par le point a intersection de la 

seconde droite na, nous menons oca' parallèle à nY 

et le point a' d'intersection de naf

ß m'donnant le 

point a' pour perspective du point a, de sorte que 

les points homologues a, af seront sur le même 

rayon perspectif Y a a\ 

On voit déjà que, si le point a était en d{ ou d, les 

droites ma, na deviendraient celles md, nd para l 

lèles à T T d , et par conséquent ne rencontrant cette 

droite qu'à l'infini, de sorte que l 'homologue du 

point d ou d{ serait à l'infini. 

On voit aussi que si na est une tangente à la c i r 

conférence, son point d'intersection a sera une 

limite des rayons perspectifs menés de ce point n, 



de sorte que la droite &a\t parallèle à n V, sera une 

tangente à la courbe, et à partir de ce point elle 

s'étendra indéfiniment vers la gauche jusqu'aux 

points homologues à ceux d et di qui sont à l'infini. 

De même si nai est l'autre tangente à la circonfé

rence, menée du point n, elle coupera la droite TT^ 

en un point ad qui sera une limite; de sorte que la 

droite oL{a\9 parallèle à n V , sera une seconde tan

gente en a\ à la courbe, qui s'étendra alors, vers la 

droite, à l'infini jusqu'aux mêmes points homolo

gues à ceux d, dt. Il en résulte donc qu'entre ces 

deux tangentes <xa\ oi\a\, il n'y aura pas de points 

delà courbe, tandis qu'au-delà il y aura deux par

ties de courbe séparées, mais qu'on doit regarder 

comme se continuant par l'infini. 

Si aux points d,d{ on mène les tangentes r/P, d{ P 

à la circonférence, ces deux droites se rencontre

ront en un point P qui sera le pôle delà droite ddx, 

de sorte qu'une transversale quelconque P ^ m « , 

menée par le point P, rencontre la circonférence 

en deux points 0, a{, t>t la polaire de ce point P en 

un point m, et les quatre points P, a^m,a forment 

un rapport harmonique ; ainsi on a : 



et cela quelle que soit la transversale menée par le 

point P 4 . 

Si aux deux points a, # i 5 où une de ces transver

sales rencontre la circonférence, on mène les t a n 

gentes na, nai9 elles se rencontreront nécessaire

ment en un point n situé sur la polaire dd{ du 

point P , et de même toute transversale menée par 

le point n sera coupée par la circonférence et par 

cette droite Vaa{, qui est la polaire de ce point n, 

en trois points, lesquels, avec ce point n, formeront 

aussi u n rapport harmonique. Il résulte encore 

que dans tout quadrilatère inscrit dans la circonfé

rence, et dont les points de concours des côtés o p 

posés seront ceux P et n, les diagonales se coupe

ront au point m. Les trois points P, m, n forment 

donc un triangle polaire relativement à la circon

férence, c'est-à-dire un triangle tel, que chaque 

sommet est le pôle du côté opposé; les points m 

et n sont donc conjugués. 

Il y a, comme on le voit, une infinité de deux 

points conjugués m et n situés sur la droite J J t > et 

tous ont pour points homologues sur la courbe des 

points à l'infini. 

D'après cela, prenons pour points de vue auxi

liaires m et w., deux de ces points conjugués. 



La perspective de la droite Va^a, qui rencon

tre celle T T 4 au point TC, sera une droite va'pa^ 

parallèle à m V et passant par le point % ; elle con

tiendra par conséquent les points homologues de 

ceux a, a{, m, P. Ceux a\ a\ sont déjà déterminés, 

l 'homologue du point m sera à l'infini, il ne s'agit 

plus que de déterminer l 'homologue du point P. 

Or, la tangente Pif rencontre la droite TT, au 

point de sorte que la droite $pf, parallèle à 

eelle dN, sera la perspective de la tangente Yd, 

de même celle 8{p' sera la perspective de celle Ydt, 

d'où résulte que le point p' d'intersection de ces 

deux droites sera l'homologue du point P. Remar

quons de plus que ces droites 8pr, 8{p
f sont des 

tangentes à la courbe, aux points homologues à 

ceux d, dt qui sont à l'infini, de sorte que ce sont 

deux tangentes à la courbe à des points à l'infini, 

et qui comprenaient entr'elles, dans deux angles 

opposés par le sommet, la courbe entière divisée 

en deux parties par le point p\ Ces droites ont reçu 

le nom d'asymptotes de la courbe. 

Les quatre points d, p\, a\ et l'infini, qui sont 

les homologues de ceux a, P, a{ et m, doivent for

mer un rapport harmonique, et, comme l 'un de 



ces points est à l'infini, il en résulte que le point p* 

est le milieu du segment a'a\. 

Pour deux autres points conjugués m{) n{, on 

aurait toujours le môme point p' divisant en deux 

parties égales le segment a!a\ formé par les deux 

autres; donc le point p est le centre de la courbe, 

il divise en deux parties égales toute droite t e rmi 

née à la courbe et passant par ce point. 

Ainsi toute transversale, telle que Pajna, qui 

passe par le point P, devient en perspective un 

diamètre de la courbe. Or, comme toute transver

sale menée par n coupe la circonférence et sa p o 

laire en des points qui , avec celui », forment un 

rapport harmonique , et de plus que ce point n 

passe à l'infini dans la perspective, et que toutes 

ces transversales deviennent des parallèles à n V ou 

il s'ensuit que le diamètre correspondant à la 

droite Ya{ma coupe en deux parties égales toutes 

les cordes parallèles à %{p\ 

De même, toute transversale menée par le point m 

rencontrera la courbe en deux points, et la polaire 

de ce point m, qui est la droite Yn} en un point, 

lesquels, avec ce point m, forment un rapport har

monique; et, comme ce point m passe en perspec

tive à l'infini, il en résulte donc que la droite iz{p\ 



qui est la perspective de celle P n ^ , coupera en deux 

parties égales toutes les cordes parallèles au diamè

tre afp'a\. Ces deux droites indéfinies a'p,a,

i et izp' 

sont donc ce qu'on appelle les diamètres conju

gués de cette courbe qui a reçu le nom à'hyperbole. 

L'hyperbole est donc une courbe qui a, comme 

l'ellipse, une infinité de couple de diamètres con

jugués jouissant des mêmes propriétés; ainsi, on 

trouverait pareillement q u e , dans l 'hyperbole, 

deux cordes menées d'un point de la courbe aux 

extrémités d 'un même diamètre sont parallèles à 

deux diamètres conjugués. 

Les tangentes aux extrémités d'un même diamètre 

sont parallèles au diamètre conjugué à ce diamètre. 

L'angle, de deux diamètres conjugués de l'hy

perbole correspondants à deux points conjugués 

m, n, est égal à l'angle m Vw. Or, les quatre points 

d9m, di9n forment toujours un rapport harmoni

que. Lorsque le point m se rapproche du point d-{i 

celui n se rapproche aussi de ce même point; alors 

l'angle des deux diamètres conjugués, égalàmVrc, 

diminue; quand m est en rfn alors n se confond 

aussi avec ce point, de sorte que l'angle des deux 

diamètres conjugués correspondants est nul ; le 

point dK est donc un point double; les deux diamè-



tres se confondent alors avec l'asymptote parallèle 

à Yd{. Lorsque le point m se rapproche du point r 

milieu de dd{i le point n s'éloigne, et enfin il està 

l'infini lorsque m est en r, et l'angle des deux dia

mètres conjugués correspondants est égal à celui 

que fait la droite rY avec l'axe dd{; enfin, quand 

le point m se rapproche de l'autre point d\ le point n 

passe de Tau tre côté de ce point d, avec lequel Use 

confond lorsque ce point m est en ce point d; alors 

l'angle des deux diamètres conjugués augmente 

jusqu'à devenir égal à 200% et ainsi ces deux dia

mètres de nouveau se réunissent avec l'autre 

asymptote. On voit donc que la série des points m, n 

forment sur la droite J J t une involution, dont les 

points dd{ sont les points doubles, et r i e centre de 

cette involution. 

Si, sur dd{ comme diamètre, on décrit une cir

conférence, toute tangente menée à cette circonfé

rence rencontrera la droite 33{ en un point qui, 

pris pour centre d'une circonférence ayant pour 

rayon la distance eutre ce centre et le point de 

tangence, coupera cette droite JJ, en deux des 

points conjugués m9 n; car on a : 

rm.m=rd¿ 



Les quatre droites Yd, Ym, \Td{, Yn forment 

toujours un faisceau harmonique, et,si l'angle mYn 

est droit, alors nécessairement les droites Vm, Yn 

divisent en deux parties égales les angles des dro i 

tes Yd% Yd{; l 'angle des deux diamètres conjugués 

correspondants à ces deux bisectrices est donc 

droit; ainsi : 

Dans toute hyperbole, il y a une série de couples 

de diamètres conjugués formant des angles de 0° à 

200° parmi lesquels il y en a deux de rectangulai

res, qui sont les axes de la courbe. L'un de ces dia?* 

mètres, coupant la courbe en deux points réels et $M 

conjugué, ne la rencontre pas, 

La série des couples de diamètres conjugués for^ 

ment un faisceau en involution, dont les rayons 

doubles sont les asymptotes. 

Dans le cas des axes, l 'angle mYn étant droit, la 

circonférence décrite sur mn comme diamètre 

passe nécessairement par le point V ? et cette c i r 

conférence est orthogonale avec celle décrite sur ddi 

comme diamètre, c'est-à-dire que les tangentes à 

ces deux circonférences, en leurs deux points com* 

muns , sont rectangulaires, 

Si le point de vue V était en V 2 ou V 3 , alors 

^fig. 68) les deux asymptotes sont rectangulaires; 



la courbe résultante prend dans ce cas le nom 

d'hyperbole equilatere. Ainsi : 

Une hyperbole equilatere est celle dont les asymp

tote sont rectangulaires. 

Les deux asymptotes et deux diamètres conju* 

gués quelconques forment toujours un faisceau 

harmonique ; si on le coupe par une transversale 

parallèle à une de ces quatre droites, la conjuguée 

à cette droite partagera en deux parties égales le 

segment formé par les deux autres. Donc : 

Dans une hyperbole, la partie d'une tangente 

comprise entre les deux asymptotes et divisée, au 

point de tangence, en deux parties égales. 

Les parties d'une corde comprises entre la courbe 

elles asymptotes sont égales. 

Les deux tangentes P ^ , Vd{, fig. 67, et celles 

na, na{, forment un quadrilatère circonscrit à la 

courbe aux points a, a{i d, d{1 et les diagonales eet 

et ffi passent par le point m conjugué de celui n; 

A ce quadrilatère correspond un autre quadrila

tère ee\ff\ circonscrit à l 'hyperbole aux points 

homologues a\ a\ et à l'infini qui est l'homologue 

à la fois des points d, d{ ; il en résulte que les deus 

droites f f\ et ee\ seront des droites parallèles au 

diamètre a V 4 ï et que les droites / Y , f {e} devien-



dront les diagonales de ce quadrilatère, tandis que 

les droites fe\, fé, homologues des tangentes 

na}i na seront deux parallèles au diamètre conju

gué à celui a!a\ ; il s'ensuit donc que ce quadrila^-

tère deviendra un parallélogramme, dont les côtés 

seront parallèles et égaux à deux diamètres conju

gués; la partie a'a\ est la longueur de ce diamètre, 

et, quoique le diamètre conjugué ne rencontre pas 

la courbe, on dit que la longueur Vb\y comprise 

entre les deux autres côtés, est celle de ce diametro. 

Si les diamètres conjugués sont rectangulaires, 

ce sont les longueurs des axes de la courbe. 

On voit que ces points b'b\ extrémités du dia

mètre, sont les homologues des points b, b} où les 

deux diagonales ff{, ee} rencontrent la droi teVn 

polaire du point m. 

Etant donnés une hyperbole et deux diamètres, 

on aura les asjmptotes en construisant le paral lé

logramme formé par ces deux diamètres, les d ia 

gonales seront les asymptotes. 

Ou bien, connaissant les asymptotes, on aura, 

par le même parallélogramme, la longueur de ces 

diamètres. 

Si l 'hyperbole est equilatere, auquel cas les 



asymptotes sont rectangulaires, alors le parallélo

gramme sera un losange ; d'où il suit que : 

Dans une hyperbole equilatere, deux diamètres 

conjugués sont toujours égaux. 

Dans l'hyperbole equilatere construite fig. 68 , 

les droites-W,-W 4 parallèles respectives aux asym-

totes sont rectangulaires, donc, comme avec deux 

rayons conjugués quelconques Ym, Yn elles for

ment un rapport harmonique, il en résulte que 

chacune-de ces droites Yd, Yd{ divise en deux par

ties égales les angles des droites Ym,Yn parallèles 

à deux diamètres conjugués. D'où résulte : 

Dans une hyperbole equilatere, deux diamètres 

conjugués font des angles égaux avec un asymptote, 

ou mieux chaque asymptote divise en deux parties 

égales l'angle de deux diamètres conjugués quel

conques. 

Deux diamètres quelconques font entre eux un 

angle égal à celui formé par les deux diamètres con* 

jugues. 

Soit a l'angle de deux diamètres et ß celui de 

deux autres (supposons a > ß); alors est donc 

l'angle de deux diamètres et qui est égal à celui des 

deux autres; il en résulte que 



sont les angles que font les deux derniers d iamè

tres avec un des premiers diamètres, or la somme 

de ces angles est égale à a. Donc : 

Dans une hyperbole equilatere, la somme dm 

angles que font deux diamètres conjugués aveu un 

troisième diamètre est égale à ïangle que fait ce 

troisième diamètre avec son conjugué. Les angles 

étant coulés dans le même sens ; s'ils étaient con* 

sidérés tournant en sens opposés, la différence de 

ces angles serait égale au supplément de l'angle e i -

dessus du troisième diamètre et de son conjugué. 

Si dans une hyperbole equilatere on joint un point 

quelconque de la courbe> aux deux extrémités d'un 

diamètre quelconque, le triangle fofmé par ces den® 

droites qui sont toujours parallèles à deux diamètres 

conjugués^ et la longueur de ce diamètre, considéré® 

comme base de ce triangle est tel, que la somme des 

angles à la base, tournés dans le même sens est éffale 

à l'angle de son diamètre et de son conjugué* ou que 

la différence des angles intérieurs avec cette tnémt 
base est égale au supplément de cet angle» 

Si la base est le grand axe de la courbe, obser

vant que les cordes qui joignent un point de la 

courbe aux extrémités d 'un diamètre sont toujours 

parallèles à deux diamètres conjugués, on aura : 



Dans une hyperbole equilatere, si on joint un 

point de la courbe aux extrémités du grand axe, ces 

droites feront, avec le grand axe, des angles qui9 

contés dans le même sens, auront leur somme égale à 

un angle droit, ou la différence des angles, dirigés 

en sens inverse, c est-à-dire intérieur au triangle, 

sera aussi égale à un droit. 

On sait que, dans le cercle, c'est la somme des 

angles que font deux cordes passant par les extré

mités d 'un même diamètre, qui est égale à un 

droit, analogie qui fournit un procédé simple de 

construire une hyperbole equilatere sur une droite 

prise pour son grand axe. 

Les droites Ym, Yn, fig. 67, étant parallèles à 

deux diamètres conjugués a'a'u b'b\, il est facile 

d'avoir le rapport des longueurs de ces diamètres, 

Eneifet on a : 

e t : 

donc en divisant : 



Soient a a,. bb} deux diamètres conjugués quel

conques, fig. 68 , d'une hyperbole equilatere, soit 

y Tangle de ces deux diamètres conjugués. Joi

gnons un point quelconque h de la courbe avec les 

deux extrémités a et at du diamètre réel aa{ \ soit 

% une parallèle au diamètre conjugué decelui aaVÌ 

elle coupe ce diamètre au point g. Désignons par 

§ l'angle ga{h, et par î t l'angle g ah, on aura : 

e t : 

mais nous avons démontré que dans l'hyperbole 

equilatere on a : 

d ' o ù : 

ainsi on a 



et : 

et multipliant Tune par l'autre on obtient 

àff2=ga.ffa{; 

or h g et gp sont ce qu'on appelle les coordonnées 

du point quelconque h de la courbe; hg se dési

gne ordinairement par y et gp par x\ de plus, eu 

désignant par A le demi-diamètre pa\ de la courbe, 

on a : 

gai—pg~-pai=œ-~h, 

et : 

ga—pg-h A = # 4 - A; 

ainsi on aura : 

y* = (# —A) (œ + A)==^ 2 — A ; 

ou : 

qui est alors l'équation de l'hyperbole equilatere, 

quels que soient les diamètres conjugués auxquels 

elle est rapportée ; ainsi on a ces théorèmes : 



Dans F hyperbole equilatere, la différence des 

carrés des coordonnées d'un point quelconque de la 

courbe est constante et égale au carré du demi-dia

mètre réel. 

Une corde quelconque est coupée par le diamètre 

conjugué en deux parties égales, dont le produit est 

égal à celui des distances de son point milieu g aux 

deux extrémités a, a f de ce diamètre. 

Il en résulte que : 

Dans une hyperbole equilatere, deux cordes pa~ 

rálleles respectivement à deux diamètres conjugués 

se coupent réciproquement en deux parties dont le 

produit est le même, c'est-à-dire que le produit des 

distances des extrémités dune corde à son point d'in-

tersection avec l'autre est égal au produit des dis

tances des extrémités de tautre corde au même 

point. 

En effet : soient hhv ii} deux cordes parallèles 

aux diamètres respectifs bb^aa^et se coupant au 

point / , on a évidemment 

hj=hg — gj, hj~ho +gf; 

donc 

hj. hj — hg*~ gj* = y — gf 



mais puisque pour tous les points de la courbe 

on a 

pour les points d'intersection de la corde jiii 

pour lesquels y —gj, on a donc 

# 2 = ¿ ¿ 2 = A 2 4- gf, 

ou : 

or 

ij z= kj — ki et ij — kj + 

d'où : 

ji.fi. = kj2—ki'l = ^ — b?—g? 

et comme : 

et que : 

http://ji.fi


on a donc : 

DES DIVERSES POSITIONS DU POINT DE VUE. 

Le point de vue rabattu sur le plan de la cir

conférence, peut y occuper, comme pour l'ellipse, 

une position quelconque; tant que la droite JJ, 

coupera la circonférence, il en résultera, pour la 

perspective de cette circonférence, une hyperbole; 

admettons que cette droite J 3{ et la circonférence 

soient fixes, ainsi que celle TTt qui est la trace du 

tableau, alors toutes les hyperboles qu'on peut 

obtenir pour diverses positions du point Y passe

ront toutes par les deux points c, c} ou cette droite 

TT t coupe la circonférence, mais, comme pour 

l'ellipse, deux quelconques de ces courbes seront 

homologiques, car toutes les droites correspon

dantes dans ces deux courbes se coupent sur la 

droite T T t qui sera leur axe d'homologie, de plus 

deux points correspondants seront toujours sur 

une droite parallèle à celle V V 4 qui joint les deux 

points de vue; donc les deux figures seront homo

logiques pour un point de vue à l'infini, et auront 

la droite T T, pour axe d'homologie; il en résul-



tera, qu'à des droites pat alleles dépendantes de 

Tune de ces courbes, correspondra dans l'autre 

des droites aussi parallèles. Qu'à des divisions sur 

une droite correspondra des divisions sur la droite 

homologue formani des segments proportionnels 

à ceux formés sur la première droite. A deux 

points conjugués m et n, correspondra, dans cha

cune dès courbes, deux diamètres conjugués dont 

Tangle sera égal à celui raS n formé parles droites 

Y m, Yn qui joignent les points m, n au point de 

vue de la courbe considérée ; de sorte que si cet 

angle est droit, ce seront les axes de la courbe, il 

en résulte que si le point de vue V, en variant, 

reste toujours sur la même circonférence passant 

par les points m,n, V, les diamètres conjugués 

correspondant dans chacune des courbes qu'on 

peut alors obtenir, fout le même angle. 

Si l'angle m V ra est droit, pour toutes les posi

tions du point de vue sur cette circonférence rnYn, 

les axes de ces courbes seront homologiques. De 

plus,, on voit que les centres de toufes ces courbes 

seront sur une même circonférence; il en sera de 

même pour les sommets de la courbe et autres 

points homologues. On voit encore que le rapport 

des axes dans deux de ces courbes sera égal à celui 



de V et Vj étant les points de vue de 

ces deux courbes. 

Il résulte encore de la construction qu ' à une 

surface formée dans la première par des droites ou 

des courbes, correspondra dans l 'autre une se

conde surface formée par les droites ou courbes 

homologues, et ces deux surfaces seront entre elles 

comme les distances des points V, \ } de la droite 

J J t , ou comme les distances de deux points homo

logues à Taxe d'homologie T T r Cela résulte de la 

considération de triangles semblables employés 

dans les constructions. 

Parmi les diverses courbes qu'on peut obtenir 

pour diverses positions du point de vue, on voit 

que si le point V se rapproche de la droite J J, la 

courbe s'aplatit et qu'enfin si ce point est sur cette 

droite, elle devient une droite double allant à l 'in

fini, mais interrompue ; ainsi, supposons que le 

point V soit en la courbe se composera de deux 

droites doubles sur celle T T , , l 'une commençant 

en a et s'étendant à gauche jusqu 'à l'infini, et 

l 'autre commençant à a t et s'étendant indéfiniment 

ad ro i t e , de sorte que la partie intermédiaire a a t 

est le grand axe de cette courbe. 



Si le point V était en m, la courbe deviendrait 

la droite double T T 4 indéfinie dans les deux sens. 

Enfin, lorsque le point de vue vienten V 2 o u V 3 

à l'intersection de la circonférence mYn et de celle 

dYd}> les deux hyperboles sont équilatères. 

Ainsi on voit que parmi toutes les hyperboles 

qu'on peut obtenir pour diverses positions du point 

de vue sur la même circonférence mYn, et qui 

sont toutes homologues pour un point à l'infini, il 

y a : I o une droite entièrement double et infinie 

dans les deux sens; 2* une droite double inter

rompue ; 3° deux hyperboles équilatères. 

Et enfin une quantité d'hyperboles ayant des 

rapports infinis différents, pour les axes. 

Si maintenant nous supposons que l'axe T T 4 

s'éloigne ou se rapproche de la droite J J 4 , on aura 

des courbes semblables aux précédentes, mais plus 

grandes ou plus petites, de sorte qu'on peut obte

nir toutes sortes d'hyperboles pour ia perspective 

du cercle. 

Remarquons qu'à mesure que l'axe TT 4 se rap* 

proche de J J 4 , la droite aa 4 et par suite le grand 

axe a'a\ diminue, de sorte que ses sommets a', a\ 

se rapprochent du centre p; à la limite, lorsque 

ces deux droites se confondent, alors la courbe se 



réduit aux deux asymptotes; on voit en effet que, 

dans ce cas, le cône perspectif est coupé par le 

plan du tableau suivant deux droites, puisque, dans 

ce cas, ce plan passe par le sommet même du cône. 

Ainsi, parmi les variétés d'hyperboles qu'on 

peut obtenir pour perspective d'une circonférence 

il faut ajouter deux droites se coupant suivant un 

certain angle. H y a lieu d'observer que, si ces 

deux droites sont considérées comme une conique, 

il faut remarquer qu'elle diffère des autres en ce 

qu'elle a un seul point double; celles qui se rédui

sent à une droite double en ont une infinité, et les 

autres n'en ont pas. 

DE L'HYPERBOLE EQUILÀTERE , CONCENTRIQUE ET 

HOMOLOGIQUE A UNE HYPERBOLE QUELCONQUE. 

Puisqu'il y a dans le plan de la circonférence 

une infinité d'hyperboles équilatères et une infi

nité d'autres, et que deux à deux elles sont homo

logiques pour un point de vue à 1 infini, c'est-à-

dire que deux points homologues quelconques 

sont toujours sur une même droite parallèle, con

sidérons alors une hyperbole equilatere et un au

tre hyperbole ; en les rapprochant, elles ne ces-



seront pas d'êlre homologiques ; enfin, on peut 

faire coïncider les deux centres, et on aura ainsi le 

cas que nous allons considérer ici de deux hyper

boles concentriques dont Fune est equilatere ; entre 

ces deux courbes il y aura des relations analogues 

à celles que nous avons établies pour une ellipse et 

un cercle concentriques, et qui ont servi à établir 

des propriétés de l'ellipse au moyen de ce cercle 

concentrique. 

Soit donc, fig. 69, aa{ le grand axe d'une hyper

bole equilatere, ce qui suffit pour la construire par 

points, au moyen de cette propriété démontrée, 

que si on joint un point quelconque de la courbe 

avec les deux extrémités du grand axe, ces deux 

droites feront avec cet axe un triangle dont la dif

férence des angles avec cet axe est un angle droit. 

Les asymptotes de cette courbe seront des d ia 

mètres inclinés de 50° sur les axes. Les deux pe r 

pendiculaires ac, a{c{, aux extrémités du grand 

axe, seront des tangentes à la courbe qui serviront 

à déterminer le rectangle cciddl dont les asympto

tes sont les diagonales, de sorte que le petit axe 

sera bbi égal au côté de carré. 

Soit / un point quelconque de cette hyperbole 

equilatere, et f celui homologue clans l'hyperbole 



qu'il s'agit de construire. La direction d 'homolo

gie sera donc celle de la droite ff; cette direction 

peut être quelconque, ainsi que la distance entre 

ces points / et de sorte qu'on peut avoir une in

finité d'hyperboles différentes. Nous prenons pour 

axe d'homologie le grand axe aai9 mais on pour 

rait prendre toute autre droite; de p l u s , sur la 

figure 69, nous supposons la droite ff parallèle à 

l'axe d'homologie aat. 

Les points a, a{, où l'axe d'homologie coupe 

l'hyperbole equilatere, appartiennent aussi à la 

courbe cherchée. 

Si on joint le point f à ces points a et ai9 les 

droites fa, fa{ auront pour homologues les droites 

fa, fa{, qui joignent le point f, homologues de 

celui / , à ces mêmes points. En général, si par le 

point / on mène une droite quelconque fot rencon

trant l'axe d'homologie en a , cette droite / a aura 

pour homologue c e l l e / ' a . Rappelons maintenant 

que des droites parallèles, dans l 'une des figures, 

doivent avoir pour homologues des droites paral

lèles entr'elles et dont la direction est connue ; 

ainsi, par un point quelconque tel que g, si on 

mène la droite g$, parallèle à f a , l 'homologue 

de g$ sera parallèle à / a ; donc, si du point ß où 



cette droite #ß rencontre l'axe d 'homologie, on 

mène $g' parallèle à / a , le point g' homologue de 

celui g, doit être sur cette droite; mais, comme il 

doit être sur une parallèle g g' à la direction ff 

d'homologie, il sera donc en gr intersection de ces 

deux droites. 

Nous remarquerons que ce point g' sera d'autan 

mieux déterminé, que les directions ff et celle ar

bitraire / ' a se rapprocheront d'être rectangulaires 

entr'elles. 

En continuant de la même manière pour tous 

les points dépendants de l 'hyperbole equilatere, 

on aura ceux homologues de l'hyperbole cherchée. 

Les asymptotes de l 'une des courbes seront res 

pectivement homologues de celles de l 'autre ; or, 

le point g appartenant à l'asymptote de la première 

courbe, le point gr appartiendra à l'asymptote h o 

mologue de la seconde, et comme le centre o est un 

point d'intersection de ces deux asymptotes, il s'en

suivra que og sera une des asymptotes; on trou 

vera pareillement la seconde. 

Les asymptotes de l'hyperbole cherchée étant 

déterminées, les bisectrices nous donneront les di

rections des axes ; ainsi, l'hyperbole cherchée est 

déterminée. 



On peut maintenant passer des propriétés de 

l'hyperbole equilatere à celles d'une hyperbole 

quelconque, comme nous l'avons fait de celles du 

cercle à celles d'une ellipse, en observant qu'à des 

droites parallèles dans l ' une , correspondent des 

droites parallèles dans l 'autre; que ces droites sont 

divisées en parties proportionnelles par les points 

homologues dans l ' au t re ; enfin, qu 'une surface 

quelconque dépendante de l 'hyperbole, est équiva

lente à la surface homologue. 

Ainsi, par exemple, deux cordes parallèles à 

deux diamètres conjugués, dans l'hyperbole equi

latere, se coupent réciproquement en deux parties 

dont le produit est le même. 

Donc, dans une hyperbole : 

Deux cordes parallèles à deux diamètres conju* 

gués se coupent en deux parties dont le rapport des 

produits est égal à celui des carrés des diamètres 

respectivement parallèles. 

Si une de ces cordes est un diamètre, la seconde 

corde parallèle au diamètre conjugué sera divisée 

par ce diamètre en deux parties égales; désignons 

par y une de ses parties, par A et B les grandeurs 

des diamètres conjugués, on aura donc d'après le 

théorème : 



d'où: 

A y — B V = A 2B 2, 

qui est l'équation connue de l'hyperbole rapportée 

à deux diamètres conjugués. 

Ce que nous avons exposé pour les propriétés de 

l'ellipse de celles du cercle, nous dispensera d'ex

poser toutes les propriétés analogues de l'hyper

bole, en les déduisant de celles de l'hyperbole 

equilatere. 

DU POINT DE VUE PLACÉ Au CENTRE DE LA 

CIRCONFÉRENCE. PROPRIÉTÉS DES FOYERS. 

Le point de vue V étant placé, fîg. 70, au cen

tre O de la circonférence, nous obtenons pour sa 

perspective l'hyperbole représentée fîg. 70. Le 

centre de cette circonférence est donc le centre 

d'homologie, et TT t l'axe d'homologie. Le cen

tre p de cette hyperbole sera situé sur l'axe or? 

perpendiculaire à T T t , ainsi que son axe a!al; ces 

points a', a\ étant les perspectives respectives des 

points a, ax situés sur cette même perpendiculaire. 



Soit maintenant tracée la droite a une dis

tance de TT 4 égale à celle du point V à J J 4 ; cette 

droite sera l 'homologue de celle à l'infini dans le 

plan de la circonférence, de même que celle J J 4 est 

l 'homologue, dans le plan de la circonférence, de 

celle qui est à l'infini dans le plan de l 'hyperbole. 

Abaissons du point k, sur la droite J J 1 7 la pe r 

pendiculaire kl, et du point k1 sur I Id celle k9lr 

Les points k, k{ étant homologues, on a d'après un 

théorème de perspective : 

e t : 

d ' o ù : 

Le point de vue V devient ce qu'on appelle un 

des foyers de l 'hyperbole, la droite \ \ { est la direc

trice correspondante à ce foyer. Comme la courbe 

est symétrique par rapport à ses deux axes, il y a 

donc un second foyer de la courbe, situé symétri-



quement sur le grand axe de la courbe, avec sa di

rectrice. Ainsi : 

Dans une hyperbole, il y a deux foyers et deux 

directrices tels que le rapport des distances de cha

que point de la courbe à un des foyers et à sa direc

trice est constant et égal au rapport du rayon de la 

circonférence à la distance de ce foyer à la droite J J 4. 

Si le point k' était en a', une des extrémités du 

grand axe, on aurait : 

et à l 'autre extrémité a\ : 

on tire de ces deux égalités : 

e t : 

ou bien : 



et : 

d'où on tire : 

et : 

expressions des distances des extrémités du grand 

axe à un foyer et à sa directrice. 

On en conclurait, comme pour l'ellipse : 

c'est-à-dire que les quatres points d, a\ , s, F 

forment des segments en rapport harmonique. 

On a aussi : 

a ' F : < F = R + A : R — h = ar: aKr\ 

c'est-à-dire que : le rapport des distances dun 

foyer à un sommet de la courbe est égal au rapport 

des distances ra, védela droite J aux deux ex tri 

mités a, a4 du diamètre aa^. 



En désignant le grand axe par 2 A , on a : 

Le triangle pa\e et celui Fdr sont semblables, 

on a donc : 

ou : 

•d'où on tire : 

il en résulte : 

e t : 



e t : 

Puisqu'il y a un second foyer ¥ i placé sur le 

grand axe à même distance que le premier, on a 

donc : 

par conséquent, la moitié ou : 

Donc, dans une hyperbole : 

La distance du centre de la courbe aux deux 

foyers est égale à la racine carrée de la somme des 

carrés des axes. 

Si du centre de la courbe avec pe on 

décrit une circonférence, elle passera par les deux 

foyers et par les quatre sommets du rectangle cons

truit sur les axes. 



On a évidemment ; 

or : 

et : 

Donc : 

Mais nous avons trouvé : 

d'où : 

Donc ; 

La différence des rayons vecteurs menés des foyers 



à un même point d'une hyperbole, est constante et 

égale au grand axe. 

On a trouvé : 

t : 

donc : 

C'est-à-dire : 

Le produit des distances d'un foyer aux sommets 

de la courbe est égal au carré du petit axe. 

Comme a\F—a'F{ on a donc a ' F . a ' F ^ B * . 

C'est-à-dire : 

Le produit des distances ci un sommet aux deux 

foyers est égal au carré du petit axe. 

Donc : 

Si sur la distance des deux foyers comme diamè

tre, on décrit une circonférence, la perpendiculaire 

élevée au sommet a de la courbe jusquà cette circon

férence sera le demi-petit axe. 



Si sur le grand axe comme diamètre on décrit une 

circonférence y la longueur de la tangente menée d'un 

foyer à cette circonférence est égale au petit axe. 

Si le point K était en g si>r la droite menée 

par le foyer perpendiculairement au grand axe, 

alors on aurait : 

d'où : 

Y g est ce qu'on appelle le paramètre de la courbe, 

donc : 

Dans l'hyperbole, le paramètre est égal au carr 

du petit axe, divisé par le grand. 

Si on suppose, comme pour l'ellipse, un rectan

gle inscrit dans la circonférence génératrice, et 

qu'on mène aux quatre sommets les tangentes, on 

formera un parallélogramme circonscrit dont les 

diagonales se couperont à angle droit au centre de 

la courbe en parties égales, et respectivement pa

rallèles aux côlés du rectangle inscrit, et diviseront 



en parties égales les angles formés par les diago

nales de ce quadrilatère. 

Les droites homologues formeront un quadrila

tère inscrit à l 'hyperbole, tel que ses diagonales se 

couperont à angle droit et en parties égales, et si 

on forme le quadrilatère circonscrit par les som

mets du premier, on aura, comme pour l'ellipse, 

une suite de théorèmes analogues dont nous cite

rons les plus importants. 

Si un angle est circonscrit à une hyperbole, la 

droite qui joint le sommet de cet angle d l'un des 

foyers, divise en parties égales l'angle formé par les 

deux rayons vecteurs menés du même foyer aux 

deux points de tangence. 

L'angle sous lequel on voit, de l'un des foyers, la 

partie d'une tangente mobile interceptée entre deux 

tangentes fixes, est constant pour toutes les positions 

de cette tangente. 

Dans l 'hyperbole, les asymptotes sont deux tan

gentes; donc : 

La partie d'une tangente quelconque interceptée 

par les deux asymptotes est toujours vue, d'un des 

foyers, sous le même angle. 

L'angle sous lequel, d'un foyer, on voit la partie 

d'une tangente mobile comprise entre deux tan-



gentes fixes, est égal à celui formé par la droite qui 

joint ce foyer au point de tangence de l 'une des 

angentes fixes, avec la droite qui joint ce même 

foyer au point d'intersection de ces deux tangentes 

fixes. 

Si les deux tangentes fixes sont les asymptotes, 

cet angle sera égal à celui de l'axe et d'un des 

deux asymptotes. 

Si l 'hyperbole est equilatere, cet angle sera donc 

de 50° ou 150°. 

Si les deux tangentes fixes sont celles aux som

mets a, ai de la courbe, cet angle sera droit. Donc : 

Si sur la partie d 'une tangente que lconque , 

comprise entre les deux tangentes aux sommets, 

comme diamètre on décrit une circonférence, elle 

passera par les deux foyers. 

Si par le foyer on mène une transversale quelcon-

ue, le pôle de cette transversale sera sur la direc

trice de ce foyer, et la droite qui joint le foyer à ce 

pôle est perpendiculaire à la transversale, 

Les deux rayons vecteurs menés au point de tan

gence d'une tangente, font des angles égaux avec 

cette tangente. 

Les longueurs des perpendiculaires abaissées des 



foyers sur une tangente, sont entr* elles comme celles 

des rayons vecteurs. 

Les pieds des perpendiculaires abaissées des foyers 

sur les tangentes, sont tous situés sur la circonférence 

décrite sur le grand axe comme diamètre. 

Le produit des perpendiculaires abaissées des 

foyers sur une tangente est constant et égal au 

carré du petit axe. 

La partie d'un rayon recteur comprise entre le 

point de tangence et un diamètre parallèle à la 

tangente, est constante et égale à la moitié du grand 

axe. 

Si Ton joint par des droites le sommet d'un an

gle circonscrit à une hyperbole avec les deux 

foyers, ces deux droites formeront, avec les tan

gentes partant de ce point, des angles égaux, et 

par conséquent forment des angles égaux avec les 

droites qui divisent en deux parties égales les an

gles. 

POliNT DE VUE EN UN POINT DE LA CIRCONFÉRENCE. 

Dans cette position du point de vue, fig. 70, 

l'hyperbole a en ce point V une tangente com

mune avec le cercle, de sorte que les deux courbes 



ont deux points communs; elles se coupent don 

comme on le voit fig, 70, en deux autres points 

et c{ situés sur Taxe d'homologie T T r 

11 peut arriver qu 'un des points c ou ci se trou 

aussi réuni en V, de sorte qu'alors les deux cou 

bes ont en ce point trois points de communs, aie 

le cercle est dit osculateur de l 'hyperbole en 

point, et celte osculation est du 2 e ordre, puisq 

les deux courbes n'ont que trois points commur 

La détermination de ce cercle, dont le rayon < 

le rayon de courbure en ce point, se fera comr 

pour l'ellipse; elle donnera naissance aux mêm 

théorèmes; nous nous dispenserons donc de 1 

rapporter. 

Enfin, les deux points c et ci peuvent être réni 

au point de vue V, de sorte que les deux courb 

auront en ce point quatre points communs; aie 

l'oscillation des deux courbes sera du 3 e ordre. L 

points où celte osculation est possible sont 1 

sommets de la courbe. 

Ö1-S PROPRIÉTÉS COMMUNES A TOUTES LES CONIQUES. 

Après avoir fait connaître la génération de tou

tes les coniques par les perspectives d'une circón-



férence, et les diverses propriétés de ces courbes, 

nous allons les considérer d'une manière géné

rale, c 'est-à-dire chercher leurs propriétés com

munes . 

Pour cela, nous n 'aurons qu'à faire observer que 

toute section conique étant la perspective d 'une 

circonférence, toute propriété de cette courbe qui 

ne change pas par la perspective, appartiendra par 

conséquent à toute section conique, de sorte qu'il 

suffit de constater cette propriété perspective dans 

la circonférence. 

Parmi les propriétés perspectives, nous rappe l 

lerons les suivantes : 

1° A un point, une droite, correspondent t o u 

jours en perspective un point, une droite. 

2° A quatre points sur une droite, correspon

dent quatre points sur la droite homologue, et 

qui sont tels que le rapport anharmonique des 

quatre premiers est égal à celui des quatre autres. 

3° A un faisceau de quatre droites correspond 

un autre faisceau de quatre droites, et le rapport 

anharmonique du premier faisceau est égal à celui 

du second. 

4° A un faisceau d 'un nombre quelconque de 

droites correspond un autre faisceau d'un même 



nombre de droites se correspondant chacune à 

chacune, et le rapport anharmonique de quatre 

quelconques des droites du premier faisceau est 

égal à celui des quatre droites correspondantes du 

second. Ces deux faisceaux sont dits homographi-

ques, ou se correspondent homographiquement. 

Le rapport anharmonique est donc essentielle

ment une relation perspective. 

Soient donc, fig. 72, a, b, c, d, quatre points 

d 'une circonférence, joignons ces points à un c in 

quième point O de cette courbe par les droites O a, 

Ob, Oc, Od, il est évident que ces droites font e n -

tr'elles des angles qui seront toujours les mêmes, 

quelle que soit la position du point O sur la circon

férence, par conséquent le rapport anharmonique 

des quatre droites O a, Ob, Oc, Od est constant 

pour tous les points de la circonférence. Nous d é 

signerons à l'avenir ce rapport anharmonique par 

0 (a, b, c, d). Et ainsi : 

Dans toute section conique, le rapport anharmo^ 

nique de quatre droites, joignant quatre points de 

cette courbe à un cinquième, est constant quelle que 

soit la position du cinquième point sur cette courbe. 

Si le point O était en a, c'est-à-dire se confondait 

avec ce point, alors la droite O a deviendrait la tan* 



gente a t en ce point, et le rapport anharmonique a 

{t, b, c, d). 

Si ce rapport anharmonique est donné, nous di

rons que la conique qui passe par les quatre points 

a, b, c, d est capable de ce rapport anharrfionique, 

par analogie à l'expression de segment de cercle 

capable d'un angle donné. 

On peut exprimer le théorème ci-dessus d'une 

autre manière; a, b, c, cl étant quatre points de 

la courbe, et. 0 , 0{ deux autres points de cette 

courbe, que : 

Le rapport anharmonique 0 (a, b , c, d) est égal d 

celui 0{ (a, b , c, d). 

Sous cet énoncé, il présente une construction 

de la courbe par points, lorsqu'on connaît cinq 

points de celte courbe. Soient a, b, c, 0 , 0 t les 

cinq points donnés, regardons les points 0 et 0{ 

comme les sommets de deux faisceaux de quatre 

droites 0 [a, b, c, d), 0{ {a, b, c, d) dans lesquels 

le rayon Od a été pris arbitrai rement, et le rayon 0{d 

tel que le rapport anharmonique 0{ {a, b, c, d) soit 

égal à celui 0 (a, b, c, d), alors les deux rayons Od, 

0{d se couperont en un point d d e l à courbe. En 

faisant varier le rayon Od, et prenant pour celui 0 ^ 

correspondant celui qui rend les deux rapports 



Enharmoniques ci-dessus égaux, on aura une suite 

de points de la courbe. 

On remarque que si le point d est en O n alors le 

rayon correspondant à celui 0 0 , est la tangente 

en Ojj de même, s'il est en 0 , le rayon 0{0 aura 

pour homologue la tangente au point 0 . 

Pour exécuter la construction de la courbe par 

point, il faut savoir trouver le quatrième rayon 

d 'un faisceau dont le rapport anharmonique est 

donné ; parmi les diverses méthodes, en voici un 

très-simple donnée sur la figure. 

Les quatre rayons 0 (a, b, c, d) coupent une dia

gonale ad aux points a, d; les quatre rayons 0{ 

(a, ¿, ct d) coupent la diagonale Od, qui a le point d 

commun avec la première, aux poin ts / , i, / , d; or , 

comme le rapport anharmonique 0 (a, b, c, d) est 

égal à celui 0 1 (a9 b, c , d), donc le rapport anhar

monique formé sur la première diagonale ad par 

les points a, i,j, d doit être égal à celui formé sur 

la diagonale 0¿/par les points homologues /, i}ji9 d; 

mais ces deux rapports ont un point d commun, 

donc les droites alO{, iiißjji doivent concourir en 

un même point k. Connaissant ce point k, on mène 

par ce point une transversale quelconque kmm{ 

qui rencontre la diagonale ad à un point m et 



celle Od à un point m{, les deux droites Om, 0{m 

se couperont en un point e de la courbe. 

Il suffit, pour exécuter cette construction, de 

cinq points connus; soient en effet, fig. 73, a, 5, c, 

d, e les cinq points donnés. Considérons les points 

a et d comme remplaçant les deux sommets 0 , 0 4 

des deux faisceaux. Au point a on aura les quatre 

rayons a (b, c, d, e), au point d ceux correspondants 

seront db, de, la tangente dt correspondra au 

rayon ad, et enfin de. Les rayons a (b, c, d, e) ren* 

contrent la diagonale eb aux points respectifs b, g, 

f, e; ceux correspondants d (b, c,t, e) rencontrent 

la diagonale ec aux points i, c, t, e, donc les droites 

bi, ge, ft se rencontrent en un même point h. 

Par le point h ainsi déterminé, menant une 

transversale quelconque, elle rencontrera, comme 

ci-dessus, une des diagonales eb en un point m, et 

l 'autre diagonale ec en un autre point m{; alors les 

droites am, dm{ se couperont, comme fig. 72, en 

un point de la courbe. 

Remarquons que le point t de la tangente td est 

déterminé "par l'intersection des deux droites ect 

et fht qui sont connues; car ec est une diagonale 

du pentagone abede formé par les cinq points don

nés ; / e s t l'intersection des deux diagonales ad, ebi 



et le point h est l'intersection des deux diagonale 

db, ac. Donc la tangente en un des points d es 

ainsi déterminée. 

Menons dans le pentagone abcde toutes les dia 

gonales, elles formeront entr'elles un autre penta 

gone fghij qui sera tel, que le point d'intersectioi 

d 'un de ses côtés, tel que gh avec la diagonale fi 

qui ne passe pas par les points g ou A, determini 

la tangente à un des sommets du pentagone; fai

sant de même pour les autres, on aura immédiate 

ment les cinq points t, ti9 ¿2, tz, t4 qui determinen 

les cinq tangentes aux sommets du pentagone. 

Il résulte du théorème ci-dessus, que si sur un< 

conique on prend une suite de points et qu'on le! 

joigne à deux points quelconques de la mêm< 

courbe, les deux faisceaux seront tels, que quatre 

droites quelconques de l 'un formeront un rapporl 

anharmonique qui sera égal à celui formé par les 

droites respectivement correspondantes; on dit 

alors que ces deux faisceaux sont homographiques 

ou se correspondent homographiquement. 

La construction de la courbe donnée par les 

figures 72 et 73, nous fait voir que le triangle emm{, 

dont le sommet e décrit la courbe, est tel, que ses 

trois côtés passent toujours par trois points fixes 



qui, pour la flg. 72, sont 0 , 0 , , k, et pour la fig. 73 

sont a, d et k. De plus, les sommets m, mi sont sur 

deux droites fixes; on peut donc en déduire ce 

théorème : 

Quand les trois cotés d'un triangle mobile, de 

forme variable, sont assujettis à tourner autour de 

trois points fixes, et que deux des sommets du trian

gle parcourent deux droites fixes, le troisième som

met engendre une conique qui passe par les deux 

points autour desquels tournent les deux côtés qui 

déterminent ce point. 

Soient, fig. 74 , o, oi9 k les trois points fixes, am, 

am{ les deux droites fixes sur lesquelles sont deux 

des sommets du triangle mobile ; 

Il est évident que le point b, intersection des 

droites ko{ et ma est un point satisfaisant à la pro

position ; ce sera le cas où le triangle mobile se ré

duirait à ce point b par lequel passe la droite bbx 

représentant deux des côtés du triangle, le troisième 

étant l ad ro i t e ob; les deux sommets b{ sont en 

effet sur les droites ma, m{a9 et les trois côtés pas

sent par les trois points respectifs k, oi9 o. Le 

point c sera de même un cinquième point de la 

courbe, qui est ainsi déterminée par ces cinq points 

o9 oi9 a, b, c. 



Par un des points fixes k, menons une transver

sale quelconque mkmi rencontrant les droites fixes 

ma, mva aux points m, mx; joignons le point m à 

celui o, et celui m d à ö n ces deux droites mo, m{o 

se rencontreront en un point e de la courbe, le 

triangle memi satisfait bien à ces conditions : 

1 0 d'avoir deux de ses sommets m, m{ sur ma, m{a; 

2° le côté me passe par le point o, celui m{e par le 

point oi9 et le 3 e côté mn par le point k. 

En menant par le point k d'autres transversales, 

on aura, par la même opération, une suite de 

points de la courbe. 

Remarquons que les cinq points o, o{, a, b, c, et 

un point e ainsi déterminé, forment un hexagone 

inscrit dans la conique; les deux côtés opposés eo, 

ab se rencontrent en un point m, les deux côtés 

opposés oc, ob m point k, et enfin ceux eoit ca au 

point m 4 , et ces trois points m, k, m{ sont en ligne 

droite. Donc : 

Tout hexagone inscrit dans une section conique 

est tel, que les côtés opposés se rencontrent deux à 

deux en trois points qui sont en ligne droite. 

On voit en effet, fig. 74, que les deux rapports 

anharmoniques o [e, c, a, b), o{ (e, c, a, b) étant 

égaux, les points m, c, a, b d'intersection du pre-



mier faisceau avec la droite ma, et ceux m{, c, a, b 

d'intersection du second faisceau avec la droite m{a, 

forment deux rapports anharmoniques égaux, et 

comme ils ont le point a commun, il en résulte que 

les droites mm{, cc{, bb{, qui joignent les points 

correspondants , doivent passer par un même 

point k. 

Ce théorème est connu sous le nom d'hexa-

gramme de Pascal, et peut se démontrer de diver

ses manières. 

On peut supposer que deux des sommets, tels 

que b et o, de l'hexagone, se réunissent en un seul, 

fig. 7 5 ; alors le côté kbo deviendra la tangente en 

ce point (bô), ce qui donne un autre moyen de 

trouver la tangente en un point d'une conique, 

dont on connaît quatre autres points. 

Aux sommets de l'hexagone inscrit, fig. 7 4 , me

nons les tangentes, elles formeront enlr'elles un 

hexagone circonscrit 1, 2, 3, 4, 5, 6; le sommet 1 

de l'hexagone a pour polaire le côté oe de l 'hexa

gone inscrit passant par les deux points de t an 

gence o et e; mais le côté opposé mab rencontre 

cette polaire oe au point m, donc réciproquement 

la polaire du point m passe par les points 1 et 4, et, 

de plus, cette polaire passe nécessairement par le 



pôle P de la droite mkn; il en est de même pour 

deux autres sommets opposés. Donc : 

Tout hexagone circonscrit est tel que les trois dia

gonales qui joignent deux sommets opposés se cou

pent en un même point, qui est le pôle de la droite 

qui passe par les points de concours des côtés opposés 

de l'hexagone inscrit. 

Ce théorème fournit le moyen de -déterminer 

une infinité de tangentes à une conique, lorsqu'on 

en connaît déjà cinq. Supposons par exemple, 

fig. 74, que les tangentes 16, 65 , 54, 43 , 32 soient 

connues, l a diagonale 63 est par conséquent déter

minée ; elle doit passer par le pôle P. Prenons a r 

bitrairement ce point P sur cette droite et j o i 

gnons-le aux points 4 et 5 par les droites 4 P , 5 P , 

la première rencontrant la tangente \ 6 au point 1, 

et la seconde, celle 23 , au point 2 ; la droite 12 est 

une des tangentes cherchées. 

Supposons, fig. 76, que deux côtés voisins de 

l'hexagone circonscrit se réunissent en un seul, 

alors le point de tangence peut être considéré 

comme le 6 e sommet d'un hexagone; ainsi, fig. 76, 

le point de tangence e peut être regardé comme le 

point d'intersection des deux côtés le, òe qui se 

confondent. Dans l'hexagone circonscrit, les trois 



diagonales 14, 25 et 36 se coupent en un même 

point j ; mais ce point i est connu, puisqu'il est 

l'intersection de deux des diagonales du penta

gone donné ; donc la troisième 3 / déterminera le 

point de tangence e du côté 15 ; de même pour les 

autres. 

Ainsi étant donné un pentagone circonscrit à une 

conique, les points de tangence de tous les côtés se 

trouvent ainsi déterminés. 

Nous avons démontré que le rapport anharmo

nique de quatre droites joignant un point quel

conque pris sur une conique à quatre autres points 

fixes de cette courbe, est constant. Cette propriété 

nous permet de résoudre divers problèmes. 

I o Étant donnés quatre points, décrire une co 

nique qui passe par ces quatre points et qui soit 

capable d'un rapport anharmonique donné. 

Soient a, b, c, d, fîg. 72, les quatre points don

nés, on mène par un de ces points, celui a par 

exemple, la droite at telle que les quatre droites a 

(b9 c{, d{,t) forment un rapport anharmonique égal 

à celui donné, alors les rapports anharmoniques 

a (b, c, d, t) et d {by c, rf, a) sont égaux; regardant 

alors les trois droites a (b, c, t) comme fixes, ainsi 

que celles correspondantes d {b, e, «), on mènera 



par le point a un rayon quelconque ao, et par le 

point d celui do tel que le rapport anharmonique d 

[b, c9 a, o) soit égal à celui a {b, c, t, 0), et le point 0 

d'intersection des deux rayons ao, do sera un point 

de la- courbe. En effet, le rapport anharmonique 0 

{by c, d, a) est égal à celui a {b, e, d, t) qui est celui 

donné. 

2° Étant donnés deux systèmes de quatre points 

a, b, c, d et a', b\ c\ d! dans un même plan, trou

ver les points de ce plan, qui sont tels que, joints 

aux quatre premiers par des droites, elles fassent 

entr'elles un rapport anharmonique donné et joint 

aux quatre autres formant un autre rapport anhar

monique donné, ces deux rapports anharmoniques 

pouvant être égaux ou inégaux? 

Les points cherchés seront par conséquent à 

l'intersection de ces deux coniques capables res

pectivement à ces deux rapports. Il y aura donc 

généralement quatre points qui satisferont à la 

question. Deux ou quatre de ces points peuvent 

être imaginaires. 

3° Étant donné un faisceau 0 (a, b, c, dye) de 

cinq droites et cinq points a\ b\ c, d\ e' corres

pondant chacun à une des droites, on demande de 

trouver un point o{ tel, que les cinq droites o{ («', b\ 



c', d, é) soient homographiques aux cinq p r e 

mières. 

Sur les quatre premiers points a\ b', é, don 

décrit une conique capable du rapport anharmoni

que o {a, b, c, d), sur les quatre points o (a', b', c', é) 

on décrit une conique capable du rapport a n h a r 

monique o {a, b, c, e). Ces deux coniques ayant en 

commun les trois points a, b, c, se couperont en

core sur un quatrième point toujours réel et qui 

satisfera à la question. 

Soit ab ed un quadrilatère quelconque inscrit 

dans une conique, coupons cette conique et le 

quadrilatère par une transversale, rencontrant les 

deux côtés opposés ad, eb en e, e{; ceux ab, ed 

en f, f{; les deux diagonales db, a e en gxg{; et e n 

fin la conique aux points A, hr 

Le rapport anharmonique a [e, f, h, h{) est égal 

à celui c (/i, eiß h, h{) qui est égal à celui c (ei, f{> h{9 h). 

Donc le rapport anharmonique des quatre points 

e> f, h,h{ est égal à celui des quatre points ei9fi9hiy h, 

donc les six points e, e{, fi9 h, h{, de même les 

six points e, e{, g, g{, h, h{ seraient en involution, 

donc : 

Toute transversale rencontre une conique, les cou

ples de côtés opposés et les deux diagonales dun qua-



drilatère inscrit àia conique, en des couples de points 

formant une involution. 

Si, sur les segments ee{, ff, gg{, hh{ comme 

diamètre, on décrit des circonférences, elles pas

seront toutes par un même point i; la perpendicu

laire io sur la transversale, déterminera le point o 

qui sera le centre de l'involution ; de sorte qu'on 

aura : 

Oe. oe{=of. of=og. og{—oh. ohr 

Les points doubles de cette involution sont, dans 

le cas de la figure, imaginaires, puisque les seg

ments empiètent l 'un sur l 'autre. 

Par les quatre sommets a, b, c, d du quadrila

tère, on peut faire passer une infinité de coniques; 

elles seront toutes coupées par la transversale en 

des couples de points de la même involution, et, 

comme cette involution est connue par les inter

sections de la transversale et des côtés et diagona

les du quadrilatère, on peut dire : 

Tout faisceau de coniques, c'est-à-dire de coni

ques passant par quatre mêmes points, est coupé par 

chaque conique en deux points formant une invo* 

lution. 



Deux côtés opposés du quadrilatère, ou ses deux 

diagonales, doivent donc être regardés comme for

mant une des coniques du faisceau. 

Soient, fig. 78 , un quadrilatère abcd inscrit 

dans une conique, o et o{ deux autres points quel

conques de la courbe, joignons par des droites les 

points o et o{ avec les sommets a, b, c, d de ce qua

drilatère; nous formons ainsi quatre triangles boa, 

boc, doa, doc ayant même sommet 0, et quatre au

tres triangles boKa, bo{c, do{a, do{c ayant même 

base que les précédents, et ayant le sommet o{ 

commun-

La surface du triangle boa = oa.ob.sin. boa 

Celle du triangle boc = oc.ob.ûii.boc. 

On a donc : 

on aura de même : 



Donc : 

mais pour le point o, on aurait également 

or les rapports auharmoniques 0 {a, b. c, d) et 

o{ (a, b. c, d,) sont égaux. 

Donc : 

ce qu'on peut traduire par ce théorème : 

Le double rapport, ou rapport anharmonique de 

quatre triangles formés en joignant un point quel

conque d'une conique aux sommets d'un quadrila^ 

tère inscrit, est constant quel que soit le point de la 

courbe pris pour sommet commun de ces quatre 

triangles. 

Chaque triangle a pour mesure le produit de la 

base par la hauteur ; les bases seront les mêmes 

pour chaque position du point 0; on peut alors 



remplacer la surface d'un triangle par la hauteur , 

c'est-à-dire la distance du sommet commun à cha

cune des bases; on aura donc : 

Le rapport anharmonique entre les longueurs des 

perpendiculaires abaissées d'un point de la courbe 

sur les quatre côtés d'un quadrilatère inscrit, est 

constant quelle que soit la position de ce point sur la 

courbe. 

On exprime ordinairement ce théorème de la 

manière suivante : 

Le produit des perpendiculaires abaissées d'un 

point de la courbe sur les deux côtés opposés d'un 

quadrilatère inscrit, est à celui des perpendiculaires 

abaissées sur les deux autres, dans un rapport cons

tant, quel que soit le point de la courbe. 

On peut, dans ce théorème, remplacer les pe r 

pendiculaires par des obliques également inclinées 

sur les perpendiculaires, et le théorème aura lieu 

entre ces obliques. 

On peut tirer de ces théorèmes une infinité de 

conséquences importantes pour la théorie des co 

niques. Il suffit de supposer que le quadrilatère 

devient successivement un parallélogramme, un 

rectangle, un triangle et la tangente en un des 

sommets, qu'il se réduit à une corde double et les 



tangentes aux deux extrémités; comme nous som

mes déjà arrivé aux mêmes résultats, nous nous 

dispensons de les exposer de nouveau. 

Nous avons fait voir qu 'une circonférence pou 

vait toujours être considérée comme composée de 

deux circonférences superposées et perspectives 

réciproques pour un point quelconque du p lan , 

qu'il soit extérieur ou intérieur à la circonférence; 

et que, si par ce point on mène une suite de trans

versales, chacune d'elles coupera la courbe en 

deux points qui seront perspectives réciproques 

l 'un de l 'autre. Enjoignant deux de ces points par 

une droite, ainsi que les deux homologues, ces 

deux droites se rencontreront en un point qui n é 

cessairement sera sur la ligne de terre, de sorte 

que cette droite, qu'on appelle aussi axe d 'homo

logie des deux courbes, est ainsi déterminée. Nous 

avons trouvé quü toutes ces transversales issues du 

point de vue, sont, à partir de ce point, divisées 

par la courbe et cet axe en quatre points harmoni

ques; enfin, nous en avqns tiré plusieurs proprié

tés de la circonférence, déduites des théorèmes de 

la perspective. Nous avons fait voir enfin que la 

théorie des pôles et polaires n fest autre chose que 

cette application de là perspective. 



Nous avons vu, en outre, qu'à un point quelcon

que du plan, considéré comme un point de vue, ou 

centre d'homologie, ou pôle, correspondait toujours, 

dans la circonférence, une droite qui est la ligne de 

terre, ou axe d'homologie, ou polaire, qu'ainsi, à une 

figure quelconque dans le plan de la circonférence, 

correspondait une autre figure qui est telle, qu a un 

point quelconque de la première, correspond une 

droite dans la seconde, et réciproquement; qu'à 

une droite correspondait un point ; qu 'ainsi , aux 

quatre points en lignes droites, correspondaient 

quatre droites passant par un même point, qui est 

par conséquent le point correspondant à la droite 

sur laquelle se trouvent ces quatre points; e t , de 

plus , que le rapport anharmonique des quatre 

points est égal à celui des quatre droites corres

pondantes; et, réciproquement, le rapport anha r 

monique de quatre droites passant par un même 

point, est égal à celui des quatre points correspon

dants. C'est, comme on le sait, la théorie des polai

res réciproques de M. le général Poncelet. 

Il suffit d'avoir rappelé ces propriétés de la cir

conférence pour voir qu'elles s'appliquent à une 

conique quelconque qu'on peut toujours considé

rer comme la perspective d'un cercle. 



Nous regarderons donc comme démontrées tou

tes ces propriétés des pôles et polaires, et nous 

nous en servirons pour en déduire quelques autres 

qui n'ont pas été encore exposées. 

Soit, par exemple, fig. 7 9 , une conique quel

conque abcdef..., mxm point du p lan; en menant 

par ce point une suite de transversales maa\ mbb\ 

mec!, etc. , les droites homologues ab, db', ac, 

de... se coupent suivant une droite ef qui passe 

par les points de tangence e, f, dans le cas où le 

point m est extérieur à la courbe. On peut aussi 

déterminer cette droite ef m prenant le 4 e harmo

nique des séries de trois points m, a, d ; m, h, ÏÏ ; 

m, c, c'; etc. 

Si d'un point n de cette droite efn on mène de 

même une suite de transversales sur chacune des

quelles on prend le quatrième point harmonique, on 

déterminera une droite ^ ' p a s s a n t par le point m; 

la droite efn est dite la polaire du point m, et celle 

gg'n est celle du point n; leur point d'intersection P 

est le pôle de la droite mn; les points m,n sur mn 

sont des points conjugués; le triangle Vmn est dit 

un triangle polaire de la courbe; il jouit de cette 

propriété, que chaque sommet est le pôle du côté 



opposé, et, réciproquement, que chaque côté est la 

polaire du sommet opposé. Sur un des côtés mn, il 

y a une infinité de couples de points conjugués, et 

qui forment sur cette droite une involution; par 

conséquent, toute circonférence décrite sur le seg

ment compris entre deux points conjugués comme 

diamètre, passe par un même point 0- Si ce point Q 

est considéré comme le sommet d'un angle droit 

tournant autour de ce point, les deux côtés de cet 

angle, dans chacune de ses positions, détermine

ront sur mn deux des points de cette involution. 

Par le point m menons les quatre droites ma!a, 

mb'b, mc'c, mctd rencontrant la conique aux 

points homologues a, af; b, b'; c, c'; d, d; considé

rons un autre point g quelconque de la courbe, la 

droite mg déterminera le point g' homologue de 

celui g; par conséquent, les couples de droites ga'ß 

gfa; gb'f g'b; gc\ g'c; gd',gfd étant homologues, 

se coupent mutuellement en des points a, g, y, £ 

situés sur la droite efn* Donc le rapport anharmo

nique g (a'} b\ c\ d!) est égal à celui g' (a}b, G, d). 

Or, le rapport anharmonique g {d, b\ cr, d) ne 

change pas, quelle que soit la position du point g 

sur la courbe; de même, celui g' (a, b, d) ne va-



rie pas, quelle que soit la position du point g' sur 

la courbe. On peut donc en conclure : 

Si un faisceau de quatre droites rencontre une co

nique en des couples de points a, a'; b, b'; c, c'; d, d' t 

le rapport anharmonique, formé par les quatre droi* 

tes qui joignent un point de la courbe aux quatre 

points a, b , c, d, est égal d celui formé par les droites 

qui joignent un autre point quelconque de la courbe 

aux points a', b ' , c', d'. 

De même, au lieu de mener par le point m qua

tre droites seulement, on en trace un nombre quel

conque; on en concluera que : 

Dans une conique, les deux faisceaux qui joi

gnent deux points de la courbe, Fun aux points a, 

b , c, etc., et l'autre aux points a', b ' , c', se corres

pondent homo graphiquement. 

Si les deux faisceaux ont même sommet g sur la 

courbe, alors nous aurons en ce point le sommet 

d'une série de couples de deux droites ga, gd; 

gb,gÏÏ ;gc, gcf, e tc . , or, il est évident que le rap

port anharmonique de quatre droites telles que g 

{a, h, c, a) sera égal à celui g [a9, 5\ c*, a); donc 

les deux faisceaux sont en involution. Donc : 

Quand plusieurs cordes d'une conique passent par 

un même point, les couples de droites, menées dun 



point de la courbe aux extrémités de chaque corde, 

sont en involution. 

Réciproquement : Quand des angles qui ont leur 

sommet commun en un point de la courbe sont en in

volution, il résulte de la proposition directe, que les 

cordes qu'ils interceptent dans la courbe passent par 

un même point. Donc : 

Les droites menées du point pris sur la courbe 

aux points e9 / ' de contact des tangentes qui passent 

par le sommet m du faisceau de cordes, sont les 

rayons doubles de cette involution. Donc : 

Lorsqu'un angle est circonscrit d une conique, si 

par son sommet on mène une transversale qui coupe 

la courbe en deux points, les droites menées d'un 

point quelconque de la courbe d ces points sont con

juguées harmoniques par rapport aux deux droites 

menées du même point aux points de contact des 

deux côtés de ïangle. 

Si autour d'un point d'une conique comme som

met on fait tourner un angle droit, la corde que ses 

côtés interceptent dans la courbe, passe toujours par 

un même point. 

Si par un point d'une conique on mène deux droi

tes quelconques également inclinées sur un axe fixe, 



la corde comprise dans la conique entre ces deux 

droites passe par un point fixe. 

Si dans le théorème ci-dessus on suppose que la 

corde mcc{ passe par le point g pris sur la courbe, 

alors la droite gc deviendra gm, et celle gc de

viendra la tangente à la conique au point g. Donc : 

Si par un point d une conique on mène des droites 

aux extrémités de deux cordes, une droite aux points 

de rencontre de ces deux -cordes et la tangente à la 

courbe, ces six droites seront en involution. 

Ou, en d'autres termes : 

Quand un quadrilatère est inscrit dans une coni

que, si par un point de la courbe on mène deux cou

ples de droites à ses sommets opposés, la tangente en 

ce point est la droite qui aboutit au point de rencontre 

des deux diagonales ; ces six droites sont en invo

lution. 

Quand des cordes dune conique passent par un 

même point m, les couples de droites, menées dun 

point quelconque n de la polaire du point m aux 

extrémités de ces cordes, sont en involution. 

Car chaque couple de droites menées aux extré

mités d 'une même corde est conjuguée harmoni 

que, par rapport à deux droites fixes, Tune la po-



laire du point m, et l 'autre celle qui joint le point n 

à celui m. 

La propriété anharmonique de quatre points sur 

une conique conduit, comme on le voit, à une infi

nité de propriétés de ces courbes. Elle est donc une 

des plus importantes clans la théorie de ces courbes, 

et peut être regardée, ainsi que le fait M. Chastes, 

comme la base fondamentale de cette théorie. 

De cette propriété anharmonique de quatre 

points d'une conique, en résulte une autre corres

pondante entre quatre tangentes. 

Soient aa!, bb', ce, ddf quatre tangentes à une 

conique représentée, fig. 80 , par une circonfé

rence; soient a, h, c, d les points de tangence; soit 

maintenant une cinquième tangente à la courbe en 

un point quelconque m. Joignons ce point m aux 

points a, b, c, d par des droites. La cinquième tan

gente rencontre les quatre autres aux points a', bf, 

cr, d\ Joignons ces quatre points au centre o de la 

circonférence; la droite est perpendiculaire à 

la corde ma, la droite ob' est perpendiculaire sur 

mb, et ainsi de suite; donc les angles formés au 

point o par les quatre droites oa'} ob', oc', od' p r i 

ses deux à deux, sont égaux h ceux correspondants 

formés au point m par les droites ma, mb, me, md; 



donc le rapport anharmonique des quatre premiè

res est égal à celui des quatre autres. Or ; ce pre

mier rapport est égal à celui des quatre points a\ b\ 

c, d formés sur cette cinquième tangente par ses 

intersections avec les quatre autres ; donc : 

Dans une conique, une tangente quelconque à cette 

courbe, rencontre quatre autres tangentes en quatre 

points dont le rapport anharmonique est égal à celui 

des quatre points de tangence, par conséquent est 

constant. 

Il en résulte que ; 

Deux tangentes à une conique sont divisées par 

quatre autres, chacune en quatre points dont le rap

port anharmonique est le même. 

Si on regarde comme fixes deux tangentes, on 

peut dire que toutes les autres tangentes à la coni

que détermineront sur ces deux droites deux séries 

de points se correspondant anharmoniquement ; 

et, réciproquement, si deux droites sont divisées 

homographiquement, les droites qui joignent deux 

points homologues, seront toutes tangentes à une 

môme conique, tangente e l l e -même aux deux 

droites 



Connaissant cinq tangentes à une conique, il est 

donc facile d'en déterminer une infinité d'autres. 

Cette propriété des tangentes d'une conique don

nerait lieu aussi à une infinité de propositions sur 

ces courbes et correspondantes [à celles trouvées 

pour celle des points / ; cela résulte évidemment 

de ce que cette proposition sur les tangentes, est 

celle sur les points obtenus par une transformation 

polaire; ainsi, par la théorie des polaires réci

proques , à chaque point d'une conique corres

pond une droite, et à chaque droite un point. A 

quatre points en lignes droites dans Tune , cor

respondra quatre droites passant par un même 

point et formant un faisceau dont le rapport 

anharmonique est égal à celui des quatre points, 

e t , réciproquement , le rapport anharmonique 

d'un faisceau de quatre droites sera égal à ce 

lui des quatre points correspondants à ces quatre 

droites et qui seront sur une même droite corres

pondante au sommet. 

D 'après cela, il est évident qu'à tous les points 

d 'une conique, correspondront des tangentes à 

une seconde conique qui sera la transformée de la 

p remière , et qu'à tous les points de tangence à 



cette nouvelle conique correspondra dans l 'autre 

les tangentes. 

Il résulte de cette correspondance, qu'à toutes 

les propriétés dépendantes du rapport anharmoni

que de quatre points, correspondra une autre pro

priété dépendante du rapport anharmonique des 

quatre droites correspondantes. On peut donc con

clure les propriétés les unes des autres, sans avoir 

besoin d'autres démonstrations. 

Toutes les propriétés qu'on peut obtenir, soit 

directement, soit par une transformation polaire, 

s'appliquent généralement à toutes les espèces de 

coniques, modifiées quelquefois par la considéra

tion des points de la courbe qui peuvent être à 

l'infini. 

On trouvera ainsi les propriétés que nous avons 

déjà démontrées en donnant la génération des di

verses espèces de coniques. C'est ainsi que p l u 

sieurs géomètres ont établi d'abord la théorie 

générale des coniques, en modifiant ensuite les 

propriétés obtenues suivant les diverses espèces de 

courbes. 



DES DIFFÉRENTES MANIÈRES DONT UNE CIRCONFÉRENCE 

ET UNE CONIQUE SITUÉES DANS UN MÊME PI AN, 

PEUVENT ÊTRE CONSIDÉRÉES COMME PERSPECTIVES 

RÉCIPROQUES L'UNE DE L'AUTRE. 

Supposons d abord, fig. 81 , que les deux courbes 

sont extérieures l 'une à l 'autre, c'est-à-dire par 

conséquent qu'on peut leur mener, au moins, deux 

tangentes communes. 

Soient donc Vc, \c{ ce,s deux tangentes commu

nes se rencontrant en un point V; je dis que ces deux 

courbes sont perspectives réciproques l 'une de l 'au

tre pour ce point de vue V; il s'agit de trouver l'axe 

d'homologie. Concevons une transversale Yaa^d al 

rencontrant la circonférence aux deux points a, an 

et la conique aux deux points homologues d, al; 

mais cette homologie peut s'établir de deux ma

nières différentes : on peut supposer d'abord que 

le point d est l 'homologue de celui a, et par suite 

0/ sera l 'homologue de a{; ou bien que c'est le 

point a{

r qui est l 'homologue de celui a.f auquel cas 

alors d est homologue de a{. Prenons d'abord le 

premier cas : si les deux courbes sont perspectives 

réciproques, il faut nécessairement que la tangente 



au point d à la conique, soit l 'homologue de celle 

au point a du cercle; ces deux tangentes af, d f 

étant homologues, se rencontrent en un point / 

qui est, par conséquent, sur l'axe d'homologie; il 

en sera de même des tangentes homologues aj\ aj{ 

qui se rencontrent en un point f{ sur ce même 

axe; de plus, la corde cc{, qui est la polaire du 

point V dans le cercle, est l 'homologue de celle cc\ 

qui est la polaire de ce point V dans la conique; 

donc leur point q d'intersection est encore un point 

de cet axe d'homologie qui est alors bien déter

miné. Il est évident maintenant que, si on cher-

chait la perspective de la circonférence pour ce 

point de vue V et pour cette droite ff{ considérée 

comme axe d'homologie, on obtiendrait la conique 

donnée ; car on voit que cette courbe aurait six 

points de communs avec cette conique; d'abord le 

point c sur la tangente Yc à la circonférence, doit 

compter pour deux; ils ont pour homologues, dans 

la conique, les deux points en c' qui sont situés sur 

la même tangente; il en sera de même de ceux 

en c{ et c / ; de plus, les points d, a{' sont homolo

gues de ceux a, a{; donc ces deux courbes doivent 

se confondre. 

Considérons le second cas, dans lequel le point a\ 



est pris pour perspective de celui et, par suite, 

celui d est perspectif de a{; dans ce cas, la tan

gente afe au point a de la circonférence, sera 

l 'homologue de celle a\f{e; ces deux droites se 

rencontrent en un point e d 'un second axe d'ho

mologie. De même les deux tangentes a^f^ dej, 

qui sont homologues, se rencontrent en un point e 

de ce même axe. Remarquons, en outre; que la 

corde cci de la circonférence est toujours l ' homo

logue de celle cV 4 , quelle que soit la disposition 

d'homologie des points a, a{ et d, a\ ; de sorte que 

leur point q d'intersection appartient par consé

quent à ces deux axes d'homologie. Ainsi on a 

donc, pour le même point de vue V, deux axes 

d'homologie : l'un qui appartient au cas où les 

points homologues sont situés sur des points où les 

courbes ont leur courbure dans le même sens, et 

qu'en conséquence on peut appeler perspective di

recte; et l 'autre quand ces courbures sont en sens 

inverse, et qu'ainsi on appelle perspective inverse. 

Ainsi, on peut en conclure déjà que : 

Une circonférence et une conique extérieurement 

situées sont perspectives réciproques de deux maniè

res différentes, pour un même point de vue, et avec 

deux axes différents d homologies 



Remarquons que les quatre tangentes afe, a\f{e, 
aíeifi> aeif> q u i ont servi à déterminer les deux 

axes d'homologie, forment un quadrilatère fefiei 

dont les diagonales ffi,<eei sont ces axes d'homo

logie. De plus, que les deux tangentes afe, aiei/i à 

la circonférence se rencontrent en un point i sur 

la polaire cc{ du point V; de même les deux tan

gentes afe{f, a\f{e à la conique se rencontrent en 

un point i{ sur la polaire crc\ de ce point V par 

rapport à la conique; ces deux points i9 i{ sont ho

mologues dans les deux cas; ces points ¿, i{ sont les 

points de concours des côtés opposés du quadrila

tère fef{e{ ci-dessus, et la droite Vii' est celle qui 

joint ces points de concours ; par suite des proprié

tés d'un quadrilatère, il en résulte que les deux 

diagonales ee{, ff{ divisent la droite ii\ qui joint 

les points de concours des côtés opposés en rapport 

harmonique. Donc : 

Dans une conique et une circonférence homologi

ques, les polaires qcc , i , qc'c',^ et les deux axes 

d homologie q f f n qee, forment un faisceau harmo

nique. 

Connaissant le point de vue V et l'axe d'homolo

gie / T / , ^ , il est facile, comme nous l'avons vu, 

de déterminer Taxe jj{ du cercle qui correspond 



aux points à l'infini de la conique, et réciproque

ment l'axe 11{ de l'ellipse qui correspond aux points 

à l'infini dans le cercle. Pareillement on dé termi

nerait les deux droites analogues pour l 'autre axe 

tjee{T^ d'homologie. 

Connaissant la droite jjn nous avons vu que, 

pour avoir la direction des axes de la conique, il 

fallait, sur cette droite comme diamètre, décrire 

une circonférence passant à la fois par le point V 

et par celui Q que nous avons appelé pôle circulaire 

de la droite jj\ relativement à la circonférence; de 

sorte que Y m, Yn sont les directions des axes de la 

conique. 

La droite VO, qui joint le point Vau centreO du 

cercle, est perpendiculaire à la polaire ccl de ce 

point V; donc, si Yo{h est le diamètre passant par 

le point V de la circonférence mYn, cette polaire cc{ 

ira passer par l'extrémité h de ce diamètre, et le 

point g d'intersection du rayon VO et de la po

laire ce{ «era sur cette circonférence mYn. 

Considérons maintenant sur le diamètre Yo{h 

un point quelconqueo { . Par ce point o{ menons une 

transversale o{ba rencontrant la circonférence aux 

points a et b; joignons a et b avec le pokjt V par les 

rayons Yaa^d , Sbb^'b'^ ils détermineront 



dans la conique la corde ab, qui sera l'homologue 

de cejje ab et qu'elle rencontre en un point k de 

l'^xe d'homologie. Ces mêmes rayons Y a, Yb dé

terminent dans la circonférence une seconde corde 

aibi coupant celle ab en un point d situé sur la po

laire cc{; de plus, le côté ab{ rencontrera celui a{b 

en un point di de cette même polaire ccj ainsi on 

aura un quadrilatère abi ba1 inscrit dans la circon

férence, dont deux côtés opposés iront passer 

toujours par le point V, quelle que soit la position 

du point 0 f , et le point d d'intersection des füago-

pales, et le point d{ d'intersection de deux côtés 

opposés, seront toujours sur la polaire cc{; il ré

sulte de la propriété du quadrilatère, que les deux 

diagonales ab, a{b{ et les droites dV, dd{hqui joir-

guent le point d aux points de concours des côt^s 

opposés, forment un faisceau harmonique, les^ 

quelles droites de faisceau rencontrent la droite 

\o{h en quatre points harmoniques; or , l^s deux 

points V et h sont fixes; donc, si le p o i n t y , d'où 

on a mené la transversale o{ab, est fixe, le point où 

l a u t r e diagonale aibi ira rencontrer cette droite 

Yoji, sera fixe, puisque ces quatre points V, o,h 

et ce dernier forment toujours un rapport harm®** 

nique. 



On peut en conclure que, si du point o{o on mène 

d'autres transversales, la deuxième diagonale dé

terminée comme ci-dessus passera toujours par un 

point fixe situé sur la droite Yo{oh et formant un 

rapport harmonique avec ceux A, o i ? V. 

Si le point o{ est pris au milieu de la distance VA, 

son point conjugué sera à l'infini. Donc la 2 e dia

gonale ab sera parallèle à VA. 

Ces propositions sont ici appliquées à la c i rcon

férence; mais, par la perspective, elles ne chan

gent pas. On peut donc en conclure : 

Si dans le plan dune conique on prend deux 
points fixes V, o, que par l'un deux on mène une 
transversale coupant la conique en deux points, en 
joignant ces deux points avec le second point fixe 
par des droites, on détermine une seconde corde qui 

ira passer par un point fixe situé sur la droite qui 

joint les deux points fixes donnes; lequel, avec ces 

deux points et celui où la polaire rencontre cette 

même droite, formeront un rapport harmonique. 

Sur la figure, le point o{ est le centre de la cir

conférence mVft, de sorle que le point o{ est le 

milieu du diamètre VA; alors la 2 e corde a{bk se 

trouve parallèle à ce diamètre VA. 

La corde okba devient en perspective la droite 



ka\a' parallèle à la droite o{ Y qui joint ce point o{ 

au point de vue, dans le cas où la perspective est 

directe; mais, dans la perspective inverse, ce n'est 

plus le point a qui sera l'homologue de celui a\ 

mais bien le point a{ situé sur le môme rayon 

Yaaia'a\ ; de même ce sera b{ qui sera l'homolo

gue de b', donc ce sera alors la corde aibi qui, 

pour cette perspective inverse, sera la perspective 

de celle a' b'; mais a'b' et a ^ s o n t parallèles à la 

droite o{Y9 donc aibi est parallèle et homologue 

à a'b', ce qui exige par conséquent que cette direc

tion soit celle du second axe d'homologie. 

Puisque le point o{ est le centre de la circonfé

rence, il s'ensuit qu'on a o{ Y = 0 ^ = 0 ^ ; donc la 

droite Y m, qui est la direction d'un des axes de la 

courbe, est également inclinée sur la droite o{Y et 

sur celle otm qui sont les directions des deux axes 

d'homologie. Donc : 

Les deux axes d'homologie dun cercle et dune 

conique font des angles égaux avec un axe de la co

nique. 

Considérons maintenant les deux tangentes inté

rieures se coupant en un point Vi ; on démontre

rait, comme pour le point V, que ce point V 4 est le 

point de vue pour les deux courbes, et on trouve-



ráit pareillement qu a ce point Y{ correspondent 

deux axes d'homologie ; de sorte que l'ellipse et le 

cercle seraient perspectives réciproques de deux 

nouvelles manières. 

Entre ces deux points de vue V, Y{ et les axes 

d'homologie, il y a des relations à établir. 

L'axe d'homologie est la trace, sur le plan de la 

circonférence, du plan de la conique. 

Par cette trace et le point de vue V faisons pas

ser1 un autre plan, et dans ce plan prenons une 

droite quelconque rencontrant Taxe TT, en q. 

Par cette droite Y q menons deux plans tangents 

au cône de l'espace, ayant le point V pour sommet, 

et pour base la circonférence, il est évident que ces 

deux plans tangents auront pour traces sur le plan 

de la circonférence les deux tangentes qa, qa{ m e 

nées de ce point q à la circonférence, et détermi

neront, sur la surface du cône, deux tangentes Y a, 

Ya{ passant par les points de tangence a et a; le 

plan passant par ces deux droites sera dit par ana

logie le plan polaire de la droite V q, sa tracé a a{ 

pasáera nécessairement par le pôle p de la droite TT, 

relativement â cette circoriférence, et rencontrera 

cet aie en un point r Conjugué du poitit de söHe 



que la droite Vr, qui joint ce point r au point V, 

sera conjuguée de celle Yu. 

Comme il y a une infinité de couplés de points 

conjugués sur T T n tels que ceux q, r , il y aura 

donc pareillement une infinité de couples de droi

tes Conjuguées telles que Yq,Yry et tous les plans 

tangents au cône, menés par chacune de ces droi

tes, détermineront sur le cône deux arêtes de tan 

gence dont le plan passera toujours par la même 

droite Yp, qui joint le point de vue V au point p 

pôle de la droite T T 4 ; cette droite Yp est dite la 

polaire du plan V T T n qui est alors le plan polaire 

de la droite Y p. 

Ces droites et ces plans polaires jouiront relati

vement, au cône, de toutes lés propriétés connues 

des points et droites polaires. 

Reprenons maintenant la droite TT, comme la 

trace du plan de la conique ; il est évident alors que 

la droite Yp percera le plan en un point pf qui sera 

rhomologue du point p, et qui, par conséquent, 

séra le pôle de la droite TT, relativement à la eo -

nique. Ainsi, si du point q on mène deux tangentes 

à la conique, elles seront les traces, sur ce plan, 

des deux plans tangents au cône menés par la 

droite Yq; de sorte que la droite a'a\r qui joint les 



points de tangence, passera par ce point p' et sera 

la trace du plan passant par les deux arêtes de tan

gence Y a, Ya{; ainsi, le point a' sera la perspec

tive du point a et a\ celui de ar 

Si on trace pareillement une droite quelconque 

ps passant par le point p et rencontrant l'axe TT 4 en 

un point s, cette droite ps étant considérée comme 

la trace d'un plan passant par la droite V/?, il est 

évident que sp' sera la trace du même plan sur ce

lui de la conique; la droite sp rencontre la circon

férence aux points b et c, celle sp' rencontrera la 

conique aux points b' c, homologues respectifs de 

ceux b et c. 

Dans ce plan Yps il y a donc un quadrilatère 

bb'cc' formé par les deux arêtes opposées \b'b, 

Yc'c se rencontrant au point V et par deux autres 

arêtes opposées bc, b'c passant par le point s. Or, 

par suite des propriétés d'un quadrilatère, il en 

résultera que les diagonales be', cb' se couperont 

en un point V, sur une droite Yp rencontrant bcs 

en un point p tel que les quatre points b, p, c, s 

forment un rapport harmonique, ce qui est la pro

priété du point p trouvé comme étant le pôle de la 

droite TT t . De plus, ce point Y{ formera, avec les 

trois points p, p% et V, un rapport harmonique. 



Si on considère toute autre droite que sp, pas

sant par le point p, on aura les mêmes résultats, 

et comme la droite Vpp' est commune et que les 

trois points V,p,p{ sont fixes, il en résultera que 

toutes les intersections de ces couples de diagonales 

oubliés passeront par le même point V { qui sera 

alors le sommet d'un second cône passant par la cir

conférence et la conique par lesquelles passent le 

premier cône. Donc, les deux courbes sont perspec

tives réciproques pour ce nouveau point de vue, 

mais avec le même axe d'homologie T T r 

On prouverait pareillement, en prenant le se

cond axe d'homologie, que les deux courbes sont 

encore perspectives réciproques pour ce même 

point de vue Y{ et pour ce second axe. Donc : 

Une circonférence et une conique, situées dans un 

même plan et extérieures ïune à l'autre, sont pers

pectives réciproques de quatre manières différentes, 

avec deux points de vue et deux axes d'homologie. 

Les deux points de me V et V{ partagent harmo-

niquement le segment pp' de la droite Vpp' qui joint 

les deux pôles p et p' de l'axe d'homologie correspon

dant. Il en sera de même de la droite p ^ p ^ qui 

joint les pôles p n p'4 du second axe. 

Les deux segments pp\p{p\ étant divisés har-



moniquement par les points V et V n il en résulte 

que chacun de ces points formera, avec les deux 

couplespp , p{p\, une involution dans laquelle ce 

point sera lui-même son conjugué. 

La droite Vpp\ qui contient les pôles des deux 

axes d'homologie, rencontre en r un de ces axes. 

Son point conjugué q sur cet axe sera donc tel que 

les tangentes qa, qa[y menées de ce point q à la cir* 

conférence, auront pour points de tangence les 

points a, â{ OÙ cette droite*Mpp' rencontre la cir

conférence; de sorte que la droite aa{ sera la po

laire de ce point q; de même les deux tangentes qd, 

qû\ h la conique auront pour points de tangence 

les points d, Û\ d'intersection de cette même droile 

et de la conique, et la riörde da\ sera donc la po

laire de ce même point q relativement à la conique. 

Or, de quelque manière qu'on considère Phomolo-

gie des deux tangentes qa, qa{ de la circonférence 

avec celles qd, qdi9 leur point q d'intersection 

étant toujours le même, il en résulte que ce point q 

est le point commun aux deux axes d'homologie. 

Donc : 

Le point d intersection dés deux aûtes d'homologie 

a la même polaire dans les deux courbes. 

Là transversale, sp qui Joint un point quelcon-



que s de la droite rTTi au pôle p de cette droite, 

rencontre la circonférence aux points b et c homo

logues de ceu î b\ c où la droite sp' coupe la coni

que. Les tangentes aux quatre points b, c et b\ c 

vont se couper en un point conjugué de celui s sur 

l'axe T T ^ on en conclut donc : 

Si d'un point quelconque d'un des axes d'homo

logie on mène deux tangentes à la circonférence et 

deux tangentes à la conique, les droites qui jo in 

dront deux à deux les quatre points âè tangence, 

iront passer par l 'un des deux points V ou V 4 . 

Dans lé plan \ada{a\ il y a un quadrilatère aa{ 

a'a\ formé par les doux arêtes Va, Va{ et par deux 

autres côtés aa{, a'â\, dont les diagonales aa\, a{d 

se coupent en V, ; ces droites forment donc un se 

cond quadrilatère VatVia\ dont les sommets sont 

V, a', V n a\ et dont les points dé concours des c ô 

tés opposés sont les points a\ a{; il en résulte que 

les trois Couples de droites ^V, qVi ; qa', qa\; qa, 

qair qui joignent le point q, a, ces six points for

ment un faisceau en involution. Donc : 

Si par le point q d'intersection des deux axes 

*? nomologie, a qui par conséquent la même polaire 



dans les deux courbes, on mène les tangentes à ces 

deux courbes^ ces couples de tangence et les deux 

axes d'homologie forment une involution. 

Si, au lieu de prendre le quadrilatère Va'V á a\ , 

on considérait celui aa{a'a\, les couples de som

mets opposés seraient a, a\; a n a' et les points V 

et r seraient alors les points de cours des côtés op

posés ; il y aurait donc encore involution entre les 

couples de points V, r; a, a\; a{, a\, résultat indé

pendant du point de vue V r 

Les six points a, a{; a\ a\; V, V, formant une 

involution, si on décrit sur les trois segments aa{9 

ala'i>V\i trois circonférences passant en outre par 

un même point a, elles se couperont en un second 

point a n et la corde commune aa4 à ces trois cir

conférences rencontrera en un point o la droite 

\aaf; ce sera le centre de Tin volution. De ce 

point o comme centre, avec la longueur d'une tan

gente menée de ce point o à une quelconque des 

trois circonférences, on décrit une circonférence; 

on déterminera les points qi et qt qui seront les 

points doubles de cette involution. 

Les points doubles d'une involution jouissent de 



la propriété de diviser harmoniquement chaque 

segment, de sorte qu'on a : 

et : 

Donc la polaire du point q{, relativement à la 

conique, passe par le point qîf et, comme elle doit 

passer par q, il s'ensuit que cette polaire est la 

droite qql9 et de même qql est la polaire du point 

ql relativement à la circonférence, il en résulte 

que le triangle qq{ qt est un triangle polaire 

commun aux deux courbes. 

Dans une conique et une circonférence, et par 

suite dans deux coniques, il existe en général trois 

points dont chacun a la même polaire dans les deux 

courbes. 

Les deux points de vue V, V, sont sur un des 

trois côtés de ce triangle. 

Considérons maintenant (fig. 83) une circonfé

rence et une conique se coupant en quatre points 

i{y h> h> h formant un quadrilatère inscrit dans les 

deux courbes. Soient q, q{9 ql les points de con

cours des côtés opposés et des deux diagonales, ils 



forment un triangle dit polaire, qui, par rapport à 

la circonférence et au quadrilatère inscrit, jouit 

de propriétés importantes. Ainsi, chacun des côtés 

est la polaire du sommet opposé, et, réciproque

ment, chaque côté est le pôle du côté opposé ; d'où 

il suit que, si du point q on mène deux tangentes à 

la circonférence, la corde de contact, qui sera la 

polaire de ce point q, passera par les points q{ et 

et, par suite, si d 'un point quelconque V, de cette 

polaire on mène deux tangentes à la circonférence, 

la corde de contact ira passer par le point qt con

jugué de celui q; de même pour le point qt et sa 

polaire qqr Par le point q{ on ne peut pas mener 

deux tangentes réelles à la circonférence, mais sa 

polaire jouit ausai de cette propriété, que si d 'un 

point quelconque V 5 de cette droite, on mène 

deu£ tangentes à la circonférence, la corde de 

contact passera par le point q. 

A ££s deus courbes qui ont quatre points com

muns on peut mener quatre tangentes communes; 

chacune de ces tangentes rencontre les trois autres 

au trois points qui donnent les six points V n V2, 

V*i V¿, V ß, \ ê qui peuvent être pris pour points 

de vue de ces 4eu£ courbes. 

Les açt§s d'homologie seront évidemment, deux 



par deux, les cordes communes données par les 

côtés et diagonales du quadrilatère inscrit dans 

les deux courbes. 

Considérons la tangente commune V! d a V 2 , 

elle rencontre en V, et V 4 les polaires qq{ Y{ du 

point q^ et celle V 4 V 2 q{q^ du point q. 

Pour le point de vue V t le point a est un point 

double du cercle, qui a pour perspective le point 

double d de la conique. Si on joint le point a à 

celui q^ par la droite abq^ elle coupera îa circon

férence en un second point b qui sera le point de 

tangence de la tangente V t b à la circonférence, 

mais cette tangente Y{b sera par conséquent une 

tangente à la conique en un point b' qui sera la 

perspective du point b. Les deux cordes de con

tact ab, db' seront donc homologues et doivent 

ainsi se rencontrer en un même point q2 apparte

nant aux deux axes d'homologie; or ces deux axes 

d'homologie ne peuvent être que les droites i{ it et. 

¿3¿4 qui se rencontrent en ce point qv 

Les deux tangentes menées du point </2 à la cir

conférence ont pour corde de contact la polaire 

de ce point qr polaire passant par les points Y{ et 

V 3 ; ces deux tangentes ont pour homologues les 

deux tangentes à la conique menées de ce même 



point q^ la droite de contact, ou polaire du point 

qt relativement à la conique se confondra donc 

avec la précédente q Vzq{ V r II en sera de même 

pour les autres; donc le triangle polaire qq{qt 

dans la circonférence, sera aussi un triangle 

polaire relativement à toutes les coniques qui 

passeront par les quatre mêmes sommets i{ ¿a iz i4 

du quadrilatère inscrit dans toutes ces courbes. 

On peut en conclure que : 

Une circonférence et une conique qui ont quatre 

points communs, peuvent être regardées comme pers

pectives réciproques l'une de l'autre pour six points 

de vue différents, ayant pour chacun de ces points 

deux axes d'homologie différents, ce qui donne douze 

manières de les considérer comme perspectives réci

proques; il ri y a cependant que six axes d'homologie 

qui appartiennent aux couples de côtés opposés du 

quadrilatère inscrit et à ses deux diagonales. 

On voit que chaque couple de côtés opposés 

sont axes d'homologie pour deux points de vue 

différents. 

On peut en conclure que les mêmes résultats ont 

lieu pour deux coniques quelconques se coupant eu 

quatre points. 

Toutes les coniques qui ont quatre points com-



muns ou qui rien ont pas du tout, ont un triangle po

laire commun. 

Il en résulte que chaque couple de côtés opposés 

de ce quadrilatère et les deux diagonales font l'of

fice de coniques passant par les quatre sommets du 

quadrilatère. 

Un quadrilatère inscrit dans une circonférence 

est tel qu'une transversalle quelconque coupe 

cette circonférence, et les couples de côtés oppo

sés du quadrilatère et les deux diagonales en des 

couples de points formant une involution. Donc, 

comme les six points d'intersection de cette trans

versale et des couples de côtés opposés, et les 

diagonales du quadrilatère suffisent pour déter

miner cette involution, il en résulte : 

Une série de coniques passant par quatre mêmes 

points sont coupées par une droite en des couples de 

points en involution. 

Si la transversale est tangente à deux coniques, 

alors les points de contact sont conjugués harmo

niques par rapport aux deux points de section de 

cette transversale par deux côtés opposés du qua

drilatère. 

Nous avons vu que les axes d'une conique pers

pective d'une circonférence sont parallèles aux 



deux bisectrices des angles des deux axes d 'ho

mologie. Ceci a également lieu lorsque les deux 

courbes se rencontrent ou ne se rencontrent pas . 

Nous pouvons donc en conclure : 

Que les trois systèmes de bisectrices des côtés 

opposés ou des diagonales du quadrilatère sont pa* 

rálleles à deux axes rectangulaires qui sont les direc

tions des axes de la conique. 

On peut déterminer immédiatement le centre 

de la conique: il suffîtxle joindre chaque point de 

vue au point milieu de la corde de tangence des 

deux tangentes menées du point à la conique. 

Toutes ces droites doivent passer par le centre 

par lequel deux parallèles à la direction des axes 

donnera ces axes eux-mêmes. 

On peut en conclure que : 

Toutes les coniques qui passent par les quatre 

mêmes sommets d'un quadrilatère inscnptibk à une 

circonférence, ont leurs axes parallèles. 

Si le quadrilatère ri est point inscriptible à une 

circonférence, il en résultera que toutes les coni

ques auront un système de diamètres conjugués pas

sant par deux mêmes points communs. 

Une série de coniques passant par quatre mê

mes points sont coup 'es par une transversale en 



des couples de points en involution; i! s ?en suit 

qu fil y a deux points doubles qui divisent harmo-

niquement chaque segment, ces points sont réels 

ou imaginaires et sont ainsi conjugués par rapr 

part à chaque conique. Donc i 

Quand plusieurs coniques ont quatre peints §çm^ 

muns, il existé sur une transversale quekmqm 

deux points (réels ou imaginaires) cênjugués par 

rapport à toutes les coniques. 

Si la transversale est située à l'infini, ies points 

conjugués communs à toutes les coniques seront 

les extrémités de deux diamètres conjugés de cha

cune d ?elle. pone t toutes les coniques qui pas

sent par quatre points, ont un système de diamè? 

tres conjugués parallèles entre eux, lequel système 

peut &tm imaginaire. 

Beux peints conjugués d'une conique sont d#uf 

p | n t s tels que la polaire de l'une passe par l a u 

tre. Donc t si on prend les polaires d'un point 9 

par rapport à deux coniques, elfes se couperont 

%u point V{ et ces deux points P 4 P 4 , seront conjti-

giiés par rapport aux deux coniques; mais alors 

ils le seront pareillement par rapporta toutesles 

c l i q u e s « f u i passeront par les quatre points d #in~ 

tersection dés áeux premières. B o n e : 



Quand plusieurs coniques ont quatre points com

muns, les polaires dun autre point quelconque, rela

tives à ces courbes, passent toutes par un même 

point. 

Si le point P est à l'infini sur une droite L, 

ses polaires seront les diamètres des courbes, con

jugués à la direction de cette droite. Donc : 

Quand plusieurs coniques passent par quatre 

mêmes points, les diamètres de ces courbes, conju

gués à une même droite, passent tous par un même 

point. 

Soient deux coniques A et B se coupant en 

quatre points. Soient L une droite quelconque du 

plan etp{ p{, les pôles de cette droite dans les 

deux coniques. La polaire d'un point quelconque 

P de cette droite L relativement à la conique A 

passera par le point p et celle du même point rela

tivement à la conique B passera par le point p{. 

Si P prend diverses positions sur cette droite L, 

les diverses polaires] de ces points relativement à 

ces deux courbes passeront les unes par le point p 

et les autres par celui pf ; elles formeront deux 

faisceaux de droites de sommets p e t / ? r et qui se 

correspondront anharmoniqueraent, car le rap

port anharmonique de quatre quelconques des 



droites de l'un des faisceaux et celui des quatre 

droites correspondantes du second, sont égaux 

à celui des quatre points sur la droite L, donc les 

droites correspondantes de ces deux faisceaux se 

couperont sur une conique qui passera par les 

points petpi, sommets des deux faisceaux. 

Maintenant, supposons plusieurs autres coni

ques passant par les quatre mêmes points d'intera 

section de celles A et B; puisque les polaires d'un 

point quelconque relatives à toutes ces coniques 

passent par un même point, il s'ensuit que la co

nique trouvée ci-dessus sera la même pour toutes 

ces courbes, et de plus qu'elle passera par tous 

les pôles de cette droite relativement à toutes ces 

coniques qui passent par les quatre mêmes points. 

Donc : 

Tous les pôles dune droite L relativement à plu

sieurs coniques qui ont quatre points communs, se 

trouvent sur une conique sur laquelle se trouvent aussi 

les points de concours des polaires des divers points 

de cette droite relativement à toutes ces coniques. 

Si on considère le quadrilatère passant parles 

quatre points communs comme formant trois 

coniques composées de deux droites, la conlqup 

ci-dessus doit passer par les points de concours 



dei côtés opposés et le point d'interseëtioii dés 

Omm diagonales* ear le point d'intersectioii dè 

dieux droites est le pôle de toute droite* puisque 

tentes les polaires des divers points d'une droite 

relativement à deux droites, passent toütöl par m 

point; si la droite L ëfct à l'infini, tous lés pôlëë dfe 

ssttë droit© sont les divers centres dé ces ëëurbes. 

mm: 

'Tôtitéê fe* mhifm qui pesimi pat qmWê pèffttè 
tifaméiï ont kûn mifíres mr uñe mñiqíceí 

Qèmmtâqïïé paese par femiñeu de íM#tí§ ÜJff 

m tfiupmlêé du qMdrihtèm $tiip®m pûïëéë %M-
m plinth 

QÊtU-oh distingue par û, b, ê, d ces tüáttfe 

ÄommetSi on peut faire passer une conique qui 

passe par les trois sommets a, ô, c et dont lë 6611-

trt§ söit m milieu dé âij öette ciDnipë pesiera né-

cessairement par le point C Donë le milieu de 

chaque côté Oit diagonale du quadrilatère Bit le 

feetitre d'uie eënhjuë p y s i n t par les ^mm 8om*-

met» du quadrilatère; doiiö tOUè m poiüts tìiiliéUx 

tönt #uï< lâ mûi^m ïm deé « m i t a * 

ÚnmüMÍi dotte 9 points de cette courbé ÉVfalt 

«8 WèM uflë m affiityië* t i l MSêôftuj ö««Mt 

m « p i n t i AiiieUx dés «ètéiët lfesS poiHtf i f W -



të^sëetioos des côtés opposés et des diagonales* 

Le centre de cette courbé \ést le point dë WöiW-

rnmi des droites qui joignent les points milieu^ des 

côtés opposés du quadrilatère. 

Car ces droites qui joignent les points fniliëux Sé 

coupent en leur milieu. 

Les polaires d'un point quelconque P par r a p 

port à plusieurs coniques ayant quatre points com

muns passent par un même point P d , de même les 

polaires d 'un autre point quelconque q relative

ment à ces mêmes coniques passent par un même 

point q{; de sorte que les polaires du point P for

ment un faisceau de droites au sommet P n et celles 

du point q un autre faisceau de s o m m e t ^ . Ör, 

les deux polaires des points P et q relativement à 

une même conique passent par le pôle de la droite 

Pq relativement à cette conique, et nous savons 

que tous ces pôles forment une conique passant 

par les points P 1 9 qt; donc les deux faisceaux de 

droites se correspondent anharmoniquement , 

comme il en est de même pour deux points quel

conques du plan. On peut en conclure : 

Lé fupport anharmonique de quatre quelconques 

éts fMimtes dun point du phn relativement à quatre 



coniques qui passent par quatre mêmes points est 

constant, quel que soit ce point. 

On peut supposer que ce point est un des points 

d'intersection des coniques, alors les polaires se 

ront les diverses tangentes en ce point. Donc : 

Le rapport anharmonique des quatre tangentes 

sera le même pour chacun des quatre points d'inter

section des coniques. 

L'angle de deux coniques en un de leurs points 

d'intersection est celui des deux tangentes en ce 

point. Ainsi on voit que si ces angles ne sont pas 

égaux pour les quatre points d'intersection, s'il y a 

quatre coniques passant par ces mêmes points, le 

rapport anharmonique entre le sinus des angles 

sera constant pour les quatre points. Ce rapport 

est dit celui des quatre coniques. 

Aux théorèmes précédents concernant des coni

ques passant par quatre mêmes points correspon

dent des théorèmes relatifs à des coniques tan

gentes à quatre mêmes droites; comme les dé

monstrations sont tout à fait semblables, il suffit 

de les énoncer. 

Quand deux coniques sont inscrites dans un qua

drilatère, si d'un point quelconque on mène des tan

gentes aux deux courbes et deux droites aboutissant 



à deux sommets opposés du quadrilatère, ces trois 

couples de droites sont en involution. 

Si le point par lequel on mène les tangentes aux 

deux coniques est un de leurs points d'intersec

tion, les deux tangentes à chaque courbe se con

fondront en une seule, qui sera l'un des rayons 

doubles de l'involution ; il s'en suit que : 

Quand deux coniques sont inscrites dans un qua

drilatère, les tangentes en un de leurs points d'inter

section forment un faisceau harmonique avec les 

deux droites menées de ce point à deux sommets op

posés du quadrilatère. 

Ou bien : 

Les tangentes aux deux coniques en un de leurs 

points d'intersection divisent harmoniquement cha* 

cune des diagonales du quadrilatère circonscrit. 

Quand trois coniques sont inscrites dans un qua

drilatère, les tangentes menées à oes trois courbes 

forment trois couples de droites en involution. 

De ce théorème résulte la solution du problème 

suivant : 

Etant données deux coniques et une droite, décrire 

une conique qui soit inscrite dans le quadrilatère 

circonscrit aux deux proposées, et tangente à la 

droite. 



Pâf Chapé pöitit de lä droite bri «lètte dös tën*-

gentes aux deUíc Coniques et uüi droite faisant 

ivëc lâ droite donnée un troisième couple en invo

lution avec les deUï Couples d l tâagëtiteB; cette 

droite et celle donnée seront tati&entes à la conique 

cherchóos 

Si la droite donnée passe par Un doë äöttünets 

du quadrilatère cirCööSerit ftUx deux Coniques, 

toutes les droites construites* comme tangentes à 

la conique cherchée passeront par le sommet o p 

posé, de iorte que la conique qtu aâtisiait a la 

question est infiniment aplatie et qu'elle est repré

sentée par la diagonale du quadrilatère qui Joint 

ces deux sommetSi 

II eü resulte que quitad m wmm le point de 

concours de deu* tangentes communes & deux w-

âiquesj m déteiMfte immeâiatemeiit le poiht de 

concours de deux mm tMgeiites communes. 

Quanti im* eMißet mt imñm mhs m f m-

iiflktêM, tu tMfôntê èli mpôînt êè l'une m m des 

rayons doubles de ^involution déterminée put* lès 

èm mpkê <fc tm§mm mmà$ par w point aux 

Émx Mtm tourtes. 
De lâ résulte la solution de ce problème! 

Etant données deux coniques et un point, êkf^e 



um mñtqw pi mit immite étm te pmmètere 

circonscrit auÊ êmë pffîpdÈêès Û fui ptmpafte 

fîMM émni. 

p&Ui* tela oa mm im kñgeütes âu i tìeut m& 

í|ües ! thftëuo des mym$ doubles m VhwMm 

déterminée par Oe» détti tìotif les de ÖfrÖitSö Ufa 
une tangeiüe à une eotlique gat is faisant à li «ges

tión > qui admet deux sol Ut ions i 

Quand trois coniques sont inscrites dans un qua

drilatère, les tangentes menées à deux de ces courbes 

par un de leurs points d'intersection sont conjuguées 

harmoniques par rapport aux deux tangentes me

nées du même point à la troisième conique. 

Quand plusieurs conique sont inscrites dans un 

même Quadrilatère, les couples de tangence à ces 

courbes rtiênées d'un même point sont en invo

lution. Donc : 

Par înaqùè point du pian orí peut mener deux 

dédîtes conjuguées par rapport à ÎMiès tes coniques; 

ce soni lès rayons douMes. 

tyûâftâ plûUèun cÒmquks soni inscrites dans k 

mWie qùàâïttathrë, tes pèles $ une droite quèkonque 



Toutes les coniques inscrites dans un quadrilatère 

ont leurs centres sur une même droite. 

Quand plusieurs coniques sont inscrites dans un 

quadrilatère, si autour dun point fixe on fait tour

ner une transversale, la droite, lieu des pôles de 

cette transversale, enveloppe une conique. 

Cette courbe est aussi Í enveloppe de toutes les 

polaires du point fixe relatives aux coniques pro

posées. 

Elle est tangente aux deux diagonales et à la droite 

qui joint le point de concours des côtés opposés du 

quadrilatère circonscrit aux coniques. 

Quand quatre coniques sont inscrites dans un 

quadrilatère, les pôles d une droite quelconque, les

quels sont en ligne droite, ont leur rapport anhar

monique constant. 

Il résulte de ce théorème que : Le rapport an-

harmonique des points de contact des quatre coniques 

avec un des côtés du quadrilatère circonscrit a tou

jours la même valeur, quel que soit ce côté, est égal 

au rapport anharmonique des pôles dune droite. 

Une partie de ces théorèmes sur le quadrilatère 

circonscrit à des coniques peuvent se déduire de 

ceux sur le quadrilatère inscrit par transformation 



polaire, comme Ta fait M. Poncelet, ou être d é 

montrés directement *. 

Revenons aux diverses manières, dont une co

nique et une circonférence peuvent être perspec

tives réciproques l u n e de l'autre, recherches dont 

nous avons été écartés par les propriétés si im

portantes des coniques inscrites ou circonscrites 

à un même quadrilatère, 

11 résulte de ce que nous avons établi jusqu'à 

présent qu'une circonférence et une conique ex

térieure ne se rencontrant pas, ont deux points de 

vue différents, pour chacun desquels il y a deux 

mêmes axes d'homologie ; que si, au contraire, la 

conique et la circonférence se rencontrent en qua

tre points, il y avait six points de vue diffé

rents , chaque couple opposé de deux de ces points 

de vue ayant deux mêmes axes d'homologie, ces 

axes d'homologie sont dans ce cas les six cordes 

communes aux deux courbes; mais leurs proprié

tés pour deux de ces couples d'axe appartenant à 

deux points de vue différents, tiennent à ce qu'ils 

* Ces théorèmes sur les coniques inscrites et circonscrites 
à un quadrilatère sont extraites du traité des coniques de 
M. Chasles. 



sani mm ehßmkgm, -et t'iti de là qu'on en a lité, 
les propriétés des cordes communes à deux muu 

mm i wm êm m § ¿té # ü g ¿ 4§ 4istwgw^ le 
cg§ plj§§ §g^| cordes mranmnes et 9 ^ 

ûlm ma immmvmm A t e t § r t p ' w . î « 

cgpBiééraai mmm dm nm ^hm^m, fi m\ 
wffi&mi p W e § mmi m4m m^mum régies 

ou imaginaires, d'autant p|n§ p | §§pt <Je§ 

droites ap§si bien réelles dans un cas que d§ms 

l'autre. 

Ainsi : Une transversale cou^e deux coniques et 

leur? deux axes d'homologie en trois couples de 

ffçints er\ involution^ que ces pxex poient des cor

des rêellçs ou non. 

gntre les positions d'une circonférence et d'une 

conique qui ne se coupent pas ou se coupent en 

quatre points réels, il y a des positions intermé

diaires à examiner. D'après les résultats obtenus, 

il sera facile de trouver de même pour ces diffé

rents cas le nombre et la position des divers points 

4e vue et les directions correspondantes des axes 

d'homologie. 

Bemarquons, en effet, que nous supposons la 

sommet est le point de vue et dont rintoütítiull 



des plans des deux courbes est la droite désignée 

par axe d'homologie ; or, tant que le cône et la co

nique ne changent pas, on peut rapprocher ou 

éloigner le plan de la circonférence du sommet 

parallèlement à lui-même. Dans toutes ces di

verses positions, son intersection avec le pian de 

la conique sera toujours une droite parallèle, qui 

deviendra une corde commune, sans changer cette 

direction. 

Supposons, fîg. 84, que la circonféreppg et lg 

conique ßpient tangeofes e^lériej-irerjien^ ¡J en ré-

suitor* m premier poinl aß vyß Y, déterminé par 

les dew£ tangentes extérieures ponniiiiugsVc, Vcf 

auquel correspondra un premier jpg 4'Iwnioio^ 

gie TT P passant par le pqint q d'iptprsecltioiï des 

deus axes, de sorto que pe secpud axp e§t J$ tan

gente qYiTr Le seçpfld poipt d$ vue sera lß point 

V| de tangejiçp, qiii ayra le? mêrpgs axes d'hqipo-

logie correspondants que ceux du point V. 

Prenons maintenant le cas, fig. 86, où la coni* 

que et la circonférence se coupent seulement e? 

deux points : il y aura ainsi une corde commune 

dd} qui sera un axe d'homoíogíe et sur lequel m 

trouvera le point q d'intersection des lettx axes 



d'homologie, de sorte qu'il sera facile de détermi

ner l 'autre axe d'homologie. 

Il faut maintenant déterminer le second point 

de vue V,; il sera d'abord sur la droite Yaaf po

laire du point q dans les deux courbes. De plus, 

les couples de points a\ a{, d{ì V, V 4 , sont en 

involution, décrivant sur aa[9 a{d\ des demi-cir

conférences; elles se couperont en deux points 

e,e{) alors une demi-circonférence, passant par V 

et par e, e{, donnera le point V f pour le second 

point de vue. 

On peut encore mener aux deux courbes des 

tangentes d'un point commun pris sur l'axe d 'ho 

mologie connu, les quatre points de tengence étant 

joints deux à deux, ces droites iront passer les unes 

par V et les autres par V t . 

Admettons que la conique soit tangente intérieu

rement à la circonférence; dans cette position elle 

peut encore couper la circonférence, comme fig. 86, 

en deux points d, d t ; alors les deux courbes ont trois 

tangentes communes, mais celle au point V4 de ten

gence des deux courbes, doit compter pour deux, 

ayant ce point V, pour intersection; de sorte qu'il y a 

quatre points de vue V u V 2 , V 3 , V 4 . Les axes seront 

ici les quatre cordes communes Vrf, Vrf, dd, et la 



tangente au point V4 qui fait le quatrième sommet 

du quadrilatère V, dd{ ; au point V, correspondront 

les axes d'homologie dd{ et la tangente en ce point 

V 4 ; au point de vue opposé V 3 correspondront les 

mêmes axes d'homologie ; aux points V 2 et V 4 cor

respondront les axes d'homologie Yd, V, d. 

La circonférence peut être osculatrice de la c o 

nique en ce point V 1 ? alors elles n 'ont plus qu 'un 

autre point d'intersection ; les deux courbes ont 

une autre tangente commune qui rencontrera celle 

en V, en un point V 2 qui sera un point de vue ; 

ainsi que le point de tangence V, qui représente les 

trois points communs à la conique et à la circon

férence; les deux axes d'homologie seront la droite 

V, d qui joint le point V, à celui d et la tangente 

La conique peut avoir un double contact, 

comme dans la fig. 88; alors on voit qu'il y a trois 

points de vue, V n V 2 , V 3 , déterminés par les deux 

tangentes, mais chacune de ces tangentes pouvant 

être regardée comme double , il en résulte 

que leur point V 2 d'intersection peut être regardé 

comme un point de vue double qui aura pour 

axes d'homologie la droite double Y{, V 3 qui joint 

les points de contact. Les points de tangence V p 



V 3, sont des points de vue dont les axes d'homolo

gie sont les tangentes en ces points. 

La conique peut être tangente à la circonférence 

et ne plus la rencontrer, comme fig. 89. Alors le 

point V de tangence est un point de vue et la t a n 

gente en ce point est un des axes. Pour avoir le se

cond axe, on trace une droite V a d ; les points a 

et d sont donc homologues, donc les tangentes 

da, dd en ces points se rencontreront en un point 

appartenant à ce second axe, il est donc connu. 

Le point q d'intersection des deux axes d'homolo

gie a même polaire dans les deux courbes; cette 

polaire V bb' contiendra donc le second point de 

vue Yr Pour avoir ce point Y{, on mène aux deux 

courbes, d'un point quelconque dde l'axe d'homo

logie d q, les tangentes Y a, Yc à la circonférence, 

et celles V d, Y c' à la conique; les droites ad, ce 

vont passer par le point V et celles a c1, d c par Yr 

Le point V, d'intersection de ces deux derniers est 

donc le point cherché qui doit se trouver sur la 

polaire Y bb' du point q. 

Maintenant la circonférence peut être tangente à 

laconique extérieurement comme dans la fig. 90, 

ou intérieurement comme fig, 9 1 , et avoir en ce 

point de tangence un contact de troisième ordre, 



c'est-à-dire quatre points de communs en ce poin 

de tangence. 'Alors on voit que les deux points d< 

vue de la fig. 89 se réduisent en un seul qui est 1( 

point de tangence, et les deux axes d'homologie s< 

confondent en la tangente en ce point; il en result* 

donc que si, d 'un point quelconques/de cette tan

gence, on mène les tangentes d a,dd aux dem 

courbes, la droite ad qui joint les points de tan

gence passera toujours par le point de tangence V, 

Remarquons que cela n'a lieu dans la fig. 89 qu( 

pour le point q. 

Réciproquement si les deux courbes tangente* 

sont telles que la droite qui joint deux points de 

tangence a d de deux tangentes menées d'un même 

point de leur tangente commune, passent toujours 

par un même point, c'est que les deux courbes onl 

un contact de troisième ordre. 

Examinons le cas où la circonférence et la co

nique sont comprises l 'une dans l 'autre, fig. 92 . 

Ici il n'y a plus de tangente réelle commune. Pour 

trouver les points de vue et les axes d'homologie, il 

faut déterminer un des trois points q,q{,qt conju

gués, c'est-à-dire qui sont tels que chacun a même 

polaire dans les deux courbes, et nous savons que 

deux des points de vue sont situés sur chacune de 



ces polaires. Comme il y a trois points à détermi

ner en même temps, on ne peut trouver la solution 

de ce problème que par remploi de coniques. 

On mène dans le plan une droite quelconque 

que nous désignons par L, on prend les polaires 

de chacun de ses points relativement aux deux 

courbes, elles se couperont deux à deux suivant 

une conique M. 

On trace une sçconde droite L 4 ; à cette droite 

correspond de même une seconde conique M,. Ces 

deux courbes se coupent généralement en quatre 

points. Un de ces quatre points est le point d ' in

tersection des polaires du point de rencontre des 

deux droites L, L 4 . Donc elles ont trois autres 

points communs dont l 'un est nécessairement réel ; 

or il résulte de la construction que chacun de ces 

trois points a la même polaire dans les deux cour

bes, puisque les deux polaires d'un de ces points, 

par rapport aux deux courbes, doivent se couper 

et s u r l a droite L et sur a droite L n donc elles se 

confondent. 

Soit donc q un de ces trois points, dont la po

laire commune est la droite a a{ a' a\ qui doit con

tenir deux des points de vue ; ce point q est le point 



d'intersection des deux axes d'homologie qu'il s'a

git de déterminer. 

Les deux axes d'homologie sont également incli

nés sur le grand axe de la conique, donc une per

pendiculaire abaissée du point q sur la direction 

du grand axe sera une bisectrice de l'angle des 

deux axes cherchés. Or les couples de tangentes 

q a y q a{; q a', q a\ et les deux axes q T, q T 2 sont 

en involution, dont l'axe de là conique ou toute 

autre droite qui lui serait parallèle doit couper ces 

trois couples de droite en trois couples de points 

en involution; on connaît les deux segments cor

respondants aux «ouples de droites, q a, g a¿ q a\ 

q a\ et le milieu du segment correspondant aux 

deux axes; il est facile alors de déterminer les deux 

extrémités de ce segment ; il suffit, sur les deux 

premiers segments, de décrire deux circonférences 

se coupant en deux points, la corde commune dé 

termine le centre de Tinvolution ; sur le milieu de 

cette corde, on élève une perpendiculaire; toute 

circonférence ayant son centre sur cette perpendi

culaire et passant par les deux extrémités de cette 

corde, détermine sur la transversale deux points de 

l'involution ; si donc sur le milieu connu du troi

sième segment on élève une perpendiculaire, elle 



rencontrera celle élevée sur le milieu de la corde 

commune, en un point qui serale centre d 'un cer

cle passant par les extrémités de la corde commune 

et déterminant sur la transversale deux points qui 

seront à égale distance du point milieu ; ces deux 

points appartiendront aux deux axes cherchés, qui 

sont ainsi déterminés. 

Connaissant les deux axes q T, q T î t d'un point 

d quelconque d'un de ces axes on mène les t a n 

gentes d b, d c à la circonférence, et celles d b\ d c' 

à la conique; soient b, c, V, c' les points de tan

gence; alors en joignant deux à deux ces points par 

des droites, les droites b b\ccf passeront par un 

des points de vue V et celles b1 c, b c' passeront par 

le second point de vue V r Ces deux points, qui 

doivent en môme temps se trouver sur la polaire 

au, a' a\ du point q sont donc déterminés. 

On peut encore déterminer les axes d'homologie 

de la manière suivante, qui s'applique à deux c o 

niques perspectives réciproques l 'une de l 'autre. 

On prend les deux polaires d'un point o quel

conque du plan relativement aux deux coniques ; 

elles se rencontrent en un point of par où passent 

tontes les polaires du même point relativement à 

toutes les coniques qui passent par les quatre 



mêmes points d'intersection On détermine de 

même les deux polaires d'un second point o{ quise 

rencontrent eu un point o\. Les deux axes d 'ho 

mologie peuvent être regardés comme une de ses 

sections coniques qui passent par les mêmes quatre 

points d'intersection; si donc on prenait les p o 

laires des points o et o{ relativement à ces deux 

droites, l 'une passerait par le point o' et l 'autre 

par le point o\9 mais elles passeront aussi tou

tes les deux par le point q d'intersection de ces 

deux axes d 'homologie; donc ces deux polaires 

seront les droites q o', q o\ ; or on sait que 

les polaires d 'un point o relativement à deux 

droites est la conjuguée harmonique d e l à droite 

oq qui joint ce point o au sommet q de l'an* 

gle des deux droites; il en résulte que les deux 

couples de droite q o, q o' ; q o{, q o\ forment e n -

ti 'eux des angles qui sont divisés harmoniquement 

par les deux axes d'homologie. Ces deux axes sont 

donc les rayons doubles d'un faisceau en involu

tion formé par ces droites, donc elles sont déter

minées. 

Il existe encore une infinité de propositions sur 

les coniques, nous croyons avoir donné les plus 

importantes; celles que nous ne donnons pas ne 



peuvent trouver place que dans un traité spécial 

sur les coniques. 

DÉTERMINATION DES AXES D'UNE SECTION CONIQUE 

CONNUE PAR CINQ CONDITIONS. 

Nous avons fait voir comment on pouvait obte

nir une section conique quelconque par la pers

pective d'un cercle, et nous en avons déduit de 

nombreuses propriétés de ces courbes. 

Nous avons ensuite montré comment une co

nique et une circonférence, tracées dans un même 

plan, peuvent être considérées comme perspectives 

réciproques Tune de l'autre, de sorte que toute 

construction à faire sur la conique peut se rem

placer par une autre sur la circonférence; il suffit 

de retrouver les différents points de vue et les axes 

d'homologie. 

Nous avons supposé la conique tracée, et alors 

nous avons fait voir de combien de manières une 

circonférence pouvait en être la perspective. Nous 

allons maintenant chercher à donner le tracé 

d'une conique connue par cinq conditions n é 

cessaires et suffisantes pour quelle soit déter

minée. 



On peut résoudre ce problème de plusieurs 

manières: celle employée jusqu'ici consiste, au 

moyen des cinq conditions données, à trouver 

successivement des points ou des tangentes de la 

courbe. 

Nous nous proposons de substituer à cette m é 

thode une autre plus générale et qui rentre dans 

notre manière de regarder la conique comme pers

pective immédiate d'une circonférence. 

Nous allons, pour cela, chercher à trouver de 

suite les axes de la conique satisfaisant à cinq 

conditions. 

Il suffit, pour résoudre ce problème, de savoir 

trouver une circonférence, perspective de la c o 

nique cherchée et connue par les cinq condi

tions. 

Le nombre de ces problèmes est considérable, 

car on peut établir de bien des manières cinq 

conditions qui déterminent une conique. Nous ne 

donnons que les cas les plus importants. 

Nous ne pourrons même pas détailler chaque 

construction, cela nous entraînerait trop loin; 

nous donnerons, le plus succinctement possible, 

la construction la plus simple, qui conduit à trou

ver les axes de la conique, cette construction s'ap-



puyant toujours sur les principes établis dans le 

cours de l'ouvrage. 

Pour établir de l'uniformité dans les divers cas 

qui vont se présenter, nous adoptons les conditions 

suivantes : 

1° a, b, c, d, e désigneront des points de la 

courbe» 

2° A, B, C, D, E, des tangentes aux points res

pectifs a, b , c, d, e. 

3° O désignera toujours le centre de la courbe, 

4° F , F t les foyers. 

5° (A), (A.) les extrémités du grand axe. 

6° (B), (B.) les extrémités du petit axe. 

7° (D), (D.) les longueurs de deux diamèlres 

conjugués. 

8° a l'angle de deux diamètres conjugués. 

Premier cas. — (Fig. 92 Ois.) 

Les données sont les cinq points a, b, c, d. e. 

I o On forme avec quatre quelconque des points 

donnés le quadrilatère a b c d, soient f et g les 

points de concours des côtés opposés, fg la droite 

qui joint ces points. 

2° On joint le cinquième point e aux points 



a, b , c, d par les droites ea, eb, ec, ed qui remon

tent la droite fg, aux points respectifs j , i, k, h . 

3° Sur les trois segments A¿, ß, fg, on décrit 

trois demi-circonférences* qui se coupent en un 

même point V. 

4° On trace la droite TT,, parallèle à la droite fg, 

à une distance arbitraire. La droite fg est celle dé

signée 11 j . 

5° On trace la droite JJ, parallèle à TT, et II, et 

à une distance du point V égale à celle de TT,-

à J J , . 

6° Par les points /, m d'intersection de la droite 

TT, et des côtés du quadrilatère a b c d, ou même 

des parallèles à la droite Vg, et par ceux n, o des 

parallèles a Vf, ces parallèles se coupent en des 

points a', b ' , c ' ,d ' , formant le rectangle a'b'c'd', 

homologue de celui a b c d. 

7° La circonférence payant par ces quatre 

points a', b', c', d ' e s t perspective de la conique 

cherchée. 

8° On détermine le pôle P de la droite JJ, par 

rapport à cette circonférence, ainsi que le pôle cir* 

culaire Q. 

9° Sur la droite JJ t on décrit comme diamètre 

une circonférence passant par les points Y et Q, 



soient q et r les extrémités du diamètre; les droites 

Vq, Vr sont les parallèles aux axes cherchés. 

10° La droite qVg, qui joint le pointeau pôleP, 

rencontre celle T T, en un point y, par lequel on 

mène une parallèle yo, et on a un des axes de la 

courbe ; de même la droite rPx rencontre TT, en xy 

par lequel on mène xo% et on a l'autre axe de la 

courbe. 

11° Par le point q on mène à la circonférence 

les deux tangentes qs9 qt> qui rencontrent TT, en 

s et t, et par ces deux points s et t on mène des 

parallèles à la droite Vq; elles déterminent les ex

trémités (A), (A.) du grand axe. 

12° Par le point r on mène de même les deux 

tangentes rui rv qui rencontrent TT, en u et v, par 

lesquels on mène des parallèles à Yr; elles déter

minent les extrémités (B), (B.) du petit axe. 

Même cas. — (Fig. 93.) Hyperbole: 

Les données sont comme (fîg. 92) les cinq points 

a, b, c, d, e. 

Même construction que dans la (fig. 92,) jusqu'au 

n # 7. On voit qu'ici, d'après les données, la droite 

JJ, coupe la circonférence en deux points «, ß. 



Le pôle P de la droite JJ, est extérieur à la cir

conférence, et le point Q n'existe pas. Le point r 

est intérieur à la circonférence et le point q est 

extérieur. 

Vq, Vr sont les directions des axes, et Va, Vß 

sont celles des asymptoles; Vq, Vr sont les bisec

trices des angles des asymptoles. 

qs et qt sont les tangentes à la circonférence ; 

menées du point q, elles rencontrent la droite TT\ 

aux points s et t, par lesquels on mène les paral

lèles à Vq, qui déterminent les extrémités (A), (À.) 

du grand axe de l'hyperbole. 

Comme du point r intérieur à la circonférence 

on ne peut mener de tangentes à la circonférence, 

il en resuite que les sommets du second axe sont 

imaginaires. 

Le centre de la courbe est la perspective du 

pôle P. Par ce point menant des parallèles à Va, 

V'ß, on aura les asymptoles de l'hyperbole. 

Même cas. — (Fig. 9 4 , 9 4 bis, 95). Parabole. 

Les données sont by c, d et une tangente E à 

l'infini. 

Il faut d'abord déterminer la direction de 

l'axe. 
1° Les quatre points a, b, c, d forment le qua-



drilatère a b c d, dont f et g sont les points de con

cours des côtés opposés ¡ ac, bd les diagonales se 

coupant en 0 . 

2° Par un point quelconque g (fig. 94 bis) on 

mène les quatre droites g a, g b , g c, g d, parallèles 

aux côtés respectifs du quadrilatère, lesquelles 

déterminent sur une transversale quelconque les 

points a, b , c, d. 

3° Sur les segments ab, cd on décrit deux circon

férences, se coupant en deux points ¿, i} et déter

minant ainsi la corde commune iil o qui rencontre 

la transversale au point o , centre d'une invo

lution. 

4° Du point o comme centre, avec un rayon ok 

égal à la partie de la tangente menée du centre o à 

Tune ou l 'autre circonférence, on décrit un cercle 

qui détermine sur la transversale les point y, 

extrémité du diamètre. 

5° Les droites g^gy sont les directions possibles 

de Taxe. 

Il y a donc deux paraboles passant par les quatre 

points. 

Autrement (fig. 94) : 

I* Sur le segment bd on décrit une demi^circon-



férence, et au poiní o on élève 6ur le diamètre la 

perpendiculaire om. 

2° Sur le segment ac on décrit une demi-circon

férence, et du point o on élève sur le diamètre la 

perpendiculaire on. 

3° On forme le triangle-rectangle en a, sur le 

côté na duquel on prend ^ a = om. 

4° Par le point a on trace aß, parallèle à ac, et 

on porte le côté n a sur la droite bd, à partir du 

point o et de chaque côté. 

5. On détermine ainsi lespoints&ety, et les droites 

CÄ, cy sont les deux directions possibles de l'axe. 

Soit de même (fig. 95) abed le quadrilatère 

formé par les quatre points donnés, et a j la direc

tion d'un axe. 

1° Par les quatre sommets ay b, c, d du quadr i 

latère, on mène les quatre droites aj, ah, ak, ai, 

parallèles à la direction de l 'axe; elles rencontrent 

la droite fg, qui joint les points de concours des 

côtés opposés aux points j , h , k, i. 

2° Sur jkj hi on décrit deux demi-circonfé

rences, lesquelles se coupent en un point V qui 

sera le point de vue. 

3° En se donnant à volonté, comme pour l'ellipse 

et l 'hyperbole, un axe d'homologie TT, parallèle à la 



droite fg qui est celle divisée par II, on détermi

nera le rectangle d bf c'd' perspective de celui a bea 

pour le point V. 

4° On trace la circonférence, qui passe par les 

quatre points d b' c' d', et qui sera la perspective de 

la parabole. 

5° La tangente à cette circonférence, et parallèle 

à T T , sera la droite désignée par S3{. Le point de 

la tangente P est la réunion des points P ,Q. 

6° On décrit sur J J, comme diamètre, une demi-

circonférence passant par V et P. Soit ^l 'extrémité 

du diamètre. Yp, Yq seront les directions des 

axes. 

7* Du point g y on mène à la circonférence une 

tangente qs qui remonte l'axe d'homologie T T, en 

s ; la corde de conctact, ou pôle du p o i n t y r e n 

contre ce même axe en x. 

8° Par le point x on mène x (À) parallèle à la 

droite V P, et par celui s une parallèle à la droite 

Yq; la droite x{k) est le grand axe et le point (A) 

est le sommet de la courbe. 

On déterminera la seconde parabole par une 

construction semblable, relativement à l 'autre di

rection trouvée. 



Deuxième cas. — (Fig. 96.) 

Les données sont les quatre points a, b, c, d, 

et une tangente E en un point inconnu e. 

I o Les quatre points a, b, c, d forment un qua

drilatère ab cd dont les côtés opposés détermi

nent sur la tangente donnée E les deux segments 

mn, st. 

2° Sur les segments mn, ston décrit deux cir

conférences se coupant en / et g, et déterminant la 

corde commune fg qui rencontre la tangente E au 

point h, centre dévo lut ion . 

3° Du point h comme centre, avec le rayon 

hi=kj qui est la distance du point h aux points de 

tangence t ou / , on décrit une circonférence qui 

rencontre la tangente E en deux points e et ee} qui 

appartiennent à deux coniques passant parles quatre 

points, Tune tangente en e et l'autre en eer II y a 

donc deux solutions. 

Connaissant les cinq points a, b, c, d, e de la 

courbe, le problème revient au précédent. 



Troisième cas. — (Fig. 97.) 

Les données sont les trois points a, b, c et les 

deux tangentes D et E. 

I o On décrit, avec un rayon arbitraire* lifte cir» 

conférence tangente aux deux droites D et E. 

2° Les droites Y a, Yb, Yc déterminent sur la 

circonférence les couples de points a', a'}; b\ b\ ; 

c\ c\. Au triangle abc formé par les trois points 

donnés, il correspond homologiquement et indiffé

remment les quatre couples de triangles ; 

Prenons d'abord le triangle db'c comme l 'ho

mologue de celui abc. 

3° Les droites ab, db' se rencontrent eu un 

point / ; celles ac, de en m; celles bc, b'c' en n; 

la droite qui passe par ces trois points /, m, n est 

Taxe d'homologue TT 4 . 

4° La droite VA, parallèle à ab, rencontre db' 

en h; celle Yi, parallèle à ac rencontre de' en i¡ 

celle V / , parallèle à bc, rencontre b'c en j . La 

droite qui passe par ces trois points kH i, j i s t 

celle désignée par I I , . 



ô* On détermine le pôle P de là droite 11{ et 

celui circulaire Q, et par les points 0 et ? on fait 

passer une circonférence dont le centre est sur la 

droite I I n soient q et r les extrémités du diamètre* 

Les droites Vq, V r sont les directions des axés. 

6 ' La droite P r coupe celle TT d en x par lequel 

point on mène x (A) parallèle hVr> on a le grand 

axe, La droite P ^ rencontre TT { en y , par lequel 

on mène y (B) parallèle à Vq, on a le petit axe. 

V Par le point r on mène à la circonférence les 

tangentes qui rencontrent Taxe d'homologie TT 4 

aux points v et uy par lesquels on mène les p a 

rallèles r(B), u(B) qui déterminent les extrémités 

du petit axe. 

8° Par le point u on mène les tangentes à la cir

conférence; elles rencontrent TT t aux points s et /, 

par lesquels on mène les parallèles /(A), s (A), qui 

déterminent les extrémités du grand axe* 

La corde de contact éd rencontre les droites 11^ 

TTj en k, k{; alors la droite k{ed> parallèle à eelle 

kV, déterminera les deux points B et d de tangeneê 

des tangentes données E D. 

Le problème est ainsi résolu. 

Si on avait pris le triangle &,

ib
f

ic
t

i corame Tho*-

mologue, on obtiendrait les mêmes axes et par 



conséquent la même conique, mais avec un axe 

d'homologie différent. Il en serait de même si ou 

prenait pour homologue de celui abc deux autres 

triangles d'un même couple; mais pour chaque 

couple les axes et la courbe correspondante seront 

différents. Donc le problème admet quatre solu

tions, qu'on obtiendra de la même manière. 

Nous avons supposé que les trois points donnés 

a, b, c étaient tous compris dans le même angle 

formé par les tangentes données D et F. Ils peu

vent être aussi dans les deux angles opposés par le 

sommet, les solutions seront réelles; mais si ces 

trois points n'étaient pas dans le même angle* le 

problème serait impossible. 

Quatrième cas. — (Fig. 98.) 

Les données sont deux points a et b et trois tan

gentes G, D, E. 

1° On décrit une circonférence, de rayon ar

bitraire, tangente à deux des tangentes données, 

telles que C et F. 

2° Les droites Va, V5 déterminent dans la cir

conférence les couples de points a', a\; h\ b\; de 

sorte que la droite ab peut être l'homologue des 



couples de droites db\ a\b'{; db'A> a\b\ Pre

nons d'abord dhKcomme l'homologue de ab. 

3° Les droites ah, dbr se rencontrent eh un 

point n appartenant à Taxe d'homologie TT,. 

4° La droite ab prolongée rencontre la troi

sième tangente donnée en un point / , lequel a pour 

homologue le point f à l'intersection de la droite 

Yff et de celle db'. 

5° Si du point / ' on mène à la circonférence la 

tangente fd\ elle sera l'homologue de celle D pas

sant par le point / . C e s deux tangentes se rencon

treront en un point m appartenant à Taxe TT t ; 

donc cet axe est déterminé. 

Nous remarquerons que du point / o n peut me

ner deux tangentes à la circonférence, de sorte 

qu'il y aura deux axes différents d'homologie, pas

sant tous les deux par n. 

6° La droite Yd\ qui joint le point V au point 

de tangence d\ coupe la tangente donnée D en son 

point de tangence d. On aurait un autre point de 

tangence sur cette droite, si on prenait ta droite 

Yd\ à l'autre point de tangence d r 

7° Y h, parallèle à l), rencontre en A la tan

gente m fdy qui est un point de la droite II t do 



sorte que II, menée parallèle à TT t par ce point A, 

est la droite II, . 

8° Connaissant les droites TT l f II,, la construc

tion s'achèvera comme dans les cas précédents. 

I n prenant pour homologues deaë^ on aura 

deux coniques satisfaisant à i a question, 

i n prenant ut

ih\ pour homologues de &ê, on 

aurait la même conique avec un autre axe d'homo-

lagia. 

En prenant.#'b'x ou a'^' pour homologues u$ßä$ 

on trouverait encore deux nouvelles coniques sg^ 

tisf^isant à la question; donc le problème %ûm$t 
quatre solutions. 

On voit que le problème n'admet pas de solu

tions si Jes deux points donnés ne sont pas dans 

le triangle formé par les trois tangentes ou tous 

les deux extérieurs au triangle, et alors situés dans 

un des trois angles, ou l'un dans un angle et l'au

tre dans celui opposé au sommet. 

Cinquième cas. — (Fig. 90.) 

Les données sont un point à et les quatre tan

gentes B, C, D, E. 

Les quatre tingente* C, D, E fortóeat uo 



quadrilatère dont les diagonales sont mn et pq. 

T On joint le point a donné aux extrémités m 

et n d 'une des diagonales, les droites am, an ren

contrent l 'autre diagonale pq en r et s. 

2° Sur les deux segments rs, pq on décrit deux 

circonférences se coupant en / et g; la corde 

commune fg rencontre la diagonale pq ait point h. 

3Ö De ce point A, comme centre, avec un rayon 

égal à la distance hi du point h au pomt de t an 

gence à Tune ou l 'autre circonférence, oft décrit 

un cercle qui coupe la droite pq aux points x et y; 

xa, y a seront la tangente en a; il y a donc deux 

solutions. 

On obtiendra ensuite les axes par les méthodes 

précédentes. 

Sixième cas. — (Fig. i00.) 

Les données sont les cinq tangentes A> B, G, D, E. 

Les cinq tangentes données forment un penta* 

gone. 

i* Ott joint tous les sommets deux à deux par 

des diagonales; on forme alors un autre penta-

gone oklnin. 

W Les d r o i t e s ^ , ;7 , fm, gnihû1 qui joignent 



les sommets du premier aux sommets respectifs op

posés de l 'autre, comme l'indique la figure, ren

contrent les côtés opposés aux points a, byc, dy #, 

qui sont les points de tangence de la conique avec 

les tangentes données. 

Le problème se ramène alors au premier cas, 

où l'on donne cinq points. 

Il pourrait se résoudre aussi comme le c in

quième et sixième cas, en prenant une circonfé

rence auxiliaire tangente à deux des tangentes 

données. 

Septième cas. — (Fig. 101.) 

Les données sont un point a, les deux tangente; 

B et C, et leurs points de tangence b et c. 

1 0 On trace une circonférence tangente aux deu: 

tangentes B et C Soient V et c les points de tan

gence de cette circonférence et des deux droites I 

e t C 

Le point V est ainsi homologue de b et a! de a 

2° La droite Va rencontre la circonférence auî 

deux points a', a\. Prenons af pour Fhomologm 

de a. 

3° Les droites homologues ab, afbf se coupenl 



en /; celles ac, a'c' en u; la corde de contact 5c 

rencontre celle h'd en m; les trois points /, m, n 

en ligne droite déterminent Taxe d'homologie TT. 

4° La droite VA, parallèle à celle bc, rencon

tre b'c' en A, et la parallèle à TT ( menée de ce 

point h détermine la droite IL 

Connaissant les droites T T t e t II, la construc

tion s'achèvera comme ci-dessus. 

Sion avait pris a\ comme homologue de a, on 

aurait eu la même courbe, mais avec un autre axe 

d'homologie. 

Huitième cas. — (Fig. 102.) 

Les données sont les trois tangentes A, B, C 

et deux des points b et c de tangence. 

r Les droites nb, Ve, qui joignent les som

mets n et B du triangle au point de tangence du 

côté opposé, se rencontrent eii un po inty . 

2° La droite mg, qui joint ce p o i n t e a u som

met m, rencontre la tangente A dans son point 

de tangence a. 

Le problème se ramène alors au précédent. 



Neuvième m* (Fig. 103*) 

Les données sont les trois points a7 h,c% une 

tangente D et son point de tangence d. 

T On trace avec un rayon arbitraire une c i r 

conférence tangente au point donné d, à la t an

gente D. 

2° On joint ce point d aux trois autres a, h, c 

par des droites da, db, de qui rencontrent la 

circonférence aux points respectifs a', b\ cf. 

Les droites homologues ab, db1; ae, a'c'; bc, 

b'c' se rencontrent aux points respectifs /, m, ?Î, 

qui déterminent l ' i t e d'howolûgiè TT t . 

3° La droite dg, parallèle à ac, rencontre a'c 

en g; dfy parallèle à bc, rencontre Vd en / , etc. 

Ces points de rencontre sç trouvent sur Ip, 

droite II f parallèle à celle TT,; elle est ainsi d é 

terminée. 

On déterminé les pôles P, Q de la droite I I P 

une circonférence passant par Q et dei ayant son 

centre sur la droite II déterminera lès deux points 

q ët f extrémités du diamètre. 

dq, dr seront les directions des axes. 

On tartoineraU h construction comme ci*d#ssus. 



Dixième em* ~ - (Fig* 104.) 

Les données sont un peint a% trois tangentes 

B, C, D, et le point d de tangence de cette der

nière. 

t° On trace une circonférence tangenti à P 

et C. 

2° La droite Y a détermine sur la circonférence 

les deux points a' %.a\; de même la droite Yd dé 

termine sur la circonférence les deux points d\d\; 

de sorte que à la droite ad correspondent \m d e m 

couples de droites homologues \ a

f

d' Y fi, • Admet-

tons a'd' homologues de a d, 

3° La droite ad coupe son homologue a'd en n. 

lA tangente à la circonférence au point d est 

l'homologue de la tangente D, qu'elle rencontrée» 

m; la droite mn, qui patte par ees deux points, 

est l'axe TT, . 

4* La droite Vi , parallèle à D , rencontre la 

t^n§ente homokgne à D, c'est-à-dire au 

point i apprtenant à la droite II,* de même V*, 

parallèle h <$4y coupe «'if m k 4« l§ m t o i e i r c i t i 

I I 4 ; cette droite doit de pini èira parallèle I TT<> 

donc çlle e§t déterminée. 



5 o Si par V on mène V ; parallèle à md\ elle 

rencontrera en / la tangente D, et ce point appar

tiendra à la droite J J r 

La droite V/, parallèle à a'd', coupe celle ad au 

point / appartenant à cette même droite JJ,, qui 

doit être en outre parallèle à TT, et II, , et est 

ainsi déterminée. 

Connaissant ces droites, le reste comme c i -

dessus. 

On voit que le problème comporte deux solu

tions. U faut prendre pour homologue de ad une 

des deux droites a'd\ ou a\d'. 

Onzième cas. — (Fig, 105.) 

Les données sont deux points a, b, deux tan

gentes C et D, et le point d de tangence de D. 

1* On trace une circonférence tangente à C et à 

D au point d. 

2° Les droites Va, Yb déterminent sur la cir

conférence les doubles points homologues a'a\; 

b'b'{, de sorte que la droite ab peut avoir pour ho

mologues les couples de droites a!b\ a\b\ et a,5,

i, 

a\5f. Prenons a'#pour homologues'de ab. 

3° La droite ab coupe celle homologue a'b' au 



point n appartenant à Taxe TT, ; mais le point d 

est commun aux deux nombres, donc c'est en

core un des points de TT, qui est ainsi déterminé. 

4° La droite V k parallèle à a b, rencontre o! V en 

k sur II et Y t parallèle a V rencontre a b en / 

sur JJ,, et comme ces deux droites II, JJ, doivent 

être parallèles à TT, elles sont déterminées. 

Le reste de la construction comme ci-dessus. 

Le problème comporte deux solutions. 

Dans la figure l'ellipse se trouve très-allongée, 

elle peut devenir une parabole. 

Douzièmecas. — (Fig. 106.) 

Les données sont les quatre tangentes A, B, C, D 

et le point d de tangence de la tangente D. 

Les quatre tangentes forment le quadrilatère 

klmn; f g est la droite qui joint les points de 

concours des côtés opposés. 

La diagonale k l coupe / g au point ¿, celle m n 

rencontre cette même droite au point h. 

La droite i d qui joint le point i au point d 

donné, rencontre la tangente A en son point de 

tangence a. 

De même h a rencontre la tangente B en son 

point de tangence b, et i b rencontrera la tangente 

C en e. 



lêë trois points k, d, ê sont m ligne droite. 

Lêb quatre pointé a, è, c$d forment un quadri

latère ûbtd dont lê§ diagonales passent par le 

point P d'intersection des deux diagonales mn, 

k L (ßönnaiisant quatre points et les tangentes en 

C U points, h construction s'achèvera par leê m é 

thodes ci-dessus données.) 

Trekième Qoèk <** (Fig. 107.) 

Les données sont trois points a, 6, e, et le foyer 

F. Le foyer compte pour deux données. 

i9 Du point F comme centre, avec un rayon ar

bitraire, On décrit line circonférence* 

î- Où trace les droites F a , F b% Fc qui détermi

nent sur k circonférence les couples de points 

a\ a\; b\ b\ ; c'\ c\ ; de sorte que le triangle M è c 

peut avoir pour homologue un quelconque des 

triangles des quatre couples. 

Preño»» a' è' c' pour l'homologue d®abc. 
3* I i i droite $ è rencontre son homologue *' 

en /, celle b c rencontre bf c' en m et celle a £ reo* 



contre d cf enn; ces trois points /, m, n, qui sont 

en ligne droite, déterminent Taxe d'homologie 

T T j . Cette droite rencontre la circonférence en 

deux points / , / i qui appartiennent à la conique. 

4° La tangente r a\ à la circonférence au point 

a\ rencontre l'axe T T, en un point r t de sorte que 

r a est la tangente à la conique. De même la t an 

gente c' s à la circonférence au point e rencontre 

T T\ en s, et s c est la tangente à là conique. On dé

terminerait de même la tangente au point b. 

5° On trace les deux rayons recteurs F a, F cy et 

on détermine les deux droites F, a, F, c qui font 

avec la tangente le même angle ; ces deux droites 

F, a, F. b se rencontrent au second foyer F , . 

On aura donc le centre, les directions des axes, 

les deux foyers, trois points et leurs tangentes, plus 

les deux points f, f\. 

La longueur Ö À du demi grand axe sera égale à 

Fa + F t a; du foyer F comme centre, avec le demi 

grand axe pour rayon, on décrira une circonférence 

qui déterminera les deux extrémités (B) (B,) du pe« 

tit axe. 

On voit que le problème comporte quatre solu-



Quatorzième cas. — (Fig. 108.) 

Les données|sont deux points a, b, une tangente 

C et le foyer F . 

1* Du point F comme centre, avec un rayon ar

bitraire, on décrit une circenférence. 

2° Les droites F « , F b déterminent sur cette cir

conférence les couples de points a\ a\ \ b\ b\; de 

sorte que la droite a b peut avoir pour homologues 

db\ a\ b\; a'b\ a\V. 

Prenons a' V pour homologue de a b. 

3° Les droites homologues a ¿, a! V se rencon

trent au point / sur Taxe T T f . La tangente donnée 

C rencontre la droite en un point / et alors le rayon 

F f rencontre la droite CL b' au point / ' homologue 

de celui f\ de sorte que / c s, menée à la circonfé

rence par ce point est l 'homologue de celle C 

donnée. 

Ces deux tangentes se rencontrent en un point s 

qui appartient aussi à T T\, donc cet axe est déter

miné par la droite / s. 

4° Cette droite T T , coupe la circonférence en 

deux points k kl qui sont communs à la conique. 



5* Le rayon F c rencontre la tangente C en son 

point de tangence c. 

Le reste de la construction comme dans le cas 

précédent, il y a deux solutions de problème. 

Quinzième cas. — (Fig, 109.) 

Les données sont un point a, deux tangentes B, C 

et le foyer F . 

T Du point F comme centre, avec un rayon ar

bitraire, on décrit une circonférence. 

2 # L a droite fa détermine sur la circonférence 

un couple de points a', a\. 

Soit pris a' comme homologue de 

3° On trace la droite apq, menée par le point a 

parallèlement à une des tangentes B ; cette droite 

rencontre la seconde tangente donnée au point q 

et la droite m F qui joint le point m d'intersection 

des deux tangentes B et C au foyer F en ce qui 

donne les deux segments pq et aq. 

4° Par le point a' on mène la droite sa tr p e r -

pendiculaireà celle m F qu'elle rencontre aupoint t. 

5* Sur cette droite, on porte à droite et à gauche 

du point t,tr = ts — a^{pq-\-aq). On détermine 

ainsi les points r et s par lesquels on mène les deux 



tangentes re , rbf à i a circonférence, soient cf et b' 

les points de tangence. Ces deux tangentes rem!, 

sb'm se coupent en un point m'sur la droite m F . 

6° La tangente sß' est homologue à celle B, elles 

se rencontrent au point g sur l'axe T T P ; de même 

les tangentes homologues re et B se rencontrent 

en un point h de la même droite. 

Le rayon F b1 coupe la tangente B au point b 

homologue de celui br; de même F c coupe C en c 

homologue de c'. Donc la corde b'cr est homologue 

de celle b c; elle la rencontre en un point u sur la 

droite TT,,- donc cette droite est déterminée par 

ces trois points g, h, u. 

7° Les points k, k{ d'intersection de cet axe d'ho

mologie TTj avec la circonférence sont communs 

à la conique. 

8 e La perpendiculaire menée du point F sur TT, 

sera le grand axe. 

9° Du foyer F on abaisse sur la tangente C la 

perpendiculaire F il et on porte il = i F ; de même 

de F on abaisse F / w perpendiculaire sur la tan

gente B et on prend j n — / F ; les droites le, nb 

passent par le second foyer F , . 

M)0 Si du point (0), milieu de F F , , qui est par 

conséquent le centre de la conique, comme centre, 



on décrit une circonférence avec Qi^mQß pour 

rayon, elle passera par les deux sommets (À), (Ai) 

du grand axe. 

La circonférence décrite du foyer F conupp 

centre avec le même rayon O i t = O j passera par 

les deux extrémités (B) (B,) du petit axe. 

Semème cas, — (fig. 110.^ 

Les données sont trois tangentes A, B, C et le 

foyer F . 

1° Du point F on abaisse les trois perpendicular 

res F / , F g, F h, soient / , g, À, les pieds Mm 

perpendiculaires. 

I o Le centre de la circonférence qui pas$e par 

ces trois points est le centre de la cohiquö* e t i o n 

diamètre est égal à celui du grand axg. 

Ayant un foyer, le centre d e l à courbe est la lon-

gueur de l a x e , on a donc lé grand axfe et paf suite 

le petit. 

Dix-septième cas. *~ (Fig. 14 f.) 

Les données sont un point a9 une tangente M 

IÛB noint de tangence ò est te forar F* 



i* Du point F comme centre, et d'un rayon a r 

bitraire, on décit une circonférence. 

2° Les droites F a, F b déterminent sur la c i r 

conférence les couples de points d, d1; b', b'{, de 

sorte que la droite a b peut avoir pour homologues 

les couples de droite a' b ' , a\ b\ ou d b\, d{ b'. Pre

nons d br pour son homologue. 

3° La droite a b rencontre son homologue d bf en 

un point / d e la droite T T . 

La tangente B rencontre son homologue la tan

gente à la circonférence au point b\ en g sur T T . 

Cette droite T T est donc déterminée en joignant les 

points / et g; elle coupe la circonférence en deux 

points f , f qui sont communs à la conique. 

4° La tangente d h à la circonférence au point d 

rencontre TT, en &, alors h a est la tangente à la 

conique au point a. 

5° Du foyer F on abaisse sur les tangentes A et 

B les perpendiculaires F if F / , soient i et j les pieds; 

la perpendiculaire élevée sur le milieu de la corde 

ij passe par le centre (o) de la conique. 

6° La perpendiculaire F O abaissée du foyer F 

sur Taxe d'homologie T T , est le grand centre sur 

lequel on aura le centre et les deux foyers. 

7° Une circonférence décrite du point 0 comme 



eentre, avec oi = oj pour rayon, donnera les deux 

extrémités (A) (A4) du grand axe. 

8° Une circonférence décrite du point F comme 

centre, avec un rayon égal au demi grand axe, dé* 

terminera les deux extrémités (B) (B) du petit axe. 

On aurait pu déterminer le 2 e foyer F 4 , 

en traçant la droite b F{ faisant avec la tangente 

B le même angle que celle b F . 

Le problème comporte deux solutions, 

Dix-huitièmecm.*~{¥\§, ii2.) 

Les (tonnées sont deux tangentes A et B, le point 

b de tangence de B et le foyer F . 

T On décrit une circonférence avec le point F 

pour centre et d u n rayon arbitraire. 

2° La droite F b rencontre la circonférence en un 

couple de points b\ b\. Prenons ¿ 7 La tangente 

b' g à la circonférence en ce point b' rencontra son 

homologue B au point g sur T T . 

3° La tangente b ' g rencontre en m' la droite 

F m qui joint le foyer au point m d'intersection des 

deux tangentes A, B. De ce point m' on mène ma'k 

tangente à la circonférence en un point a Valors 

Fa' déterminent sur la tangente A son point de 



tâfigëiieé a; ces deux tangentes homologués ah, A 

se rencontrent en un point h; là droite g h est Taxe 

d'homologie T T 4 qui coupe la circonférence en 

deux points f, f4 de la conique. 

Le reste de la construction comme d ä i s lès 

exemples ci-dessus. 

Dix-neuvième cas, (Fig, 113.) 

Les données sont deux diamètres conjugués a a, 

bbi et l 'angle £ qu'ils font entre eux. 

On prend un dès diamètres aa\ pour l'axe d'ho

mologie. 

V Stir aâ{ comme diamètre, orí décrit une cir

conférence qui sera concentrique et homologiqüe 

atee ìa conique. La droite a ai sera donc celle T T . 

2 o O bf perpendiculaire à a a{, sera dans la cir

conférence le conjugué du diamètre aa{ et comme 

#& { es t son propre homologue dans la conique^ il 

s'en suivra que Ob' sera l 'homologue de O b. Donc 

la droite bb' sera la direction d'homologie. 

3 Ä Sur le milieu de b b' on élève la perpendicu

laire rfn rencontre Taxe d'homologie en n , do i t 

il suit que h n est l 'homologue de b' 

4° La droite cOc{ parallèle à nb sera la seconde 

corde commune à la conique et à la circonférence* 



Elle rencontre en c, c{ cette eirèonférëîiee, ce sollt 

des points communs à la conique. 

5QLes bisectrices des angles des deux cdrdescom-

munes seront les axes d e l à courbe. 

6° On trace of parallèle à nb\ on joint l e point 

/ aux extrémités a, a{ ; Tangle a fa{ est droit. 

T On tráceles deux diamètres rectangulaires ij\ 

g h parallèles respectifs à fa, fa, ce sont les deux 

diamètres rectangulaires du cercle, homologues 

des axes de la conique. 

8° Par les extrémités ietj on mène ¿(a)« j (A4) 

parallèle à la direction bbl d'homologie et ou d é 

termine les deux extrémités (A), (A,) du grand mß,. 

Par ceux g et h on mène deux parallèles à la même 

direction et on a les extrémités du petit. 

Vingtième cas. — (Fig. 114.) 

Les données sont un point a de la courbe* no 

diamètre b b{ et l 'angle $ de ce diamètre et de son 

conjugué. 

On prend le diamètre donné hb^ pottraxe d'ho

mologie. 

î*Qti décrit sur lé diamètre ñbi line clrcohfé-



rence qui sera concentrique et homologique à la 

conique. 

2° Par le point donné a on mène la droite an pa

rallèle au diamètre conjugué c c{, elle rencontre le 

diamètre h hi au point n et en ce point on élève la 

perpendiculaire n a' à bb} • la droite a a' est alors la 

direction d'homologie par conséquent de deux tan

gentes communes. 

3* Sur le milieu de a a1 on élève la perpendicu

laire g m qui rencontre l'axe d'homologie h b{ en m 

et alors m a, ma sont deux droites homologues, 

4° On trace le diamètre o k parallèle km a! et par 

le centre on mène les deux diamètres n \ , hhi p a 

rallèles aux deux cordes rectangulaires bk, h' k. 

5° La droite ci O d'parallèle a ma! est la seconde 

corde commune. Les bisectrices des deux cordés 

communes sont les axes. 

6° Les parallèles i (A), i (A,) à a a! menées par les 

points i i{ donneront les deux extrémités ( A ) , (A 4 ) du 

grand axe; et celles menées de même par les points 

h , h 4 donneront les extrémités du petit axe. 

Vingt-unième cas.—(Fig. 115.) 

Les données sont une tangente A, un diamètre 



aa{mgrandeur et direction, et l'angle £ qu'il fait 

avec son conjugué. 

On prend toujours le diamètre donné a a{ pour 

l'axe d'homologie T T 4 . 

1° Sur aa{ comme diamètre on décrit une cir

conférence, elle sera concentrique et homologique 

avec l'ellipse. 

2° On prolonge la langen te donnée A jusqu'à son 

intersection en g avee l'axe a air et du point g on 

mène g k tangente en k à la circonférence. 

3° Connaissant Tangle 5 des deux diamètres con

jugués, celui bb{ est donc déterminé en direction. 

Il rencontre la tangente A au point h. 

4° Une perpendiculaire o b' élevée en centre O au 

diamètre aa{ donne le point b' homologue de celui 

b, alors b b{ est la direction d'homologie. 

5° Le reste de la construction comme ci-

dessus. 

Vingt-deuxième cas. — (Fig. 416.) 

Les données sont deux points Ö , ô, le centre 

les directions de deux diamètres conjugués. 

1° Du point O donné comme centre, on décrit 

une circonférence passant par le point a donné. 



Lé diamètre aal dû cercle sera commun mm celui 

de l'ellipse; nous le prenons pour a i e d 'homolo

gie T T . 

2° Du point h donné, on mèhe hf parallèle à la 

direction NN, donnée d'un diamètre ; cette droite 

rencontre Faxe d'homologie tei au point / . De 

même hgy parallèle à l 'autre diamètre MUi donné, 

rencontre cette même droite aai au point g. 

3* Sur fg comme diamètre on décrit une c i r 

conférence qui rencontre la première en un p o i n t s . 

La droite hïï est la direction d'homologie. 

4* Sur lé milieu de M ÙÛ élève la perpendicu

laire dn qui rencontré le diamètre aai en??, et alors 

nfi, nW sont des droites homologues. 

5° if pat&llèlé à nh est la seconde corde com

mune . 

Le reste de la éonstruetio» c o m m i ë-dessus. 

Vingt-troisième cas. — (Fig. 117.) 

Les données sont un point «, une tangente B, le 

bêtit'tè o et les directions OM, ON dè deux diamè

tres conjuguée. 

I* Du point o, coftìtìie centre, on décrit iiîie éir-

coiiférencë tangente à la tangente B donnée. 



T Puisqu'on connaît les directions OM, ON, de 

deux diamètres conjugués, il résulte que le point ê 

donné a donne de suite les trois autres sommets 

4 e, i du quadrilatère a bed dont les côtés sont 

deux à deux parallèles aux diamètres donnés. 

3° La tangente B est la direction d'homologie de 

la conique et de la circonférence; de sorte que, 

si par les quatre points a, ^ e/dùti mène des p a 

rallèles à eette tangente B, elles couperont la cir

conférence en des couples de points a, â',; b 1 , b\j 

cf

y c'; d', d',. De sorte que la droite ab sera homo* 

logue aux couples de droite j? ^ j ^ A et de même 

pour les autres; prenons a h' pour homologue dé 

ab, a' d'de ad, et b'c de bc, et d'c' de de. 

Les couples dé droites homologues se mon t re 

ront en quatre points / , k, L f ñ m t lä thème droite 

passant par le centre o. Ce sera l'axe TT, d ' h o 

mologie i 

4° La droite t'a , qui joint les deux points f et a 

du cercle, rencontre Faxe d'homologie TT, au 

point alors apfeü une droite homologué de celle 

a'p / ' . Si donc f{ est le point de tangètìdede la dir-

conférence et de la tangente B, lö point / s e * a son 

homologue et sera le point de tangence de la tati* 

gènte et de la conique. 



5° f et f étant deux points homologues quel

conques, on élève sur le milieu de ff une perpen

diculaire qui rencontre laxe d'homologie TT, au 

point n; nf, nf sont deux droites homologues; kg 

parallèle hnf sera la seconde corde commune 

6* Les axes sont les bisectrices des deux cordes 

communes. 

7° On détermine comme précédemment les deux 

diamètres qr et st rectangulaires dans la circon

férence, qui sont les homologues des axes de la 

conique. 

8 e Des parallèles à la tangente B, menées par les 

quatre points q,rr s, t, déterminent les extrémités 

des axes. 

La figure 1Í 7 s'applique à une ellipse. 

.11 y a deux solutions. 

Vingt-quatrième cas. — (Fig. 118.) 

Les données sont les deux tangentes A et B, le 

centre O et les directions OM, ON de deux dia

mètres conjugués. 

I o Une des tangentes A rencontre le diamètre 

donné OM en un point y , et l'autre ON en un point 

ri. En prenant Ox=Ori et oq'—oy, on forme le 



parallélogramme xyríq{ circonscrit à la conique. 

2* La tangente donnée B forme avec les quatre 

autres un pentagone circonscrit. 

On retombe sur le sixième cas (fîg. 100) qui donne 

les cinq poinls de tangence. 

Alors le problème revient à déterminer les axes 

d'une conique passant par cinq points. 

Vingt-cinquième cas. — (Fig. 119.) 

Les données sont une tangente À et son point a 

de tangence, le centre O, OM et ON les directions 

de deux diamètres conjugués. 

Le point connu a donne immédiatement le point 

c diamétralement opposé. La droite zcy, parallèle 

à la tangente donnée A, serala tangente à la co

nique au point c. 

Ces deux tangentes A et zcy rencontrent les 

diamètres conjugués donnés aux points x, u et 

z, y; de sorte que les droites xy9 zu sont deux tan

gentes à la conique. 

Les droites ab, cd, menées par les points a et c 

parallèlement à la diagonale ON, donnent les deux 

points de tangence b et d. Celles de cb, ad parallèles 

à l'autre diamètre OM conjugué de celui ON, pas

seront de même par les points h et rf. 



On a donc les quatre tangentes ux, xyy yz, zu 

formant le quadrilatère circonscrit uxyz et les 

quatre points de tangence. 

Là construction s?achè%era par les méthodes c i -

dessus. 

Vingt~dxième cas. ^ (Fig. 110.) 

Les données sont im trois points a, b, c et le 

centre O de la circonférence. 

\° Du point O comme centre avec le rayon Qa 

on décrit une circonférence. Le rayon Qa prolongé 

sera Faxe d'homologie TTiß 

2° Si on joint le centre O aux points / , g, A, m i 

lieu des côtés du triangle abc formé par les trois 

points donnés, on aura les trois diamètres Of Og, 

Oh (Joftt leurs conjugués yespeçtifs seront les droites 

Of, O/, Qi menées par le centre 0 parallèlement 

a p côtés Q>h fat. ca (lu triangle. 

3° Les trois couples de diamètres conjugués 

rencontrent un des côtés ab du triangle abc #ux 

poyples de points çoqjngiiés / , oq ; g',?; fr'i (le 

conjugué du poh*t / ept à l'infini), Sur les segments 

f , g' fr'i on décrit de$ demi-pirconférences 

qui se rencontrent en jjfl ppin{ v, 



4® Pour avoir le diamètre conjugué à celui O a 

connu,, on décrit une circonférence passant par les 

points a et v, et ayant son centre sur la droite ab; 

k étant F extrémité du diamètae ak9 ok sera ce dia

mètre conjugué à celui Ok. 

On connaît de la conique le centre, quatre couples 

de diamètres conjugués et les trois points h, c. 

On aurait donc de suite un très-grand nombre 

d'autres points de cette courbe; pour déterminer 

les axes, il faut employer une des méthodes c i -

dessus, par exemple celle 20 (fig. 114). 

Vingt-septième cas. — (Fig. 121.) 

Les données sont deux points a et ß, le centre 0 , 

une tangente C. 

I o Du point 0 comme centre on décrit une cir

conférence tangente à C. 

2° Par les points donnés a et b on mène des pa

rallèles à la tangente C qui est la direction d'homo

logie. On détermine s u r l a circonférence les cou

ples de points homologues a', a',; b' , b ' 4 ; de sorte 

que te droite ab peut avoir pour hotnoîègties les 

couples de droites a'b\ a\ b\9 etd br, û\ ¥; il y aura 



done deux solutions. Prenons d b' pour homologues 

de ab, 

3° Les droites homologues ab, a! U se coupent 

en un point / appartenant à Taxe d'homologie TT 4 . 

Cette droite passe en outre par le centre 0 ; donc 

elle est déterminée. 

4° Le point m étant le point de la tangence de 

C et de la circonférence, si on joint les points m 

et b1, cette droite m! b' renontrera au point g l'axe 

TT 4 ; alors gb sera l'homologue de qrri : donc si m 

est le point de tengence sur le cercle, le point m 

où cette droite gb rencontrera C sera son point de 

tangence avec la conique. 

5° Sur le milieu de la distance mm' de deux 

points homologues, on élève une perpendiculaire 

qui rencontre Taxe TT 4 au point n, alors M p menée 

par le centre o parallèlement à la droite nm sera la 

seconde corde, et les points ¿, i{ seront donc deux 

points de la courbe. 

Les axes se détermineront ensuite comme ci-

desaus. 

Vingt-huitième cas. — (Fig. 122.) 

Les données sont un point a, deux tangentes B, 

Ç vi le centre 0 . 



I o Du point 0 comme centre avec Oa pour rayon 

on décrit une circonférence. 

Le diamètre Oa sera Taxe d'homologie TT. 

2° Les deux tangentes données B et C rencon

trent cet axe aux points f et g; si de ces deux 

points on mène les tangentes fb\ gï à la circon

férence, elles se rencontrent au point m' qui sera 

l 'homologue du point m intersection de deux t a n 

gentes données, de sorte que mm! sera la direction 

d'homologie. 

3° Si br et c' sont les points de tangence à la cir

conférence en menant b'b et ce parallèle à la d i 

rection mm! d'homologie, on aura les points b et c 

de tangence à la conique des tangentes B et C 

donnés. 

Le reste de la construction comme ci-dessus. 

Comme des points f et g on peut mener quatre 

tangentes, on aura quatre directions différentes 

d'homologie, dont deux appartiendront k uneco-

nique et deux à une autre. 

Vingt-neuvième cas. ~ - (Fig. 123.) 

Les données sont trois tangentes A B C et le 

centre O. 



Puisqu'on connaît le centre O da la cou rbe , 

deux tangentes telles que A et G détermineront le 

parallélogramme x q n' q' circonscrit. 

Ces quatre tangentes et la cinquième donnée B 

formeront un pentagone circonscrit avec lequel 

on déterminera les points de tangence des cinq 

pptés, 

\jò reste de la construction cpmme.ç^fîessug* 

Trentième cas. — (Fig, 124*} 

% s données sont un ppint una tangente B, 

p§n ppifit de langence b et c#ntr§ 0 . 

1° Qn trace une circonférence tangente à B, soit 

h1 son point de tangence. 

2° 3 étant la direction d'homologie, b' est l ' h o 

mologue de b. ßi du ppiut donné a on mène aa! 

parallèle à B, on déterminera sur la c i rcpnférpgp 

un couple do points a', a\ pour l'homologurQ 4e 

celui ö. Prenons a' pour homologue de a, alors 

a'b' seront homologues et se rencontreront en / s u r 

Taxe d'homologie TT,, de sorte que n / T sera cet 

axe. 

3° § n ? M milieu $w segment W qui joint deux 

points homologues b et b\ élevant une perpendicu-



aire, elle rencontrera Faxe TT, en uà point ft; i t 

alors gh parallèle à ïih sera lä seconde corde com

mune . 

Le rë§te dé la construction cottitìiè dans les 

exemples (^dessus . 

Le second point homologue dé ú, donnerai! 

une seconde direction d 'homologie, c'est-à-^dirs dSi 

tangentes communes aux deux cöurhili 

Trme^uniêmê cas. (Fig. 

Les données sont le centre O, une tangötite A$ 

une seconde tangente B et son point de t an

gence h. 

1° Du point O, comme centre, on décrit une 

circonférence tahgentë a B. S ë t ff 18 point de 

tangence. 

2° Puisqu'on connaît îë Centfë O de M cdtìrbe, 

les deux tangentes données A et B détèritìitìatìt l i 

parallélogramme fghi eirßön^ritj les diagonales 

ß êt gì èdnt deux diamètres côhj i tp i s de 11 

courbe. 

ä* Uh des points de tàngëîicé B étSit cÔïintï, il 

servira à déterminer le parallélogMffifie ÜBttí ifíá¿ 

crit dont les côtés sont patàllèlei bM Al tnêtres 



conjugués fh, gi dont les sommets a, b, c, d sont 

les points de tangence de la courbe aux côtés du 

parallélogramme circonscrit. 

4° Les droites homologues ab, db') cd, c'd' se 

coupent aux points k et / qui appartiennent à 

Taxe d'homologie TT, qui en outre passe par le 

centre O. 

5° Une perpendiculaire, élevée sur le milieu de 

bb\ qui est la distance entre deux points homo

logues h et b\ détermine le point n par son intersec

tion avec Taxe TT 4 ; alors nb est la direction de la 

seconde corde commune ce{. 

6° La détermination des axes se fait comme c i -

dessus. 

Trente-deuxième cas. — (Fig. 126.) 

Les données sont le centre O, un foyer F et un 

point a dé la courbe ou une tangente A. 

V Connaissant le centre et un foyer, on a im

médiatement le second foyer et la direction du 

grand axe. 

2° Le grand axe sera la somme des deux rayons 

directeurs menés des deux foyers au point a donné. 

3° Du point F comme centre avec le demi-grand 



axe pour rayon, on décrit une circonférence qui 

détermine les extrémités du petit axe. 

Si, au lieu de donner 0, on avait A, on détermi

nerait le point a en abaissant du foyer F la perpen

diculaire Fj, puis, prenant sur son prolongement 

fg=Vf\ on joint alors le point / , ainsi déterminé, 

avec le second foyer F; cette droite coupe la tangente 

au point a. 

On déterminerait ensuite les axes comme c i -

dessus. On peut encore déterminer le petit axe, en 

abaissant du point a la perpendiculaire ag que l'on 

prolonge jusqu'en h à la rencontre de la circonfé

rence décrite sur le grand axe comme diamètre; 

on joint le point h au centre O de la courbe ; cette 

droite OA coupe une parallèle ai au grand axe; on 

joint i, alors Oi est la grandeur du petit axe. 

On pourrait augmenter encore le nombre de ces 

problèmes en introduisant dans les données d'au

tres éléments, tels que les sommets de la courbe, 

des normales , des rayons de courbure en un 

point, etc. 



Des Coniques tangentes à des coniques ou à des 

courbes d'ordre supérieur ( i ) . 

Cinq condit ions sont nécessaires pour déterminer une 

con ique ; o n sait tracer cette courbe , lorsque ces cinq 

condit ions sont de passer par des p o i n t s , et d'être t a n 

gentes à des droites. Il en résulte par suite le nombre de 

solut ions dans chaque problème qu'on peut ainsi se p r o 

poser. 

N o u s nous proposons maintenant d' introduire, dans 

ces c inq c o n d i t i o n s , d'être tangentes à des coniques et 

ensuites à des courbes de degrés plus élevés. 

C o m m e n ç o n s par les c a s k s plus s imples , pour arri

ver aux plus composés . 

i° Déterminer la conique qui passe par quatre points 

et doit être tangente à une autre conique U ? 

Lorsque deux coniques sont tangentes entr'elles, il 

(i) Ce problème a été résolu par M. Chasles non-seule

ment pour des coniques tangentes, ou satisfaisant à d'autres 

conditions, mais encore pour des sytèmes de surfaces du 

second degré (Comptes rendus 1864). 

Nous présentons ce sujet sous un point de vue légèrement 

différent et nous y ajoutons la construction des coniques 

tangentes à d'autres coniques. 



est évident que le point de tangence à même polaire 

dans les deux courbes. 

Pour deux coniques qui ne sont pas tangentes il y a 7 

dans leur plan, trois points qui ont même polaire dans 

les deux courbes; en eflet : les deux coniques se coupent 

généralement en quatre points a, b, c} d, formant un 

quadrilatère inscrit à la fois dans les deux courbes, les 

points de concours des côtés opposés de ce quadrilatère 

abc d et celui d'intersection des deux diagonales, sont 

les sommets d 'un triangle polaire commun aux deux co

niques, c'est-à-dire que chacun de ses sommets a pour 

polaire le côté opposé, par conséquent même polaire 

dans les deux coniques. 

Toutes les coniques qui passent par quatre points for

ment ce qu'on appelle un faisceau de coniques parmi 

lesquelles se trouvent celles tangentes à la conique U . 

Pour chacune de ces coniques du faisceau, il y a donc 

trois points qui ont même polaire dans cette conique et 

la conique U. Le lieu de tous ces points sera une courbe 

du 3 e degré qui sera ainsi la courbe lieu des points qui 

ont même polaire dans la conique U et dans une des co

niques du faisceau. 

Cette courbe étant telle, qu'à chaque conique du fais

ceau, déterminée par un cinquième point, correspond 

trois points, doit être du 3 e degré. Elle rencontre la co-



nique en six po ints , chacun d'eux, avec les quatre points 

a, b, c, dy détermine une con ique du faisceau tangente 

à la conique U en ce point . 

Le degré de cette courbe résulte encore mieux du théo

rème suivant donné par M. Chasles et qui s'applique 

non seulement à des con iques , mats à u n système de 

courbes d'ordre quelconque . (Voir comptes rendus i fé

vrier 1864.) 

» Lorsqu'on a un système de courbes de degré quel* 

conque, déterminées toutes par •> —» — r condi

tions communes et dont jx de ces courbes passent par 

un autre point donné et v, sont tangentes a une droite 

donné ; le lieu d'un point dont l'axe harmonique rela

tif à une courbe de degré m, coïncide avec Paxe har

monique de ce point, relatif à une courbe quelconque 

du système, est une courbe du degré u. (m- i ) - f - v. » 

D'où e n conclut que : 

« Le nombre des courbes du système, qui touchent 

une courbe d'ordre m est m (p(m-i) -h v). » 

Si dans cette formule générale on fait 

m = 2 , p = i , v = 2, le résultat est égal à 1. 2 , 3 = 6, 

Ains i on peut en conclure que : 

Par quatre points donnés passe six coniques tangen

tes à une conique donnée U. 



La courbe du 3 e degré, qui par ses intersections avec-

la conique U donne les six points de tangence est facile 

à construire; il suffit de tracer trois coniques du fais

ceau, coupant la conique U en quatre points, le t r ian

gle polaire déterminé par chacune de ces coniquesdonne 

trois points de la courbe; les trois coniques en donneront 

ainsi 9, nombre suffisant pour déterminer cette courbe 

de 3 e degré. 

On peut prendre, pour ces trois coniques du système, 

les trois couples de droites passant par les quatre points 

communs à toutes les coniques du faisceau. On voit en 

conséquence que cette courbe doit passer par les som

mets du triangle polaire, déterminé par les quatre points 

a, b3 c, d, communs à toutes les coniques du faisceau. 

Le 1 e r problème est donc entièrement résolu. 

Si la conique U se réduisait à deux droites représen

tan t toujours une conique, on trouverait que par quatre 

points , on peut mener six coniques tangentes à deux 

droites, tandis que ce nombre n'est que de quatre. Pour 

expliquer cette anomalie, il suffit de chercher directe

ment le lieu des points qui ont même polaire dans les 

deux droites formant la conique U et a une courbe quel

conque du faisceau, on trouve que cette courbe passe 

nécessairement par le point d'intersection des deux 

droites, qui doit alors conter comme un point double 



d'intersection, c'est-à-dire do i t conter pour d e u x ; alors 

l 'anomalie disparait, on retrouve bien les s ix con iques 

c i -dessus , dont quatre sont de véritables tangentes aux 

deux droites et dont deux autres sont des coniques pas

sant par deux po ints inf iniment vo i s ins sur la courbe. 

Ains i on peut en conclure , que le nombre des c o n i 

ques tangentes a une con ique et m ê m e a une courbe 

d'ordre supérieur est la m ê m e lorsque cette courbe est 

composée de droites , pourvu que dans ce nombre on 

compte pour d e u x , tous les po ints doubles formés par 

les intersections deux à deux de ces droites. 

Réc iproquement le nombre des coniques tangentes a 

une courbe de degré que lconque , pourra se déduire de 

celui ou elle serait composéededroi tes , ou même de cour

bes de degré inférieur, pourvu que dans ce nombre o n 

compte pour deux , les coniques du système qui passent 

par chaqne point d'intersectipn des droites ou courbes 

prises deux à deux , con iques qui , pour ce cas part icu

lier, ne sont pas de véritables coniques tangentes . 

A ins i nous admettrons en principe que : 

Le nombre des coniques d'un système, assujetties à 

quatre conditions et à êtres tangentes à une courbe de 

degré quelconque, est égal à deux fois le nombre de 

ces coniques du système qui peuvent passer par un 

point, multiplié par le nombre des points double de la 



courbe considérée comme composée de droites, plus au 

nombre des coniques du systèmes qui peuvent être tan

gentes à une droite, multiplié par le nombre de droites 

dont on peut supposer que serait composée une coujbe 

du même degré. 

Nous pouvons vérifier l 'exactitude de ce principe 

par la formule générale de M. Chasles donnée ci-dessus. 

Proposons-nous par exemple, de déterminer le nom

bre de coniques assujetties à quatre conditions quelcon

ques et à être tangentes à une courbe de degré m. 

Soient fx est le nombre des coniques de ce système qui 

passent par un point et v celui des coniques tangentes 

à une droite. 

La courbe de degré m peut être composée de m droites 

donnant lieu points doubles résultant de l'in

tersection de ces m droites prises deux à deux; donc d'a

près le principe, le nombre des coniques tangentes a 

une courbe de degré m est 

qui est la formule donnée par M. Charles. 

On peut encore vérifier le principe en l 'appliquant au 

cas ou la courbe de degré m serait considérée comme com

posée de deux courbes, l'une du degré n, l 'autre du degré 



/^tels que w + p = m , E n effet: le nombre des po ints d o u 

bles est n.p. Le nombre des coniques du sys tème, tan

gentes à la courbe de degré n est ((w-i) M - y ) , celui des 

tangentes à la courbe de degré p estj? ((p-i){¿+y) d ó n e l e 

nombre des coniques tangentes à la courbe m=n-{-p est 

2.n.p.[Hrn((n-1 )fH-y)+2?((p-1 ){*-hr) 

=(«+JP)((«+í?-i)(*+Y)=*w((w2-i)[ÍL-|-Y). m ê m e formule 

La considération du principe c i -dessus condui t t o u 

jours au m ê m e résultat que le théorème de M. Chasles^ 

mais il me semble rendre compte clairement de l ' impor

tance des nombres désignés par y. et y sur lesquels repo

sent toute cette théorie. 

Revenons maintenant à la détermination des coniques 

tangentes à d'autres coniques . 

2 E . Problème.— Déterminer les con iques qui passent 

par trois po ints , sont tangentes à une droite et tangentes 

à une autre con ique? 

Le nombre des coniques qui passent par trois points , 

sont tangentes à une droite et passent par un quatrième 

point , c 'est-à-dire passant par 4 points et tangentes a 

une droite est 2 . 

Le nombre des coniques passant par trois points et 

tangentes à deux droites est 4. 

D o n c le nombre des coniques du sys tème, tangentes 

à une autre conique sera 2 . 2 , - 1 - 2 . 4 = 1 2 . 



Pour construire ces 12 coniques , 11 faut déterminer , 

sur la con ique U , les 12 po ints de tangence ; i ls seront 

le résultat de l' intersection de cette conique U et d'une 

courbe du s ix ième degré qui est le l i eux des points qui 

ont m ê m e polaire dans la conique U et dans une d u 

système. Pour construire cette courbe du s ixième degré, 

il faut tracer un certain nombre de con iques d u sys tè 

me chacune coupera la con ique U en quatre p o i n t s , 

donnant l ieu à un triangle polaire c o m m u n , dont les 

sommets appartiendront à la courbe cherchée ; cette 

courbe étant du s ix ième degré, il faut 3 . 9 = 2 7 po ints 

pour la déterminer , ainsi 9 con iques du système sont 

nécessaires. 

3 e . Problème.— Déterminer les coniques qui passent 

par deux points , sont tangentes à deux droites et à u n e 

conique ? 

Le nombre des coniques passant par deux po ints , 

tangentes à deux droites et passant par u n autre point 

est égal à 4. 

Le nombre des coniques passant par deux p o i n t s , 

tangentes à trois droites , est aussi égal à 4. D o n c le 

nombre des coniques du sys tème tangente à la con ique 

U sera. 2 .44-2 .4=16 . 

Pour construire ces coniques , i l faut de m ê m e détermi

ner la courbe du 8 m e degré l i eu des points qui ont m ê m e 



polaire, laquelle par son intersection avec la con ique 

U donne les 16 points de tangence . Cette construct ion se 

fera par les mêmes procédés que c i -dessus . 

O n trouvera parei l lement que le nombre de coniques 

passant par un point , tangentes à trois droites et à une 

conique est de 12. Enf in que le nombre des coniques 

tangentes à 4 droites et u n e conique, est de s ix . 

Par les m ê m e s procédés que c i -dessus on construira 

ces coniques . 

O n observera que le nombre de ces coniques de deux 

sys tèmes différents est le m ê m e , lorsque le nombre des 

points dans l 'un est égal au nombre des tangentes dans 

l'autre et réc iproquement; cela résulte év idemment de ce 

que le nombre des coniques satisfaisant à c inq condi t ions 

ne change pas par une transformation polaire, dans la

quelle à un point correspond une droite et à une droite 

u n point . 

4 e Problème.— Déterminer les coniques passant par 

trois points et tangentes à deux coniques ? 

O n considère une des con iques c o m m e composée de 

deux droites. 

Le nombre des coniques passant par quatre po int , 

et tangentes à une conique est de 6 . 

Le nombre de ces coniques passant par trois po intes 

tangentes à u n e conique et à une droite est de 12. 



D o n c le nombre des coniques du système tangentes à 

deux coniques est de 2 .6+2.12=36. Ains i il y a 36 co 

niques satisfaisant à la ques t ion . 

Pour déterminer ces 36 coniques il faut tracer la 

courbe du 18e degré, l ieu des points qui ont m ê m e p o 

laire dans la seconde conique et dans une du sys tème, 

pour cela on détermine une des coniques passant par 

les trois points et tangente à la première conique, elle 

coupera la 2 e conique en quatre points donnant l ieu à 

u n triangle polaire dont les trois sommets appartien

dront à la courbe. Cette courbe étant du 18 e degré est 

déterminée par • 189 = 3 . 6 3 , i l faudra donc 63 

de ces coniques pour déterminer ces 189 po ints . 

5 e Problème. — Déterminer les coniques passant par 

d e u x points , tangentes à u n e droite et à deux coniques ? 

O n trouvera que ce nombre est: 2. r 2 + 2 . 1 6 = 5 6 , et 

o n les construira par le m ê m e procédé. 

E n cont inuant ainsi , on résoudra tons les cas qui 

peuvent se présenter de coniques tangentes à 2, 3 , 4 , 5 

coniques . 

N o u s p o u v o n s maintenant généraliser en passant à la 

déterminat ion des con iques d'un système quelconque, 

qu i do ivent être tangentes à des courbes de degré, m) n, 

P> r. 



I e r Problème. — Déterminer les coniques qui passent 

pour quatre p o i n t s et sont tangentes à une courbe du 

degré mi 

N o u s considérerons la courbe de degré m c o m m e 

composée de m droites, donnant l ieu à m points 

d o u b l e s ; d'où résultera, par le m ê m e principe, que le 

nombre des coniques qui passent par quatre points et 

tangentes a une courbe de degré m est 

m (m-1 ) + 2 .m = m(m+1 ). 

La courbe, l ieu des points qui ont m ê m e axe harmo

nique dans la courbe de degré m, est dans une des con i 

ques sera du degré m-f-i . Pour la déterminer p a r l e s 

m ê m e s procédés que c i -dessus , il faudrait tracer d'a

bord une conique que lconque du système, elle coupe

rait la courbe de degré m en 2m points ; il faudrait e n 

suite déterminer les points qui ont m ê m e axe harmoni 

que dans la courbe de degré m et dans cette conique, 

mais il faudrait que , par une m ê m e construct ion, on 

puisse obtenir u n nombre considérable de po ints , ce 

qui exigerait l 'emploi de courbes de degrés supé

rieurs. 

Si ce problème était résolu, il suffirait de tracer un 

certain nombre de coniques du système, chacune four

nirait u n m ê m e nombre de points de la courbe cher-



chée, qui serait le lieu de tous les points ainsi détermi

nés : ensuite, l'intersection de cette courbe avec celle du 

degré m, donneraient les m ( m + i ) points de tangence, 

donc chacun déterminerait une des coniques demandées. 

2e Problème.— Déterminer le nombre des, coniques 

passant par trois points, tangentes à une droite et à une 

courbe de degré m ? 

Le nombre des coniques du système qui peuvent 

passer par un autre point donné est 2. 

Le nombre des coniques du même système, tangentes 

à une autre droite est 4. 

Donc, le nombre cherché sera 

2. m(m-1 J + 4 m = 2 m (m-f-1 ). 

3 e Problème. — Passer par deux points, tangentes à 

deux droites et à une courbe de degré m? 

Le résultat sera 

4. m {m-1 ) + 4 m = 4 m 3 . 

et ainsi de suite, pour les cas où il n 'y a qu 'une courbe. 

4e Problème. — Passer par trois points, tangentes à 

deux courbes, Pune du degré m, et l 'autre du degré n ? 

Considérons la courbe de degré n comme composée 

de n droites, donnant lieu à n I points doubles. 

Le nombre des coniques passant par quatre points et 

tangentes à une courbe de degré m est wj fm+i) . 



Le nombre des coniques du m ê m e sys tème, c'est-à-

dire passant par trois points , tangentes à une courbe 

de degré m et à u n e droite est 2m (m+i) donc le n o m 

bre de con iques du sys tème, tangentes à ces deux cour

bes, sera 

m{m+\)n.{n-\)+m(m+i)n~m.n ( m + i ) (*H-i) 

= m . w (m. ra-H ). 

Si m=H, ce nombre se réduit à 

m 2 ( m + 1 y=m\m2 + 2 m-\-\) 

O n trouverait parei l lement que le nombre des con i 

ques passant par deux po ints , taugeutes à une droite et 

à u n e courbe de degré m et à une du degré n est 

2 m ( w . n + m + « - i ) . 

De m ê m e celui des coniques passant par un point , 

tangentes à d e u x droites et a des courbes de degré m et 

n est : 

2m.n (2 tn.n.—1). 

Pour celles tangentes à trois droites et à ces deux 

courbes 

m. «(4. m. n — 2 ( m + w ) + 1 ) 

Le m ê m e procédé va nous donner le nombre de c o 

niques passant par d e u x points et tangentes à trois 

courbes de degrés m, n> p. 

Le nombre des coniques d u système passant par deux 



points , tangentes aux deux courbes m et n et u n autre 

point , est 

m.nim.n + ( m + w ) + 1 ) 

Le nombre des coniques du m ê m e sys tème, tangentes 

à une droite est 

2 m.n(m.n~>rm+n-\-i) 

donc celui cherché sera 

2.m.n(m.n-\-m-\-n-±-i)p. -h2rnM.p.(m.n+m+n-i) 

=m.n.p.(m. n .p-\-m. n -f-m .p + « .p+ m -\~n-\-p—3 ) 

=m.n.p(m. n .p + 2 2 i — 3 ) . 

E n c o n t i n u a n t , on arriverait ainsi aux formules 

donnant le nombre des con iques tangentes à 4 et à 5 

courbes . 

Le tableau suivant est un résumé de tous ces résu l 

tats . 
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Nombre des coniques passant par des points, tangentes à des droites et à des courbes 
de degré m. n. p . r. 

POITNS. DROITES COURBES NOMBRES. M. 2 M 3 

4 O i m m{m-\-i) 6 12 
3 I r 2ra(ra+i) 

4m2 
12 24 

2 2 i 
2ra(ra+i) 
4m2 

16 36 
I 3 i 2m(2ÎM—1) 12 3o 
O 4 i m (2 m—1) 

m 2(m+i) 2 

2w2(m2+2m—1) 
2m2(2m2—1) 

6 i5 
3 o 2 m 

m (2 m—1) 
m 2(m+i) 2 

2w2(m2+2m—1) 
2m2(2m2—1) 

36 144 
2 I 2 

m (2 m—1) 
m 2(m+i) 2 

2w2(m2+2m—1) 
2m2(2m2—1) 

56 252 
I 2 2 

m (2 m—1) 
m 2(m+i) 2 

2w2(m2+2m—1) 
2m2(2m2—1) 56 3o6 

O 3 2 m2 (2 m—i)2 

m3(m5+3m2+3m—3) 
2w3(m5+3m2—3m) 
m5 (4m5—6m-f-3) 

36 225 
2 0 3 m 

m2 (2 m—i)2 

m3(m5+3m2+3m—3) 
2w3(m5+3m2—3m) 
m5 (4m5—6m-f-3) 

184 162O 
I I 3 

m2 (2 m—i)2 

m3(m5+3m2+3m—3) 
2w3(m5+3m2—3m) 
m5 (4m5—6m-f-3) 

224 2 7 5 4 

0 2 3 

m2 (2 m—i)2 

m3(m5+3m2+3m—3) 
2w3(m5+3m2—3m) 
m5 (4m5—6m-f-3) 184 2484 

I 0 4 m m4(m4+4m3+6m2—12m+3) 816 I 7 O I O 

O I 4 m 4(2m 44-8m 5-i2m 2+3) 816 22 I 14 
O O 5 m m 5(ra 5+5ra 4+iom 3+3om 2+i 5m) 3264 12 53151 
3 o m. n m.nim. n-\-m-\-n-\-1 ) 
2 I m.n 2.m.n.[m.n-\-m-\-n—i) 
I 2 m.n 2.m.n.(2.m.n.—1) 
0 3 m.n m. n [¿¡.m.n—2 (ra-f-w)+1 ) 

m.n.p [m. n .p+^-f-S1—3) 2 0 m.n.p 
m. n [¿¡.m.n—2 (ra-f-w)+1 ) 
m.n.p [m. n .p+^-f-S1—3) 

I I m.n.p 2.m.n.p(m.n.p.-\-Hi'2—21) 
O 2 m. n .p m.n.p (4. m.n.p—224+3) 

m.n.p.q{m.n.p.q-\^-\-^—3S4+3) I O ni.n.p.q 
m.n.p (4. m.n.p—224+3) 
m.n.p.q{m.n.p.q-\^-\-^—3S4+3) 

0 I m.n.p.q m.n.p.q{2m.n.p.q-\-2l^—2S2+3) 
w.M,|7.t2.r.(m.ii.jp..3[.r.+52*+Ss--3S,+3S.) 0 O m.n.p.q.r. 
m.n.p.q{2m.n.p.q-\-2l^—2S2+3) 
w.M,|7.t2.r.(m.ii.jp..3[.r.+52*+Ss--3S,+3S.) 

DE GEOM
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