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PREiMIÈRE T H È S E . 

S U R 

U N E C L A S S E DE S U R F A C E S A L G É B R I Q U E S 

LIÉES AUX FONCTIONS ABÉLIENNES DE GENRE TROIS. 

INTRODUCTION. 

Une des applications les plus intéressantes de la théorie des fonctions 
abéliennes de deux variables est la représentation paramétrique d'une 
classe de surfaces algébriques au moyen de fonctions uniformes qua-
drupleraient périodiques. Ces surfaces, dites surfaces hyper elliptiques, 

peuvent être rattachées à une courbe algébrique de genre deux de telle 
sorte qu'à tout couple de points de la courbe réponde un point de la 
surface, et réciproquement à tout point de la surface répondent soit un, 

soit plusieurs couples de points de la courbe. Cette dernière distinction 
est fondamentale : les surfaces du premier type sont des surfaces irré-
gulières douées d'intégrales de différentielles totales de première 
espèce; celles du second type, dont la surface de Kummer est un 
exemple classique, sont au contraire des surfaces régulières. 

D'une manière plus générale, on peut envisager les surfaces algé-
briques qui correspondent point par couple à une courbe de genre p 

et cherchera les représenter paramétriquement au moyen de fonctions 
abéliennes de p variables à -±p systèmes de périodes simultanées ; dans 
cet ordre d'idées, on doit à M. Humbert un intéressant exemple de 



surface du sixième ordre liée aux fonctions abéliennes de genre trois 
qui se rattache d'ailleurs géométriquement à la surface de Kummer. 

L'objet de ce travail est l'élude générale des surfaces algébriques 
dont les points admettent une correspondance, nnivoque ou non, avec 
les couples de points d'une courbe de genre trois; cette étude sera 
d'ailleurs basée sur la représentation paramétrique des surfaces de la 
classe considérée au moyen des fonctions abéliennes de trois va-
riables u, v, w, liées elles-mêmes par une relation qui peut être 
ramenée à la forme 

2r(//, c, (v) = o. 

Ce Mémoire est divisé en trois Parties : la première traite des sur-
faces dont la correspondance avec la courbe de genre trois G est 
nnivoque, ou surfaces S ; la seconde est relative aux surfaces H dont la 
correspondance avec la courbe de genre t'ois est du type ( i , 2 ) ; enfui 
la dernière Partie est consacrée à des applications géométriques. 

Les surfaces S sont des surfaces irrégulières dont le genre géomé-
trique est égal à trois et le genre numérique à zéro. J'étudie en détail 
le système canonique de la surface et je montre que les surfaces adjointes 
d'ordre m — L\ qui sont tangentes à la surface S la rencontrent suivant 
deux courbes distinctes, de genre trois, et de mêmes modules que la 
courbe fondamentale G. 

J'aborde ensuite l'étude des courbes algébriques (racées sur une sur-
face S, en prenant pour point de départ les recherches de Hiirwitz sur 
les correspondances entre deux points d'une même courbe algébrique, 
et je parviens à la conclusion suivante : Toute courbe algébrique de la 

surface S peut être représentée par une équation de la forme 

6 ( a, v, w) = o, 

oω 0 est une fonction qui reste toujours finie et satisfait aux mêmes 
équations fonctionnelles qu'une fonction thêta de u, e, w> sous la 
condition 

2r( w, v, w) — 0 , 

et qui d'autre part ne s'annule pas sur la surface en dehors de la courbe 



considérée, si ce n'est peut-être le long de l'une ou de l'autre de deux 
courbes déterminées L et L'. A ce point de vue il existe une différence 
essentielle entre les surfaces hyperelliptiques et les surfaces S : il est 
en effet impossible de représenter individuellement chaque courbe 
algébrique de la surface S par une équation de la forme 

e(«, c, w) = o, 

la fonction &(u, v, w) ne s 'annulant pas sur la surface en dehors de 
cette courbe. 

Je me suis également proposé de déterminer le nombre p 0 des inté-
grales doubles distinctes de seconde espèce des surfaces S, en ayant 
recours à la formule fondamentale de M. Picard. Celle méthode exige 
la connaissance de l 'invariant relatif p et m'a ainsi amené à démontrer 
le théorème suivant d'un caractère plus général : L'invariant relatif p 
est égal à deux pour toute surface dont les points admettent une corres-
pondance univoque, sans point fondamental ni courbe exceptionnelle, 
avec les couples de points d'une courbe algébrique non singulière (et non 
uniciusale). J'en déduis dès lors que l'invariant p 0 est égal à quatorze 
pour les surfaces S. 

Enfin le cas oω la courbe dont dérivent les surfaces considérées est 
une courbe de genre trois hypeelliptique présente des circonstances 
assez particulières pour qu'il soit nécessaire d'en faire une étude spé-
ciale. 

Les surfaces 2 qui admettent avec la courbe de genre trois une 
correspondance du type ( i , 2 ) sont des surfaces régulières de genre 
trois. Relativement aux courbes algébriques tracées sur une surface S, 
je démontre le théorème suivant : Toute cmrbe algébrique de la surf'ace 
s'obtient en égalant à zéro une fonction ®(u, v,w) paire ou impaire et 
qui Jouit des propriétés d'une fonction thêta sous la condition 

2 T ( M , e, w) o. 

J'étudie à l'aide de ce théorème les systèmes linéaires tracés sur S e t 
j 'établis également une formule générale relative au genre d'une courbe 
algébrique quelconque de la surface. Je montre enfin que l'invariant p 0 a 
la même valeur pour les surfaces I que pour les surfaces S. 



La dernière Partie du Mémoire est consacrée à quelques applications 
géométriques relatives à certaines surfaces du sixième ordre. Je me 
bornerai à citer le résultat suivant : Toute surface algébrique du 
sixième ordre qui possède trois droites doubles concourantes et cinq 
plans tangents singuliers admet une représentation paramétrique au 
moyen des fonctions abéliennes de genre trois; les cinq plans tangents 
et les trois faces du trièdre des droites doubles forment nécessairement 
un groupe de Lamé, et le cas particulier oω ces huit plans sont oscu-
lateurs à une même cubique gauche correspond au cas de dégénéres-
cence hyperelliptique des fonctions abéliennes. 

Qu'il me soit permis, en terminant ce travail, d'adresser mes remer-
cξments à M. Picard et à M. Humbert, dont les précieux conseils et le 
bienveillant intérêt m'ont guidé et encouragé dans mes recherches. 

PREMIÈRE PARTIE. 
SUR LES SURFACES ALGÉBRIQUES LIÉES A UNE COURBE DE GENRE TROIS 

PAR UNE CORRESPONDANCE UNTVOQUE. 

Dans l'étude des surfaces qui correspondent point par couple à une 
courbe algébrique de genre trois, de même que dans celle des surfaces 
hyperelliptiques, il y a lieu d'établir une distinction fondamentale 
suivant que à un point arbitraire de la surface répondent un ou plusieurs 

couples de points de la courbe. La première Partie de ce travail est 
consacrée à l 'étude des surfaces algébriques S dont les points admettent 

une correspondance univoque avec les couples de points d'une courbe de 

genre trois. 

Représentat ion paramétr ique des s u r f a c e s S. 

1. On doit à M. Humbert ( ' ) une représentation paramétrique des 

O ) Journal de Mathématiques, 5 e s é r i e , t. Iοο, 1896. 



surfaces considérées au moyen des fonctions abéliennes de trois varia-
bles u, v, w, à six systèmes de périodes simultanées, représentation 
dont nous ferons un fréquent usage dans l'étude de ces surfaces. 

Désignons par g{ ( x , y) dx, g 2 ( x , y) dx, g3 ( x , y) dx trois différen-
tielles abéliennes distinctes de première espèce attachées à la courbe 
de genre trois C, d'équation f ( x , y) = o, et posons 

g\ ( a?i, / i ) 4- gi ( ^2, y% ) dxt -+- gy ( xs, /, ) dx3 = du, 

gi(^i*yi) dxx-+- g%(y%) dx%-f- ^ 2 ( J ? 3 , y 3 ) d x 3 — dv, 

g S ( # l t J l ) ^ 1 + 3 ( ^»» / 2 ) rfj?t + S'a ( . / 3 ) ^ 3 " - = 

Toute fonction rationnelle symétrique par rapport à ( x i , y { ) , ( x 2 , y . 2 ) , 

( x 3 , y 3 ) est une fonction abélienne de u, v, w, il en est de même si 
l'on suppose que le point ( x 3 , y ; i ) est fixe, mais alors u, v, w sont liés 
par la relation 

2r(« v 4 - \i, w -h v) = o, 

%(u, v, w) désignant la fonction thêta normale du premier ordre et de 
caractéristique nulle, et \ , u., v des constantes. 

Si l'on désigne par G(x,y) l ' intégrale Jg(x,y)dx on peut, en 

augmentant u, v, w de constantes et en choisissant convenablement les 
limites inférieures des intégrales, ramener les relations précédentes 
à la forme 

G i ( ^ j ) + Gi = u, 

Gz(x,y) + G , ( a ? ' , / ) = v, 

G 3 (&,y) -+ -Ga(a7 , , 1 y ' ) = «', 

2r( w ) = o. 

Dès lors, /es surfaces S peuvent être représentées paramétriquement 

par des équations de la forme 

Y = $ , ( « , c, W>, 

Z = $ a ( « , w ) , 

ow les fonctions $ soa^ des fonctions abéliennes à six systèmes de périodes 

des trois paramètres u, v, w liés eux-mêmes par la relation 

3f( u, V, (v) — o. 



La fonction 3- étant une fonction paire, la représentation précédente 
met en évidence une transformation birationnelle de la surface S en 
elle-même, à savoir celle qui fait correspondre au point d'argu-
ments (u, v, (v) le point d'arguments (— u, — v, — w) : deux tels 
points seront dits conjugués. 

Sur le genre des surfaces S et sur leur sys tème canonique . 

2. Sur la surface S les trois intégrales doubles 

sont des intégrales de première espèce, car elles ne deviennent jamais 
infinies à l'intérieur d'un prismatoοde de périodes. 

Réciproquement, on établit aisément que toute intégrale de première 
espèce de la surface 

est nécessairement de la forme 

ou encore 

Donc le genre géométrique des surfaces S est égal à trois. 
Les surfaces S possèdent trois intégrales de différentielles totales de 

première espèce linéairement distinctes : 

Réciproquement toute intégrale de différentielle totale de première 
espèce de la surface est une combinaison linéaire de ces trois inté-



grales. Soit en effet une telle intégrale 

elle devient, lorsqu'on y remplace X, Y, Z en fonction de (x, y ) , 

P et Q étant deux fonctions rationnelles de x, y et x , y'. Si l'on sup-
pose x',y' constants, l ' intégrale précédente doit se réduire à une inté-
grale abélienne de première espèce de la courbe C. Dès lors 

P ( x, y ; oc1, y' ) = llgi( x ,v) + h_ g% ( r , r ) + \ 3 g3 ( x, y ) , 

>M, X 2, X3 étant a priori des fonctions rationnelles de x', y' ; mais, 
comme ces fonctions doivent rester iinies quel que soit le point (x',y'), 
elles se réduisent nécessairement à des constantes. 

D'autre part, la différentielle doit rester inaltérée lorsqu'on permute 
les points (x, y) et (x', y'), ce qui exige 

Q ( œ, y ; x', y' ) — h gi {x\ y ) -+- >.2 g, ( x', y1 ) H- hg3(x', y ) . 

II est donc établi que l 'intégrale considérée est de la forme 

Donc les surfaces S possèdent trois intégrales de différentielles totales 
de première espèce distinctes. 

En d'autres termes, les surfaces S sont des surfaces irrégulières et 
leur genre numér iquep n diffère de leur genre géométrique /?„.; d 'après 
un théorème de M. Castelnuovo, la différence (/?„ - pn) est égale au 
nombre des intégrales de différentielles totales de première espèce. 

Dès lors, le genre numérique des surfaces S est égal ci zéro. 

3 . Proposons-nous de déterminer la valeur des invariants de 
M. Nτther / / ; , ) e t / / - ' dont la définition est la suivante : l 'invariant p(i 

est le genre de la courbe générale du système canonique (ou système 
découpé sur la surface par ses adjointes d'ordre m — 4 ) , et l'inva-



riant p{'2) est le nombre des points d'intersection mobiles de deux 
courbes de ce système. M. Nτther a d'ailleurs établi que 

dans le cas oω les surfaces adjointes d'ordre m — L\ ne passent par 
aucun point fixe de la surface en dehors des courbes multiples et de 
certains points multiples de la surface. 

L'équation en u, v, w des courbes du système canonique s'obtient 
par un calcul simple. Les intégrales doubles de première espèce de la 
surface sont nécessairement de la forme 

S (X , Y, Z) désignant le premier membre de l'équation cartésienne de 
la surface et Q(X, Y, Z) un polynτme adjoint d'ordre m - L\\ or on 
trouve de suite 

en posant 

L'intégrale double générale de première espèce est donc de la forme 

d'oω il résulte que la courbe générale L du système canonique a pour 

équation 

Il convient de remarquer que les dérivées partielles ^ > ^ (qui 

ne sont pas des fonctions thêta des trois variables indépendantes u, 

v, w) satisfont aux mêmes relations fonctionnelles que S dans l'hypo-

thèse oω les arguments vérifient la relation 

2r(a, r, w) = o. 



Ceci posé, l 'invariant p{'2) est égal au nombre des solutions non fixes 
du système 

Or, ces fonctions satisfaisant sur la surface aux équations fonction-
nelles d'une fonction thêta du premier ordre, on peut leur appliquer 
le théorème de M. Poincaré d'après lequel trois fonctions thêta de 
genre trois, d'ordre m, n, p possèdent 6 X tn x n Xp zéros communs. 
D'ailleurs ces équations n'ont pas de solution commune fixe, car les 

quatre fonctions Sr, ^— n'ont pas de zéro commun (si toutefois 
^ ou ov ow 1 x 

on exclut le cas hyperelliptique qui sera examiné à par t ) . 
On a dès lors pour les surfaces S 

p'^=§ e t />( '>= 7 . 

4. 11 existe entre le système canonique de la surface S et la courbe 
fondamentale de genre trois C des relations géométriques intéres-
santes; on peut d'ailleurs supposer que C est une courbe plane du 
quatrième ordre, le cas hyperelliptique étant exclu. 

Les intégrales doubles de première espèce de la surface S sont néces-
sairement de la forme 

et les différentielles g(x,y)dx ont elles-mêmes pour expression 



De là résulte que les courbes du système canonique sont définies 

par l'équation 

équation qui exprime que le couple de points (x,y), (x',y') de la 

courbe C est en ligne droite avec le point 

Donc les points d'une courbe L du système canonique correspondent 

aux couples de points découpés sur la courbe du quatrième ordre G par 

une sécante qui tourne autour dun point fixe a. 

Cette représentation géométrique appelle l'attention sur le cas oω le 
point a est situé sur la courbe C : la courbe L se décompose alors 
en deux courbes distinctes : l'une définie par les couples de G for-
més du point a et d'un point quelconque, et l'autre %Ja définie par les 
couples situés en ligne droite avec le pointa. Les courbes £ a et j^a sont 
conjuguées l'une de l'autre et, d'après leur définition même, elles 
admettent une correspondance univoque avec la courbe C. Enfin elles 
se rencontrent en deux points d'intersection qui correspondent aux 
couples (a, m) et (a, n) déterminés sur la courbe G par la tangente au 
point a : la surface adjointe considérée est tangente en ces deux points 
à la surface S. 

En résumé, il existe une infinité de surfaces adjointes d'ordre m — 4 
de la surface S qui lui sont tangentes en deux points conjugués, et cha-

cune d'elles découpe sur S deux courbes distinctes jf^et £ de genre trois et 

de mêmes modules que la courbe fondamentale G. 
Voici enfin quelques propriétés des familles et £ qui se déduisent 

aisément de leur liaison avec la courbe C. Le lieu géométrique des 
points de contact des surfaces adjointes d'ordre m — 4 tangentes à S 

Fig . I. 



est la courbe (Q définie par les couples (a, m), (a, n) découpés sur C 
par une tangente mobile amn \ la courbe (O possède vingt-huit points 
doubles correspondant aux bitangentcs de C. Les courbes de la fa-
mille £ ont pour enveloppe la courbe 3 définie par les couples de C 
formés de deux points confondus {a, a) et celles de la famille ont 
pour enveloppe la courbe 3 ' définie par les couples {m, n) découpés 
sur C par une tangente mobile; chacune de ces courbes touche son 
enveloppe en un point. 

Enfin, la courbe (D est tangente à chacune des courbes è et 5 ' en 
vingt-quatre points qui correspondent aux tangentes d'inflexion de la 
courbe du quatrième ordre C. 

Sur les courbes a lgébriques tracées sur u n e surface S. 

5. Avant d'aborder la théorie générale des courbes algébriques 
tracées sur une surface S, nous étudierons une famille particulière 
dont la considération nous sera très utile, savoir la famille définie par 
l'équation 

Sr( u -h A, v -+- fi, w + v) = o, 

oω S désigne la fonction thêta normale du premier ordre et de caracté-
ristique nulle, et A, u., v trois constantes arbitraires. 

Nous supposons toujours que les limites inférieures des trois 
intégrales de première espèce G(x, y) sont choisies de telle sorte que 
les relations 

w = G3{x,y) + G, 

entraξnent comme conséquence l'équation 

S(u, v, w) = o. 

Dans ces conditions, le système des deux équations 



est équivalent aux relations 

(II) 

l u — G i x 4- Gi x' — — A 4 - G i X -+- Gi X ' , 

\ ç — G 2 oc 4- G 2 x' = — jjL -+- G 2 X 4- G 2 X ' , 

l w — G3x-h €isx'— — v + G 3 X + G3X' , 

oω la notation Gkx représente l'intégrale Gk(x, y) et oω (x, y), (x', y') 
et (X, Y) , (X', Y') désignent deux couples de points de la courbe du 
quatrième ordre C. 

D'autre part, étant données trois constantes quelconques X, p., v, il 
est toujours possible, et cela d'une infinité de manières, de détermi-
ner sur la courbe G quatre points (x0, y 0 ) , . . . , (x3, y 3 ) tels que 

Si l'on désigne enfin par (5, Y J ) , ( £ ' , Y] ' ) les deux points de C en ligne 
droite avec les points (X, Y) , (X', Y ' ) , lesquels vérifient les relations 

(G/ ,X 4- G/ ,X' ) 4 - (G,,£ 4- G ; , r ) = o (A- = i , a, 3 ) , 

on déduit immédiatement du système (II) les trois équations 

qui établissent que les couples de points (x,y), (x', y') et (£, Y J ) , 
( £ ' , YJ') sont situés sur une conique passant par les quatre points 

{oc0, y0), ( # 3 , 7 3 ) . 

En définitive, la courbe définie par l'équation 

2r( m -+- >., c 4 - f*, w + s j ^ o 



correspond aux couples de points découpés sur la courbe C par les co-
niques passant par quatre points fixes de cette courbe. 

Cette définition géométrique appelle l'attention sur un cas intéres-
sant, celui oω les trois points fixes (x{,y,), (x.2,y2), (x3, y3) sont en 
ligne droite, car les coniques en question se décomposent alors en une 
droite fixe menée par ces trois points et une droite variable menée par 
le p o i n t ( # 0 , y 0 ) . Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffitque les con-
stantes X, fi., v soient de la forme 

( X 0 , Y 0 ) désignant le quatrième point d'intersection de C avec la droite 
menée par les trois points fixes ( a ? , , y t ) , (x2, y2, (x3,y3). 

D'oω cette conclusion : Lorsque les constantes A, [/., v sont de la forme 

l'équation 
&( u + À, c + )i, w + y) = o 

définit sur la surface S deux courbes algébriques distinctes : l'une ^XY 

correspond aux couples de C formés du point fixe (X, Y) et d'un point 
variable; l'autre correspond aux couples de points situés en ligne 
droite avec le point (a?, y) de cette courbe. 

Nous présenterons une dernière remarque : lorsqu'on fait tendre le 
point (X, Y) vers le point (a?, y), l 'équation précédente définit à la 
limite l 'ensemble des deux courbes et £ ' x y ; cette équation limite 
s'obtient en prenant la dérivée de la fonction par rapport au para-
mètre X pour la valeur X = x, d'oω 



La forme de l 'équation met en évidence le fait que les deux 

courbes ^ x y et sont l 'intersection de la surface S par une de ses 

adjointes d'ordre m — 4> 

La représentation analytique en u, v, w des courbes particulières £ 

jouera un rτle important dans l 'étude des courbes algébriques de la 

surface. 

6. D'après la définition même des surfaces S, toute courbe algébrique 
irréductible de la surface définit une correspondance algébrique entre 
les deux points (oc, y) et (oc', y') de la courbe de genre trois C liée à S, 
et réciproquement. On doit à H٦rwitz une étude des correspondances 
entre deux points d 'une courbe algébrique quelconque qui peut servir 
de point de départ dans la recherche des courbes algébriques tracées 
sur une surface S. Il convient de rappeler d'abord certains résultats 
fondamentaux du Mémoire de H٦rwitz. 

Soit une correspondance algébrique quelconque entre les deux 
points (oc, y) et (oc', y') de la courbe C de genre trois ( ' ) , d'équation 
f (oc, y) = o; désignons par 

les a points que la correspondance associe au point (oc, y), et par 

les [3 points qu'elle associe au point (x',y'). 
Désignons par G,(x,y), G,(x,y), G3(oc, y) les trois intégrales 

normales de première espèce attachées à la courbe C, lesquelles pos-
sèdent un Tableau de périodes de la forme 

< T ) 

I O O « u « 1 2
 aii 

O I O « 2 1 a 2 2 ^ 2 3 S 

O O I « 3 1 « 3 2
 a%2 

et considérons avec H٦rwitz les sommes 

( ' ) La même démonstration est applicable à une courbe de genre p. 



Ces sommes, vues comme fonctions de (oc,y), sont des intégrales 
de première espèce : elles peuvent donc s'exprimer par des relations 
de la forme 

(1) 

Si l'on fait décrire à la variable (x, y) un contour fermé tel que les 
intégrales Gt(x,y), G2(x,y), Gs(x,y) augmentent respectivement 
d'un de leurs systèmes de périodes simultanées, les premiers membres 
des équations ( I ) reprennent en même temps leurs valeurs initiales à 

une période prés : il existe donc des entiers h, g, H et G tels que 

Éliminant les quantités r.kl entre les équations précédentes, on ob-
tient un système d'équations à coefficients entiers entre les périodes a : 

Il convient dès lors de distinguer deux cas, suivant qu'il existe ou 
non des relations à coefficients entiers du type ( I I ) entre les périodes a 

des intégrales de première espèce attachées à la courbe ; lorsqu'il 
existe une telle relation, la courbe et les fonctions abéliennes qui en 
dérivent sont dites singulières. Dorénavant, nous supposerons expressé-

ment que la courbe considérée C n'est pas une courbe singulière. 

Dans cette hypothèse les équations ( I I ) doivent être vérifiées iden-
tiquement, ce qui exige que 

hu = h u = h m = Gn = G 2 2 — G 3 3 , 

et que tous les autres coefficients A, g, H et G soient nuls ; nous dési-
gnerons par — y la valeur commune des entiers A y y et G y y (*) . 

( ' ) L'entier y est désigné par Hiirwitz sous le nom de correspondenzwerthigkeit. 



Le système ( I ) prend dès lors la forme 

(111) 

Ceci posé, désignons par 2T(m, v, w) la fonction thêta normale du 
premier ordre et de caractéristique nulle correspondant au Tableau de 
périodes (T) , et envisageons la fonction suivante des deux points 
(X , Y) et (X' , Y') de la courbe C : 

3 r [ G t ( X , Y ) - G 1 ( X ' Ξ Y ' ) + c „ 

G 2 ( X , Y ) - G 2 ( X \ Y ' ) + c 2 , 

G , ( X , Y ) - G , ( X ' , Y ' ) + c , ] , 

ou, pour abréger, 
Sr(GX — G X ' ) . 

Pour un choix convenable des constantes ck, cette expression, con-
sidérée comme fonction du point (X, Y), est infiniment petite du pre-
mier ordre lorsque le point (X, Y) coοncide avec le point (X' , Y ' ) , ou 
avec deux points (* ) fixes dépendant de la valeur des constantes ck. 

Soient (« , b) un point fixe de la courbe, (a\, b\), (a'a, b'a) les 
oc points que lui associe la correspondance considérée ; soit enfin ( c , d) 

un autre point fixe de la courbe et formons le produit 

On démontre aisément, en vertu des relations fondamentales ( I I I ) , 
que ce produit est une fonction rationnelle des deux points (x,y), 

(x',y'). C'est précisément cette fonction P introduite par H٦rwitz qui 
va jouer le rτle fondamental dans l 'étude des courbes algébriques des 
surfaces S. 

7. Si l'on désigne par P' la fonction qui se déduit de P par permu-

(!) Ces points fixes sont en général au nombre de (p — i ) , p étant le genre de la 

courbe. 



tation des deux points (x, y ) et (x',y'), le produit P P ' est une fonc-
tion rationnelle symétrique R(a?, y, x', y) des deux points (x, y), 

(x',y) : c'est donc une fonction rationnelle R(X, Y, Z) des coordon-
nées d'un point de la surface [puisque la correspondance entre les 
couples (x, y) (x', y') et les points (X, Y, Z) est univoque], ou encore 
une fonction abélienne sextuplement périodique des variables u, v, w, 

supposées liées par la relation %(u, v, w) = o. 
D'après sa formation même, la fonction R s'annule pour tous les 

points de la courbe T définie sur la surface par la correspondance 
considérée entre les points (.x, y) et (x',y'); il importe de déterminer 
avec précision toutes les lignes de zéros ou d'infinis de cette fonction. 

Or, la fonction P de Iο٦rwitz devient infinie du premier ordre lorsque 
le point (x,y') coοncide avec l 'un quelconque des a points 

ce que nous exprimerons par la notation 

et également lorsque le point (c't d) coοncide avec l'un quelconque 
des points (x't, y\) ou, ce qui revient au même, lorsque le point (.r, y) 
coοncide avec l 'une quelconque des (3 déterminations 

de (x,y) correspondant à la détermination (V, d') de (x',f), c'est-
à-dire lorsque 

y) = (cu dx), 

> 

y) = (cp, d$). 

Enfin la fonction P devient infiniment petite ( ' ) d'ordre y pour 

O , y) — {x', y'), 

(*) Ou infiniment grande d'ordre — y, si l'entier y est négatif. 



et infiniment grande d'ordre y pour 

{x',y') = (a,b) 

et 
(x,y) = (c',d'). 

Dès lors , la détermination des lignes de zéros et d'infinis de R est 

immédiate. Si l'on désigne par 3 la courbe de S définie par la corres-

pondance 
{x, y) — {x', y') 

et par ^ X o Y o celle définie par l 'ensemble des deux correspondances 

(œ,y) = (x0, y 0 ) e t (x', y') = (x0, y0) : 

i° La fonction R s 'annule le long de la courbe T; 
2 0 Elle est infiniment petite d'ordre 2 y le long de la courbe 3 ; 
3° Enfin elle est infinie du premier ordre le long des a -h (3 courbes 

et infinie d'ordre y le long des deux courbes 

On peut modifier l 'analyse précédente de manière à n'avoir plus à 
considérer la courbe 3 . Admettons, pour fixer les idées, que la 
courbe G est une courbe du quatrième ordre, en écartant le cas hyper-
elliptique qui sera examiné plus loin : soit (x0, y0) un point fixe de G, 
et envisageons la courbe .^'0 de la surface définie par la correspondance 
qui associe à un point (x, y) de G les points (x\, y\) et (oc'2, y[2 ) situés 
sur la droite qui joint les points (x0, y0) et (x, y) (fig. 2 ) . Il est 
possible de former une fonction rationnelle de (oc,y) et (x',yr) qui 
s 'annule le long de et de 3 , et n 'admette, en outre, comme lignes 
de zéros et d'infinis, qu 'un certain nombre de courbes ^ ; effecti-
vement, si (A, B) désigne un point fixe quelconque de C et si le 
point (cc0,y0) est pris pour origine des coordonnées, la fonction 

répond à la question. 



De là résulte que le produit RQ~ 2 Y est une fonction rationnelle 
F ( X , Y , Z) qui admet les mêmes lignes de zéros et d'infinis que la 

fonction R ( X , Y , Z) , excepté la courbe 3 , et s'annule en outre à 
l'ordre 2 y le long de chacune des trois courbes £ A B , ~CA;B;> £ A J B . ( ' ) . 

Or, nous avons étudié précédemment la représentation des courbes 
au moyen des fonctions thêta de u, v, w, et nous avons établi que la 
fonction 

s'annule le long des deux courbes 4^- et 
Dès lors, si la fonction F admet la courbe <̂  comme ligne de zéros 

(ou d'infinis) d'ordre^, le produit F(S{°)~? admet la courbe £ 0 comme 
ligne d'infinis (ou de zéros) d'ordre q, mais reste fini et différent de 
zéro le long de la courbe Il est donc possible, par cette voie, de 

C 1) Lorsque la correspondance entre les points (x. j ) , (x',j') est symétrique, cette 
méthode conduit à une fonction F qui est infiniment petite du second ordre le long de la 
courbe T. Dans ce cas i l suffit de considérer le produit PQ-T qui est une fonction ration-
nelle symétrique des points (x, y) et (x',f), à la condition qu'on donne une même 
valeur aux constantes (a, b) et (c', d') dans l'expression P de H٦rwitz. 

Fig. 2. 



former une fonction &(u, v, w) jouissant sur la surface des propriétés 
d'une fonction thêta de u, t>, w qui s 'annule le long de la courbe T, 

mais reste finie et différente de zéro pour tout autre point de la sur-
face, sauf peut-être le long de la courbe £ 0 . 

Il est aisé de préciser ce dernier point : en se reportant à la méthode 
de réduction employée, on reconnaξt de suite que l'ordre de multipli-
cité de la courbe pour la fonction @ est égal à 

a + (3 — 6 y . 

Dès lors, trois cas sont à considérer : 

i° Si a H - ^ — 6 y = o, la fonction &(u, v,w) reste toujours finie 
sur la surface et ne s 'annule que le long de la courbe T; 

2° Si a h - p — 6 y > o, cette fonction s 'annule, en outre, le long de 
la courbe £ ' 0 (à l 'ordre de multiplicité a + (3 — 6 y ) ; 

3° Si a -{- p — 6 y < o , la fonction 0 ( ^ J J ) ° Y - " - P reste toujours finie 
sur la surface et ne s 'annule en dehors de T que le long de la courbe £ 8 

(à l 'ordre 6 y — a — p de mult ipl ici té) . 

8. Il importe de remarquer que la fonction w) à laquelle 
conduit l'analyse précédente n'est pas une fonction thêta proprement 
dite des trois variables indépendantes u, v, w, mais qu'elle joue pour 

les points de la surface le même rτle qu 'une fonction thêta. D'autre 
part , l 'équation w) = o est susceptible de formes diverses, en 

raison de l 'existence de la relation fondamentale vy w) = o : à 
titre d'exemple, les équations 

et 

sont équivalentes sous la condition £r(w, ç, w) = o. Ce sont là des 
circonstances qui ne se présentent pas dans la théorie des surfaces 
hyperelliptiques dont les arguments u, v sont des variables indépen-
dantes. Dans l 'étude des surfaces S, nous entendrons désormais par 
fonction thêta sur la surface toute fonction de u, v, w qui reste tou-



jours finie et vérifie les équations fonctionnelles d 'une fonction thêta 
proprement dite, sous la condition %(u, v, w) = o. 

Nous présentons une dernière remarque relative aux entiers a, fi 

et y. Dans l 'étude des surfaces S, il n'y a pas lieu d'envisager isolé-
ment une correspondance non symétrique par rapport aux deux points 
(oc, y) et (oc',y), mais seulement l 'ensemble de cette correspondance 
(d 'ent iers a', (S', y ' ) et de la correspondance symétrique (d 'ent iers fi', 
a', y ' ) ; or, il est permis de considérer cet ensemble comme une cor-
respondance (non irréductible) ayant pour entiers caractéristiques 

oc = (3 = ( a ' -+- ,3') ET y~iy'. 

Les courbes de la surface S sont donc caractérisées par les deux 
entiers a et y ainsi définis. 

Il convient de résumer les conclusions de l'analyse précédente : 

Toute courbe algébrique T de la surface S peut être représentée par 

une équation de la forme ®(u, v, w) = o, la fonction 0 jouissant des 

deux propriétés suivantes : 

Elle satisfait aux équations fonctionnelles d'une fonction thêta de u, 

v, w et reste toujours finie, sous la condition %(u, v, w) = o ; 
Elle ne s'annule pas sur la surface en dehors de la courbe considérée, 

si ce n est peut-être le long de l'une ou l'autre de deux courbes détermi-

nées £0, £D. 

En fait, la fonction S s'annule le long de ^'0, ou bien de £0, ou enfin 

ne s'annule pas le long de ces courbes, suivant que Vexpression 

y. — 3 y 

est positive, négative ou nulle, a et y étant deux entiers caractéristiques 

de la courbe Y définis comme suit : a est le nombre des points de V tels que 

l'un des points du couple homologue de la courbe G, ( ç , Y]), (x0, y0), ait 

une position donnée (x0, y0)', quant à y, c'est l'entier de Hiirwitz défini 

par (es relations 

9. Le théorème précédent met en évidence une circonstance qui ne 



se présente point dans la théorie des surfaces hyperell ipt iques, à 
savoir l ' impossibilité de représenter individuellement toute courbe 
algébrique de la surface par une équation de la forme 

0 ( u, v, w) — o. 

Toutefois on pourrait craindre que cette impossibilité apparente ne 
tienne à la méthode de réduction employée : il convient donc d'en 
donner une démonstration directe. 

Soit T une courbe de la surface, d'entiers caractéristiques a, y, et 
dont, par hypothèse, l 'équation spéciale s'obtient en égalant à zéro 
une fonction ©N d'ordre N. 

Considérons, d 'autre part , la courbe T{ définie par l 'équation 

3"( u -h X, v H- w + v) = o 

qui correspond, ainsi que nous l'avons établi plus haut, aux couples 
(oc, y), (x',y') découpés sur la courbe C par les coniques passant par 
quatre points fixes de cette courbe. D'après sa définition géométrique, 
cette courbe a pour entiers caractéristiques a ' = 3 et y ' = i . Or, 
d'après un théorème de H٦rwitz, le nombre des couples communs à 
deux correspondances ayant respectivement pour entiers caractéris-
tiques a, (3, y et a', (3', y' est donné par l 'expression 

a(3'-f- a'(3 — 2 / > y , 

expression qui doit toutefois être divisée par i lorsque les correspon-
dances considérées sont symétriques. Le nombre des points d'inter-
section (*) des deux courbes T et a donc pour valeur ( 3 a — 3 y ) ; 
mais il est égal d'autre part à 6N, en vertu du théorème de M. Poin-
caré sur le nombre des zéros communs à trois fonctions thêta de u, 

v, w. Dès lors 

(i) a - y — 2 N. 

La considération des points communs à deux courbes appartenant à 

( J ) Ce raisonnement suppose essentiellement que les points de S et les couples de C se 
correspondent univoquement sans exception; on verra plus loin qu'il n'est pas valable 
dans le cas hyperelliptique, en raison de l'existence d'un point fondamental. 



la même série linéaire que V conduit de même à la relation 

( 2 ) a 2 — 3 y 2 = 6 N 2 . 

Éliminant N entre les équations ( i ) et ( 2 ) , on obtient la relation 

( 3 ) ( a — 3 y ) 2 z = o . 

Si donc une courbe Y est susceptible d'être représentée individuel-
lement par une équation de la forme © = o, ses entiers a, y vérifient 
nécessairement la relation ( 3 ) ; or, cette relation n'est point vérifiée 
pour toutes les courbes de la surface, notamment pour 3 ainsi que 
pour les courbes dont l 'entier y est négatif : la proposition que nous 
avions en vue se trouve donc par là même établie. 

Il résulte encore des équations (1 ) et ( 3 ) que, dans le cas oω une 
courbe algébrique de S est représentable individuellement par une 
équation 0 = o, l 'ordre de la fonction @ est précisément égal à 
l 'entier y de H٦rwitz. 

Sur l e genre d e s c o u r b e s a l g é b r i q u e s tracées s u r une surface S. 

10. L'impossibilité de représenter une courbe algébrique quel-
conque de la surface S par une équation spéciale de la forme 

&(u, v, w) — o 

complique singulièrement l 'étude de ces courbes : aussi laisserons-
nous de cτté la recherche et la classification des familles de courbes 
algébriques qu'on peut tracer sur la surface. Nous nous proposerons 
seulement de donner une expression générale du genre d'une courbe 
algébrique quelconque de la surface; deux cas sont à distinguer sui-
vant que la courbe est représentable ou non par une équation spéciale 

©(u, v, w) — o. 

Considérons en premier lieu une courbe Y représentée par l 'équa-

tion spéciale 

®n(u, v, w) = o, 

oω & n désigne une fonction thêta d 'ordre n sur la surface. 



Nous chercherons d'abord à former une intégrale abélienne de 
première espèce attachée à la courbe T. Si l'on désigne par X, Y, Z les 
coordonnées non homogènes d'un point de la courbe, on a le long de 
cette courbe 

d'oω 

en posant 

La fonction E(u, v, w) n'est pas une fonction thêta proprement dite ; 
mais, lorsque le point u, v, w appartient à la courbe considérée, les 
dérivées partielles de la fonction v, w) satisfont aux mêmes 
relations fonctionnelles que ~, et, d 'autre part, les dérivées partielles 
de la fonction &n(u, v, w) satisfont aux mêmes relations fonctionnelles 

que ©„; q u a n t a 4—> -r-> -7 - ' ce sont des fonctions abéliennes de u, 
^ n ^ du dv dw 

v, w. Par suite, la fonction H(w, v, w) joue, pour les points de la 
courbe © r t = o, le même rτle qu 'une fonction thêta d'ordre (n -+-1) et 
de mêmes multiplicateurs que@ w . 

Dès lors, si l'on désigne par ©7H_, une fonction thêta de mêmes mul-
tiplicateurs et de même ordre (n + i ) que la fonction H, le quotient 

est une fonction sextuplement périodique des paramètres u, v, w 

supposés liés par les deux relations 

%(u, v, w) — o et 0,j(u, ç, w) — o, 

et, par conséquent, une fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z 



d'un point de la courbe. En définitive, l ' intégrale 

ou encore 

est une intégrale abélienne attachée à la courbe 0n = o. 

Nous allons établir que l 'intégrale 3 est de première espèce. Les ar-
guments u, v, w restant toujours finis dans un prismatoοde de périodes, 
l 'intégrale ne saurait devenir infinie que dans le cas oω la fonction 

s 'annule. Or on a sur la courbe 

d'oω l'on déduit que l ' intégrale ne peut devenir infinie que pour les 
valeurs de u, v, w qui sont solutions du système 

(I) 

Considérons dans l'espace de coordonnées u, v, w ( o u plutτt dans la 
portion de cet espace qui correspond à un prismatoοde des pér iodes) 
les deux surfaces définies respectivement par les équations 

2r(«, v, w) — o et 0„( u, v, w) — o. 

Toute solution du système ( I ) définit un point double de la courbe 
d'intersection de ces deux surfaces. Or elles ne sauraient être tangentes 
entre elles, si les constantes dont dépend linéairement la fonction & n 

sont prises arbi trairement; d'autre part, la surface 

2r( u, v, iv) — o 



ne possède aucun point double ( ' ) , et il en est de mτme de la surface 

si ©«désigne, ainsi que nous le supposons,lafonction générale d 'o rdre» 
et de multiplicateurs donnés. Les quatre équations du système ( I ) 
n 'admettent donc, dans ces conditions, aucune solution commune. 

En définitive, l 'intégrale 

est une intégrale abélienne de première espèce pour la courbe Qn = o, 
si la fonction Bn est la fonction générale de son ordre. 

Combien cette forme donne-t-elle d'intégrales linéairement dis-
tinctes? Les fonctions © r t + 1 considérées d'ordre (n -+-1) sont au nombre 
de (n -h i ) 3 l inéairement dist inctes; mais parmi ces fonctions figurent 
les produits de %(u, v, w) par les fonctions thêta d'ordre net de mêmes 
multiplicateurs que ©„+.,, en nombre n3. 

De plus, les produits 

qui jouent sur la surface le même rτle que les fonctions & n + i , sont iden-
tiquement nuls le long de la courbe. La formule donne donc 

(n -+-1)3 — n 3 — 3 

intégrales distinctes, auxquelles il faut ajouter les trois intégrales 

soit au total 
3ft(ft + I ) + I 

intégrales distinctes. 
On peut démontrer que ce sont bien là toutes les intégrales de pre-

( i ) Ceci suppose que les fonctions abéliennes considérées ne dérivent pas d'une courbe 

hyperelliptique. 



mière espèce de la courbe &a = o. D'après un théorème connu de 
M. Nτther, le genre p d 'une courbe algébrique est lié au nombre v 
des points d'intersection variables de cette courbe avec une de ses 
surfaces adjointes par la relation 

V—2(p — 1). 

Au cas actuel v est égal au nombre des points d'intersection variables 
des courbes & n = o et = o, ou encore au nombre des solutions du 
système 

0 r t = o , 0„+i = o, 5 = o. 

D'après le théorème de M. Poincaré, ce nombre est égal à 6n(n + 1 ) , 
ce qui établit la proposition énoncée. 

D'oω cette conclusion : Le genre d'une courbe algébrique de la sur-
face S dont l'équation spéciale s'obtient en égalant à zéro une fonction &n 

d'ordre n a pour expression 

p~ 3«( / ξ - t - i ) + i. 

Cette formule donne en particulier pour les courbes définies par les 
fonctions thêta du premier ordre p = 7, ainsi que nous l'avons déjà 
établi pour les courbes du système canonique. 

11. Considérons, en second lieu, une courbe T de la surface S, 
d'entiers caractéristiques a et y, définie par une équation @H = o, oω 
& n désigne une fonction d'ordre n qui s 'annule en outre le long de la 
courbe à l 'ordre de multiplicité 0 = a — 3y. 

De même que dans le cas précédent, l 'intégrale 

oω désigne une fonction d'ordre n-hi et de mêmes multiplicateurs 
que & n, est une intégrale abélienne attachée à la courbe F, et elle ne 
saurait devenir infinie que pour les systèmes de valeurs annulant à la 
fois les fonctions ST(m, V, W), &n(u, v, w) et les trois déterminants 



fonctionnels 

Or, par hypothèse, la fonction 0„ est infiniment petite d'ordre 
(o + i ) au voisinage des points d'intersection des courbes T et £ ' 0 : dès 
lors les dérivées partielles de cette fonction <p sont infiniment petites 
d'ordre £, et il en est de même des trois déterminants fonctionnels. 
Pour que l'intégrale 3 soit de première espèce, il est donc nécessaire 
et suffisant que la fonction soit elle-même infiniment petite 
d'ordre o en chacun des points d'intersection des courbes T et £ 0 . 

Ceci posé, il nous suffξt de déterminer le nombre des points d'inter-
section non fixes de la courbe T avec ses adjointes 0 H + ) == o, pour en 
déduire le genre de la courbe T au moyen de la relation de M. Nτther. 

A cet effet, déterminons d'abord la valeur des entiers caractéristiques 
de la courbe = o. Les entiers caractéristiques d'une courbe défi-
nie par une équation d'ordre n sont respectivement égaux à ( a h - 2S) 
et (y 4 - 0 ) , car l 'équation particulière 0 „ = o définit d 'une part la 
courbe T, d'entiers a et y, et d'autre part la courbe £ 0 , d 'entiers a 0 = 2 
e t y 0 = i , comptée ofois ; d'ailleurs les courbes définies par une équa-
tion du premier ordre ont pour entiers caractéristiques les nombres 3 
et 1 : dès lors les entiers caractéristiques des courbes & n + t — o ont pour 
valeurs respectives 

a ' — a + ?.β + 3 et y1 — y - f - β - f - ο » 

Le nombre total des points d'intersection de la courbe Y avec ses 
adjointes & n + i = o est donc égal, d'après un théorème de Hωrwitz, à 

a ( a - t - 2 < 5 4 - 3 ) — 3 y ( y + 5 + i ) ; 

mais dans ce nombre les points d'intersection de T et de £/H comptent, 
au total, pour 

τ ( 2 a — 3 y ) 

unités. Par suite, le nombre v des points d'intersection variables de T 
avec ses adjointes est égal à 

v = a(OC -h 3) — 3 y (y -t-1). 



La conclusion est d'ailleurs la même dans le cas oω la fonction & n 

s'annule le long de la courbe J^ 0, au lieu de la courbe j ^ ' 0 . Nous par-
venons ainsi au résultat suivant : 

Le genre d'une courbe algébrique de la surface S a pour expression 
générale 

a et y désignant les deux entiers caractéristiques de la courbe. 

Dans l'hypothèse oω a = 3y, cette formule se confond avec celle 
donnée plus haut , puisque les entiers n et y sont égaux dans ce cas. 

L'application de la formule précédente donne en particulier : 

P o u r l es c o u r b e s 4^ « = 2 , y = 1 , p = 3 
P o u r la c o u r b e 3 a = 1, y =— 1 , p — Z 

P o u r la c o u r b e 3 ' a = 1 0 , y — 6, = 3 

ainsi qu'on pouvait le prévoir a priori. 

Sur l e nombre des i n t é g r a l e s doubles de s e c o n d e e spèce des sur faces S . 

12. Les théorèmes établis dans les précédents Chapitres trouvent 
une application dans la détermination du nombre des intégrales 
doubles de seconde espèce des surfaces S : d'après un théorème fon-
damental de M. Picard ( ' ) , toute surface algébrique F(X, Y, Z) = o 
possède en effet un nombre limité p 0 d'intégrales doubles de seconde 
espèce distinctes, c'est-à-dire telles qu'il n 'existe aucune combinaison 
linéaire de ces intégrales de la forme 

U et V étant des fonctions rationnelles de X, Y, Z. 
Dans la recherche de cet invariant p 0 , nous aurons recours à la for-

(') Théorie des fonctions algébriques de deux variables, t. II, chap. VII et XII. 



mule suivante due également à M. Picard : 

p 0 = N + ^ — kp — (m — i) + 2 r — (p — i ) , 

oω l'on désigne par 

m le degré de la surface, 
N la classe de la surface, 
d le nombre de ses points doubles isolés ( ' ) , 
r le nombre de ses intégrales de différentielles totales de seconde 

espèce, 
p le genre d 'une section plane arbitraire. 

Enfin la définition du nombre p est la suivante : on peut tracer sur 
la surface p courbes algébriques irréductibles G,, telles qu'il n 'existe 
pas d'intégrale de différentielle totale de troisième espèce n'ayant 
d 'autres courbes logarithmiques que la totalité ou une partie des 
courbes C/, mais telles que, si on leur adjoint une autre courbe algé-
brique irréductible quelconque de la surface, il existe une intégrale de 
troisième espèce n'ayant comme courbes logarithmiques que cette der-
nière courbe et la totalité ou une partie des courbes C/. 

Envisageons la surface S définie en coordonnées homogènes par les 
équations 

o,, s (l—l, 2, 3 , 4), 
;x( U, V, W) — o 

oω les %i désignent quatre fonctions thêta normales de caractéristique 
nulle et d 'ordre h, ne s 'annulant à la fois pour aucun système de 
valeurs des arguments . Dans ces conditions, la correspondance des 
points de la surface S avec les points du champ abélien u, v, w, ou 
encore avec les couples de points de la courbe de genre trois G, est une 
correspondance univoque, sans point fondamental ( répondant à une 
infinité de couples) , ni courbe exceptionnelle ( répondant à un seul 
couple) . 

Déterminons pour cette surface S particulière la valeur des différents 
éléments qui interviennent dans la formule de M. Picard : on trouve 

(!) La formule est établie dans le cas oω la surface ne possède pas d'autres singularités 
qu'une courbe double avec des points triples, ainsi que des points doubles isolés. 



immédiatement 
d — o, 

m — 6 h-, 

p = 3 h ( h -t- " i ) 4- i. 
D'autre part 

r = 6, 

car, d'après un théorème de MM. Gastelnuovo et Severi, le nombre des 
intégrales de différentielles totales de seconde espèce d'une surface 
algébrique est double de celui de ses intégrales de différentielles to-
tales de première espèce. 

Evaluons enfin la classe N de la surface. Soient 0 = o et G = o les 
équations de deux sections planes quelconques : les points de contact 
des plans tangents menés à la surface par la droite d'intersection de 
ces deux pians sont déterminés par les équations 

oω l'on suppose que u, v, w vérifient la relation V, W) = o, et oω 

les dérivées 4- et 4- sont prises en considérant w comme fonction de u ou ov r 

et v. Ces équations peuvent s'écrire 

m 

Mais le système ( i ) admet des solutions étrangères : ce sont, d'une 
part, les solutions du système 

( 2 ) 

et, d'autre part ( ' ) , celles du système 

( 3 ) 

( J ) En effet, dans la recherche des plans tangents, on peut remplacer le système ( E ) 
par les deux systèmes analogues qui s'en déduisent par permutation des lettres «, v, w. 



D'après le théorème de M. Poincaré, le système ( i ) a d m e t 6 ( 2 h + i ) 2 

solutions, le système ( 2 ) en admet 6h'2 et le système ( 3 ) 12A : de là 
résulte que le nombre des solutions propres des équations ( E ) , c'est-
à-dire la classe de la surface, est égal à 

N = 6 ( 3 A 2 + 2 / i + i ) . 

13. Il nous reste à rechercher la valeur du nombre p dont dépend 
essentiellement la détermination de l 'invariant p 0 . Nous envisagerons 
la question à un point de vue plus général, en nous proposant le pro-
blème suivant : Quelle est la valeur de l'invariant relatif p de M. Picard 
pour les surfaces algébriques Sy ; dont les points admettent une correspon-
dance univoque avec les couples de points (a?, y ) , (x', y') d'une courbe 
algébrique Cp, d'équation f(x,y) = o et de genre quelconque pl On 
suppose d'ailleurs que la surface ne possède ni point fondamental 
(correspondant à une infinité de couples de points de C,,), ni courbe 
exceptionnelle (correspondant à un seul couple) . 

Nous démontrerons en premier lieu qu'on peut tracer sur la sur-
face deux courbes particulières telles qu'il ne saurait exister d'inté-
grale de différentielle totale de la surface ayant seulement ces deux 
courbes pour courbes logarithmiques. A cet effet, nous considérerons 
d 'une part la courbe 3 qui correspond aux couples de C ,̂ formés de 
deux points confondus et d'autre part la courbe qui correspond 
aux couples formés d'un point variable et d'un point fixe (x0,y0). 

Les coordonnées X, Y, Z d'un point de la surface étant des fonctions 
rationnelles de (oc,y) et (x',y'), toute intégrale de différentielle totale 
de la surface est de la forme 

Admettons donc qu'il existe une telle intégrale ayant seulement 3 
et J ^ 0 pour courbes logarithmiques. Si on laisse x' constant, on obtient 
une intégrale simple 

dont les périodes (c'est là un point essentiel) ne doivent pas dépendre 



du paramètre x'. 11 est permis de supposer en particulier que le résidu 
relatif au point logarithmique (a? = x\ y — y') est égal à - h i . 

Ceci posé, envisageons la surface de Riemann qui correspond à 
l'équation algébrique f(x,y) = o, de degré m en y et de genre p; 
d'après un théorème de Clebsch, cette surface peut être constituée 
par m feuillets dont chacun est réuni au suivant par une seule ligne de 
croisement, à l'exception des deux premiers, réunis entre eux par 
(p -h i ) lignes de croisement aa', bb', . . . ; nous écarterons l'hypothèse 
oω p serait nul, auquel cas le nombre p est égal à l 'unité . Traηons sur 
le premier feuillet un cycle y enveloppant les deux points de ramifica-
tion a et a et donnons au point (a?',y') une position voisine du pointa, 
mais extérieure au cycle y. 

Si l'on prend l'intégrale 

le long du cycle y avec la détermination {x',y') du paramètre, on 
obtient une période déterminée a/. Si l'on fait ensuite tourner le 

point (x',y') autour du point de ramification b, sans rencontrer le 

cycle y, le paramètre prend une nouvelle détermination {x',y") cor-

respondant au second feuillet, sans que d'ailleurs le cycle y soit altéré. 

Lapér iode considérée a/ se transforme donc en w", a>" désignant la va-

leur de l'intégrale JRr/a? prise le long du cycle y avec la détermina-

tion (x',y") du paramètre. Or cette période doit rester invariable 

puisque, par hypothèse, elle n'est pas fonction du paramètre x ; 

F i g . 3. 

R. 
5 



dès lors 

( O 

Faisons maintenant tourner le point (oc',y') autour du point de ra-
mification a : / se change de même en y", mais en même temps le 

cycle y se déforme, fuyant en quelque sorte devant le point (oc',y), et 
il prend une position y ' ; on reconnaξt aisément par la comparaison 
des deux cycles que la période transformée a pour valeur o / — i-xi, 

d'oω il résulte que 

(2 ) (,)'=• Oi"— 2 Tïi. 

Les relations ( I ) et ( 2 ) étant incompatibles, on en conclut que l'in-
tégrale dont nous avions admis l'existence ne saurait exister. 

En second lieu nous démontrerons qu'étant donnée une courbe irré-
ductible quelconque T de la surface Sy„ il est possible de former une 
intégrale de différentielle totale ayant seulement pour courbes loga-
rithmiques la courbeF, ainsi que les courbes 3 et £ 0 (ou l'une d'elles). 

A cet effet, reportons-nous au théorème de Hωrwitz que nous avons 
précédemment utilisé pour l'étude des courbes algébriques tracées sur 
les surfaces S : étant donnée une correspondance quelconque T entre les 

points (oc,y) et (x',y') d'une courbe algébrique Ç*p non singulière, on 

peut former une fonction rationnelle V(x,y; x',y') qui n'admette pas, 

en dehors de la correspondance considérée, d'autres lignes de zéros ou 

d'infinis que la correspondance x — x , y —y', ainsi que les correspon-

dances associant respectivement à un point variable certains points fixes 

(x,,y,), (ock,yk). 



Ceci posé, le produit 

V{x, y; œ', y')V(x', /; oc, y) 

est une fonction rationnelle symétrique de (x,y), (x', y') et, par con-
séquent, une fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z d'un point 
de la surface; il en résulte que la fonction 

I = LogP(#, y; x',y') + LogP(^' , y'; x, y) 

est une intégrale de différentielle totale de la surface ayant pour 
courbes logarithmiques les courbes T, 3, . . . et 

Si l'on désigne d'autre part par 

l'intégrale abélienne normale de troisième espèce attachée à la courbe 

f(x, y) = o 

et relative aux deux points (œ0,y0) et (xhyi), il est manifeste que 
l'intégrale de différentielle totale 

a pour courbes logarithmiques et fj. Dès lors il est possible de 
déterminer les constantes A 0 , , . . , , A o k de manière que l'intégrale 

I + A 0 , loi + . . . 4- AojtJ-o* 

n'ait pas les courbes J^k pour courbes logarithmiques. En 
d'autres termes, cette intégrale n'admet pas, en dehors de T, d'autres 
courbes logarithmiques que les courbes 3 et £ 0 . 

D'oω cette conclusion : 

L'invariant relatif p est égal à DEUX pour les surfaces dont les points 
admettent une correspondance univoque, sans point fondamental ni 
courbe exceptionnelle, avec les couples de points d'une courbe algébrique 
non singulière et non unicursale (1 ) . 

O) Ce résultat paraξt en contradiction avec un théorème de M. Picard, d'après lequel 



Il importe de remarquer que la démonstration suppose que la courbe 
considérée n'est pas une courbe singulière, c'est-à-dire qu'il n'existe 
pas de relation à coefficients entiers de la forme considérée précé-
demment entre les périodes de ses intégrales abéliennes de première 
espèce. 

14. Revenons à la surface S considérée plus haut : elle appartient à 
la classe des surfaces et ne possède d'ailleurs ni point fondamental, 
ni courbe exceptionnelle; on a donc pour cette surface 

p = a. 

Nous sommes maintenant en mesure d'appliquer la formule fonda-
mentale de M. Picard : 

p 0 — N - t - d — — ( m — i) + air — (p —-1);' 

comme il devait être, la valeur de h s'élimine et l'on trouve immédia-
tement 

Nous parvenons ainsi au théorème suivant : 

Les surfaces algébriques dont les points admettent une correspondance 

univoque avec les couples de points d'une courbe algébrique de genre trois 
non singulière possèdent quatorze intégrales doubles distinctes de seconde 

espèce. 

Ce théorème peut être présenté sous une autre forme. Désignons 
par 

gY{x,y)dx, g.2(x,y)dx, g.i(x,y)dx, 

les différentielles normales de première espèce attachées à la courbe 
de genre trois C et par 

g,,{x, y) dx, gs(x, y) dx, ge(xy y) dx 

l'invariant p est égal à i pour les surfaces hyperelliptiques qui correspondent point par 
point, sans exception, au prismatoοde des périodes; en réalité la correspondance entre 
une telle surface et la courbe de genre deux possède un point fondamental qui répond aux 
couples découpés sur la courbe par ses adjointes d'ordre m — 3, et la valeur de p est, de 
ce fait, diminuée de une unité. 



les différentielles normales de seconde espèce relatives à trois points 
déterminés de la courbe. Il est clair que les intégrales de la forme 

sont des intégrales de seconde espèce de la surface S : ces combinai-

sons sont au nombre de quinze, mais, d'après le théorème précédent, 

elles ne sont pas distinctes; en d'autres termes, il existe une relation 

de la forme 

U et V étant des fonctions rationnelles de X, Y, Z et les A« des con-

stantes. 

En vertu de son invariance vis-à-vis des transformations biration-

nelles, le second membre peut se mettre sous la forme 

R et S étant des fonctions rationnelles. 

D'oω cette conclusion : 

Les différentielles abéliennes normales de seconde espèce d'une courbe 

algébrique de genre trois vérifient une relation de la forme 

R e ; S étant deux fonctions rationnelles de (x,y) et (x',f ) . 

15. Nous indiquerons enfin une conséquence intéressante de la 
relation p = 2 établie précédemment, en démontrant qu'elle entraine 
l 'impossibilité de représenter individuellement toute courbe de la sur-
face S par une équation spéciale de la forme 6 ( M , V, W) = o. 



Admettons en effet que cette représentation soit possible, et mon-
trons que dans cette hypothèse p est égal à un. Etant donnée une fonc-
tion &(u, v, w) quelconque d'ordre n, on peut choisir les constantes X 0, 

4u 0 , v 0 de telle sorte que la fonction 

[&(u —10, v — J*o» w — v 0 )] '% 

ou simplement (So)"» admette les mêmes multiplicateurs que la fonc-

tion %{u, v, w). Dès lors le quotient pryr t

 e s t> sur l a surface, une fonc-

tion sextuplemcnt périodique des variables //, v, w, c'est donc une 

fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z d'un point arbitraire de 

la surface, et par conséquent la fonction 

est une intégrale de différentielle totale de la surface possédant les 
deux courbes logarithmiques 

0 = 0 e t % — o. 

On peut donc se borner pour l'étude des courbes de la surface, en 
tant que courbes logarithmiques d'intégrales de troisième espèce, aux 
courbes définies par une équation de la forme 

& ( u — ΐ, v — ix, w — v) — o. 

Si l'on considère deux telles courbes C1 et C2 correspondant aux 
équations 

2r( u — Xi, v — ti i , w — v, ) — o 

et 
2r( u — >.2, v — jut.2, w — v 2 ) = o, 

on établit aisément qu'il existe une intégrale de différentielle totale 
ayant seulement C, et C 2 comme courbes logarithmiques, en ayant 
recours à une démonstration que M. Picard a donnée dans le cas des 
surfaces hyperelliptiques ( ' ) , mais qui s'applique sans modification 

(1) Annales de l'École normale, t. XVIII, 1901. 



dans le cas actuel, d'oω il résulte que p = i . La proposition que nous 
avions en vue se trouve par là même établie. 

Or la première partie de la démonstration du n° 13, de laquelle il 
résulte que p est au moins égal à deux est absolument indépendante 
des résultats de H٦rwitz : nous avons donc démontré à nouveau, par 
une voie toute différente, le théorème fondamental sur la représen-
tation paramétrique des courbes algébriques des surfaces S. 

S u r le cas h y p e r e l l i p t i q u e . 

16. Nous avons supposé dans les précédents Chapitres que la courbe 
fondamentale C liée à la surface S était une courbe générale de genre 
trois, non hyperelliptique. Le cas hyperelliptique présente des particu-
larités qui méritent une étude spéciale. 

Toute courbe hyperelliptique de genre p peut être transformée bira-
tionnellement en une courbe plane de degré (p-h 2) possédant un 
point multiple d'ordre p : il est donc permis de supposer que la courbe C 
est une courbe du cinquième ordre avec un point triple o. Toute sécante 
issue du point triple rencontre la courbe C en deux points qui seront 
dits conjugués : c'est précisément la considération de la correspon-
dance 3t associant à un point quelconque de C le point conjugué qui 
joue le rτle essentiel dans l 'étude du cas hyperelliptique. 

Tous les couples formés de deux points conjugués définissent un 
même système de valeurs u0, v0, w0 des arguments 

v = G2(x, y) + G 2 ( > ' , y'), 

wz=zG3(a;, y) + G 3 0 ' , y'), 

et l'on peut faire en sorte que u, = v0 = w0 = o. Il importe d'ailleurs 
de remarquer que le point ( « 0 , v0, w0) est un zéro double de la 
fonction S (//, v, w). 

17. Nous supposerons que les coordonnées homogènes 



d'un point de la surface S ne s 'annulent pas toutes pour 

u — v=.w — o (1 ) ; 

dans cette hypothèse, ce système de valeurs des arguments définit sur 
la surface un point double, car, si l'on considère deux plans variables 
€) = o et 6 = o menés par ce point, la demi-période u = v — w = o 
compte pour deux unités parmi les solutions du système 

3r = o, 0 = o, 0 — o. 

De même que dans le cas général, le genre géométrique de la surface 
est égal à trois et le genre numérique à zéro. 

Le degré du système canonique p(2) n'a pas la même valeur que dans 
le cas général : le point u = v = w — o figure en effet parmi les solu-
tions du système 

pour deux unités, ce qui réduit à quatre le nombre des points de ren-
contre mobiles de deux courbes L, et L 2 du système canonique, d'oω 

4. 

Nous déterminerons directement la valeur de l'invariant p{i), car 
nous sommes précisément dans le cas d'exception du théorème de 
M. Nother, les courbes du système canonique passant toutes par le 
point u = v = w = o. 

La courbe générale L du système canonique possède, en dehors des 

trois intégrales Jdu, Jdv, Jdw, trois autres intégrales de première 

(!) Lorsque le système de valeurs u -= v = w — o annule les quatre coordonnées 0 / . il 
définit sur la surface, non pas un point, mais une courbe unicursale; il serait aisé, dans 
ce cas, d'introduire les modifications nécessaires dans les énoncés. 



espèce, linéairement distinctes, de la forme 

0 . étant une fonction thêta du second ordre et de caractéristique 
nulle, s 'annulant de plus pour u = v = w = o. Dès lors 

p^ — 6. 

Il est utile de préciser le lien qui rattache le système canonique de 
la surface S à la courbe hyperelliptique C. Si l'on choisit le point triple 
de cette courbe pour origine des coordonnées, les différentielles abé-
liennes de première espèce attachées à G prennent la forme 

D'autre part, les intégrales doubles de première espèce de la surface 

ont pour expression générale 

de là résulte que les courbes du système canonique sont définies par la 
correspondance suivante entre les points (oc,y) et (oc', y') de la courbe C : 

(cef—yx1) [ A j j ' + p&y' + yaf) 4 - varar'] = o, 

ou encore, après suppression du facteur étranger (xy — yx'), 

Itt'-Jr F*( t + t')-¥ V = 0 

avec 

D'oω cette conclusion : Les coutbesLdu système canonique de la sur-



face S correspondent aux couples de points découpés sur la courbe C par 

deux sécantes en involution, issues de son point triple. 

Un cas intéressant est celui oω l'involution est constituée par une 
sécante fixe oad et une sécante variable omm' : la courbe L se décom-
pose alors en deux courbes distinctes J^a et £ y qui correspondent 
respectivement aux couples (a, m) et (« ' , m'). D'après leur définition 
même, les courbes de la famille ^cor respondent point par point à la 
courbe C; elles sont d'ailleurs susceptibles d 'une définition géomé-
trique : si l'on remarque en effet que les sécantes issues du point 
triple de la courbe C correspondent univoquement aux tangentes à la 
surface S en son point double O, on en conclut que les deux coubcs J^a 

et admettent même tangente au point O, et par suite que la surface 
adjointe passant par ces deux courbes est tangente à la surface S en 
son point double. 

En résumé, les sur/aces adjointes d'ordre m — 4 de la surface S qui 

lui sont tangentes eh son point double découpent sur cette surface deux 

courbes distinctes de genre trois et de mêmes modules que la courbe fonda-

mentale C. 
Si l'on suppose que la sécante oad coοncide avec l 'une des tan-

gentes ot à la courbe C issues de son point triple, la courbe se 
confond avec la courbe £ a . D'oω cette conséquence : / / existe huit 

courbes particulières du système canonique suivant chacune desquelles on 

peut circonscrire à S une surf ace adjointe d'ordre m-/j. 

18. La représentation analytique des courbes de la famille ^p ré sen t e 
des particularités spéciales au cas hyperelliptique. Envisageons encore 
le système 

qui est équivalent à l 'ensemble des deux systèmes 

( a ) 

j u = G t (a? 0, y„)'•+- G, O , y ) , 

j V r = G 2 ( # 0 » J o ) + &î(œ>y)> 
( w= G3(x0, y0) + G 3 ( # , y ) , 



et 

( 3 ) 

i u = — G ^ X , , — G i ( X , Y ) , 

v -— G , ( X „ Y t ) - G 2 ( X , Y ) , 

f w = — G 3 ( X , , Y , ) — G 3 ( X , Y ) . 

Le système (3 ) peut encore s'écrire, dans le cas hyperelliptique, 

( 3 ' ) 

l u = G i ( ^ i , fi) + G!(a?, y), 

v — G 2 ( . r l 5 + G, (a?, j ) , 

f WP»= G 3 (a? i , J i ) + G,(a?, y ) , 

en désignant par (a?,, y , ) le point conjugué de (X , , Y , ) ; dès lors le 
système (i) définit sur la surface l 'ensemble des deux courbes £ 0 et ^ 1 

de la même famille. Si l'on suppose que le point ( x , , j , ) tend vers le 
point (x0, y0), on parvient à la conclusion suivante : 

Dans le cas hyperelliptique, la courbe de la su? face S qui correspond 

aux couples de C formés d'un point variable et du point fixe (oo0,y0) 

peut être représentée par une équation delà forme 

S ( u — ΐ, v — \L, w — v) — o, 

où X, u., v désignent des constantes, cette équation n'étant vérifiée par 

aucun point de la surface en dehors de la courbe considérée. 

Nous présenterons une dernière remarque relativement à la famille 
des courbes Considérons l'un des couples formés des points de 
contact de deux des tangentes à la courbe C issues de son point triple, 
et soit uh c,, wt le système correspondant d 'arguments, lequel est une 
demi-période des fonctions abéliennes de u, v, w. On sait que la 
fonction 

Sr( u -h «/, v H- w + w,) 

est égale, à un facteur exponentiel près , à une des fonctions thêta 
normales du premier ordre S,-; d'ailleurs cette fonction s'annule 
pour la demi-période 

Donc les vingt-huit fonctions thêta normales du premier ordre qui 



s'annulent pour la demi-période qui est un zéro double de e, «-') 
définissent respectivement sur la surface les couples de courbes !̂  qui 
correspondent aux combinaisons deux à deux des huit tangentes 
à C issues du point triple. 

19. Abordons maintenant l'étude des courbes algébriques tracées 
sur une surface S liée à une courbe de genre trois hyperelliptique. La 
première partie de la démonstration du n° 7 subsiste sans modification 
dans le cas hyperelliptique ; en voici la conclusion : étant donnée une 
courbe algébrique quelconque Y de la surface, on peut former une 
fonction rationnelle R ( X , Y, Z) s'annulant le long de la courbe con-
sidérée et, en outre, le long de la courbe 3 (à l'ordre de multiplicité 2 y ) , 
et devenant infinie le long d'un certain nombre de courbes ^ , , . . . , 
de la famille _c_. 

Introduisons d'autre part la fonction rationnelle et symétrique 

le point triple de la courbe C étant pris pour origine des coordonnées, 
et (.*•„, y0) désignant un point quelconque de la courbe. Cette fonction 
s'annule lorsque les deux points (x,y), (ce1, y') sont, ou bien confon-
dus, ou bien conjugués l'un de l 'autre, et elle devient infinie le long 
des deux courbes -tLroyo et O ^ i ' (XO',Y'O) désignant le point conjugué 
du point (x0,y0). Or la correspondance qui associe les couples de 
points conjugués de G définit, par hypothèse, sur la surface, non pas 
une courbe, mais un point. Dès lors le produit 

est une fonction de u, v, w qui reste toujours finie sur la surface et qui 
n'admet pas d'autre ligne de zéros que la courbe 3 ( ' ) . 

(') 11 est aisé d'expliciter la fonction <p(w, e, <»•). D'après sa définition même, c'est, sur 
la surface, une fonction thêta du second ordre et de caractéristique nulle; elle s'annule 
d'ailleurs pour u = v = w = o à un ordre do multiplicité o qu'on peut déterminer de la 
manière suivante : la courbe à rencontre un plan quelconque mené par le point double O 
de la surface en 20 points confondus en O; or, a priori, elle possède huit branches passant 



Ceci posé, il est manifeste qu'en multipliant la fonction R (X, Y, Z) 
définie plus haut par un produit convenablement choisi de la forme 

on peut former une fonction w ) qui reste finie sur la surface S 

et ne possède pas d'autre ligne de zéros que la courbe T. D'oω cette 

conclusion : 

Toutes les courbes algébriques d'une surface S liées à une courbe de 

genre trois hyperelliptique peuvent être représentées INDIVIDUELLEMENT par 

une équation de la forme 

@(u, v, w) — o, 

la fonction & jouissant sur la surface des propriétés d'une fonction thêta 

de u, v, w> et ne s annulant pas en dehors de la courbe considérée. 

La contradiction apparente de ce résultat avec le théorème énoncé 
dans le cas général s'explique par le fait que la surface S possède dans 

par O, lesquelles correspondent aux tangentes à la courbe C issues de son point triple .; 

par suite o = 4-

Ceci posé la fonction générale du second ordre et de caractéristique nulle 0 dépend 

linéairement do huit constantes arbitraires. Soient, d'autre part, 

&(«, v, s*») = / * ( . « , v, «>)+•/*.(», v, <»•) + ..-

et 
%(u, v, (\')= <|>QH- <!>2(«, <\ «')•+" <W(W> vi »')•+-• • • 

les développements des fonctions Sr et 0 autour du point u = v = w = o, l e s / ' e t les J> 

désignant des polynτmes de degré égal à leur indice; pour que la fonction 0 soit infini-

ment petite d'ordre quatre au voisinage du point u — v = w — o sur la surface, il faut 

que 
<W - o, 

<J*s(u, V, w)— kf%(ll, c, « ' ) , 

k étant une constante, ce qui implique s i x conditions pour la fonction cherchée. Dès lors 

on en conclut qu'elle est nécessairement de la forme 

A pC«. 'S H ' ) + B[5(K, r, »)]*. 

La fonction ⊄(«, P , <«') est précisément celle que nous nous proposions de déterminer. 



le cas hyperelliptique un point fondamental correspondant à l'infinité 
des couples conjugués de la courbe hyperelliptique C. 

20. La formule du n° 10 relative au genre des courbes algébriques de 
la surface S ne saurait être appliquée sans modification au cas hyper-
elliptique : il a été supposé en effet au cours du raisonnement, que la 
fonction S"(u, p, w) ne possédait pas de zéro double vérifiant également 
l'équation de la courbe considérée ® a = o. 

Supposons donc que le point 

U — v — w — o 

annule la fonction 0 H à l 'ordre de multiplicité d. Pour que l'intégrale 

reste finie au voisinage de ce point, il faut et il suffit que la fonc-
tion 0 n + , soit infiniment petite d'un ordre au moins égal à celui du 

dénominateur ^X-1 &n}> c'est-à-dire d'ordre d. Dans ces conditions, le 
D (i>, w) 

point fixe // = v — w — o compte pour 'id2 unités parmi les solutions 
du système 

2r = o, ©« = o, (")„+, = o. 

Le nombre v des points de rencontre mobiles de la courbe considérée 
avec son adjointe se trouvant ainsi diminué de 'id2, on en conclut, 
d'après le tbéorème de M. Nother, que le genre de la courbe s'abaisse 
de d2 unités. 

En résumé, le genre d'une courbe algébrique quelconque de la surface 

définie par l'équation 0 W = o a pour expression 

p = 3 n ( n -+-1 ) — d'2, 

n désignant l'ordre de la fonction Sn et d l'ordre de multiplicité auquel 

elle s'annule au point u = v = w = o . 
Il convient de rappeler que la démonstration suppose que la fonc-

tion 0 n est prise arbitrairement, ou, d'une manière plus précise, qu'elle 
n'admet aucun zéro multiple en dehors du point u = v = w = o . 



2 1 . Quel est enfin le nombre des intégrales doubles distinctes de 
seconde espèce d'une surface S liée à une courbe de genre trois hvper-

elliptique? Considérons de nouveau une surface dont les coordonnées 
homogènes d'un point sont proportionnelles à quatre fonctions thêta 
normales de caractéristique nulle et d'ordre h, lesquelles ne s'annulent 
à la fois pour aucun système de valeurs des arguments. 

Dans la formule fondamentale de M. Picard 

p„=' N •+- d <— 4/> — (m— i) + 2 r — (p — i ) , 

les éléments r, m et p conservent la même valeur que dans le cas 

général, savoir : 

r = 6, m = 6/l%, p = 3 h (h + i ) -+-1 ; 

d'autre part 
d—i. 

La classe N de la surface est égale, d'après les considérations du 

n° 12, au nombre des solutions non fixes du système 

(0 

qui ne sont solutions d'aucun des deux systèmes 

(2 ) 

( 3 ) 

Or, le point u = v = w = o compte, parmi les solutions du sys-
tème ( i ) , pour deux uni tés , sans vérifier d'ailleurs aucun des sys-
tèmes ( 2 ) et ( 3 ) . La classe de la surface se trouve donc diminuée de 
ce fait de deux unités dans le cas hyperelliptique et elle a pour expres-
sion 

N = i 8 A 2 - h i 2 / t + 4. 



Enfin, le théorème du n° 13 relatif au nombre p n'est pas applicable 
immédiatement à la surface S dans le cas hyperelliptique, parce que 
la correspondance entre les points de la surface et les couples de 
points de la courbe de genre trois G possède un point fondamental qui 
répond à l'infinité des couples formés de deux points conjugués. 

Considérons une autre surface S'liée à la même courbe C, mais 
dont les coordonnées homogènes d'un point sont proportionnelles à 
quatre fonctions ®'L(u, v, w) s 'annulant à la fois pour 

u — V =r w — o ; 

la correspondance entre la surface S' et la courbe C ne possédant pas 
de point fondamental, le nombre p ' est égal à 2. Or, d'après un théo-
rème de M. Picard, les invariants relatifs p et p ' de deux surfaces S 
et S' qui se correspondent birationnellement sont liées par la relation 

p 4 - F — p'-f- F ' , 

F désignant le nombre des points fondamentaux de la surface S. 
Dans le cas actuel 

p'= 2, F = i , F ' — - o , 
d'oω 

p = i. 

L'application de la formule fondamentale de M. Picard donne dès 
lors, dans le cas hyperelliptique, 

Po= «4» 

de même que dans le cas général. 
Donc : Les surfaces algébriques dont les points admettent une corres-

pondance univoque avec les couples de points d'une courbe hyperelliptique 

de genre trois non singulière possèdent quatorze intégrales doubles 

distinctes de seconde espèce. 

22. On peut établir ce résultat par une voie toute différente. Envi-
sageons les six intégrales abéliennes distinctes de seconde espèce de 
la courbe hyperelliptique C, lesquelles peuvent être ramenées à la 



forme 

P ( s ) désignant un polynτme du septième degré et l'exposant q rece-
vant les valeurs o, i , . . . , 5 ; formons les intégrales doubles 

( O 

D'après leur formation même, ces expressions sont des intégrales 
doubles de seconde espèce de la surface S; elles sont d'ailleurs au 
nombre de quinze. Mais on peut établir qu'elles ne sont pas distinctes 
au moyen d'une identité de Weierstrass qui est fondamentale dans la 
théorie des intégrales hyperelliptiques 

U(s , s') étant un polynτme en z, z , défini par cette identité même et 
qui est du cinquième degré par rapport à s et par rapport à z'. Cette 
identité montre, en effet, qu'on peut former une combinaison linéaire 
à coefficients constants (non tous nuls) des expressions 

qui se réduit à une somme de dérivées partielles, et, par suite, qu'il 

existe une combinaison linéaire des intégrales (i) réductible à la 

forme 

R et S étant des fonctions rationnelles des coordonnées X, Y, Z d'un 

point de la surface. 
On obtient donc par cette voie quatorze intégrales doubles de 

seconde espèce de la surface S, lesquelles sont distinctes si le poly-
nτme P ( s ) est pris arbitrairement. 

Toutefois cette démonstration ne précise pas le sens de l'expression 



« pris arbitrairement », tandis que nous avons établi par d'autres 
considérations que le cas d'exception est celui oω la courbe hyperellip-
tique u2 = P ( s ) est une courbe singulière. 

DEUXIÈME PARTIE. 

SUR LES SURFACES ALGÉBRIQUES LIÉES A UNE COURBE DE GENRE TROIS 
PAR UNE CORRESPONDANCE NON UNIVOQUE. 

23. La seconde partie de ce travail est consacrée à l'étude des sur-
faces algébriques dont les points admettent une correspondance non 

univoque avec les couples de points d'une courbe algébrique de genre 
trois; nous nous bornerons d'ailleurs au cas oω un point arbitraire de 
la surface S répond à deux couples de points de la courbe C. 

On obtient des surfaces de ce type en égalant les coordonnées non 
homogènes d'un point X, Y, Z à trois fonctions abéliennes paires 

<£>< (u, v, w), $>.2(u, v, w), $ 3 ( M , V, W) des variables u, v, w, liées elles-
mêmes par la relation 

5(u, r, w) = o, 

car les deux systèmes d'arguments (« , v, w) et (— u , — v, — w) défi-
nissent un même point de la surface. Les deux couples correspondants 
(x, y), (x',y') et (X, Y), (X', Y') de la courbe C sont découpés sur 
cette courbe par une de ses adjointes d'ordre m — 3, en vertu des 
relations 

[Ga(cc,y) + Gx(x',y')] + [ G a ( X , Y) + G a ( X ' , Y ' ) ] = o ( « = i , a, 3 ) . 

Réciproquement on peut établir que toute surface algébrique I dont 
les points admettent une correspondance ( 1 , 2 ) avec les couples de 
points d'une courbe de genre trois G est nécessairement de ce type. 

Envisageons à cet effet une surface S dont les points correspondent 



d'une manière univoque aux couples de points de la courbe consi-
dérée C. A tout point m de S correspond un point a de Z, mais à tout 
point a de 2 correspondent deux points m, m' de S; dès lors, la cor-
respondance (m, m') définit une transformation birationnelle de la 
surface S en elle-même. 11 suffit donc, pour démontrer la proposition 
énoncée, d'établir qu'il n'existe pas d'autre transformation biration-
nelle de la surface S en elle-même, que celle associant à un point 
{u,v, w) le point conjugué (— //, — P, — w). 

Soit donc une telle transformation associant au point m(X, Y, Z), 

d 'arguments u, v, w, le point m'(X', Y', Z') d'arguments u', p', w'. On 

a sur la surface 
rfa^MudX'+NirfY', 

cW = M 2 dX' + N 2 rfY', 

rf(v' = M , r f X ' + N , r f Y ' , 

Mi et N,- désignant des fonctions rationnelles de X', Y', Z'. 

Par hypothèse X', Y', Z' sont des fonctions rationnelles de X, Y, Z, 

dès lors 
du' — P t r fX-f - QirfY, 

= P 2 tfX + Q 2 rfY, 

« V = P3dX + Q3 dY, 

Pi et Q,- désignant des fonctions rationnelles de X, Y, Z. 

En d'autres termes, Jdu', Jdp', Jdw' sont des intégrales de diffé-

rentielles totales de première espèce de la surface S et, par suite, elles 

sont nécessairement des combinaisons linéaires des trois intégrales 

Jdu, Jdv, Jdw : 

(I) 

| U' = 71 n U + 7T12(> 4 - 7T13 < V ' + 7Ti, 

| (>' = 7T2i « + 7T.22 P -f- 7T23 (V + 7T2, 

( iV = T T 3 1 « 4- 7 Î 3 2 C + r.-i3w -+• TCA. 

Considérons d'autre part le Tableau des périodes des intégrales 

considérées 
I , O , O, « U , « ) 2 , «13» 

O, I , O , « 2 1 » « 2 2 » « 2 3 » 

O , O, I , « 3 1 , « 3 2 » « 3 3 » 



et faisons décrire à la variable d'intégration un contour fermé tel que 
les intégrales u, v, w s'augmentent respectivement d'un de leurs sys-
tèmes de périodes simultanées : de leur cτté u', v', w' doivent 
reprendre leurs valeurs initiales, à une période près ; il existe donc des 
entiers h, g et H, G, tels que 

Ces équations sont précisément celles qui se présentent dans la 
théorie des correspondances de Hωrwitz. Nous avons reconnu précé-
demment (n° G) que, dans l'hypothèse oω les fonctions abéliennes 
considérées ne dérivent pas d'une courbe singulière, ces équations 
exigent que 

h n — h%% — hi3 — Gn = G 2 2 = G 3 3 

et que tous les autres entiers h, g et H, G soient nuls. Par suite 

7 r n = nn = r.n, 

alors que les autres constantes 7zkt sont nulles, et les équations (i) 

prennent la forme 
II' —r.U + 7Ti, 

W1 — T.W -+- 7T3. 

Ceci posé, soient (oc,y), (ce', y') et (Η, yj), (£', rf) les deux couples 
de points de la courbe de genre trois C qui répondent respectivement 
aux deux points (u, v, w) et (d, v', w') de la surface S : il résulte des 
relations précédentes que 

£ a ( I , f]) d-l + gx(T, r, ') — 7 T ( x . y) dx + T.g%{x', y') dx1 

( a = i , 2 , 3 ) . 

Or, dx et dx' étant arbitraires, ces trois équations exigent que 



les deux déterminants 

et 

soient nuls, ce qui exprime précisément qu'il existe une adjointe 

d'ordre m — 3 à la courbe G : 

passant par les quatre points : 

(œ,y), {oc1,y'), {l,n), 

D'oω cette conclusion : Les surfaces S dérivant d'une courbe de genre 

trois non singulière ne possèdent pas d'autre transformation Irration-

nelle en elles-mêmes que celle associant les points conjugués. 

Dès lors : Si une surface algébrique 2 admet une correspondance (i, 2) 
avec les couples de points d'une courbe de genre trois non singulière, les 

deux couples de points de la courbe qui correspondent à un même point de 

la surface sont nécessairement les points de rencontre de cette courbe avec 

une de ses adjointes d'ordre m — 3. 
On peut d'ailleurs supposer que la courbe G est une courbe plane 

du quatrième ordre (sauf dans le cas hyperelliptique) : les deux 
couples de C homologues d'un même point de S sont alors situés sur 
une même droite. 

Sur le genre des surfaces 1. 

24. De même que les surfaces générales S, les surfaces 2 possèdent 

trois intégrales doubles de première espèce 



mais elles ne possèdent manifestement aucune intégrale de différen-
tielle totale de première espèce : 

Les surfaces 1 sont donc des surfaces régulières de genre trois. 

On établit, par la même méthode que précédemment, que les inva-
riants de M. Nother ont pour valeurs, dans le cas des surfaces 2 , 

/>'2' = 3 e t /> ( 1 , = 4. 

Les propriétés géométriques du système canonique des surfaces 2 
rappellent de trop près celles des surfaces S pour qu'il y ait lieu de 
nous y arrêter ( ' ) . Nous nous bornerons à énoncer les résultats sui-
vants : 

Toute surface adjointe d'ordre m — 4 tangente à la surface S découpe 
sur elle une courbe £ de genre trois et de mêmes modules que la 
courbe fondamentale C. L'enveloppe de la famille des courbes 
d'une part, et le lieu géométrique de leur point double, d'autre part, 
sont également deux courbes de eenre'trois et de mêmes modules 
que C. 

Sur les courbes a lgébriques tracées sur une surface 1. 

25. Envisageons en même temps une surface S admettant une cor-
respondance univoque point par couple avec une courbe de genre 
trois et une surface Z admettant une correspondance ( I , 2 ) avec cette 
même courbe : à toute courbe algébrique C de la surface S correspond 
une courbe T de la surface I , et réciproquement à foute courbe T de 
la surface H correspondent deux courbes C et C de la surface S, les-
quelles peuvent d'ailleurs coοncider. 

D'après le théorème fondamental du n ° 8 , étant donnée une courbe C 
de la surface S, il est possible de former une fonction 6(M, e, w) jouis-
sant sur la surface des propriétés d'une fonction thêta, s'annulant le 
long de la courbe considérée et peut-être aussi le long de l 'une ou 
l'autre de deux courbes déterminées et .^ 0 . 

(1 ) Voir notre Mémoire Sur certaines surfaces algébriques liées aux fonctions abé-
lie/inn de genre trois (Journal de Mathématiques, 6 e série, t. IV, 1908). 



Ceci posé formons le produit 

S (a, v,w)=.9{u, t',w)0(— u, - P , - w) [3r 0]
 3 , 

en désignant par S l'ordre de multiplicité auquel la fonction 8 ( M , V, W) 

s'annule le long de la courbe t o ( o u £*)> e t P a r la fonction 

D'après sa formation même, la fonction 0(u, v, w) n'est jamais infi-

nie sur la surface S et ne s'y annule que le long de la courbe consi-

dérée Y; de plus c'est une fonction paire ou impaire (caria fonction S 0 

est impaire) . 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, qui peut servir de 

point de départ pour l 'étude des courbes algébriques de la surface : 

Toute courbe algébrique tracée sur une surface S non singulière peut 

être représentée par une équation de la forme 

0 ( M , c, w) — o, 

0 désignant une fonction paire ou impaire qui jouit des propriétés d'une 

fonction thêta de u, v, w sous la condition & (u, v, w) = o . 

L'étude des courbes algébriques des surfaces S se trouve donc nota-

blement simplifiée, grβce à cette circonstance que les multiplicités 

et distinctes sur les surfaces S, se recouvrent l'une l 'autre sur les 

surfaces 2 . 

26. Les propriétés des systèmes linéaires de courbes tracées sur la 
surface découlent des propriétés des fonctions thêta de trois variables ; 
il suffit d'ailleurs de considérer les fonctions thêta normales, puisque 
les courbes de la surface S sont définies par les fonctions ®(u, v, w) 

de parité déterminée. Nous rappellerons d'abord quelques propriétés 
des fonctions thêta normales de genre trois. 

Soit un tableau normal de périodes 

i, o, o, an, a]2, a13, 

o, i, o. a2l, a», a-2z, 

o, o, i, or 9 1, a3i, a33, 



dans lequel on suppose 
aik = aM. 

On appelle fonction thêta normale d'ordre n une fonction uniforme, 
entière de u, P , W, vérifiant les relations 

£ 2 , £ 3 , 7],, r\.2, Y), désignant o ou 1. 
L'ensemble des six nombres 

Sis £2> £3> 
•Oi, r,2, -riz, 

est dit /a caractéristique de la fonction thêta ; la caractéristique est dite 
nulle si les six nombres sont nuls. D'après cela il existe 64 caractéris-
tiques différentes et, par suite, 64 systèmes de fonctions thêta nor-
males d'un ordre donné. 

Fonctions thêta du premier ordre. — Parmi les 64 fonctions thêta nor-
males du premier ordre, 36 sont paires et 28 sont impaires : chacune 
s'annule pour 28 demi-périodes, c'est-à-dire pour 28 systèmes de 
valeurs de u, v, w compris dans les formules 

Fonctions thêta d'ordre impair. — Pour chacune des 64 caractéris-



tiques, il existe - ~̂ 1 fonctions de mτme parité que la fonction du 

premier ordre et de la même caractéristique; chacune d'elles s'annule 

pour les 28 demi-périodes qui sont des zéros de B> 

Il existe - - fonctions de parité contraire à £,-; elles s'annulent 

toutes pour les 36 demi-périodes qui ne sont pas des zéros de S-,-. 

Fonctions thêta d'ordre pair — Ce cas se subdivise en deux suivant 

que la caractéristique est nulle ou non. 

Les n3 fonctions de caractéristique nulle comprennent fonc-

nz g 

tions paires ne s'annulant pour aucune demi-période, et —— fonc-

tions impaires s'annulant pour les 64 demi-périodes. 
n3 

Pour chacune des 63 caractéristiques non nulles, il existe — fonc-

tions paires et — fonctions impaires. Soit la fonction du premier 

ordre et de la même caractéristique, et S celle du premier ordre et de 

caractéristique nulle : les — fonctions de même parité que le pro-

duit (S /S) admettant pour zéros les 32 demi-périodes qui annulent 

une seule des deux fonctions et S; et les — fonctions de parité con-

traire au produit ( ^ S) s'annulent pour les 32 autres demi-périodes. 

27. Dans l'étude des courbes algébriques d'une surface S, il importe 
de remarquer que certaines combinaisons linéaires des fonctions 
thêta sont identiquement nulles sur la surface, en vertu de la relation 

3r(tf, \>, w) = Q. 

Le nombre 0 des paramètres homogènes dont dépend le système 
linéaire défini par une équation de la forme &n(u, e, w) = o n'est 
donc pas égal au nombre des fonctions thêta de trois variables, 
d'ordre n, de caractéristique et de parité données, linéairement dis-
tinctes, car ces fonctions comprennent les produits de rz(u,v,w) par 
une fonction 0 r t _, , d'ordre n — 1, de même caractéristique et de même 
parité que Qn; en fait, le nombre § est égal à la différence du nombre 



des fonctions 0 r e linéairement indépendantes et de celui des fonc-
tions 

Différents cas sont à considérer suivant la caractéristique et la parité 
de la fonction ® n ; voici les résultats : 

La série linéaire de courbes définies par l'équation 0 a (w, v, w) = o 
dépend d'un nombre de paramètres homogènes 

où n désigne l'ordre de la fonction thêta et K une constante numérique 

ne dépendant que de la caractéristique et de la parité de la fonc-

tion @n (1). 

Les valeurs de la constante K sont données par le Tableau suivant : 

0 „ est de caractéristique nulle. 

La fonction &n e l l ' en t ie r n son t de m ê m e pa r i t é K = 4 

La fonc t ion 0 „ et l ' en t ie r n son t de p a r i t é c o n t r a i r e . . . K = — 3 

Qn est de caractéristique non nulle. 

Le p r o d u i t ( 2^0„ ) et l ' en t i e r n son t de m τ m e p a r i t é . . . . K = o 

Le p r o d u i t ( S ; 0 „ ) et l ' e n t i e r n son t de pa r i t é c o n t r a i r e . K — i 

(37 dés igne la fonct ion du p r e m i e r o r d r e et de m τ m e ca r ac t é r i s t i que q u e 0 ; l ) . 

On peut disposer des coefficients de la fonction & n de manière 
qu'elle admette pour zéros multiples certaines demi-périodes [prises 
parmi les zéros de %(u,v,w)] : il nous sera utile de connaξtre le 
nombre des conditions linéaires qui expriment qu'une demi-période 
(ui, vit Wi) est un zéro d'ordre st pour la fonction 0 W . 

On a, au voisinage du point (u{, v{, wt), 

2r{«, v, w) =ax(u — + a%{v — vl) -t- a 3 (w — \\\) -h.. . = o, 

d'oω, en résolvant par rapport à (w — w{), 

(f) W— WT = S ( « — « u V — 

0 ) Cette formule n'est pas valable pour n = 1. 



S désignant une série entière et impaire en (u — u{) et (v — vt). 

Ceci posé, deux cas sont à distinguer : 

i° Si la fonction &n ne s'annule pas normalement pour la demi-
période ut, vKy wKi elle est nécessairement une fonction paire de 
(u — u{), (v — vy), (w — w{), et son dévcloppemement est, en vertu 
de ( i ) , de la forme 

0„ = è 0 + i 2 ( « - Ui)2-l- b%(u — Ui) (v — P , ) + b3(v — vA)
2 + 

Le nombre des conditions linéaires qui expriment que uK, v{, wK est 
un zéro d'ordre (ir) pour & n est donc égal à 

I + 3 + . . . + ( 2 / ' - l ) = /'2. 

2 ° Si la fonction 0 W s'annule normalement pour la demi-période 
(u{, vy, w{), elle est nécessairement une fonction impaire de (u — «,), 

(η> — ^ ) , («p — ( y , ) , et son développement est de la forme 

Qn= Cj(m — « 4 ) H- e 2 (p — Pj)• + c,(u — «i) 3 + 

Le nombre des conditions linéaires exprimant que u{, v{, wx est un 
zéro d'ordre 'iq -t- i pour 0 r t est donc égal à 

2 + 4 + - . - + 2 a = a(tf + ο ) . 

Sur le genre des courbes algébriques tracées sur une surface 1. 

28. Soit une courbe algébrique quelconque de la surface 2 définie 
par l'équation 

@n(u, v, w) — o, 

Qn étant, sur la surface, une fonction thêta d'ordre n, de caractéris-
tique quelconque, paire ou impaire; proposons-nous de déterminer 
le genre de cette courbe. 

De même que précédemment, nous formerons d'abord une intégrale 
abélienne de première espèce attachée à la courbe Qn=o. Si l'on 
désigne par X, Y, Z les coordonnées non homogènes d'un point de la 



courbe, on a le long de cette courbe 

en posant 

La fonction II (u, v, w) joue, pour les points de la courbe &n = o, le 
même rτle qu'une fonction thêta d'ordre (n -t-1) de même caractéris-
tique que @w, mais de parité contraire. Si donc on désigne par & n + i 

une fonction quelconque d'ordre (n-hi), de même caractéristique 
que @n et de parité contraire, l'intégrale 

est une intégrale abélienne attachée à la courbe ®n = o . 
On démontre, par un raisonnement déjà employé, que cette inté-

grale est de première espèce dans l'hypothèse oω &n désigne la fonction 
générale d'ordre n, d'une caractéristique et d'une parité données. 

Combien cette forme donnc-t-elle d'intégrales linéairement dis-
tinctes? Nous avons déterminé, dans la section précédente, le nombre 
des fonctions thêta d'ordre (n -+-1), de caractéristique et de parité 
données, non identiquement nulles sur la surface; mais, parmi ces 
fonctions, il en est trois qui sont identiquement nulles sur la courbe 
@ w = o : à savoir les produits 

Dès lors, le nombre m des intégrales 1 linéairement distinctes est 
donné par la formule 

On peut démontrer, au moyen du théorème de M. Nτther, que ce sont 
bien là toutes les intégrales de première espèce de là courbe consi-



dérée. A cet effet, déterminons le nombre v des points de rencontre 
mobiles de la courbe &a= o avec son adjointe 0 , J M = o, lequel est 
égal à la moitié du nombre des solutions non fixes du système 

XJ=0, 0„ — O, 0 / H_!=rO. 

Ce système admet au total 6n(n + i) solutions, dont il faut déduire 
les solutions fixes, à savoir les a- demi-périodes annulant à la fois S, 
0„ et 0 n + 1 . 

La détermination du nombre <j dans les différents cas ne présente 
aucune difficulté, si l'on se reporte au Tableau des zéros des fonctions 
thêta de trois variables (n° 26) . Voici les résultats : 

0 r t est de caractéristique nulle. 

La fonct ion 0„ et l ' en t i e r n son t de m τ m e pa r i t é a — o 

La fonction 0„ e t l ' en t i e r n son t de p a r i t é c o n t r a i r e CR — 28 

0 ; l est de caractéristique non nulle. 

L e p r o d u i t (2r,0«) e t l ' en t i e r n son t de m τ m e pa r i t é «7 = 16 

Le p r o d u i t (2r t-0 f t) e t l ' en t i e r n son t de pa r i t é c o n t r a i r e . . <r= 1 2 

(&» d é s i g n e la fonct ion du p r e m i e r o rd re e t de m ê m e c a r a c t é r i s t i q u e q u e 0 „ ) . 

11 convient d'ailleurs de remarquer que, dans tous les cas, les demi-
périodes annulant à la fois S- et ên sont les mêmes que celles annulant 
a la fois S et 0 r t + ) . 

En résumé, le nombre v des points de rencontre mobiles de la courbe 
considérée avec son adjointe a pour valeur 

Dès lors, pour s'assurer que les intégrales I comprennent toutes les 
intégrales de première espèce de la courbe 0 f t = o, il suffit de vérifier 
l'égalité suivante dans les quatre cas distingués précédemment : 

V — 2 ( TH - — I ) , 

c'est-à-dire 



ou encore 
4 K + o- = i6. 

Cette vérification est immédiate d'après les valeurs de Ket de cr don-
nées aux n o s 27 et 28. 

29. Nous avons supposé jusqu'ici que la courbe algébrique considé-
rée était la courbe générale de la série linéaire définie par l'équa-
tion 0, ; = o : il nous reste à examiner le cas oω la fonction 0 W admet 
certains systèmes de valeurs des arguments pour zéros d'ordre de mul-
tiplicité Si. Un tel système définit sur la courbe &n = o un point mul-
tiple à st branches ; en effet, d'après les développements 

2r(«, v, w) — a(u — ut) -+- b( v — v,-) -t- c(w — wt) •+• d(u — «,-) 3 + . . . = o, 

®«(«, v, w) = k(u — iiifi-t- B(a — ut)*t-x (y — P * ) + . . . = o, 

les développements des coordonnées d'un point de la courbe au voisi-
nage du point uh vh wt sont de la forme 

S désignant une série entière. 

Il convient de distinguer parmi les zéros multiples de %n les demi-
périodes qui annulent la fonction v, w). 

Soit ui9 vh Wt une telle demi-période, annulant la fonction 0n 

à l'ordre st de multiplicité : pour que l'intégrale 

reste finie au voisinage du point uit vh wt, il est nécessaire que la fonc-
tion 0 n + i y soit infiniment petite d'ordre (s,- — i ) au moins. Mais, 
d'après une remarque précédente, les demi-périodes annulant S- et Qn 

sont les mêmes que celles annulant £ et ©,„_,, et, par suite, l'ordre de 
multiplicité du zéro uL, vt, wt est de mτme parité pour 0 n + l que pour 0 7 i : 
on en conclut que uit vh wt doit nécessairement être un zéro d'ordre sL 

pour la fonction 0 n + ) . Le nombre total des conditions linéaires ( ( ) im-

(!) Ces relations linéaires pourraient n'être pas toutes distinctes, auquel cas l'abaisse-



posées de ce fait à la fonction Qn+l, c'est-à-dire l'abaissement du genre, 
a donc pour expression 

Enfin si la fonction ® n s'annule à l'ordre sj pour un système de va-
leurs Uj, çj, Wj des arguments qui n'est pas une des demi-périodes an-
nulant %(u, v, w), il faut et il suffit, pour que l'intégrale considérée 
reste finie en ce point, que la fonction 0 n + l y soit infiniment petite 
d'ordre (sj — i ) , ce qui entraξne un nombre de conditions linéaires 
égal à 

Voici donc le théorème général auquel conduit l'analyse précédente : 

Le genre d'une courbe algébrique quelconque de la surface S, définie 
par l'équation Qn(u, v, w) — o, a pour expression 

où l'on désigne par : 

n l'ordre de la fonction %n\ 

irK, ir2, (fiqK -f- I ) , ( 2 ^ 2 + i)j les ordres de multiplicité des zéros 
de Q„ qui font partie des vingt-huit demi-périodes annulant S(W, v, w) ; 

ment du genre serait inférieur à [ S r 2 + Sq(q-+-1)]. Cette objection peut être écartée à 
l'aide du théorème de M. Nτther. En effet, le nombre v' des points de rencontre mobiles 
de la courbe particulière 0 « = 0 avec son adjointe est au plus égal à 

tandis qu'on a pour la courbe générale 

v — v ' 

d'oω l'on conclut que l'abaissement du genre, qui est donné par la différence —— > est au 

moins égal à 2 r 2 + Zq(q+i). 



st, s2, ... les ordres de multiplicité des autres zéros multiples de 0„ ; 
K enfin une constante numérique qui dépend de la caractéristique et de 

la parité de la fonction τw, et dont les valeurs ont été données au n° 27. 

Il résulte en particulier de la formule précédente que les courbes dé-
finies sur la surface 2 par les soixante-trois fonctions thêta du premier 
ordre et de caractéristique non nulle sont de genre un, et que les 
courbes du système canonique sont de genre quatre. 

Sur le nombre des i n t é g r a l e s doubles de s eco nde espèce 
des surfaces 2. 

30. Nous nous proposons de déterminer la valeur de l'invariant p 0 

pour les surfaces 2 par la méthode déjà exposée pour les surfaces S. 

Envisageons une surface D définie en coordonnées homogènes par 

les équations 
5{u, v, w) — o, 

X/ = ®i(u, V, ( T ) (î = F , 2 , 3, 4), 

oω les 0 ; sont quatre fonctions thêta normales d'orde h, de caractéris-
tique nulle, et de même parité que l'entier h, qui ne s'annulent à la 
fois pour aucun système de valeurs de u, v, w. 

Les vingt-huit demi-périodes uit vh wt annulant £r(«, v, w) défi-
nissent des points doubles de la surface; en effet les fonctions 0;, ne 
s'annulant point pour la demi-période uit vh Wi, admettent au voisi-
nage de ce point des développements suivant les puissances paires 
de (u — Ui), — vî), (w — w>i), d'oω l'on conclut aisément qu'une 
droite menée par le point (uh vh wï) de la surface 2 , a, avec celle-ci, 
deux intersections confondues au point considéré. Dès lors 

d = 2$. 
D'autre part, 

Pour déterminer la classe N de la surface, on considère les solutions 



propres du système d'équations 

ces solutions sont au nombre de G(3A 2-t- 2 h -f- I ) , deux à deux égales 
et de signes contraires; mais il faut en déduire les vingt-huit demi-
périodes annulant S(w, v, w), auxquelles il ne correspond pas de plan 
tangent proprement dit. La classe de la surface a donc pour expression 

Enfin la valeur du nombre p se déduit immédiatement du théorème 
général sur les courbes algébriques tracées sur la surface S (n° 25). 

Soient en effet deux courbes algébriques quelconques C,, C 2 de la 
surface 2 , représentées par les équations 

9i(«, p, W) — O ET Bî(u,v,w) — o, 

respectivement d'ordre ni et n2. Le quotient 

est, sur la surface, une fonction sextuplement périodique de u, v, w : 

c'est donc une fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z d'un point 
de la surface. Dès lors, l 'expression 

est une intégrale de différentielle totale de troisième espèce ne possé-
dant pas d'autre courbe logarithmique que les courbes C, et G 2. 

On a donc pour toute surf ace 2 non singulière et sans courbe excep-

tionnelle p = 1. 

Dès lors, l'application de la formule fondamentale de M. Picard 

p 0 = N -f- d — 4 p — (m — 1 ) + 2 r — (p — 1 ) 



donne, pour la surface considérée, 

o0= i4-

L'invariant c 0 a donc la mêms valeur pour les sur/aces 2 que pour les 

surfaces S. 

Sur le cas hypere l l ipt ique . 

31 . Les particularités des surfaces 2 , spéciales au cas hyperellip-
tique, rappellent celles exposées précédemment pour les surfaces S. 

Le point u = v = w = o, qui est un zéro double de la fonction 
z(u, v, w) dans le cas hyperelliptique, définit un point quadruple O de 
la surface 2 (dans l'hypothèse oω il n 'annule pas les quatre fonctions 
coordonnées); en effet, si l'on considère deux plans variables 0 — o 
et 9 = o menés par ce point, la demi-période u. — v = w — o compte 
pour 2 X 2 X 2 unités parmi les solutions du système 

2r — o, (•) — o, 0 — o, 

d'oω l'on déduit qu'une droite, menée par le point 0 de la surface 2 , a, 
avec celle-ci, quatre intersections confondues au point considéré. 

Les surfaces 2 dérivant d'une courbe hyperelliptique sont des sur-
faces régulières de genre trois; mais leurs invariants pJ) et p"-] n'ont 
pas la mτme valeur que dans le cas général : on établit aisément que 

pw= 2 c l pW=$. 

Les courbes du système canonique correspondent aux couples dé-
coupés sur la courbe du cinquième ordre C par deux sécantes en invo-
lution issues de son point triple ; elles comprennent en particulier la 
famille des courbes ^ qui correspondent aux couples de G découpés 
par une sécante fixe oaa' et une sécante variable omm'. D'après leur 
définition même, les courbes £ correspondent point par point à la 
courbe C; toutefois cette conclusion se trouve en défaut pour les huit 
courbes particulières ΐ qu'on obtient en faisant, coοncider la sécante 
oaa avec l'une des tangentes ot à la courbe G issues de son point 
triple; en effet les points a et a étant confondus, les couples conju-



gués am et dm' ne sont plus séparés analytiquement et la courbe ΐ de 
la surface correspond d'une manière univoque, non plus aux points de 
la courbe C, mais aux sécantes menées par le point triple : elle est 
donc unicursale. 

En définitive, il existe huit surfaces adjointes d'ordre m— 4 circon-

scrites à la surface 2 le long d'une courbe unicursale A. 
Voici encore une propriété des courbes A qui découle de leur cor-

respondance avec C : si l'on considère sur l'une de ces courbes les 
sept points d'intersection des autres courbes A, ainsi que le point qua-
druple de la surface, les huit points en question ont mêmes rapports 
anharmoniques que les huit tangentes à C issues de son point triple. 

32. La représentation analytique des courbes algébriques delà sur-
face 2 ne présente pas de particularités spéciales dans le cas hyper-
elliptique. Toutefois la formule du n° 29, relative au genre de la courbe 
algébrique définie sur la surface par l'équation 0n = o, doit être com-
plétée lorsque la fonction Τ„ s'annule, à l'ordre de multiplicité d, pour 
la demi-période 

U — c — (V — o 

qui est un zéro double de la fonction v, w). 

Pour que l'intégrale 

D ((>,«') 

reste finie au voisinage du point u = v = w = o, il faut et il suffit que 
la fonction 0 a + , soit infiniment petite, d'ordre au moins égal à celui du 
dénominateur, c'est-à-dire à d. Or les fonctions 0 W + , et 0 / t sont de pa-
rité contraire : il en est donc de même des ordres de multiplicité de 
leur zéro commun u = v = w — o, et, par suite, la fonction Τ/H_, est 
nécessairement d'ordre (d - f - 1 ) en ce point. 

Évaluons le nombre des conditions linéaires imposées de ce fait à la 
fonction τ a + l . Supposons d'abord la fonction 0W impaire et s'annulant à 
l'ordre d = 'im •+• i pour u = v — w = o ; on a, autour de ce point, des 
développements de la forme 

v, <v>) =ft(u, v, w) v, w)+...==o, 

'"') — F 0 - h F , ( t f , v, tv) + 



les f et les F désignant des polynτmes homogènes de degré égal à l'in-
dice. 

Pour que τ w + ) soit d'ordre im -t- 2, eu égard à la relation 

Sr(«, c, w) = o, 

il faut et il suffit que 

les 9 étant des polynτmes arbitraires de degré égal à leur indice, ce 
qui implique pour la fonction 0 n M un nombre de conditions égal à 

Dans le cas oω la fonction 0n est paire et d'ordre d=im pour 
u = v = w = o, on établit de la même manière que le nombre des con-
ditions imposées de ce fait à la fonction 0 B . H est égal à 

En résumé, lorsque la fonction 6 B admet le point u = v— w — 0 pour 

zéro d'ordre d, l'expression du genre de la courbe 0f t = o est diminuée 

du terme — L--—- (* ) . 

Donc : Le genre de la courbe définie sur une surface Z par l'équa-

tion Τ B ( K , V, w) = o a pour expression, dans le cas hyperelliptique, 

d désignant l'ordre de multiplicité auquel la fonction Qn s'annule pour le 

(l) On vérifie l'indépendance des conditions linéaires imposées à la fonction 0 W + , au 
moyen du théorème de M. Nother; le point u = v = w = o diminue en effet de d(d-hi) 
unités le nombre des points d'intersection variables des courbes 0 W = o et 0 r e + 1 = o. 



zéro double de S (M, V, W), et les autres lettres ayant la même significa-

tion que dans le cas général. 

33. Quel est enfin la valeur cle l'invariant p 0 pour les surfaces algé-
briques 2 dont les points admettent une correspondance ( i , 2 ) avec les 
couples de points d'une courbe de genre trois hyperelliptique? 

Si l'on désigne respectivement par 

les six différentielles abéliennes distinctes de seconde espèce attachées 
à la courbe hyperelliptique de genre trois C, d'équation 

les expressions 

présentent les caractères d'une intégrale de seconde espèce; d'ailleurs 
elles restent invariables lorsqu'on remplace respectivement les deux 
points (z, Z) et ( Y , Z') par leurs conjugués hyperelliptiques (z, — Z) 
et (z1, — Z') ; dès lors ce sont des intégrales doubles de seconde espèce 
de la surface D. 

Les combinaisons de la forme (1) , au nombre de quinze, donnentau 
plus quatorze intégrales distinctes, en vertu de l'identité fondamentale 
de Weierstrass; elles en donnent effectivement quatorze dans l'hypo-
thèse oω la courbe n'est pas singulière, d'après les considérations ex-
posées à propos des surfaces S. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

L'invariant p 0 est égal à quatorze pour les surfaces algébriques dont Us 

points admettent soit une correspondance univoque, soit une correspon-

dance ( 1 , 2 ) avec les couples de points d'une courbe de genre trois, géné-

rale ou hyperelliptique, mais non singulière. 



TROISIÈME PARTIE. 
A P P LIC AT I O N S G É O M É T R I Q U E S . 

Nous donnerons en dernier lieu quelques applications des théories 
précédentes à des exemples particuliers, en nous bornant d'ailleurs 
au type de surfaces 2 qui conduit aux exemples de moindre degré. 

Sur une surface 2 du s ix ième ordre ( ' ) . 

34. Considérons les fonctions ®(u,v,w) normales, de caractéris-
tique nulle, du second ordre et paires : elles sont au nombre de huit 
linéairement distinctes, parmi lesquelles [%(u, e, w)]2, en désignant 
par V, W) = o la relation fondamentale que u, c, w sont toujours 
supposés vérifier. On peut donc déterminer quatre fonctions 0,-(k, V, W) 

linéairement distinctes qui s'annulent (nécessairement à l'ordre deux) 
pour trois demi-périodes pa, p$, py, arbitrairement choisies. 

Ceci posé, la surface 2 est définie paramétriquement par les équa-

tions 
Xi=&i(u, v, w) (i = i, 2, 3, 4). 

Le degré de cette surface est donné par le nombre des solutions non 

fixes du système 

les at et les bt étant des constantes arbitraires ; or, parmi ces solutions, 

(!) Cet exemple est emprunté à notre Mémoire: Sur certaines surfaces algébriques 

liées aux fonctions abéliennes de genre trois (Journal de Mathématiques, 6 e série, t. IV, 
1908). 



figurent les trois demi-périodes />«, p { i , p Y qui comptent chacune pour 
quatre unités. Par suite le degré de la surface est égal à 

La surface considérée est donc du sixième ordre. 

Aux vingt-huit demi-périodes qui annulent S correspondent sur la 
surface des points et des lignes remarquables : les vingt-cinq demi-
périodes autres que/? a , p$,py définissent des points doubles, tandis que 
ces trois demi-périodes qui annulent à la fois les quatre fonctions 0 , 
définissent sur la surface des courbes unicursales, lesquelles sont des 
coniques pu i sque p a , p$, py sont des zéros doubles des fondions 0, . 

35. Les surfaces adjointes d'ordre m - l\ de la surface I sont des 
quadriques dépendant de deux paramètres : nous rechercherons tout 
d'abord quelles sont les lignes multiples de la surface. 

Considérons l'équation générale des courbes du système canonique 

la fonction L(u, v, w) ne s'annule, en général, pour aucune demi-

période, mais on peut disposer des paramètres -> ^ de manière qu'elle 

s'annule pour deux demi-périodes ph pj choisies parmi les zéros de la 
fonction S. Dans ce cas, chacune d'elles est pour la fonction L(u, v, w) 

un zéro double, car on reconnaξt aisément que L(u, c, w ) est une fonc-
tion paire de (u — ii;), (v — vt), (w — w£). Nous désignerons respec-
tivement : 

P a r L x la fonct ion L qu i s ' a n n u l e p o u r po, et p^, 

» Lp » » 7?y e t pa, 

» L r » » P* e t P£-

Ceci posé, les produits ( L p L y ) , ( L Y L a ) , (L a Lp) satisfont, en vertu de 
la relation v, w) = o, aux mêmes relations fonctionnelles que les 
fonctions 0,-, et nous pouvons dès lors prendre pour fonctions coor-



données 
xx — LpLy, 

x2 — Ly L a , 

x3 =. L a Lp, 

xk— 0 4 . 

Considérons le plan variable 

# 3 4 - p . r 2 = o ; 

il coupe la surface suivant la courbe fixe L a = o et suivant la courbe 

variable 
L p + p L Y = o 

dont le degré est égal à 

Il résulte de là que la droite commune aux plans 

xz-\- px2—o 

est une droite double de la surface. 
Donc la surface 2 possède trois droites doubles concourant en un point 

triple. 

Les trois coniques répondant aux demi-périodes /? a , p$, pY sont si-
tuées respectivement dans les faces du trièdre formé par les droites 
doubles. En effet, l'équation du plan de la conique/ ; a 

s'obtient en déterminant les constantes at de manière que la fonction 0 a 

admet te /^ comme zéro d'ordre de multiplicité supérieur à deux. Dès 
lors 

& a = L p L Y = X\. 

Les quadriques adjointes à la surface S sont nécessairement des 
cτnes du second ordre ayant pour sommet le point triple et contenant 



les trois droites doubles. Deux cτnes adjoints quelconques se coupent, 
en dehors des droites doubles, suivant une droite A passant par le 
point triple; ceci précise la correspondance entre la courbe plane G 
du quatrième ordre et la surface considérée S : à toute droite du plan 
de la courbe C correspond une droite de l'espace menée par le point 
triple de la surface et réciproquement. 

La courbe tτ, lieu géométrique des points de contact des surfaces 
adjointes d'ordre m — 4 tangentes à S, est, dans le cas actuel, la courbe 
de contact du cτne circonscrit à I , ayant le point triple pour sommet; 
la courbe 3 , enveloppe des courbes d'intersection de S par ces surfaces, 
est l'intersection résiduelle de ce cτne par la surface. Les courbes (D 
et 3 sont tangentes entre elles en vingt-quatre points, et les généra-
trices correspondantes du cτne circonscrit rencontrent chacune la sur-
face en trois points confondus : on peut donc mener à la surface par son 
point triple vingt-quatre tangentes inflexionnelles qui correspondent 
aux tangentes d'inflexion de la courbe plane du quatrième ordre G. 

36. Les soixante-trois fonctions thêta normales du premier ordre S"* 

(autres que S) définissent sur la surface des courbes intéressantes de 

genre un. 

L'étude de ces courbes est facilitée par un algorithme d٦ à M. Hum-
bert qui établit un lien entre les fonctions du premier ordre et les 
demi-périodes qui annulent chacune d'elles. Soient 

a , p , y , o ; a , p , y , o ; a , p , y , o 

trois groupes de quatre caractères : les soixante-quatre fonctions 
normales du premier ordre peuvent être représentées par les sym-
boles aa ' a" et les soixante-quatre demi-périodes par les sym-
boles ( a a ' a " ) de telle sorte : 

i° Que les vingt-huit demi-périodes annulant la fonction aa 'a" 
soient représentées par les symboles (pp'p"), oω les caractères a, a', 
a" figurent au total un nombre impair de fois; 

2 " Que les vingt-huit fonctions qui s'annulent pour la demi-pé-
riode (aa 'a") soient également-représentées par les symboles pp'p", 

oω les caractères a, a', a" figurent au total un nombre impair de fois. 



Ceci posé, l'équation fondamentale 

3( u, v, w) — o, 

que vérifient les arguments des points de la surface, sera notée 

et nous supposerons que les trois demi-pτriodes/? a,/?p,/?Y, qui annulent 

les quatre coordonnées homogènes d'un point de la surface, sont les 

demi-périodes 
( a a ' a " ) , ( a a ' ( 3 " ) , ( a a ' y " ) . 

Il convient de distinguer les soixante-trois fonctions S"A. en différents 

groupes suivant qu'elles s'annulent pour 3, 2 , i ou o des demi-pé-

riodes pa, p$, pr 

D'après le choix des périodes pa, pp, pY, il existe, en dehors de &, 
cw^ fonctions thêta du premier ordre s'annulant pour ces trois demi-
périodes. Elles répondent aux symboles suivants : 

ay'o" ou, pour abréger, 2r t, 

ad '3" » &„ 

fiix'è* » 2r3, 

y a ' d" » Sr4, 

<ξa'<5" » 2r8. 

La courbe = o est de degré 

c'est une courbe plane, car la fonction (S7) 2 peut s'exprimer par une 
combinaison linéaire et homogène de x{, x2, x3, x/t, et le plan de cette 
cubique est tangent à la surface tout le long de cette courbe. Enfin la 
cubique n'a pas de point double, puisqu'elle est de genre un. 

La surface 2 admet donc cinq plans tangents singuliers le long d'une 

cubique. 

L'algorithme permet d'étudier simplement la répartition des vingt-
cinq points doubles par rapport aux cinq plans tangents singuliers P ( , 



P 2 , P 5 . Les vingt-cinq points doubles comprennent les dix som-

mets du pentaèdre formé par les cinq plans; de plus, chaque plan tan-
gent singulier contient trois points doubles. Ainsi le plan P , , noté 
ay'o", contient les trois points doubles 

( a τ V ) , («a ' (3") , ( « * / ) . 

Ces points seront dénommés Aa/-, Ap(-, A y / , l'un des indices se rappor-
tant aux plans P/, l'autre aux demi-périodes pa, p$, /?T, ou encore aux 
droites doubles D a , Dp, D r II en serait de même pour les autres 
plans P,. 

37. Considérons en second lieu les fonctions normales du premier 
ordre S y qui s'annulent pour deux des demi-périodes pa, p$, py : cha-
cune d'elles définit sur la surface une courbe gauche d'ordre 

et de genre un, c'est-à-dire une biquadratique. 
Le long de cette courbe on peut circonscrire à la surface S une qua-

drique qui la rencontre en outre suivant deux des droites doubles : car, 
si la fonction %j s'annule p o u r p a et p$, le produit 

(3ry)»L«Lp 

représente une fonction paire, de caractéristique nulle et du quatrième 
ordre, admettant p a , pa et p y pour zéros quadruples, et l'on établit 
aisément qu'une telle fonction peut s'exprimer, sur la surface, par un 
polynτme homogène du second degré par rapport aux quatre fonctions 
coordonnées @£(u, v, w). 

Parmi les fonctions normales du premier ordre qui s'annulent pour 

deux des demi-périodes p a , pp / ; T , nous considérerons seulement les 

trois fonctions 

aj3' a" ou Q a , 

a j3 '(3" ou Qp, 

ap'y' ou Q T 

qui conduisent à des propriétés géométriques intéressantes de la 

surface. 



On reconnaξt au moyen de l'algorithme que la biquadratique Q a = o 
ne contient aucun des sommets du pentaèdre et qu'elle passe par les 

dix points doubles 

Api, Ap s; A Y i , A T 5 . 

Cette biquadratique perce donc le plan aux deux points doubles 
Ap/, Ay,; d'ailleurs elle ne saurait passer par les traces des droites 
doubles D sur le plan P,-, car, en raison du rτle symétrique joué par les 
cinq plans tangents singuliers, elle passerait de même par les traces 
de 1) sur les quatre autres plans : elle est donc nécessairement tan-
gente au plan P, en un point simple de la surface, et la quadrique Q a , 
circonscrite à la surface le long de la biquadratique, est tangente au 
plan P, en ce point. 

En résumé, la quadrique Q a contient les droites Dp, D y , et elle est 
tangente aux cinq plans P,. Il existe donc trois quadriques Q a , Qp, Q y 

(n'appartenant pas à un même faisceau) tangentes aux cinq plans P, 
et aux plans du trièdre formé par les droites doubles; en d'autres 
termes : 

Les cinq plans tangents singuliers forment avec les plans du trièdre des 

droites doubles un groupe de huit plans de I^amè. 

D'ailleurs ces huit plans ne sont soumis à aucune autre condition ; 
ils déterminent en effet sans ambiguοté la surface £ ( ' ) , Or un groupe 
de Lamé dépend de vingt et un paramètres, ou, si l'on se place au 
point de vue projectif, de six modules : c'est précisément le nombre 
des modules dont dépend la représentation paramétrique par les 
fonctions abéliennes. 

38. La surface du sixième ordre £ qui a été définie analytiquement 
possède trois droites doubles concourantes et cinq plans tangents sin-
guliers : on peut démontrer que ces propriétés sont caractéristiques. 

(!) Les cubiques de contact de chaque plan singulier doivent passer en effet par les 

six sommets du quadrilatère complet découpé dans ce plan par les quatre autres plans 

singuliers, par les traces des droites doubles et par les points de contact des quadriques 

Qa, Qp, Qy 



Soit en effet une surface du sixième ordre S'jouissant de ces pro-
pr ié tés ; désignons par P , , P 5 ses plans tangents singuliers et 
par ITa, IIp, ΟΟT les faces du trièdre des droites doubles, et considérons 
le plan HY qui forme avec les sept plans P , , P.,, P 3 , I I a , IIp un groupe 
de Lamé. 

Les huit plans de ce groupe de Lamé déterminent sans ambiguοté 
une surface S définie au moyen des fonctions abéliennes de u, v, w. Je 
dis que 2 coοncide avec 2 ' et par suite IΟ'T avec ITY. 

Les coniques G a, C« suivant lesquelles le plan n a coupe les sur-
faces 2 et 2 ' en dehors des droites doubles coοncident, puisqu'elles sont 
tangentes toutes deux aux traces des cinq plans P , , . . . , P 3 , et il en est 
de même pour les coniques Cp, Cp situées clans le plan ITp. D'autre part 
chacun des plans P, coupe les surfaces 2 et 2 ' suivant deux cubi-
ques cif c-lesquelles ont neuf points communs, savoir: six sommets 
dupentaèdre , la trace de la droite double d'intersection des plans IL*, 
ITp et les points de contact des coniques situés dans ces deux plans. 
Admettons provisoirement que ces neuf points ne forment pas la base 
d'un faisceau de cubiques ; dès lors les cubiques ct et c\ coοncident et 
l'on en déduit que les surfaces 2 et 2 ' sont confondues. 

Pour établir que les neuf points ne sont pas la base d'un faisceau de 
cubiques, il suffit de remarquer que, dans cette hypothèse, dès que les 
six plans P t , P 5 , I l a et la droite double D y seraient donnés, le 
plan ITp serait parfaitement déterminé, car il devrait passer par le neu-
vième point base du faisceau ; or nous avons vu plus haut que les sept 
plans P , , . . . , P 5 , I I a , ITp peuvent être pris arbitrairement. 

Nous énoncerons donc le théorème suivant : 

Toute surface du sixième ordre qui possède trois droites doubles 

concourantes et cinq plans tangents singuliers est une surface 2 , c'est-

à-dire quelle peut être associée à une courbe plane G du quatrième ordre 

de telle façon quà un point de la surface correspondent deux couples de 

points de C situés en ligne droite, et réciproquement. 

Les cinq plans tangents singuliers et les plans du trièdre des trois droites 

doubles forment nécessairement un groupe de huit plans de Lamé. 



Sur certains cas de dégénérescence hypere l l ip t ique de la surface 1. 

39. Si l'on suppose que les fonctions abéliennes qui définissent ana-
lytiquement la surface du Chapitre précédent dérivent d'une courbe de 
genre trois hyperelliptique, on obtient des types particuliers de surfaces 
qui peuvent être considérés comme des dégénérescences de la surface 
du sixième ordre à trois droites doubles concourantes et cinq plans 
tangents singuliers. Nous présenterons d'abord quelques remarques 
générales au sujet du cas hyperelliptique. 

De même que la fonction v, w), chacune des soixante-trois 
fonctions £rA du premier ordre et de caractéristique non nulle admet un 
zéro double spécial au cas hyperelliptique : l'algorithme de M. Humbert 
peut d'ailleurs être appliqué de telle sorte que les fonctions 

pp'cc", pp'P>"; pp'f, pp'è" 

admettent respectivement pour zéros doubles les demi-périodes 

{pp'V), (pp'«"y, (pp'è"), {pp'f). 

Parmi ces fonctions 3>(, les vingt-huit fonctions qui s'annulent pour 
la demi-période p0 qui est un zéro double de l'équation 2r(#, e, = o 
jouent un rτle spécial : chacune d'elles définit en effet sur la surface 
deux courbes distinctes Ah Aj, lesquelles font partie des huit courbes 
unicursales A qui correspondent respectivement aux couples de points 
de la courbe hyperelliptique C formés d'un point variable et du point 
de contact / de l'une des tangentes issues du point triple. 

Enfin, si l'on remarque que les vingt-huit demi-périodes annu-
lant 2r(w, e, w) correspondent aux combinaisons deux à deux des huit 
points de contact t h on peut prévoir différents cas de dégénérescence 
hyperelliptique suivant le choix des trois demi-périodes pa,/?s, py qui 
annulent les quatre coordonnées d'un point de la surface S. 

Premier exemple . 

40. Envisageons de nouveau la surface définie par les relations 

X ^ O / O , v, w) ( i = i , a , 3 , 4 ) , 



les quatre fonctions 0t- s'annulant pour les trois demi-périodes 

(y. oc' a " ) , ( a a ' | 3 " ) , (oc ex'y"), 

et plaηons-nous dans le cas hyperelliptique caractérisé par le fait que 

les fonctions thêta du premier ordre 

pa p , pp'p ; py'p, pè'p" 

admettent respectivement pour zéros supplémentaires les demi-périodes 

(pp'p'f), (pa'p"); (pô'p'), (py'p1'); 

dans cette hypothèse, la demi-période pa est notée (aa 'o" ) . 

La demi-période pQ définit sur la surface considérée un point qua-

druple qui coοncide avec le point de concours des trois droites doubles, 
c a r p 0 , vérifie les équations L a = o, Lp = o et L Y = o de ces droites. 

Aucune des cinq fonctions 

ay'à", cxd'è", p V è", yoe'ô", o V τ " 

qui, dans le cas général, définissent les cinq planstangents singuliers, 
ne s'annule pour /? 0 ; on en conclut que la surface particulière cor-
respondant au cas hyperelliptique considéré possède également cinq 

plans tangents suivant une cubique. 

D'autre part, les trois fonctions ap"a", aj3'(3", a fi'y", qui, dans le cas 
général, s'annulent chacune pour deux des demi-périodes pa, p$,p^, 

admettent en outre la troisième pour zéro double dans le cas hyperellip-
tique considéré, d'oω il résulte que les trois équations 

(3"ap 'a ' ) 2 : =°> (2r ap.p»)2 — o , (?jrXpYy-z=o 

sont respectivement équivalentes aux trois équations 

Lp L Y = o, Ly L a = o, L a Lp = o 

qui définissent les faces du trièdre des droites doubles. 
Sous une autre forme, le système d'équations 

(D 



admet une infinité de solutions qui correspondent aux points de la 
droite double D a ; en particulier les cinq demi-périodes 

(ad'x"), ( « / « ' ) , (f3(3V), (YP'A'), (*P'A'), 

qui vérifient le système (I) définissent les traces de la droite double D a 

sur les cinq plans tangents singuliers P,. 
Donc : Les quinze points doubles isolés Aai, Ap(-, ΐw de la sur/ace 

générale Z se confondent, dans le cas hyperelliptique considéré, avec les 

traces des droites doubles D a , Dp, D r sur les cinq plans P,, et la surface 

particulière 2, ne possède que dix points doubles isolés qui sont les 

sommets du pentaèdre des plans tangents singuliers. 

41. L'étude de la surface 2, est facilitée par la considération de la 
courbe du cinquième ordre à point triple C. On reconnaξt aisément 
que le cas hyperelliptique considéré est celui oω les trois demi-pé-
riodes pa, p$, p r répondent à trois couples de points de contact des 
tangentes à C issues du point triple, du type suivant ( ' ) : 

(ti,t%), (/„*,), {t3, t,). 

Ceci posé, les trois courbes unicursales A 4 , A 2 , A 3 , qui correspondent 
aux points t,, t2, t3, coοncident avec les trois droites doubles de la sur-
face 2, ; quelle est la nature des courbes unicursales de 2, qui corres-

( ' ) Ce choix; des demi -pé r iodes p^, p& etpY est en effet le seul pour lequel i l existe 

parmi les huit fonctions A / ( « , c, w) qui définissent les courbes unicursales A , trois 

d'entre elles A 1 ( A 2 , A 3 s'annulant, la p r e m i è r e pour pp et p y , la seconde pour p - et pa, 

et la t ro is ième pour p a et pp. 

Fi g. 5. 



pondent aux cinq autres points ^ ? L a courbe définie par l'équation 

est en général de degré —— ; si le premier membre s'annule pourq des 

trois demi-périodes Pa,p$i / V s o n degré s'abaisse à — - — " ; 

enfin, dans le cas des courbes particulières A, l'expression se trouve 
diminuée de moitié par suite du fait que la surface adjointe d'ordre 
m - 4 passant par la courbe A est circonscrite à la surface 2 , le long 
de cette courbe. De là résulte que les cinq unicursales en question sont 
des cubiques gauches. 

D'oω cette conclusion : la surface 2, possède cinq cônes adjoints du 

second ordre qui lui sont circonscrits chacun le long d'une cubique 

gauche C/. 
L'emploi de l'algorithme permet de reconnaξtre que la cubique 

gauche C/ passe par les traces des trois droites doubles sur le plan P,, 
ainsi que par les sommets du tétraèdre formé par les quatre autres 
plans tangents singuliers; elle passe également par le point quadruple 
de la surface. 

42. L'existence des cubiques gauches C<- caractérise géométrique-
ment la surface 2 , . Du fait que les deux tétraèdres formés, le premier, 
par les faces du trièdre des droites doubles et l'un des plans tangents 
singuliers et, le second, par les quatre autres plans tangents sin-
guliers ont leurs huit sommets situés sur une cubique gauche, il 
résulte, d'après un théorème de géométrie élémentaire, que les huit 
faces de ces tétraèdres sont osculatrices à une même cubique gauche. 

Donc : Les faces du trièdre des droites doubles et celles du pentaèdre 

des plans tangents singuliers de la surface 2, sont osculatrices à une 

même cubique gauche. 

Elles ne satisfont d'ailleurs à aucune autre condition, car un groupe 
de huit plans osculateurs à une même cubique gauche dépend de vingt 
paramètres, ou, si l'on se place au point de vue projectif, de cinq mo-
dules, et c'est précisément le nombre des modules des fonctions thêta 
de u, c, w hyperelliptiques. 



Nous pouvons donc résumer ainsi les propriétés caractéristiques des 
surfaces S et Z, : Etant donnés un trièdre et un pentaèdre dont les huit 

plans forment un groupe de Lamé, il existe une sut face d u sixième ordre 

admettant les arêtes du trièdre pour droites doubles et les plans du pen-

taèdre pour plans tangents singuliers; cette surface correspond point par 

couple à une courbe générale de genre trois. 
Si les huit plans sont osculaleurs à une même cubique gauche, la sur-

face correspond point par couple à une courbe de genre trois HYPERELLIP-

T I Q U E ; le point de concours des droites doubles est un point quadruple 

de la surface, et le cône circonscrit à cette surface à partir du point 

quadi^uple se décompose en cinq cônes du second ordre. 

D e u x i è m e e x e m p l e . 

43. On définit un autre exemple de dégénérescence de la mτme sur-
face du sixième ordre S en considérant le cas hyperelliptique caracté-
risé par le fait que les fonctions thêta du premier ordre 

pa p , pop; p p p , py p 

admettent respectivement pour zéros doubles les demi-périodes 

(jA'p"), (pa'p"y, (py'p"), {pÇ>'P"), 

l'équation fondamentale S(w, v, w) = o étant d'ailleurs toujours notée 
afi'o" et les trois demi-périodes remarquables (aa 'a") , (aa'(3"), (aa'-y"). 

Dans cette hypothèse, il n'existe qu'une fonction normale du pre-
mier ordre s'annulant pour pa, p$, pY, sans s'annuler pour la demi-
période p0 de symbole (ay 'o") , à savoir la fonction aS'o"; on en con-
clut que la surface considérée E 2 possède un se«/*plan singulier T 
tangent suivant une cubique de genre un. 

Au contraire, les quatre fonctions 

ay'o", (3a'<ξ", ya'è", oVΤ" 

s'annulent non seulement pour pa, p$, pY, mais encore pour pà ; elles 
définissent donc chacune un couple de courbes unicursales sur la sur-
face. Une discussion sans difficulté montre que cette dernière propriété 



caractérise le cas oω les demi-périodesp a ,p$,p Y répondent sur G à trois 
couples de points de contact tt du type suivant : 

La considération de la courbe C met en évidence cette particularité 
qu'il existe, dans le cas hyperelliptique considéré, une équation 
particulière de la forme 

admettant les trois demi-périodes /? a, p$,py pour zéros doubles, à savoir 
l'équation qui correspond aux couples de C formés d'un point variable 
et du point t0 et dont nous désignerons le premier membre par 
A0(u, v, w). On peut donc prendre pour coordonnées d'un point de la 
surface : 

Dès lors, les valeurs des arguments qui vérifient l'équation 

Fig. 6. 



définissent sur la surface 2 2 , non pas une courbe, mais un point mul-
tiple O, qu'on vérifie aisément être un point quadruple ( ' ) . 

Le système canonique de la surface est découpé par les plans menés 

par le point quadruple. Considérons en particulier le faisceau de plans 

défini par l'équation 
A o ( A 0 + p A , ) — o, 

oω p désigne un paramètre variable; ces plans rencontrent 2 2 suivant 

une courbe mobile de degré 6 X 1 - X - = i , car la fonction 

relative au point de contact t t , admet pour zéro double la demi-pé-
riode jo a qui répond au couple (t0, / , ) . Dès lors, la droite D, d'inter-
section de ces plans est une droite double de la surface ; c'est d'ailleurs 
la courbe exceptionnelle qui répond à la demi-période ( / 0 , / , ) annulant 
les quatre fonctions coordonnées. 

Les trois droites doubles passent par le point quadruple, car l'équa-

tion 
A 0 O , v, w) = o 

est vérifiée pour les demi-périodes (7 0 , tf), (t0, t2) et (t0, l3); elles 

constituent l'intersection de la surface par le plan II défini par l'équa-

tion 
[ A 0 { « , c, u ' ) ] 2 z = o . 

En dehors du plan II, le cτne des tangentes au point quadruple qui 
correspond univoquement aux sécantes issues du point triple de C 
est constitué par un cτne T du second ordre, car il est coupé par un 
plan adjoint quelconque suivant deux génératrices. 

( i ) Eu effet, la droite x = o, y = o, par exemple, rencontre la surface, en dehors du 

point multiple, en deux points qui correspondent aux solutions du système 

autres que la demi-période p0. 



D'autre part, les équations 

définissent trois plans adjoints, menés respectivement par les t.ois 
droites doubles et tangents chacun à la surface suivant une conique. 

Enfin, si l'on désigne par les indices i ' , 2 ' , 3 ' , l\ les points de contact 
de la courbe C avec les quatre autres tangentes issues de son point 
triple, les équations 

définissent quatre plans adjoints, tangents chacun à la surface suivant 
une cubique unicursale ayant un point double en O. 

Le cτne circonscrit a la surface ayant pour sommet le point qua-
druple est constitué par les huit surfaces adjointes circonscrites à la 
surface, à savoir les plans H,, IL>, H.,, les plans P,-, P,/ et le 
plan II (ce dernier étant nécessairement compté trois fois, car le cτne 
circonscrit est du dixième ordre). 

En résumé : La surface Ho possède trois droites doubles situées dans un 

même plan II et concourant en un point quadruple O ; le cône des tan-

gentes en ce point comprend un cône du second ordre Y et le plan des 

droites doubles (compté deux fois)', enfin le contour apparent de la sur-

face à partir de son point quadruple est formé par le plan H, par quatre 

plans P , , . . . , P7 l tangents chacun à 2 2 suivant une cubique unicursale, 

et enfin par trois plans H,, II 2 , II 3 passant respectivement par les trois 

droites doubles et tangents à 2 2 le long d'une conique. 

La surface possède vingt et un points doubles isolés situés sur les 
droites d'intersection de ces plans et qui correspondent aux vingt et une 
demi-périodes vérifiant la relation fondamentale %apv'=°> mais non 
l'équation A 0 = o. 

Ces points doubles se répartissent en trois groupes : 
i° Les trois points situés sur les arêtes du trièdre I I ( , II,, U 3 ; 
2 0 Les six points situés sur les droites d'intersection des plans P,, 

P 2 , P 3 , P 4 , pris deux à deux; 

3° Les douze points situés sur les droites d'intersection d'un plan 11, 

avec un plan Py. 



Or, on établit aisément qu'un plan tangent singulier à une surface 
du sixième ordre à trois droites doubles concourantes contient neuf 

points doubles de la surface en dehors des traces de ces droites ( ' ) ; 
d'oω il résulte que le plan tangent singulier T qui ne passe pas par le 
point quadruple renferme nécessairement les trois points doubles du 
premier groupe et les six du second. La cubique de contact de ce plan 
est donc circonscrite aux deux quadrilatères complets formés l'un par 
les traces des plans P , , . . . , P.,, l'autre par celles des plans II,, IL, IL, 
et II. 

44. L'équation cartésienne de la surface £ 2 se déduit aisément des 
propriétés précédentes. Choisissons les plans H,, H 2 , H 3 et T pour 
tétraèdre de référence et désignons respectivement par u = o et par 
uK = o, . . . , u,, = o l'équation du plan H et celles des plans P , , P 4 , 
Considérons dans le plan l = o les deux quadrilatères complets formés 
l'un par les traces des plans H, l'autre par celles des plans P, lesquels 
sont nécessairement circonscrits à la conique <p2(x, y, 2 ) = o, trace 
du cτne des tangentes Y au point quadruple; d'après un théorème de 
Géométrie élémentaire, leurs douze sommets sont situés sur une même 
cubique o3(x, y, s ) = o, et l'on peut tracer, d'autre part, une quar-
tique o,,(x, y, z) = o passant par leurs douze sommets, ainsi que les 
huit points de contact de leurs cτtés avec la conique; enfin il existe 
une identité de la forme 

Ceci posé, il résulte des propriétés géométriques de la surface E 2 

( ' ) L'équation de la surface du sixième ordre est en effet de la forme 

Les points doubles situés dans le plan tangent singulier t = o sont définis par le système 

or le cτne / 3 ( x , j , z ) = o contient les droites doubles de la surface et le cτne 
fô(x,y, z)=o les admet pour arêtes doubles. En dehors des traces de ces droites, le 
plan t = o contient donc neuf points doubles de la surface. 



que son équation est nécessairement de la forme 

Réciproquement, la surface définie par cette équation dépend de 
vingt paramètres ( f ) ou, au point de vue projectif, de cinq modules et 
peut, par suite, être identifiée avec la surface 1,. 

45. Nous exprimerons enfin les coordonnées x, y, z, t d'un point de 
la surface 2o en fonctions rationnelles d'un couple de points de la courbe 
hyperelliptique de genre trois, en généralisant une méthode indiquée 
par M. Darboux à propos de la surface de Kummer ( 2 ) . 

Représentons un point quelconque m du plan / = o par les deux 
paramètres unicursaux X, X' des tangentes qu'on peut mener de ce 
point à la conique y2(x, y, z) = o, et désignons par 

les valeurs particulières qui correspondent respectivement aux huit 
tangentes à la conique 

Ceci posé, à tout point m, de la surface, on peut faire correspondre 
sa projection m sur le plan t = o ; à tout point m de ce plan répondent 
alors deux points m{, m.2 de la surface, qui coοncident d'ailleurs 
lorsque le point m se trouve sur le contour apparent de la surface, 
c'est-à-dire lorsque l'un des paramètres X, X' prend une quelconque 
des valeurs a0, ..., a3, bt, ..., b,t. 

Il résulte de là que, si l'on considère la courbe hyperelliptique 

les coordonnées d'un point de la surface sont des fonctions rationnelles 
des trois quantités X, X' et (pp ' ) ; en d'autres termes, à tout couple de 
points (X, p) , (X', p') répond un point de la surface, et à tout point de 

(!) A savoir dix-neuf paramètres pour la configuration formée parles neuf plans consi-
dérés, plus le facteur arbitraire qui figure implicitement dans la fonction linéaire u(x,y, z). 

(2) Comptes rendus, t. XGII, p. i4g3. 



la surface répondent deux couples conjugués 

11 est aisé d'expliciter cette correspondance; si l'on remarque que 

on en déduit les relations suivantes : 

en posant 

Les expressions précédentes mettent d'ailleurs en évidence l'iden-

tité 

D'autre part, la surface considérée £ 2 est définie par l 'équation 

Dès lors, la correspondance entre les points (x, y, s, t) de la surface 1.2 

et les couples de points Çk, p) (k', p'), de la courbe hyperelliptique de 

genre trois p 2 = (X — a()).. .(~k — b,j) s'exprime par les relations 

46. De cette représentation paramétrique de la surface S 2 , il serait 



aisé de déduire celle de la surface 2, étudiée précédemment. Il suffit, 
en effet, d'effectuer la transformation birationnelle de l'espace définie 
par les deux systèmes équivalents 

oω l'on a posé 

pour passer de la surface 22(x, y,z,t) à la surface 2 , (X , Y, Z, T). 
C'est ce qu'on vérifie immédiatement en remplaηant dans le système ( I ) 
les coordonnées x, y, z, t d'un point de Z a par leurs expressions en 
w, v, w : 

et 

on trouve ainsi, après suppression du facteur commun ( A 0 )
2 , 

relations qui définissent paramétriquement la surface I t , 

Par suite, la correspondance entre la courbe hyperelliptique de 
genre trois et la surface du sixième ordre 2 , à trois droites doubles et 
cinq plans tangents singuliers s'exprime par les relations 

On peut remarquer enfin que la méthode géométrique employée 
pour former l'équation de la surface 2o permettrait de définir, en par-
tant de deux polygones complets de (p -H i ) cτtés chacun, circonscrits 



ŕ une conique, une surface analogue Zp liée ŕ une courbe hyperellip-
tique de genre/?, mais cette considération nous entraξnerait en dehors 
du sujet que nous nous sommes défini. 
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