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PREMIERE THESE.

MEMOIRE SUR LA THEORIE GENERALE DES SURFACES.

Dans un Mémoire inséré dans le Journal de Mathématiques pures et appli-
quees, 1% série, t.1X, M. Bertrand a démontré que si deux courbes tracées sur
unesurface se coupent normalement, leurs secondes courbures géodésiques.
aux points de leurs intersections, sont égales et de signes contraires. Le
théoreme de Monge, relatif aux lignes de courbure, en est, on le sait, une
conséquence immeédiate. Si, dans le théoreme de M. Bertrand, on ajoute
I'équation d’Euler, on a & peu pres tout ce qu’il y a de plus remarquable et
de plus général dans la théorie des surfaces.

Le premier est lié a la surface elle-méme d’une maniere plus intime, paree
qu’il suppose son existence; il doit étre placé en premiere ligne.

Quelque temps apres la publication du travail de M. Bertrand, M. Ossian
Bounet a publié un Mémoire, devenu depuis classique; on y trouve, en effet.
méthodiquement réuni tout ce qu’on connaissait jusqu’alors sur cette ma-~
tiere; les différents théoremes sont démontrés avec une remarquable sim-
plicité.

La these que j'ose présenter ici se rapporte aux deux Mémoires que je
viens de citer.

Les résultats nouveaux sont peu nombreux, ef, & vrai dire, je n’ai 4 men-
tionner que la méthode simple et directe, quelques applications intéres—
santes des théoremes de M. Bertrand et d’Euler, et enfin une relation impor-
tante entre les courbures principales et leurs variations; cette relation.
assez compliquée d’ailleurs, se rapporte a tout déplacement infiniment petit

I.
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(4)

effectué sur la surface; elle est donc générale; en I'appliquant aux lignes
de courbure, on trouve la premiere série des formules bien connues de
M. Lamé.

L’angle de deux génératrices, voisines de la développable circonscrite
une surface suivant une courbe quelconque, doit, ce me semble, jouer un
role fort important dans la théorie des surfaces. La valeur de la courbure
géodésique, dont la considération est due & M. Liouville, est donnée d’une
maniere simple, en fonction de I'angle dont je viens de parler, et de I'angle
que fait arc considéré avec la direction conjuguée. En égalant cette expres-
sion & zéro, on a pour les lignes géodésiques une équation dont l'interpré-
tation géométrique n’est pas sans intérét.

II.

Considérons une surface quelconque (2), et tracons une ligne mm, m,...;
menons par les points m, m,,... les normales & la surface m0, m,0,,..
(fig. 1); appelons 40 'angle de deux normales cousécutives et 3d0 leur

?

Fig. 1.
1I

plus courte distance OK : la droite KB est parallele 2 Om, et le point B se
trouve sur le plan tangent & la surface (2) au point m, en sorte que la

. . L. , SN
ligne mB est parallele & OK: désignons par I 'angle m, mB, et nous aurons
m,B=BKtang df = mB tangI;

posant
mO =BK =R,
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(5)

et observant que I'angle d0 est infiniment petit, on aura

tang I —= IB{ .
Cette formule est due a M. Chasles, et elle fait voir que les normales 2 une
surface gauche, tout le long d’une méme génératrice, forment un paraboloide
hyperbolique.
Le triangle Bmm, donne encore

mmzl:dsﬁz E}; +ETI§ = (Bdo)y-+(Rd9),

ou bien
ds?
ds:

=B+ R

Les deux formules que nous venons d’établir équivalent aux deux suivantes :

ds ds

(1) R——de sinl, ﬁ_decosl

Désignons maintenant par (hpv), (doevo) les angles que font avec les
axes les droites mA, OK, nous aurons
dy dz __
N ‘cos?\ + C0s p -+ CoSy - =0,
2 q

dz
cos) +cosHo%+cosvoE§:cosI;
différentiant, 1l vient
/ dx d dl dz

1"(«/_ ds %
cos -+ cos a5 -+ cosy s

(3)
& L=

a6 ds T Tds  ds a5 ds

a4 dy s

ds

((10057\ dx  dcosp dy  dcosy dz>d0
\

ds + oS ds
ds o ds
(dcosla dx  dcosp, dy | dcosvy, dz) do,

ds ds

46, ds T de. ds T Tdg

I
— sin I - 75 = cos Yo —— - COS Uy

TN
di, est I'angle (OK, 04K,), c’est-a-dire I'angle de deux génératrices voi-
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(6)
sines de la surface réciproque (*) de celle qui est formée par lesnormalesmA,
m,A,,...; pour abréger nous appellerons celle-ci (K) et sa réciproque (T).
Soit p le rayon de courbure au point 7z, on aura

dx 2 d},- 2 dz 2 ;
| (Y® s (f'l.fi :
o s ) T\ ds ds /)’

on sait que ce rayon fait avec les axes des angles dont les cosinus sont

dx d)* dz
P 0 P Pas °

dcos h dcosh

quant aux quantités — =y es —gp—r 00 elles représentent, comme on

sait, les cosinus que font avec les axes les droites 00', 0,0',..., KK,
K,K,,..., ou les normales centrales de la surface (K) et de sa réciproque.
On aura, par conséquent, en désignant par ¢ I’angle que fait le rayon de cour-
bure au point m, avec la normale mA,

' d‘ff d dr ddi
cosh — > 4 cos ~B 4 cosy @ —lcose
"0 ds ds ds o 0
d cos & (lx_i_dcosy. d_y+ dcosy dz — sinl
. d6  ds do ds d5 ds oMb
(4) dx dy dz
d—= d = d=—"-
'cos)—is-+cosu s+—cosy Wdﬁ = lsinosinl
R T ds S ds ‘ds T p ‘ ’
dcosl, dx | dcosp, dy | dcosy, dz _ sin 1
di, ds a6, ds T db, ds sm L

La troisieme de ces relations s’obtient en ayant égard au triedre dont les

arétes sont le rayon de courbure au point 7z, et les deux droites mA, OK.

Quant aux trois autres, elles ne présentent pas la moindre difficulté.
Remplacant les valeurs (4) dans les équations (3), j’obtiens

{1 do
S C0Sg=— sin1,
ds
(5) ‘
I, do,+dl
— 8N Q= -
o as

(*) Daprés M. Bour, nous appelons surface réciproque de {K) la surface formée par toutes les
plus courtes distances des génératrices consécutives de (K).
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(7)

La premiere de ces formules représente la courbure de la section nor-
male qui contient I'arc ds, la seconde donne la valeur de la courbure géodé-

sique.
On a aussi
1 (dfsinl\? do, 4+ dl\?
6 ‘p_’~< ds >+< dl )’
( ! ; tang o = Ma
o7 d6sinl

Seconde courbure géodésique. — Par le point O je fais passer un plan per-
pendiculairea Om; il coupera le plan m,m A suivant une droite PO, telle que

PN
KOP =1.

Par le point K, jabaisse sur le plan Omun, une perpendiculaire KP:

I'angle Pm,K = df, divisé par I'élément ds, constitue ce que M. Ossian
Bonnet a nommé la seconde courbure géodésique.
Les triangles KOP, KPm, donnent

KP = OKsinl = ¥ mdf.
Or Km, est égal a R, car on a, dans le triangle KBm,,

KB
Vi—dor

Km, = H

donc, en remplacant, dans la formule qui précede, OK par sa valeur 3d6,
on aura

Rdf=Bsinldy,
et ayant égard aux formules (1),

df _ . Bds_ _do
(7) EE—S'HI_R %_cosla?_

1 sinz21
2 R

Nous mettrons plus tard la valeur de la seconde courbure géodésique
sous la forme donnée pour la premiere fois par M. Bertrand.

Torsion géodesique. — Nous appellerons ainsi 'angle de deux plans nor-
maux & la surface (2), contenant les éléments consécutifs mm, , mm,, divisé
par 'arc ds. Pour déterminer cette torsion, j’observe que I'angle de torsion
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(8)
géodésique Tds est égal a celui de deux droites PK et I1m,, cette derniere
étant menée perpendiculairement au plan Kmm,; or nous connaissons

[RY PN ) ’ ’ 7
déja PKm, car c’est le complément de 1’angle df que nous venons de déter-
miner; et I'on a

cos(l@) = cos1d6.

1l suffit donc de connaitre I'angle (W/,\ﬁgn—i) puisque les trois droites 11 m,,
m, m,, m,K sont rectangulaires, et la somme des carrés des trois cosinus
que PK fait avec ces trois droites est égale & 'unité. Menons donc par un
point de 'espace trois droites m, U, m,m,, m,K paralleles successivement
a mm,, m,m,, PK, et formons ensuite le triangle sphérique KUm, (fig. 2),

Fig. 2.

dans lequel on a, en désignant par dr I'angle de contingence absolu de la
courbe considérée,

arc KU = go°,

arc Um., =dx,

N
KUm=go—o.
Par conséquent,
N\

cos(ﬁK) == cos (PK, m,m,) =singdr;

il s’ensuit
sinfgdr*+ cos*1d 6 +1—Tds* =11,
ou bien

s

(8) T? = cos’1 a9

. 1
2
4o T sin’e 7

Si la ligne considérée était une ligne géodésique sur la surface (2), on aurait
©=o,

et la formule précédente prendrait la forme

- ag
T, = cosl A
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(9)

¢’est-a~dire que la torsion géodésique et la seconde courbure géodésique
sont égales pour les lignes géodésiques. On peut dire encore que la quan-

el d . . s :
tité cosl Esg est la torsion absolue, puisque les plans osculateurs d’une ligne

géodésique sont normaux a la surface.
Si la courbe 7mm, m,. .. était une ligne de courbure on aurait

cosl =o,
et, par conséquent,

Nous verrons plus tard que T, est la courbure que M. Lamé appelle con-
juguée en arc de la courbure principale.

La formule (8) permet de connaitre I'intersection m,E des deux plans
normaux consécutifs. En effet, on peut mettre la formule (8) sous la forme

(Tds? =cos*1d6+(do.+ dI).

Les racines des trois termes qui figurent dans les deux membres de cette
équation peuvent ¢tre considérées comme trois rotations, et Tds sera la
résultante de deux autres, cosld9, (d9, + dl). Ces dernieres s’effectuent
autour des droites vectangulaires m, K, m,m,, et la résultante autour de
I'intersection commune de deux plans Amm,, A,m,m,; par conséquent,
si U'on désigne par « 'angle que cette intersection fait avec A,m,, ou la
normale & la surface au point considéré, on aura, dapres un théoreme
connu de la cinématique,

cosIdb

{ _— .
{9) langx = “p— 7

On voit aisément que l'intersection dont nous parlons coincide avec la
normale a la surface, dans le cas d’une ligne de courbure, et avec la tan-
gente a la courbe considérée, dans le cas d’une ligne géodésique.

En combinant la formule (g) avec la seconde des formules (6), on trouve
sans difficulté

(10) tang «.tang ¢ .tangl = 1.

I'est angle que fait avec I'élément ds la tangente conjuguée, ou l'inter—
section de deux plans tangents consécutifs & la surface, suivant mm, m,....

2
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(10)

Je tire aussi des équations (8), (g),

. 1
‘ Tcosa =sing —»
(ro} ¢ F

0
( T sin o = cos1 dj-

ds

D’apres ces formules, la torsion géodésique. de méme que la premiére
courbure absolue de la ligne mm,m,..., se décompose en deux cour-
bures : l'une, est la premiere courbure géodésique, Tautre, est la se-
conde.

Torsion absolue. — Par le point K j’abaisse deux droites, KM, KN ( fig.1),
perpendiculaires aux deux plans osculateurs consécutifs, ¢’esi-h-dire aux
plans (mm,m,), (m,mym,); leur angle dw sera I'zangle cherché. Or ces
droiies sont toutes deux perpendiculaires 3 m, par conséquent elles se
trouvent, avec Km,, sur un plan perpendiculaire & m,m., et 'on aura

TN S
do = m KM — m KN.

m, KN est déjh connu, car le rayon de courbure au point 7 fait avec Ia
normale 2 la surface, en ce point, un angle ¢; donc angle analogue pour
le point m, sera ¢ + do, et nous aurons

KNm, = 9g0°— ¢ —do.

[l suffit donc de connaitre 'angle KMm,. Pour cela, je fais passer par uu
point de Pespace trois droites, OA, OB, OC (fig.3), paralleles successive-

Fig. 3.

ment & mA, m,A,, KM, dans le triangle sphérique ABC. On aura

arcAB =d9,
arcAC = go°— o,

PR
CAB = 180°—1:
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(1r)
par conséquent,
¢0s CB = cos m, KM == sin ¢ — cos¢ cosId0.

Mais en développant I'expression cos [(go® — ¢) 4+ cosId0], et négligeant
les infiniment petits d’ordre supérieur au premier, on trouve

cos[(go®— @) 4 cosldf] == sino — cos v cos 1d 4,
et Pexpression de angle dw deviendra
dw=do + cosldf,
puisque 'on a
m K2 = gn — o - cosldh.
;. I .
Désignant par = la torsion absolue de la courbe rm, m,. .., nous aurons

1 do-cosidg

r ds

-
&

Cette formule devient, pour les lignes de courbure,

/

C
(13) (;i)’:?:‘

\

et si la ligne de courbure considérée devait étre plane, on aurait

(14) ('i‘):o;

par conséquent,

(15) 4 == const.,

ce qui prouve que le plan de la ligne de courbure doit couper la surface
sous un angle constant. La réciproque est vraie.

J'al trouvé (¥) tout récemment un théoreme de Lancret équivalant i
I'équation (r3).

Les plans tangents a la surface (2j, suivant mm,m,..., envelop—
pent, comme 1'on sait, une surface développable (D), dont les génératrices
sont évidemment dirigées suivant OK, O,K,,..., et font entre elles un
angle d0,. C’est précisément 1'angle de contingence de I'arrét de rebrous-
sement (D). Quant & son angle de torsion, il doit étre égal & d6, puisque

(*) Journal de M. Liouville, t. XI, 1 séric. p. 87.
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deux plans tangents consécutifs sont perpendiculaires a deux génératrices
consécutives de la surface gauche (K). L’angle I est égal a celui de la géné-
ratrice de la surface développable en question avec la courbe mm,m,....
Elevons maintenant, aux points centraux 0, O,,0,,... {fig.1), les normales
00/,0,0,... 3 lasurface gauche (K). Il est évident que ces normales sont suc-
cessivement paralleles aux plans tangents 4 la surface (I), et comme elles
sont perpendiculaires 3 OK, O,K,,..., il s’ensuit qu’elles sont dirigées
suivant les rayons de courbure de Varrét de rebroussement de la surface
développable (D). Nous allons déterminer I’angle de deux normales consécu—
tives 00’, 0,0/, par exemple. I’observe, pour cela, que le plan tangent a la
surface (K), au point central O, peut coincider avec le plan tangent au
point O, au moyen de deux rotations, une autour de OK, égale a d9, et
une autre autour de KO,, égale & d9,, et comme les droites OK, O,K se
coupent perpendiculairement, il s’ensuit que la rotation totale sera expri-
mée par

(16) dor = d6 - do’.

(est précisément I'angle de deux rayons de courbure consécutifs de I’arrét
de rebroussement de la surface (D). La grandeur et la direction de la plus
courte distance entre ces rayons de courbure se déterminent aussi assez
facilement, car il est évident que la rotation totale dv s’effectuera autour
d’une parallele a cette distance; elle fera donc avec OK, ou bien avec la
tangente a I'arrét de rebroussement, un angle dont la tangente sera

do,
9

La grandeur dela plus courte distance se déterminera en y projetant Iarc ds,

de arrét. Il vient
ds,db,
\“fm

N
09 =

Le rapport
do,
dg

est susceptible d’une autre interprétation géométrique que je vais faire
connaitre.

Considérons pour cela les trois plans tangents & la surface () aux points
M, m, m,; leurs intersections détermineront un point p de Parrét de
rebroussement dont nous venons de parler. Proposons-nous de déterminer
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(13)

la distance um = R°. Le triangle pmm, , dans lequel on a

mpm, =db,,
mm; = ds,
PN
mmp =1,
donne
(17) E_——_S_lp_.l’
ds a6,

et, ayant égard aux équations (1),

(18) Ro=R-——-

Cette formule fait voir que la droite ;1O ( fig. 4) fait avec mp. un angle pré-

Fig. 4.

]

cisément égal 4 O, celui de la plus courte distance de deux rayonsde cour-
bure voisins de I'arrét pp.,,..., avec pp,.
Supposons maintenant que la courbe mm,m... est une ligne de cour-
bure, on aura
cosl=o0, sinl=1, dl=o,

et les formules (17), (5) donnent
U I
(19) B4 = sine g

On voit donc que la courbure géodésique est égale a la conjuguée en arc de
la courbure princi =
urbure principale &
On déduira des formules précédentes

|3 1

+R§

(20) -

PR

il s’ensuit que la droite mT (/fig. 4) représente le rayon de courbure p en
grandeur et en direction (LAME).
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(14)
Quand la ligne mm,... est une asymptotique sur la surface (2}, la for-
mule (17) devient illusoire, car on a, dans ce cas,

sinl == o.
Pour trouver alors la valeur de
a0
de,’

il faut recourir & la formule (g); elle donne en- effet

Comme la formule (17) joue un role important dans la théorie des lignes
tracées sur une surface, j’en donnerai une seconde démonstration.

X, Y, Z étant les coordonnées courantes, 'équation du plan tangent au
point (o y z) sera

(X—a)cosd + (Y —y)cospy + (L —3z)cosy == o.

,‘\\\4

Différentions deux fois consécutivement, en considérant X, Y, Z comme
constantes; 1l vient

(X—x)dcosh+ (Y —y)dcosuy+(Z—z)dcosy =o,
(X—2z)d*cosh+(Y—y)dicosu—+ (Z—z)d*cosy==dsd§sini.

J'ai remplacé
coshdz —+ cosp.dy + cosvdz=o,

dcoslidzx + deosudy + deosvdz = dsd§sinl.

Les trois équations (a), (f8) donneront les coordounées du point u, on
aura ensuite

Re=(X—a)+ (Y —y)P+(Z—2z).

Je dis maintenant que
| X—2 Y—y Z-—3]
I ==dét. | cos} cos cosv | = o.
d*cosh d*cosp  d?cosy
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En effet, on a, en ayant égard aux notations précédentes,

dcosy o8 dcospy
— cOosv
df do

COShAs == COS )

cos cos dcosh cos) dcosy
C Lo — Y — S A L)
oo 40 db
cos cosk dcosp. cos dcosh
Vo == SA——mF—— . v
’ di Tdo

et en différentiant,

d8 dcosh = cosp. d*cosy — cosv d*cosy,

dfdcosp,= cosvd:cosk — cosid*cosy,

dfdcosy, = coshd*cosy— cosudicosh.

Les seconds membres de ces trois dernieres équations sont précisément
les coefticients des éléments (X — ), (Y—y), (Z —z), dans le développe-
ment du déterminant 7 ; on aura, par conséquent,

dcosi, . L deosu, .¢{(:()sy0J

o deosu
g5 (Y= (2—3—%

i]:deG.[(X——x) 75

. . X—2x
La quantité qui figure entre les crochets est nulle, car ——=»-+: sont les
i

. . dcosi, ] o
cosinus des angles que fait z2p. avecles axes, et ——>--> sont les yuantités
3

analogues pour la normale centrale. Donc
I =o.
Elevons maintenant le déterminant II au carré et développons : il vient

Roz o dsd§sinl

IIP=4dét. | o 1 — G l
dsd0sinl —d6* db - d6*db,

=R (dG 4 d62d§) — R2d 5 — d9*ds* sinfl —o.

Je me suis servi des équations bien connues
cosh d?cosk + cospd? cosp + cosvd?cosy = — d b,

(d2cosh) 4+ (d?cosp.) 4 (d2cosv) =d b6+ d6°d b3,
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L’équation précédente donne définitivement

Re = 3—2' sinl.
C’est, comme on voit, I'équation (17).

Cherchons encore la plus courte distance (¢) de deux génératrices voi-
sines de la surface (m) formée par toutes les normales centrales OO,
0,0/,.... 1l suffit pour cela de projeter sur cette distance les deux lignes
{ fig. 1) rectangulaires OK, O, K, ; nous avons déja désigné OK par 89, nous
désignerons aussi KO, par add,; les deux droites OK, O,K fount avec la
distance cherchée des angles dont les tangentes sont

do, d§.
d6’ de’
donc
(21) _ Bdor—adb}

el
Jdo + dot
pour que ¢ soit nul, il faut que I'on ait

{(22) Bd5 — «df? = o.

C’est la condition nécessaire et suffisante pour que la ligne de striction d'une
surface gauche soit une ligne de courbure.

On déduira aussi de la formule précédente le théoreme suivant : les
rayons de courbure d’une courbe a double courbure ne peuvent jamais se
rencontrer. Les inflexions simples sont évidemment exceptées.

La considération de la surface (=) ne me parait pas sans intérét, et je vais
donner encore un de ses éléments en fonction de o, 3, d6, db,...., ( fig.1).
La ligne de striction O, O, O,,..., fait avec la génératrice m, 0, un angle v,
tel que

Il s’ensuit que la plus courte distance 0,0, entre les normales centrales
00, 0,0, fait avec la ligne de striction un angle u.,, tel que

— 1800 Bd dé
u; == 180*~—are Langm—arc tang 75
d’ou
(23) langy,:(‘6+a)d9d6'

6d6 —adb?
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En désignant maintenant par & la distance du point O au point central O
de la surface (n), la formule de M. Chasles que nous avons démontrée au
commencement, jointe 4 la formule (23), donnera

o+ B)dodo.
(24) A= (‘dﬁzﬁ—z——déf’
ayant &, on déterminera sans difficulté la distance de deux génératrices
voisines de la surface réciproque de (7), car cette distance est d&, puisque
la ligne de striction 00, O,... est une trajectoire orthogonale de (x).
La formule (24) fait voir que la ligne de striction de deux surfaces (K)
et (T) seraen méme temps ligne de striction de la surface (), si I'on a

(25) o+ B=o.

On peut rendre explicite la propriété de ces surfaces. En effet, par les géné-
ratrices OK, O, K, menons deux plans tangents aux surfaces (K), (T), et
supposons que les deux points de contact soient & égales distances du point

central K commun aux deux surfaces : on aura, d’aprés la formule de
M. Chasles,

tangl = Ii, tangl, = %,

P
d’on
tangl =
tangl, B’

et ayant égard ala formule (25),
I+1L=o,

ce qui prouve que les deux plans tangents doivent étre également inclinés
sur le plan tangent au point central.

D’apres la classification des surfaces gauches, donnée par M. Bour, on peut
exprimer cette propriété de la surface (K) en disant que la surface (K) et sa
réciproque doivent étre de la méme espece.
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II.

En général, on donne une surface par une relation entre les coordonnées .
de ces points par rapport & trois axes rectangulaires. Soit

z=F(ax, y)
cette relation, et posons, suivant 'habitude,

dz _ ~dz_ ~dp__  dp_dg__  dq

de

e — £ = = = =1;
dy_q’ de™ 7’ dy dx 5 dy— "’

les cosinus que fait avec les axes la normale & la surface en un point quel-
conque sont

cosh — —_P

Vitp+g

—9q
COS Y — o)
H \/I+P2+q2
Ccos __————I
Yom ————————
Vi+p+¢

Je tire de la
cosy
cosu

1
q
cosu ¢
— = =3
cosA P

Différentiant, il vient

1/

L __cosp g d’q
& cospdcosy — cosvdcosp = 7 q ‘+P2+qz’
coS*A pdq—qdp
) cosa — cospdcosh— dq— qdp)—=P21— 9DV
(A) cosAdcosp— cosud cosh — (pdq— qdp) T —l
cosvdcosl——cos)\dcos‘u.z—(:os?vdpz——:‘li—a
I+P2+qz

¢levant au carré ces trois relations, et ayant égard 4 I'équation

coshdcost—+ cospdcosy -+ cosvdcosy = o,
j obtiens

() d@’:dCOSP—i—dcosy?—i—dc05y2___.dP2+d‘]Z+(pdq_qu)"
(I _{_vpz_i_qz)?
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Divisant maintenant chacune des relations (A) par la racine carrée de celle
que je viens d’écrire, on trouve

cos dcosy cosy dcosp dq
-_— = 9
¢ a0 49 ydp + dg* + (pdg—qdpy
cos g’%’gﬁ — cos diloes)\ = pdg—qdp )
Vdp*+ dg* +(pdq — qdpY
dcos A dcosy —dp
oSy —pp— — cosA T0 = .
Vdp*+dq* + (pdg— qdp )

Or les quantités qui figurent dans les premiers membres de ces équations
sont les cosinus des angles que fait avec les axes la plus courte distance
entre deux normales voisines ; done

/ dq
COS 7.0 = 9
Vdp'+dq*+(pdq — qdp
(B) COS g = —dp >
Vdp*+ dq'+ (pdg —qdp )
oSy, — pdq—qdp-

Vdp*+dgq* +(pdg—qdp):

De ces équations je tire de nouveau

cosy,  pdq—qdp
cospy dp
cosy,  dp
cosk  dq’
coshy dq

cosv,  pdq— qdp’
Je différentie : il vient, apreés quelques réductions évidentes,

pldgd*p — dpd’q)
dp?

__dgd’p—dpdiq .,
qu 0y

€OS o d COSY, — COSY, dCOS Uy = COS% iy,
oSk d cospo— cosp,dcost, =

cosy, d 08k, — oSk d COS v, = q(dqd*p — dpd:q) €08y, 3
(pdq —qdp)

élevant au carré apres avoir remplacé cos?},.... par leurs valeurs (B), on

3.
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trouve ()

(dgd’p—dpd’q)
dp*+ dgi+ (pdg — qdp)**

(8) d,=vdcosk; +dcosp]+ dcosy; = +p -+ g

Au moyen des formules qui précedent, on déterminera sans la moindre
difficulté les valeurs des différentielles d cos), dcosp., dcosv, dcoshy, dcos .,
d cosv,; voici ces valeurs :

dcos)\:pqdq—( +q)

(x+p+g)
(€) dCOSH:quP (14 )% ,
(1+p+q)
— pdp —qd
dCOSv:__P_dE__q._Z;
(14 p*+ @)’
deosh . —1P1da—(¢+1)dp}(dpd>qg—dqd>p)

[dp*+ dg* + (pdq — qdp)’ ]’
—lpgdp—(1-+p*)dg)(dpd:q—dqdp)
[dp*+ dq*+ (pdq— qdp)’ ]’
d dq) (dpd?q — dgd?
dcosw:-k(p p+qdq)(dpd*q —dq iP)_
\ ldp*+ dg* + (pdg—qdp ) ]*

(D) dcosp,=

On tire aisément de ces équations

dcosk, _dcosp, _dcosy, _ db,

dcos) ~ dcosp ~ dcosy | d8

I

(E)

Ces relations ont été déja données par M. Serret (™), et il est évident qu'on
peut encore énoncer, dans le cas actuel, tous les théoremes que cet éminent
géometre en a déduits.

Les équations (E) se transforment ainsi

dcosd, dcoskh dcosp, __dcosu  dcosy, _ dcosy
de, — d¢ ' ~de.  do ' T d& _ df °

elles font voir que la normale & la surface gauche (K) au point central

(*) La méthode dont je me suis servi pour déterminer d9, €9, pourra aussi servir a la déter-
mination de I'angle de contingence et de torsion des lignes 4 double courbure.
(**) Notes ajoutées a la Géometrie de Monge.
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coincide avec la normale au méme point de la réciproque (T). Cest la une
proposition qu’on ne pouvait pas admettre & prior.
Remplacons maintenant, dans les équations (2) et (4), deosd, dcosy,....
par leurs valeurs (C), (D), il vient

[pgdg—(1-+g?)dp}dz + [pqdp—(1+p')dq) dy —(pdp—+qdq)dz

(14 p+ ¢ [(dp*+ dg*(pdg — qdp P1}}
dqdz — dpdy + (pdq— qdp ) dsz.

sinl ds =

(F)
coslds =

ldp*+ dq* + (pdq — qdp } 1

Pour exprimer les différents éléments I, d0, df,,..., en fonction des
courbures principales et de leurs variations, supposons que I'origine et I'axe
de z coincident avec le point 7z et la normale a la surface en ce point, on
aura, comme on sait,

Les équations (F) prennent ainsi la forme

. Id@_ dx? 2sdy‘g’_x_td_y"
STy =" ds T ds ds T ds
do  [(dxz* dy dy dz
cosl 2 <a’sz - ds’) -—(r——t)% ds
Posant
¥ — cos
3;—— oS,
il vient
sinl %:——-rcos’a——zssina cosa — Isin?z,

do . .
cosl 5 =S (cos*w —sin*a)— (r — t)sinacosa.

Si, dans la seconde, on change o« en go° + «, le second membre chan-
9

gera de signe seulement, et ’on a ainsi le théoreme de M. Bertrand. Faisons

la méme substitution dans la premiere, il vient

. . db . .
sinl — = - pSin?o 428 SiDx COSot — 1COS ¢
ds GO% -

donc

'nlﬁ -+ 'Ide =e—r—i
sl Z ). sin s goora r—i,
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e, en ayant égard i I'équation (5)

1 I
- — =r z,
<p coscp)“—l— <p cos<p>900+m r—

ce qui prouve que la somme de deux courbures de sections normales et fai-
sant entre elles un angle de go degrés est constante pour chaque point de la
surface et égale 2 la somme de deux courbures principales. Ce théoreme
est du 2 M" Sophie Germain (7).
Prenons maintenant les plans des deux sections principales pour plans
coordonnés: onaura, I]{_’ I% étant les deux eourbures,
.

§=—o0, r=—s ==z

et les équations précédentes deviennent

‘ sinIl—i—e :__cos%:_ sinza’
, . dS Rl Rz
(H) ! 4o f 1 1 .
( COS]% = (E——E> cosasina.

En comparant la premiere avee I'équation (5), on verra que c’est la célebre
équation de Clairaut; la seconde équation (H) a été découverte par M. Ber-
trand ; on en déduit sans peine

ds TR R
R,cos?a -+ Rysinia

g d%  costa  sinlz

(K)

) tangI:(Rz__ R.)cosasina
I devient nul pour
(Z) tang o« = :t%;

remplacant cette valeur 4 la premiere équation (K), on trouve

d62 1
(L) Zs,? =4 R, R-_»-
Cette formule est due 2 M. Ossian Bonnet.

Les équations (H), (5), donnent

cos’a  sin‘e

(M il - oSx | sitta
) p COSe="R—+ ¢

(*) Journal de Crelle; 1831
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11 s’ensuit que pour une méme valeur de « le second membre reste constant,
p

quel que soit ¢, ou lp; de 1a le théoreme de Meusnier. Appelant%la courbure

de la section normale, on aura

(N} lcoscp:i;
P P

la valeur de la torsion géodésique prend la forme

(P) Tz—_—<—[——~—I->zcos’asiuza+—‘—sin2fo;
R R, p? !

pour les lignes géodésiques, on aura
(R) T ! ') sinxcos
=g —5 a.
Ri R,
Comme on voit, elle ne change que de signe pour les lignes géodésiques
qui se coupent normalement ; par conséquent, deux lignes géodésiques se

coupant normalement ont leurs secondes courbures absolues égales et de
signe contraire. La méme formule (R) fait voir que tangl s’annule pour

sine=—=o0, ou coSxz=—o.

Donc les lignes géodésiques tangentes aux lignes des courbures présentent
aux points de contact une simple inflexion.

. L d9 N
Le maximum de la valeur générale de cos I -~ correspond a

x=45°
On s’en assurera aisément.
Je passe maintenant au calcul de d9,.

On a d’abord
dp — rdz + sdy,
dq =sdx + tdy.

Pour trouver d’p, d*q, il faut différentier les équations ci-dessus; ds, étant
I'arc, posons

COSa:i{, cosfB=
ds,
il vient
dp = (rcosa—+ scosB)ds,
dq=/{scosa + tcosf)ds,
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d'otr
dp rcos:x—i—scosf;
dq ~ scosx+zcosB’
et en différentiant,
o 2 —_ 2
(iq—‘{-p—vfép-(—l—-q—(SCOSa—l—tcosﬁ (scoso + tcosB)d (rcosa -+ scos3)

— (rcosa -+ scosf)d (scosa—+ £cosfB).
Effectuant les différentiations indiquées, réduisant et ayant égard a I'équation

dq*={scosa -+ tcosf) ds?,

on trouve
dq d’p dp dq deosf dCOSoz) .
s s, & ds, dit (Cosa Zs. cosB—r— ) (s"— rt)

(V)¢ '
Y ' + cos’a s-ﬂ——r—d—s +-cos*f3 tis———sﬁii —+ cosa cosf tﬂ— dt)
’ ds, ds, ds, ds, ds, ds

Supposons maintenant que I'axe de z,1’origine etles plans coordonnés (xz),
{(yz), coincident successivement avec le point considéré, la normale et les
plans de deux sections principales, nous aurons alors

i 22
__dr dr , "R R,
d-l d-
dt dt R R
dt = —— —dy =2 2 fon
t dxdx_'_dydj—dx dx+dy dy,
d— d
ds R R
d jrm—t — :——I ——
s = dx+dy dy e dx + ¥ dy;

la formule () prend d’abord la forme

dqd’p — dpd*q

df, =
dp1+dq2
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et comme on a
d§*=dp*~+-dg¢?,
il s’ensuit
d6.d*=dqd*p —dpdq.
La quantité
cosﬁd(:OSa——cosad(osB

\/d cosa? + dcosB+ dcosy

représente, comme on sait, le cosinus de angle que fait I'axe de z avec une
perpendiculaire & deux tangentes consécutives, ¢’est—a-dire 'axe du plan
osculateur, on aura done, d’apres les suppositions précédentes,

dcosa _dcosB 1 o
0sf3 s, — o5« @, ~551n<p_courburegeode51que.

En remplacant les valeurs ci-dessus dans la formule (V), on trouve apres
quelques réductions bien simples

i df, [sin*a = costa . dI—i—a’G.)
H\AR TR RJL( ds

/

1 1 I I
Q){ =cos’asin E—Ldl—{;> +-sin’a cos idl_{—‘ R
Q= *SWENR, dz R, dx SUPeCOS®\ R, dy ~ R dy

I 1 I
in® dicosa—l— dl{’ sne | —cosa\ - dE OSaf—I—-—I—iiE i >
| s R dy K dr R dr R dz ")

ds représente 'arc considéré. Nous avons d’ailleurs remplacé cos 3 par sin «.

La valeur (Q) de d0, est générale, c’est-a-dire elle s’applique 2 un point
quelconque de la surface considérée, et suivant une direction également
arbitraire, pour les lignes de courbure on doit faire tour i tour

dl=o0, cosa=o, sina=1,

dl=o0, cosz=—1, sina=o;
on obtient ainsi les deux équations suivantes

!! 1

IR, do, (1 1 )

de —  d ’
(T) v

4

R, db (1 1

F-t-0)

¢’est-a-dire :

4
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La variation d’une courbure, suivant 'arc normal & son plan, est égale an
produit de sa conjuguée en arc par son excés sur sa conjuguée en surface
(LaME).

Pour les surfaces développables, la formule (Q) prend une forme bien
simple; on a en effet, dans ce cas,

st

—E:O,
done
1
Ldel__di{-z o
RQTJ;—— dx Sihes

« est 'angle que fait I’élément ds avec la génératrice.

Iv.

Surfaces orthogonales. — Considérons d’abord deux surfaces (A), (B} se
coupant suivant une ligne (¢) sous un angle v ; en désignant par (2, u, v),
(%45 p1s vy ) les cosinus des angles que font avec les axes les normales MN,
MN, aux deux surfaces en un point M de la ligne (¢), nous aurons

Fig. 5.

() €0SACOSA, -+ COS (£ COS Py =+~ COSY COS Y, == COS v,

et en différentiant,

dcosi deosu dcosy
do, | cosh, —— | e
A <C05 1 d@A +COSH d@A - cosy; d@A )

dcosh dcosp, d cosv,
——d?l;-——i—cosy.——— -+ COSVW

-+ d Oy <cos)\ 0,

): — sinvdv.

d8,, d9; sont les angles des normales voisines suivant (¢). Pour trouver
les quantités qui figurent entre parentheses, je mene par le point M (fig. 5)
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deux droites MK, MK, paralltles successivement aux deux normales cen-
trales des surfaces gauches formées par les normales MN,..., MN,,...; les
triedres MNTK,, MN, TK donnent successivement, MT étant la tangente & (&),

dcosk, dcosu, dcosy, .
cosNMK, = cos2 ~d0. —{—COS[LWB—- —+ cosy W_cosllsmu,

dcosi dcospu dcosy .
cosNMK, = cos, 79;— —+cosp, 71_0,\——‘—005”' = coslsinu;

remplacant dans I’équation précédente, on trouve

(B) dfycosl + dOzcos I, —=— du.

Donc la somme des secondes courbures géodésiques des surfaces (A), (B),
le long de leurs intersections communes, est égale i Ia variation de leur
angle pris négativement et divisé par ds. Si Pangle v était constant, on
aurait
(y) dOycosl4-dOgcosl,=o;
si de plus on avait

cosl = o,

c’est-a—dire si la courbe (&) était une ligne de courbure sur 'une des deux
surfaces, on devrait avoir de plus

cosl, =o.

Il s’ensuit que la courbe (¢) doit étre aussi une ligne de courbure de I'autre
surface (*).
La réciproque est vraie ; en effet, les équations

cosI=o0, cosli,=o0
entrainent la suivante
du—o.

{(*) Si les deux surfaces se coupaient orthogenalement, on aurait encore l'équation (y) et rien de
plus; cest-d-dire, si Uona
v = go°,
il ne faut pas en conclure que les deux surfaces se coupent suivant une ligne ds courbure.
Cette observation paraitra peut-étre étrange, mais j’al renconiré réccmment une Note de
M. Finck (Journal de M. Liowville, t. IX, 1™ strie, p. 400} dans laquelle cette erreur s’est glizsée.
/

L.
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Cherchons maintenant le rayon de courbure de (¢); en désignant par ABC
‘es angles que fait la tangente MT avec les axes, on aura

sinv cOSA = COS p COS ¥, — COS ¥ COS th,
sinv cosB = cos v cos A, — cosAcosv,,
siny cos C == cos A cosp; — cospcosh, ;

différentiant, il vient

sinvdcosA4-cosAdsinv=(cospdcosy—cosvdcosy }—(cosp,dcosy—cosv,dcosul},
sinvdcosB-4-cosBdsinv=(cosydcosi—cosidcosy,)—(cosv,dcosA—cosh dcosv),
sinv dcosC+cos Cdsinu=(cosAdcos u,—cos pdcosh)—(cosh dcosp—cosmdcosh).

Il s’agit maintenant d’élever au carré ces équations, puis de les ajouter ; on a

(cospdcosy, — cosvd cosu.) (cos pud cosy— cosv,d cos )
-+ (cos v dcosh — coshd cosvy,) (cosv, d cosA—coshdcosy)
~+ (cos Adcosp,—cosp.d cos k) (cos A, d cos p— cosudcosd)
= (cos A cos A~ COSp COS pr,—+ COSY COSY; )
> {d coshd cosh + dcospdcosp 4 d cosvdcosy,)
= cos?v(d coshd cosh ~+ dcospdcosp, + dcosvdeosy, ) ;

le triedre KMK, donne aussi

dcoshdcosh—+dcosudcosu,+ dcosy dcosy,
=—d0,d0(sinIsinl,+cosIcos], cosv);

élevant au carré les équations précédentes et ajoutant, on trouve
sin*v do*+ cos’vdv? = d 6} (1— cos’I sin?v) + d 0} (1 — cos?], sin®v)
~+2d0,d08g(sinlsin I.’+ cosIcosl;cosu).

On a posé
dcos A’ d cosB*+ dcos C* =d ¢*;

éliminant dv entre I'équation précédente et (3), on trouve sans difficulte

sin?v d @* = d6} sin’l - d83sin?I,+ 2d6, dBysinIsinl, coswv.

, . . 1 1 . .
Désignons maintenant par PP les courbures de deux sections faites aux
t

deux surfaces (A), (B) par les deux plans tangents aux surfaces (B), (A);

’
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la premiere (5) donnera

de"sinl—lcos = Lsin:
7 =2 ¢ = —sinv,

DO Gin1, = X cos( = L
—— l._plcos v—o0) = —sinv,

donc ’équation précédente donnera, - étant le rayon de courbure de (:;,

I
r

I I T I
-——_—_;+——2——005F:
P

) 7

r2

F est I'angle des deux plans tangents aux deux surfaces au point M. Ce
résultat constitue le théoreme de Hachette.

Imaginons maintenant trois familles p, g,, p, des surfaces orthogonales;
désignons par s, s, , s, les courbes intersections de ces surfaces, nous aurons,
comme précédemment,

(d0 cosL)f*+ (dfcos 1)) =o,
(d0cosI)} + (dbcosI)*=o,
(d6 cosI)it 4 (d0 cosT)f = o3
'indice supérieur indique la surface et I'indice inférieur 'arc.
D’apres le théoreme de M. Bertrand, nous devons avoir aussi
(dfcosI)} 4+ (d0cos 1} =o,
(dbcosI)f +-(dOcosI)i =o,

(d6cosT)f* + (dbcosI)i*=o;
j’en conclus
(do cosI)ff:o,

i

ce qui prouve que chacune des courbes s, s,, 5. est ligne de courbure des
surfaces sur lesquelles elle se trouve : c’est le théoréme bien connu de M. Ch.
Dupin.

Considérons maintenant I'arc ds, intersection de deux surfaces conju-
guées p,, py, et menons tout le long de cet arc les normales & la surface ¢,;

. - ’ o 1 I
on aura ainsi une surface développable; nous désignerons par —; — la pre-~
8 P
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miere et la seconde courbure de 'aréte de rebroussement de cette dévelop-
pable; I’accent des lettres p, r correspond a I'arc et I'indice a la surface. Les
six courbures principales du systeme seront désignées par la lettre R affectée
aussi d’un accent et d’un indice.
Cela étant posé, on aura

I . 1 1

I
Rr. pR’ R, pR”’

(¢) ro T LIRSS S
) R'z l"’2 - p’, R” R.r. —P:»Rn

1 1 i I

W = F/ R”( ? RI ,,/ p/ R;

il suffit de démontrer une quelconque de ces relations, les autres en sont
equivalentes.
Appliquons pour cela la formule (17) 4 la ligne de courbure s de la sur-
face p,, elle devient
1 do,
R~ ds’

ou hien, en désignant par do arc de I'aréte de rebroussement qui corres-
pond a la ligne de courbure considérée,

_1__a9lda
Rn_—o'd’
1mals on a
L_do do 1 db_ .
R~ d’ de— r' da _p’
done
I_I
Rir~ pR,

On peut énoncer les équations (¢) comme il suit : Le rapport d’une cour-
bure a sa econjuguée en arc est égal au rapport de la premiere & la seconde
courbure de I'aréte de rebroussement de la surface développable considérée.

Cn voit que dans les formules (&) il n’entre que le rapport d’une cour-
bure & sa conjuguée en arc, et ce rapport entre dans deux formules diffé-
rentes; on peut donc I'éliminer, on aura ainsi les trois relations sui-
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vantes :
T H
— Py
rrs pope
1 1
N 1/ — / ’
rr, PP
I 1
o T
¥ r, ])2

Désignons maintenant par ¢, ¢,, ¢., ¢, 6,, ¢, les premieres et secondes
courbures absolues des arcs s, s,, 5., on aura les six relations suivantes :

1

d I L
R S S
Rds qds  Ryga R, ds+;1‘_—ﬂ~—ﬂ.qu-7
dr 7. L X
C N I TN T N S SR B
R, ds, ¢ ds, Wqo K d T d o Rge
1 1 1 1
A S e

\R” ds, —Ez ds, - Rq.o. T ff’Z ds, q: ds; T 20 )

En effet, la seconde (5) combinée avec (17) donne, pour la ligne de cour—
bure s,

1. I
ESIHQ:'ﬁz’
et en différentiant
1 I
IR fé:icosoéi_e
g ds R. ds ¢ T ds’
or, on a
do 1 db 1
(—l,;—;_, COSQD-———E':R‘,

1 1
I

R. ds ™ q ds —R,qc:

c’est, comme on le voit, une des relations (»).
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V.

Nous allons appliquer les résultats précédents & quelques exemples.
Surfaces a aire minima. — Je prends d’abord la premiere () :
do cos’a  sin® «

sinl—o0— — — —%— — .

dS R| Rz

Faisons dans cette équation

1 I

R, R.’
il vient
df _ cos2c,

sin IZZ;: R i

pour les lignes asymptotiques, on doit avoir

. . db
sin I — =o,
uas

done
2 = g0°,

ce qui prouve que dans une surface i aire minima les lignes asymptotiques
coupent les lignes de courbure & 45 degrés; de plus les lignes asymptotiques
du premier systeme coupent orthogonalement celles du second systeme; en
particulier pour la surface gauche qui jouit de cette propriété, les lignes
ssyinptotiques coupent orthogonalement les génératrices rectilignes, et les
lignes de courbure coupent ces génératrices a 45 degrés. Ce sont la les pro-
prictés bien connues de hélicoide a directrice rectiligne.
La premiere des équations (K) devient
d 1
-(ZS‘G— — i E,
¢’est~a-dire, si ’on prend, & partir du point considéré, des ares ds égaux
entre eux, les normales a la surface le long du contour ainsi formé feront
avec la normale au point considéré le méme angle.
La formule (Q) prend la forme plus simple

o4 d—

! <sin L sinl— )-— ! si —_—
Rl L"Jp 1 R“/—WSlna_ d}" COS o
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o est le rayon de courbure de I'arc considéré, et R° a la méme signification
que dans la formule (17). Pour les lignes asymptotiques le terme en sin ]
doit s’éliminer.
Cherchons maintenant les surfaces qui ont leurs deux courbures égales et
Je méme signe : on doit avoir

Rl —_ Rz:
et la seconde (H) devient
cos I d—éi =0}
ds ’
elle se décompose en deux,
cosl=o0 [—ZE fii ¢
? ds )

i.a seconde représente un plan, et la premiere fait voir que toute ligne
tracée sur la surface est une ligne de courbure; la surface est donc une
sphere.

Les formules précédentes se prétent de la maniere la plus avantageuse a
Pétude de la courbure des lignes sphériques; il faut faire partout

dl=o0, sinl=1, cosl=o;

la courbure géodésique prend la forme

ol ds
S O = == — ——
sSin ¢ > Is
2t avant égard  la formule (17),
sin o - = d
ing-—— —-
"p R°

Cette formule se traduit par une construction géométrique bien simple :
Par le centre de la sphere abaissons une perpendiculaire au plan oscula-
teur de la ecourbe sphérique, et soit u la trace de cette perpendiculaire sur
je plan tangent & la sphere au point 7z de la courbe, la distance mp. sera le
rayon de courbure géodésique R°. Le pointp. appartient a 'aréte de rebrousse-
ment de la développable, circonserite & la sphere suivantla courbe considérée.
Les premiere et seconde courbures sont données par les formuies simples

1 1 do
2 — ==
cos g r ds

I
P

le rayon de la sphere est supposé égal a I'unité.
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On peut éliminer ¢ des équations précédentes; il vient

do?

ds®

=1

p?+r2

o

cette équation est due a M. Serret.

Yindique rapidement les propriétés de la développable circonserite a une
sphere. _

I’aréte de rebroussement est une ligne géodésique d’un cone (G).

Ce cone est la surface rectifiante de I'aréte de rebroussement, ¢’est-le lieu
des centres de courbure de la développable circonserite (*).

Si I'on fait rouler un plan sur le cone (C), et que l'on trace sur le plan
une droite (K) & une distance du sommet R égale au rayon de la sphere (2.
le licu des droites (K) sera la développable circonscrite.

I.e sommet du cone (C) est an centre de la sphere (2).

Enfin, comme on le sait du reste, les spheres concentriques de (2) coupent
la surface développable sous un angle constant; les lignes d’intersection
sont par conséquent des lignes de courbure.

Surface dont un rayon de courbure est constant. — Posons

= const.,

il vient
1 i
di{: B (lR—z B
de — dy
La formule (Q) devient
/ o1 i
db, [sinta +C0522>___l_ <dl+d€l‘> — cos? 1 dE . 1 JE’ . )
ds ( R: R AR\ & ) TCE\R @ TR dy )
et, pour les lignes de courbure,
I
S NN
dy — ds \R,  R,)° s

Ce sont les équations de M. Lamé.

(*) On appelle surface rectifiante d’'une courbe gauche (A) enveloppe des plans menés par les
tangentes normalement & ses rayons de courbure; il suit de 1a :

1" Que toute surface développable est rectifiante de toutes ses lignes géoddsiques ;

2° Que les centres de courbure d’une surface développable sont situés sur la surface rectifiante
de son aréte de rehroussement;

3° Que si Uon fait rouler un plan sur une surface développable (II}. les lignes tracées sur ie
plan engendreront des surfaces développables dont les centres de courbure seront situés sur II.
Toutes ces propriétés sont comprises implicitement dans les principes de la Géomeétrie de Monge.
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La seconde fait voir que la conjuguée en arc de la courbure constante est
nulle; il s’ensuit que la développable circonscrite suivant la ligne de cour-
bure correspondante est un cylindre de révolution.

Ces lignes de courbure sont, par conséquent, des cercles de rayon con-
stant. Elles sont aussi des lignes géodésiques (*).

Les surfaces canaux sont, comme l'on sait, Uenveloppe d’une sphere mo-
bile et de rayon constant; mais elles sont aussi susceptibles d’un autre
mode de génération qui fait mieux saisir leur nature, et permet d’étudier
plus facilement leurs propriétés. En effet, tracons sur un plan une circon—
ference, puis faisons rouler ce plan sur une surface développable: il est
evident que la circonférence engendrera une surface canal.

Cela permet de calculer immédiatement son volume, car on sait qu’il doit
etre égal au produit de la surface génératrice par le chemin que parcourt
son centre de gravité; il en est de méme de sa surface. Le second systeme
des lignes de couvbure est évidemment composé par les courbes que dé-
crivent, pendant le mouvement, les différents points de la circonférence
mobile. On comprend des lors que si I'on trace sur le plan mobile la trans-
formée de l'aréte de rebroussement de la surface développable, les distances
d'un point quelconque de la circonférence génératrice aux tangentes de
Faréte transformée représenteront les rayons de courbure de la ligne de
courbure décrite par ce point pendant le mouvement.

Surface d’égale courbure. — On doit avoir

i , 1
e === — == consl.
RR. a?

*) Une ligne géodésique plane est aussi ligne de courbure, mais une ligne de courbure plane
n'est point une ligne géodésique, et il faut encore que son plan coupe normelement la surface
{JacoB1).

Faisons rouler le plan d’une courbe quelconque (c) sur une surface développable (A} : la courbe
{c) engendrera une surface (K) dont les lignes de courbure de I'un des systémes seront les
courbes (¢); ces lignes sont aussi géodésiques sur (K). Les lignes décrites dans 1'espace pendant
e mouvement par les différents points de (c) constituent le second systeme des lignes de cour-
bure de la surface (K).

Ces surfaces correspondent au cas ou I'équation des lignes géodésiques

dli—dl = o
se décompose ains:
b =0, dl=o0;

elles font voir que la développable circonscrite, suivant la ligne géodésique, est un cylindre, et la
courbe de contact une hélice cn général. Comme second exemple on peut considérer les surfaces
gauches. Les génératrices rectilignes sont en méme temps géodésiques et asymptotiques.

5.
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L’équation (L) donne, par conséquent,

do 1
—_
dst T a?

Cette valeur de 20 se rapporte a la valeur

ds
R.
tanga == =
8 R, *
et par conséquent aux lignes asymptotiques, si les deux courbures princi-
pales de la surface sont de signe contraire.

Prenons maintenant la formule qui donne la seconde courbure d’une
courbe

1 __dg+cosldd
ro ds ’

et comme on a pour les lignes asymptotiques

cosl=r, ¢=qo°
done

Cette équation fait voir qu’en tout point d’une surface quelconque, la
seconde courbure de la ligne asymptotique qui passe en ce point est moyenne
proportionnelle entre les deux courbures principales.

Pour les surfaces d’égale courbure, la seconde courbure des lignes asyinp-

totiques doit étre constante.

VI.
Lignes de courbure. — Leur équation générale est
cosl =o,
ou, en ayant égard a I’équation (F),
() dqdx — dpdy + ( pdq — qdp) dz = o.

Pour donner une application relative aux lignes de courbure, je cher—
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cherai les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes et les plans
de I'un des systemes paralleles.

On sait que ces surfaces sont engendrées par une courbe plane, pendant
que son plan roule sans glisser sur un eylindre ; il est clair que ce mouve-
ment se réduit au glissement d’un plan (P) sur un plan (Q) fixe.

Les formules de transformation de coordonnées sont dans le cas actuel :

s x=E -+ x,cOSa — ¥, Sina,
(h) y=mun-+x sina 4 ycose,
( 2 = Z.

Le centre instantané sera donné par les équations

— z8ine—y,cosxz=o,

NS
Rix R[5

—+ zcoSax— ¥ Sinax=o,

—— . cemp—

sur le plan fixe, et sur le plan mobile par

/d‘
( ‘ 5 gé—(]”—'n)zos
v
) d
( d—:{—i—(x—i):o.
Soit
(o) F(xy)=0o

la section orthogonale du cylindre sur lequel roule le plan de (x,z,;
pendant le mouvement; les valeurs de («,y), tirées des équations (v .
doivent vérifier évidemment ’équation (o), et 'on aura

3 dE dn ) .

(o) F<%+ﬂ,—(ﬁ+£ - 0.

Le lieu des centres instantanés sur le plan mobile étant I’axe des z,, on doit
avolr

) - = —tanga.
(w; e g

Soient enfin
Yi=a, F|(Z1Z‘):O
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les équations de la méridienne génératrice. Remplacant (z, ¥, z,) par leurs
valeurs (), 1l vient ’

y—n = (2 —£) tanga,
B ?F.(VT_E', z):o.
( cOSx

i’élimination de «, &, v, entre les équations (¢), (&), (r), donnera
["équation de la surface cherchée. Je ne pense pas qu’il soit nécessaire de
particulariser davantage la question.

Surface tangente aux normales d’un hélicoide a plan directeur. — 1.a
recherche de la surface touchée par toutes les normales d’une surface donnée
se simplifie considérablement dans le cas des surfaces gauches, car on sait
que les normales, le long d’une génératrice, forment un paraboloide hyper~
bolique. Le calcul suivant se rapporte & 'hélicoide i plan directeur :

.

s — == arc tan = A:
xX g (5

ies equations de la normale sont
N—ax=—p{l—=z,

iAQ) - r
Y—r=—qll—=z.

1’équation (v), différentiée successivement par rapport a z et v, donne

iz oy
Az P T
TTeOst -
a
dz ¢
[th? / 9
T COS? —

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



L 39

d’ou, en ayant égard a I’équation (v),

_ X+YA
= TEAr
L X+YA A -
U O

par conséquent,
oy (XE VAT
Y= -+ Af

Remplacant &, y dans 'une des équations (¢), on trouve
(X 4+ YA)(AX — Y) = C(A"+1) (Z—2).

Cette ¢quation représente un paraboloide hyperbolique normal a 'héli-
coide. Son enveloppe est évidemment la surface cherchée. Je différentie
par rapport & A : il vient, en ayant égard a I'équation (v),

(%) (X4 YA)X 4+ (XA —Y)Y=— '+ 2CA(Z—2z).

La surface est done représentée par les équations

, A(XT— Y2) 4+ (A2— 1) XY = C (Z — Clang A ) (1 -+ A%,
() X — Y24+ 2AYX 4+ 2= 2CA(Z — Ctlang A ).
Ces équations représentent aussi, pour une méme valeur de .\, la courbe
de contact de 'hyperboloide () avec la surface ().

En éliminant le terme (Z — CtangA) des équations précédentes, on trouve

;. . 4,& .
Y e,
Xo—¥ Ar—r ¢ Ar—
Elle représente une hyperbole équilatere, mais dont la forme est mdepen-
dante de A; car en chassant XY, on trouve

Y —Xe=C2

1l s’ensuit que si 'on prend, sur les normales menées le long d’une généra-
trice, les centres de courbure, on formera une courbe dont la projection
horizontale sera une hyperbole équilatere dont axe sera égal au coefficient
de distribution des plans tangents de I’hélicoide.
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Les formules précédentes serviront aussi & déterminer le rayon de cour-
bure. Voici sa valeur :
1 C

RTorxe?
R est le rayon de courbure et X la distance du point considéré au point
central, etc. ’

Lignes asymptotiques. — Elles sont représentées par I'équation

do . .
(11) "—'—JESIDI—O,

’équation (6) fournira en méme temps leur premiére courbure

. 1 db,+dl
{6!) E__T
{a,) se décompose comme il suit :

(1) df=o0, sinl=o.

La premiere est comprise dans la seconde. En effet, si dans I'équation (1) on
suppose

df=—o,
¢’est-a-dire
p=co,
on en déduit
tangl —o.

Done, ete. La derniere équation fait voir qu’on a toujours
dl=o,

en sorte que la courbure des lignes asymptotiques se réduit, dans tous les
cas, a
db,

].—.
o ds

La seconde courbure est, comme on sait déja,

1 db

r-ds
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Si dans les équations (1) on suppose
sinl = o,

on déduit
R = 0.

Donc : les lignes asymptotiques d’une surface {Z) sont les lignes de striction
des surfaces gauches (K) formées par les normales & la surface (3), suivant
ses asymptotiques.

Une asymptotique de la surface (2) est une ligne géodésique de la sur-
face (K).

Sil'on prend un pointm sur une asymptotique et qu’on mene un plan (P)
normal 2 la surface, et contenant la tangente & Pasymptotique en ce point,
la projection de cette ligne sur le plan (P) présentera au point m une
inflexion.

La surface réciproque de (K) est développable, elle touche la surface (),
et la courbe de contact est son aréte de rebroussement.

Chacune des propriétés précédentes est caractéristique.

Les équations (7, ), en passant aux coordonnées ordinaires, deviennent (F)

dp*+dg*+ (pdg — qdp) = o,
[pgdq— (1 -+ ¢*) dp] da +[pqdp — (1 + p*) dq]dy = (pdp + qdq) dz=.

La premiere représente, comme on sait, une surface développable.
La seconde, en y remplacant dz, dp, dg par leurs valeurs et réduisant,
devient
dy* sdy r
dz 1Az TTT™
’est sous cette forme que M. Dupin I’a donnée pour la premiere fois.
La réalité de ses racines exige que I'on ait

$—rt>o,

¢’est-u-dire il faut que lindicatrice soit hyperbolique, et alors les deux
lignes asymptotiques seront dirigées suivant les asymptotes.

Comme application, je chercherai les surfaces de révolution dont les lignes
asymptotiques sont des loxodromies. Les méridiennes de ces surfaces ont
une remarquable propriété.

On doit aveir d’apres la formule (z)

R const
K, — const,
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R,, R, étant les deux rayons de courbure, ¢’est-a~dire le rayon de courbure
et la normale, relativement 4 axe de révolution, de la méridienne. On sait
qu’il est possible d’obtenir les équations de ces courbes en termes fimis
toutes les fois que la constante est un nombre entier; mais je preads la for-
mule bien connue de Savary, relative aux enveloppes des courbes planes.

1 1 I I
ST .
RRTCOs? (R’l—+_—1’+}{’—-1\">

Je rappelle que dans cette formule R,, R sont les rayons de courbure des

Fig. 6.
N
A
/
N 0
7N
e \ e
‘ N \\ij ,// '
N
= 3

courbes roulantes (fig. 6) MS, MB, et comme nous supposerons MS ligne
droite, il faut faire

— =0

R,

R, R’ sont les rayons de courbure de I'enveloppe P2 et de I'enveloppée
PA; P3 étant une ligne droite aussi, on aura

Enfin N’ est la longueur PM. La formule de Savary devient, d’apres les sup-
positions précédentes,
I

(R'—N') = *+R.

('OS(‘D
Mais on a ( fig. 6)
o MP N
COSe =R = N

éliminant coss entre les deux dernieres, on trouve

Eizlzi:
hl

Z\| =
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!

) . - R R .
Il s’ensuit que s1 N est constlant, W Sera aussi constant, et ces deux rapports

sont évidemment les mémes que le rapport § —const. Les méridiennes
1

cherchées jouissent donc de la propriété suivante.
SiIon fait rouler une courbe, pour laquelle on a

R, const
R .

sur une ligne droite, 'enveloppe de son axe ou de sa directrice sera une
courbe pour laguelle on aura

= — const. +1.
K, +
D’apres cela, U'enveloppe de la directrice d’une parabole est une chainette,
ja directrice d’une chainette cnveloppera un point, le point donnera un
vercle, un diametre du cercle enveloppera une cycloide, et ainsi de suite.
Lignes géodeésiques. — Leur équation générale est

dl +db,=o.

Elle exprime que si 'on développe sur un plan la développable circonscrite
suivant une ligne géodésique, cette ligne se transformera apres le dévelop-
pement 3 une ligne droite. En effet, soit AB (fig. 7) la transformée de I'a-

Tig. 5.

réte de rebroussement, FG la transformée de la ligne géodésique : le triangle

GDE donne
I+dIl+dj =1,

ou
d[—}-—d@‘::()
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ll'y a une classe de surfaces pour lesquelles 'équation des lignes géodé-
siques se met sous une forme qui pourrait étre utile dans certaines circon-
stances; les deux systemes (S), (S,) des lignes de courbure de ces surfaces
sont planes, et les plans de I'un des systemes (S,) sont paralleles ( fig. 8).

Fig. 8.

=
=1

Désignons par A 'angle gu’une ligne quelconque CD tracée sur la sur-
) p ) 8

face fait avec les lignes (S,); par 3, &', B” les angles que fait avec les axes la
tangente & CD au point M, et par v, ¥, ¥’ les angles de la tangente MT
avec les mémes axes; nous aurons

cosy”’ =—o, cosfcosy—+ cosPcosy —cosA.

L’axe de z est supposé perpendiculaire aux plans des lignes (S, ).
Différentions la seconde des équations précédentes; il vient

(w) cosBdcosy—+ cosf dcosy + cosy dcos3 4+ cosy' dcosB — — sin Ad A.
On démontrera sans la moindre difficulté les équations suivantes :

cosB dcosy -+ cosB deosy = sinA cosuda,
cosy dcosf3 + cosy’ deosP’ =sinAsinodn;

dz est 'angle de deux tangentes voisines analogues &4 MY, dv est 'angle de
contingence de la courbe CD, u est 'angle que fait le plan tangent au
point M avec le plan des (xy); enfin ¢ est angle du rayon de courbure avec
la normale & la surface au point M. L’équatien (o) prend la forme

do ! ine — dA
COS“E{"‘_p e =——rs
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et pour les lignes géodésiques
oS da + dA ,
0SU —5— —— == 0.
ds ds
etle équation s'integre dans le cas des surfaces de révolution : Pintégrale
a ét¢ donnée par Clairaut.

Fu et approuve.
Le 26 novembre 1864.

Le Doven pE ra Facurtt pEs Sciences,

MILNE EDWARDS.

Permis d’imprimer.
Le 26 novembre 1864.

LLe Vice-Recteur pE L'Acaptwmie ne Pimis,

A. MOURIER.
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DEUXIEME THESE.

THEORIE DE LA DEFORMATION DES SURFACES REGLEES

DEDUITE DU MOUVEMENT D’UN SYSTEME INVARIABLE.

[

La theorie de la déformation des surfaces réglées a été donnee par Min-
ding et MM. Ossian Bonnet et Bour.

En partant de considérations complétement différentes, j’ai réussi a eta-
blir une nouvelle théorie.

Voici I'idée que j’ai développée :

Quand un systeme invariable est en mouvement, sous certaines cond:tions.
il va & chaque instant une suite de points dont la vitesse est nulle. Le heu
de ces points est une ligne droite, qu’on appelle axeinstantané ; les lieux de
ces axes, dans |'espace fixe et dans le systeme mobile, forment deux surfaces
réglées, applicables I'une sur 'autre, sans extension ni déchirure.

L’histoire de I’axe instantané a été faite par M. Chasles, avec une précision
frappante, dans un beau Mémoire inséré dans les Comptes rendus de I’ Acade-
mie, t. LT et LII : je n’ai donc rien a dire sur cette partie. Mais en ce qui
concerne I'importance du sujet, on me permettra de citer les lignes par les-
quelles ce beau Mémoire se termine :

de reviendrar dans d’autres communications sur ces matieres, susceptibles
d’applications nombreuses, méme dans la theorie des courbes et des surfaces
el qui me paraissent devoir prendre un jour de l'tmportance dans la Geometrue
generale.

Je suis heureux d’avoir pu réaliser en partie les prévisions de I'illustre
Géometre.
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1.

Considérons un systeme d’axes rectangulaires en mouvement, et sorent :
a, @, a’,b,..., les cosinus des angles que font ces axes avec des axes fixes
arbitrairement choisis; :
Z, 0, ¢, les coordonnées de P'origine mobile relativement aux axes fixes:
(@, ¥12,), (®yz), les coordonnées d’un point quelconque ; nous aurons &
chaque instant
r=Et+zia-+yb+ze,
0y y=un-+azd+y b4z,
2 =¢+axad'+yb" +z.¢".

Les cosinus a, b,... vérifient, comme on sait, les relations suivantes

@+a*+a?=1, ab4-db +a"b"=o,
?) b1+blg+bllz:x’ bC—}—b’C'—{—I)”O”'—‘O.
02—1—6‘,2—4}—0"2:], ca—}—c’a’-—l—d’a”—o

Les points dont les déplacements sont nuls & chaque instant sont donnés par
les équations

/ﬁ—i— _‘_i.g__‘._. .d_b_ 7£d£--

sdé Tgg T Vg TR g T
(31 dxn dd d de’
(3, (aggT%gg Thgg TEgE =

dC+ ﬂ’__*_ db”_|_z| dc” o
\ e T gg N a6
§ est une variable indépendante dont nous préciserons plus tard la signi~
fication.
Les équations (2) donnent
aa’ 4+ bV +cc’ —=o,
/ "+b'b"+c C/ZO,
o ) a’a +-b"b +c¢"c =o,
et en différentiant,

da’ db' dd ,da db dc

cwmttm e T Y =
rla” db” de” , da , db , de
carttagte T Y Y T
o da” Ldb” de” Ldad , db’ . dc
Ry il i Akl il Tk |
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En ayant égard a ces équations on trouve aisément

a b ¢ d—é—l- @ d_c o
d6 do db pro=n
a b da  db L o =
ds dg dg |~ | P 7 1=9
al/ b// 4 da” db” dc”
de di df A ©
mais on sait que
b ¢
4) Y ¢ | ==,
/s b// L”
done
da db dec
ds d6 db
da db  d¢
(5) 25 49 a5 | =
da// db// d(;l/
d5 dé db

Cette derniere équation fait voir que les équations (3) ne sont compatibles
qu’autant que 'on a
.

d7) (l\...
—— - CcOosv ——

6 okda co
(6) Coshgs TSt g P

5 =

cos}, cosp., cosv étant proportionnels aux coefficients des éléments d’une
méme ligne verticale dans le développement du déterminant (5). On s’assu-
rera aisément que A, ., v représentent les angles de I'axe instantané avec
les axes fixes. L’équation (6) exprime donc que le déplacement de I'origine,
ou d’un point quelconque du systéme en mouvement, doit étre perpendicu-
laire a axe instantané.

Multiplions les équations (3) par a, a’, a’, et ajoutons: il vient

R R T A I T

[ de L dc’ . dc”> ( g‘i+ ,da a,,da”' o
a0 g d g g ) e e g T gy ) =

dt | dn d:_i_%<db , db’ db>

-
/
/
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( o)

les équations (2) donnent

db . db,db , da e d e
‘AT I = as a5 =
bl e g ,db’ Ly
do ag = ‘@ a6 “dn P
¢ @_ ! ii_(t_, 4 (la” — dc ! dc, . 4 dc” —
o) et agT T Y T T
‘\ a’ ,da’ da”
P U T
db .dy ., db”
bas Y ar Tt ag=o
de | dd |, de’
\ 4 W —+¢ W —+-c —(/—0- = C
L’équation précédente se mettra donc sous la forme
d ,dn ,dZ
a;l—g—*—a ﬂ‘f‘ d6+"y1 qz|:0'

Désignons par R la distance de 'origine (£4%) a I’axe instantané, par a,, &,, v,
les angles que fait avec les axes mobiles la direction de son déplacement, et
posons
(8)

on aura, comme on sait,

9‘7:1)2_,_ q7+"2,

dE ,dn , dE 4
d9+ J6 Y = QR cosa,
d£ 4 d“‘

(9) ( bd6+b ——d9+b __QRcosﬁ,,
dt dn dC -
¢ g gt E,—S)Rcosp.

et ’équation précédente se mettra sous la forme
QR cosa+ ry, —qz —0;
de méme on aura
QR cosBi + pz,—rzx, == o,
QR cos y -+ g, — pyy==o.

Si 'on remplace a ces équations x,, y,, 5, par leurs valeurs en fonction de
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xyz, tirées des équations (1), on aura les équations de 1’axe instantané par
rapport aux axes fixes. Il vient

" QR cosa, 4+ r(b(z—E)+b (y—n)+b" (3 —C)]
—qe(x—E)+ ' (y—m)+c"(z—L)]=o,
, Q‘RCOS&—%])[ Z—E\+c<]_n +e"(z— Z)]
{10) \ o laE—E) - d (— n)+a'(z—1)] =o0,
QR cosy + qla(x — )-La(]_n)+a// — 0
“ —plble—E) + b (y—n)+b(z—L) =o

Désignons par a, 8, 7 les angles du déplacement de I'origine avec les axes
fixes, nous aurons

cosoe=a cosa,+ b cosf, +c¢ cosy,
(11) cosfp = a’ cosx, + b cosfB, + ¢’ cosy,,

cos y = a’cosa, + b”cosB, + ¢”cosy.

Multipliant maintenant les équations (10) par a, b, c, et ajoutant, il vient,
apres quelques simplifications évidentes,

RQcosa—+(z — L) {pd + qb' +rc’)— (yr—n)(pa’+qb’+re"y =
RQcosB+ (x-—L) (pa +qb +re)— (5 —L)(pad 4-qb' +rc’ ) =
RQcosy+ (y—u) (pa’+ qb” + re”)—(x —E)(pa + ¢qb + rc ) = o.

(2pv) (A v, ) étant les angles que 'axe instantané fait avec les axes fixes et

mobiles, on a
Qeoskh=p, Qceosh=ap +bg +cr,
Qecosu,=¢q, Qeosp=a'p+bqg=+cr,
Qeosy,=r, Qecosv=a"p+b'qg-+c"r.

Remplacant ces valeurs dans les équations de P'axe instantané, on les mettra
sous la forme définitive que voici :

; Rcosoy 4+ cos v,y — cosp, 3, =o,

(Zm) ' Reos3, —+ cosh 2z, — COSv &, = o,
T Rceosy -+ cosp .z, — COSh = o.
sBCOSZ—}-(J‘-—T;‘)COS‘J—(Z—-Z)COS{J.:O,
(2f) ) RcosB + (5 —L)cosh— (x—E)cosvy=o,

Rcosy + (x—E)cosp. — (¥

1) €08 2 == o.

Les trois premieres se rapportent a la surface lieu des axes instantanés
dans le systeme mobile, et les trois suivantes a la surface fixe.

7
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Pour abréger le langage nous dirons souvent la surface (2,) ou (2;) pour
indiquer la surface représentée par les équations précédentes.
On peut remarquer que les équations (2,) représentent une surface gauche
quelconque, et toutes les fois qu’on aura en fonction d’une variable indépen-

dante les valeurs de cos), cosp,...cosa,... R, on pourra mettre les équations
de la surface sous cette forme symétrique. ~

I11.

Les cosinus cos), COSpL,..., €OS),,..., abc, et lesrotations pdG... sont fiés
par des relations qui nous seront utiles.
On a d’abord
cosh = a cosA +a’ cosy 4+ a’cosv,
cosp, = b cosh —+ b cosp + b” cosy,
€cosy, ==¢ cOsk -+ ¢’ cosy + ¢’ cosy,

cosk =a cosh+ b cosu, ¢ cosy,
cosp ==a' cosh -+ b'cosy, 4 ¢ cosv,,
cosv =a”cosh +b”cosu, + ¢’ cosy,.

Différentiant les trois dernieres, on trouve

dcosh  dcosh

+b dcosp, ‘e dcosv, 4+ cos) da - cos db e de
a5~ ¢ a0 a6 g 05t T8 Hidg T T
deosp. dcosk, ,dcosu, | dcosy, db’ de’
75— 8 + b 75 ¢ —7g +cos).de COS-Jll —+ cosy, 75"
dcosy _a,,dcosl, b,,dcosy.l c,,a’cosv[_{_cos; da” ~db” de”
a5 T de P 9 g TSy oS g

Multiplions par a, @', a’, et ajoutons, il vient

dcosh ,dcos i ,dcosy  dcosk,
a a6 +a a0 +a 46 = 70 “+ rcoSp — g COSvy,;

mais

rcosp,— g Ccosy, —o;
par conséquent

dcos ,dcosp ,dcosy _ dcosh
“qg T g g = ag
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et de méme
dcosh , deosp ,dcosy  dcosy,
3 L T i e
(13) deosh  ,deosy  ,dcosy  dcosy,
a9 T T T Tag T g

Ajoutant ces équations, apres les avoir carrées, on obtient
(14) dcosh +dcosp? +d cosv* =d coshi+ dcos ul—+ d cosy; = d§.

On voit que I'angle de deux génératrices voisines de la surface (2,,) est égal
a ’angle de deux génératrices voisines de la surface (Z;). C'est cet angle in-
finiment petit que je choisis pour variable indépendante, et je la conserverai
jusqu’a la fin.

La perpendiculaire commune 3 deux génératrices voisines de la surface (2 )
fait avec les axes fixes des angles dont les cosinus sont

dcosy dcosp
cosl":cosyw—— a5’
. dcosh , deosv
€O = €08V —p— — COS A —z—>
oSy — €S deosp dcosh

a5 Ot Tg

de méme, en désignant par A9, 19,v¢ les angles de cette droite avee les axes
mobiles, on aura

20 = cos g, ZEOY ooy, OO
COS A} == COS ) —p— — COSV ——s
dcosh dcosv,
(15) CoSp| = €OSY — —Cosh 20
" - cos dcos — cosy dcosh
cosv] = cosh —z T

Les quantités d(;,OeSl,--- sont les cosinus des angles que fait la normale aux

deux surfaces au point central ; on a en effet

—dg =
dcosy,
db

dcosh, - cosp? dcosy, + cosy? d cosy,
o T '

3 dcosk dcosy,
T -+ cosy, 40 - cosv,

COSA?
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Multiplions maintenant les équations (15) par a, b, ¢ et ajoutons, il viendra

3 decosh, »
COS 1 d@
acosh! + bcosp’ + ccosvl= | cospy, éfj;—”l b
dcosv, c
I COSy, '—de—

dcos . deospu , dcosy
o T Tdg Y T4 7
dcosh , deosu , dcosy
an TV —ag TV
dcos7\+c, dcosp . dcosy
9 g "¢ Tdg

@cosh —+a' cosp + a’ cosy,

= | bcosk—+ b cosy+ b"cosv, b b

ccosh + ¢ cospu -+ ¢” cosv,

a b ¢ cosA  cosp  CcOSy

. .., ldcos) dcosp dcosy
=\ Vo C T g e
La” b ¢ K K, K,

Les quantités K, K,, K, vérifient les équations

aK+ dK,+a"K;=aq,

VK 4+ VK, + 'K, = b,

¢k + K, +c¢"K,=¢;
d’olx

done

cos)  cosy  cosy |

A dcosh dcosp  deosy
acost? +=beosu! 4 ceosyd =| — - —_L 2227
' o ! do do do

1 0 o
— cos dcosv__cosy deosy. 30
TG dg . osh

Un calcul analogue a celui que je viens de faire donnera

(6 { cosy®=d' cosh!i+ b’ cosu! -+ ¢ cosvy?,

| cosyt == a”cosh?+ b"cosp? + ¢”cosvl.
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Posons maintenant

dcosi dcosh, .
70 —cos L, 0 —=cosL?,
decosp , decosp, .
a0 = cosM°, W_COSM”
dcosy , dcosvi .
a0 — cosNv, —J5 —cosN},

les équations (12), (13), (16) se transforment évidemment aux suivantes :

'@ =cosAicost + cos L cos L 4 cos 2 cos 2,

= cos}cosy,—+ cos L cos M{ 4 cos i cosp.;,
¢ = coskcosy, +cos L¢ cos N} +- cos 2’ cosvs,
@ = c0s1.cos k —+ cos M°cos LY +- cosplcos s,
(17) [ b = cospcos p—+ cos Mecos M? + cosplcosul,
¢' == cospu.cos v, + cos M* cos N? + cos u’cos v,

a” = cos vy cosA - cos N° cos L! + cos v’ cos 2!,

b" = cosv cosp, 4 cos N* cos M +- cosv® cosp.},

\ ¢”==cosvcosv,+ cos N cos N{ + cos»* cos v!.

Différentions les trois équations (16), il vient
deos¥=adcos)i+b dcosp! + ¢ dcosyl + coshida +cosu)db + cosv| de,

dcosp’=d' dcos}+ b dcosp!+ ¢'dcosyi 4 cos ki da’ +cosp db’ 4+ cosvi dc’,
dcos v =a"d cos X+ b"dcospt + ¢"d cos v} 4 coski da” + cosu) db” + cos v' de”.

Multipliant par a, a’, a’, et ajoutant, il vient
d cos)! + (rcospl—qcosv))db,

adcosk+ a'd cosp’+a’d cos v = { dcoshki+(cosy; cosy,—cosy|cosu,; Qd6,
dceosh’ =Qdcosh,.

On aura encore deux équations que voici :

bd cos—+ b'd cosp’+ b d cosy’'=dcosp = Qdcosp,,
ed cos) + ¢ d cosp—+ ¢"d cosv=d cosv} 2= Qd cosy,;

élevant au carré ces équations et ajoutant, on trouve

(do° )y =(do*yp+ (Qd 0320 (dcosp!d cos u+ dcosiid cosk + dcosy| d cosy, ).
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Nous avens posé
(dcosk )+ (d cosp® ) + (d cosv 2= (dB),
(dcoshi P+ (deospt) + (d cosyl = (dO).

On comprend que d§9, d6° représentent les angles des génératrices voisines
des deux surfaces réciproques de (Z,,) et (Z,).
Mais nous avons démontré dans le Mémoire précédent que

d cosAldcosh + dcosp)dcosu.+ dcosv dcosv=d0; doe,
donc ‘

dge | do?
L)\ _— —_
{(18) Q_.de . 5

c’est 'équation que je devais établir.
T’observe que Q n’entre dans la question que comme une constante arbi-
traire; en effet,
dQ=o
équivaut a
pdp + pdq + rdr =o,

et cette relation exprime que I’axe instantané est & chaque instant perpen-
diculaire 3 la normale au point central de la surface (3, ); par conséquent,
elle ne peut pas étre considérée comme une condition distincte. L’équa—
tion (18) nous sera fort utile dans la suite. Elle exprime qu’il est possible de
choisir & volonté le cone directeur de la surface déformée (Bour).

Je passe aux éléments p, ¢, 7,..., a, b, c,....

Je différentie les équations (7) : il vient

d*b A 22207 dbda | dbdd + db"da” _ dr
‘ar Y ar T ge T A T de 5 = d5
b die . d¢ b7 dxc¢” dbdc o dbde  db"de”  dp

a6 "V de T e T ae T g T dn
d’a da , 2" dade i dddc  da"de” _ dqg
g TC g T ae TTag T Tde —dw

,dd  da | dat | da? | da”

A T e T g Tae T de T ae T
db Y, b db dbe db
VI T TV g YaetaeE Taer T

dc L dze , A’ det ddt de”r
a6 T gE T as T aE Tae
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Je dis maintenant que

(20)

en effet,

a d
b b
de dd
d6 do

Mais en élevant au carré ce déterminant, on obtlent

a da
b b
de dc'
de dg

d’ol

et de méme

De ces trois relations on peut tirer la formule bien connue

Q=

de
d6

”

de?
d6

da?
\ 7
| db
d6

a a a
b b b”
di df db
a a” T
Bob o
' cll I

X o —dq

(o] 1 p
det
—1 7 2

dc'*  de”

taE T gE TG

da*  da™
tag taE =eTT
b dbr
d—g, -+ Jo7 =p*+r.

=p+q¢—2

de?

o —

0,

da*+-da'*+ da”* + db>*+ db' "+ db"* 4 dcr+ de'* + de”?

1
2
Les trois relations

v

¢ ¢ c
da dd da”
22) d6 df do
db db  db”
d9 do df
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____I"

d6
a o
b dy b
dé do do | =p,
de dcde”
do df db

bl

dc'

dg

El_a_’
do

b 4
de”
5

1"

"

da”
db
8



(58)

se déemontrent sans difficulté; en effet,

a a a’ a d o 1 r —q
;g | db o dY db”
bV VI oaw @ [ =|° P =p
c ¢ de  d (—lc—” o —p o
“l a5 a5 a9 P

Multiplions ces relations deux & deux: il vient, en développant les déter—
minants produits,

da db da' db da" db”
(m a9 ag a6 T ag a9 PP
Y db dc db’ d¢  db” de” )
(23) ‘deastag astag aw o I"
(dc da de' da'  de¢” da”
g astag ag Tdg 45— P

Avec ces éléments nous pouvons calculer le déterminant

d*a da d*a”
d6r  do*  dg
dzb  dxb d*b”
(+4) =176 T& a7 |
dc d'¢ d@c”
46 do*  de

Jobserve d’abord que les équations (rg) peuvent s’écrire ainsi :

da [)’ b”_dz_al_l_l_il_b@__kﬂéz_}_glzﬂﬂ.—.__ﬂ.

d@ d92 a9 d9 d9 = db db d8 d5 — d5’

sy oL DY A de b de dy e v dp
B dg: de db d6 d6 " dg do " df d9 T dYy’
( dzbh ,dxb’ , A" da db  dd db da” db” dy
T e T ge Ve a6t do dg T ds av T T ds

Le déterminant (5), élevé au carré, donne identiquement

¢+t —pg —ip
(26) —pq p+r —rqg |=o.

a

—rp —rg pP+q
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Enfin on a

a a ” @ dd  da’ 2 "2 dr . dq

'\ g5 gF dE —@—1 pl+_p P— s

b db d b dr d

( - ! " (_ —_ p— —_— — Pl ___ p2 " l
Q=10 VY s g de | T | PATgg TP art g
¢ o o dic d* ' de” ! dq dp X ,

45 de  de "Prgg 9" g —P4

d 2
*‘—((]2“‘—"z)(r2+P2)(P2+(12)+((]74‘”2)((12"2—!—31912)

(P+q)<pq > (p+r2)(“p’ Zqo>
Aaser) (@5 or) (&) +{pa =35 (= 8) (=)

Mais, en développant le déterminant (26), on trouve

((/'z_i__,,2)('.2+P2)(P2+q2)_l,zpz(P2+r2)_P?q2(P1+qz)_qzl,z(q:+’,7)

2092 p2 —
—2p'g°r=o.

Ajoutant cette expression a la précédente, développant les produits des
trois facteurs qui restent et simplifiant, il vient

dp* dr? e
Q:—(qﬁ+r2)g%,—(p+q) —(p+ )aéz

dq dr dr (/p dp dg
T2 @0 TP a9 TPy @

i d dr d d dr 2
— 0| Y q 14 q

= <¢zo=+d02+der) <Pd0+qd0 i
Or, on a

COSh =

Différentiant, il vient
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Elevons au carré ces équations et sommons *

dp _dg _dr o, dO
T de T de T der T d6
On a aussi
A9 dp  dg | dr
S R R )

Remplacant dans P'équation précédente, on trouve définitivement
(27) Q=—0.

Il est bon d’observer que si la variable indépendante était quelconque oz,
on aurait

doe
(28) Q=—0 a5’

Q, étant le résultat qu'on obtiendrait en remplacant dans Q, au lieu
de d4, dt.
Je donnerai encore les éléments nécessaires pour évaluer le déterminant

d*a d*d d3a”
d6c de¢ dov
dzb db  d*b”
! do¢ dov  dor
dic dic déce”
de® d&  de

La seconde (21) et la quatrieme (19}, différentiées, donnent
dad’a  do d'@ o da _ dg  dr

46 dF 46 a¢ a5 a¢ ~ 1dg T a5

tdSa L da Ldia 3 da d*a  dd d*d | da’ d'?a”')‘
“ae T e T g = —°\dé d¢ T do av T a5 a5

3

De ces deux équations, je tire

d3 ,daa’ . d2a’ dq dr
“qe T ge e ?167:_3(q76+’d_0>’
et de méme
dzb ,adrb b d dr
30 de Vg TV = 3(”(/@)"”49)
(cd —i—c’ﬁ—{—c dic ”____%<qdq+p(lp>
15 403 a’@J df d9
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D’apres ce qui précede, on a

a a a”
4 vy
df do dy | =o.
db o dy | de dd die
do do db | dG* d6*  dO?

Effectuant la multiplication et développant, on trouve

d
I r pr— E@l
o —p —q¢—p
db de

r P2+I,2 Z;Z_é_ d52

J— db (lzc db, dZC, db” d2()” 2 2+ i__‘_,\? 2+"2(2___,,'1(:_':.'
=—P\ggas T qvde Tap e ) TPC TP TP ERC T 0T

2 dq _ .
+lzp —rp “TQ‘-——-Oa

d’olr
db d*c db dic¢  db dre” 92_"}:’“{1.
dode a5 d5 T dg dor P T Tas
Un calcul analogue donnera
/ de d*a £l—c_’dga’+ de’ d*a” O L/i
| 97 6" T a5 ar YT ug ar T TP
da d*b | dd &V da” d*b7 0 dp

dode Tar de Tag der = T 949

(31) de d*b  de¢ dl de” d2b” dr

a0 75 “ v aF g der P agg
da d*c dda’ d*c  da” d*¢” . dp
a6 a5 Y a5 ao T ag a — 1Y rgg
| db glll_{_(_lé: da’ i db” da” O _di
\d0 46 T d6 dor T do a5 " TPy

La premiere (19), différentiée, donne

dsb , (1_3[)1_}_ L, ddb” da d*b 1@’ dxb da” d* 7
2 T de v ag Y2 \goaer v g de v av Tan)
db d*a Q (l_ia’ Ab” d*a’  d*r
e de T dg dr vt dy dee T de
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et, d"apres les équations qui précedent,
dsb LAl L 207 dir , dq
gt e Y = I 'Q-+2q194—pd9
On aura de méme
dsc ,dc Y a’sc”_d2 dq dr
bﬁ@”*bzws+b a5 — d d9+qd9
d*a ,da sdra’ d’q dp
cqe T e T ar T ap ﬂp+&Pd0+rd6
(32) dic ,de L, dxe”  diq 3: dp dr
\ < Cg Tt g = TR v p g
da d*a Sd2a” o dir ) dq dp
b+ ze'*b e = d92+”9'+2pde*‘qdo’
d*h LY L, dxb” d*p )2 dr a’q
coE TOqr T g T dez%‘PL‘*‘zqde "6

Si Pon multiplie maintenant le déterminant (K) avec

a a! all
b b/ [)ll
¢c ¢

les ¢léments du déterminant produit

=1

-— b

seront les premiers membres des

¢quations précédentes; en le développant, on déterminera sa valeur.

Il y a encore trois équations qui me seront nécessaires plus tard. Pour

cela, je multiplie les trois équations (12) par %7 Z—g a;‘;
second membre s’annule évidemment, et 'on aura 'une des trois équations
suivantes :

/ cos2 —C—Zﬁ -+ cosp I—iﬁﬁ—cosu £l£ e

'de P do ‘ds — 7

o db’ !
(33) cosk, d@ —i—COSpl g T eosvi gy =o

( COS 7~ da’ -+ cosy, ”-I— COSY; —5 - -

\ a0 @b dg

Iv.

Je passe maintenant aux surfaces (=), (Z,), et d’abord je dis qu’elles se

touchent & chaque instant tout le long de la génératrice commune.
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Pour le démontrer, je prends sur cette génératrice un point
[(XYZ)(X.Y.Z.)],

et & partir de ce point deux arcs ds, ds,, se trouvant respectivement sur les
surfaces en question, et faisant des angles o, o, avec la génératrice com-
mune. Ceci étant fait, I'équation

(34) (Reosa, + yicosy, — z,cosu, ) dX, 4+ (Reos B + z,c08h — z,cosv, ) Y.
4 ~+ (Reosy, +xcosp, — 1 cosh)dZ, =o

représente le plan tangent & la surface (2,,) au point (X, Y, Z,), ¢’est-a-dire

a un point quelconque de la génératrice. L’équation du plan tangent a la

surface (3/) sera aussi

[Reosor +{n —y)eosy — (L —z)cosu]dX
(35) + [Reos3 + (4 —z)cosh — (£ —x)cosv]dY
+[Reosy + (£ —x)cosu— (n—y)cosi]dZ =o.

Différentions maintenant les équations (Z), (2,,) : il vient

[ dRcosa,+ Y,d cosy, —Z,dcosp, = cos ., dZ, — cosv,d Y.,
dReosB, -+ Z decosh, —X,dcosy, = cosy, dX, — cosh dZ,,

dReosy, + X dcosp,—Y,dcosk = coshdY, — cosp, dX,,
(36) ¢
dR cosa—cosvdn-+cosudi—(n—Y)d cosv + ({—Z)d cosp=cosp.d Z—cosvd Y,

dRcosB3—cos)df4-cosvdi—(,—7)d cosh+-(t—X)d cosy=rcosvd X—cosidZ,
' dR cosy—cospdi+coskida—(i+X)dcosu+(n—Y)dcosk = ecoshd Y — cosud X.

Posons

T =a(cosp dZ,—cosvdY,)+b(cosv, dX,—cos),dZ,)4-c(cos) dY,—cosu, d X,
T.=a(Y.dcosv,—Z.dcosp,)+ b(Z dcosd —X,dcosv,) 4 ¢(Xdcosp,— Y, d cosh,).
T,= adR cosa, + bd R cosB, +cdReosy..

En multipliant les trois premieres (36) par a, b, ¢ successivement et ajou-
tant, on aura, d’apres les notations précédentes,

(37 T—=T, +T..
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Les expressions de T, T,, T, se transforment comme il suit :

a cosh  dX, a acosh+da'cosp—+a”cosy dX,
b i T=10 cosp, dY,|=|b bcosh+bcosp—+b"cosv dY,
i ¢ cosy, dZ, ¢ ccost+ ¢ cosu+ ¢’ cosy dZ,

a a

a" ]f ]fl ]1"1
={b b b | cosh cosp cosy

¢c ¢ ¢ l I [,
Lesvaleurs de £,..., [, /..., sont déterminées par les équations

al+dli+a'l,=dX,,
bl+ b’ll"*—b”lz:dYu
el +cli+ c?l,=d1Z,;

ak+adki+ad" k.=a,
bk + bk +b"k, =0,
ck + k4 ¢" k= c;
on en tire
l =adX,+bdY.+c dZ,, F =1,
= dX, +0dY, +c'dZ,, k., =—o,
L=a"dX, 4+ b0"dY 4+ ¢"dZ,, k, = o;
done

I 18] o -
o cosu.  €osk
I'= | cosh cosp cosv | = ; /
i 2
{ l, A

=cosy (@' dX,+ b"dY,+ ¢"dZ,)—cosy (@'dX, + V'd Y, 4+ 'dZ,).
Un calcul analogue 4 celui que nous venons de faire donnera
Ti=(y—mn)dcosy—(z—%)dcospu.
Il me reste a transformer la somme
T.=adR cosa+ bdR cosB, + cdR cosy..
Pour cela, je différentie les équations

Rcosz=R{a cosa,+ b cosB3,+ ¢ cosy,),
RcosB=DR(a'cosa, ~+ b cosB, ¢’ cosy.),
Rcosy =R (a"cosa, + b"cos3,+ c"cosy.);

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(65
il vient
dR cosa= ad R cos a, + bd R cosB, + cd R cosy, + Rcosa, da
-+ R cosBidb+ Reosy, de,

dR cosB=a'dR cosa,~+ b’ dR cosB,+ ¢'dR cosy, + Rcosa da’
-+ Rcos B db' + Reosy, dc/,

dRcosy = a"dR cosa,+ b"dR cosB,+ ¢"dR cosy, + Rcosa,da”
+ RcosB.db”—+ Reosy, dc”.

Multipliant respectivement par a, a', a” et ajoutant,

adR cosa -+ a’'dR cos+ a"dR cosy
= dR cosa, + R cosf, (adb + a'db'+ a”db”) + R cosy, (adc + a'dc’ + a"dc”)
= dR cosa, + (cosB, cosv,— cosy, cosp, ) RQd0,

et de méme

bdR cosax + b'dR cosP + b”dR cosy = dR cos 3+ (cosy, cosh, — cosa cosy, ) RQdY,
cd R cosa—+ ¢'dR cosB -+ ¢"dR cosy = dRcosy, + (cosa,cosp— cosB cosh) RQdE.

Multipliant les trois dernieres par a, b, ¢ et ajoutant, on trouvera, par un
artifice que nous avons fait plusieurs fois,

T, = adR cosa,+bd R cosP,+cdR cosy,—= dR cosa—(cos B cosy—cosycos u) QRd 6.

Assemblons tous les termes que nous venons de trouver, il vient

dRcosa—(cosPcosy—cosycosu) RQdI+ (y—mn)dcosy —(z—L)dcosu
=cosu(a"dX,+ b"dY, +¢"dZ,) —cosv(a'dX,+bdY, 4+ cdZ,).

Or on a
dn =RQ cospdb, d{=RQcosydb,

donc
cosvdn — cos pdf=(cosvcos3 — cosucosy)RQ 0,

et I’équation ci-dessus se met sous la forme

dR cos a— cosvdn +cos pd{ 4+ (n—y)dcosyv—(L—z)dcosu
=cos p(a’dX,+ b"dY, + ¢"dZL)— cosv(a'dX,+ b'd Y.+ ¢'dZ,).
9
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On aura également

dR cos 5——005)\032;—I—cos:zdi—}—(ﬁ—z)dcos}.——('g —xz)dcosv
=cosv{adX,+0dY + ¢dZ,)—cos % (a’dX,+ b"d Y ,+ ¢"dZ,),

dR cosy —cos pdf—coshdn +(E—x)d cosh—(n—y)dcosh
= cos Ma'dX,+ b'dY,+ ¢'dZ,) — cos p (ad X, + bd¥Y + cdZ)).

De ces trois équations et des équations (3,), je tire les trois suivantes :

cosvdY—cospdZ=cosy(a'dX,+b'dY, —l—c’dZ,)—cos wa@"dX+b"dY +c"d1,),
(38){ cosAdZ—cosvd X=cos N a"dX,+b"dY —c"dZ)—cosv(ad X, + bdY,+ cdZ,),
cospdX—cos hd Y==cosp(ad X, + bd ¥+ cdZ,)—cosNa' dX,+b'dY.+c'd7.);

elles prouvent que les deux équations (34) et (35) ne représentent qu'un
plan, et que, par conséquent, les deux surfaces (2,) et (2,) se touchent &
chaque instant tout le long de la génératrice commune.

Désignant par L, M, N, L;, M,, N, les cosinus des angles que font les
normales aux surfaces (3) et (Z,) au point considéré, avec les axes res-
pectifs, on aura

/ ds sing cos L =cosvdY —cos p.dZ,
ds sin ¢ cos M= cosrdZ — cosvdX,
ds sing cosN =cosp.dX — cosAdY,

139)
ds,sin g, cos L —=cosv(a' dX+-0'dY,+c'dZ,)— cosu(a"dX ,+ b"dY,~+c"dZ.),
ds, sin ¢, cosM =cos (a"dX,+b"dY +-c¢"dZ,)—cosv (adX,+ bd¥,+ ¢dZ,),
" ds, sin o.cosN —=cosp(ad X, +bd ¥, +cdZ) —cosk (dd X+ b'dY +c'dZ,},
d’ou
L40) ds sino = ds, sin o, ,

et si de plus

9 =0

c’est-a-dire si 'on rapporte les surfaces (3) et (Z,,) au méme systeme des
coordonnées, on aura
ds = ds,;

il s’ensuit que les surfaces en question s’appliquent 'une sur I’autre sans

extension ni rétrécissement.
On aurait pu démontrer ce théoreme dés le commencement, mais en
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entrant ensuite dans les détails on serait obligé d’établir toutes les formules
qui précedent; voici la démonstration indépendante de ces formules :

Considérons un mouvement régi par 'équation (6). Soient A,,, Ay, deux
génératrices voisines sur la surface mobile, et A, Af leurs correspondantes
sur la surface fixe.

Il y a en un moment oli la génératrice A,, a coincidé avec la généra-
trice Ay, et la surface 3,, a tourné autour de (A,,, As); immédiatement apres
ce moment, la génératrice A;, a coincidé avec la génératrice Af, et la sur-
face (Z,,) a tourné autour de (A, Af); mais pour qu’elle commence a tour-
ner autour de (A, Af), il faut qu’elle cesse de tourner autour de (A,,, A/);
il s’ensuit qu'a linstant compris entre les deux rotations les généra-
trices A, , A; coincidaient exactement avec les génératrices As, Af; on
déduit de la : ‘

1° Que Pangle de deux génératrices infiniment voisines de la surface 3,
est égal a 'angle de deux génératrices correspondantes de la surface Z;

2° Que les plus courtes distances de ces génératrices sont égales, et il en
est de méme de deux surfaces réciproques;

3° Que les surfaces 2, 3, se touchent & chaque instant toutle long d'une
méme génératrice;

4° Que ces surfaces s’appliquent 'une sur 'autre.

Je vais démontrer encore que les valeurs de (x, y, z), (x,, ¥, 3,), qui
vérifient I'équation

dx*+ dy* + dz*=dx? + dy? + dz?,

vérifient aussi les équations (1) quand 1’équation (6) existe. En effet, diffé-
rentions les équations (1), il vient

dx = di + adx, + bdy, + cdz, + x,da + y, db + zdc,
dy =dn+ d'dx, + b'dy,+ ¢’ dz + z da’' + y, db' + z,dc,
dz = d{+ a"dzx,+ b"dy+ ¢"dz,+ z.da” + ydb"+- z,.dc” .

Multipliant par cos}, cosu, cosv, ajoutant et ayant égard aux équations
(6), (12), (33), ontrouve

cosrdx + cos pdy +cosvdz ={acosk + a' cosp.—+a”’ cosv)dx,
~+(bcosh—+ b cosp+ b"cosv)dy,+(ccost—¢'cos p -+ ¢ cosv) dz,
= cosv,dz,+ cos pdy, + cos v, dz;
de la
ds cos ¢ = ds, cos ¢,
donc, etc.
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On voit, d’apres ce qui précede, quels sontles éléments qui varient pen-
dant la déformation.

Une surface réglée est complétement déterminée quand on connait :

1° La plus courte distance da, des génératrices voisines;

2° Leur angle d0;

3° Les éléments analogues d0¢, da de sa surface réciproque.

En effet, prenons un point O sur une droite A, par ce point élevons une
perpendiculaire sur A, et prenons sur cette perpendiculaire une longueur
00, = da,; par le point O, menons une droite A, faisant un angle 46
avec A, et par le méme point prenons sur A, une distance 0,0, égale a d«;
menons enfin 0,K perpendiculaire & 0,0, et faisant un angle d99 avec 00,;
en continuant ainsi de proche en proche, on construira toute la surface,
mais si un des quatre éléments que nous avons mentionnés était inconnu, la
construction précédente ne pourrait pas se faire, et la surface serait indé-
terminée.

Des éléments da, da,, d9, d§?, les trois premiers restent invariables
pendant la déformation; le quatrieme, en ayant égard a ce que nous avons
dit sur 'équation (18), reste complétement indéterminé.

La marche 2 suivre, pour déterminer une surface réglée applicable 4
une surface réglée donnée, est, d’apres ce qui précede, évidente.

Supposons qu’on se donne la surface fixe, on aura par cela méme les
cosinus cos A, cos &, cosv en fonction de §; on se donnera ensuite arbitrai-
rement cos X,, €os p,, cosv,, et au moyen des simples différentiations on
déterminera cosA”..., cos L°..., cosA¢..., cospt...; remplacant ces valeurs
dans les équations (17}, on auraa, b, c,... en fonction de 9; la surface fixe fera
encore connaitre cos o, cos 3, cos 7y, et par conséquent cos «,, ¢os 3,, C0S7,.
Avant toutes ces valeurs, on peut procéder a intégration des équations (6 ;.
‘g3 ces équations, en éliminant R, donnent

7 o dv, o _EI-L’
cosz  cosB  cosy

cos hdi -+ cos udyn + cosvdf = o.

Apres avoir déterminé £, %, § en fonction de §, on remplacera a, b, c,...,
x, ¥, 5, £, 0, & dans les équations (1) ou dans les équations (Z,), et I'on
aura ainsi les équations de la surface cherchée; si 'on remplace dans (Z,,),
il faut déterminer d’avance R; voici sa valeur :

. dEz d.n: d:

T

Rir= 25
a5 T d5
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Ligne de striction, surface réciproque de (3,,). — L’équation

(R €os a,+ z,c0s p,— y,c0s v,) cos A + (R cos B, &, €0 v,— z,€0s 1) cOS u°

+(Rcos y+y.cosk—x,cosp,)cosvi=o0

représente le plan tangent au point central O de la surface (2,,). On s’assu-
rera aussi aisément que ’équation

(dR cosB+ x:d cosy,— z,d cosh) cosu! + (dR cosa+ z.dcosp,—y,dcosy,) cos?
+ (dRcosy,+ y d cosh—z,d cosp,) cosv®=o

représente un plan passant par le point central O et perpendiculaire a la
génératrice; ces deux équations représentent, par conséquent, la ligne sur
laquelle se mesure la plus courte distance de deux génératrices voisines,
c’est-a-dire la surface réciproque. Si I'on joint & ces équations les (2}, on
aura la ligne de striction de la surface (Z,,).

Contour apparent de la surface (3,,) relativement a Uorigine mobile. —
Multiplions les équations (2,,) par x,,v,, z, et ajoutons, il vient

Z, COS o+ ¥y 0SB+ 2, C0Sy, = o.

Cette équation représente un plan passant par Uorigine et I'axe instantané;
enveloppe de ce plan sera le cone circonscrit a la surface (3,,); on a ainsi

z,d cosa, + y.d cosB, + z:d cosy, =o.

En éliminant § entre les deux dernieres équations, on aura I'équation du
cone circonserit ; elle représentera aussi le contour apparent.

Nous allons appliquer les résultats précédents & quelques cas simples.

Et d’abord cherchons la surface & plan directeur applicable & 'hyperbo-
loide de révolution. Cet exemple a été déja donné par M. Ossian Bonnet, et
je ne 'aurais pas donné de nouveau, s’il n’était pas susceptible d’une géné-
ralisation.

Les équations de la surface sont

z, = R cosv—ysingsinu,
¥y =Rsin v-+vsin g cosv,

Z, = vCOoSs Q.

R est le rayon du cercle de gorge et ¢ I'angle constant des génératrices
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rectilignes avec 'axe de I'hyperboloide. De ces équations, on tire

cos A = —singsinv, cosL}{= — cosv, cosi! = cosgsinuy,
cos u, = sin @ cosv, cosM!=—sinu, cos pf=-—cos g cosu,
COS v, = C0SQ, €os N? =o, cosv?! =—sin g,

d 6 = o, d6=singdv, dB'=cosoduy,

et pour la surface cherchée,

cos 4 == ¢os (vsin ¢), cosA=o, cosL'=— sin(vsinog),
cosp = sin(vsin ¢), cosp®=o0, cosM'=  cos(vsin o),
cosvy = o, cosv—1, cosN*=—o.

Les valeurs de a, b, c,..., se calculent sans 1a moindre difficulté: on trouve

@ = —sin ¢ sin v cos (v sin ¢) - cos v sin (v sin @),
b = sin gcoswv cos (vsin ¢) + sin v sin (v sin @),
¢ = cospcos(vsing),

a' = -—sin ¢ sin v sin (v sin ¢ ) — cos v cos(v sin ¢),
b= singcosvsin(vsino)—sinwvcos(vsing),
¢ = coso sin(vsing),

a’=  cosesinv,

b"=——coso cosv,

¢"=sing,

Voict cosea,..., €08 ory,..., Q:

COS o == —Sinuv cosp, C€osa =o,
cos 3,= cosv cos ¢, cosp=o,
€os ¥, =-—sin g, cosy =1,

Qsin g = cos .

Les équations (g) donnent par la substitution des valeurs précédentes

R
dE_O, dn:o, dc:_tang@ 5
d’ou
E=A, =8B, {=— 6 + C.
lang ¢

A, B, Csont des constantes. Il s’ensuit que l'origine mobile, centre de
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’hyperboloide, décrit une ligne droite. Les équations de la surface cher-
chée sont
z=tange =—DRO+C,
R+ (x+ A)sin8=(y —B) cosé.

On reconnait sans peine que toutes les génératrices touchent un cylindre de
révolution ; la courbe de contact ou la ligne de striction de la surface est
donnée par les équations

x=—Rsinb + A,
y = Rcos6+B,
tango

Voici maintenant la généralisation dont j’ai parlé plus haut.

Considérons un cylindre droit (P) ( fig. 1) a section orthogonalequelconque
(S), et tragons sur ce cylindre une hélice AB, faisant un angle g=mm,pavec
les génératrices rectilignes.

Fig. 1.

|

b

A

i
|
{
P
'
i
|
H
i
L

La surface réglée a plan directeur, dont les génératrices perpendiculaires
aux génératrices du cylindre la touchent suivant I’hélice AB, est applicable
sur la surface gauche dont les génératrices touchent le cylindre suivant une
section orthogonale (S) et font un angle ¢ avec ses génératrices droites.
Pour le démontrer, partageons I'hélice AB et la section orthogonale S en
parties égales,
mm=...=MM,—...=ds,

et menons par tous les points mm,,..., MM,,.... les génératrices de deux sur-
faces dont il vient d’étre question: il est évident que la plus courte distance
de deux génératrices voisines de la surface gauche qui touchent le cylin-

dre (S) suivant est
M.k =dscosw;
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I'élément analogue pour l'autre surface sera aussi
m,p = dscos ¢.

La plus courte distance des génératrices de leurs réciproques seront, pour
la premiere surface,
Mk =dssino,

et pour la seconde également
mp = dssin o.

Il reste & démontrer que les angles des génératrices voisines, pris respecti-
vement dans 'une et dans Iautre surface, sont égaux.

Appelons p le rayon de courbure de la section orthogonale (S); il est évi-
dent que I'angle des génératrices voisines dans la surface qui touche le
cvlindre suivant P'hélice, est

do=%.

p
Or, si I'on méne par le point R, intersection de deux tangentes, aux points
M, M,, de la section orthogonale (S), deux droites paralléles aux deux géné-
ratrices MN, M, N, de la premiere surface, on verra, sans difficulté, que leur

angle est également
ds

p

dé=

1l s’ensuit que les deux surfaces dont nous parlous s’appliquent dans toutes
leurs parties.

Courbes décrites par les différents points du systéme. — 11 suffit de remplacer
dans les équations (1) a, b, c,.... &, 7, £, par leurs valeurs en fonction de 6,
puis d’éliminer cette variable; les équations résultant de I’élimination repré-
senteront les courbes décrites par les points (x,,y,, z,).

Avant de passer & un autre exemple, je remarquerai que les formules don-
nées pour la surface gauche de révolution restent les mémes, toutes les fois
que la surface donnée étant a plan directeur, la déformée admet pour cone
directeur un cone de révolution. Du reste, on peut éliminer complétement
de la question les neuf cosinus, a, b, c,..., et les remplacer par trois variables
indépendantes seulement; ces variables sont, comme on sait, I’angle que fait
l'axe de z fixe avec 'axe de z, mobile, 'angle des deux plans ay, «, z,, et
enfin Pangle que fait la trace du plan x, y, mobile axecl’axe O.x fixe ; ensuite,
au lieu de se donner le cone directeur de la surface cherchée, on se donnera
deux relations entre les trois variables que je viens de mentionner.
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Conoides. — Les équations de ces surfaces sont
y=1lang 6.z,
z = F (6).

Les génératrices de la surface déformée seront évidemment perpendicu-
laires aux plans osculateurs de sa ligne de striction ; la seconde courbure de
cette ligne sera par conséquent

I db

F)  dz,

I
r

.- . 1 . ,
Sil'on se donne encore la premiére courbure P cette ligne sera compléte-

ment déterminée et la surface déformée sera le lieu de ses binormales. On
peut se donner la condition

P_gx= const.
r

Alors, comme I’a démontré M. Bertrand, la courbe ligne de striction de
la surface déformée sera une hélice tracée sur un cylindre a section orthogo-
nale arbitraire. La surface déformée admettra dans ce cas un cone directeur
de révolution.

La perpendiculaire au plan, passant par I’axe instantané et 'origine mo-
hile fera avec les axes mobiles des angles dont les cosinus sont

cos ay = -—sind, cosfB, =cosf, cosy =o,

et avec les axes fixes

cos & = —sin y1 + K26,
cosB=—cosy1+ K0,
COsy =o,

d’'oli, en ayant égard aux équations (g)

d .
d—é:—*sinw +l\’9,.
d+ —_
d—;: cosy1 + K4,
a5 _

ds =

io
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Les valeurs de Q et R sont évidemment

Q= T’ R=2z=F(9),
donc
ié——iF(H)sin\/1+K’9 d—n———I-F(Q)COS\/I—i—K’G
di— K * d6T K

Ces équations représentent la développante de la section orthogonale du ¢y~
lindre sur laquelle on doit tracer I'hélice, ligne de striction de la surface dé-
formée. En voici un exemple particulier :

Posons
F9)=A9,
on aura
= A 5 sin V1 + K 9—|—T—cosv[—|—h2 > -+ const.,
\/1—{—Ix’ \1+]&‘
A
= i Grosy1+ K0 — ——— sin V1 K? 9> -+ constante.
: K\/I+K2< \/1+ K

Elles représentent, comme I'on sait, une développante de cercle.

Les trois axes mobiles engendrent, pendant le mouvement, trois surfaces
gauches, dont l'intersection commune est la courbe décrite par 'origine.
On peut déterminer le mouvement de maniére que les surfaces engendrées
par les axes Oz,, Oy, soient réciproques I'une de 'autre, celle qui est engen-
drée en Oz, étant des lors le lieu des normales centrales. Désignons & cet
effet par dm, dm, les angles infiniment petits que font Ox,, Oy, avec leurs
positions infiniment voisines, et par dr I'angle analogue pour Oz,; nous

devons avoir
dn*—= dm* 4 dm?,

et d’apres les équations (21),

da’ 4 da"” + da" = (¢ + r*) d 5,
db* + db" + db” = (p* + r*) d @,
det 4 de'* + de = (p* + ¢q7) d 67
d’olt
(K) r=o, dm=gqdl), dm = pds.

La premiére fait voir que 'axe instantané doit étre constamment parallele
au plan des @, , y,; mais, d’'un autre coté, il doit se trouver sur un plan per-
pendiculaire a la courbe décrite par I'origine : donc la surface a déformer
est un conoide dont la ligne de striction est l'axe de Oz,. Un plan perpen—
diculaire & la ligne de striction de la surface engendrée par axe Oz, fait
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avec Oz, Oy, des angles dont les cosinus sont
da, dao?
COSZ:——*::::’ COS‘U.:—._‘—‘
Vdat+ dao? Vdat + da?
Ce sont les cosinus des angles que fait I'axe instantané avec Ox,, Oy,. Les
équations (K) donnent aussi

dm, dmn?
COSAo= ey COSP=E
Vdm? + dm’ Vdm? +—dm?

donc
d dm, do dm

Vdot + do? o Vdm® + dmf, Vdoa' + da? - Vdm? 4 dm? ’

équivalant toutes deux
dadm =do dm,.

Nous avons déja rencontré cette équation dans le premier Mémoire. Elle
fait voir que la ligne de striction de la surface engendrée par Ox, ou Oy, est
une ligne de courbure.

D’aprés ce qui précede, il est facile d’indiquer le mode de génération des
surfaces réglées dont les lignes de striction sont aussi des lignes de cour-
bure.

Faisons rouler un conoide quelconque sur une surface réglée applicable
sur le conoide; une génératrice quelconque engendrera une surface dont la
ligne de striction sera aussi ligne de courbure.

V.
Variation de la courbure pendant la déformation. —Soit AB ( fig. 2) une ligne

tracee sur la surface réglée (2,.); p, py, p. les angles que la tancente DT fait
Fig. 2.

avec les axes, et ® 'angle sous lequel AB coupe les génératrices rectilignes
de la surface. On doit avoir

COS 2, COS P - COS 1, €COS p, ~+ COS Y, COS pr = cos D,
10.
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et, en différentiant,

cos & d cos p -+ cosud cos p, + cos v, d cos p, + cospd cosk + cos pid cos i,
—+ €os p,d cosv, = —sin ® dd.

DR étant la direction du rayon de courbure, le tricdre DRGC donne

. ds . .
cos Ad cosp + cospd cos p, -l—cosvdcosp,:%s cos kb = —pi sin®sing;

¥
¢ est Uangle que fait la direction du rayon de courbure avec la normale a la
surface au point considéré. Désignons enfin par I Vinclinaison du plan tan-
gent au point D sur le plan tangent au point central O, on aura

cos ad cos k + cos Bd cos p, + cosyd cosy, = sin @sinld 4.
Remplacant ces valeurs dans la formule précédente, on trouve

1, ds . 1—__(1,‘13.
(q) Esmqo—}—g;sm =

Pour les lignes géodésiques, on a

% sing =o;
pour la ligne de striction,
do -

—sinl=o
ds ’

et pour les trajectoires de génératrices rectilignes,

4o _
E-—-—O.

Il s’ensuit que si une ligne quelconque, tracée sur la surface réglée (3,1,
jouit de deux quelconques des propriétés mentionnées ci-dessus, elle jouira
aussi de la troisieme. Ce théoreme est du & M. Ossian Bonnet.
L’équation générale des lignes géodésiques est
dé  do

sin I Zl?—-——%}

la courbure géodésique de la ligne de striction est

E-S.]'l _____dA
0 me s ds

Si la courbe considérée était une trajectoire des génératrices rectilignes, su

courbure géodésique serait
T .o dl
—sing =—sinl —-;

0 ‘ ds’
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pour les cylindres, on a toujours
sinl — o,

et Péquation (¢) devient

1sin = ﬂ
P ¢ = ds

On voit que toute trajectoire des génératrices rectilignes est une ligne géo-
désique.

Pour étudier la variation de la courbure d’une courbe quelconque tracie
sur la surface (3,,), nous avons les équations

dX _ dX, ,dY. 4z,
T T ds T ds T ds

dY _ ,dX, ., dY, di,
._|_

& =Yg TV g g

dZ AXe pdY AT

s sl e s
ds = ds,.

Différentions, il vient

d*X e d*X, b avy, ‘e d*Z,  d9/dX, da dY, db d7Z, de
dst —  ds? ds? ds? ds, \ ds, db - ds, db + “ds, Ti'—G_) ’
'Y o d*X, b d?Y, Lo d*Z,  d0 (dX, da' dY. d¥ n dZ, d¢'
dst 7 ds? ds? ds? ds, \ ds, d0 + s ds, d6 ' ds, di )’

d*7Z _ , d*X, L, @Y, S L, di <d7(1 da” dY, db" d1Z, (]("’)

& = I Ve T e\ o ar e st @ @

et en multipliant par a, a’, a” et ajoutant,

LU Y AT arX, | (aY, a7, 0 d
dsm % s T de T Tdst T\, —ZIZCOSV"> s
et deux autres encore que voici:
d*X ,dY , a7 d'Y, dZ, | d6
b TV g Y e = (71;“ b= OS“'>9@’
d*X ,d*Y LT d*Z, dX, dY, d9
Iy TG T e =g (W CoSp— - L) S
Oron a
1Y 1
4cos L= [ Z X! cosy, — L2 VL
Z=cos L, (ds, €os v — = cosp.l/ S

“A-cosM, = g—zi COS Ay — i& cos v, —
ds, ds, sin ¢

. [dX dyY 1
-+ N, = [ - N7 el 5 7 _
tcosN, \ Ts COSi— —5—= 08 ).l> i

i i
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et les équations précédentes prendront la forme

[ d"‘( oY d*Z _ d*X, dg .
T =i = =+ 0 @s
\ ds? +a dst — dst T Qcos L, s, sin @,
d*X ,dY ,d*Z _ d*Y, . do .
(r) ) [,, —+b +b T _d—quCOSM'Z{.S“}@"
d2X d2Y a7 d7. (16
— WF " . L ag .
. Cds T e dst = dst ..-QC()ledSl sin®,.

Soicut ¢, ¢,, g, les angles que fait avec les axes fixes une droite située sur
le plan tangent a la surface et au point considéré; o, o,, o, les angles de la
méme ligne avec les axes mobiles : multipliant les équations précédentes
par cosq, €osg,, €0sq,, ajoutant et ayant égard a la relation

c05q cosL, + cos q.cosM, + cos¢.cos N, = o,
on trouve

2 2 2 d*X, dy, d*Z,
e T COS i - C0S g2 e = €08 T~ 457 + cosaq, e + €08 73— -

1

cos q

Désignons par p, p, les rayons de courbure des courbes considérées, et
g par p, p Y
ar v, v, les angles qu’elles font avec la ligne , ; Péquation précédente
g gne i\ pp, p.
se metira sous la forme
cosSv __ cosy,

¢ P

2

ce qui prouve que la projection de la courbure, d’'une courbe quelconque
tracée sur la surface, sur une droite située sur le plan tangent ne varie pas
pendant la déformation.

La courbure géodésique ne varie pas non plus.

Elevons au carré les équations (7), et ajoutons, il vient

1 1 2({9?
P Y

do d*X, dY: A
=+ o — }
20 sin®, (cosL. &5 ~+ cos M, —- dz cos N, dsf)’

et en appelant ¢ P'angle du rayon de courbure avec la normale 4 la sur-
face (2,,) au point considéré,

10
(s) —px—z——P—l—;—Q :—sm @Kizﬁ)P—!%@smCD €Oos o.

Pour les lignes géodésiques, on a

cos o =1,
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et Péquation précédente devient

Z.Qﬁsin(l).;

+ L
o1 ds,

I
P
elle s’applique aussi en section normale. Pour les lignes asymptotiques, ona

€08 © =0,
et 'équation (s) devient

1 1 do .
?:E—*—Q:d_sfsm-q)';

si de plus la ligne asymptotique coupait orthogonalement les génératrices
rectilignes, on aurait

I d 62
s TS

1
o

Les angles des deux normales voisines, avant et apres la déformation, sont
liés par une relation analogue a (s); différentions pour cela les équations

cos.L=a cos L.+ b cos¥,+ ¢ cos N,
cosM=a’cosL,+ b cos M, + ¢ cos N,,

cosN =a’cosL, 4+ b"cosM, 4+ ¢"cos N,;
il vient
dcecosL=a dcosL,+ b dcosM,+¢ dcosN,+cos L,da 4+ cosM,db +cosN,dc ,
dcosM—=a dcosL,+b dcosM, 4 ¢’ d cos N+ cos L,da’ 4+ cesM,db’ 4-cosN,dc’,
decos N = a’dcos L, + b"dcosM,+ ¢"d cos N, cos L, da” + cosM,db” + cos N, dc¢”.

Multipliant ces équations par aa’a” et ajoutant, on trouve comme préceé-
demment

adcos L+ 0’d cosM + a”d cos N=d cos L, = (cos v, cos M, — cos v, cos M,) Qd 6,
bdcos L+ b'dcosM + b”d cosN = d cosM, == (cos k, cos N,— cos L, cos v, } Qd 9,
cd cos L+ ¢'dcos M + ¢”d cosN = d cos N, 2= (cos p, cos L, — cos 2, cos M,)Qd 5:

carrant et ajoufant,

df* =df + Q' do = 2dfid9Qcos V.
Nous avons posé

dcos L2+ d cos M? + d cos N* = df?,

dcosL!+ dcosM?+dcos N =df};
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cos V est déterminé par I'équation

dcosL, dcosM, dcos N,
df. af. df.
cosV = .
cos L, cos M, cos N,

cos A, COS i1, coSv, |

Elevant au carré et développant, on trouve

dcosL, deosM, dcosN,

Slnv:cos}\'—df.—+COSH'T+COSU‘d—ﬁ

V est angle de la plus courte distance des normales voisines avec la géné-
atrice rectiligne passant au point econsidéré.

Vu et approuve.
Le 26 novembre 1864.
Lr Doven pE 1A FacuLTe pes Sciences,

MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer.
Le 26 noveinbre 1864.
L.e Vice-Recteur pE L’Acaptmie pE Paris,

A. MOURIER.

ERRATA.

Page 7, ligne 5, au lieu de (‘i@?};—‘?—ly, lisez (de‘;;_il>2.

Page 13, ligne 10, au lieu de égal a O, celui, lisez égal a celui.
Page 26 ( fig.5), au lieu de o, lisez v.

. . dé . db,
Page 56, ligne g, au lieu de 70 lisez 70"

PARIS, ~— IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,
Rue de Seine-Saint-Germain, 10, prés 'Institut.
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 ERRATA.

ES
V\*

S oz .

Page 8, ligne 3, ax lieu de déja PKan, lisez PK m,.

Page 8, ligne 6, au lieuw de l'angle \Ph, mm,/, lisez \PK, m m,)/.
Page 10, ligne 12, au liew de avec K m,, lisez avec Km,.

Page 10, ligne 17, au lieu de KNm,, lisez NKm,.

Page 22, ligne 19, au lieu de tanga —: = i{—{%) lisez tang*o —=— l%—’
Page 28, ligne 17, au lieu de le wriedre KMK,, lisez le tricdre KMK,T.
Page 29, ligne 3, au lieu de cos(v— o), lisez coso,.

Page 31, lignes 12, 14, 18, faites précéder du signe — les seconds membres des
équations qui s’y trouvent.

Page 36, ligne 4, au lieu de tanga — == Kz’ lisez tang?s —— :%2
Page 73, ligne 21, au liex de cosf3 = — cosy1-+ K*0, lisez cosf3 == cos /14 K*6,
» » 24, au lieu a’e—‘g =—=—siny1 — K20, lisez de =— QR siny1+ K20.
do de
" » 25, an lieuw de iﬁ = cosy1 + K:0, lises dn = QR cos 1+ K20
’ do T de T T ’
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