H.F u.f. 166 (WS

ACADEMIE DE PARIS.
FACULTE DES SCIENGES.

MECANIQUE ET D’ASTRONOMIE,

POUR OBTENIK
LE GRADE DE DOCTEUR ES-SCIENCES MATHEMATIQUES ;
Par Josern LIOUVILLE.

e GRe———
Professeurs. ’ _Professeurs adjoints.
MM. THENARD, Doyen. MM. DE BLAINVILLE
LACROIX. POUILLET.
BIOT. CONSTANT PREVOST.
POISSON. DUMAS.
FRANCOEUR. AUGUSTE S*-HILAIRE.
BEUDANT. LIBRIL
DULONG. Suppléans.
GEOFFROY-S™-HILAIRE. MM. LEFEBURE DE FOURCY.
‘MIRBEL. DUHAMEL.
———ee= D OO
PARIS,

IMPRIMERIE DE BACHELIER,

RUE DU JARDINET, N°® 12, DERRIERE L’ECOLE DE MEDECINE.

AW

1836

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



PREMIERE THESE.

Sur le développement des fonctions ou parties de fonctions
en séries de sinus et de cosinus , dont on fait usage dans
un grand nombre de questions de Mécanique et de
Physique.

i. On connait la méthode dont les géometres ont surtout fait
usage dans ces dernieres années,, pour intégrer les équations aux
différences partielles auxquelles on rameéne la solution de la plupart
des problémes physico-mathématiques. Cette méthode consiste, comme
on sait, & représenter I'intégrale complete de I'équation aux différences
partielles par la somme d’'un nombre infini d’intégrales particulieres
contenant chacune une ou plusieurs constantes arbitraires, et a4 dis-
poser ensuite de ces constantes de maniére a satisfaire aux conditions
définies propres a chaque cas. Ains\, dans la Théorie de la Chalewr
que nous prendrons pour exemple, si I'on veut déterminer, en fonc-
tion du temps £ et de I'abscisse x, la température 2 qui a lieu en
chaque point d'une barre métallique homogéne (recouverte d’'une
substance non conductrice) dont l'état initial est connu et dont les
deux bouts sont entretenus a la température fixe 0°, on aura d'abord
Péquation aux différences partielles g:-‘ =a ;J—f-‘ » a* ctant le rapport
de la conductibilité intérieure de cette harre a sa chaleur spécifique.
En placant I'origine des coordonnées a Pune des extrémités de la barre,
et nommant / I'abscisse de 'autre extrémité, il faudra ensuite satis-
faire aux deux conditions définies =0 pour xr=o0, «=0 pour x=,
et a la condition de I'état initial que I'on peut écrire ainsi u= f(x)
pour £==0. Or, pour cela, on ohservera que l'intégrale compléte de

1..
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’ : d d A ’ » .
I’équation ;‘5 = a* d-?u.peut étre représentée par l'expression somma-

toire u=Ze¢~""*(A, sinamx + B, cos amx), le signe = s'étendant a
toutes les valeurs possibles des constantes m, A,, B,. Pour que cette
valeur se réduise & zéro, quel que soit le temps ¢, lorsqu'on y pose
x==0 ou x=I1, il faut que P'on ait B,==o0, et qu'en outre les va-
leurs de m satisfassent 4 'équation sin aml=o, laquelle donnem=o,
m== :—;, m=:!::—’;,. ‘e
tifs & deux valeurs de m égales et de signes contraires, peuvent étre

groupés en un seul, et que le terme relatif & m == o disparait
’ it

Comme les termes de la valeur de u rela-

. . . 5 ixx
de lui-méme, nous écrirons simplement u = SA;e «“sin -’T—,

ayant soin de remplacer A, par A,pour la régularité de la notation. Et
actuellement le signe Z ne s’étendra plus qu'aux valeurs de i comprises
dans la série des nombres entiers positifs 1, 2, 3,... 1l reste encore
a satisfaire a la condition relative a I’état initial, on autrement dit, il
veste encore i trouver une fonction A, telle que 'on ait, entre les li-

. » o,y . i'7r.1.‘ ’
mites =0, x=1[, I'égalité f(x)=2A,sin ——- Pour plus de com-
modité, je développe daus le second membre la série représentée
par le signe £, et jai

- 271' X z"ra:

+ +AIS +...

Je multiplie lcs deux membres par sin #dx, et j’int‘egre par rap-

flae) = Asin Z5 4 A,s

port & x entre les limites x=o0, x==[. Cetic intégration fait dispa-
raitre tous les coefficiens A,, A,,... excepté A,, et I'on obtient sur-le-

U L
champ A;=;f S(x)sin l—qf—cdx. En adoptant cette valeur de A,,
R .

. imx .
on aura sans aucun doute f(x)=ZA,sin —~» pourvu toutefois que

la fonction f(x) s’'annulle aux deux limites x =0, x =1, comme Ia
série qui doit la représenter entre ces deux limites.

2. L’exemple précédent nous montre comment on est conduit 2
developper une fonction f'(x) en série de sinus, sinon pour toutes
les valeurs réelles de 2, du moins pour les valeurs de cette variahle
qui sont comprises enire deux limites données. D'aprés la manitre
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(5)
dont nous avons €té amenés a poser I'égalité f(a)== ZA,;sin f—’}f , on
voit a priori que celie ¢galité est possible, entre les limites a=o,
x=l, quelle que soit la fonction f(x); ou du moins la possibilite
d’une telle équation parait une conséquence naturelle de ce fait évi-
dent, que Je probleme de la détermination du mouvement de la chaleur
dans une barre homogéne doit étre résoluble, quelle que soit la fonc-
tion f(x)qui représente 'état initial des températures.
Mais au lien de regarder les égalités de la forme

fla) = =A;sin 22,

comme le résultat de l'intégration d’une équation aux différences
partielles servant 4 résoudre un probléme physico-mathématique, on
s'est aussi proposé de les considérer en elles-mémes, abstraction fuite
des questions particuliéres ol elles se présentent; et cette idée a donné
naissance a la belle théorie des séries périodiques que M. Poisson a
exposée d’abord dans le 1g° cahier du Journalde I'Ecole Polytech-
nique, et qu’il a reproduite récemment dans son ouvrage sur la chaleur.

Cette théoric des séries périodiques, ainsi trailde comme un point
d'analyse pure, en devient a la fois plus élégante et plus rigourcuse;
mais, telle que M. Poisson I'a donnée daus les mémoires cités, elle se
horne aux développemens des fonctions ou parties de fouctions d’'uns
variable & en séries de sinus et de cosinus des multiples entiers d’un
avc proportionnel 2 x; et clle ne s'étend en aucune maniere aux au-
tres séries de sinus ct de cosinus que I'on rencontre aussi dans cer-
taines questions de la Théorie de la Chaleur ct davs lesquelles les
arcs successifs s'obtiennent en multipliant la variable 2 par les diverses
racines d’une équalion transcendante.

Je me proposec ici de faire connaitre une méthode au moyen de
laquelle on effectuera d’une manitre directe les développemens des
fonctions ou parties de fonctions en séries de sinus et de cosinus (*).
Pour trouver cette méthode, il m’a sufli de modifier }égerement un
procédé fort ingénieux dont M. Poisson a fait usage dans ses deux pre-

(*) Daus ses Exercices mathématiques, M. Cauchy a lraité la méme question par
unc¢ méthode fondée sur le calcul des résidus.
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miers Mémoires sur la Zhéorie de la Chaleur. La modification dont je
parle consiste surtout en ce que j’ai pris pour point de départ la

formule -
fla) =2 "ds[ " cosas(y—a) f()y,

4
ou

fa=_ /; " coszxds f _": cos zyf(y)dy

-+ ,lr f; ® sinzacdz f _-:o sin zyf( y)dy,

par laquelle Fourier représente une fonction quelconque f(x) pour
toutes les valeurs réelles de x, cest-a-dire depuis x=—c0 jusqua
x=-+0c0 . Cette formule, en effet, renferme implicitement toutes les
séries de sinus et de cosinus que les géometres ont imaginées pour
le développement des fonctions ou parties de fonctions; et il ne s'agit
pour ainsi dire que de savoir lui donner successivement, par des trans-
formations convenables, la forme propre & chacune de ces sérics.

5. Essayons de faire comprendre & priori par quelle raison méta-
physique la formule de Fourier renferme implicitement toutes les
séries de sinus et de cosinus d’arcs proportionnels a & que l'on pourra
trouver pour développer, entre certaines limites des valeurs de la
variable , une fonction jf(x) arbitrairement donnée entre ccs limites.
Supposons pour cela que de x==0' 2 x=1, on ait

(A) Sf(x) = Z(A cos pz ~ Bsin px),

le signe = s'étendant a un nombre infini de valeurs de p liées entre elles
par une loi quelconque, assujetties par exemple & étre les diverses
racines positives d’'une méme équation transcendante II(¢)=o0; et
A, B, désignant des fonctions de ¢ convenablement choisies. Puisque
la fonction f{x) n'est dounée que depuis x=!' jusqu’a x=I, rien
ne nous empéche d’en disposer hors de ces limites, et d’attribuer a la
caractéristique f une siguification telle que I'équation (A) subsiste
pour toutes les valeurs réelles de x. Ce sera alors proprement 'équa-
tion (A) qui nous fera connaitre le sens que nous devons attacher 2
cette caracléristique, et ce sens sera tel que I'équation dont il s'agit ait
toujours leude x=—w a4 r=~o .
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Nous pouvons aussi remplacer la letire p par une autre lettre z,
et supposer que lesigne X, relatif 4 z, s’étende non plus seulement a
toutes les valeurs de cette lettre comprises dans les racines positives
de I'équation II(p)==o0, mais bien 2 toutes les valeurs possibles qui
se succedent d'une maniére continue depuis z==o jusqu’a z=w,
pourvu toutefois que nous remplacions A et B par des fonctions U
et V de z telles que I'on ait en général U=o0, V=0, lorsque z dif-
fere de p, et U=A, V=B, lorsque z=p, c'est-a~dire lorsque z se
trouve égal & une des racines positives de Péquation [1{p)= o.

Mais, au lieu de U et V, il sera plus convenable d'écrire Udz, Vdz,
et de remplacer le signe = par le signe /. On aura-ainsi

f(=®) =fmcos zz.Uds +/;wsin zx . Vdsz.

Les deux lettres U ct V désigneront alors des fonctions de z qui seront
généralement nulles excepté.lorsque la variable z différera infiniment
peu d'une des racines de Péquation II(p) ==o0, et qui au contraire de-
viendroat infinies lorsqu'on aura z=p, en sorte que les élémens Udz,
Vd= (ou plutot les intégrales fUdz, fVdz, prises entre des limites
infiniment resserrées) aient alors une valeur sensible:

Or la formule

f(x) =f;ncoszx.Udz -l-fwsin zx.Vdz,.

(1]

ue peut s’accorder avec celle de Fourier qu’autant que I'on a

U=t [, ¥ = [ Tinasom

Nous voyons par la, d'une part, que la formule de Fourier renferme
implicitement tous les développzmens possibles des fonctious en sé-
vies de sinus et de cosinus d’arcs proportionnels a la variable; et d’autre
part, cue toutes les fois qu'il s'agira d’en transformer le second mem-
bre en sorte que l'intégrale relative 3 z soit remplacée par un signe =
relatif aux diverses racines d'une équation transcendante I{g)=o, le
caractére auqucl on reconnaitra que cette transformation peut s'effec-

. . . L “+» .
tuer sera le suivant : savoir que les deux mtegmlesf coszy f{ y)dy,
—w
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+* - ) ’ . 3 ’ 2
f . sinzyf(y)dy , soient genéralement égales & zéro, excepté pous

les valeurs de z infiniment peu différentes de p, et au contraire
égales a linfini pour z = p; ce qui aura licu si les intégrales

f_-:o e_zrv__'f(])f.l)’, f:: erV=r J()dy , sont elles- mémes

nulles ou infinies, suivant que Fon a z diffévent de p ou z==p.
4. La formule

() flx) =1 f s [ coss(y—z) f( 1)y,

servant de hase & nos recherches, nous rappellerons ici la démonstra-
tion que Deflers en a donnée. Soit  la valeur du second membre de
I'équation (1); il s'agit de prouver que Ton a u= f(x). Effectuons
d’abord Yintégration par rapport & z, non pas depuis z=o0 jusqu'a
z==on , mais depuis z==0 jusqu’a une valeur indéterminée de¢ z que
nous traiterons comme infinie dans I’intégration relative 4 y. Nous au-
rons ainsi

_ ~+* sinz(y—x)
u = o gz S

& . .
et en posant y=x+;, il nous viendra

u — +='=sm9f( x )de

7w

. e s 0 .

Or, puisque z est une quantité infinie, on a f (.x'—|- ;) = f(x), ex-
cepté pour les valeurs de 8 qui sont elles-mémes infinies, valeurs dont
on peut faire abstraction dans Vintégrale définie qui nous occupe,

parce que le facteur 2= 6

mens qui leur correspondent. Il restera donc simplement

= 1E [HoIE — flay;

ce qui coincide avec la formule (1).
5. Maintenant, si 'on veut développer en série de sinus et de co-
sinus, entre deux limites 7 et I, une fonction f(x) donnée entre ces

 rend infiniment petits et négligeables les €lé-
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deux limites, rien n‘empéchera de faire usage pour ce développe-
ment de la formule (1); et comme cette formule renferme les par-
tics de f(x) relatives aux valeurs de a plus petites que ' et celles
relatives aux valeurs de x plus grandes que /, on pourra se donner
les uncs et les autres arbitrairement. En disposant de diverses ma-
niéres de ces parties indéterminées de la fonction f(x), on sera con-
duit & diverses formules ou il sera aisé en géunéral de réduire Vinté-
gration définie relative 2 z & une sommation finie relative aux
diverses racines d’'une certaine équation transcendante; d’ou naitront
tous les développemens connus de la fonction en séries de sinus et
de cosinus d’arcs multiples de x. .

Pour présenter cetle méthode de la manicre la plus générale, con-
cevons qu’aprés s’étre douné i volonté une définition de la fonc-
tion f(x) qui permette de la calculer pour les valeurs de x non com-
priscs entre I et /, lorsqu’elle est déja connue entre ces deux limites,
on pose

[Cevfodr =p, [ ef(Dd = g

h étant une constante réelle et positive, ou du moins une constante
dont la partie réelle soit positive. Concevons de plus que I'on soit par-
venu & mettre les valeurs de p et ¢ sous la forme

__ ¥ L ¥H=h)
P=gm 1= o=mn

p(h) et ¥(h) etant des fonctions de /4 sans dénominateur, et tout-i-
fait déterminées a l'aide des seules valeurs de la fonction f(x) com-
prises entre les deux limites x=1I, x==1, pour lesquelles cette
fonction est donuée @ priori.

Cela posé, je dis qu'il sera toujours facile, entre les limites Z' et £,
d’exprimer la fonction f(x) en série de la forme Z(Acospax--Bsinpx),
le signe = se rapportant i toutes les racines réelles et positives de
I'équation transcendante ¢(p\/— 1) =o0. On y parviendra, en effet,
en transformant convenablement la formule de Fourier, et en éli-

minant U'intégrale f :_D cos 3(y—=x) f(¥)dy, quelle contient, a l'aide

2
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d’'une:analyse trés singuliére que nous emprunlons a peu prés tex—
tuellement au 19° cahier du Journal de UEcole Pelytechnique (*).
6. Pour déduire des valeurs de p et ¢ celle de lintégrale
f _.:o e—rV= S(7)dy, je désigne par g une quantité positive que
Ton prendra aussi petite qu'on voudra; je fais A==g -z \/—1 dans
la valeur de p, et hA==g—=2zy/—1 dans la valeur de g; on aura

p = +(zv/—14g) g = Hzy/ —1—¢)
e(z/ —1+g)’ o(zv/ —1—g)’

et, d’apres les intégrales définies que représentent p et ¢, si l'on fait
g = o dans la différence p—q, il est évident qu’elle se changera dans
Pintégrale demandée. Cette intégrale sera donc la limite de la valeur
de p—q par rapport a g; ainsi, en regardant g comme une quantité
infiniment petite que I'on fera tout-a-fait nulle 4 la fin du calcul, on
aura

o VT gy eV Tiks) _ eV Timg)
@ [LI T == — vy

Mais cette quantité s'évanouit en méme temps que g, excepté pour les

valeurs de z qui rendent nul le dénominateur (p(z V— 1); cette inté-
grale, et par suite celles de

cos zy. f()dy, sinzy.f(r)dr, cosz(y—x).f(y)dy,

prises entre les mémes limites = sont donc généralement égales a
zéro; et il n'y a d’exception que pour certaines valeurs de z pour les~
quelles ces intégrales deviennent infinies. La nature de la quantité

f _:m cos z( y—x) f(y)dy étant ainsi connue, il s’agit présentement

d’effectuer P'intégration relative 2 z qui se trouve indiquée dans Pex-
pression de f(x)donnée par la formule de Fourier.
7. Il sera nécessaire, pour cette opération, de conserver la quantité

g dans la valeur de f :: cos z( y—2x) f ( y)dy; nous ferons g=o, aprés

(*) Poyez pages 31, 32, 33. Nous avons, sans ‘aucun scrupule, emprunté les
phrases mémes de M. Poisson, inventeur de la méthode.
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avoir achevé le calcul; jusque 12 nous traiterons seulement g comme
une quantité infiniment petite. Or il est évident que les portions de
Pintégrale relative a 5, qui répondent a des valeurs de ceite variable
infiniment peu différentes des racines de lequahon <p( z2V—1) =o,
sont Ms scules qui pourront ne pas sevanowr en méme temps que g;
si donc nous désignons par p l'une de ces racines, et que nous fassions
g==p-}-2', il ne faudra donner i la variable z’ que des valeurs infini-
ment petites, positives ou négatives, et prendre successivement pour
p toutes les racines positives de Iéquation ¢(p\/—1) = 0; on ne
prendra pas les racines negatlves s parce que, dans lintégration, la
variable z ne doit recevoir que des valeurs réelles et positives; et par
la méme raison, lorsque I'on prendra la racine p=o0, on ne donnera
4 7’ que des valeurs positives. Faisons donc z=p--z', et soit alors

[Tl =2, [TeVE fidy =

d’ou il résultera
[ cosa(yma) f(r)ly = & 2V T L gtV

Substituant cette valeur dans I'équation (1), et négligeant la variable
2’ en dehors de Z et Z/, 1l vient

S(x) = fﬂ‘_ z(epx‘/: SZdz e_”V:‘ fZ’dz’),

= indiquant une somme qui s'étend 2 toutes les valeurs positives de p,
y compris g==o0.

Maintenant soit doch )-—qJ’(h); mettons p--z' 2 la place de z dans

le second membre de Yéquation (2); en traitant z' et g comme des
quantités infiniment petites, on aura

oz V—1£g) = (& V—1=£g)p'(ev/—1),
¥z V—1z£8) = ¥V 1),
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7 = 2g*(?9/::a
@+9(vV—1)’
si donc on prend une quantité positive &, et qu'on intégre depuis
2 =—d' jusqua z'=-+4-4', on aura

4?( V=1) g
dez ¢(.PV:;) arc tang 2’

et dans le cas de p==0, lintégrale ue devant étre prise que depuis
F==0 jusqua z'=-d', sa valeur sera réduite a2 moitié. Faisons ac-
tuellement g=o0; cette valeur de fZdz' deviendra
[ — HY=D)
¢V —1)
On en conclura celle de f'Z'd7, en y changeant le signe de \/——1, et
I'on aura

et il en résultera

' I e 27’*("'?‘/;_1)
S =T

d’ou I'on conclut

N L e T R Gy 7=
f(x)._z[ e (V=) + ¢(—=pv—=1) |’

en se rappelant toutefois que dans la somme = on ne devra prendre
que la moitié du terme qui se rapporte 4 p=o.

Si on remplace maintenant les exponentielles imaginaires par leurs
valeurs en sinus et cosinus, la fonction f(x) se trouvera mise sous la
forme demandée

(2) S(x) = Z(Acos px - Bsinpx),
A et B ayant les valeurs suivantes :
_ ¥(eV=1) | ¥(=eV/=7)
B A T o eV =1) + o (—ev'=1)’
:r*(e\/—_ﬂ‘ _ ¥(=ev=1)
Le(eV—1) o (—ev —1)
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dans lesquelles p désigne une quelconque desracines positives de'équa~
tion transcendante ¢(p\/—1) =o, maisqu’il faudra réduire a moitié
dans le cas particulier ot l'on aura p—=o.
8. Admettons par exemple que pour déterminer la fonction f(y)
hors des limites I’ ¢t I que nous prendrons la premiére égale a zéro
et la seconde quelconque, on se donne les deux conditions f(y,

= f(—y), fU4r)=— f(l—y), lesquelles entrainent la condi-
tion particuliéere f(l) = o, que nous supposcrons remplie. Si I'on
multiplie par e™™dy les deux membres de 'équation f(y)= f(—y),
et qu'on intégre ensuite depuis y=o jusqu'a y==o, il viendra

o0 ]
[ e ndr = [ e fl—pdy.
Le premier membre est précisément égal a la quantité représentée ci-
dessus par p (wvoyez n® 5), et il est aisé de voir que le second est
égal 4 —¢; on a donc d'abord p=—g.
En multipliant de méme par e~"dy el intégrant les deux membres

de 'équation f(l-}y) = — f(I—y), on obtient
[ e fany = — [ e fl—pidr;

on a d’ailleurs identiquement

[Terfuandy = e [p—[ e s ridr ],

[ oy P
'égalité précédenie devient donc

e p—flemfnd]=en[g—[‘en y (y)df]

et en ayant égard a I'équation p—=—¢q, et posant

/; l(eh(l—-y) — 0D f(y)dy = ¥(h), e - e~H = o(h),

on en tire les valeurs de p et g sous la forme p—-:;%, g= ?E__”:; exi-
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gée pour le succés de notre méthode. D'aprés ces valeurs de Y(h),
o(%), 'équation qui détermine les valeurs de p est cos pl = o0, et 'on
3= 5x

en tire, en se bornant aux racines positives, p = 21, P= ] P=rFye- o
2 2.

On a de plus,

(e Vh)=2 VI, sing(i—) f)dy
o' (pV/=1)=2l V=1 sin ¢l

En observant que la quantité sin p(l—y) =sin pl cos py ~~cos plsin py

se réduit a sin pl cospy, puisque cos pl=o, la valeurde ¥(p \V—1)
devient plus simplement

o — !
QI;-(P ‘V/—-l) o= 2\/-.—lSin flfo cosfff(f)df‘

La formule (2) nous donne d’aprés cela

Sflx) = ; = cos fxfolcos ry f()dy,

ce qui est exact, en effet, entre les limites x=o0, x=I[, comme on
peut s’en assurer par d’autres méthodes, pour une fonction f(x) as-
sujettie a la condition f(/)=o.

9. Supposons en second lieu que pour déterminer la fonction £ )
hors deslimites ¢’ et [ que nous prendrons égales et de signes contraires
en sorte que l'on ait I'=—1, on se donne les deux conditions

SC+nN+ fl—y) =0,
S=lty) + f—l—r) = o;

lesquelles renferment implicitement ces deux conditions particuliéres
Sf=0, f(—h=o.

On a identiquement
- l . =
[. e f ey = & [p—[ e f(0dr ],
[T T
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Or, si Ton multiplie par e="dy, et si I'on integre entre les limites
Y=o, y=o, lesdeux membres de I'équation f(I4y)=—f(l—y),
il viendra

Jo el = — [ e fl—r)dy.

En remplacant ces deug intégrales définies par leurs valeurs, on aura

ep — ey = o [ e f(y)dy — e [lenf (.

En 0pe'rant d’une maniére semblable sur Uégalité f(— I 7)
= f(—Il—y) == 0, on trouvera de méme

—hl

etp—elg=e* f e f(y)dy — et f : femr )y,

équation qui du reste se déduit de la précédente, en y changeant len
— 1. Ces deux équations ne renferment, outre p et ¢, que des quantités
connues, puisque la fonction f(y) est donnée entre les limites
y=-—1, y=-1, et il est évident que l'on en déduira les valeurs

/ . .
de p et g sous la forme p= :EI:; y § = ;(( ,';, on continueraensaite

le calcul commeil a été dit n° 7.

10. Mais sans nous arréler la-dessus davantiage, passons 2 un autre
exemple beaucoup plus intéressant, et qui d'ailleurs comprend le pré-
cédent comme cas particulier. A cet effet, posons encore '=—/{, et
pour déterminer la fonction f( y) hors.des limites y =—1, y=--1,
dounons-nous ces deux conditions

Cfe+n) +TEED L 6fu—y) N,
, df(— —l—y
¢ fl—tr) — -’—'(—d,’:*—” + é‘f(—l-—r)-r- deln_,,

(@)

€ et € étant deux constantes positives.
Ces deux conditions supposent que la fonction f(x) soit telle que
Pon ait
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df(.‘l’) + gf(x) — O pour x = Z’
YO — ¢ f@) = o pour = = —1;

et nous admettrons qu'en effet ces deux égalités ont lieu.
q g

Cela posé, pour obtenir les valeurs de p et g, rappelons-nous d'a-
bord que l'on a identiquement

[re sty = e [p— [lesindr ],
[ e ft—pdr=—elg = [ dr ]

Mettons ensuite,, avec M. Poisson (*), la premiére des équations (a)
sous la forme

A f(r)) = e )

multlphons ses deux membres par e""dj, pms mtegrons par par-
lles nous aurons

e fl-P)+r+4C) e fl4y)dy = C + e f(l—y)
+ (h—E€)[ e f(l—y)dy.

(*) Journal de IEcole Polytechnique, 19° cahier, page 3o. Cette méthode con-
siste essentiellement a multiplier par ¢™¥dy et & intégrer depuis y = o jusqu’a
7 = oo les deux membres des équations (@), puis A exprimer toutes les inté-
grales en fonction de p, ¢ et de quantités connues. En observant que par des

intégrations par parties on rameéne Lintégrale de e 1;(7) dy 4 Vintégrale de

e~b F (y)dy, on comprendra que ce procédé réussirait encore en général et
fournirait les valeurs dep, ¢, si les équations (a) renfermaient, sous forme li-
néaire, outre la différentielle premiere df de la fonction désignée par la carac-

téristique f, les différentielles &f, .... df d’un ordre quelconque multiplices
par des coefficients constants.
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Si les intégrales sont prises depuis y=o0, la constante arbitraire C
sera égale a zéro, et si elles s'étendent jusqu'a y=oo, les termes qui
sont hors du signe [ s’évanouiront a cette seconde limite. On aura
donc alors

(a46) [ e fltn)dy = (a—6) [ e fli—p)dy,

équation qui devient, en vertu des précédentes,
(h+6)et'p o= (h—B)e™q = (h+4-C)e f 01 e~ f( r)dy
o+ =) ()

Par un procédé semblable on déduira de la seconde des équations (a)
une autre relation entre p et ¢, quis'obtient aussi en changeant dans
celle-ci £ en — €’ et len —I, ce qui doune

(h— € e ¥p + (h4-6") Mg = (h—E") e~ ™ /:,-le""f(f)df

+ () e [ fdr,

De ces deux dquations on tirera les valeurs de p et ¢ sous la
lorme demandée
TCRSTCY)
P=3sm 1% 5=w

en faisant pour abréger
()-8 ey )l — (b)) T &= f )y

! . -1
Hr—CXh+&) [ [ frdy—[ e f(ndr | = ¥(@),
(h+6)(h-+€") ¥ — (h—EYh—E') e~ = o(k).
L’équation de laquelle dépendent les valeurs de p sera donc

iﬂi‘é—?’) = (66" — p*) sin2pl 4 (€ + €)pcosapl = o.

3
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Oa aura en outre

10'(p V—1)=[646'4-2l(€6'— p*)) cos pl—[ 2+ 2/(€ +-E")] psin 2¢,
et 9'(—pV—1) =0'(p \/—1). Quant aux valeurs de ¥(p V=1),
*If(—p \/:_1) , il est aisé de les former;. toutefois, je me dispenserai
de les écrive & cause de leur complication. Lorsqu’on les aura obte-
nues, les équations (€) du n® 7 nous donneront les coefficiens A, B;
et la formule («) nous fournira ensuite le développement de f(x).

11. Les expressions de A et B contiennent en dénominateur la dé-
rivée q,'(p V/—1); si donc deux des racines positives de I'équation
@ (p V—1)==0 se tronvaient égales entre elles, ces cocfliciens de-

viendraient infinis. Mais pour que cette circonstance put se présenter
dans Yexemple que nous traitons, il faudrait que I'on edt a la fois

(66" —¢*)sin2pl~ (€+E') peos 2pl=o0,
[6 €' 4= 21(86"—p*)] cos2pl—[2+ 21(€46€)] psin 2pl =0 ;

égalant entre elles les deux valeurs de tang 2pl fournies par ces deux
équations, on aurait done

(66— %) [€ +€'+31(€6'—p)] + (€ +E) [2-+ 2UE +Ep* =0,
ou bien
2l(66'—¢*)* 21 (E+ €")p* 4 (64-E") (€€'+p*) =o0;

or, cette derniére égalité est absurde quand on a €>o0, 6'>0
(comme nous I'avouns supposé¢ n° 10), puisque son premier membre
est la somme de trois quantités positives; et lorsqu'une des deux cons-
tantes €, &', est nulle, ou lorsque toutes les deux le sont, elle ne peut
étre satisfaite qu'en posant p==o. L’équation ¢{p \V—1)=0 n'a
donc pas de racines positives égaleslorsque lesconstantes €, € sont > o;
il estaisé de s’assurer que ce théoréme subsiste encore sil'une seulement
de ces constantes est nulle, 'autre restant positive, car la racine nulle
que prend dans cette circonstance 1'équation que nous discutons est
évidemment une racine simple; il n’en est plus de méme quand on a 2
la fois §==o0, 6’=o0: il y aalors une racine triple égale a 2éro;

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(19)
mais alors aussi les deux quantités ¥(%), @(%), possédent le facteur

commun %* que I'on doit supprimer pour réduire les fractions p, ¢,
a leur plus simple expression; cette réduction faite, I'équation
Q (r \V— x) =o se trouvera débarrassée de deux de ses racines nulles
et n’aura plus que des racines toutes inégales entre clles.

12. Nous avons vu précédemment (n° 10) que la fonction f(x)que
nous venons de développer dans la série Z{A cos par-4-Bsin pxr) doit
étre regardée comme assujettie aux deux conditions particulicres

% + €f(x) = o pour x = |,

df(x
—J:I(?)— — €f(x) = o pour x=—I.

Ces deux conditions devront étre satisfaites si Ion remplace f(x)
par sa valeur Z(A cos par +Bsinpx) ; mais il est assez remarquable que
chaque terme A cos px~Bsin pa de la série salisfasse isolément a cette
relation, en sorte que si 'on pose v==A cos px--Bsin px, on aura

dv 7=+ 6v=o0 pour x==1, et? = G'v==0 pour x=—1(*).

Les divers termes de la série =(A cosgx ~+Bsinpx), jouisseut de
plusieurs autres propriétés remarquables qui sont connucs depuis

long-temps. Soient par exemple ¢ et o deux termes de la série répon-
\ . eppr T +1

dantadeux racinesdifférentes ; etp’; je disquel'onaura [ , ov'dr = 0.

s . . d’v da’ .

in effet, des deux équations T o = — p*¢', qui ont

¢videmment lieu, on déduit

’ ’ o’ ,dv .
(pP—pes’ = v o — V' s

en intégrant il vient donc

(*; Pour la démonstration de ce théoréme nous renverrons aux calruls di-
veloppés a la page 39 du 19° cahier du Journal de PEcole Polytecknique.
3..
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. a’ dv
s__ als ! — O e

(p*—p") [ v'dx = el
Si maintenant on prend —1 et I pour les deux limites de I'intégrale,
je dis que le second membre se réduit a zéro. Pour le montrer, j'ob-

dV dV' . \
serve que pour x=1_on a 3~ 6v=0, —-+-€v'=0; or, si aprés
avoir multiplié la premiére de ces deux égalités par ¢' et la seconde
: dv
!

. . av .
par ¢, on les retranche, il en résulte ¢ Iz ¥ 7= =0 pour x = l;

d " dav - .
—lonaéééc):o,zi — &'V =0, d'ou l'on tire de

pour x =
méme ¢ g v & 0. On conclut de la que le produit
dx dx ' q P

+1 ] C s . .
(p*—p"™ f ; vo'dx es! constamment égal & zéro; et par suite, si les

. i . Pt
deux raciues p et p' sont différentes, on a f , wWdx =o.

. . . Y o T
On sait comment M. Poisson s'est servi de I'égalité f , vwdx = o

pour prouverla réalité de toutes lesracinesde I'équation @(p \/—1)=0;
nous ne rapporterons pas ici sa démonstration qui est connue de tous
les géométres, et qui d’ailleurs est de pure curiosité dans notre théorie,
puisque nous n'avons hesoin que des racines positives de cette équa-
tiou, en sorte qu’il nous importe pen qu’elle ait ou n’ait pas de ra-
cines imaginaires.

13. Il nous serait aisé de donner heaucoup d’autres développemens
de la fonction f(x) en séries de sinus et de cosinus ; nous pourrions,
par exemple, déterminer la fonction f( ) hors des limites —I, 41,
en employant, au lien des équations (@), d’autres équations aux diffé-
rences mélées qui contiendraient les différentielles de f(y) d'un
ordre supcrieur au premier. Mais il serait fort inutile de généraliser
ainsi les résultats que nous avons obtenus dans ce Mémoire. Nous
n’avons eu pour but que de développer avec soin et de présenter sous
un nouveau jour une méthode tres ingénieuse i laquelle les géomeé-
tres n’avaien! pas fait assez atiention. Plus tard nous reviendrons sur
ce sujel, et ¢n partant d’'un autre principe nous montrerons comment
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on peut arriver d’'une maniere i la fois directe et rigourcuse, non-
seulement aux développemens des fonctions en séries de sinus et de
cosinus, mais encore & ces développemens plus compliqués formeés de
suites infinies dont chaque terme est I'intégrale d’une équation différen-
tielle dusecond ordre, et qui se présentent en analyse quand on cherche
i déterminer les lois du mouvement de la chaleur dans une harre hété-
rogéne primitivement échauflée d'une maniére quelconque.

Vu et approuvé par le doyen de
Ia Faculté des Sciences , 30 dé-
cembre 1835,

THENARD.

Permis d’imprimer ,

L’inspecteur geéncral des études , chargc
de P'administration de YAcadémic
de Paris,

ROUSSELLES.
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PROGRAMME

DE LA DEUXIEME THESE.

Swr la figure dune masse Sluide homogéne en équilibre , et
douée d’'un mouyvement de rotation.

1. Etant donnée une masse liquide homogéne, douée d'un mouve-
ment de rotation uniforme autour d'un axe fixe, et dont les molécules
s'attirent lune Uautre avec une force réciproquement proportionnelle
aux carrés des distances, trouver la figure d'équilibre qui convient a
cette masse. Tel est le probleme dont on est conduit & chercher la
solution, lorsqu'on veut détermiuer la forme des planétes, en par-
tant de cette hypothese qu’elles ont ¢té primitivement fluides. Dans
Vétat actuel de nos connaissances, il serail au moins trés difficile de
résoudre cette question avec toute sa généralité ; heureusement elle
se simplifie beaucoup par la considération du peu de différence qui
existe entre la figure sphérique et celle des planetes et des satellites.
En négligeant le carré de cette différence, les géometres sont par-
venus a prouver que la figure d'équilibre de la masse fluide est tou-
jours celle d’un ellipsoide de révolution, dont le petit axe coincide
avec Vaxe fixe. Dans cette méme hypothese d’'un sphéroide peu diffé-
rent de la sphére, on a aussi traité avec succes le cas ou le fluide
est formé de couches successives de densites diverscs, et celui ou il
recouvre un noyau solide intérieur. Bien que les théorémes auxquels
on est arrivé suflisent pour les besoins de la physique céleste , il serait
irés intéressant de déterminer les formes d'équilibre qui ne se rap-
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prochent pas beaucoup de la sphére. L'équation de condition dont
ces formes dépendent n’ayant pu étre jusqu'ici traitée directement,
on ignore si I'équilibre est possible pour loute vitesse de rotation
inférieure a celle ou le fluide tend i se dissiper dans 'espace ; et 'on
ne sait pas davantage combien de figures permanentes peuvent ré-
pondre & une méme vitesse donnée. On s'est borné a vérifier la possi-
bilité de certaines figures d’équilibre.

Draprés un théoréme démontré synthétiquement par Maclaurin ,
Yellipsoide de révolution est une des fignres que peut prendre un
fluide en équilibre. L'analyse montre de plus que si la vitesse angulaire
de rotation est au-dessons d’'une certaine limite, deux formes an
moins sont possibles, toutes deux comprises parmi les ellipsoides de
révolution. Cela v'entraine pas, comme conséquence nécessaire , la
possibilité de deux états d’équilibre correspondants & une méme force
primitive , puisque les deux états d'équilibre relatifs & un méme
mouvement de rotation exigent deux forces primitives différentes
on différemment appliquées. Lt en effet Laplace prouve, dans la
Meécanique céleste , que , pour une force primitive donuée, le fluide
ne peut étre en équilibre qu’avec une seule figare elliptique de révo-
lution.

D’aprés un théoréme dit a M. Jacobi, on peut aussi, dans certains
cas du moins, trouver un ellipsoide a trois axes inégaux qui satisfasse
aux conditions d’équilibre de la massc fluide. On peut, en eflet,
prendre a volonté les deux axes &', £” de I'équateur ; et alors le troi-
sitme axc A autour duquel le mouvement seffectue, et le carrd o
de la vitesse angulaire de rolation, se trouvent déterminés en f(onc-
tion de A, & par des intégrales définies.

Pour ne pas trop allonger ce programme, je me contenterai d’é-
noucer en peu de mots les principes de la méthode par laquelle on
démontre le théoréme de Maclauvin et celui de M. Jacobi.

Soient a, b, ¢ les coordonuées d'un point quelconque de la surface
du liquide, et P, Q, R les forces qui le sollicitent parallélement
ces coordonnées , ces forces étant supposées tendre a les diminuer,
Pour V'équilibre de la masse fluide, il suffit que I'on ait

o = Pda + Qdb 1+ Rdec,
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pourvu que dans I'évaluation des forces P, Q, R on ait égard & le
force centrifuge due au mouvement de rotation.

Pour évaluer ces forces, on supposera que la figure de la massc
fluide est celle d’un ellipsoide dont un des axes est dirigé suivant I'axe
de rotation. Si les forces P, Q, R qui résultent de cette hypothese,
substituées dans I'équation

= Pda <+ Qdb -~ Rdc,

donnent I'équation différentielle de Tellipsoide, I'hypothése précé-
dente est légitimce, et la figure elliptique satisfait 4 'équilibre de la
masse fluide.

Supposons que l'axe des @ soit 'axe méme de rotation donl £ est
la longueur, tandis que &, &” seront les longueurs des deux autres
axes. L’équation de Uellipsoide sera

a LR c?
mtmt @ =o

. - . . . ki kt
Soit M la masse de cet eliipsoide et A°, A" les fractions et
e

B, (o s . .
—— D'apreés la théorie de Tattraction des ellipsoides, les compo-
santes A, B, C de l'attraclion exercée sur le point (@, &, ¢) par Pel-
lipsoide eatier seront de la forme A=A'a, B=B'5, C=Cc, le

trois quantités A’, B, C" ayant pour valeurs

A3 fravde b 3M {- zdr o 3M (1 zdx
A'= == o =

), H? (1—> 21! B —azmu ?

formules dans lesquelles H = V/(1 4-A*x*)(14-2"x?).

Ces quantités P, Q, R seraient égales a A, B, C si 'on n'avait égard
qu’a l'attraction de la masse fluide ; mais eun tenant compte de la force
centrifuge dont nous représenterons par g U'intensité a la distance 1 de
Vaxe de rotation, il vient

P=Aa, Q=B —g)h, R=(C—g)k.

Si I'on substitue ces valeurs dans I'équation d’équilibre, et si U'on
exprime ensuite que cette équation doit étre identique avec I'équation
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différentielle de I'ellipsoide , on obtient

Be—g _ 1 C—g __ 1
A7 S I+Aﬂ, A’ — I+A”'. (I)

Si 'on élimine g entre ces deux égalités qui renferment les conditions
nécessaires et suffisantes pour I'équilibre, il vient

(1 4 A1 = AD)(B —C) = A(A*—2%).  (2)

Cette équation servira 4 déterminer une des deux quantités A*, A’ en
fonction de I'autre, et lorsqu’elle sera satisfaite, on pourra toujours
trouver une valeur de g qui rende identiques les équations (1). Or,
en mettant pour B’, €/, A’ leurs valeurs écrites plus haut, I'équa-
tion (2) devient

()\'“ _ A’)ﬂl x*x —x")(}l_l— 22X dx = o,

et Pon y satisfait, 1° en posant A*=2*, ce qui donne un ellipsoide
de révolution, et s’accorde avec la solution de Maclaurin; 2° en

2 r o Y T e A3 2 2
posant f Gl Lol )(Ili X 0, ce qui conduit 4 'ellipsoide & trois

axes inégaux de M. Jacobi.

Vu et approuvé par nous, doyen de la Faculté des Sciences,
A Paris, le 30 décembre 1835.

THENARD.
Permis d’imprimer.
L’Inspecteur général des études, chargé de Padministration

de VAcadémie de Paris,
ROUSSELLES.
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