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P R E M I È R E T H È S E 

S U R L E S 

É Q U A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S 

S I M U L T A N É E S 

ET LA FORME AUX DÉRIVÉES PARTIELLES ADJOINTE 

P R É F A C E 

L e p r é s e n t m é m o i r e n 'a t r a i t au fond q u ' ŕ l ' é tude des 

deux p r o p o s i t i o n s su ivan te s : 

I. Etant donné un système d'équations différentielles 

simultanées tel que 

il existe, au moins théoriquement, une forme linéaire 

aux dérivées partielles telle que 

laquelle est une intégrale du système considéré si 3> en 

est une. 



I I . A tout système Que l'on sait intégrer tel que 

correspond une infinité a"autres systèmes de même forme 

tels que, si <ď> est une intégrale de l'un d'eux, la forme 

linéaire aux dérivées partielles 

en. est une autre. 

Fa i san t t o u t e s r é se rves p o u r des o b s e r v a t i o n s p o s -

s ib les ŕ veni r il m e s e m b l e n é a n m o i n s ŕ l ' heu re ac tue l l e 

q u e la s econde des deux p ropos i t i ons p r é c é d e n t e s es t 

n o u v e l l e ; quo i qu ' i l en soi t , j e n ' en pu i s a b s o l u m e n t r ien 

d i re au po in t de vue h i s t o r i q u e . 

Il n ' en e s t pas d e m ê m e d e la p r e m i è r e qui c o m p r e n d 

c o m m e cas pa r t i cu l i e r le cé l èb re t h é o r è m e de Po i s son . 

Ce g é o m è t r e a é tabl i en effet q u e le s y s t è m e d ' équa t ions 

c a n o n i q u e s 

dt = 

a d m e t , en m ê m e t e m p s q u e les i n t ég ra l e s a e t l ' in té-

g r a l e 

Si l 'on cons idè re q u e ce t t e forme aux dér ivées p a r -



t iel les es t l inéaire pa r r a p p o r t aux dér ivées de a cons i -

dé rées seules e t auss i pa r r a p p o r t a cel les de (Ł, on voit 

q u e la forme l inéa i re aux dé r ivées pa r t i e l l e s 

qui , d ' ap rès la p ropos i t i on I, do i t ê t r e u n e in t ég ra l e dű 

sy s t èm e canon ique si a en e s t u n e , a d e s coefficients 

faciles ŕ former d a n s ce cas , ces coefficients é t a n t 

Y 0 = - o , Y d = 

Y n + i — • Y — 

et s ' ob t enan t , c o m m e on voi t , en r e m p l a ç a n t s i m p l e m e n t , 

dans les dér ivées par t i e l l es f igurant d a n s le s y s t è m e 

canon ique d o n n é , la fonction c a r a c t é r i s t i q u e R p a r une 

in t ég ra le (3 dud i t s y s t è m e . 

Cons idé ré de ce t t e m a n i è r e nouve l l e le t h é o r è m e de 

Po isson se d é m o n t r e fac i lement c o m m e on le ve r r a au 

chap i t r e v de ce m é m o i r e , m a i s n e s e m b l e a lors q u ' u n e 

solu t ion pa r t i cu l i è re aux é q u a t i o n s c a n o n i q u e s du p ro -

b l è m e géné ra l qu i cons i s te ŕ r e c h e r c h e r les fonctions 

adjointes Y,, Y 2 , . . . Y r d 'un s y s t è m e q u e l c o n q u e 

Ce de rn ie r p r o b l è m e para î t , en g é n é r a l , hé r i s sé de dif-

ficultés ŕ peu p r è s i n s u r m o n t a b l e s si l 'on se p r o p o s e 

d ' abo rd d 'ob ten i r des fonct ions adjo in tes p o u r i n t é g r e r 

ensu i t e p lu s c o m m o d é m e n t le s y s t è m e p r o p o s é . Mais si 



l ed i t sy s t ème e s t c o m p l è t e m e n t i n t ég ré on p e u t e n s u i t e 

o b t e n i r fac i lement u n e infinité de fonct ions ad jo in tes qui , 

b ien e n t e n d u , n e s e r v e n t p lu s ŕ r ien q u a n t ŕ u n e i n t é -

g r a t i o n c o m p l è t e m e n t t e r m i n é e a u p a r a v a n t . 

U n e difficulté pare i l l e n ' e s t pas u n e chose sans p r é c é -

d e n t . Ainsi que m e le faisait t o u t d e r n i è r e m e n t r emar -

q u e r M. J . H a d a m a r d , on en r e n c o n t r e u n e a n a l o g u e d a n s 

la r e c h e r c h e du fac teur i n t é g r a n t d ' u n e é q u a t i o n diffé-

r en t i e l l e Vdx - j - Qdy == o. Si l 'on v e u t o b t e n i r ce f ac teu r 

i n t é g r a n t p o u r i n t é g r e r l ' é q u a t i o n en ques t ion il faut 

faire u s a g e d'art if ices qui ne r éus s i s s en t q u e d a n s d e s 

cas pa r t i cu l i e r s , sans quo i la m é t h o d e g é n é r a l e c o n d u i t ŕ 

i n t é g r e r d ' abord l ' équa t ion p r o p o s é e . Si on p e u t l e faire 

on a fac i lement e n s u i t e u n e infinité de f ac teu r s i n t é g r a n t s 

a lors q u ' o n n 'en a p lus beso in . 

La p r o p o s i t i o n I se ra i t donc un t h é o r è m e s té r i le si la 

p r o p o s i t i o n II n e m o n t r a i t p a s le m o y e n d ' o b t e n i r une 

infinité de s y s t è m e s d ' équa t i ons don t on conna î t r a i m m é -

d i a t e m e n t un s y s t è m e de fonct ions ad jo in te s . 

L e s fonc t ions ad jo in tes a ins i c o n n u e s p r é s e n t e r o n t une 

a n a l o g i e de p r o p r i é t é s r e m a r q u a b l e avec cel les d e s sys-

t è m e s c a n o n i q u e s . 

P a r e x e m p l e les t h é o r è m e s g é n é r a u x d e J o s e p h Ber -

t r a n d é n o n c é s d a n s son ar t ic le du Journal de Mathé-

matiques : Sur r intégration des équations différentielles 

de la Mécanique (t. XVII , i 852 , p . 393), s ' app l iquen t 

p r e s q u e s ans g é n é r a l i s a t i o n aux fo rmes adjointes d e t o u t 

s y s t è m e d ' é q u a t i o n s . L ' i l l u s t r e g é o m è t r e n e pa r la i t pas 

de fonc t ions ad jo in tes e t songea i t d 'a i l leurs ŕ a u t r e 



c h o s e q u ' ŕ la p r é s e n t e t héo r i e g é n é r a l e , ma i s sa façon d e 

c o n s i d é r e r des p a r e n t h è s e s de Po i s son t e l l e s q u e («,.(3) 

d a n s l e sque l l e s , au cou r s de ses r a i s o n n e m e n t s , il ne 

modifie j a m a i s la p r e m i è r e fonct ion a m o n t r e qu ' i l se 

d o n n e ainsi i m p l i c i t e m e n t des coefficients j o u a n t le rô le , 

d a n s la fo rme ad jo in te (a, (3) d é v e l o p p é e , d e s coefficients 

Y l r Y 2 , . . . , Y r d a n s la fo rme ad jo in te r e l a t ive ŕ un s y s t è m e 

q u e l c o n q u e . 

I l m ' e s t e n c o r e u t i le avan t d 'a l le r p l u s loin d ' em-

p r u n t e r ŕ [Joseph B e r t r a n d q u e l q u e s l i gnes p a r l e sque l l e s 

son ar t ic le c o m m e n c e . 

« Peu d e moi s ap rè s la m o r t d e P o i s s o n , di t - i l , J acob i 

écr iva i t ŕ l 'Académie d e s Sc iences p o u r lui s igna le r la 

p l u s p ro fonde d é c o u v e r t e du g é o m è t r e q u ' e l l e vena i t de 

p e r d r e . 

« Ce t t e d é c o u v e r t e , d isa i t J acob i , n 'a , j e c ro i s , é t é 

b ien c o m p r i s e ni p a r L a g r a n g e n i p a r les n o m b r e u x g é o -

m è t r e s qu i l ' on t c i t ée , ni p a r son a u t e u r l u i - m ô m e . L e 

t h é o r è m e d o n t j e pa r l e m e s e m b l e le p lus i m p o r t a n t d e 

la m é c a n i q u e e t d e c e t t e p a r t i e du ca lcu l i n t é g r a l qu i 

s ' a t t ache ŕ l ' i n t ég ra t ion d 'un s y s t è m e d ' é q u a t i o n s diffé-

ren t ie l l es o r d i n a i r e s . Toutefo is on n e le t r o u v e ni dans 

les T ra i t é s de Calcul in t ég ra l ni d a n s la Mécanique ana-

lytique. C o m m e ce t h é o r è m e n e serva i t qu ' ŕ é t ab l i r u n e 

a u t r e p ropos i t i on d o n t L a g r a n g e avai t d o n n é u n e d é m o n s -

t r a t ion p l u s s imp le , celui-ci n ' e n p a r l e dans sa Mécanique 

q u e c o m m e p r e u v e d ' u n e g r a n d e force a n a l y t i q u e sans 

t rouver néces sa i r e de le faire e n t r e r dans son o u v r a g e e t 

depu i s , t o u t le m o n d e le r e g a r d a n t c o m m e un t h é o r è m e 



r e m a r q u a b l e *par la difficulté de le p r o u v e r e t p e r s o n n e 

n e l ' examinan t en l u i - m ê m e , ce t h é o r è m e p rod ig ieux e t 

j u squ ' i c i sans exemple , e s t r e s t é ŕ la fois découve r t e t 

c aché . » 

Il faut r e m a r q u e r , e t J o s e p h B e r t r a n d le d é m o n t r a i t 

p r é c i s é m e n t dans l ' a r t ic le c i té , q u e le t h é o r è m e de Pois-

son pouva i t d o n n e r des r é su l t a t s i l lusoi res . La p a r e n -

t h è s e (a, ,3) r e s t a i t b ien tou jours c o n s t a n t e en ve r tu du 

s y s t è m e d ' équa t ions c a n o n i q u e s cons idé ré si l es fonc-

t ions a e t p r e s t a i e n t c o n s t a n t e s en ve r tu du m ê m e sys-

t è m e , c 'es t -ŕ-di re en é t a i e n t des i n t ég ra l e s , ma i s il a r r i -

vai t souven t , b e a u c o u p p lu s souven t m ê m e q u e n ' a r r iva i t 

, le c o n t r a i r e , qu 'e l le é ta i t c o n s t a n t e identiquement. E t 

a lors ŕ quoi servai t d ' o b t e n i r des re la t ions t e l l e s que 

i = i ou o = o ? 

Le t h é o r è m e de Po i s son s ' appl ique u n i q u e m e n t aux 

é q u a t i o n s c a n o n i q u e s . Liouvi l le , dans un c o u r t e n o t e de 

son Journal de Mathématiques i nd ique la poss ib i l i té de 

r a m e n e r un s y s t è m e q u e l c o n q u e d ' équa t ions ŕ la forme 

c a n o n i q u e . 

M . H. L a u r e n t ap rè s avoir m e n t i o n n é la m é t h o d e de 

• Liouvi l le dans son Traité d'Analyse (t. VI , p . 96) a joute 

qu ' e l l e n e lui s emb le g u è r e a v a n t a g e u s e , ce qui e s t auss i 

m o n avis , ca r el le cons i s t e ŕ i n t r o d u i r e des var iab les 

p a r a s i t e s . P lu s r é c e m m e n t M . G. K ś n i g s a repr i s la chose 

p a r u n e m é t h o d e b e a u c o u p p lus p ro fonde e t en a m ê m e 

fait u n e appl ica t ion é l é g a n t e de la théor ie des invar ian t s 

i n t é g r a u x due ŕ M . P o i n c a r é (G. KŚNIGS. Application 



des invariants intégraux à la réduction au type cano-

nique d'un système quelconque $ équations différentielles. 

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 1895, 2 E se-

m e s t r e , P.I87S) (P. APPELL. Traité de Mécanique ration-

nelle, t . I I , p . 453) . L ' énoncé seu l de ces r é su l t a t s d o n n e 

é v i d e m m e n t ŕ p e n s e r q u e si t o u s les s y s t è m e s p e u v e n t 

se r a m e n e r ŕ la forme c a n o n i q u e , ce r t a ines p r o p r i é t é s 

cons idé rées d ' abo rd c o m m e a p p a r t e n a n t exc lu s ivemen t 

aux s y s t è m e s c a n o n i q u e s do iven t , c o n v e n a b l e m e n t g é n é -

ra l i sées , a p p a r t e n i r ŕ des s y s t è m e s q u e l c o n q u e s d ' équa -

t ions dif férent ie l les . J 'ai p e n s é q u e le t h é o r è m e d e Po i s -

son e s t de cel les-lŕ e t j ' a i r éuss i ŕ t r o u v e r un é n o n c é 

s imple e t g é n é r a l s ' app l i quan t ŕ un s y s t è m e q u e l -

c o n q u e . 

Ce p r e m i e r m é m o i r e n 'a r i en d e définitif. Loin d ' épu i se r 

la ques t i on il ne fait qu ' en d o n n e r un a p e r ç u . J 'y su is 

r e s t é s u r le t e r r a in des m é t h o d e s é l é m e n t a i r e s b ien qu 'y 

cô toyan t la t héo r i e des g r o u p e s d e Lie e t m e r e n d a n t 

pa r fa i t emen t c o m p t e que je p o u r r a i s é t ab l i r les p r o p o s i -

t ions fondamen ta l e s q u e j ' é n o n c e en faisant i n t e rven i r 

les t r ans fo rmat ions inf ini tésimales qui o n t déjŕ p e r m i s 

d 'é tab l i r le t h é o r è m e de Po i s son p a r u n e voie nouve l l e 

c o m m e Far m o n t r é M. H. P o i n c a r é . 

De p l u s il se ra i t a isé de t r a n s p o r t e r les nouveaux résul-

t a t s o b t e n u s p o u r d e s équa t i ons différentiel les o rd ina i r e s 

aux équa t ions aux dér ivées pa r t i e l l e s . 

J ' e s p è r e f e r m e m e n t reven i r su r la q u e s t i o n ŕ ces d ivers 

po in t s de vue d a n s des m é m o i r e s u l t é r i eu r s . 



Qu' i l m e soi t p e r m i s , avan t de t e r m i n e r ces l ignes , 

d ' a s s u r e r de m o n i m m e n s e r e c o n n a i s s a n c e M. P . Appe l l , 

p ro fes seu r ŕ la F a c u l t é des Sc iences , e t M. L. Lévy , 

e x a m i n a t e u r ŕ l 'Ecole P o l y t e c h n i q u e , auxque l s je su is 

p r o f o n d é m e n t h e u r e u x de pouvo i r d é d i e r ce t r ava i l . 

J ' a d r e s s e é g a l e m e n t m e s p lus s incères r e m e r c i e m e n t s 

ŕ M. G. Naud qu i , avec la p lus g r a n d e ob l igeance , a 

b ien voulu accuei l l i r e t i m p r i m e r m o n m a n u s c r i t . 

A . BUHL. 

Paris , le 3i mars 1901. 



I N T R O D U C T I O N 

J e r a p p e l l e ici q u e l q u e s g é n é r a l i t é s c o n c e r n a n t le s y s t è m e 

d ' é q u a t i o n s s i m u l t a n é e s 

(0; 

u n i q u e m e n t p o u r év i t e r d e s r e d i t e s d a n s le c o u r a n t d u p r é -

s e n t m é m o i r e . 

U n e i n t é g r a l e d u s y s t è m e (i) e s t u n e fonc t ion qu i r e s t e 

c o n s t a n t e en v e r t u d e s é q u a t i o n s de ce s y s t è m e . Si $ e s t 

u n e te l le fonc t ion n o u s avons d o n c d$ — o ou 

= o. 

D'après l e s é q u a t i o n s (i) c e t t e d e r n i è r e r e l a t i on p e u t 

s ' éc r i re 

(2) 

Tel le e s t la cond i t i on ŕ l a q u e l l e doi t sa t i s fa i re u n e fonc-

t ion $ (x^x2,...xr) p o u r ê t r e u n e i n t é g r a l e d u s y s t è m e (i).. 

On voi t a lo r s q u e la déf ini t ion a d o p t é e p o u r l ' i n t é g r a l e fait 

j o u e r le r ô l e d ' i n t é g r a l e ŕ t o u t e s l e s c o n s t a n t e s e t en p a r t i -



c u l i e r ŕ la c o n s t a n t e z é r o . I l n e f a u d r a d o n c p a s s ' é t o n n e r 

s i u n e m é t h o d e q u e l c o n q u e p r o p r e ŕ la r e c h e r c h e d ' i n t é -

g r a l e s dé f in i e s c o m m e il v i e n t d e l ' ê t r e d o n n e pa r fo i s d e s 

e x p r e s s i o n s i d e n t i q u e m e n t c o n s t a n t e s . 

L e s é q u a t i o n s (1) n e s a u r a i e n t a d m e t t r e p l u s d e r—i i n t é -

g r a l e s d i s t i n c t e s 

(3) $ j (Xj , " • • 5 ̂ r)i ^ 2 ("^1' ^2' *••> ̂ r)i • ' • • • • • » — 1 fai» ̂ 2> • • • ' » ^rj* 

S'il y en avai t r on p o u r r a i t e x p r i m e r i r i s .r 2 , . . . .r r e n f o n c -

t i o n d e c o n s t a n t e s , c ' e s t - ŕ - d i r e q u e c e s v a r i a b l e s d e v i e n -

d r a i e n t d e s c o n s t a n t e s . 

T o u t e fonc t ion de c e s i n t é g r a l e s (3) e s t é v i d e m m e n t u n e 

i n t é g r a l e d u m ê m e s y s t è m e si b i e n q u e le t y p e g é n é r a l d ' u n e 

i n t é g r a l e s e r a 

(4) f jw . 

la f o n c t i o n W é t a n t a r b i t r a i r e . N o u s d i r o n s q u e r—i i n t é -

g r a l e s d i s t i n c t e s t e l l e s q u e (3) f o r m e n t u n système complet 

d ' i n t é g r a l e s . L ' i n t é g r a l e (4) s e r a Vintégrale générale d u s y s -

t è m e c o n s i d é r é ( i ) . 

C e t t e i n t é g r a l e g é n é r a l e s e r a s u s c e p t i b l e d e r—i,formes 

d i s t i n c t e s f o r m a n t un n o u v e a u s y s t è m e c o m p l e t e t c o m m e 

on p o u r r a r a i s o n n e r s u r ce d e r n i e r c o m m e s u r le s y s t è m e 

c o m p l e t p r i m i t i f (3) o n v o i t e n c o n t i n u a n t a i n s i q u ' i l y a U n e 

in f in i t é d e s y s t è m e s c o m p l e t s q u i p e u v e n t t o u s s e d é d u i r e 

d e la c o n n a i s s a n c e de l ' un d ' e u x . 

I n v e r s e m e n t si une, fonc t ion a r b i t r a i r e 

(5) 

d e k f o n c t i o n s e s t u n e i n t é g r a l e d u s y s t è m e ( i ) , il e n e s t d e 

m ê m e d e c h a c u n e d e s f o n c t i o n s c o m p o s a n t e s 4> N $ 2 , . . . <E>A c a r 

l ' e x p r e s s i o n c o n s i d é r é e p e u t s e d é c o m p o s e r e n k e x p r e s -

s i o n s d i s t i n c t e s q u i é g a l é e s ŕ d e s c o n s t a n t e s d o n n e n t b i e n 



d e s v a l e u r s c o n s t a n t e s p o u r $ 2 , , . . , $ A . Si & é ta i t p l u s g r a n d 

q u e / * — i il y a u r a i t k—r-\- i d e s f o n c t i o n s <E> n o n d i s t i n c t e s 

d e s a u t r e s . 

T o u t e d é r i v é e p a r t i e l l e d e W p a r r a p p o r t ŕ l ' u n e d e s f o n c -

t i o n s <ď> e s t a u s s i u n e i n t é g r a l e c a r i l n ' y a lŕ au fond q u ' u n 

m o y e n p a r t i c u l i e r d e f o r m e r u n e f o n c t i o n d e * ^ , <1>2,... 

Si l'on connaît une. intégrale du système ( i ) telle que 

$ (xl9 xi? xr ; a l S <x2, a f t) 

contenant k constantes arbitraires distinctes, toutes les déri-

vées partielles telles que 

... (h, ij= 1 , 2 , * ) 

peuvent être des intégrales nouvelles. 

E n effet , on a p a r h y p o t h è s e 

= o. 

D é r i v a n t p a r r a p p o r t ŕ <xA, e n r e m a r q u a n t q u e l e s X n e 

c o n t i e n n e n t p a s c e t t e c o n s t a n t e , on a 

— ô 

ce q u i d é m o n t r e l e t h é o r è m e , la n o u v e l l e i n t é g r a l e p o u v a n t 

ê t r e t r a i t é e c o m m e <ď> e t a ins i d e s u i t e . 

Si les fonctions X ^ X j , . . , X r ne contiennent pas toutes les 

variables xv x^...xr mais que quelques-unes d'entre elles 

telles que Xj, xm,... xp manquent et que Von connaisse une • 

intégrale du système telle que 



les dérivées partielles telles que 

peuvent être de nouvelles intégrales. 

E n effet de . 

= o 

o n d é d u i t en d é r i v a n t p a r r a p p o r t ŕ Xj et o b s e r v a n t q u e , p a r 

h y p o t h è s e , Xj n e c o n t i e n t p a s ce t t e v a r i a b l e 

= o. 

D o n c e s t u n e i n t é g r a l e . M ê m e d é m o n s t r a t i o n p o u r 

O n p e u t e n s u i t e r a i s o n n e r s u r ces i n t é g r a l e s 

c o m m e s u r l ' i n t é g r a l e 3>, ce qu i a c h è v e de d é m o n t r e r le t h é o -
r è m e . 

On r e n c o n t r e s o u v e n t en p r a t i q u e d e s s y s t è m e s d ' é q u a -
t i o n s t e l s q u e 

dt = 

d a n s l e s q u e l s l e s fonc t ions X n e c o n t i e n n e n t p a s la v a r i a b l e t. 

D ' a p r è s l e t h é o r è m e p r é c é d e n t si $ e s t u n e i n t é g r a l e de c e s 

é q u a t i o n s c o n t e n a n t t l e s d é r i v é e s p a r t i e l l e s 

p o u r r o n t en ê t r e d ' a u t r e s . 

C e t h é o r è m e s ' a p p l i q u e n o t a m m e n t aux é q u a t i o n s c a n o -



n i q u e s d e la d y n a m i q u e t o u t e s l e s fois q u e la fonc t ion c a r a c -

t é r i s t i q u e n e c o n t i e n t p a s t. Il n ' e s t d o n c p a s n é c e s s a i r e d e 

fa i re d é p e n d r e sa d é m o n s t r a t i o n d e ce l l e d u t h é o r è m e d e 

P o i s s o n . O n t r o u v e r a u n e a p p l i c a t i o n d a n s le Traité de Méca-

nique rationnelle d e M. P . A p p e l l (t. I I , p . 4 2 3 ) . 



CHAPITRE P R E M I E R 

F O N C T I O N S A D J O I N T E S E T F O R M E A D J O I N T E D 'UN S Y S T È M E 

D ' É Q U A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S 

1 . Théorème. — E t a n t donné un système d'équations simul-

tanées, tel que ^ 

(1) 

où les X sont des fonctions quelconques des x, il existe r fonctions 

Y Y . Y 

des variables x telles que si <ď> est une intégrale du système en 

' question, la forme linéaire aux dérivées partielles de <ď> 

(3) 

en est une autre. 

Pour démont re r ce théorème observons que si <ď> et la forme (3) 

sont des in tégrales de (i) on doit avoir 

( 4 ) ' = o. 

Dérivant la p remière de ces égalités par rappor t ŕ x{, mul t i -



pliant par Y,- et addi t ionnant les égali tés ainsi ob tenues pour 

toutes les valeurs de z, il vient 

= o 

La seconde égalité (4) peut s 'écr i re 

= o 

et si l 'on re t ranche ces deux de rn iè res équations en observant . 

que la différence 

est iden t iquement nu l le , il vient 

= o 

ou 

= o. 

On peu t satisfaire iden t iquement ŕ cette dern iè re équat ion, et 

cela d 'une manière complè tement indépendan te du choix de 

l ' intégrale O, en posant 

(S) 

• ( 7 = 1 , 2, . . . , ' /•) . 

On a ainsi un système de r équat ions aux dérivées par t ie l les ŕ 

r fonctions inconnues Y,, Y 2 , , . . , Y r . Il est p r o p r e ŕ définir ces 

fonctions, ce qui établi t le t h é o r è m e énoncé . ; 

Je dirai que les fonctions Y n Y 2 , . . . , Y,, ainsi définies sont les 



FONCTIONS ADJOINTES des fonctions X n X 2 , . . . , X r ou du système ( i ) . 

Il est ut i le , pour la sui te , de donner aussi une définition 

précise des fonctions adjointes oů n ' in te rv ienne pas expl ici te-

men t la considérat ion d ' in tégrales du système ( i ) . Si l 'on 

r e m a r q u e que le système (i) é tant donné , on peu t immédia t emen t 

écr i re le système d 'équat ions aux dérivées par t ie l les (5) on peu t 

d i r e que ce de rn ie r définit les fonctions Y comme fonctions 

adjointes des fonctions X. Si l 'on peu t i n t é g r e r complè tement le 

système (5) et obteni r les fonctions Y les plus générales lesquel les , 

nous le verrons plus loin, dépenden t dans leur ensemble de 

r fonctions a rb i t ra i res , nous dirons que ce sont des FONCTIONS 

ADJOINTES GÉNÉRALES. Dans le cas con t ra i re , et ce sera de beau-

coup le plus f réquent , on ne p o u r r a [p ra t iquemen t t i rer du 

système (ô) que des fonctions Y y satisfaisant comme solutions 

par t icul iè res : nous les di rons FONCTIONS ADJOINTES DÉGÉNÉRÉES. 

Enfin d 'après ces définitions et la symétr ie des équat ions (5) 

il est impossible de ne pas r e m a r q u e r immédia temen t que si 

Y 1 ? Y 2 , . . . , Y r sont fonctions adjointes de X t , X 2 , . . . X r , " récipro-

quemen t Xj , X 2 , . . . , X r sont fonctions adjointes de Y t , Y 2 , . . . , Y r . 

C'est l ŕ . u n t héo rème fondamental auquel sera consacré un 

chapi t re spécial . 

2 . — Nous al lons nous occuper main tenant de l ' in tégrat ion du 

système (5). 

Nous cons idé rons le système plus généra l 

(6) 

qu i aura l 'avantage de c o m p r e n d r e comme cas par t icul ier , non 

seu lemen t le système (5) mais d 'autres que nous r encon t re rons 

au cours de ce t ravai l . Ce système (6) a été considéré p a r Jacobi ; 

on l ' in tègre facilement ŕ l 'aide de la méthode généra le q u ' e m -



ployait p r imi t ivement Lagrange pour t ra i te r les équat ions l inéai res 

aux dérivées par t ie l les (H. LAURENT. Traité d'Analyse, t . V I , 

p . 198). 

Posons pour simplifier l ' écr i ture = pji ; le système d e -

viendra 

Xjfji + X2pj%H-...-I-X,. p{r == Fj , ( / = i , 2 , . . . , / ; ) . 

Si l 'on t i re p H , /> 8 1, /?n des iden t i t é s 

dYy == (f^j + p ; ď > <&Ł2 - j - . . . H-/>j>rf#r , ( 7 = 1 , 2 , . . . r) 

pour les p o r t e r dans les express ions p récéden te s , celles-ci 

deviennent 

X 1 (^Yj — pj%dx2 — ... — pjrdxr ) 

-f- (X 2/»j 2 + • • • - h X r — Fj ) = o 

( 7 = 2 , . . . , r) 

et , en ver tu de cette de rn iè re égal i té , si l 'on annule les coefficients . 

des p^, c 'es t-ŕ-dire si l 'on pose 

il vient aussi 

XxdYj = Fj dxi, (j— I ' 2 v > r ) * 

Donc les fonctions Yj cherchées satisfont ŕ ces de rn iè res équa-

t ions si les p récéden tes sont satisfaites, c 'es t -ŕ-dire au système 

(7) 

Soient <&1} O g , . . . «ĎV—i les in tégra les du système formé p a r l e s 

r p remie r s m e m b r e s , lesquelles sont fonctions de x v xv...y xr. 

seulement , et 

(Xi, x2,...,xr; Y 1 7 Y 2 . . . . , Y r ) , \P* 2,..., Wr 



les r au t res . Toute fonction de ces zr — i in tégra les sera aussi 

une in tégrale du système (7), mais pour que l 'on puisse déter-

mine r les fonctions Y 1 ? Y , , . . . , Y r les re la t ions arb i t ra i res dist inctes 

ŕ établir en t re les in tégra les ci-dessus doivent être au nombre de r 

et de r seu lement . 

3 . —r Ces considérat ions générales é tant é tabl ies , abordons le 

cas par t icul ier de l ' in tégrat ion du sys tème (5). Les équat ions 

différentielles ordinaires (j) deviennent dans ce cas 

(8) 

^ 1 

On remarque ra tout d ' abord que les équat ions de la p remiè re 

l igne de ce système ne sont autres que les équat ions (1) ce qu i , 

au p r emie r abord , para î t r e n d r e absolument i l lusoires tous les „ 

résul ta ts que l 'on se proposa i t de t i r e r de la théor ie . La connais-

sance des fonctions adjointes d 'un système d 'équat ions semble , 

au début , éminemment utile ŕ son intégrat ion mais comme le 

système (8) semble ind iquer que l 'on ne connaî t ra ces fonctions 

que lorsque le système proposé sera complè tement in tégré on ne 

leur voit p lus alors la moindre u t i l i té . Ce ra i sonnement est 

assez juste lorsqu ' i l s 'agit de fonctions adjointes générales qu 'on 

ne pou r ra t rouver , la p l u p a r t du t e m p s , qu 'en in tégran t r igou-



reusement le système (8), mais nous ver rons que l 'on pour ra 

souvent t rouver des fonctions adjointes dégénérées sans effectuer 

cette ' i n t ég ra t ion . Nous é tabl i rons de plus que r eche rche r les 

fonctions adjointes générales d 'un système alors que le système 

est complè tement in tégré n 'es t p a s , en géné ra l , une opérat ion 

inuti le ; cela condui t , comme nous le ve r rons plus loin, ŕ la 

considérat ion d 'une infinité d 'au t res sys tèmes ,d 'équa t ions diffé-

rent iel les dont un système de fonctions adjointes dégénérées est 

immédia tement connu . 

Nous allons voir main tenant que si l 'on connaî t un système 

complet d ' in tégra les du système ( i ) , on connaî t imméd ia t emen t 

r—i in tégrales du système (8) con tenan t Y n Y 2 , . . . , Yr. 

Soient <&1, $ 2 , . . . , 0>r—i les in tégra les supposées connues de ( i ) . 

Je dis que les /*— i express ions 

sont des in tégrales de (8), Il faut d é m o n t r e r que l 'on a 

= o 

en vertu des équat ions du système (8) et cela quel que soit /'. 

Effectuant la différentiation ind iquée on a 

= o 

ou, en remplaçant les dY{ et les dxk par les expressions qui , 

d 'après les équat ions (8), leur sont p ropor t ionne l les 

= o. 



D'autre par t , on a 

= o 

d'oů, en dér ivant par r appor t ŕ ^ m u l t i p l i a n t par Yk et faisant 

la somme de toutes les valeurs ainsi obtenues p o u r tous les i nd i -

ces k, 

— o. 

Re t r anchan t de l 'égalité p récéden te , il vient 

— o. 

ce qui est une iden t i té . . 

Nous sommes donc main tenan t en possession de ir — 2 i n t é -

gra les du système (8). Il en reste ŕ t rouver une et une seulement 

par un calcul d i r e c t ; soit W (xlf x2...7 xr; Y t , Y 2 , . . . , Yr) cet te 

de rn i è r e in tégra le . En t r e les — 1 in tégrales ainsi connues il 

r e s t e ŕ é tabl i r r re la t ions arbi t ra i res desquelles on pour ra t i r e r 

les Y. 

On peut supposer que ces relat ions soient résolues par r a p -

p o r t aux r in tégra les qui seules cont iennent les Y et elles s 'écr i-

vent alors 

(9) 

W{x±, x„ ..., xr ; Y,, Y 2,...., Y J = Br %,..., $r_4), 

0 , , 0 2 , . . . , ©r- i , @r désignant des fonctions arb i t ra i res . 



Les r— i p remiè res de ces relat ions é ta ient év idemment ŕ 

prévoir . Elles ne font en effet qu ' exp r imer que la forme 

que dorénavant nous nommerons la forme adjointe du système ( i ) » 

reste une in tégrale de ce système si $ en est u n e . 

On voit, en r é sumé , que les re la t ions (9) pe rme t t en t de calculer 

les fonctions adjointes générales du système (1) lorsqu 'on con-

naî t les in tégra les <I>2, <ĎV_i de ce système et en outre 

une seule in tégra le W (xv xr \ Y,, Y 2 , Y r ) , du sys-

tème (8). Il faut faire at tent ion b ien en tendu ŕ ce que cette 

dern ière soit dist incte des in tégra les l inéaires en Y 4 , Y 2 , Y r 

qui forment les p remie r s m e m b r e s des r—1 p remiè res équa-

t ions (g). 



C H A P I T R E II 

É T U D E D E LA F O R M E A D J O I N T E 

4 . — Suivant que les fonctions adjointes du système 
(1) 

sont des fonctions adjointes générales ou des fonctions dégéné -

rées , la forme adjointe 

(2) 

présen te des propr ié tés différentes quant ŕ son expression en 

fonction des in tégra les du système ( i ) . Nous passerons d 'abord 

en revue quelques p ropr i é t é s générales qui res ten t les. mêmes 

alors que les fonctions adjointes sont indifféremment généra les 

ou dégénérées . 

Nous savons que si dans la forme (2) on remplace <ď> par l 'une 

des in tégrales ^ <ď>2, <& r_ 1 considérées au chapi t re p r écéden t 

cette forme reste une fonction de ces in tégra les . Si Ton faisait 

usage de toute autre in tégra le du système (1), laquelle ne pour ra i t 

ê t re qu 'une fonction W <P 2 , <ĎV_i) des p récéden tes , il en 

serai t de m ê m e , car on a 



tous les^V^ qui figurent dans le second m e m b r e de cet te égali té 

ne sont autres que les formes adjointes cor respondant aux i n t é -

grales «frj, $ 2 , $>r — i et leurs coefficients sont manifestement 

aussi fonctions de ces dern ières in tégra les . 

Si au lieu du système complet d ' in tégra les <E»t, <ď>2, <ĎV_i, 

on en considère un autre Wt, W 2 , toutes les formes 

adjointes 

s ' expr imant en fonction des in tégra les <I> et ces de rn iè res pou -

vant év idemment s 'expr imer au moyen des on voit que la 

forme, adjointe (2) se compor te de même vis-ŕ-vis de tous les 

systèmes complets d ' in tégra les des équat ions (1) ( 1). 

Réc ip roquemen t si l 'on fait usage dans le système (9) du 

chapi t re p récéden t de systèmes comple ts différents d ' in tégra les <ď> 

pour le calcul des fonctions adjointes généra les cela n 'y peu t 

changer autre chose que la forme des fonctions a rb i t ra i res qui y 

figurent. 

D'ai l leurs supposer qu' i l en soit au t r emen t serait admet t r e que 

le système d 'équat ions aux dér ivées par t ie l les (5) .§ 1 admet p lu -

sieurs in tégra les généra les différant dans leur forme au t r emen t 

que pa r les fonctions a rb i t ra i res , ce qui est ab su rde . 

5 . Théorème. — Si Y l 5 Y 2 , . . . , Yr sont des fonctions adjointes 

générales ou dégénérées, il est possible, en général, de former un 

(') On voit sans peine l 'analogie de ces cons idéra t ions avec celles qui servent de 
base ŕ la théorie des g roupes de Lie. (Voir E . GOURSAT. Leçons sur l'intégration 

des équations aux dérivées partielles du premier ordre, -p. 3o6 et suivantes . ) P a r 
r a p p o r t ŕ la forme adjointe (2) les i n t ég ra l e s du système (1) se compor ten t j u s -
qu'ici comme des fonctions formant un g r o u p e . On sai t en effet que toute fonction 
de fonctions formant un g roupe a p p a r t i e n t au s s i ŕ ce groupé . ' 



système de r — i intégrales Wv Wv W r _ 2 telles que toutes 

les formes adjointes 

soient égales à une intégrale, donnée à l'avance. 

Soient ® v <ď>2, <ď> r_! des in tégra les des équat ions ( i ) for-

man t un système comple t . Nous avons comme on l'a vu 

(3) 

Dans ces relat ions les seconds membres ont des significations 

différentes suivant qu' i l s 'agit de fonctions adjointes générales 

ou dégénérées . Dans le p r emie r c a s 0 n @2, @ r _ i sont , comme 

nous savons, des fonctions arb i t ra i res contenant bien r ée l l emen t 

Oj, <ď>2, 3V —1 ; dans le second elles peuvent n'avoir p lus r i en 

d 'a rb i t ra i re et même se rédu i re ŕ de s imples constantes non 

nul les ou nul les . 

Soit W une autre in tégra le des équat ions ( i ) , i ndé te rminée p o u r 

l ' ins tant mais qui est forcément de la f o r m e l (ffri} <ď>2, 

Nous avons, comme au pa rag raphe p récéden t , 

Or si l 'on égale cette expression ŕ une in tégra le a rb i t ra i re on 

a l 'équat ion aux dérivées par t ie l les 



qui définit une fonction *F d é p e n d a n t d 'une fonction a rb i t ra i re 

de r — 2 fonctions ou r— 2 fonctions de O d , \ qu i 

sont dist inctes et forment le système de r — 2 in tégra les dont 

Fexistence justifie le t héo rème énoncé . 

On voit main tenant que ce t h é o r è m e est en défaut dans le cas 

t rès par t icul ier oů l 'on aurai t des fonctions @ t, ® 2 , . . @ r _ 1 toutes 

nul les . Les mots « en général » qu ' i l cont ient dans son énoncé . 

visent ce cas . La fonction F est alors toujours nulle aussi . Donc : 

S'il existe un système d'intégrales <ď>2,..., _«i telles que les 

formes adjointes correspondantes soient nulles, toute intégrale 

fonction de celles-ci conduit aussi à une forme adjointe nulle ('). 

On sait qu ' i l existe une forme adjointe qui est toujours nul le 

quelle que soit l ' in tégra le cons idérée ; C'est la forme 

E n effet les fonctions X n X 2 , . . . , X r se co r re sponden t ŕ e l les -

mêmes comme de véri tables fonctions adjointes car le sys tème 

d 'équations (5) du chapi t re p récéden t est bien satisfait pour 

Y j = X i . ( / — 1 , 

mais la dégénérescence de ces fonctions est tel le que la forme 

ci-dessus ne reste jamais constante au t r emen t qu 'en étant iden-

t iquement nu l le . 

6 . — Si l 'on fait F (<È>1, $ 2 , 1, on a un corollaire 

impor tan t du théorème p récéden t . 

Y 1 } Y 2 , Yr é tant un système quelconque de fonctions 

adjointes, on peut former un sys tème de r — 2 in tégra les 

$ 2 , <ď>r-2 te l que 

= 1. 

{*) 11 y a encore ici une analogie avec les groupes dits en involution. 



Ces in tégra les ont cette p ropr ié té de pouvoir être combinées 

en t re elles ou avec une de rn iè re in tégra le «ÎV—j tout comme les 

in tégra les d 'un système complet quelconque de façon ŕ donner 

une in tégra le W ŕ laquel le cor respond une forme adjointe égale 

ŕ une fonction donnée F <ď>2, • $ r _ 1 ) . E n effet W est 

donnée pa rTéqua t io r i aux dérivées par t ie l les 

L'équation 

= I 

donnera les combinaisons d ' in tégrales <ď>î, ^r—t auxquelles 

co r responden t aussi des formes adjointes égales ŕ i . Celles-ci 

sont de la forme 

la fonction f.étant a rb i t ra i re . 

Si l 'on fait F <ď>2, <Pr_1) z= o on a un second corollaire 

de même impor tance que le p récéden t . 

Y i r Y 2 , Y r é tant un système quelconque de fonctions 

adjointes , on peut former un système de f — 2 in tégra les <Ď>J, 

<ď>°_2 tel que 

= o. 

7 . — Des deux corollaires p récéden t s on dédui t immédia te-

men t que , pour des fonctions adjointes données , le système 

complet d ' in tégrales auxquelles cor respondent les formes adjointes 

égales , tout calcul fait, aux expressions les plus simples peu t se 

former en p r e n a n t les r— 2 intégrales — 2 aux-

quel les cor respondent des formes adjointes égales ŕ o pu i s , pour 



la (r— i ) e , une quelconque des in tégra les <ď>î, <S?\, _ 2 . On 

aura ainsi un système complet d ' in tégra les 

(4) 

auxquelles cor respondent r—1 formes adjointes dont l 'une est 

égale ŕ 1, toutes les aut res étant égales ŕ zé ro . 

On r emarque ra encore l 'analogie qu ' i l y a ent re l 'obtent ion 

d 'un système d ' in tégra les tel que (4) et la réduct ion ŕ la forme 

canonique de fonctions formant un g roupe de Lie . 

Les conclusions p récéden tes sont d 'ai l leurs en t iè rement sem-

blables ŕ celles obtenues par Joseph Ber t rand dans le cas 

par t icul ier des équat ions canoniques [Journal de Mathématiques, 

i852 , t . XVII, p . 393) [Œuvres complètes de Lagrange. Méca-

nique analytique. Note de J . B e r t r a n d ) . 

Dans le chapi t re consacré plus loin aux équations canoniques 

nous re t rouverons immédia tement le t héo rème de J . Be r t r and 

comme cas par t icul ier du résultat ci-dessus énoncé . 

8- — Nous allons voir, pour t e r m i n e r ce chapi t re , en quoi 

diffèrent les propr ié tés de la forme adjointe suivant que les fonc^ 

tioris Y l 5 Y 2 , . . . , Y,, sont générales ou dégénérées . 

Il est clair tout d 'abord que si l 'on connaissait les fonctions 

adjointes générales d 'un système (1) on pour ra i t toujours à coup 

sûr déduire une in tégrale nouvelle d 'une in tégra le p r imi t ivement 

connue. 

Même dans le cas oů l'on aurait une in tégra le telle que W1 

ou W° ŕ laquel le , pour une forme momentanée des fonctions 

arbi t raires contenues dans les fonctions adjointes, ne cor respon-

drait pas d ' intégrale nouvelle, on en ferait imméd ia t emen t cor -

respondre une tout de même, en changeant convenablement la 

forme des fonctions arbi t ra i res en ques t ion . 

Ainsi imaginons que les seconds membres des équat ions (3) 

soient des fonctions générales et a rb i t ra i res auxquelles on a t t r i -



huerai t momentanément une forme telle que la forme adjointe 
cor respondant ŕ une in tégra le W, 

soit égale ŕ zé ro , ou ŕ une autre cons tan te , ou, d 'une manièn 

* généra le , ŕ une intégrale considérée comme inut i le . Il y aur; 

toujours moyen 'de dé t ru i re une tel le égali té en changeant L 

forme momentanémen t adoptée pour les fonctions arbi traire: 

figurant dans S v @2, Sr—i et de faire donner une autre inté-

gra le ŕ l 'expression c i -dessus . • 

E n p ra t ique , comme il a déjŕ été d i t , ces considérat ions son 

absolument i l lusoires . Les fonctions adjointes générales d 'un sys-

t ème ne se peuvent connaître que lorsque ce système est complè -

t e m e n t in tégré , c 'est-ŕ-dire lorsque tout ra i sonnement subséquent 

ayant pour but de t rouver de nouvelles in tégra les est inut i le . 

Mais les explications précédentes éc la i reront ce qui va se 

passer dans le cas de fonctions adjointes dégénérées . Ces der -

n iè res comme nous le ver rons bientôt peuvent jouer un rôle p ra -

t ique dans le cas de nombreux systèmes d 'équat ions. 

Tout d 'abord des fonctions adjointes dégénérées ne cont ien-

d r o n t en généra l r ien d 'a rb i t ra i re . Si donc ŕ une in tégra le connue 

cor respond une forme adjointe qui n 'es t pas une in tégra le 'nou-

vel le , il n 'y aura aucun moyen, analogue au moyen théor ique 

proposé tout ŕ l 'heure pour les fonctions adjointes généra les , de 

remédie r ŕ cet inconvénient . 

Les fonctions adjointes dégénérées satisfont évidemment ŕ un 

système d 'équat ions tel que (3) mais dans lequel les seconds 

membres ont p e r d u une par t ie plus ou moins g rande (très g rande 

dans beaucoup de cas) de leur généra l i té . 

Les combinaisons des in tégrales qui cor respondent ŕ ces 

valeurs desdits seconds membres peuvent donc ne conduire qu 'ŕ 

d 'autres restant toujours dans la même ca tégor ie . 



P o u r p r e n d r e un exemple supposons que dans le sys tème (3) 

les seconds m e m b r e s soient des fonctions d é t e r m i n é e s de <E>t 

et $ 2 s eu lement . Des in tégra les <&t e t <I>2 supposées connues et 

de toutes l eurs combina isons on ne p o u r r a conclure une forme 

adjointe qui sera une in t ég ra l e nouve l le . P a r cont re si l 'on ne 

connaissait pas ces in t ég ra le s mais une au t re <ď>3 on p o u r r a i t pa r -

fai tement t rouver $ 4 et <E>2. 

Les résul ta ts ŕ a t t endre de l 'usage des fonctions adjointes 

dégénérées s emblen t donc d 'une na tu re assez capr ic ieuse . 

Tel le forme adjointe qu i ne donne aucun résu l ta t ut i le avec 

telle in tégra le en d o n n e r a un avec te l le a u t r e . \ 

Un exemple pa r t i cu l i e r de ces cons idéra t ions généra les est 

connu depuis l o n g t e m p s et cons t i tue le cé lèbre t h é o r è m e de 

Poisson . On sait qu 'un sys tème d 'équa t ions canoniques est un 

système d 'équat ions de la forme '/ 

dt = 

Nous ver rons p lus loin que si a est une in tégra le de ce sys tème, 

il admet les fonctions adjointes év idemment dégéné rées 

si b ien que , si <ď> en est u n e aut re i n t é g r a l e , la forme adjointe 

que Poisson r e p r é s e n t e symbol iquemen t pa r a) peu t en 

être une t ro i s i ème . Ma lheu reusemen t on sait q u e , p lu tô t que 

d 'ê t re une in tégra le nouvelle u t i l e , la forme adjointe (<&, a) 



se rédui t p lus souvent ŕ une constante ou ŕ une fonction d ' in té-

grales déjŕ connues. Pour n ' impor te quel système d 'équat ions 

différentielles il faudra s 'a t tendre ŕ des résultats de même na ture 

du moment que l 'on fera usage de fonctions adjointes dégé -

né rées . 



C H A P I T R E I I I 

R É C I P R O C I T É D E S F O N C T I O N S X t , X, , . . . , Xr E T Y „ Y 2 , . . . ( Yr 

9 . Théorème. — Si le système d'équations 

(0 

admet des fonctions adjointes Yt, Y 2 , . . . Y r , réciproquement le 

système 

(2) 

admet les fonctions adjointes^ X,, X , , . . . , X r . 

Ce t héo rème , ainsi que nous l 'avons déjŕ br ièvement r e m a r q u é 

au chapi t re i, est tout démont ré ŕ la simple considérat ion des 

équations (5) dudi t chapi t re , lesquel les d 'après leur symét r ie 

définissent aussi bien les Y comme fonctions adjointes des X 

que les X comme fonctions adjointes des Y. 

Il donne une por tée nouvelle et t rès g rande ŕ la théor ie des 

fonctions adjointes. Supposons en effet qu 'après avoir in tégré 

complè tement le système ( i ) on dé t e rmine ses fonctions adjointes 

générales Y 4 , Y 2 , . . . , Y r et que l 'on écrive le système (2). 

Ce dern ie r admet t ra la forme adjointe 

(3) 

et si l 'on remarque que dans le système (2) les fonctions Y 



d é p e n d e n t de r fonct ions a rb i t r a i r e s on conçoi t qu ' i l p e u t ê t r e le 

t y p e d 'un g r a n d n o m b r e de sys tèmes pa r t i cu l i e r s d o n t l ' i n t ég ra -

t i on p o u r r a ê t r e n o t a b l e m e n t simplifiée p a r la conna issance 

i m m é d i a t e des fonct ions adjointes X , , X 2 , . . . , X r . 

Il ne faudra pas oub l i e r p o u r t a n t que ces de rn i è r e s s e ron t 

tou jours des fonctions adjointes dégénérées du sys tème (2). 

P a r sui te , de la connaissance d 'une i n t ég ra l e <ď> de ce s y s t è m e , 

on ne p o u r r a pas conc lu re ŕ coup sűr que la forme adjointe (3) 

en est u n e au t re ut i le ; elle p o u r r a se r é d u i r e ŕ une s imple cons -

t a n t e non nul le ou nul le ou ŕ une fonction d ' in tégra les déjŕ 

c o n n u e s . 

Ceci d i t nous al lons e n t r e r dans des appl ica t ions qu i éc la i r -

c i ron t t ou t ce qu i p r é c è d e . 

1 0 . — Cons idé rons le sys tème d ' équa t ions 

d a n s leque l X , est fonction de x1 s eu lement , X 2 fonction de x2 

s e u l e m e n t et g é n é r a l e m e n t Xj fonction de Xj s eu lemen t . Ses 

i n t ég ra l e s son t 

et , p o u r en calculer les fonct ions ad jo in tes , il nous faut encore 

t r o u v e r une i n t ég ra l e du sys tème (8) du chap i t r e 1, l eque l s ' écr i t 

ici 



P o u r la seule i n t é g r a l e qu ' i l est nécessa i r e d 'en avoir , cons i -

dé rons l 'égal i té 

ou 

On a i m m é d i a t e m e n t l ' i n tégra le Cela fait il n ' y a p lus 

aucune i n t ég ra t i on ŕ effectuer et le sys t ème (9) du c h a p i t r e 1 nous 

d o n n e pour d é t e r m i n e r les fonctions Y l 5 Y 2 , . . . , Y r les r e l a t ions 

On en conclut 

les fonctions Fv F F , , é tan t des fonct ions a rb i t r a i r e s de 

<ď> <ď> <I>„ 

Donc le sys tème d ' équa t ions 



a d m e t p o u r forme adjoin te : 

On peu t s implif ier un p e u l ' éc r i tu re en posan t , 

(j= i , 2 , . . . , r ) 

et d i r e a lors que le sys tème 

(4) 

(j= i . 2 , . . . , r ) 

a d m e t p o u r forme ad jo in te 

(5) 

Le s y s t è m e (4) en c o m p r e n d é v i d e m m e n t beaucoup d ' au t re s 

c o m m e cas p a r t i c u l i e r s . Nous al lons voir que lques e x e m p l e s . 

1 1 . — Soi t d ' abo rd . 

( y = i . , 2 , . . . , r ) 

« j , m2,..., mr é tan t des cons tan tes . Le sys tème (4) devient 

(6) 

.... 

U= 1,2,...,/•) 

et a d m e t p o u r forme adjoin te 



Le sys tème (6) en c o m p r e n d r a un qu i est p a r t i c u l i è r e m e n t i n t é -

res san t . P o s o n s 

F- = 
j — 

et essayons d ' ident if ier ce t te e x p r e s s i o n avec la suivante 

Il vient les r e l a t i ons 

*j = m, âj , & = m2 bj , ..., Xf.== mr_y kj, 

d o n t la d e r n i è r e p e u t se r e m p l a c e r p a r 

mlcij -f- m2bj - h — + mr_i kj -f- mrlj = o. 

On voit d o n c que le sys t ème 

(y = 1 , 2 , . . . r ) 

a d m e t la forme adjointe (7), oů mv m 2 , w r sont des cons tante : 

de m ê m e q u e «j, bj,..,. lj, p o u r t ou t e s les va leurs dej, si l 'o 

p e u t définir ces c o n s t a n t e s m p a r les équa t i ons l inéa i res 

f m1 cij -f- ma bj -\- . . . , - j - mr lj — o 

( ( / ' = 1,2, . . . , / •) . 

Il faut p o u r cela que l 'on ait 



Soit c o m m e app l i ca t ion n u m é r i q u e le sys t ème 

p o u r l eque l on a fac i lement mi = m2 = m3 et qu i a d m e t p a r sui te 

la forme adjointe 

Il a d m e t deux in t ég ra l e s d is t inc tes 

<P1 == x*-\-if-i-z2 , <ï>2 = x - f - y - M , 

et Ton voi t faci lement que 

On a aussi 

r é su l t a t inut i le ce t te fois et qui p r o v i e n t de l ' u sage de fonc t ions 

ad jo in tes d é g é n é r é e s . Il ne faudra i t pas c ro i r e c e p e n d a n t qu ' i l 

faudra tou jours conna î t r e une i n t é g r a l e d ' une ce r t a ine compl i -

ca t ion p o u r en d é d u i r e u n e s imple a lo rs q u ' e n p r a t i q u e c ' e s t e 

p r é c i s é m e n t le c o n t r a i r e qu i est ŕ s o u h a i t e r . 

Si au l ieu de conna î t r e l ' une des i n t é g r a l e s les p l u s s imp le s 

d ' u n sys tème on en conna i s sa i t u n e qu i soit u n e combina i son de 

ces d e r n i è r e s , l 'usage de la forme adjointe p o u r r a i t p e r m e t t r e 

d ' en effectuer la s é p a r a t i o n . A i n s i dans le cas du sys tème p r é c é -

d e n t s u p p o s o n s q u e l 'on conna isse s e u l e m e n t l ' i n t ég ra l e 

+ + 
On a 

= 2 {x -f- y + zf + 3 (.r2 + if 4 -



et l 'on p e u t a lors i m m é d i a t e m e n t conc lu re q u e x2-\-y2-\-z2 e t 

x -f- y -f- z sont des i n t é g r a l e s d i s t inc t e s d u sys tème c o n s i d é r é . 

Il es t s inon u t i l e du m o i n s i n t é r e s s a n t de c h e r c h e r c o m m e 

vérification des t h é o r i e s du c h a p i t r e p r é c é d e n t , q u e l est le 

sys tème c o m p l e t c anon ique d ' i n t é g r a l e s et <E>° qu i r e n d e n t la 

forme adjo in te éga le d ' a b o r d ŕ i e t ensu i t e ŕ o . «D1 es t é v i d e m -

m e n t égale au t i e r s de x -\- y -\- z. <ď>0 satisfait ŕ l ' équa t ion aux 

dér ivées pa r t i e l l e s 

et est égale ŕ 3 — On a d o n c 

$° — x

2 -\-y2-\- z2 — xy — xz — yz 

et l 'on vérifie fac i lement . 

1 2 . — C o m m e second e x e m p l e de p a r t i c u l a r i s a t i o n du sys-

t è m e (4) , soit 

Le t e r m e g é n é r a l d u d i t sys t ème d e v i e n t 

e t , c o m m e la fonc t ion Fj est a r b i t r a i r e , r i en n ' e m p ê c h e de r e m -

p lace r les symbo le s log qu i y figurent p a r elo9 d 'oů le sys tème 

(8) 



que nous savons a d m e t t r e la forme adjo in te 

(9) 

La cons idéra t ion de ce l le -c i condu i t i m m é d i a t e m e n t ŕ cet te 

r e m a r q u e assez cur ieuse q u e si une i n t ég ra l e <& du sys tème (8) 

est une fonction homogène, on ne p e u t pas e spé re r que la forme 

adjointe (9) soit une i n t é g r a l e nouvel le . 

E n effet, si <ď> est u n e fonction h o m o g è n e d ' o r d r e m, nous avons 

la re la t ion é l émen ta i r e b ien connue 

qu i , on le voit , fait r e t o m b e r sur l ' i n t ég ra l e <ď>. 

Le sys tème (8) c o m p r e n d des cas pa r t i cu l i e r s i n t é r e s san t s . 

So i t p a r exemple 

aji bj* ••'•> kj> lj é tan t des cons tan tes p o u r j = 1 , 2 , 

On a alors le sys tème 

(1.0) 

. ( / = = I , 2 , . . . , 7 ' ) 

d o n t la forme adjointe est (9) . 

Soi t c omme appl ica t ion n u m é r i q u e le sys tème 

qu i adme t les deux in t ég ra l e s d is t inc tes 



La p r e m i è r e est une fonction h o m o g è n e de d e g r é zé ro . P a r 

sui te la forme adjointe c o r r e s p o n d a n t e est nu l l e , ce que l 'on 

vérifie faci lement pa r u n calcul d i r ec t . Ma i s on a 

On r e m a r q u e r a i t c o m m e dans l ' exemple du p a r a g r a p h e p r é c é -

d e n t que l 'usage de la forme adjointe p e u t s épa re r deux i n t é -

gra les combinées en u n e seule que l ' on connaî t sans p o u r t a n t 

que la chose soit en év idence . C h e r c h o n s encore le sys t ème 

comple t d ' i n t ég ra le s et $° qui r e n d e n t la forme adjointe égale 

ŕ i pu i s ŕ o . <F>° est connue et n ' e s t a u t r e que <J>r 

<ď>* satisfait ŕ l ' équa t ion 

et est égal ŕ Donc : 

On vérifie a i sément que 

1 3 . — Il est inut i le de mul t ip l i e r davan tage les exemple s . On 

voit que l 'on peu t t r ouve r une infini té de sys tèmes don t les fonc-

t ions adjointes se ron t i m m é d i a t e m e n t c o n n u e s . 

Le p r o b l è m e qui consis te ŕ d é t e r m i n e r les sys tèmes d ' équa -

t ions ayant des fonct ions adjointes X, , X 2 , X r données ŕ 

l 'avance est i d e n t i q u e m e n t celui qui v ien t d ' ê t re r é so lu . On écr i ra 

le sys tème ( i ) et le sys tème c o r r e s p o n d a n t (2) se ra le p lu s 

généra l r é p o n d a n t ŕ la ques t i on . 

Lorsque l 'on connaî t u n sys tème de fonct ions adjointes d é g é -



n é r é e s d 'un sys tème d 'équa t ions on p e u t t i r e r pa r t i des t h é o r è -

m e s du chap i t r e p r é c é d e n t p o u r en découvr i r une p r e m i è r e 

i n t é g r a l e . 

Soi t le sys tème 

a d m e t t a n t pour fonct ions adjointes d é g é n é r é e s X , X „ X r . 

Une in t ég ra l e 0> de ce sys tème satisfait d ' abo rd ŕ la re la t ion 

(11) 

et nous savons de p lus qu ' i l a d m e t des i n t ég ra l e s O 1 et <ď>0 sa t i s -

faisant r e spec t ivemen t aux équa t ions 

(lŕ) 

Si donc on p r e n d l ' équa t ion ( n ) et l ' une des équa t ions (12) 

on a un sys tème de deux équa t ions s imu l t anées aux, dér ivées 

pa r t i e l l e s don t l ' i n t ég ra le c o m m u n e peu t ê t r e p lus facile ŕ t rouve r 

q u ' u n e in t ég ra l e de l ' équa t ion (11) cons idé rée seu le . S e u l e m e n t 

p a r le fait m ê m e qu ' e l l e satisfait ŕ l 'une des équa t ions (12) l ' in-

t é g r a l e ainsi t rouvée ne d o n n e r a j amais une forme adjointe éga le 

ŕ u n e nouvel le i n t ég ra l e u t i l e . 

I l y a lŕ une généra l i sa t ion du p r o c é d é l o n g u e m e n t déve loppé 

p a r J o s e p h B e r t r a n d dans son ar t ic le déjŕ cité du Journal de 

Mathématiques ( i 8 5 2 , t . X V I I , p . 393) . 

Ce g é o m è t r e m o n t r e que connaissant u n e in t ég ra l e d ' un sys -

t è m e canonique on p e u t en t r o u v e r une s eco n d e . Cela r ev ien t ŕ 

d i r e que l 'on conna î t un sys tème de fonctions adjointes d é g é -

n é r é e s de ces équa t ions ; le r a i s o n n e m e n t p r é c é d e n t es t a lors 

exac temen t calqué sur celui de J . B e r t r a n d . 



C H A P I T R E I V 

C H A N G E M E N T D E V A R I A B L E S . — I N V A R I A N C E D E LA F O R M E A D J O I N T E 
s 

1 4 . — Le p r o b l è m e q u e nous a l lons t r a i t e r dans ce chapitre, 

es t le suivant : 

Etant donné le système d'équations 

(0 

dont on connaît les fonctions adjointes Y t , Y 2 , . . . , Y r , on substitue aux 

variables x,, x2, xr de nouvelles variables uv u2, ... ur, ce 

qui transforme le système proposé en 

(2) 

et Von propose de déterminer les fonctions adjointes V 1 ? V a , V r 

qui lui correspondent de même que Yi, Y 2 , Y r correspondaient 

au système (i ) 

Rappe lons d ' abo rd c o m m e n t le sys tème ( i ) se t r ans fo rme dans 

le sys tème (2). Soit dt la valeur c o m m u n e de ses m e m b r e s ; nous 

pouvons l ' écr i re , 

"(i = i , 2 , . . . , r ) . 



Or on a faci lement 

d 'oů 

(3) '(*•— i , ' a , . . , , r) 

l e s fonctions U; d é t e r m i n é e s p a r ce t te re la t ion devant , b i en 

e n t e n d u , ê t re expr imées f inalement au moyen des var iab les u v 

' u 2 , iif. Je r appe l l e enco re que tou te i n t ég ra l e $ de (i) dans 

laque l le on r emplace les Xi p a r les u% se t r ans fo rme en une i n t é -

g r a l e de (2). 

Cons idé rons en effet l ' exp ress ion 

qu i s ' annule si <É> est une in tégra le de (1). On a 

On voit que l ' express ion en ques t ion est une forme invar ian te . 

Si elle est nu l le on aura de m ê m e 

et <ď> sera encore une in t ég ra l e du sys tème (2). (Voir P . A P P E L L . 

Traité de Mécanique rationnelle, t . I I , p . 4 4 i . ) 

Cons idé rons ma in tenan t les fonctions adjointes Y , Y „ Y r . 

E n r a i sonnan t comme ci-dessus nous avons 



si b ien que si l 'on pose 

(4) V, = (jf — I , 2 , . . . , /') 

on a l 'égal i té 

Or si <ď> est une i n t é g r a l e du sys tème ( i ) , c 'es t -ŕ-di re une fonc-

t ion qui r e s t e cons tan te en ver tu dud i t sys t ème d ' équa t ions , il en 

est de m ê m e du p r e m i e r m e m b r e de n o t r e d e r n i è r e égal i té et p a r 

sui te du second , d 'oů l 'on conclu t q u e les fonct ions V, sont des 

fonct ions adjointes du sys tème (2). 

E n r é s u m é , si le sys tème (1) a d m e t les fonct ions ad jo in tes 

Yj, Y 2 , . . . , Yr e t qu ' aux var iab les i ? l s xr on en subs t i tue 

r nouve l les u2, ur le sys tème t r ans fo rmé qu i est 

(?) 

avec 

(5) 
u 2 = 

a d m e t t r a les fonctions adjointes 

(6) 
V 2 = " 



On voit que le sys tème (6) ne diffère du sys tème (5) qu ' en ce 

que les fonctions X 1 5 X 2 , X r sont r e spec t ivemen t r e m p l a c é e s 

p a r Y l 5 Y,, Y r et ceci es t t r è s i m p o r t a n t p o u r la su i te . 

1 5 . — Des formules^du p a r a g r a p h e p r é c é d e n t décou len t deux 

r é su l t a t s i m p o r t a n t s . On p e u t d ' abo rd p r o u v e r que 

Etant donné un système d'équations différentielles tel qite ( i ) , 

il y a une infinité de manières de substituer à ses variables 

x^ x^, xr de nouvelles variables uiy u2, ur en nombre égal 

de telle façon que le système transformé ait une forme donnée à 

J? avance. 

E n effet, dans le sys tème t rans formé (i), U 4 , U 2 , U,. d é p e n -

d e n t des re la t ions (5) oů les fonctions X d , X 2 , X r son t con-

n u e s . Si l 'on p r e n d a r b i t r a i r e m e n t L^, U 2 , . . . , U r on a u n sys tème 

de / - é q u a t i o n s aux dér ivées par t ie l les ŕ r fonctions i nconnues 

• a $ , u2, ur qui est de la forme géné ra l e (6) du c h a p i t r e i. 

Ce sys tème définit uv u2, ur avec r fonct ions a r b i t r a i r e s . 

De m ê m e 

Etant 'donné un système d'équations différentielles tel que (i) 

dont on connaît un système quelco/ique de fonctions adjointes 

Yj, Y 2 , Y r , il y a une infinité de manières de substituer à ses 

variables x^ x2, xr de nouvelles variables uv u2, ur en 

nombre égal, de telle façon que le système transformé admette un 

système de fonctions adjointes données à Vavance. 

M ê m e démons t r a t i on que p o u r la p ropos i t i on p r é c é d e n t e en 

cons idé ran t cette fois les re la t ions (6). 



C H A P I T R E V 

É Q U A T I O N S C A N O N I Q U E S 

1 6 . — N o u s é t u d i e r o n s dans ce c h a p i t r e les équa t ions canoni -

ques en les c o n s i d é r a n t c o m m e des cas pa r t i cu l i e r s des équa t ions 

géné ra l e s é tud iées p r é c é d e m m e n t . On p o u r r a r e t r o u v e r ainsi 

tou tes les p r o p r i é t é s de ces équa t ions pa r t i cu l i è r e s c o m m e cas 

pa r t i cu l i e r s de p lus géné ra l e s que nous connaissons m a i n t e n a n t . 

Nous énonce rons d ' a b o r d le t h é o r è m e suivant exac t emen t 

équiva len t ŕ celui de Po i s son . 

Théorème. — Si oc est une intégrale du système d'équations 

canoniques 

(0 

celui-ci admet un système de fonctions adjointes dégénérées égal à 

(*) 



La p r e m i è r e de ces fonct ions adjointes est nu l l e . Les au t re s 

s ' ob t i ennen t en r e m p l a ç a n t s i m p l e m e n t R p a r a dans les d é n o -

m i n a t e u r s des m e m b r e s du sys tème ( i ) . 

P o u r p lus de s impl ic i té dans la d é m o n s t r a t i o n nous cons idé -

r e r o n s t c o m m e u n e va r iab le xQ et le d é n o m i n a t e u r i de dt 

c o m m e une fonction X 0 . De cet te façon la symét r i e -des formules 

des chap i t r e s p r é c é d e n t s ne sera pas a l t é rée . L e s fonctions 

adjo in tes d 'un sys tème satisfont comme on sait aux équa t ions 

aux dér ivées par t ie l les (5) du chap i t re i, l esquel les s 'écr ivent ici 

C o m m e nous avons X 0 = i et 

p o u r / = 1 , 2 , n, 

lpO\\YJ = ll-{- I , 

les équa t ions en ques t ion d e v i e n n e n t 

(3) 

C/=°> ]> ... n), 



Soi t m a i n t e n a n t a u n e i n t ég ra l e des équat ions ( i ) . JNous 

avons 

= o. 

Dér ivan t ce t te i den t i t é p a r r a p p o r t ŕ Xj + n et p a r r a p p o r t ŕ 

Xj _ n , il v ient deux au t re s iden t i t é s qui peuven t s 'écr i re 

La p r e m i è r e a l ieu p o u r les va leurs o, i , 2 , n de j , la 

seconde p o u r les va leurs n -f- 1 , n -f- 2 , in du m ê m e 

ind i ce . Or les équa t ions (3) se r é d u i s e n t ŕ ces iden t i t é s , c ' es t -ŕ -

d i r e sont i d e n t i q u e m e n t vérifiées si l 'on pose Y 0 = o et 

pour j = 1 , 2 , n, 

p o u r / ' = n + 1 , 2 / z . 

Le t h é o r è m e est donc d é m o n t r é . 

On en conc lu t i m m é d i a t e m e n t q u e , si (3 est une seconde in t é -



gra le des équat ions canoniques cons idé rées , l ' exp ress ion 

peu t en ê t re une au t r e . Cette express ion s 'écr i t d 'une façon „ 

ab régée . . \ 

ou 

Lŕ p l u p a r t du t e m p s on la r é d u i t s i m p l e m e n t ŕ ((3,a), d 'oů son 

n o m de parenthèse de Poisson. 

1 7 . — Ains i -que je l 'ai d i t dans la préface de ce m é m o i r e ce 

r é su l t a t semble ê t re le seul connu qui d é p e n d e de la t h é o r i e 

généra le des fonctions adjointes sans avoir p o u r t a n t jusqu ' i c i mis 

cet te t héo r i e généra le en év idence . 

Les fonctions adjointes (2) du sys tème (1) sont év idemmen t 

d é g é n é r é e s , d'oů il faut conc lure ce fait consta té depuis l o n g -

t e m p s que le t h é o r è m e de Poisson p e u t fort b ien ne pas d o n n e r 

d ' in tég ra le nouvel le u t i l e , la p a r e n t h è s e (a, (3) pouvant ê t re une 

fonction d ' in tégra les déjŕ connues tel les que a et ,3 ou se r édu i r e 

i d e n t i q u e m e n t ŕ une cons tan te n o n nul le ou nu l l e . 

C'est ici l 'occasion de r appe l e r les t h é o r è m e s de Joseph 

B e r t r a n d {Journal de Mathématiques, i852, t . XVII , p . 393. 

Mémoire sur Vintégration des équations différentielles de la Méca-

nique) (GEuvres complètes de Lagrange, Mécanique analytique, 

Note de J. B e r t r a n d ) . 

Ils peuven t se r é s u m e r en celui-ci : Etant donnée une inté-



grale a d'un système canonique, il en existe toujours m — i autres 

a 2 , a 3 , o-in telles que les parenthèses 

(ce, a,), (a, a 3), (a, a 2 n ) , . . 

soient toutes nulles, exception faite pour une seule qui est ègaleà i . 

Ce t h é o r è m e se d é m o n t r e i m m é d i a t e m e n t c o m m e cas pa r t i cu -

l ie r du résu l ta t o b t e n u au p a r a g r a p h e 7 d u chap i t r e 11. 

Avec les dér ivées pa r t i e l l e s de a fo rmons en effet un sys tème 

de fonct ions a d j o i n t e s ; nous savons que nous pouvons t rouver 

un sys tème comple t d ' i n t ég ra le s 0 ,̂ a 2 , a 2 w , t e l que des formes 

adjointes (a, a 4 ) , [a, a 2 ) , (a, a 2«) l 'une soit égale ŕ 1, tou tes 

les au t res é tant égales ŕ o. P o u r cons idé re r s eu l emen t les m i n t é -

gra les d 'un sys tème comple t , posons p a r exemple 0̂  = a. La 

p a r e n t h è s e (oç,'a) é tan t i d e n t i q u e m e n t nu l l e et celle qui est égale 

ŕ 1 é tant supposée p a r m i les au t r e s , le t h é o r è m e de J . B e r t r a n d 

est ainsi d é m o n t r é . 

On a r appe lé (§ i3) que l ' au teur app l ique son t h é o r è m e ŕ 

l ' i n t ég ra t ion des équa t ions de p lus i eu r s p r o b l è m e s de d y n a m i q u e 

et qu ' i l lu i p e r m e t p a r exemple de t rouve r une nouvel le i n t ég ra l e 

d ' équa t ions canon iques d o n t on n ' e n conna î t q u ' u n e . (Voir Journal 

de Mathématiques, loc. cit.) 

1 8 ^ — Il y a u n e r e m a r q u e i m p o r t a n t e k faire sur l ' in tégra le R 

q u e les équa t ions canon iques a d m e t t e n t , comme Ton sait , toutes 

l è s fois que ladi te fonction R ne con t i en t pas exp l ic i t ement la 

var iab le t. L 'équat ion 

= o 

es t i d e n t i q u e m e n t vérifiée si a est une in t ég ra l e que lconque du 

sys tème (1). Si R en est éga l emen t une l ' express ion (a ,R) est 

i d e n t i q u e m e n t égale k 



Ce résul ta t est bien connu et je ne le r appe l l e que p o u r son 

uti l i té subséquen te . Ce n ' e s t d 'a i l leurs q u ' un cas t rès par t icu l ie r 

du t h é o r è m e énoncé page 16 dans l ' In t roduc t ion du p résen t 

m é m o i r e . Il fait r e t rouver cet te conclusion due encore ŕ Joseph 

B e r t r a n d (loc. cit.) que si , out re l ' in tégra le R, on n ' en connaî t 

q u ' u n e aut re a ne contenant pas la var iable t non plus on ne peu t 

j amais conclure de lŕ d ' in tégra le nouvel le . Il en est de m ê m e 

si l ' in tégra le a cont ient t sous la forme l inéa i re , cette variable 

é tan t affectée d 'un coefficient constant . (Voir aussi : P . APPELL, 

Traité de Mécanique rationnelle, t . I I , p . 420 . ) 

1 9 . — D'après le t héo rème réc ip roque don t l ' é tude fait l 'obje t 

du chapi t re m nous pouvons conclure de la connaissance des 

fonctions adjointes (2) du système canonique (1) que le nouveau 

sys tème 

(4) 

oů a est une in tégra le du sys tème (1), adme t pour fonct ions 

adjointes 

(5) 

si b ien que si <!> est une in tégra le de (4) l ' express ion 



ou 

peu t en ê t re une au t r e . 

S u p p o s o n s que a ne con t i enne pas t ce qui p e r m e t t r a de faire 

abs t rac t ion du p r e m i e r m e m b r e du sys tème (4) • Nous au rons 

a lors ce t h é o r è m e : 

Si dans le système d? équations canoniques 

dont R est une intégrale, on remplace celle-ci par une autre S 

on forme un nouveau système canonique tel que si en est une 

intégrale Vexpression (<&, R) peut en être une autre. 

Voici d ' abo rd pour éc la i rc i r les choses une appl ica t ion e x t r ê -

m e m e n t s imp le . Soit le sys tème d ' équa t ions canon iques 

qu i est celui du m o u v e m e n t d 'un po in t ma té r i e l de masse égale 

ŕ l 'uni té dans un p lan yOx en l ' absence de forces e x t é r i e u r e s . 

Effectuant les dér iva t ions ind iquées et faisant p o u r le m o m e n t 

abs t rac t ion du t e m p s on a s i m p l e m e n t les équa t ions 



dont les in tégra les sont 

x\ y', xij— yx'. 

Les deux p r e m i è r e s i n d i q u e n t que la vitesse du po in t est 

cons tan te , la t ro i s i ème est l ' i n tégra le des a i res . L ' in t ég ra l e des 

forces vives n ' es t qu ' une combina i son des deux 

p r e m i è r e s . S i on la r emp lace dans les équa t ions p r imi t ives pa r 

l ' i n tégra le des a i res , cel les-ci dev iennent 

ou r éduc t ions faites 

D ' a p r è s le t h é o r è m e énoncé ce système doit ê t re tel que si <ď> 

en es t u n e in t ég ra l e l ' express ion 

puisse en ê t r e une au t r e . Or on aperço i t i m m é d i a t e m e n t 1 i n t é -

gra le x2 -f- y2 qu i subs t i tuée ŕ <f> donne l ' i n tégra le nouvel le 

xx1-f-y y1'.. Ce l le -c i subs t i tuée ŕ son tour ŕ <ď> donne la t ro i s ième et 

d e r n i è r e x'2 -f- y'2. L ' in t ég ra le xy' -— yx' n ' es t qu 'une combi -

naison des p r é c é d e n t e s . 

Ce t t e app l i ca t ion m o n t r e s i m p l e m e n t le t h é o r è m e énoncé 

c o m m e cur i eux , le p a r a g r a p h e suivant va n o u s le m o n t r e r c o m m e 

u t i le . 

2 0 . — C o n s i d é r o n s l ' équat ion aux dér ivées par t ie l les du p r e -

mie r o r d r e , 

(6) F, {xvx%..., xn,pl,pii...,pn)==o 



qu i peu t ê t re cons idé rée comme g é n é r a l e b ien qu ' e l l e ne con-

t i enne pas exp l ic i t ement la fonction i n c o n n u e . On sait en effet 

que cette de rn i è re peu t tou jours d i spa ra î t r e p a r l ' emplo i d 'un 

p rocédé d 'une e x t r ê m e s impl ic i t é . P o u r i n t é g r e r l ' équa t ion en 

ques t ion nous avons d ' abo rd ŕ i n t é g r e r le sys tème canon ique 

(7) 

don t F j est une i n t é g r a l e . Il y en a é v i d e m m e n t ^ — 2 au t res d is-

t i nc t e s . 

Or l e s g # — i in t ég ra l e s ainsi cons idé r ée s égalées ŕ zéro d o n -

n e n t les équa t ions 

(8) 
F j f o , Xv...Xn ,pi,p2,...,Pn ) = = O, 

(xii.X%,...,Xn , pi,p<i,..',Pn) = F = ° , 

qui peuven t t o u t e s , comme la p r e m i è r e , ê t re cons idé rées c o m m e 

des équat ions aux dér ivées pa r t i e l l e s . Or le sys tème canon ique 

p r é c é d e n t qui c o r r e s p o n d ŕ la p r e m i è r e équa t ion é tan t i n t ég ré 

nous savons , ce qu i est ici t ou t ŕ fait r e m a r q u a b l e , que les sys -

t èmes canon iques 

(ď = 2 , 3 , . . . > — i ) 

son t tous tels q u e si <ď> est une i n t é g r a l e de l 'un d 'eux, l ' exp re s -

sion ( $ , F J peu t en ê t re u n e a u t r e . Conna i s san t les i n t ég ra l e s (8) 

du système (j) l ' express ion la p lus g é n é r a l e de toute i n t ég ra l e 

de ce sys tème est 

(9) F ( F 1 , F 2 , . . . , % _ 1 ) , 



F d é s i g n a n t une fonction a r b i t r a i r e . O n voit donc que ni Von 

sait intégrer le système canonique (7) qui correspond à Véquation 

aux dérivées partielles (6) on saura que l'équation aux dérivées 

partielles F = o est telle que si son système d'équations canoni-

ques caractéristiques admet l'intégrale O, il admet aussi Vintégrale 

(<ď>, F , ) . L 'équa t ion F = o d o n t le p r e m i e r m e m b r e est (9) est 

é v i d e m m e n t beaucoup p lus généra le que l ' équat ion pr imi t ive 

F 1 = o . 

O n p o u r r a i t faire des appl ica t ions in té ressan tes ŕ la t héo r i e des 

surfaces . Posons comme ŕ l ' o rd ina i r e 

Cons idé rons p a r exemple l ' équa t ion p2 -f- q2 = cons t 6 qu i s ' in-

t è g r e d i r e c t e m e n t d 'une façon b ien s imple et r e p r é s e n t e une 

surface don t le p lan t a n g e n t fait un angle cons tan t avec u n p lan 

fixe yOx, soit un hé l icoďde déve loppab le d o n t l 'hé l ice a rê te de 

r e b r o u s s e m e n t est t racée sur un cyl indre que l conque de g é n é r a -

t r ices pe rpend icu l a i r e s au p l a n yOx. 

Si l 'on imagine toutefois que l 'on écr ive le sys tème canon ique 

ca rac té r i s t ique de l ' équa t ion aux dér ivées pa r t i e l l e s en ques t ion , 

on lui t rouve i m m é d i a t e m e n t les t ro i s i n t ég ra l e s d is t inc tes p, q 

et py — qx. D ' ap rè s le t h é o r è m e p r é c é d e n t nous savons alors que 

l ' équa t ion aux dér ivées pa r t i e l l e s 

( 1 0 ) F(p,q,py — qx) = o, 

oů F est une fonction a r b i t r a i r e , est te l le que son sys tème carac-

t é r i s t i que a d m e t l ' in tégra le 

s'il a d m e t l ' i n tégra le 

On voit que l 'on a un résu l t a t r e m a r q u a b l e conce rnan t l ' équa-

t ion (10) laquel le c o m p r e n d des surfaces beaucoup plus généra les 

que cel le d 'oů l 'on est p a r t i . E l l e con t ien t p a r exemple toutes 



Jes surfaces déve loppab les , les surfaces de révolu t ion au tour d e 

l 'axe Oz, e t c . . 

2 1 . — P o u r t e r m i n e r nous é tud ie rons l ' influence d 'un c h a n g e -

m e n t de var iab les sur les fonct ions adjo in tes d 'un sys tème c a n o -

n i q u e . 

S u p p o s o n s que dans u n sys tème canon ique on subs t i tue aux 

var iables t, xv x„, x%n les suivantes t, u%, u^n, les x 

é tan t l iés aux u pa r in r e la t ions oů ne figure pas t si b ien q u e 

dans le s y s t è m e t r ans fo rmé , cet te d e r n i è r e var iable aura, exacte-

m e n t m ê m e signification que dans l ' anc ien . P o u r effectuer l'a 

t r ans fo rma t ion t an t dans le système l u i - m ê m e que dans ses fonc-

t ions adjointes il suffit de se servir des formules géné ra l e s (5) 

et (6) d o n n é e s au p a r a g r a p h e \ \ du c h a p i t r e iv en obse rvan t 

qu ' i l faut t en i r compte d 'une variable s u p p l é m e n t a i r e x0;'= uQ = t 

et d ' une fonct ion X 0 = i . 

Ce t t e p r écau t i on p r i s e , on t rouve i m m é d i a t e m e n t p o u r le s y s -

t è m e t r ans fo rmé 

(0 

et p o u r ses fonct ions adjo in tes 

(2) O . (fcj,*), («ayď>), ; . . , ( « 2 n > # ) ^ 

si <ď> est une que l conque de ses i n t é g r a l e s . W é tan t p a r hypo thèse 

une au t re i n t ég ra l e de (1) , l ' express ion 

(3) 

peu t en ê t re u n e nouvel le . 

Si la fonct ion R ne con t ien t pas t, c 'est une in t ég ra l e du 

sys tème p r imi t i f et pa r sui te du sys tème t r ans fo rmé (1), mais on 



ne p e u t faire jouer ŕ cette in tégra le le rô le de $ ni celui de Wt 

dans la forme (3). Cet te forme n ' e s t au fond que la pa ren thèse 

(<P, W) écri te avec les nouvelles variables et comme les p a r e n -

thèses (R, W) ou (<ď>, R) sont nul les (§ 18), si les fonctions W ou <ď> 

ne con t i ennen t pas ^ il en est de même après un changemen t 

de var iab les . Si l 'une des in tégra les <ď> ou W con tena i t t on sait 

que sa combinaison avec R donnera i t co mme nouvel le i n t é -

grale ou Il en sera encore de m ê m e dans le cas de 

la forme (3), ce résul ta t n ' é t a n t d 'a i l leurs qu 'un cas par t i cu l ie r 

du t h é o r è m e énoncé dans l ' In t roduc t ion de ce mémoi re et déjŕ 

r appe lé au p a r a g r a p h e 18. Au fond c'est la seule hypo thèse de 

l ' inexis tence de t dans les dénomina teu r s du système ( i ) qui fait 

que la dérivée par t i e l l e p a r r a p p o r t ŕ t'de toute in tégra le 

contenant cet te var iable est aussi une i n t ég ra l e . 

R e m a r q u o n s enfin que si dans l ' express ion (3) on in te rver t i t 

<ď> et W, cet te express ion change s implemen t de s igne . C'est 

encore une p r o p r i é t é de la forme adjointe (<ď>, W) qui n ' es t pas 

a l té rée par le changemen t de var iables . 

Il est essentiel de r e m a r q u e r que l 'on obt ien t les fonctions 

adjointes du système (i) en r emplaçan t s i m p l e m e n t R pa r <ď> dans 

les dénomina teur s qui y figurent. Le t h é o r è m e du p a r a g r a p h e 16 

peut donc se général iser de la façon su ivan te . 

Théorème. — Si a est une intégrale du système d'équations 

canoniques 



et par suite du système 

qui résulte de la substitution des variables uif u2, u2n aux 

variables x±, xt, x2ni les fonctions adjointes tant du système 

primitif que du système transformé s'obtiennent par la substitu-

tion pure et simple de a à R dans les dénominateurs figurant dans 

ceux-ci. 

Bien e n t e n d u il- s 'agi t tou jours de fonctions adjointes d é g é -

n é r é e s . 
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