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PREMIERE THESE

SUR LES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
SIMULTANEES :

ET LA FORME AUX DERIVEES PARTIELLES ADJOINTE

PREFACE

Le présent mémoire n’a trait au fond qu’a I'étude des -

deux propositions suivantes :

1. Etant donné un systeme d’équations différentielles
simultanées tel que ;

dz, - dz, dx,

g AR

-1

X:a!

2
il existe, au moins théoriqguement, une forme lindaire
aux dérivées partielles telle que
oD 0P AP
Y —+ Y, — Y, —
1z, = L 0, s o T
laquelle est une intégrale du systeme considéré si ® en

est une,
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6 ’ PREFACE
1. A tout systéme yue Uon sait intégrer tel que

dz,
X

1

dz,

o S dz,

X R s

correspond une infinité d autres systemes de méme forme
tels que, si ® est une intégrale de Uun d’eux, la forme

linéaire aux dérivées partielles

dP D : AP
e X e e X

0x, z, 0z, ,

X'.l

en_est une aultre.

Faisant toutes réserves pour des observations pos-
sibles & venir il me semble néanmoins a ’heure actuelle
que la seconde des deux propositions précédentes est
nouvelle; quoi qu’il en soit, je n’en puis absolument rien
dire au point de vue historique. - :

Il n’en est pas de méme de la premiére qui comprend
comme cas particulier le célebre théoreme de Poisson.

Ce géometre a établi en effet que le systéeme d'équations

canoniques
Jios de v ide, et dr i i by dr}
G T R T W S R TR L T e R T
0z S 0t 02, 0x, 0z,

admet, en méme temps que les intégrales « et 3, I'inté- .
grale

N4t

N/ 8 OB da
et R SR O
(a,p)-E(aan 0; O0x;. Oz )

Si Pon considére que cette forme aux dérivées par-

1
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PREFACE 5 7
tielles est linéaire par rapport aux dérivées de o« consi-
dérées seules et aussi par rapport a celles de §, on voit
que la forme linéaire aux dérivées partielles

"+" Y + Yz Gx + —l— Y@n '_—

2n

qui, d’aprés la proposition I, doit étre une intégrale du
systeme canonique si « en est une, a des cOefﬁc1ents
faciles a former dans ce cas, ces coefﬁ01ents étant

Y=ot Y — OB Sl e e A

2 it bxn+1 bxin ’
' 0 0
Yn+‘l=—%7""Y2n=_Trp—

et s’obtenant, comme on voit, en remplacant simplemert,
dans les dérivées partielles figurant dans le systeme
canonique donné, la fonction caractéristique R par une
intégrale £ dudit systeme.

Considéré de cette maniére nouvelle le théoréeme de
Poisson se démontre facilement comme on le verra au
chapitre v ‘de‘ ce-mémoire, mais ne semble alors qu'une
solution particuliére aux équations canoniques du pro-
bleme général qui consiste a rechercher les fonctions

adjointes Y,, Y,,... Y, d’'un systeme quelconque -

Ce dernier probléme parait, en gén'éral, hérissé de dif-
ficultés a peu preés insurmontables si 'on se propose
d’abord d’obtenir des fonctions adjointes pour intégrer

ensuite plus commodément le systéme proposé. Mais si

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 57 3



8 : : PREFACE .

ledit systeme est completement intégré on peut ensuite
obtenir facilement une infinité de fonctions adjointes qui,
bien entendu, ne servent plus a4 rien quant a une inté-
gration complétement terminée auparavant.

Une difficulté pareille n’est pas une chose sans précé-
dent. Ainsi que me le faisait tout derniérement remar-
quer M. J. Hadamard, on en rencontre une analoguc dans
la recherche du facteur intégrant d'une équation diffé-
renticlle Pdz ++ Qdy = o. Si I'on veut obtenir ce facteur

‘intégrant pour intégrer I’équation en question il faut
faire usage d’artifices qui ne réussissent que dans des
cas particuliers, sans quoi la méthode générale conduit a
intégrer d’abord I'équation proposée. Si on peut le faire
on a facilement ensuite une infinité de facteurs intégrants
alors qu'on n’en a plus besoin.

La proposition I serait donc un theoreme stérile sila
proposition II ne montrait pas le moyen d’obtenir une
infinité de systémes d’équations dont on connaitra immé-
diatement un systéme de fonctions adjointés.

Les fonctions adjointes ainsi connues i)résenteront une
analogie de propriétés remarquable avec eelles des sys-
témes canoniques. ‘

Par exemple les théorémes généraux de Joseph Ber-
trand énoncés dans son article du Journal de Mathé-
matiques : Sur Uintégration des équations différentielles
de la Mécanique (t. XVII, 1852, p. 393), s’appliquent
presque sans généralisation aux formes adjointes de tout
systeme d’équations. L'illustre géometre ne parlait pas
de fonctions adjointes et songeait d’ailleurs a autre
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PREFACE c9

chose,qu’a la présente théorie générale, mals sa facon de
considérer des parenthéses de Poisson telles que (, f)
dans lesquelles, au cours de ses ralsonnements il ne
modifie jamais la premlcre fonction « montre qu’il se
donne ainsi implicitement des coefficients jouant le role,
dans la forme adjointe (=, 8) développée, des coefficients
Y,, Y,,..., Y, dansla forme adjointe relative & un systéme
quelconque. : X

1l m’est encore utile avant d’aller plus loin d’em-
prunter 4 'Joseph Bertrand quelques lignes pax lesquelles
son article commence. , .

« Peu de mois aprés la mort de P01sson dit-il, Jacobi
éerivait 2 ’Académie des Sciences pour lui signaler la
plus profonde découverte du géometre qu'elle venait de
perdre.

« Cette découverte, disait Jacobi, n’a, je crois, 6été
bien comprise ni par Lagrange ni par les nombreux géo-
métres qui Pont citée, ni par son auteur lui-méme. Le
théoreme dont je parle me semble le plus important de
la mécanique et de cette partie du calcul intégral qui
sattache a lintégration d’un systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires. Toutefois on ne le trouve.ni dans
les Traités de Calcul intégral ni dans la Mécanique ana-
lytiqgue. Comme ce théoréme ne servait qu’a ¢tablir une
autre proposition dont Lagrange avait donné une démons-
tration plus simple, celui-ci n’en parle dans sa Mécanigue
que comme 'preuve' d’une grande force analytique sans
trouver nécessaire de le faire entrer dans son ouvrage et

depuis, tout le monde le regardant comme un théoréme
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10 : PREFACE

remarquable’par la difficulté de le prouver et personne
ne I'examinant en lui-méme, ce théoréme prodigieux et
jusqu’ici sans exemple, est resté a la fois découvert et
caché. » :

Il faut remarquer, et Joseph Bertrand le démontrait
précisément dans l'article cité, que le théoreme de Pois-
son pouvait donner des résultats illusoires. La paren-
thése («, 83) restait bien toujours constante en vertu du
systéeme d’équations canoniques considéré si les fonc-
tions o et P restaient constantes en vertu du méme sys-
téme, c’est-a-dire en étaient des intégrales, mais il arri-
vait souvent, beaucoup plus souvent méme que n’arrivait
_le contraire, qu'elle était constante identiquement. Et
alors a quoi servait d’obtenir des relations telles que
IT=710uo0=0°?
 Le théoréme de Poisson s’applique uniquement aux
équations canoniques. Liouville, dans un courte note de
son Journal de Mathématiques indique la possibilité de
ramener un systéme quelconque d’équations a la forme
canonique. ' S

M. H. Laurent aprés avoir mentionné la méthode de
Liouville dans son Traité d’'Analyse (t. VI, p. 96) ajoute
qu’elle ne lui semble guére avantageuse, ce qui est aussi
mon avis, car elle consiste a introduire des variables
parasites. Plus récemment M. G. Keenigs a repris la chose
par une méthode beaucoup plus profonde et en a méme
fait une application élégante de la théorie des invariants

intégraux due a M. Poincaré (G. Kanis. Application
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PREFACE 11

des invariants intégraux a la réduction au type cano-
“nique d’un systeme quelconque d’équations différentielles.
Comptes rendus de UAcadémie des Sciences, 1895, 2° se-
mestre, p‘875) (P. Aveerr. Traité de Mécanique ration-
nelle, t. 11, p. 453). L’énongé seul de ces résultats donne
évidemment a penser que si tous les systemes peuvent
se ramener & la forme canonique, certaines propriétés
considérées d’abord comme appartenant exclusivement
aux systémes canoniques-doivent, convenablement géné-
‘ralisées, appartenir a des systemes quelconques d’équa-
tions différentielles. J'ai pensé que le théoreme de Pois-
son est de celles-la et jai réussi & trouver un énoncé
simple et general s’appliquant 4 un systeme quel-
conque. A '

Ce premier mémoire n'a rien de définitif. L01n d’épuiser
la question il ne fait qu'en donner un apercu. J'y suis
resté sur le terrain des méthodes élémentaires bien qu'y
cotoyant la théorie des groupes de Lic et me rendant
parfaitement compte que je pourrais établir les proposi-
tions fondamentales que jénonce en faisant intervenir
les transformations infinitésimales qui ont déja permis
détablir le théoreme de Poisson par une voie nouvelle
comme I'amontré M. H. Poincaré.

De plus il serait aisé de transporter les nouveaux résul-
tats obtenus pour des équations différentielles ordinaires
aux équations aux dérivées partielles. “

Jespere fermement revenir sur la question a ces divers

points de vue dans des mémoires ultérieurs.
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Qu’il me soit permis, avant de terminer ces lignes,
d’assurer de mon immense reconnaissance M. P. Appell,
pfofesseur a la Faculté des Sciences, et M. L. Lévy,
examinateur a 1’Ecole Polytechniqijle, auxquéls je suis
profondément heureux de pouvoir dédier ce travail.

J’adresse également mes plus sincéres remerciements
a M. C. Naud qui, avec la plus grande obligeance, a’

bien voulu accuecillir et imprimer mon manuscrit.
A. BunrL.

Paris, le 31 mars 1907.
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INTRODUCTION

Je rappelle ici quelques généralités concernant le systéme
d’équations simultanées

dz, dx, dz.

() e ae i sl

1 2

uniquement pour éviter des redites dans le courant du pré-.
sent niémoire.

Une intégrale du systéme (1) est une fonction qui reste
constante en vertu des équations de ce systéme. Si @ est
une telle fonction nous avons donc d®=o ou

i—r
0P

\ 0x;
i=1 .

T—— 0%

D’aprés les équations (1) cette derniére relation peut
s’écrire
0P :

(2) ZX,—OTIzo

Telle est la condition a laquelle doit satisfaire une fonc-
tion @ (x,,%,,...x,) pour étre une intégrale du systéme (1).
On voit alors que la définition adoptée pour Uintégrale fait
jouer le réle d’intégrale & toutes les constantes et en parti-
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14 : INTRODUCTION

culier 4 la constante zéro. Il ne faudra donc pas s’étonner
si une méthode quelconque propre a la recherche d’inté-
grales définies comme il vient de Détre donne parfois des
expressions identiquement constantes.

Les ¢quations (1) ne sauraient admettre plus de r—r inté-
grales distinctes

(Of i, (xi,x‘y....,xr), LA ST e s aap i) »

S’il y en avait » on pourfait exprimer ,, x,,... Zyén fonc-
tion de constantes, ¢ est-a dire que ces variables devien-
dralent des constantes. :

Toute fonction de ces intégrales (3) est évidemment une ‘
intégrale du méme systéme si bien que le type général d’'une
‘intégrale sera

e ' W (B, D,, ..., D, _ )

la fonction W étant arbitraire. Nous dirons que r— 1 inté-
grales distinctes telles que (3) forment un systéme complet
d’intégrales. Lintégrale (4) sera lintégrale générale du sys-
teme considéré (1). ; : '

Cette intégrale générale sera susceptible de »— 1. formes
distinctes formant un nouveau systéme complet et comme
on pourra raisonner sur ce dernier comme sur le systéme
complet primitif (3) on voit en continuant ainsi qu’il y a une
infinité de systémes complets qui peuvent tous se déduire
de la connaissance de 'un d’eux. :

Inversement si une fonction arbitraire

(5) (D, ®,, ..., D)
de /& fonctions est une intégrale du systéme (1), il en est de
méme de chacune des fonctions composantes ®,, D,,... By car

I'expression considérée peut se décomposer en k expres-
sions distinctes qui égalées a des constantes donnent bien
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‘INTRODUCTION ‘ 15

des valeurs constantes pour ®,, @,,..., Pz Si /& était plus grand
que r — 1 il y aurait £ — 7’+ 1 des fonctions ® non distinctes
des autres. '
Toute dérivée partielle de W par rapport a I'une des fonc-
tions @ est aussi une intégrale car il n’y a la au fond qu’un
moyen particulier de former une fonction de*®,, ®,,... Py

Si lon connait une intégrale du systéme (1) telle que
(R0 I R 9 0 T )

contenant k constantes arbitraires distinctes, toutes les déri-
vées partielles telles que

0P R QD
do, ? Oty 0y T dory, Oat; dat;

Wil ni g ik

peuvent étre des intégrales nouvelles.
En effst, on a par hypothese

ZX” 0x;

Dérivanl par rapport a o, en remarquant que les X ne.
contiennent pas cette constante, on a ¢

0D
2 X ()x aah> e

ce qui démontre le théoréme, la nouvelle intégrale pouvant

&tre traitée comme @ et ainsi de suite.

St les fonclions X,, X,,.., X, ne contiennent pas toules les
variables x,, x,,... x, mais que quelques-unes d’entre elles
telles que xj, Tm,... Xy manquent et que lon connaisse une:
intégrale du systéme lelle que

P (@ B
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AP INTRODUCTION
les dérivées partielles telles que

0D 0D Y ST S R
PR ARG O PN S o P P

m

peuvent étre de nouvelles intégrales.
En effet de’. : -

e

on déduit en dérivant par rapport a x; et observant que, par
‘hypothése, X; ne contient pas cette variable

Z\ (%):é.

0P S . ; :
Done oo est une intégrale. Méme démonstration pour
J :
0P 0P
i . On peut ensuite raisonner sur ces intégrales
3, e

comme sur l'intégrale ®, ce qui achéve de démontrerle théo-
réme.

On rencontre souvent en pratique des systemes d’ equa—
tions tels que :
dx, dx, dzx,

dt = X X2 S T;-_’

dans lesquels les fonctions X ne contiennent pas la variable ¢.
D’aprés le théoréme précédent si ® est une intégrale de ces
équations contenant ¢ les dérivées partielles

\

0D 3D P

DE 20 D i
pourront en &tre d’autres.

Ce théoréme s’applique notamment aux équations cano-
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INTRODUCTION : 17

niques de la dynamique toutes les fois que la fonction carac-
téristique ne contient pas ¢. Il n’est donc pas nécessaire de
faire dépendre sa démonstration de celle du théoréme de
Poisson. On trouvera une application dans le Traité de Méca-
nigue rationnelle de M. P. Appell (t. II, p. 423).
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CHAPITRE PREMIER

FONCTIONS ADJOINTES ET FORME ADJOINTE D'UN SYSTEME
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1. Theoréme. — Etant donné un systeme d’équations simul-

o

tanées, tel que

| iz, dx

dx_~ s

(I) ; —X—j— X ves —= X 5

ot les X sont des fonctions quelconques des x, il existe r fonctions
()2 ! ; AN

des variables z telles que st O est une intégrale du systeme en
- question, la forme linéaire aux dérivées partielles de ®

.0 A 0D |
(3) %Yf 0z; S 0z, L 0, ++Y'—BT,

en est une autre.

Pour démontrer ce théoréme observons QUe si ® et la forme (3)
sont des intégrales de (1) on doit avoir

0D P
o Zkl G <Z\ 3%, >:0'

7

.

(4)

Dérivant la premiere de ces égalifés par rapport a z;, multi-

.
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EXISTENCE DE LA FORME ADJOINTE I9

pliant par Y; et additionnant les égalités ainsi obtenues pour

toutes les valeurs de Z, il vient

P = R
22 ( bxi OL’ +¥iX] bxiaxj >~— ¢
~ La seconde égalité (4) peut s éprire
, 0Y; 0@ Y R0
ZZ(X$T+ Y; 5407 > 2

et si I'on retranche ces deux derniéres équations en observant

EZ(YX B S A am

est identiquement nulle, il vient

; ax,.>_
ZZ ( o T e

00 (DY, a& X
_a:@j(}‘iax Y———I— i —Y,,E:)_o.

7

que la différence

ou

On peut satisfaire identiquement a cette derniére équation, et
cela d’'une manitre completement indépendante du choix de

l’intégrale ®, en posant

ipob Xl =Y, L L

(%)
cofg = e

On a ainsi un systeme de r équatiohs aux dérivées partielles a

r fonctions inconnues Y,, Y,,..., Y,. Il est propre a définir ces

fonctions, ce qui établit le theoreme énoncé. :

Je dirai que les fonctions Y,, Y,,..., Y, ainsi deﬁmes dont 1es
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20 FONCTIONS ADJOINTES ET FORME ADJOINTE

FoNcTIONS ADJOINTES des fonctions X, X,,..., X, oudu systeme (1).
Il est utile, pour la suite, de donner aussiune définition
précise des fonctions adjointes ol n’intervienne pas explicite- .
.ment la considération d’intégrales du systeme (1). Si lon
remarque que le systéeme (1) étant donné, on peut immédiatement
~éerire le systéeme d’équations aux dérivées partielles (5) on peut
dire que ce dernier définit les fonctions Y comme_ fonctions
adjointes des fonctions X. Silon peut intégrer complétement le
systeme (5) et obtenir les fonctions Y les plus générales lesquelles,
nous le verrons plus loin, dépendent dans leur ensemble de
r fonctions arbitraires, nous dirons que ce sont des roxcrIONs
ADJOINTES GENERALES. Dans le cas contraire, et ce sera de beau-
coup le plus fréquent, on ne pourra fpratiquement tirer du’
systeme (5) que des fonctions Y y satisfaisant comme solutions
particuliéres : nous les dirons FONCTIONS ADJOINTES DEGENEREES.
Enfin d’apres ces définitions et la symétrie des équations (5)

il est impossible de ne pas remarquer immédiatement que si
Y,; Y.,..., Y. sont fonctions adjointes de X,, X,,... X,, récipro-
quement X, X,,..., X, sont fonctions adjointes de Y,, Y,,..., Y,.
Cest la un théoreme fondamental auquel sera consacré un

chapitre spécial.

2. — Nous allons nous occuper maintenant de lintégration du
systeme (5). :
Nous considérons le systeme plus général
oY ;- e 5 e
X SR N __P Crnir s o X Y e e )

Loz, 0x,

(6)

T ———

(== ey i)

qui aura l’av’antage de comprendre comme cas particulier, non
seulement le systéeme (5) mais d’autres: que nous rencontrerons
au cours de ce travail. Ce systeme (6) a été considéré par Jacobi;
on lintegre facilement a I'aide de la méthode générale qu’'em-
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RECHERCHE, DES FONCTIONS ADJOINTES GENERALES 2%

ployait primitivement Lagrange pour traiter les équations linéaires
aux dérivées partielles (H. Lauvrext. Traité d'Analyse, t. VI,
p- 198). :

Lia sy - ay;
Posons pour simplifier 1'écriture —=~ = p;; ; le systeme de-

bxi

‘viendra
Xpin +Xpia+4-... =X, pp=F;, (J=1,2,.5,7).
Sil'on tire p,,, p,,,--., pr des identités
ay; :pjldxi—}—pjzdxz—{—...—i—pjrdxr, (J=1,2,..,7)

pour les porter dans les expressions précédentes, celles-ci
deviennent

X, (dY; —pjede,— ... —pjdz, ) _
+ (X,pjo oo+ X, ppr — Fj ) de, =0
(JZ Iy 2500 7‘)

et, envertu de cette derniere égalité, si 'on annule les’'coefficients
des pj;, c’est-a-dire sil’on pose

X de,=X,dw,, X dw,=Xdz, ..., Xdw,=X, dz,,
il vient aussi
X adY, —F dr; (Je==u, 0080 7)
Donc les fonctions Y; cherchées satisfont a ces derniéres équa-
tions si les précédentes sont satisfaites, ¢’est-a-dire au systeme

(7) g Ay e s o dY AN s i

X e TS o el G L T

Soient ®,, ¥,,... ®,_, les intégrales du systeme formé par les
r premiers membres, lesquelles sont fonctions de z,, z,,..., Z,.
seulement, et

Ml o N Y SRS L'y ....,‘P',.
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22 FONCTIONS ADJOINTES ET FORME ADJOINTE

les 7 autres. Toute fonction de ces 27 —1 intégrales sera aussi
une intégrale du systeme (7), mais pour que l'on puisse déter-
miner les fonctions Y,, Y,,..., Y, les relations arbitraires distinctes
a établir entre les intégrales ci-dessus doivent étre au nombre de 7
et de r seulement.

3. — Ces considérations générales étant établies, abordons le
cas particulier de I'intégration du systeme (5). Les équations
différentielles ordinaires (7) deviennent dans ce cas :

e A e e
l’ 1 X2 X7
= dy,
e X, e
X'i axl +Y2 6.1‘2 "{‘.“"—\; 3,
S = X ‘ XdY2 : X
iz 0 ‘f
U 2 a 2 /'i 2
\1—% +12-_~M2 +...+Y, -
} S S axdﬁr s
¢ l\ e r ~7 » = r
: L Yo +\2——0x2 +. Y, 5

1

On remarquera tout d’abord que les équations de la premiére
ligne de ce systeme ne sont autres que les équations (1) ce qui,
au premier abord, parait rendre absolument illusoires tous lveys~
résultats que l'on se proposait de tirer de la théorie. La connais-
sance des fonctions adjointes d'un systeme d’équations semble,
au début, éminemment utile & son intégration mais comme le
systeme (8) semble indiquer que 'on ne connaitra ces fonctions
que lorsque le systeme proposé sera.compléetement intégré on ne
leur voit plus alors la moindre utilité. Ce-raisonnement est
assez juste lorsqu’il s’agit de fonctions adjointes générales qu’on
ne pourra trouver, la plupart du temps, qu’en intégrant rigou-
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RE C'IIER CHE DES FONCTIONS ADJOINTES GENERALES . 23

reusement le systéme (8), mais nous verrons que l'on pourra
souvent trouver des fonctions adjointes dégénéréés sans effectuer
cette 'intégration. Nous établirons de plus que rechercher les
fonctions adjointes générales d’un systeme alors que le systeme
est completement intégré n’est pas, en général, une opération
inuatile ; cela conduit, comme nous le verrons plus loin, a la
considération d’une infinité d’autres systémes,d’équations diffé-
rentielles dont un systéme de fonctions adjointes dégénérées est
immédiatement connu.

Nous allons voir .maintenant que si 1’on connait un systeme
complet d’intégrales du systeme (1), on connait immédiatement
r—1 intégrales du systéme (8) contenant Y,, Pheaan i

Soient @,, ®,,..., ®,_,les intégrales supposées connues de o
Je dis que les 7— 1 expressions

0P, . 0®, 0P, _,
2h it

sont des intégrales de (8). 11 faut démontrer que l'on a

dE\ ’m‘_‘o '

en vertu des équations du systeme (8) et cela quel que soit ]
Effectuant la différentiation indiquée on a

PIETES i
Oxz Oxl‘

ou, en remplacant les dY; et les du par les expressmns qui,
d’apres les équations (8), leur sont proportionnelles

— =X OD; O ;

Wor et e e
ZE TS +> ZX” arz oxk
o k

l
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24 - FONCTIONS ADJOINTES ET FORME ADJOINTE

O(I)
in bxz Fo

i

D’autre part, on a

d’oln, en dérivant par rapport i x;, multipliant par Y; et faisant
la somme de toutes les valeurs ainsi obtenues pour tous les indi-

0X, b;
ZZY Oz +ZZY7‘ bx axk_o'
i k

Retranchant de I’égalité précédente, il vient

ZZ Biveia i e Bxaxk sl

ce qui est une identité.

ces £,

Nous sommes donc maintenant en possession de 27 — o inté-
grales du systeme (8). 11 en reste a trouver une et une seulement
par un calcul direct; soit W (z,, %,..., ,; A X ucette
derniére-intégrale. Entre les 27— 1 intégrales ainsi connues il
reste a établir r relations arbitraires desquelles on pourra tirer
les Y. :

On peut supposer que ces relations soient résolues par rap- .
port aux r intégrales qui seules contiennent les Y et elles s’écri-
vent alors

0P 0D . 0P
Y,—axi +Y, __bxi. +....+Yr L= 0, (D, P, ..., D,_,),

r

+Y _~—.+_ e ——-_Oz(q) s

"“+Y "“ —+.. +Y ~—~——=0,.,(®,8,,...,9,.,);
A e Y R )=®(‘D Do, D

O 0O deSIgnant des fonctlons arbitraires.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie —~ UPMC - Cote : HF uf 57 3



RECHERCHE DES FONCTIONS ADJOINTES GENERALES 25

Les r — 1 premiéres de ces relations étaient évidemment a
prévoir. Elles ne font en effet qu’exprimer que la forme

0D Y oD
Y‘EZ—I—YJ 01‘2 +-"'+Yr FZ'T

que dorénavant nous nommerons la forme adjointe du systeme (1), -
reste une intégrale de ce systeme si ® en est une.

On voit, en résumé, que les relations (9) p'ermettent de calculer
les fonctions adjointes générales du systeme (1) lorsqu’on con-
nait les intégrales @, ®,, ..., ,_, de ce systéme et en outre
une seule intégrale W (z,, 2,, ..., %; Y, Yy, ..., Y,.), du sys=
teme (8). Il faut faire attention bien entendu a ce que cette
derniére soit distincte des intégrales linéaires en Y,, Y,,..., Y,
qui forment les premiers membres des r—1 premiéres équa-
tions (g).
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ETUDE DE LA FORME ADJOINTE

4. — Suivant que les fonctions adjointes du systeme
o) S tdn ey e
: 3 XS X, R N

sont des fonctions adjointes générales ou des fonctions dégéné-
rées, la forme adjointe :

0P i 0P e S 0P

0z, 210, Wz,

(2) Y,

présente des propriétés différentes quant a son expression en
fonction des intégrales du systeme (1). Nous passerons d’abord
en revue quelques propriétés générales qui restent les. mémes
alors que les fonctions adjointes sont indifféremment générales
ou dégénérées.

Nous savons que si dans la forme (2) on remplace ® par 'une
des intégrales @, ®@,, ..., ®._, considérées au chapitre précédent
cette forme reste une fonction de ces intégrales. Si l'on faisait
usage de toute autre intégrale du systeme (1), laquelle ne pourrait
étre qu'une fonction W (®,, ®,, ..., ®,_ ;) des précédentes, il en

serait de méme, car on a

oW 3, I \T. D,
ZY"FZ— T e ZY Vi

: o 2@,
an 0P, _, EYL‘ dr;
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PROPRIETES FONDAMENTALES DE L4 FORME ADJOINTE 27

—~ 8 5 . 4 ;
tous lesz qui figurent dans le second membre de cette égalité

ne sont autres que les formes adjointes correspondant aux inté-
grales ®,, ®,, ..., ®,_, et leurs coefficients sont manifestement
aussi fonctions de ces dernitres intégrales.

Si au lieu du systéme complet d’intégrales @, ®@,, ..., @, _y,
_on en considére un autre W,, W, veuy W, _ 4, toutes les formes
adjointes

N W, Vi
R s

s’exprimant en fonction des intégrales ® et ces dernieres pou-
vant évidemment s’exprimer au moyen des W, on voit que la
forme, adjointe (2) se comporte de méme vis-a-vis de tous les
systemes complets d’intégrales des équations (1) (*).

Réciproquement si I'on fait usage dans le systeme (9) du
chapitre précédent de systemes complets différents d’intégrales @
pour le calcul des fonctions adjointes générales cela n’y peut
changer autre chose que la forme des fonctions arbitraires qui y
figurent. '

D’ailleurs supposer qu'il en soit autrement serait admettre que
le systeme d’équations aux dérivées partielles (5) § 1 admet plu-
sieurs intégrales générales différant dans leur forme autrement
que par les fonctions arbitraires, ce qui est absurde.

5. Théoréme. — SiY,, Y,, ..., Y, sont des fonctions adjointes

générales ou dégénérées, il est possible, en général, de former un

(') On voit sans peine l'analogie de ces considérations avec celles qui servent de
base a la théorie des groupes de Lie. (Voir E. Goursat. Lecons sur’ lintégration
des équations aux derivées partielles du premier ordre,-p. 306 et suivantes.) Par
rapport & la forme adjointe (2) les intégrales du systéme (1) se comportent jus-
qu’ici comme des fonctions formant un groupe. On-sait en effet que toute fonction
de fonctions formant un groupe appartient aussi & ce groupe.'
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systeme de r — 2 intégrales W,, Wy, oy oo telles que toutes
les formes adjointes

D lmn

sotent égales a une intégrale donnée & Uapance.

7'—2

Soient @,, ®,, ..., ®,_, des intégrales des équations (1) for-
mant un systeme complet. Nous avons comme on I'a vu

0P 0P Y ;
Yi ax: +Y2 bx; + ““+YT ax: =®1((Dn (1)2,,,_,(1)"_‘)"

0D, 0D, Pt :

) b 2 ==t aiy Fo e H Lt =80, 0,0,
acp,_ @,

Y . ! :@r—l(@u@gw“q’r—i)'

Ozr

Dans ces relations les seconds membres ont des significations
différentes suivant qu’il s’agit de fonctions adjointes générales
ou dégénérées. Dans le premier cas 9,, 0,, ..., ©, _, sont, comme
nous savons, des fonctions arbitraires contenant bien réellement
®@,, ®,, ..., P, _1; dans le second elles peuvent n’avoir plus rien
d’ arbltralre et méme se réduire a de simples constantes non
nulles ou nulfes.

Soit W une autre intégrale des équations (1), indéterminée pour
Pinstant mais qui est forcément de la forme W (D @S Im i, Sy

Nous avons, comme au paragraphe précédent,

hLg o
ZY : 9, 0, 0, 5 a@ e U " RET

Orsi l’on égale cette expression a une intégrale arbitraire on
a ’équation aux dérivées partielles

o ow

0, —— —'—@2 O(D_I— _I“@r—l b(b ;

3 =F (D, O, ..., Ory)
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qui définit une fonction W dépendant d’une fonction arbitraire
de r — 2 fonctions ou 7 — 2 fonctions de ®,, ®,,... ®._; qui
sont distinctes et forment le systeme de r — 2 1ntegra1es dont
Iexistence justifie le théoreme énoncé.

On voit maintenant que ce théoreme est en défaut dans le cas
trés particulier ou I’on aurait des fonctions 0, 0,,..., ©, _, toutes
nulles. Les mots « en général » qu’il contient dans son énoncé .
visent ce cas. La fonction I est alors toujours nulle aussi. Donc :
Sl existe un systeme dintégrales @}, ..., 7 telles que les
formes adjointes correspondantes soient nulles, toute intégrale
fonction de celles-ci conduit ausst & une forme adjointe nulle {4

On sait qu'il existe une forme adjointe qui est toujours nulle
quelle que soit I'intégrale considérée: C’est la forme

0D I dD
s e X

10, 2 0z, 0z,
En effet les fonctions X,, X,,..., X, se correspondent a elles-
mémes comme de véritables fonctions adjointes car le systeme
d’équations (5) du chapitre précédent est bien satisfait pour

Y, =X, (i=1,2,...,.7)

mais la dégénérescence de ces fonctions est telle que la forme -
ci-dessus ne reste jamais constante autrement qu’en étant iden-
tiquement nulle.

Gi=¢Si Rontant B (@5 O, Pp =y} =1, 0p'a un corollaire
important du théoreme précédent. :

Y,, Y,, ..., Y, étant un systeme quelconque de fonctions
adjointes, on peut former un systeme de r — 2 intégrales ®i,
D, ..., L _, tel que

D! dDL 0!,
ZY =¥ ‘az—-"—ZYfT—‘-

(" 11 y a encore ici une analogie avec les groupes dits en involution.

. \
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Ces intégrales ont cette propriété de pouvoir étre combinées
entre elles ou avec une derniere intégrale P, _, tout comme les
infégrales d'un systéme complet quelconque de facon a donner
une intégrale W a laquelle correspond une forme adjointe égale
a une fonction donnée F (@}, @i, ..., ®,_,). En effet I est
donnée par I'équation aux dérivées partielles

aw ow ow
0P bd)i Mg ey b,y

—F (L, B, ..., D, _;).
L’équation’
oW o ow

TGRSR G T o

)

donnera les combinaisons d’ 1ntegra1es i, @3 ..., ®._, auxquelles
correspondent aussi des formes ad_]omtes egales a 1. Celles-ci
sont de la forme

(I)r——i_,—f((pi— (I)T—la (I)é—(pr——ia ---pq)ri—z_(r)r——-l)’»

la fonction f étant arbitraire.

Silon fait F (<I>1, @y ...y ;) =0 on a un second corollaire
de méme importance que le précédent.

XX, Yo iétant un sysieme quelconque de fonctions
adjointes, on peut former un systéme de r — o intégrales ®
B i) el que

; 0PI a<I>g , =
: ZYi 0x; _ZYi O et ZY 511 & ol

7. — Des deux corollaires précédents on déduit immédiate-

0
1

ment que, pour des fonctions adjointes données, le systéme
complet d’intégrales auxquelles correspondent les formes adjointes
égales, tout calcul fait, aux expressions les plus simples peut se
former en prenant les r — o intégrales 0, lIJg, i B

»— g AUX-

quelles correspondent des formes adjointes égales i o puis, pour
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FORME CANONIQUE D'UN SYSTEME COMPLET D’INTEGRALES 31

la (r—1)°, une quelconque des intégrales ®j, @3, ..., 1 _5.0n

aura ainsi un systéme complet d’intégrales
. 1 0 0 0
(4) ', @), @y, ..., (I)r_g

auxquelles correspondent r— 1 formes adjointes dont l'une est
égaled 1, toutes les autres étant égales a zéro.

On remarquera encore l'analogie qu’il y a entre T’obtention
d’un systeme d’intégrales tel que (4) et la réduction a la forme
canonique de fonctions formant un groupe de Lie.

Les conclusions précédentes sont d’ailleurs entierement sem-
blables & celles obtenues par Joseph Bertrand dans le cas
particulier des équations canoniques (Journal de Mathématiques,
1852, t. XVII, p. 393) ((Eupres complétes de Lagrange. Méca-
nique analytique. Note de J. Bertrand).

Dans le chapitre consacré plus loin aux équations canoniques
nous retrouverons immédiatement le théoreme de J. Bertrand

comme cas particulier du résultat ci-dessus énoncé.

8. — Nous allons voir, pour terminer ce chapitre, en quoi
different les propriétés de la forme adjointe suivant que les fone-
tions Y,, Y,,..., Y, sont générales ou dégénérées.

Il est clair tout d’abord que si 'on connaissait les fonctions
adjointes générales d’un systeme (1) on pourrait toujours & cbup
sir déduire une intégrale nouvelle d’une intégrale primitivement
connue, V

Méme dans le cas ou 'on aurait une intégrale telle que W*
ou W a 1aquélle, pour une forme momentanée des fonctions
arbitraires contenues dans les fonctions adjointes, ne correspon-
drait pas d’intégrale nouvelle, on en ferait immédiatement cor=
respondre une tout de. méme, en changeant convenablement la
forme des fonctions arbitraires en question. A

Ainsi imaginons que les seconds membres des équations (3)

soient des fonctions générales et arbitraires auxquelles on attri-
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buerait momentanément une forme ‘telle que la forme adjointe

correspondant a une intégrale W,

o LM 1 : oW
e — 0, ——— — -8,
ZY’ dm O oe, O et 0 TR

soit égale i zéro, ou i une autre constante, ou, d’une maniere
générale, a une intégrale considérée comme inutile. Il y aura
toujours moyen ‘de détruire une telle égalité en changeant la
forme momentanément adoptée pour les fonctions arbitraires
figurant dans 0,50, .79, et de faire donner une autre inté-
grale a 'expression ci-dessus. o )

En pratique, comme il a déja été dit, ces considérations ‘sont
absolument 'illusoires. Les fonctionéadjointes générales d’'un sys-
teme ne se peuvent connaitre qu'e‘lorsque ce systeme est comple-
tement intégré, c’est-a-dire lorsque tout raisonnement subséquent
ayant pour but de trouver de nouvelles intégrales est inutilef

Mais les explications précédentes éclaireront ce qui va se
passer dans le cas de fonctions adjointes dégénérées. Ces der-
niéres comme nous le verrons bientot peuvent jouer un role pra-
tique dans le cas de nombreux systemes d’équations,

Tout d’abord des fonctions adjointes dégénérées ne contien-
dront en général rien d’arbitraire. Si donc & une intégrale connue
correspond une forme adjointe qui n’est pas une intégrale nou-
velle, il n’y aura aucun moyen, analogue au moyen théorique\
proposé tout a I’heure pour les fonctions adjointes générales, de
remédier a cet inconvénient. ) : «

Les fonctions adjointes dégénérées satisfont évidemment 2 un
systeme d’équations tel que (3) mais dans lequel les seconds
membres ont perdu une partie plus ou moins grande (trés grande
dans beaucoup de cas) de leur généralité, -

Les combinaisons des intégrales qui corresponaent a ces
valeurs desdits seconds membres peuvent donc ne conduire qu’a
d’autres restant toujours dans la méme catégorie.
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Pour prendre un exemple supposons que dans le systeme (3)
les séconds membres soient des fonctions déterminées de D,
et @, seulement. Des intégrales ®, et @, supposées connues et
de toutes leurs combinaisons on ne pourra conclure une forme
adjointe qui sera une intégrale nouvelle. Par contre si 'on ne
connaisSait pas ces intégrales mais une autre (1)3 on pourrait par-
faitement trouver @, et ®,. .

Les résultats a attendre de l'usage des fonctions adjointes
dégénérées semblent donc d’une nature assez capricieuse.

Telle forme adjointe qui ne donne aucun résultat utile avec
telle intégrale en donnera un avec telle autre. \

Un exemple particulier de ces considérations générales est
connu depuis longtemps et constitue le célebre théoréme de
Poisson. On sait qu’un systeme d’équations canoniques est un
systeme d’équations de la forme

g dz, P dzy  dZpsn =2 =t dxa, ;
— dR S RN — oR oR
0Ly o1 0xo, 25 0x, ; 05,0550

Nous verrons plus loin que sia est une intégrale de ce systeme,
il admet les fonctions adjointes évidemment dégénérées

do. - 0a. do.  Qdau o - 0o

0000 — —_——

ST e
Oxﬂn dx, ’ 3 0.23'2 ) ! bxn

Ot 9
0xn+1 a‘%‘n+2 1

si bien que, si ® en est une autre intégrale, la forme adjointe

da. od s Jat. 0P i do. 0D
6xn+1 bxi bxn+2 bxz g bxgn bl‘n
do D o D do D
5 bxi a[l‘n +1 Oxz Gxn +2 SF Oxn O.Z‘gn

que Poisson représente symboliquement par (®, «) peut en
étre une troisieme. Malheureusement on sait que, plutot que
d’¢tre une intégrale nouvelle utile, la forme adjointe (P, o)
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se réduit plus souvent & une constante ou 4 une fonction d’inté- -
grales déja connues. Pour n’importe quel systeme d’équations
différentielles il faudra s’attendre a des résultats de méme nature
du moment que l'on fera usage de fonctions adjointes d;égé-
nérées.
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CHAPITRE III

RECIPROCITE DES FONGTIONS X, X,,..., X, ET Yy, Y,,..., Y»

9. Théoréeme. — Si le systeme d’équations
dz, dey 2 oaydyy
(I) —Y;— — X2 _...= Xr
admet des fohclions adjo‘intes Y,, Y,,... Y., réciproquement le
systeme : :
dx, dx, dz,
(2) —*Y—-— N ey

1 2

admet les fonctions adjointes X,, X,,..., X,.

Ce-théoreme, ainsi que nous I'avons déja brievement remarqué-
au chapitre 1, est tout démontré a la simple considération des
équations (5) dudit chapitre, lesquelles d’aprés leur symétrie
définissent aussi bien les Y comme fonctions adjointes des X
que les X comme fonctions adjointes des Y.

I1 donne une portée nouvelle et trés grande a la theorle des
fonctions adJOIntes. Supposons en effet qu’ apres avoir mtegre
compleétement le systeme (1) on détermine ses fonctions adjointes
générales Y,, Y,,..., Y, et que 'on écrive le systéme (2). »

Ce dernier admettra la forme adjointe

0D oD : (IO

() X1 ax1 + xz 61‘2 e _'—X? bx,

et si on remarque que dans le systeme (2) les fonctions Y
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dépendent de 7 fonctions arbitraires on concoit qu’il peut é&tre le
type d'un grand nombre de systémes partlcuhers dont I'intégra-
tion pourra étre notablement simplifiée par la connaissance
immédiate des fonctions adjointes X,, X,,..., X,.
"Il ne faudra pas oublier pourtant que ces derniéres seront
: toujburs des fonctions adjointes dégénérées du systeme (2).
Par suite, de la connaissance d’une intégrale ® de ce systeme,
on ne pourra pas conclure coup str que la forme adjointe (3)
en est une autre utile ;  elle pourra se réduire h une simple cons-
 tante non nulle ou nulle ou & une fonction d’intégrales déja
connues.
Ceci dit nous allons entrer dans de‘s applications qui éclair-
ciront tout ce qui précede.

10. — Considérons le systeme d’équations

; dzx

dans lequel X, est fonction de z, seulement, X, fonction de .
seulement et généralement X; fonction de x; seulement. Ses
intégrales sont

o= J (% diw—f(“ )
2= [ 2=

et, pour en calculer les fonctions adjointes, il nous faut encore

trouver une intégrale du systeme (8) du chapitre 1, lequel s’écrit

ici

i I e s T A

T—T”‘ e X AX o T
5 P i dx, el
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Pour la seule intégrale qu’il est nécessaire d’en avoir, consi-

dérons I'égalité

da s adYy

S

e

ou :
e e
R

; : 5 Y PR AT
On a immédiatement l'intégrale < Cela fait 1l n’y a plus
: i
aucune intégration aeffectuer et le systeme (9) du chapitre 1 nous

donne pour déterminer les fonctions Y, Y,,..., Y, les relations

Y ¥
x: R Dt @),
s Y
% a2 latan @),
e dh N :
Xe e 0, (P, Dyy..., P,y)s
X
- =0, (0, D,,...,. D,,).

On en conclut
\ M= 0GR (P @i s By

(]: 1,2, ...,7‘),

les fonctions F,, F,,... F, ¢tant des fonctions arbitraires de
D

Done le systeme d’équations
.z

b == T dx dx., dx. dzx, dx d: e
X'l" P B P ey 7 : TV~1__ Xy
) J[f( X1 Xr >,v[<X2 X_—T >,- .>j;<X 5 ﬁx >]
)
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38 THEOREME RECIPROQUE FONDAMENTAL

\

admet pour forme adjointe :

0P . 0P 0D
O 0, Ox

X
On peut simplifier un peu I'écriture en posant
I o
Xj=—=—-, S S )
s

et dire alors que le systeme

fv}\xi) ;in ‘ : e
@) Bl Al filer )~
. (=T i
admet pour forme adjointe :
8 r 0D P00 i et
B EEw =

7wy O, FACORT

Le systeme (4) en ‘comprend évidemment beaucoup d’autres

comme cas particuliers. Nous allons voir quelques exemples.

11. — Soit d’abord

X

L) == e ot )

m 7

mg, -m,,..., m, étant des constantes. Le systeme (4) devient

( gl ZX,
.9 R KR =
Th m,

et admet pour forme adjointe

: dD B 0D
(7) m, 5 —+ m, Fi —{——-l—mra—
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Le systeme (6) en comprendra un qui est particulierement inté-
ressant. Posons

I X ; Z, Z. X,
: 1 7 9 7
Iij._..__. aj <7*7> ] B](,n o >+'...
J 1 ” v

—+ )‘j el ___7_,> ]
m,_, m,

et essayons d’identifier.cette expression avec la suivante

)

]—;Z;[a]- Z+bjx, ..+ Ejx, - li xr] .
I1 vient les felations
Nl {3{,-:17?2[)]', Sy b :—j?zr_1 Kis
s )
dont la derniere peut se remplacer par
m,aj—+mybj— ... +-m,_ k4 m,l; —o.

On voit donc qué le systeme

S/ 2 d;
) ajxi—{—bjxg—k...—l—lj;b,.%'”
{ =i
admet la forme adJ01nte (7), ol m,, m,,..., m, sont des constantes,
de méme que aj, b], -»+ lj, pour toutes les valeurs de j, si 1'on
peut définir ces constantes 7. par les équations linéaires
( moa;—-mybi—+ ..., + m,li=o
¢ = ok

Il faut pour cela que I’on ait
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Soit comme application numérique le systeme

dw dy dz

pour lequel on a facilement m, = m, =m, et qui admet par suite
la forme adjointe

E). O¢>+5(D.
Ox+6y "0z

Il admet deux intégrales distinctes
O, = 2+ y+ 3, 0,=a+y+53,

et I'on voit facilement que

b, 3D, , D,

0z o oy A Wr alby
On a aussi ,

W, 0, D,

ox i dy St 0z =00

résultat inutile cette fois et qui provient de 'usage de fonctions
adjointes dégénérées. Il ne faudrait pas croire cependant qu’il
faudra toujours connaitre une intégrale d’une certaine compli-
cation pour en déduire une simple alors qu’en pratique c’estr
précisément le contraire qui est a souhaiter. ¥

Si au lieu de connaitre 'une des intégrales les plus simples
d’un systéeme on ‘en connaissait une qui soit une combinaison de
ces dernieres, 'usage de la forme adjointe pourrait permettre
d’en effectuer la séparation. Ainsi dans le cas du systeme précé-

dent supposons que 'on connaisse seulement I'intégrale

B,— (2 4y +2) (& + y* + ).

A O,-3 :2(@‘—}—3/—4—5)2—{—’3(.%2—}—3/2—}—;2)
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A

et 'on peut alors immédiatement conclure que z*—+ y® - 3z* et
1y --= sont des intégrales distinctes du systeme considéré.

Il est sinon utile du moins intéressant de chercher comme
vérification des théories du chapitre précédent, quel est le
systeme complet canonique d’intégrales D! et @° qui rendent la
forme kadjointe ¢gale d’abord a 1 et ensuite A 0. ®! est évidem~
ment égale au tiers de -+ y -+ 3. ®° satisfait a I’équation aux
dérivées partielles

ow ow

b e
2@ 3, ks 3%, 0.

et est égale a 3 ®, — ®3. On a donc

¢1_—:%- (x+y—+sz), ®° =2+ —ay —as —y:

et on vérifie facilement.

12. — Comme second exemple de particularisation du sys-
teme (4}, soit

Lidzi=1log =, (J: TasEanh
Le terme général dudit systeme devient
cl.z'j

T <log f—:-, log —;—j— s Fieniog el >

Z Ty

s

et, comme la fonction F; est arbitraire, rien n’empéche de rem-

placer les symboles log qui y figurent par e’y d’ou le systeme

s L oS
(8) ’ .L'j F] <'Z, -Z- & oo Yy )
\ (] = L,2, P r)
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42 THEOREME RECIPROQUE FONDAMENTAL

que nous savons admettre la forme adjointe

" 0D 6 ilQ)
(9) z, 5;74* + S 2 G :

La considération de celle-ci conduit immédiatement h cette
remarque assez curieuse que si une intégrale ® du systeme (8)
est une fonction fomogéne, on ne peut pas espérer que la forme
adjointe (9) soit une intégrale nouvelle.

En effet, si ® est une fonction homogene d’ordre 7, nous avons
la relation élémentaire bien connue

0P 0P

‘Ox -—I—./L i —+ . 2,

o = m®
2z, oz,

qui, on le voit, fait retomber sur Iintégrale ®.

Le systeme (8) comprend des cas particuliers intéressants.
Soit par exemple

x?—l

15 —a

+lj ’
aj, bj, ..., kj, l; étant des constantes pour Je— 1l o

On a alors le systeme

7

(ro) < i Ry e 7 IR E

(T —i,0 07

dont la forme adjointe est (9).

Soit comme application numérique le systeme

de  dy . da

GROAT yx zY

qui admet les deux intégrales distinctes

(Dlzz'/—, "I)z—_—%ldgx———log 3.
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La premiére est une fonction homogene de degré zéro. Par
suite la forme adJomte correspondantc est nulle, ce que l'on
vérifie facilement par un calcul direct. Mais on a

P oD,
x%—?+ 2+~
X

——‘Dl——l.

On remarquerait comme dans l’exémplé du paragraphe précé-
dent que l'usage de la forme adjointe peut séparer deux inté-
grales combinées en une seule que 1’on connait sans pourtant
que la chose soit en évidence. Cherchons encore le systéeme
complet d’mtegrales ®! et ®° qui rendent la forme adjointe égale
a 1 puis a o. ®° est connue et n’est autre que P,.

Pt sqt15fa1t a I’équation

o
((Dl—J)—aT,Q:
2 (D 3
et est éogal A ——2—. Done :
8 P, —1 ;
o (Di:qugx—xlogz’ e

y— - x
.
On vérifie aisément que

dPp! 0Pt fd 0D s
* o 2 dy 2T
13. — 11 est inutile de multiplier davantage les exemples. On

voit que I'on peut trouver une infinité de systemes dont les fone-
tions adjoinfes seront immédiatement connues.

Le probléeme qui consiste a déterminer les systemes d’équa-
tions ayant des fonctions adjointes X,, X,, ..., X, données a
Pavance est identiquement celui qui vient d’étre résolu. On écrira
le systéme (1) et le systeme correspondant (2) sera le plus
général répondant a la question.

Lorsque I'on connait un systéeme de fonctions ad]omtes dégé-

\
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nérées d’un systeme d’équations on peut tirer parti des théore-
mes du chapitre précédent pour en découvrir une premicre
intégrale.

Soit le systeme
dz, dz,

di;
Y _' S lsE e T

1

admettant pour fonctions adjointes dégénérées A X
Une intégrale @ de ce systeme satisfait d’abord & la relation -

P 0P 1)
(II,) Yi-a’—.l/“ +YQSZ++Y1- Bl =0

et nous savons de plus qu’il admet d_qs intégrales ®! et ®° satis-

faisant respectivement aux équations

fea B ) oD
( ) S*_IW_*_XQ_GZ_’—-N_FX?‘E*—I)
12 )
0P . 0D . L
\‘X,O_x?—l—}‘em—i—---—l—xrm-—o-

Si donc on prend I'équation (11) et 'une des équations (12)
on a un systétme de deux équations simultanées aux, dérivées
partielles dont I'intégrale commune peut étre plus facile a trouver
qu’une intégrale de ’équation (11) considérée seule. Seulement
par le fait méme qu’elle satisfait & 'une des équations (12) l'in-
" tégrale ainsi trouvée ne donnera jamais une forme adjointe égale
a une nouvelle intégrale utile. ;

Il y a 1a une généralisation du procédé longuement développé
par Joseph Bertrand dans son article déja cité du Journal de
Mathématiques (1852, t. XVII, p. 393). '

Ce géometre montre que connaissant une intégrale d’un sys-
teme canonique on peut en trouver une seconde. Cela revient a
dire que I'on connait un systéme de fonctions adjointes dégé-
nérées de ces équations; le raisonnement précédent est alors

exactement calqué sur celui de J. Bertrand.
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CHAPITRE IV

CHANGEMENT DE VARIABLES. — INVARIANCE DE LA FORME ADJOINTE
g N

14. — Le probleme que nous allons traiter dans ce chapitre

est le suivant :

Etant donné le systeme d'équations

X

: v, dx, dx,
0 o=

1

|
u
|
|

e

dont on connait les fonctions adjointes Y, Y,,..., Y, on substitue aux
‘Variables Zyy Loy wevr By de nouyelles variables u,, u,, ... Uy, ce
qui lr(msforme le systeme p‘l'Oposé en

du, -  du o ;111,0
(2) —U-———U;—...——— .Urv

\

et U'on propose de déterminer les fonctions adjointes V,, V,, ...; V
qui lui correspondent de méme que Y,, Y,, ..., Y, correspondaient
aw systeme (1)

Rappelons d’abord comment le systeme (1) se transforme dans
le systeme (2). Soit d¢ la valeur commune de ses membres ; nous

ouvons 1’écrire
f

({.’[[
dt

=G '<l':I,2,...,I'>.
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© 46 CHANGEMENT DE VARIABLES

Or on a facilement

: du; Y 0wy dx] bu,

Frrm e
J

. du, 3
3) Ui:Z X; TZ—’ Gk
g

“les fonctions U; déterminées par cette relation devant, bien
entendu, étre exprimées finalement au moyen des variables u,

“Uyy .., up. Je rappelle encore que toute intégrale ® de (1) dans
laquelle on remplace les x; par les #; se transforme en une inté-

grale de (2).

Considérons en effet I’expression

O
,ZXjaij

qui s’annule si ® est une intégrale de (1).0On a
o all,i
ZX T =% Ez;——az-,)
J
du;
_22 X’ 0z, bu, Z b Olz, 5

On voit que l’expression en question est une forme invariante.

Si elle est nulle on aura de méme -

oD
Z,Ui Wl; =0

et ® sera encore une intégrale du systeme (2). (Voir P. AppELL.
Traité de Mécanique rationnelle, t. I1, p. 441.)

Considérons maintenant les fonctions adjointes?Y,, Y. ..., Y.u'r
En raisonnant comme ci-dessus nous avons

i 4 0P . O0u; 0D .
Z . _—ZY <Z Oy d; ) MZ ZX" 0x; Ou;
J A ;
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si bien que si 'on pose

' ou;
(4 Vi=2\’~——’— I==1,2,...; 7
@ I )

on a D'égalité
Z‘f 3 =

Or si @ est une intégrale du systeme Eek ¢’est-a-dire une fonc-

47

tion qui reste constante en vertu dudit systeme d’équations, il en

est de méme du premier membre de notre dernicre égalité et par

suite du second, d’ol1 I'on conclut que les fonctions.V; sont des

fonctions adjointes du systéme (2]

En résumé, sile systeme (1) admet les fonctions adjointes

Y,, Y., ¥ el quanx variables z,, z,, ..., » on en substitue

7 nouvelles #,, u,, ..., u» le systeme transformé qui est

( du, oty du,
2 A e IR
avec
du du, ST
, J »——"1 4 , cee . 7 L
g U, A 0;1: —+4X iy + +X, 5
bu Gu Ju
e L
(5) ’ +}\ T S ey
0 3 i) : S
, | U=X s -;_X bf’r SR a" ;
Lo 0,
admettra 1@)5 fonctions adjointes
/ __ A Ou , S,
[V, =Y, +\2M R Y
61/ du, du
== £ < il
©) B B 5 Mz st d

? . Ou, £ 011, 0w
;\ V"”“\’”a—xf—‘_\ﬂo R A

i 0,
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On voit que le systeme (6) ne differe du systéme (5) qu’en ce
que les fonctions X, X,, ..., X, sont respectivement remplacées
par Y, Y,, ..., Y, et ceci est trés important pour la'suite.

15. — Des formules, du paragraphe précédent découlent deux
résultats importants. On peut d’abord prouver que

Etant donné urn systeme d"équations différentielles tel que (1),
il y a une infinité de maniéres de substituer & ses variables
Zyy Xoy -e, Xp de nouvelles pariables uy, u,, ..., u, en nombre égal
de telle facon qzie le systeme transformé ait-une forme donnée &
Lavance.

En 'eftfet, dans le systeme transformé (2), U,, U,, ..., U, dépen-
dent des relations (5) ou les fonctions X,, X,, ..., X, sont con-
nues. Sil’on prend arbitrairement U, U,, ..., U, on a un systeme
de r équations aux dérivées partielles & » fonctions inconnues
Uy, Uy, e, Uy qul est de la forme gé‘nérale (6) du chapitre 1.

Ce systeme définit w,, «,, ..., u. avec r fonctions arbitraires.

De méme

Etant *donné un systeme d’équations différentielles tel que (1)
- dont on connait un systeme quelconque de fonctions adjointes
Y, Y, ..., Y., il y auneinfinité de manieres de substituer & ses
variables x,, x,, ..., x, de nouvelles variables u, u,, ..., u, en
nombre égal, de telle facon que le systéme transformé admette un
systeme de fonctions adjointes données & l'avance.

Méme démonstration que pour la proposition précédente en

considérant cette fois les relations (6).
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GHAPITRE V

EQUATIONS CANONIQUES

s équations canoni-

(ues en les considérant comme des cas partlcuhers des equatmns
generales étudiées prccedemment On pourra retrouver ainsi
toutes les proprletes de ces equatlons partlcuheres comime cas
partlcuhers de plus generales que nous connaissons maintenant.

Nous  énoncerons d’abord le théoreme suivant exactement

équivalent a celui de Poisson.

Théoréme. — Si o est une intégrale du systeme d équations
canoniques
dt B e g i du,,
i s Re S O GREE e AN R
\ | a.’l'n+1 Oxn—]—'ﬁ Oy,
5 5
3 ) dfn RSl day, ety 0 T dxy,
B ST el f P oR”’
0.11,'1 o, dz,,

celui-ci admet un systeme de fonctions adjointes dégénérées égal a

/ 0. LA L3
(O e st D )
(2> s T dap +1 % 02y, +2 : : 0oy %
, Qo o3 0oL
\ At ox ! 0:[‘2 e dxn

1
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30 LQ UATIONS CANONIQUES

La premiére de ces fonctions adjointes est nulle. Les autres
s’obtiennent en remplacant simplement R par o dans les déno-
minateurs des'membres du systeme (1).

Pour plus de simplicité dans la démonstration nous considé-
rerons ¢ comme une variable z, et le dénominateur 1 de d¢
comme une fonction X,. De cette facon la symétrie-des formules
des chapitres précédents ne sera pas altérée. Les fonctions
adjointes d’un systeme satisfont comme on sait aux équations
aux dérivées partielles (5) du chapitre 1, lesquelles s’écrivent ici

/ =01 1=2n

X; = E Y;
g Z ().Z'L (M,
Z=O t=0
\ =0 ¥, 0 aon)
Comme nous avons Xy et
% oR :
; :_—axn.,_j pourj = 1,2, ..., n,
oR
N =— our j—n I, 27
) axj_n e U J -

les équations en question deviennent

; i=n K
: , R 3Y;  oR oy,
(J—_O’ Vit Il) bt +Z<Ov€z+n xi —. O.L‘l axi—i—?l)
=1
i=—2n :
: R : > R
e St
0 bxn+jbt i - a-Z'n—;—ja-'/vi
5=

(j:n—{—x,...,zn), 1A,

n
< s JR - oY, )
055 6271 (b

HN,,

i—"n

: , R
4 i v ax,_n EY’ 0zj_n0m;

t=1

ire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 57 3
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THEOREME DE POISSON
Soit maintenant » une intégrale  des équations (1). Nous
avons

i=n

_ga_» (60( oR - o aR)_ﬂ
0t +Z 0x; Gav O] i

i 4
=1

Dérivant cette identité par rapport a zj ., el par rapport a
Zj — n, il vient deux autres identités qui peuvent s’écrire

—n

%o e 2 < oR 0% R 0% - >
0t aij+n 0% 4n 0x; axj +n

0x; 0%iqq axj+n
=1

9 —n

( R do PR - >
—Z sz+n Oxz ax]-(hn 2 !

O:Li OJJH_H‘ b.’L‘j +n

1
N < < IR R R 0% >
0t Oxj_rn Zl 0X; ox; OT]__n 0z 0 a.,L] SR
'@ < R o R >
= Z OJ/z+n O‘Ez O‘L‘] =n axi axi+n axj = -

La premicre a lieu pour les valeurs o, 1,

B, o A8ty e

seconde pour les valeurs n —+ 1, n )

..., 2n du méme
indice. Or les équations (3) e réduisent a ces

identités, c¢’est-a-

dire sont identiquement vérifiées si I'on pose Y, = o0 et
Mg = our j =1, n
Ear pour j = st
bx]_,_n
2 0o
:

s vw pourj——lz—}— 1 27n.
J—-ﬂ

Le théoreme est donc démontré.

On en conclut immédiatement que, si {3 est une seconde inté-
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grale des équations canoniques considérées, « l'expression

-

0 0f dx A o 08

D, e D2 BT 0L, o i 0xs, Oy

MO 00 d 0B da 0P
Oz Ok, 4 0z, Oxny2 YT dx, O

peut en étre une autre. Cette expression s’écrit d’une fagon .

abrégée
i=—n —
.
0x; 0Zy 4y O Z (Ll,x,,H)
i—1 SEER

La plupart du temps on la réduit simplement a (P: 1), d’ou son

nom de parenthése de Poisson.

17. — Ainsi-que je I'ai dit dans la préface de ce mémoire ce
résultat semble étre le seul connu qui dépende de la théorie
générale des fonctions adjointes sans avoir pourtant jusqu’ici mis
cette théorie générale en évidence.

Les fonctions adjointes (2) du systeme (1) sont évidemment
dégé‘nérées, d’otr il faut conclure ce fait constaté depuis long-
temps que le théoreme de Poisson peut fort bien ne pas donner
d’intégrale nouvelle fitile, la parenthese (o,3) pouvant étre une
fonction d’intégrales déja connues telles que o et 3 ou se réduire
identiquement a une constante non nulle ou nulle.

Clest ici l'occasion de rappeler les théoremes de Joseph
Bertrand (Journal de Mathématiques, 1852, t. XVII, p. 393.
Mémoire sur Uintégration des éqrualions différentielles de la Méca-
nique) (OEugres complétes de Lagrange, Mécanique analytique,
Note de J. Bertrand).

Ils peuvent se résumer en celui-ci : Etant donnée wune inté-
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THEOREME DE JOSEPH BERTRAND 53

grale o.d’un systéme canonique, il en existe toujours 2n — 1 auires

Oy, Ogy eey oy telles que les parentheéses
(O(, d‘z): (0(, 13), Y (U‘) 0.2,?)

soient toutes nulles, exception faite pour 'une seule quiest égalea 1.

Ce théoreme se démontre immédiatement comme cas particu-
lier du résultat obtenu au paragraphcy du chapitre 11.

Avec les dérivées partielles de « formons en effet un systémeA
de fonctions adjointes; nous savons que nous pouvons trouver
un systome complet d'intégrales a,, a,, ..., aa,, tel que des formes
adjointes («, ), (%, &,), ..., (¢, %2,;) I'une soit égale a 1, toutes
les autres étant égales a o, Pour considérer seulement les 27 inté-
grales d’'un systeme complet, posons par exemple o, = a. La
parenthese (@, @) étant identiquement nulle et celle qui est égale
4 1 étant supposée parmi les auires, le théoréme de J. Bertland
est ainsi démontré.

On a rappelé (§ 13) que l'auteur applique son théoreme a
Pintégration des équations de plusieurs problemes de dynamique
et qu’il lui permet par exemple de trouver une nouvelle intégrale
d’équations canoniques dont on n’en connait qu’une. (Voir Journal
de Mathématiques, loc. cii.)

18.— Il y a une remarque importante a faire sur l'intégrale R
que les equatlons canoniques admettent, comme Von sait, toutes
les fois que ladite fonction R ne contient pas explicitement la

variable ¢. L’équation

{ : 9——{-—\0( R>

est identiquement vérifiée si « est une intégrale quelconque du
systeme (1). Si R en est également une l'expression («,R) est
identiquement égale a
0
s
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Ce résultat est bien connu et je ne le rappelle que pour son
utilité subséquente. Ce n’est d’ailleurs qu’un cas trés particulier -
du théoréme énoncé page 16 dans D'Introduction du présent
mémoire. 11 fait retrouver cette conclusion due encore a Joseph
Bertrand (loc. cit.) que si, outre l'intégrale R, on n’en connait
qu’une autre o ne contenant pas la variable £ non plus on ne peut
jamais conclure de la d’intégrale nouvelle. Il en est de méme
si Pintégrale o contient ¢ sous la forme linéaire, cette variable
étant affectée d’un coefficient constant. (Voir aussi : P. AppxLr,
Traité de Mécanique rationnelle, t. 11, p. 420.) :

*19. — D’apres le théoreme réciproque dont I’étude fait I’objet
du chapitre 11 nous pouvons conclure de la connaissance des
fonctions adjointes (2) du systeme canonique (1) que le nouveau

systeme
Ldt o de, __ sy e o
e e Y
\ 02y 4 4 02y 49 i 09y
<4/. e day o _’dxn+2 By IR d-fzn
e e B s e do.
= EZ; e 0x, 0z,

ol o est une intégrale du systeme (1), admet pour fonctions

adjointes

: R OR Bl oR iR on
(5 1

Sisieie e e e
L Qg e 200, dx, 0z, O

si bien que si @ est une intégrale de (4) expression

0P R o AR
n—OT ax71+1 .b—.,é'i + —’— ben Ovlf'n
R D IR 0

0r, 02y 41 Qe 0,
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ou
0P
0t

+(®,R)

peut en étre une autre.
Supposons que o ne contienne pas ¢ ce qui permettra de faire

dt
abstraction du premier membre = du systeme (4). Nous -aurons

alors ce théoréme :
Si dans le systeme d’équations canoniques

dx, dre e
R s R
Oxn Sl 0!’”114— 2 _61121;
d'z“n + 1 d.’l?” + 2 dx?n.

E R e S R S
o s

i

dont R est une intégrale, on remplace celle-ci par une autre’ S
on forme un nouveaw systeme cdnonique tel que si ® en est une
intégrale 'expression (®, R) peut en étre une auire. :
Voici d’abord pour éclaircir les choses une application extré-
mement simple. Soit le systeme d’équations canoniques

dx d /& +4y” dx’ 0 [2*+y”
—dl_:W< ) )’ dt :—737< 2 )
My e Sy dy d r’2—|-—1/

dt OJ ( 2 >’ B e Dy ( 2 > '

qui est celui du mouvement d’un point matériel de masse égale
a Punité dans un plan yOx en I'absence de forces extérieures.
Effectuant les dérivations indiquées et faisant pour le moment

abstraction du temps on a simplement les équations

-

g v dy dx’ dy’
x _-_y’— =g 7 )
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dont les intégrales sont
2y, xy —yx'. :
Les deux premiéres indiquent que la vitesse du point est
constante, la troisitme est l'intégrale des aires. L’intégrale des
forces vives -2L (x’2 —+ ) n’est qu'une combinaison des deux

premiéres. Si on la remplace dans les équations primitives par

lintéorale des aires, celles-ci deviennent
b

dx 0 dz’ 0
e el e e
dy St O ! ! ‘ dy/ Tiiiety b O 7
dt — dy s 92 ) S (Y= g,
ou réduptions faites
driii ody ol Tdy!
—y aw =y A

D’apres le théoréeme énoncé ce systeme doit étre tel que si @
en est une intégrale I’expression

[2 /2
((I), x_—l.._i>= x’ —E y’iql.
2 ox dy

puisse en étre une autre. Or on apercoit immédiatement I'inté-
grale z* 4 y® qui substituée a ® donne lintégrale nouvelle
za' 4 yy'. Celle-ci substituée a son tour a ® donne la troisieme et
dernisre 2* - y”. L’intégrale xy’ — ya' n’est qu’une combi-
naison des précédentes.

Cette application montre simplement le théoréme énoncé
comme curieux, le paragraphe suivant va nous le montrer comme

utile.

* 90. — Considérons I'équation aux dérivées partielles du pre-
mier ordre :

(6) b (xu‘rz"'sxn =P49P2>'--7}7n)=0
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qui peut> étre considérée comme générale bien qu’elle ne con-
tienne pas explicitement la fonction inconnue. On sait en effet
que cette derniere peut toujours dis‘paraitre par lemploi d’un
procédé d’une extréme simplicité. Pour intégrer I’équation en

question nous avons d’abord a intégrer le systeme canonique

do de o e Cdpy o idpp s D
(ZhoEae AR S e S Rl T
op, op, W d, 0z, £ 0d

dont F, est une intégrale. Ilyena évidemmentf — 2 autres dis-
tinctes.
Or les{n — 1 intégrales ainsi considérées égalées a zéro don-

nent les équations

B (s, s son s Pas Pare+o>Pn ) =0,
®) F i@, B 88 Pioayeess Prli== 0,

F?u—i (xipxm-'-yxn s P1s Por- --vpn) =0,

qul peuvent toutes, comme la premlere étre con51derees comme
des equatlons aux dérivées partlelles Or le systeme canonique
précédent qui correspond a la premiére équation étant intégré
nous savons, ce qui est ici tout i fait remarquable, que les sys-

temes canoniques

( dz, = da, = daye T AP dpsce iy ap,

g F; RN Ak 5T R Ot i or;

( P op, P 0z, dz, dr,¢
(i=2,3,... 00— 1)

sont tous tels que si @ est une intégrale de lun d’eux, 'expres-
sion (®,F,) peut en étre une autre. Connaissant les intégrales (3)
du systeme (7) Pexpression la plus générale de toute intégrale
de ce systeme est

(9 CF(F,Fyyes B o),
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IF désignant une fonction arbitraire. On voit donc que si l'on
sait intégrer le systéme canonique (7) qui correspond a Iéquation
aux dérivées partielles (6) on saura que Uéquation aux déripées
partielles F-= o est telle que si son systeme. d'équations canoni-
ques caractéristiques admet Uintégrale ®, il admet aussi U'intégrale
(®, F)). L’équation F=—o dont le premier membre est (g) est
Lv1demment beaucoup plus generale que Péquation primitive
F == 0.

- On pourrait faire des applications intéressantes a la théorie des
surfaces. Posons comme & I'ordinaire p = %, g— iz ;

R Ay

Considérons par exemple I’équation p® - ¢* = const’® qui s’in-
tegre directement d’une fagon bien simple et représente une
surface dont le plan tangent fait un angle constant avec un plan
fixe yOz, soit un hélicoide développable dont I’hélice aréte de
rebroussement est tracée sur un cylindre quelconque de généra-
trices perpendiculaires att plan yOux.

Si 'on ir{lugine toutefois que L'on écrive le systéme canonique
caractéristique de I’équation aux dérivées partielles en question,
on lui trouve immédiatement les trois intégrales distinctes p, ¢
et py — qx. D’aprés le théoreme précédent nous savons alors que

Péquation aux dérivées partielles
(10) ¥(p,¢,py —qx)=

ou F est une fonction arbitraire, est telle que son systeme carac-
téristique admet l'intégrale

(@, p*+ ) = %

s'il admet I'intégrale ®.

On voit que I'on a un résultat remarquable concernant I’équa-
tion (r0) laquelle comprend des surfaces beaucoup plus générales
que celle d’olt 'on est parti. Elle contient par exemple toutes
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CHANGEMENT DE VARIABLES 59

les surfaces développables, les surfaces de révolution autour de
laxe Oz, ete...

21. — Pour terminer nous étudierons l'influence d’un change-
ment de variables sur les fonctions adjointes d’un systéme cano-
nique. :

Supposons que dans un systeme canonique on substitue aux
variables t, z,, &,, ..., Ty les suivantes ¢, u, U, ..., Uan, les x
étant liés aux « par 2z relations ol ne figure pasb t si bien que
dans le systeme transformé, cette derniere variable aura, exacte-
ment méme signification que dans l'ancien. Pour effectuer la
transformation tant dans le systeme lui-méme que dans ses fonc-
tions adjointes il suffit de se servir des formules générales (5)

et’(6) données au paragraphe 14 du chapitre 1v en observant
, qu’il faut tenir compte d’une variable supplémentaire x;= u, =1
et d’une fonction X == 1.

Cette précaution prise, on trouve immédiatement pour le sys-

teme transformé
de du du, ; dugy,

(‘I) —_— = 2 ey Al

> I (u,,R) (112,1—{) Eaae (Itgn,R)

et pour ses fonctions adjointes 1

(2) 0. (u,®), (43,®), ey (tan @),

si ® est une quelconque de ses intégrales. W étant par hypothése

une autre intégrale de (1), Vexpression

W ow

: : ) &
(5) {u“@) du = (”2’(1)) —67; + e (Uzn, ¢> Ottay

i

peut en étre une nouvelle.
Si la fonction R ne contient pas ¢, ¢’est une intégrale du
systeme primitif et par suite du systeme transformé (1), mais on
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»

ne peut faire jouer a cette intégrale le role de ® ni celui de 7,
dans la forme (3). Cette forme n’est au fond que la parenthese
(®, W) écrite avec les nouvelles variables et comme les paren-
theses (R, W) ou (@, R) sont nulles (§ 18), si les fonctions W ou ®
ne contiennent pas ¢ il en est de méme aprés un changement
de variables. Si l'une des intégrales ® ou W contenait ¢ on sait

que sa combinaison avec R donnerait comme nouvelle inté-

b(f ou balf . Il en sera encore de méme dans le cas de

la forme (3), ce résultat n’étant d’ailleurs ‘qu’un cas particulier
, q p

grale

du théoréme énoncé dans ’Introduction de ce mémoire et déja
rappelé au paragraphe 18. Au fond c’est la seule hypoichése de
l'inexistence de ¢ dans les dénominateurs du systeme (1) qui fait
que la dérivée partielle par rapport a ¢’ de toute intégrale
contenant cette variable est aussi une intégrale.

\ Remarquons enfin que si dans ’expression (3) on intervertit
® et W, cette expression change simplement de signe. Clest
encore une propriété de la forme adjointe (®, W) qui n'est pas
altérée par le changement de variables.

I1 est essentiel de remarquer que l'on obtient les fonctions
adjointes du systeme (1) en remplacant simplement R par @ dans
les dénominateurs qui y figurent. Le théoréme du paragraphe 16
peut donc se généraliser de la fagon suivante.

Théoréeme. — Si « est une intégrale du systeme d’équations
canoniques
dt dz, oE dzx, o 5 dx,,
e e R OO LR T o
axn.'A axn*? ax?n
Proe dxn+1 o dxma ey B dx%n
R o R o R

S e o
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et par suite du systéme

dt —- du, du, du, du,+q dusy,

R el R SR O

qui résulte de la substitution des variables u,, Uy, ..., Uy AUT
pariables x,, Xy, ..., Zy, les fonctions adjointes tant du systéme
primitif que du systéme transformé s obtiennent par la substitu-
tion pure et simple de o. a R dans les dénominateurs figurant dans
ceux-ct, 3 ; :

Bien entendu il- s’agit toujours de fonctions adjointes dégé-

nérées.

VU ET APPROUVE :
Paris, le 29 avril 1901.
Le Doyen de la Faculté des Sciences,

G. DARBOUX. :

Vu ET PERMIS D IMPRIMER $
Paris, le 29 ayril 1901.
Le Vice-Recteur de I’Académie de Paris,

GREARD.
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DEUXIEME THESE

PROPOSITIONS DONNKES PAR LA FACULTH

Théorie de la Lune de Delaunay et ses récents perfec-

tionnements

Yu ET APPROUVE :
Paris, le 29 ayril 1901.
Le Doyen de la Faculté des Sciences,

G. DARBOUX

VU BT PERMIS D’IMPRIMER :
Paris, le 29 avril 1901.
Le Vice-Recteur de I'Académie de Paris,
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