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SUR 

LE MOUVEMENT DE ROTATION 
DANS UN MILIEU RÉSISTANT D'UN SYSTÈME DE PLANS 

D'UNE ÉPAISSEUR CONSTANTE ET D'UN CONTOUR DÉTERMINÉ, 

AUTOUR D'UN AXE INCLINÉ, PAR RAPPORT A L'HORIZON. 

Nous nous proposons d'analyser toutes les circonstances du mouvement d'un sys­
tème de plans qui se croisent autour d'un axe fixe. Nous supposerons que le système 
ne peut avoir qu'un mouvement de rotation autour de la ligne d'intersection de tous 
ces plans ; de plus, nous ferons entrer en considération la résistance de l'air, sans 
toutefois avoir égard au frottement qui a lieu aux extrémités de l'axe. D'ailleurs, les 
plans seront supposés d'une épaisseur constante, et d'un contour déterminé. Pour 
trouver les équations différentielles du mouvement que nous considérons, nous 
ferons usage de l'équation générale du mouvement d'un système quelconque. Cette 
équation, telle que l'a donnée Lagrange dans sa Mécanique analytique *, se trouve 
exprimée par la formule suivante : 

Dans cette formule, x,y, z, représentent les coordonnées du point m auquel sont 
appliquées les forces P, Q, R, etc., dirigées respectivement, suivant les droites re­
présentées par p, q, r, etc. ; Sx, Sy, <Sz, Sp, èq, Sr, e tc . , sont les changemens infiniment 
petits de x, y, s, p, q, r, e tc . , compatibles avec les liaisons du système. Quant aux 
signes St ils représentent la somme des quantités semblables, relativement à tous 
les points. 

Pour appliquer celte formule générale au cas particulier qui nous occupe, nous 
représenterons par x, y> z, les coordonnées d'un plan choisi arbitrairement parmi 
ceux que nous considérons; par xJ,y', z , les coordonnées de celui qui se trouve im­
médiatement après dans le sens du mouvement direct de rotation, et que nous sup-

Tome premier, seconde partie, section H , page 251. 



poserons s'effectuer de droite à gauche , autour de l'axe des z ; par x", y", z, les 
coordonnées du plan qui vient immédiatement après le second , et ainsi de suite, 
Nous remplacerons la masse m par un élément infiniment petit dm, et la somme 

où l'intégrale indiquée par le signe / doit être étendue à toutes les molécules d'un 

plan, et 2 représentant la somme des intégrales semblables, relativement à tous les 
plans. Quant aux forces accélératrices , appliquées à notre système, il faut les consi­
dérer comme agissant sur toutes les molécules des plans ; e t , en les concevant dé­
composées suivant les demi-axes des coordonnées positives, la somme S(PSp + Q&j 

+ Ràr+ etc.)m se trouvera remplacée par—2J(X$x-{-Y8y-\-Z$z)dm, expression 

dans laquelle Xd/n, Ydm, Zdm, représentent les forces agissant sur un élément dm 
d'un plan parallèlement aux axes des coordonnées. Nous aurons de cette manière : 

Notre système, supposé tourner autour de 1 axe des z, intersection de tous les plans, 
ne peut avoir d'autre mouvement virtuel, que celui de rotation autour de ce même 
axe ; par conséquent, Sz sera zéro pour tout mouvement vir tuel , et notre formule se 
changera en 

La distance d'un élément du système à l'axe des z ne variant point, pendant un 
mouvement virtuel, on aura oe'+y' égal à une quantité constante, ce qui entraîne 
nécessairement l'équation : 

d'où l'on tire : 

ou 

L'expression—- • représentant une vitesse angulaire multipliée par l'élément 

du temps dt; en appelant co cette vitesse, et en supposant que le mouvement de rel­
ation est di rect , on devra admettre le signe + devant le radical, de sorte qu'on aura: 



de là on tire 
èy=taxdt et Sx — — taydt. 

En substituant ces valeurs dans la formule (A), et effaçant le facteur commun u>dt, 
on trouve : 

Pour évaluer l'expression 

supposons que cp représente au bout du temps t l'angle que le plan dont les coordon­
nées sont x,/, z fait avec le plan des x etz ; y + a', <p-f a", seront les angles que les 
plans dont les coordonnées sont x\y', z\ x",y", z; font, respectivement avec le 
même plan, des x et z, a', a" étant les angles d'inclinaison de chacun de ces plans 
sur le premier. En posant 

on en tirera 

multipliant cette équation par la suivante : 

on aura 

donc : 

Cette valeur ne change pas en changeant a; ety en x',y' ou en x",y" parce que 
cela revient à changer <p en <p+a/, ou en <p+a", donc nous pourrons écrire : 

l étant l'épaisseur commune des plans. 
Calculons maintenant les forces accélératrices X et Y; supposons pour cela que 

l'axe des z fait avez l'horizon l'angle S, et que la projection de cet axe sur le plan ho­
rizontal , tombe du côté des x ety positives. En appelant g la gravité, g cos.61 expri­
mera cette force décomposée parallèlement au plan des X et y, et dirigée du côté 
des x et y positives. Soit oc l'angle que fait avec l'axe des x sur le plan des x et y la trace 
d'un plan vertical passant par l'axe des z, gcos.S cos.cx sera la composante de la gravité 
suivant l'axe des *; g cos. £ sin.a sera la composante suivant l'axe des y. Telles seront 



les forces introduites par la gravité. Pour trouver l'expression de la résistance du 
milieu, observons que cette force s'oppose au mouvement, en agissant perpendicu­
lairement aux surfaces des différents plans. Nous admettrons que cette force est pro­
portionnelle au quarré de la vitesse , de sorte qu'en représentant par co la vitesse an­
gulaire de rotation, et par r la distance d'un élément à l'axe des z, la force dont il 
s'agit, aura pour expression kr'w*, k étant une quantité constante, dépendant de 
la densité du fluide : elle peut représenter la résistance qu'éprouve l'unité de surface 
qui se meut avec une vitesse égale à l'unité. Pour trouver les cosinus des angles que 
la direction de la résistance fait avec les axes, observons que cette direction doit être 
perpendiculaire à l'axe des z et au rayon vecteur r, qui, lui-même, fait avec les axes 

X Y 

des coordonnées , les angles dont les cosinus sont respectivement — , - , o ; donc en 
r r 

appelant a , b, c, les angles que la résistance forme avec les demi-axes des coordon­
nées positives, on aura : 

cos . c=o , xcos.a+ycos.b=o; 
par conséquent 

cos.a - cos.b 1 
y ~~ x r ' 

/. cos.a cos.ô . . . . . , 
Or , les fractions • et étant toujours positives, si le mouvement de rota-

y x 

tion est direct, il faudra admettre le signe + devant la quantité - ce qui donnera : 

y x 

cos.a— —, cos .6= ; 
r r 

e t , par suite, la résistance décomposée selon les axes, deviendra 
kryvf, —krxca* ; 

cette résistance est supposée agir sur l'unité de surface. Pour avoir celle qui s'exerce 
sur un élément drdz du plan, il faudra multiplier les expressions précédentes par ce 
même élément. Quant à la force accélératrice due à la résistance, on la trouvera en 
divisant kryo)*, — krx<a* par l'épaisseur commune des plans, épaisseur que nous avons 
représentée par l; de sorte que la partie des forces accélératrices, introduite par la 

résistance, sera, pour la composante parallèle à l'axe des x, égale à , et pour l'axe 

des y, égale à —. Donc les composantes totales seront : 
L 

* kryta* 
X=gcos.a. COS.b-| — , 

t 

krx<** 
y=g sin. a. cos.b — ; 

L 



par suite, en observant que dm=ldrdz , 

(.TY~yX)(/m=z[glcos.S(xsin.a—ycos.a)—krW]drdz ; 

or, puisque x=rcos.<p et j^=rsin.<p, nous aurons : 

{xY— yX)dm——kr*w*drdz—glcos.S. r.sin.(<p—a)drdz ; 

de là on tire : 

2J(x Y—yX)dm=—koSlfadrdz—glcos.6 2 [s\n.(y—à)frdrdz~] ; 

le signe 2 représentant la somme des quantités semblables relativement à toutes les 
molécules, de sorte que, par exemple , 

2 sin.((j>—a)=sin.(<p—a) + sin.(<p-f-«'—«)+ ; 

nous aurons donc définitivement : 

[llTr'drdz'] —^ + lkirrhlrdz^oia+glcos.Sll(J>rlrdz)s\n.^—a)']=o (C). 

Faisons, pour plus de simplicité, l2lr:'drdz=A, k2jr5drdz=B, etg/cos.£=C, notre 

équation se réduira à 

A -^• + Ba>* + Cl[(p-drdz)s\n.(9—a)]—o (D); 

et en nommant Al}At, e tc . , les valeurs jrdrdz correspondantes aux différens plans, 

nous aurons évidemment : 

Posant : 

et 

il vient 

Pour réunir ces deux derniers termes en un seul, faisons D'=Dtang.%-: substituant 

cette valeur, nous aurons : 

(cos.Çsin.o—sin.£cos.<p) 
cos.ç 

ou simplement 



l'angle Ç étant déterminé par l'équation D'=Dtang.!-; 

Substituant cette valeur dans l'équation (D), il vient : 

B M CD 
En divisant par A toute l'équation , faisant pour abréger — = M et — = N, en 

j 

observant d'ailleurs que o>— nous trouverons : 
dt 

Telle est l'équation différentielle qu'il s'agit d'intégrer; pour la ramener à être 

linéaire., j 'observerai qu'on a —=a>, e t , différentiant cette expression, j'obtiens: 

substituant ces valeurs dans l'équation (E), il vient : 

ou 

qui n'est autre chose que l'équation de Bernouilli; elle devient intégrable en multi-

pliant ses deux membres par le facteur e , car il est facile de voir qu'elle se réduit 
alors à 

En intégrant cette expression depuis t=oy et en supposant que pour t—o, on ait <o=zn 
et w=w 0 , on trouve : 

or , puisque 



j'aurai 

et en intégrant : 

Pour avoir celte intégrale sous forme réel le , il suffit de chercher le coefficient 

de Y/-—" dans l'expression 

Ce coefficient sera l'intégrale cherchée. Nous aurons de cette manière : 

donc finalement : 

Telle est la vitesse des plans à un instant quelconque de leur mouvement; quant à la 

détermination de l'angle cp en fonction du temps, l'intégration dont elle dépend sur­

passe la force de l'analyse connue. 11 existe un cas où le problème se résoud entière­

ment, c'est celui où l'on suppose l'axe de rotation vertical; car alors, en observant 

que la quantité AT contient le facteur cos.f? (<? étant l'angle que l'axe fait avec l'hori­

zon, et qui se trouve dans ce cas égal à - ) , on a N = o . Dans cette hypothèse, l'équa­

tion (F) se réduit simplement à : 

d'où 

et en passant aux logarithmes : 



Telle est l'expression de l'angle «p en fonction de la vitesse. 11 serait très-facile de 

trouver ce même angle en fonction du temps, car l'équation e = — donne en retn-
co 

plaçant « par — 

et en intégrant à partir de / = o , 

d'où l'on tire pour <p la valeur suivante : 

donc aussi, en vertu de l'équation <p=—log.f ~ ) , on a pour la vitesse w , 

Les équations que nous venons de poser, suffisent entièrement à la détermination 
du mouvement. Car, connaissant l'angle «p, on trouvera les angles que les autres plans 
font avec le plan des x et z , en ajoutant seulement à l'angle <p les angles a', a", etc. 

On pourrait se proposer de trouver la ligne courbe qui termine le contour d'un 
plan tournant autour d'un axe vertical, d'après la condition que ce plan éprouve une 
plus grande résistance que tout autre plan ayant la même surface et un contour dif­
férent. Pour résoudre cette question, on observera que la résistance étant propor-

tionnelle à I r3dz (za et Z étant les ordonnées extrêmes), il suffira de rendre I i^dz 

rz 

maximum parmi toutes les valeurs de r qui donnent pour I rdz une quantité cons-
tante , ce qui, par les règles du calcul des variations, revient à rendre maximum ab­
solu l'expression 

k étant une constante arbitraire. En égalant à zéro la variation de cette expression, 
on trouve : 

d'où 



Supposons que B représente l'aire donnée, on aura alors : 

et par s 

de là 

donc 

Ce qui nous fait voir qu'un parallélograme, tournant autour d'un axe , éprouve à 
égalité de surface, la plus grande résistance. 

DÉTERMINATION DU RAYON VECTEUR, 

DANS LE MOUVEMENT ELLIPTIQUE DES PLANÈTES. 

SUPPOSONS que M représente la masse du soleil, et m celle de la planète dont on 
cherche le rayon vecteur. Soient x et y les coordonnées rectangulaires de la planète 
rapportées au centre du soleil. 11 sera facile de prouver que les équations du mouve­
ment de la planète autour du soleil seront 

H représentant la somme des niasses M et m, r étant =\/'xr-Çy'1, et dt l'élément du 
temps. Le principe des forces vives et celui de la conservation des aires, donnent les 
équations suivantes : 

- et b représentant des constantes arbitraires. Supposons x+y\/—\=rr> , nous 

aurons 



r*dp 
et puisque ——•=£>, on aura 

ctc 

par conséquent l'équation des forces vives se réduira à 

dr 
si l'on suppose — = o , on aura pour déterminer la plus grande et la plus petite valeur 

CIV 

de r l'équation suivante : 
7 i _ 

OU 

de là 

Il est facile de conclure de cette expression que a est le grand axe de l'ellipse de la 
planète, et en appelant cson excentricité, on aura b'=pa(i—c3), par conséquent l'é­
quation (I) deviendra 

et en supposant —r^=n, on aura 

T étant une constante arbitraire. 
r 

Pour intégrer le second membre on fera —=i—ccos.w, u étant une nouvelle variable; 
a 

on aura de cette manière 



Pour avoir le rayon vecteur r en fonction du temps, il faut éliminer la quantité a 
entre les deux équations 

ce qui s'effectuera avec facilité par la méthode de M.Cauchy. Ce grand géomètre a dé­
montré qu'en représentant par f(x) une fonction quelconque de x, on a le résidu 

relativement à toutes les racines de l'équation f ( x ) = ± o o au moyen de 

l'intégrale définie. 

R étant la limite supérieure des modules de toutes les racines. Cette formule 
et une infinité d'autres du même genre résultent des calculs développés par 
M. Cauchy dans un Mémoire qu'il a présenté en I 8 1 4 à l'Institut de France. Elles 
ont aussi été exposées avec détail par leur illustre auteur dans son cours de cette 
année au Collège de France. D'après cette formule , il sera très-facile de trouver 
la somme des fonctions symétriques des racines d'une équation F(x)=o. En effet, 
soient xn x,, ars, etc., les racines de l'équation F(x)z=o, et supposons que l'on veuille 
trouver la somme <?(x,) + <p(*„) -+- cp(%) + , cette somme sera d'abord exprimée 

par le résidu intégral et par suite par l'intégrale définie 

Dans le cas que nous examinons, on supposera F(x)—x—ou—ssin.a*, (en faisant pour 
abréger nt+T=<a) et <p (ac)=cos..T, ce qui donnera F'(x)=\—ccos..r, et immédia­
tement. 

ou 

or 



par conséquent 

et en observant qu'en général : 

on aura 

par conséquent 

Ce dernier résidu pourrait être transformé avec une extrême facilité en une intégrale 
définie, en faisant les substitutions nécessaires dans la formule 

il serait superflu d'écrire cette intégrale. 

d'ailleurs on a 



Pour délivrer la dernière valeur de — des différentielles qu'elle renferme , on 
a 

observera qu'en général 

r 
ce qui réduit la valeur de — à 

a 

expression à laquelle il faudra ajouter l'intégrale définie dont nous avons parlé plus 
haut. 

La méthode que nous avons employée nous a conduit au développement connu du 
rayon vecteur en fonction du temps ; mais cette méthode a l'avantage de donner le 
reste de la série par une intégrale définie, qui pourrait elle-même être calculée par 
approximation. 

Vu et approuvé par le Doyen de la Faculté des Sciences, 

THÉNARD. 
26 avril 1825. 

P E R M I S D ' I M P R I M E R . 

Paris, ce 27 avril 1825. 

Pour le Recteur de l'Académie de Paris, l'Inspecteur-général délégué, 

ROUSSELLE. 




