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LE MOUVEMENT DE ROTATION

DANS UN MILIEU RESISTANT D'UN SYSTEME DL PLANS
D’UNE EPAISSEUR CONSTANTE ET D’UN CONTOUR DETERMINE,
AUTOUR D’UN AXE INCLINE, PAR RAPPORT A L’HORIZON.

Nous nous proposons d’analyser toutes les circonstances du mouvement d’un Sys-
téme de plans qui se croisent autour d’un axc fixe. Nous supposerons gue le systéme
ne peut avoir qu’un mouvement de rotation autour de la ligne d’intersection de tous
ces plans ; de plus, nous ferons entrer en considération la résistance de Iair, sans
toutefois avoir égard au frottement qui a lieu aux extrémités de axe. D’ailleurs, les
plans seront supposés d’une épaisseur constante, et d’un contour déterminé. Pour
trouver les équations différentielles du mouvement que nous considérons, nous
ferons usage de Péquation générale du mouvement d’un systéme quelconque. Cette
équation, telle que ’'a donnée Lagrange dans sa Mécanique Analytique *, se tronve
exprimée par la formule suivante :

s s .

S (23x+‘—i—1—/-8y+£l——z-83) m+ S (Pdp+ Q3¢+ Rdr+ etc)m=o.

dt® der de?

Dans cette formule, x, y, z, représentent les coordonnées du point 7z auquel sont
appliquées les forces P, Q, R, etc., dirigces respectiverent, suivant les droites re-
présentées par p, ¢, r, etc. ; dv, &, dz, dp, I, dr, etc. , sont les changemens infiniment
petits de =, ¥, z, p, ¢, 1, etc., compatibles avec les lixisons du systéeme. Quant aux
signes &, ils représentent la somme des quantités semblables, relativement a tous
les points.

Pour appliquer cette formule générale au cas particulier qui nous occupe, uous
représenterons par x, y, z, les coordonnées d’un plan choisi arbitrairement parmi
ceux que nous cousidérons; par &/, y/, z, les coordonnées de celui qui se tronve im-
médiatement aprés dans le sens du mouvement direct de rotation, et que nous sup-

* Tome premicr, seconde partie, section I, page 251.
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poserons seffectuer de droite a gauche, autour de I'axe des z; par &, 3", z, leg

coordonnées du plan qui vient immédiatement aprés le second, et ainsi de suite,
Nous remplacerons la masse m par un élément infiniment petit dm, et la somme

d’y d*x d%y d*z
S(dt’ 3x+ Sy+ Sz) m par Zf( dtna +7-3y+-a—t’—82) dm,

ou lintégrale indiquée par le signe f doit étre étendue a toutes les molécules dun

plan, et 3 représentant la somme des intégrales semblables, relativement a tous les
plans. Quant aux forces accélératrices , appliquées a otre systéme, il faut les consi-
dérer comme agissant sur toutes les molécules des plans; et, en les concevant dé-
composées suivant les demi-axes des coordonnées positives, la somme S(P8p 4 Qdy

+ Rér4 etc.)m se trouvera remplacée par —EﬁX3x+ Y3y + Zdz)dm , expression

‘dans laquelle Xdm, Ydm, Zdmn, représentent les forces agissant sur un élément dm
d’un plan parallélement aux axes des coordonnées. Nous aurons de cette maniére :

Ef((;’t? +(cllt‘}:3.}’+——-3z) dm=2ﬁX3x+Y6y+Zaz)dm'

Notre systéme, supposé tourner autour de I'axe des z, intersection de tous les plans,
ne peut avoir d’autre mouvement virtuel,, que celui de rotation autour de ce méme
axe; par conséquent, dz sera zéro pour tout mouvement virtuel , et notre formule se
changera en

dﬂ (l’
=2 | (Xdx4YS8y)dm......... A).
Ef(dt, +dt’ 8_7-) dm= ﬁX8x+ Yiéy)dm (A)

La distance d’un élément du systéme a P’axe des z ne variant point, pendant un
mouvement virtuel, on aura x*4-y* égal a une quantité constante, ce qui entraine
nécessairement P’équation :

(w48x)' + (y 43y )=="+y°,
d’ou ’on tire :
xax-{-yé\ r=0qQ
ou

y__ & Vet

= 7 Vi

L’expression—i—/—-_’?— représentant une vitesse angulaive multipliée par I’élément
x 2

du temps dZ; en appelant w cette vitgsse, et en supposant que le mouvement de ro-
tation est direct , on devra admettre le signe 4 devant le radical , de sorte qu’on aura:
dy dx
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de la on tire
dy==wxdt et dx =— wydt.

En substituant ces valeurs dans la formule (A), et effacant le facteur commun wdt,
on {rouve :

dy—yd®x
Ej‘(f.—%t%i—t) clm:?/ZrY-—-—yX) dm.......... .. (B).

Pour évaluer ’expression
d*y—yd*a
()
de?

supposons que ¢ représente au bout du temps ¢ 'angle que le plan dont les coordon-
nées sont x, y, z fait avec le plan des x et z ; 4o/, p+o,..... seront les angles que les
plans dont les coordonnées sont «, 3/, z; &, 3" z;...... font, respectivement avec le
méme plan, des x et z, o/, o’...... étant les angles d’inclinaison de chacun de ces plans
sur le premier. En posant

Ve
x4y Si=re ,
onen tirera
\ V= _
drxtdyYox=re (oY Ti—dy’);

multipliant cette équation par la snivante :

. V=
Y Ti=re
on aura
xd*x +yd'y + (xd*y—yd*x )Y/ < =r*(d’eV “1—dp*);
donc :
xd*y—yd*s=r*d*q.
Cette valeur ne change pas en changeant x ety en«/, y' ouen &, y"...... parce que
cela revient a changer ¢ en ¢+, ou en ¢+do”,...... donc nous pourrons écrire :

. L PR 2 ds
> f ( ﬁy—]t{—&) dm::.l-jt—:gz-/:‘(lrdz R
. a

I étant I'épaisseur commune des plans.

Calculons maintenant les forces accélératrices X et ¥'; supposons pour cela que
Paxe des z fait avez I’horizon Pangle 6, et que la projection de cet axe sur le plan ho-
rizontal , tombe du cbté des x et y positives. En appelant g la gravité, gcos.6 expri-
mera ceite force décomposée paraliélement au plan des x et y, et dirigée du coté
des x et y positives. Soit « ’angle que fait avec 'axe des x sur le plan des x et 3 la trace
d’un plan vertical passant par I'axe des z, gcos.bcos.a sera la composante de la gravité
suivant Paxe des x; g €0s.6.5in.a sera la composante suivant I’axe desy. Telles serom
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les forces introduites par la gravité. Pour trouver Pexpression de la résistance dy
milieu, observons que cette force s’oppose au mouvement , en agissant perpendicu-
lairement aux surfaces des différents plans. Nous admettrons que cette force est pro-
portionnelle au quarré de la vitesse , de sorte qu’en représentant par » la vitesse an-
gulaire de rotation, et par r la distance d’un élément a Paxe des z, la force dout il
s’agit, aura pour expression kr’w*, k étant une quantité constante, dépendant de
la densité¢ du fluide : elle peut représenter la résistance qu’éprouve Iunité de surface
qui se meut avec une vitesse égale a Punité. Pour trouver les cosinus des angles que
la direction de la résistance fait avec les axes, observons que cette direction doit étre
perpendiculaire & I’axe des z et au rayon vecteur r, qui, lui-méme, fait avec les axes

P . . x .'r
des coordonuées, les angles dont les cosinus sont respectivement ~,=, o; donc en
r r

appelant a, b, ¢, les angles que la résistance forme avec les demi-axes des coovdon-
nées positives, on aura :
€08.¢==0, ¥ €0S.a 4y c0s.b=0;

par conséquent
cos.a - cos.b

1
= —— =+ -
Y x r
cos.a cos.b
et—
Y

* . . . L4 1 .
tion est direct, il faudra admettre le signe 4 devant la quantité - ce qui donnera:
r

5

€tant toujours positives , si le mouvement de rota-

Or, les fractions

Y x
cos.a==, c08.b==~——;
r r

et , par suite, la résistance décomposée selon les axes, deviendra

kryw® , —krxw® ;

cette résistance est supposée agir sur l'unité de surface. Pour avoir celle qui s’exerce
sur un élément drdz du plan,il faudra multiplier les expressions précédentes par ce
méme élément. Quant 4 la force accélératrice due a la résistance, on la trouvera en
divisant ryw®, — kraw® par ’épaisseur commune des plans, épaisseur que nous avons
représentée par /; de sorte que la partie des forces accélératrices, introduite par Iz

2

résistance, sera, pour la composante paralléle a Paxe desx, égale a , et pour Paxe

krxw®

desy, égale a— . Donc les composantes totales seront :

kryw’
l *
krxw?®
l ;

X—gcos.a.cos.6+

Y=g sin.o. cos.6—
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par suite, en observant que dm=ldrdz(, »)
(Y —y X)dm=(glcos.6(xsin.a—ycos.a)—krw*] drdz ;
or, puisque x¥==rc0s.¢ et y==rsin.¢ , nous aurons :
(2 ¥—y X)dm=—=—kr®w*drdz—glcos.6. r.sin.(¢—a)drdz ;
delaontire: _
E [(x¥Y—y X)dm=—Fkn"3 ﬁ3dr(lz—glcos.6’ = [sin.(p—a) ﬁdrdz] ;

le signe X représentant la somme des quantités semblables relativement a toutes les
molécules, de sorte que, par exemple ,

= sin.(p—a)==sin.{¢—a)+sin(o+o'—a)4 .. ... ... ;
nous aurons donc définitivement :
. . de . : , N
[1z f r*drdz) st [kEf;-3(lr(lz] w*+4-glcos.6E[ (f;‘drdz) sin(p—a) ]=0. . ... (C).
Faisons, pour plus de simplicité, l}if;’drdz:zt, kx ﬁ’drdz:B, etglcos.6=C notre
équation se réduira a
A gl—; +4 Bw* 4 C3[ frdrdz)sin.(wa) J=o0.......... (D);
et en nommant A, 4,, etc. , les valeurs ﬁ‘dm]z correspondantes aux différens plans,
nous aurons évidemment :
[ ﬁr(lde)Sin.(rp——oc)]:A sin(o—a) 4 A, sin(odod—a)4 .. ...
=f{4,cos.a4 A,cos.(d’—a)+4. . . . Jsin.g—[ A sin.a—A,sin(d—a)—. .. . Jcos..

Posant :

Acos.a+ 4cos.(od—a)4......... =D
et A, sinag—A4,sin(d—a)—......... =D,
il vient '

=[ ﬁn[rdz)sin.@-—a) ]=Dsin.¢—D'cos.5.

Pour réunir ces deux derniers termes en un seul, faisons D'=Dtangt ; substituant
cette valeur, nous aurons :

(cos.Esin.g—sin.£cos.¢)

D
cos.&

ou simplement
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Sin.((p—E) 3

P’angle £ étant déterminé par P’équation I'=Dtangk;

cos.&

Substituant cette valeur dans 'équation (D), il vient :
ﬂ

A -——--|- B +-92 sin.{p—E)==o0.
cos.§

dt*
. B CcDh
En divisant par 4 toute I’équation , faisant pour abréger ZZM et HoosE =N, en

d
observant d’ailleurs que w=7f nous trouverons :
a& e dtp) . -
M —=—Nsin{o—E&)........... E).
M (2 sin.(p—F) ()

Telle est ’équation différentielle qu’il sagit d’intégrer; pour la ramener a éire
d.
linéaire, j’observerai gu’on a -f_co, et, différentiant cette expression, j’obtiens:
> ] q 7
d*¢ do wdw _1 d(w*)
e~ dt do T dp
substituant ces valeurs dans équation {E), il vient :
1 d{w*)
2 dp

+ Mw*=—Nsin.(¢—E)

ou
dlw*)4 2Mw’d¢p—‘:———2NSin (¢—E&)dy ,

qui n’est autre chose que Péquation de Bernowilli; elle devient intégrable en muli-

2My
pliant ses deux membres par le facteur e |, car il est facile de voir qu elle se réduit

alors a
2.Mp 2 M
d \w’e =-—2Ne  sin.(o—E&)dy.
Ln intégrant cette expression depuis t=o0, et en supposant que pour £==0, on ait ¢=0
et w=w,, on trouve:
¢
2Mlp 2/My

2

w'e =l —2NJ e sin(p—&)dy;

or, puisque

—EV—=  —(—HV=
— e
‘2‘/—-1 ’
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j'aurai

? ?
2My 1 M4y L)y =V IS @M—yI)e gy S0 )
e fLV T v i

14

et en intégrant :

v oy . ((1M+‘/_1 ]) —ry/ = .{ (2H—y/ D)y \; Ve
. _ . \ —1le
e sin.(¢—E) flcp—~-—*2 Vo v _ Yy .

[

Pour avoir celte intégrale sous forme réelle, il suffit de chercher le coeflicient

de Y/—1 dans 'expression

(M) ) sy
-—1/€

2M+ \/—1

Ce coeflicient sera l'intégrale cherchée. Nous aurons de cette maniére :

4 2.(71?
1My e [2Msin.(¢—E)—cos.(¢—E) ]+ 2 Msin 4 cos.&
e sin.(p—&)do= LAY
donc finalement :
—a2 My o N —~— 2/
w==w,"¢ —_ {ﬂl/lsin.(qz——é)—cos. (p—E)+e [2Msin &+ cos.g’]} .
1+ (2M)

Telle est la vitesse des plans & un instant quelconque de leur mouvement; guant i la
détermination de Pangle o en fonction du temps, I'intégration dont elle dépend sur-
passe la force de l’.nnlyse connue. 1l existe un cas ou le probléme se résoud entiere-
ment , c’est celui ot 'on suppose ’axe de rotation vertical; car alors, en observant
que la quantité N contient le facteur cos.6 (6 éiant Vangle que I'axe fait avec Fhori-
at
zon, et qui se trouve dans ce cas égal a :), on a N==0. Daus cette hypothése, I'équa-
tion (F) se réduit simplement a:
———2."’.[?

' —=w,'c

doit

et en passant aux logarithmes:

=i (2)
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Telle est ’expression de ’angle ¢ en fonction de la vitesse. 1l serait trés-facile de

My o,
trouver ce méme angle en fonction du temps, car Péquatione ==— donne en rem-

[43]
dep
lacant w par —
piac par—,

My
e do—w,dt

et en intégrant a partir de £=o,
1 ( My
7 \e ——1)—"’°t ’
A
d’ott PPon tire pour ¢ la valeur suivante :

1
v=37 log. (14 Muw.t),

. . . . 1 w, .
donc aussi, en vertu de I’équation q;—_-_—jﬁlog. — ), on a pour la vitesse w ,
w

—_— Wo .
T 14 Modt’

Les équations que nous venons de poser, suffisent entiérement a la détermination
du mouvement. Car, connaissant ’angle ¢, on trouvera les angles que les autres plans
font avec le plan des x et z, en ajoutant seulement a 'angle ¢ les angles o, o, etc.

On pourrait se proposer de trouver la ligne courbe qui termine le contour d’un
plan tournant autour d’un axe vertical , d’apreés la condition que ce plan éprouve une
plus grande résistance que tout autre plan ayant la méme surface et un contour dif-
férent. Pour vésoudre cette question, on observera que la résistance étant propor-

Z VA
tionnelle a f ridz (z, et Z étant les ordonnées extrémes), il suffira de rendrei/‘ rid:
b4 Z

-~
() (]

VA
rmaximum parmi toutes les valeurs de r qui donnent poulf rdz une quantité cons-
zo

tante , ce qui, par lesrégles du calcul des variations, revient a rendre maximum ab-

solu I'expression
A Z
r*dz—36* | rdz,
zll zU

k étant une constante arbitraire. En égalant a zéro la vanation de cette expression,

on irouve :
VA
5] (r"—k*)8rdz—o,
2o

r=k.

d’oi
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Supposons que B représente I’aire donnée, on aura alors:

frdz:B ,

“n

et par suite

KMZ—z,)=B,
de la
B
k= > o)
Z—z
donc
B z B
=7 ) Ty

Ce qui nous fait voir qu’un parallelograme, tournant autour d’un axe, éprouve a
égalité de surface, la plus grande résistance.

DETERMINATION DU RAYON VECTEUR,

DANS LE MOUVEMENT ELLIPTIQUY DES PLANLTES.

Suprosons que /M représente la masse du soleil, et m celle de la planéte dont on
cherche le rayon vecteur. Soient x et y les coordonnées rectangulaires de la planéte
rapportées au cenire du soleil. 1l sera facile de prouver que les équations du mouve-
ment de la planéte autour du soleil seront

d’x px dy B

ar TR TF
p représentant la somme des masses M et m, r élant =\/z*{53, et dt Pélément du
temps. Le principe des forces vives et celui de la conservation des aires, donnent les
équations suivantes :

de* 4-dy*  2op  p xdy—ydx —
dt’ r + a dt 7
# L=
5 €t b représentant des constantes arbitraires. Supposons x +yV —1=re , NOus

aunrons
dx*+dy* dr+rdp* . xdy—yde _r’dp
de s ode » € dt T d
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£
et puisque =r =0, on aura

dt
dz*4-dy* _dr* b
ardr T

ar conséquent 'équation des forces vives se reduira a
p q

. r- , . .
s1 'on suppose =;—0, on aura pour déterminer la plus grande et la plus petite valeur
¢

de r I’équation suivante :

b 2
L .
r* r a
ou
r—a)*=q® 1——)
(r—a)*=a T
de la

[)a
r=af 1= 1= ——
pa

Il est facile de conclure de cette expression que a est le grand axe de Pellipse de la
planéte, et en appelant ¢ son excentricité,, on aura b*=pa(1—c*), par conséquent I'é-
quation (I) deviendra

r r
—d—
a a

Vi

et en supposant ——=n, on aura

r r
——] —
rNe
c? —[ 1—=
a

- L4 r ’ .
Pour intégrer le second membre on fera —==1—ccos.x, « étant une nouvelle variable;
[¢]

nt4T—

T -étant une constante arbitraire.

on aura de cette maniére
nt4 T'=uy—csin.u.

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(15)
Pour avoir le rayon vecteur r en fonction du temps, il faut éliminer la quantité «
entre les deux équations

. r
nt+ T=wu—csin.u et —=—=1—Cccos.u ,
@

ce qui s'effectuera avec facilité par la méthode de M. Cauchy. Ce grand géométre a dé-
montré qu’en représentant par f(x) une fonction quelconque de x, on a le résidu

g((f(x) )) relativement a toutes les racines de Péquation f(x)=== au moyen de

lintégrale définie.

— 'PV"‘ (2 Vap,

27T

R étant la limite supéricure des modules de toutes les racines. Cette formule
et une infinité d’autres du méme genre resultent des calculs développés par
M. Cauchy dans un Mémoire qu’il a présenté en 1814 & U'Institut de France. Llles
ont aussi été exposées avec détail par leur illustre auteur dans son cours de cette
année au Collége de France. D'aprés cetle formule, il sera trés-facile de trouver
la somme des fonctions symétriques des racines d’une équation F(x)=o0. En effet,
soient 7, , %, , %3, etc., les racines de I’équation F'(x)==0, et supposons que 'on veuille
trouver la somme (%) + (%) o)+ . .. .. , cette somme sera d’abord exprimée

NE(x o _
par le résidu intégral éjzp((;)( )();) , et par suite par U'intégeale définic
x
1 i PyvV= p‘/-q \/—1)
2m Re P\R )F’(Re dp.
I_)‘/ —
- F(Re )

Dans le cas que nous examinons, on supposera F'(x)==x—w——:sin.x, (en faisant pour
abréger nt+ T—=w) et ¢ (x)=cos.x, ce qui donnera F/(x)—=1—ccos.x, et immédia-
tement.

™
AL PV pvii) [ m/—_]
% om R cos.\ e 1—¢ cos.({ie )Jdp
— PV =1 _ PV =
) Re —w—Ccsin.\ Re
ou
r cosx [ 1—ccosx] COSX—CCOS™ Y
—=1—¢ - —j— - 5
@ (fx—w—csinx)) ((x—w—csinx))
or
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1 1 csink  c*sin®x  c¢Ssin’x

...............

X—w—0CSINK  X—o (x—w)* + (x—w)® + (x—w)?

¢ lsin "y c"sm™x

+

(%=t +(x—w)"[x-—w—csinx] ’
par conséquent

e 6{ cosx +e cosxsing cos’x —]-}-c‘ cosxsin’®x _ cos’xsinx:l
a A(x—w)) * L{(G—w)?)) (v—w)). ((t—w)®))  (((x—w)?))

+c"’[: cosxsin’®» _ cos®xsin’x P + n_x[cosxsin"' 'x__cos’xsin""x:]}
((e—w)?))  (((z—w)*) (—w)))  (((v—w) )

é) cosxsin” 'xfsinx - (x—w)cosx—2¢ cosxsinx)
—c" -
(((x—w)(x—o—csinx)))

et en observant qu’en général :

6 S(=) _ SO ()
((v—w))) ~ 1.2.3..(n—1)’

oun aura
r ,[dcoswsine s [@coswsin’w  dcos’wsine
~—==1—{CCOSw+4-€ —cos’w {+¢ — —
a dw 1.2.dw dw
Lot dcoswsin’w d’cos’wsin’w]+ + [d"“‘cos:»sin""w d"~coswsin” w]g
e AC
1.2.5dw® 1.2.dw® 1.2..(n—1)do"™"  1.2..(n—2)dw™"

. @cosx sin” 'x[sinx 4 (x—w)cosx—2c cosx sin|
(((x—w)" [#—w—csinx]))
d’ailleurs on a

d""'coswsin” ' d* *sin"w + d’ *cos*wsin® ’w
2. (n—1)dw” ' 1.2..(n—1)dw"*  1.2..(n—2)dw"’
par conséquent
r o504 c*sin? +csdsin’w cAd*sintw cd" *sin's
—==1—CCOSW 4 C* SN W ———— e — . ... ’
a 1.3.do  1.23. dw 1.2...(n—1)do’

g évcosxsin" '2[sinx 4 (x—w)cosx—2c cosa sins]
(((z—w)' (x—w—csinw) ))

Ce dernier résidu pourrait ére transformé avec une extréme facilité en une intégrale
définie, en faisant les substitutions nécessaires dans la formule

e

4 PV =1 pPY=1
o Be  f\Re )dp;

it 4

il serait supertlu d’écrire cetle intégrale.
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Pour délivrer la derniére valeur de — des différentielles qu’elle renferme, on
a

observera qu’en général

di7'sinw  ~1 )

(i—)

i‘"*costo—i(i—2)’ ’cos(z—z)w+-—T(z—4)' *cos(i—%4)w

dw— ’—'2i-sl 1
H(i—1)(i—2) : .
——te 2 (—BY ‘cos{(i—O)w ... ... ... }
1.2.5 (=6) (=6 + !
. ’ . r \
ce qui réduit la valeur de — a
a
r ' c*cos2w g 0C083w—3Cc08w
—=1—CCOSw +4-~ +ec. 4 e
a 2 1.2.2%
1
e Ln" ‘cosnw—n(n—2) *cos(n—2)w4 . .. ... ...

expression a laquelle il faudra ajouter 'intégrale définie dont nous avons parlé plus
haut.

La méthode que nous avons employée nous a conduit au développement connu du
rayon vecteur en fonction du temps ; mais cette méthode-a ’avantage de donner le
reste de la série par une intégrale définie, qui pourrait elle-méme étre calculée par
approximation.

Fu et approuvé par le Doyen de la Faculté des Sciences,
THENARD.

26 avril 1825.

PERMIS D' IMPRIMER.

Paris, ce a7 avril 1825.

Pour le Recteur de I’ Académie de Paris, ' Inspecteur-général délégué,

ROUSSELLE.
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