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PREMIERE THESE.

ETUDE

SUR

LES SERIES ENTIERES

PAR RAPPORT

A PLUSIEURS VARIABLES IMAGINAIRES INDEPENDANTES.

INTRODUCTION.

On connait les travaux récents de M. Weierstrass sur les fonctions
analytiques uniformes de variables imaginaires. Dans le cas de plu-
sieurs variables indépendantes, on fait un fréquent usage des séries
ordonnées suivant les puissances entieres, positives et croissantes des
variables. Tl m’a paru qu’il ne serait pas sans utilité¢ de réunir les pro-
pri¢tés les plus importantes de ces séries, en les démontrant d’une
maniere rigoureuse, et de montrer par quelques théoremes le profit
qu’on peut en tirer pour la théorie des fonctions de plusieurs variables.
C’est Ia le but de ce travail. .

Un premier Chapitre est consacré aux définitions et a la démonstra-
tion de quelques théoremes préliminaires.

Dans le second Chapitre, on démontre qu’une série qui s’annule
pour Porigine des coordonnées peut étre mise, dans un domaine conve-
nablement choisi de ce point, sous forme d’un produit de deux fac-
teurs dontI'un est une série qui ne s’annule en aucun point du domaine,
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4 S. DAUTHEVILLE.

et 'autre un polynéme entier relativement a 'une des variables. Ce
théoreme, di & M. Weierstrass, sera d’un usage fréquent dans la suite.
Nous en avons déduit la démonstration de plusieurs conséquences,
relatives aux zéros d’une série et aux zéros communs 2 deux séries.

La divisibilité des séries fait ’objet de la troisieme Partie. S, et S,
représentant deux séries, si 'on peut fixer un domaine de Porigine
dans lequel on ait S, =S,S,, S, étant une nouvelle série, M. Weier-
strass dit que S, est divisible par S,. Je donne, d’aprés ce géometre,
les conditions pour qu’une série soit divisible par une autre, et les
conditions pour que deux séries admetlent des diviseurs communs.
Lorsque deux séries admettent des diviseurs communs, on peut former
une (roisieme série qui possede, relativement aux deux premieres, des
propriétés tout i fait analogues aux propriétés du plus grand commun
diviseur de deux polynomes entiers. J'ai insisté sur I'analogie qui
existe entre les théoremes relatifs & la divisibilité des polynomes et
ceux qui se rapportent & la divisibilité des séries. Je donne, & ce pro-
pos, quelques théoremes que je crois nouveaux; en particulier ceux
qui permettent de définir le plus petit multiple commun de deux
séries. '

Dans la quatrieme Partie, les propriétés des séries sont appliquées
a I'étude des points singuliers des fonctions uniformes de plusieurs
variables imaginairesindépendantes. A ce sujet, pour citer un exemple,
je démontre un théoreme que ’on peut considérer comme une généra-
lisation d’un théoreme de M. Mittag-Leffler sur les fonctions d’une seule
variable. En se placant 2 un point de vue différent, M. Appell a indi-
qué (') une autre généralisation du méme théoreme. Je Llermine en
prouvant que toute fonction dépourvue de points singuliers essentiels
est une fraction rationnelle. Ce théoreme, qui n’est pas sans impor-
tance, a été énoncé par M. Weierstrass. Je ne crois pas qu’on en ail
encore donné une démonstration compléte.

Je dois ajouter que j’ai pris les premiers éléments de mon travail
dans une Note communiquée par M. Weierstrass a la Société mathé-
matique de Berlin : Einige auf die Theorie der analytischen Functionen

(1) Acta mathematica, t. 11, Cahier I, p. 71, et t. IV, Cahier IV, p. 326.
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ETUDE SUR LES SERIES ENTIERES, ETC. 5

mehrerer verinderlichen sich beziehende Sitze, zusammengestellt und
dem mathematischen Verein zu Berlin zur Verdffentlichung iibergeben
von Professor " C. Weierstrass (' ).

Définitions.

Soient z,, z,, ..., %,, n variables imaginaires indépendantes. Nous
les représenterons géométriquement sur des plans différents. Si «,,
a,, ..., a, sont n valeurs attribuées respectivement a chacune de ces
variables, on dit que ce systeme de valeurs constitue un point, et I'on
appelle ce point le point a.

Sur le plan o est tigurée la variable z, imaginons une aire A,, sur
le plan de z, une aire A,, etc., et enfin sur le plan de z, une aire A,.
On considere ’ensemble de ces aires A,, A,, ..., A, comme formant
I’aire A. On dit qu’un point est pris dans Uaire A lorsqu’il est formé
par un systeme de valeurs a,, @, ..., @, respectivement représentées
géométriquement par des points situés, le premier dans I'aire A,, le
second dans 'aire A,, etc., le dernier dans 'aire A,.

On nomme, en particulier, domaine & du point a I'aire formée par
les cercles décrits sur le plan de chacune des variables avec les rayons
0, 0., ..., 0, et avec les centres respectifs a,, a,, ..., a,. ’

Cette définition peut se remplacer par la suivante. Désignons par le

symbole
l J;— @; |
le module de 'expression imaginaire z;, — a;. Alors, pour tout point du
domaine 3 du point a, on a la relation

la;—a;| <8 (I=1,2,...,7);

et, réciproquement, tout point vérifiant celte relation appartient au
domaine ¢ du point a.

(1) Autogr. Druck von H.-S. Hermann in Berlin, S. W. Beuthstrasse, 8.
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Si I'un des points a; est situé & I'infini, @, par exemple, on rempla-

cera dans la définition précédente 'expression |z, —

S(51s 54, ..., 5,) étant une fonction des variables z, on appelle va-
leur de celte fonction aw point a la valeur que prend f(z,, 5. ...
lorsqu’on attribue respectivement aux variables z,, z,, ..
leurs a,, a,. ..., a,. Si la fonction f(z,, 54, ..., 5,) est uniforme dans
I'aire A, etsi, enoutre, pour chaque point de cette aire la fonction est
continue et admet une dérivée partielle par rapport & chacune des va-
riables z, on dit que f(z,,2,. ..., 5,) est holomorphe dans I'aire A.

e Nous considérerons, dans la suite, des séries dans les termes des-

., 5, les va-

. quelles les variables z ne figureront qu’a des puissances enlieres et
guse? positives. Il importe d’indiquer dans quel ordre seront rangés les
termes. Désignons par P, le polynome, homogeéne et du degré n, formé

par les termes du 7" degré par rapport & toutes les variables. Nous

ordonnons P, par rapport aux puissances décroissantes de z,. Les coef-

i s ficients de ce polynome sont des polyndmes homogenes en z,, z,, ..., z,.

« v v 9 (2

Soit Q I'an d’eux. Nous ordonnons ar rapport aux puissances dé-
P l

g gt croissantes de z,. Les coefticients des puissances de z, dans le poly-

suivant :
Po+P,+Pyot+...+P,+....

nome Q éerit de cette facon sont des polyndmes en z,, ..
ordonunons chacun d’eux suivant les puissances décroissantes de z,, et
ainsi de suite. Nous écrirons alors les termes de la série dans 'ordre

., 5,. Nous

Pour abréger le langage, nous nommerons une elle série une série en-

&

tifreen z,. 5,, .. .. z,. Une série entiére sera représentée par le symbole

ViV Yp =0
Ay varcoup 28R L 20,
ViV, 0¥p =0
les A étant des constantes.
Mo 2 , ;. .
Tatorive 1. — Etant donnée une série entiere en z,, By -

s iR Stales

modules des termes sont tous Jinis pour les valeurs des variables qui vert-

fient les relations
= o O 7S . TR

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 XVII/3 -4



ETUDE SUR LES SERIES ENTIERES, ETC. 7
la série sera convergente pour tout sysiéme de valeurs lelles que lon ait

e (=t 2 B
Soit la série
Wiy Vg Vi 22
Yy sV

A‘/n-w;‘/u"'i A A

Yy Vay sy V=0
Prenons des valeurs positives 7, ..., r,, telles que I'on ait
Biee = 2y D),

et écrivons les progressions géométriques décroissantes

Formons la série
’.’ >2 ’.’ ,,’ /'/ 24
i (2 o eene( 2

dont les termes sont rangés dans I’ordre suivant lequel on écrirait ceux

ik a4 r 2 pos
@’une série entiere en 1, .-+, -2 Celte série est convergente. Pour le
1

I
prouver, il suffit de montrer que la somme de tous les termes dont le
r ; .
- ne dépasse pas le nombre entier p

;s !
reste finie quand p croit indéfiniment. Désignons cette somme par X,
et appelons S, ..., S/ les sommes analogues pour chacune des s¢-

ries (1). On a

degré par rapport aux quotients

(n)
T, <SWSR. ., 8m,
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3 S. DAUTHEVILLE.

Or les séries (1) sont convergentes. Le produit S,'S, ... S\ reste
done fini lorsque p croit indéfiniment, ct par suite il en est de méme
pour X,.

Cela posé, soita, ., le module de A, ... Les quantités

Y YV WY —
By icig Vg D Ut st TR (W creny ¥y =105 2005 60 )

élant finies, si nous multiplions respectivement par chacune d’elles les
termes correspondants de la série (2), nous obtiendrons une série con-
vergente. Cette nouvelle série est précisément formée par les modules
des termes de la série donnée. La série donnée est donc convergente
pour tout systeme de valeurs des variables vérifiant les relations

[sel<<rs. (E=1, 2, .., n).

Remarque. — La série (2), dont les termes sont positifs, reste con—
vergente quel que soit I'ordre dans lequel on dispose ses termes. I en
résulte que, sil’on écrit dans un autre ordre les termes de la série donnée,
on obtient encore une série convergente. Ayant, en effet, choisi une dis-
position des termes pour la série considérée, écrivons les termes de (2)

’ !
i T r\'»
de maniere que les termes A, , z%...z" et <r—’> <r—"> occupent
1 n

. - , . ’-’ ‘ll ,»' ‘l”
le méme rang dans les deux séries. La nouvelle série 2 <;—1> . (T)
1 n

étant convergente, nous démontrerons, en raisonnant comme plus haut,
que les modules des termes de la nouvelle série Zhy i BB for-
ment une suite convergente. La série considérée est done elle-méme
convergente.

Il importe d’observer que, pourle point considéré, non seulement la
série converge, mais aussi la série formée par les modules des termes.

Cercle de convergence. — Supposons que, pour le point a, les modules
des termes d’une série entitre soient tous finis. Sur le plan de chaque
variable décrivons un cercle ayant I'origine pour centre et passant au
point correspondant a,. Nous avons ainsi une aire A telle que pour cha-
cun de ses points la série est absolument convergente ainsi que la série
des modules. Nous nommerons une telle aire un cercle de convergence.

De la résulte encore une conséquence importante. Une série entiere
peut renfermer une infinité de termes dans lesquels la variable z, figure
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ETUDE SUR LES SERIES ENTIERES, ETC. 9

a la puissance p. Ces termes forment eux-mémes une série convergente,
puisque la série des modules est convergente. Par suite, pour tout point
du cercle de convergence, une série entiere peut s’écrire

Py-+Pyz+Pys?+.. .,

les P désignant des séries entieres par rapport aux autres variables z,
séries qui admettent toutes pour cercle de convergence celul de la série
donnée.

Tukorime 1. — Une série entiére en z,, . . ., s,, ayant A pour cercle de
convergence, est une fonction holomorphe des variables = dans [’ aire A.

En effet, si I'on attribue 4 » — 1 des variables des valeurs choisies
arbitrairement dans A, la série devient une fonction de la nitme variable,
et l'on sait que cette fonction est holomorphe dans la portion de A cor-
respondant & cette variable. Dés lors, il est clair que la série est holo-
morphe par rapport aux variables z.

Tutoreme III. — f(s,,2,, ..., z,) désignant une fonction des varia-
bles z qui est holomorphe dans une aire A formee de cercles ayant les di-
verses origines pour cenires, on peut former une série enticre

Vg0 V== 00
Ty
. -
AVn VP4 Zny
Vi, ey Yn =0

admettant A pour cercle de convergence et telle gu’on ait pour tout point
de A

R

R 2 e e Z Ay byt st ()

ViseissVn =0

TutorkMe IV. — Deux fonctions holomorphes dans une aire A, qui
prennent la méme valeur en chaque point d’une aire o comprise dans A,
prennent la méme valeur en chaque point de A.

Soient les fonctions F(z,, z,,...,5,) et f(5,, 5,,..., z,). Posons

F(zly 52’ LitC '55n> _f(517527 e ‘73/1,) :?(517’52: siieReily. zn)‘

(1) Voir Theorie des Fonctions elliptiques, par MM. Briot et Bouquet, 2° édition, p. 166.
D. 2
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10 " S. DAUTHEVILLE.

o est une fonction holomorphe dans A. Soient b,, b;, ..., b, des valeurs
prises arbitrairement dans «,, ¢,, ..., «,. La fonction ¢(z,, b,,..., b,)
est holomorphe dans A, et s’annule en tous les points de &, qui est
comprise dans A,. La fonction ¢ s’annule donc si I'on attribue a z, une
valeur quelconque dans I'aire A, eth z,, ..., 5, des valeurs prises res-
pectivement dans «,, ..., «,. Considérons maintenant ¢(c,,z,,0,. ..., b,),
ol ¢, désigne une valeur prise arbitrairement dans A, b,, ..., b, ayant
la méme signification que plus haut. On a une fonction de z, qui est
holomorphe dans A, et nulle pour tout point de «,. Cette fonction est
donc nulle dans A,. C’est-a-dire que la fonction ¢ s’annule si 'on attri-
bue 4 z, une valeur prise arbitrairementdans A,, & z, une valeur prise
arbitrairement dans A,, & zs, ..., 2, des valeurs arbitraires choisies
dans o, ..., @,. On verra de méme que, si 'on prend arbitrairement
z,, %y, 5, dans A, A,, A,, ¢ est encore nulle, et-ainsi de suite. Le théo-
reme est done démontré. )

On peut observer qu'une série entiere étant holomorphe dans Iaire
ol elle est convergente, si deux séries prennent la méme valeur en tous
les points d’'un domaine compris dans I'aire de convergence, elles pren-
dront la méme valeur en tout point de cette aire.

1.

Sur les séries entiéres qui s’annulent a l'origine.

Soit 8(z,, 5,. ..., 3,) une série entiere en z,, z,, ..., 5,, convergentc
dans 'aire A, et qui s’annule a I’origine. On peut former un domaine ¢
de I'origine dans lequel il y a un nombre infini de points pour lesquels
S = o. De plus, si I’on se donne arbitrairement, dans le domaine 9, les
valeurs de n — 1 des variables z, les valeurs de la ni*®¢ qu’il faut leur
joindre pour obtenir un zéro de la série sont fournies par une équation
algébrique. Ces résultats sont la conséquence d’un théoreme fonda-
mental du & M. Weierstrass et relatif 2 une forme particuliere quon
peut donner a la série S dans un domaine de 1’origine.

Nous établirons d’abord un théoreme préliminaire.

Tatorime V. — Soit S(z,, 2,4, ..., 5,) Une serie entiere en s, ..., 5,,
ayant A pour cercle de convergence et qui s’annule & [origine. S
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ETUDE SUR LES SERIES ENTIERES, ETC. Ir
S(z,0,...,0) n'est pas nulle pour toute valeur de =, on peut déterminer
trois nombres positifs or P1s s o €lant inférieur a p, tels que pour tout
systéme de valeurs des variables qui vérifie les relations
po<<|z] <o, [z:]<<pr (i=2,3, cen)
on ait identiquement

0§ V=+w
d:, - =1 o | Col = » SN oy
*g‘" = JI&iy +o(~'1)"+‘ Jv(*‘%*‘s:n-w‘n)*‘p
L.

V=—w

m designe le plus petit exposant de s, dans la série enticre S (%420 rusg O
les nombres y sont des entiers ;

g(%,) est une serie entiére en g, congergente pour les valeurs telles que
po <lz|<p; '

enfin les G sont des séries entieres en Zys «eey 5, qui admettent p, pour
cercle de convergence et s'annulent toutes ¢ | ‘origine, G_, élant identi-
quement nulle.

La série S est absolument convergente dans A. Si on I'ordonne par
‘apport aux puissances croissantes de z, on obtient une nouvelle séric
convergente, dans laquelle les coefficients des diverses puissances de z,
seront eux-meémes des séries entitres convergentes parrapport a z,, ...,
%,. Prenons dans cet ordre les termes de la série S. Représentons par
Sy(=,) la série obtenue en annulant ‘dans la précédente les variables
Fay .« ey By, €L posons

So(sl) _S‘l(;l)’z?_) oA Zn):s('slﬂszv RS Sn)'

S, est une fonction de z, qui est holomorphe dans A et s’annule pour
z, = o. Nous pouvons tracer de I’origine comme centre, dans Iaire A,
deux cercles de rayons o et g, (fo<<'¢), de manitre que S, soit diffé-
rente de o pour tous les points compris entre ces deux cercles. S, est
aussi une fonction holomorphe des variables 3y, ..., 3, dans le cercle
de convergence. Si I’on prend z, =z, — .., =3,—o, S, s’annule
quelle que soit la valeur attribuée i z,. Des lors, S, ne contient aucun
terme indépendant des variables z,, . .., g, 1l en résulte quon peut
prendre un nouveau nombre positif o,, tel que, pour les valeurs qui
satisfont aux inégalités
| 5] < gy (e==9,3,...,n),
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12 S. DAUTHEVILLE.

on ait

[8:]<I8l,
I'aire formée par les cercles o, étant comprise dans A. Considérons un
systeme quelconque de valeurs pour s,, %,. ..., %, vérifiant les inéga-
lités précédentes. On a

I I 1S, o o St " 1 87
S —c — — o T o2 e W ai o S an’
S 5,— 5y S, ol S No— By By

< 1, le dernier terme tend vers o quand n croit indéfini-

S
Comme l—‘
[ S,

ment, et 'on peut écrire

T, A=
5 It
k=10
On a done
98 o
CET <()S0 g§> E 8i
s T \os T 0a) s
K=,
ou bien
BR85S s B
dzy . 05 +2 Ygey NS ndas
5 By . e i Sh
Jail A=1
Mais
g 98 9% _
L Lo, 1 g Sh
=
S T s 105§
C R, NS Ve
et, comme les trols séries Z T E S’ S sont convergentes,
peedblb I il Y=
: Sy . s
puisque ;1\< 1 et puisque S, £ o, on peul cerire
120
= SA 08, o St 5’%
S, 193, 1 5 N1 o9 (Sx 7
LT Bh. » X 0z \§, )’
r=1 4 h=1 =1
etl'on a ’
dk‘ ()SO g
0z, _ 05 i dJ }Str :
S Sy A 95\ S,
=1
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5 ik /SN, X ;e o
Mais la série X<5~‘) » ¢tant elle-méme une série entiére, est absolu-

S

"I

It

1
ment convergente. On peut la considérer comme une série entiere en z,,
et I'on a

05 03,

(1) ﬂi;ﬁL_iSliy
' S TS, 91, S,
=

>

La fonction S, est une série entiere en z,. Soit

So(s) =Aay+Bamt 4,
A, B, ... étant des constantes et A étant différent de o. On a
(Sl L S, &t
S,) " \A¥Bz .../
; S, A\ : . . .
La fraction { +— " ——) constitue une fonction des variables z qui
A+Bsz +... ;

est nulle au point zéro et qui est holomorphe pour les valeurs considé-
rées, puisqu’elle est le quotient de deux fonctions holomorphes, le
diviseur n’étant pas nul. Cette fraction est développable en série en-
tiere, et 'on peut imaginer cette série ordonnée suivant les puissances
croissantes de z,. Soit done

A

S - .
(2) <§1) ::Zg‘u(:m <3 "-7:‘/1.)5T””‘+P‘>
S

les G étant des séries entieres en Ty oo .y By, toutes convergentes pour
les valeurs considérées. Remarquons que ces séries ne contiennent pas
de termes indépendants de z,, ..., z,, d’apres la remarque faite plus
haut que S, ne contient pas de terme indépendant de ces variables.
Imaginons maintenant les différentes séries représentées par la for-
mule (2) lorsqu’on attribue & % les valeurs 1, ..., . Eerivons ces sé-
ries les unes sous les autres en plagant sur une méme colonne verticale
les termes qui renferment =, 4 la méme puissance. Nous obtenons ainsi
une série & double entrée. D'apres ce qui a été dit plus haut, cette série
converge quand on prend les termes par lignes horizontales. Par suite,
d’apres les propriéiés des séries & double entrée, les colonnes verticales
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1} S. DAUTHEVILLE.

forment autant de séries convergentes, et la somme de ces nouvelles
séries est la valeur de la série & double entrée. z, figurant a la méme
puissance dans tous les termes d’une méme colonne, on peut écrire

kd q ~ e
" IE s & Y v
\ LO .

K= V=—=

ou les ¢’ sont des séries entieres en z,, ..., 3,, toutes convergenles
daus 'aire considérée. De plus, les termes de ces séries s’annulent tous
pour =, = z, =...=15,=0, puisque cela arrivait pour les séries G de
la formule (2). :

Mais 'hypothese S, = Az]"+ Bz

mt !

e L. donne

L3 R el TRNNES
T L e m
S A+Ba ...

La fraction est une fonction holomorphe de z,, qui se réduit & "unité
pour z, = o. On peut la représenter par 1 + g(z,), ol g désigne une
série entiére en z,, sans terme constant. On peut donc écrire

09,
03,
g = ms Y g (5)),
Do

g(z,) étant une série entiere en =,, convergente dans I'aire considérée.

On a alors, & cause des formules (1), (2) et (3),

S
o8
a5, PR
03 ER R Arar) Pkl = £ b
_S‘_‘ :—77l~‘1I _f'g(*l‘) i b:_: Z gv(*‘z; we iy *‘n)*’f,‘
Y= i
relation qu’on peut écrire
o)
T 4;_0‘0
0%y o 5 \
— =mz;'+ g(5,)+ Gulaas ot 18, )50
o
en posant
) *® “+ =
¢ > : s ]
— 2N ot aha= N G s,
V=—® V= —
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ETUDE SUR LES SERIES ENTIERES, ETC. 15

Remarquons que le second membre ne contiendra pas de terme en
5", c'est-a-dire que §_, est identiquement nulle.
On a donc la relation qu’il fallait établir.

Tutorime VI. — S désignant une serie enticre en z 0 (a0 e O
meltant A pour cercle de convergence, nulle a Uorigine, et telle que
S(z, 0, ..., 0) ne soit pas nulle pour toute valeur de =,, on peut fixer
un nombre positif 3(3=A) tel qu'on ait, pour chaque point du domaine
S de lorigine,

S PSS
N' désigne une seérie entiere en z,, ..., z,, conyergente dans 3 et qui ne
s’annule en aucun point de ce domaine.

P est un polynéme entier par rapport a la variable s ,; son degré est le
plus faible exposant de =z, dans S(3,,0,...,0), e ses coefficients sont des
series enticres par rapport aux aultres variables, séries qui convergent dans
3 et s’annulent a I’origine.

Posons, comme dans le théoreme précédent,
So(zl) = S(‘ZI, O, +vvy O)’
‘ )'_Sl(sla”w:n),
et prenons les nombres p, oy, ¢, comme il a été expliqué plus haut.

Pour tout systeme de valeurs des variables vérifiant les inégalités

p0<’:‘li<P i5i|<P1’ (i=2,...,n),
on aura

07}

J

He b

5i B E i 3 e
Tﬁl?l:il";— 5’(:1)-%— E S;\,(\vz, *""/1>‘;’

V=—w

<
&0

(1)

o

les notations conservant le méme sens. Attribuonsa z,, ..., z, des va-

leurs arbitraires dans les limites considérées. S devient une fonction de

z,, holomorphe dans le cercle o. Dans ce cercle, il y a des points ot S
a5

03,

S

morphe et pourrait étre développé en série entiere en z,; celle série

devrait présenter les mémes termes que le second membre de la for-

mule (1); or, dans ce second membre, figure le terme m=7", et Uon sait

serait holo-

s'annule. Car, si cela n’avait pas lieu, le quotient
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16 S. DAUTHEVILLE.

o

. .0 , : i
que n1 g(z,) ni Zg\,(zz. .« . 2,) 5% ne contiennent de terme en z;'.

Y =l
Cela posé, S étant une fonction holomorphe de z,, ses racines sont en
nombre limité, et chacune est d’un degré entier et fini. Soient a,,
a, ..., a, ces racines, chacune d’elles étant répétée autant de fois que
Pindique son degré. Lasomme

08

03, I 1 it

(2)

S Z— a3 — a, 5 — a,

est finie pour les valeurs considérées de z,. Ceci est évident pour les
valeurs différentes des racines. Considérons la valeur @,. On a

5 (z)=(5—a))7¢(5),

g étant un nombre entier positif, et ¢ une fonction holomorphe de z,,
différente de o pour z, = a,. Dés lors,

08 ol
sl G A
S 5 —a, ¢
0% oY
dz; 1 0z, I i
s T e sy e TS g i et
S S a 3 —ap ¢ 5y a, 2 —a,
a,, ..., a,élant les racines différentes de a,, et il est évident que le

second membre prend une valeur finie pour z, = @,. La somme (2)
peut donc étre développée en série entiere en z,, R(z,). Donnons i =,
des valeurs telles que

S N R R CE I
et
| 50| > pos

on aura, pour l'une quelconque de ces valeurs,
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en série conver-

Mais, puisque |z,|>|a,|, on peut développer

Sy
gente
I I 9 v I
e T a e @t
= 1 1 1
a . I I .
et de méme pour les quotients e e o ——«8i l'on pose alors
1 Ty Y2 St

Qi=p, Qu—=iloy)'iip (ap)’,
on aura

. 98 =
5 03, iy
(3) —S‘:R(;1)+EQV.31’ 1
V=0

08
s a5, . o -
Le quotient —— étant une fonction holomorphe de =z, dans I'aire com-

prise entre les deux cercles o, et o, qui ont origine pour centre, le
théoreme de Laurent fait voir que les coefficients des mémes puis-
sances de z, dans les seconds membres des relations (1) et (3) doivent
étre égaux. Egalant les coefficients des puissances négatives de z,, on
aura »

(4) N AU ,

ce qui montre que les sommes Q peuvent se calculer au moyen des coel-
ficients des séries §, c¢'est-d-dire au moyen des coefficients de S. On
peut maintenant écrire la relation (1)

)

9z, N\ L\ :
_S’_ :g(zl)—i—-zgv(zg, vy B ) BY A nzz11+2g-\,(z2, G
V=0 V=0

ou encore, d’aprés (4),

08 %
0z, Y e
Sz’ = (%) +2gv(52, ...,:,,)z?l—%EQV:-{V“‘.
V=0 v=0
D. 3
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13 §. DAUTHEVILLE.
Puisque Q, = m, on a aussi p = m. Posons
P(s)= (51— @) ... (51— ap) =50+ P sl ...+ Py

Les coefficients de P s’expriment en fonction des sommes Q au moyen
des formules de Newton

Pl == Qh
aPy=—Q,— Q,Py,
anm: an_ _‘Qllm~1-

On voit done, en considérant les formules (4), que les coefficients
P,, ..., P, sont des séries entiéres en z,, ..., 5,, convergentes dans le
domaine p, et qui s’annulent toutes a I'origine.

La série ng(z2, ... 5,)2) peut étre considérée comme la dérivée
v=0

par rapport a z, d’une autre série entiere

Sy il |
Z gv(f;'g, ;i ;n)‘:f’l,

V-1

V=0

et de méme pour g(z,). Posons

N &
1
F(sly SO Zn):u( g(’zi)dzi +z m gv(zw EERER ;‘;+1’

Y =0
S”(‘Z-l, R zn.) — el‘(sl,...,zn)_

S” est holomorphe dans le domaine de l'origine formé par les cercles ¢
et ¢,, et ne s’annule pas dans ce domaine. On peut donc considérer S”

comme une série entiere différente de o pour tout point de ce domaine.
Si maintenant on observe qu’on a

08" apP
- e = o
~ = pE
- > > v av . 95 § s e 95
2(5) 4+ Y Gy(5 s 20) 5 = Ak Oz =t — 5
J=0 V=0

on trouve
i) op 0y’

93, __ 03 ,_ 03,
B -
d’ou
S —PS'C,
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ETUDE SUR LES SERIES ENTIERES, ETC. 10

Cétant une fonction de z,, ..., z, indépendante de z,. Cette fonction
est holomorphe dans le domaine g,; pour I'origine, elle se réduit au
coefficient de 2" dans S, (z,). Si, en effet, on fait z,— ... — z, =0, S de-
vient Sy (z,), P devient z* et S” devient e (*+% -0, Qp

Fispo,. 0= g(s)ds,
0

¢'est-a-dire que F(z,, o, ..., 0) est une série entiere sans terme constant.
[l en résulte que ¢"“=* ' est une série entiere ayant I'unité pour terme
constant. En représentant cette série par 1 + az, + ..., on aura, en
annulant toutes les variables sauf z,,

8e(51) =[Cly27 (1 + a5, +...),

ce qui montre bien que [C], est le coefficient de z” dans Se(z,). La
fonction C peut s’annuler pour les valeurs considérées des variables.
Mais z,, ..., 5, sont assujelties a la seule condition d’avoir leurs mo-
dules inférieurs a p,. On peut imaginer un nombre positif o, inférieur
a p, et assez petit pour que C, qui est différent de o a I'origine, ne
s'annule pas dansle domaine g, de P'origine. Alors, dans ce domaine,
le produit CS” est une série entiere qui ne s’annule pas. En représentant
cetle série par S', on aura finalement la relation

(5) S =P$/,

ou P et 5" ont les significations indiquées dans I’énoncé.

Cette relation n’est établie que pour les valeurs des variables qui
sont situées dans une aire déterminée. Celte aire est comprise dans le
domaine de I'origine formée par des cercles ayant un rayon @ égal au
plus petit des deux nombres p et p,. Les trois séries S, P, S’ sont con-
vergentes dans ce domaine. Par suite, la relation (4) subsiste, d'apres
le théoreme 1V, pour tout point de 9, et le théoreme est démontre.

Le théoreme précédent permet d’étudier les zéros de la fonetion
S(% ..., %,) qui sont situés dans un certain domaine de Porigine.

Supposons, pour prendre d’abord un cas simple, que S,(z,,0, ..., o)
ne soit pas nulle pour toute valeur de z,. Nous pouvons fixer un do-
maine 0 de l'origine dans lequel on a S=PS’, les notations ayant
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20 S. DAUTHEVILLE.

le méme sens que plus haut. Proposons-nous d’étudier les zéros de
la fonction S dans le domaine o. Donnons 2 z,, ..., 2, des valeurs
arbitrairves, situées dans ¢, et cherchons les valeurs de z qu’il faut
leur joindre pour obtenir des zéros de S. P est un polynome, de
degré m par exemple, et S’ une série entitre en z,. Pour les valeurs
considérées de z,, ..., z,, les coefficients de P et de S’ prennent des
raleurs déterminées, et nous pouvons faire abstraction de la complica-
tion des calculs qui donneraient ces valeurs. On est amené & chercher
les valeurs de z,, situées dans 0, qui annulent le produit PS’. Or S ne
s'annule pas dans ¢. Donc il y a m valeurs de z,, situées dans d, qui
annulent S, et pas davantage. On voit que ces valeurs sont données
par équation algébrique P =o. Il y a donc, dans le domaine ¢, une
infinité de points pour lesquels S s’annule. Autrement dit, il est impos-
sible de fixer un domaine de 'origine dans lequel la fonction S n’ait
qu'un nombre limité de zéros.

Imaginons que les points qui figurent les variables z,,..., z, sur
leurs plans respectifs se déplacent en partant de l'origine et voyons
comment se comporteront sur le plan des z, les différents points tels
que chacun d’eux réuni avec les précédents forme un zéro de la fone-
tion. Tragons sur les plans respectifs des variables z,,..., 2, des
courbes arbitraires partant de l'origine, et supposons que les affixes
des variables se déplacent d’an mouvement continu sur les courbes cor-
respondantes. Les coefficients de P sont des séries entieres en z,, ..., 3,
quis’annulent toutes dl’origine. Chacune de ces séries est une fonction
holomorphe de z,, ..., 2, dans le domaine 9. Par suite, si, comme on
le suppose, chacune des variables z,, ..., z, varie d’'une maniére con-
tinue, il en sera de méme des coefficients de P et des m racines de
I’équation algébrique en z,. Les points qui représentent ces racines se
déplacent done d’un mouvement continu sur une courbe déterminée.

Nous pouvons représenter analytiquement ces résultats. Posons

gp—=2p+¥n (A=1,9,...50),
xh:?h(t) (h=2,...,0),

]’h:‘-ph(t) (B==2, vc-y, ),

¢ élant une variable réelle, les ¢ et les ¢ des fonctions continues de ¢.
Lorsque ¢ variera, chaque point z, (A = 2, ..., n) se déplacera sur une
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ETUDE SUR LES SERIES ENTIERES, ETC. 21

courbe, déterminée par les équations x, = o, (£)s ¥4 =Ya(2). Si ¢ varie
d’une manitre continue, chaque point se déplace sur la courbe corres-
pondante d’un mouvement continu. Dans I'équation

4+ Psp i . +P,=o,

substituons aux variables  les variables @, y, puis égalons i o le coef-
ficient de 7 et le terme indépendant de 7. Nous aurons deux équations

f(xls,)’i) =0, f1(x17)’1):0~
Enfin faisons la substitution

Zp=0x(t), o “.b/z(t) (=t ),

@

<P1(x1’)/1’t):0, K{JI(Z’“‘}/“Z'):O.

nous aurons

Ces équations font connaitre z, en fonction de z. De plus, elles déter-
minent la courbe sur laquelle se déplace le point z,, d’un mouvement
continu, quand ¢ varie d’'une maniére continue.

Si S(z,,0,...,0) s’annule pour toute valeur de z,, on cherchera i
recommencer le raisonnement avec une autre des variables. Dans le cas
ol chaque terme de la série contient toutes les variables z, le raison-
nement est en défaut. Nous procéderons alors de la maniere suivante.

Représentons par (z,, z,, B A 'ensemble des termes de S qui
sont du degré X par rapport a toutes les variables, et soit p la plus
petite valeur de X pour laquelle les coefficients (z,, ..., 3, ) ne sont
pas tous nuls; on aura

S(ZUZZ:' 9 "zn>:(~"17 ris 5y 5/L)p.+ (51,' > o1y 5n)u+1+ %W
Faisons la substitution

(3 =Clt,+ C2ty+...+Cr¢,,
I e ST by - e 1 1500 St R, O PE R ,
5, =Clt;+ C2t+...+ C2 ¢,

les C désignant des constantes choisies arbitrairement, mais telles que

C: € ...
e e e lsf0 et (C,..., Ch)uo.
Oy s ... 08
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22 S. DAUTHEVILLE.

Par cette substitution, S devient une série entiere par rapport aux .
Représentons-la par 2(¢,,...,¢,). Ona

Z( 11505 sey 0) = (G, 005 s GLYL B,
D’apres ce qui précede, on a, dans un domaine ¢’, relatif aux variables ¢,
‘\"‘(tl’ “ vy tn): (ﬂLL == Qit%AI—F 9 R +Q{L)zl(t17 (N ‘,tn))

ol les Q sont des séries entieres en Z,, ..., ¢, qui s’annulent toutes pour
t,=...=1,=o0,etou X est une série entiere différente de o dans ¢".
Au domaine d"relatif aux z correspond un domaine 0 pour les z. Alors,
pour avoir les valeurs des variables z situées dans ¢ et qui annulent S,
on prendra arbitrairement ¢,, ..., ¢, dans 0, on calculera p. valeurs de
Z, par I’équation algébrique

(2) B+ Q™+ .+ Qu=o,

et 'on aura ensuite les z par les relations (1).

On voit, comme plus haut, que siles points z,, ..., z,se déplacent
d’an mouvement continu sur des courbes partant de 'ovigine, le point
z,, qu’'il faut joindre & un systeme de valeurs de z,, ..., 5, pour avoir
un zéro de S, décrit d’'un mouvement continu une trajectoire déter-
minée. On peut déterminer analytiquement les trajectoires par un calcul
analogue au précédent. Posons

=X p+ i,)’h 2
lpi— Eh = i'ﬂh )
"-_/L:?h(u) E

np=— L!»*}'1.(”) ’

(=000 o
th=2,. s n);
les ¢ et ¢ étant des fonctions continues de la variable réelle . Dans les
équations (1) et (2), faisons les substitutions
Sp=xp+ i)'ln tp= E/L+ l.“ﬂ/za

puis égalons a o les coefficients de ¢ et les termes indépendants. Nous
aurons 2(n -+ 1) équations
[ fh(mh’]'h’ EU sy Z.m Ty v o nll) =0
: Erl By Yy Ery e oo bimy Ny o ooy Np) =0
(%) ( F(El:"wEn’T)l’-""nn):Oy
GUE e s s ey se ey i) — @,
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Les équations suivantes déterminent la trajectoire du point z, :
fh(x/w]'h’ 517 ey En; Mgy ooy T‘n):: o,
gh('l’h,}/h’ ;;17 vy E.m W5 - g Ap)— O,

=
F(CA,--"En’nu--‘fnn):O’

G(C,'lﬁ .. "571) Mgy« -:Tln) == 0,

En: @n( lt),

772:‘-1/2(u)7

...... e ey

Np=— dHn(u)'

Nous ferons une autre remarque au sujet du théoreme précéd

&)
o

ent.

Soit S une séric entiére n’ayant pas de terme constant. On peut déter-
miner un domaine 5 de I'origine, tel que, si I'on choisit un systeme de
valeurs pour z,, ..., z, dans ce domaine, les valeurs de z,, situées dans
5 et satisfaisant & 'équation S=o, sont données par des équations

algébriques. On voit ainsi que I'équation S = o définit, dans le

do-

maine 3, une fonction implicite z, des variables z,, ..., z, qui possede

les mémes propriétés que la fonction implicite définie par une équa
algébrique.

tion

Soient S, et S, deux scries entieres s’annulant i Porigine et admet-
tant A pour cercle de convergence. Proposons-nous de rechercher s'il

y a, dans un domaine de I'origine, d’autres points pour lesquels
deux séries s’annulent. Faisons la substitution

s,=Chty+. ..+ Cl¢,.

S et S, devicnnent des séries entieres par rapport aux variables ¢
et X,. Choisissons les constantes telles que le déterminant

c: ... @

BE .
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2/ S. DAUTHEVILLE.

soit différent de o, et (elles aussi que ni X, (¢, 0, ..., 0)ni 2, (¢, 0, ..., 0)
ne soient nulles pour toutes les valeurs de ¢,. Cela posé, on peut fixer
un domaine & de l'origine dans lequel on aura

“ P y / u o V/
=== POZO, 2'1— P151>

P,, P, étant deux polynomesen ¢,; 2, X étant des séries entieres par
rapport aux ¢ qui ne s’annulent en aucun point de 8. Si X, et X, s’an-
nulent, P, et P, s’annulent aussi, et réciproquement. Soit R le résultant
des polynomes Py, P,. Ce résultant est une fonction entiere et homogene
des coefficients de P, et P,, ¢’est-a-dire une série entiere ent,, ..., 7,
série qui s’annule & I'origine. La série R admet une infinité de zéros
dans un domaine 3" de I'origine, et1’on peut prendre "< ¥'. A chaque
zéro de R correspond au moins un zéro commun a S; el S,. En effet, si
Pon prend un zéro de R, les polynomes P, et P, admettent au moins
une racine commune située dans &', et si 'on prend pour ¢, une racine
commune, on a un zéro de X, et de X,, ¢’est-d-dire de S, et de S,. Si
maintenant on appelle 3 le domaine relatif aux variables z qui corres-
pond au domaine 3”, on voit que les deux séries admettent une infinité
de zéros communs dans le domaine 5. On pourrait les déterminer de la
maniere suivante. On auorait d’abord un zéro de R d’apres la méthode
déja indiquée, en prenant arbitrairement » — 2 variables et caleulant
la (n— 1)®e par une équation algébrique. Cela fait, on chercherait la
racine commune aux deux équations algébriques P, =o0, P, =o, et
I"on aurait la '™ variable. Les valeurs des z se déduisent sans peine de
celles des ¢.

Dans le cas particulier ol les séries données sont & deux variables,
R n’en contient plus qu'une, etalorsles résultats changent. R étant une
fonction holomorphe, nulle pour I’origine, on peut fixer un domaine 3
dans lequel R n’aura pas d’autres zéros que l'origine, et 'on peut
prendre 3<¥. Alors S, et S, n’ont pas, dans le domaine 3, d’autres
zéros communs que 'origine. Ainsi, si deux séries & deux variables ont
un zéro commun, il est possible de fixer un domaine de ce point dans
lequel il n’y a pas d’autres zéros communs.
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I11.

Divisibilité des séries entiéres.

Conditions de divisibilité de deux séries entieres.,

Soient S,, S, deux séries entieres par rapport aux variables indé-
pendantes B m e w5 Tpy BL supposons que ces deux séries admeltent A
pour cercle de convergence. Nous dirons, en adoptant une locution
de M. Weierstrass, que la série S, est divisible par la série S,, si 1'on
peut fixer un domaine ¢ de I'origine dans lequel on ait

S0 = SIS27

S, désignant une série entiere convergente dans 0.
Si 8, ne s'annule pas & I'origine, on peut fixer un domaine & (0=A)

. s ; . 8
de ce point dans lequel la série n’a pas de zéros. Alors Ia fraction g est
1

holomorphe dans 0, et I'on peut la mettre sous la forme d’une séric
entitre convergente dans d. Il en résulte que S, est divisible par S,.
Au contraire, si S, s’annule  'origine, tandis que S, prend en ce point

une valeur différente de o, le quotient g ¢lant infini & Porigine, il est
ke

impossible de le représenter dans un domaine de ce point par une

série enticre convergente. Il n'y a done licu de rechercher les condi-

tions de divisibilité de deux séries que dans hypothese ou elles s’an-

nulent toutes les deux i I'origine.

wn

Si I'on sait reconnaitre que le module du quotient ¢* reste fini dans
1

un domaine & de I'origine, on en conclut que ce quotient est holo-
morphe dans 9 et peut étre développé en série entibre. S, est done
divisible par S,. ;

Considérons maintenant le cas général. Soient S,(z,, z,, ..., %y ),
S, (%, 25, ..., 5,) deux séries entieres qui s’annulent & I'origine. Fai-
sons la substitution

Z,-:C}llw‘*...%* A;'ltn (l: I,...,Il)

les C désignant des constantes assujetlies seulement aux deux condi-
D. 4
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tions suivantes, le déterminant

(o d 05, GF
i B
g1 Gl

est différent de o, et aucune des deux séries
Sy (e Gl ARG B ) S (G o (Gl e Gl

ne s’annule pour toutes les valeurs de z,. Représentons par 2, et 2, les
séries entieres par rapport aux variables z que I'on oblient par la
substitution indiquée. Soient p. et v les plus faibles exposants de ¢,
dans 2,(¢,,0,...,0) et 2,(¢,,0,...,0). On sait que I'on peut déler-
miner un domaine 0 de I'origine dans lequel on aura

S U D v
LO—'POLOJ 21‘112‘1’

3,3, désignant des séries qui ne s’annulent en aucun point de

[t

0
d; Py, P, désignant des polynomes entiers en ¢,. Soit

Po= ot 1+ Pt .. + P,
Pl:: [Vl - Pill) [\I_l S St P(lv),

les P, et P, étant des séries entieres en 7,,...,7,, dépourvues de
termes constaunts.

Les conditions de divisibilité des séries sont alors données par le
théoreme suivant :

TutoriMe VII. — Si Lon effectue la division du polynéme P, par le
polynéme P,, on obtient pour reste un polynéme en t, dont les coeffi-
cients sont des series entieres en i,, . .., t,. Pour que S, soit divisible par
S,, il faut et il suffit que ces nouyelles series aient tous leurs coefficients
nuls.

En d’autres termes, pour queS, soit divisible par S, il faut et il suffit
que le polynéme P, soit divisible, au sens ordinaire du mot, par le poly-
néme P,, quelles que soient les valeurs attribuces a t,, . .., ,.

En effet, pour que S, soit divisible par S,, il faut et il suffit que 2,

soit divisible par X, ¢’est-a-dire que le module du quotient 5° reste
1
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ETUDE SUR LES SERIES ENTIERES, ETC. 27

fini dans un certain domaine A de I'origine, ce domaine étant re'alif
aux variables ¢.

Je dis d’abord que les conditions sont nécessaires. Nous pou-
vons prendre 0 aussi petit que nous voulons, et par suite inférieur

. TP TR : ;
2 A. Le module du quotient 5> doit donc rester fini pour tout point
.

de 0. Les racines des polynomes P,, P, se réduisent a zéro pour
t,=1—= ... =1,=o et sont, dans le domaine 0, des fonctions conti-
nues des variables ¢,,...,7,. On peut donc déterminer un nombre
posilif 8, = d tel que, pour tout systeme de valeurs de ¢,. ..., 7, vérifiant
I'inégalité

i<z ot (i=0 s i)

le module de chaque racine des polynomes P, et P, soit inférieur a 0.
Prenons alors un point ¢,, ..., 7, dans §,, et appelons 2", ..., (™ les
racines distinctes des polynomes P, et P, qui correspondent  ce point.
On a, pour ce point,

P,

[_); = (t] e t(li)))\i. 12 (51 =l tl{ll))‘/\m,

les 2 étant des nombres entiers, positifs, négatifs ou nuls. De Ia

v/
=t — 8L — e 0.
oy

Le quotient 57 étant différent de o, dans ¢, on voit que, si un seul
1

des X est négatif, A, par exemple, le module du quotient % est infini
1

pane-lepointols =il == £y o ba=15) pris dans A. Il faut done
que tous les A soient positifs, ou nuls; ¢’est-a-dire que, pour les valeurs

!

considérées z,, , .., Z,, P, est divisible par P,. On a posé

Py= ¢t PV ti"“—}—. e
Pi=¢t] + PV ... 4 PO

Soient le quotient des deux polynomes

-y (1) fA—V—1 (h—
i e t{—...—i—-P# )
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ol le reste
I)(30) t‘;v—l_*_ I)E}l)t‘;f‘l_‘_. o o= l)l;;/-—lr.

On aura identiquement

e Pl . o PR
= (8] + P&t . PY) (s8-V 4 PY gyt g Pl

{ - L $.¢
+ P -t PO

et, par suite,
ROl — R P
l)g?):P\;’ﬁ)_*_ P(ll]PfQI)__l_ P112’.

P((‘)J) = P(éu, V) e {1(1‘7‘/)’
D) . P PpE—Y)_, (v—1
PY — PYP¥ . Py,

Ces relations montrent que les coefficients P, et P, sont des séries en-
tieres en ¢y, ..., ,, convergentes dans 9. On a vu que, pour les va-
leurs considérées de ¢,, ..., t,, P, était divisible par P,. On a done,
pour ces valeurs, TN
Bl — o, = IPili=—io0 PR

Mais le méme raisonnement peut se faire avec un autre systeme de va-
leurs de ¢,, ..., ¢,, choisi arbitrairement dans ¢,. Les séries P, pren-
nent done la valeur o poar tout point de 'aire d, et, parsuite, les coel-
ficients des termes de chacune de ces séries sont nuls. Ce sont les
conditions indiquées.

On voit qu’on peut énoncer ce résultat en disant que le polynome P,
est divisible par P,, ¢’est-a-dire qu’on a pour tout point de o

Py=P,P,,

P, ¢lant un polynome en ¢,, dont les coefficients ont été calculés plus
haut.

Je dis maintenant que les conditions sont suffisantes. Nous avons
formé les polynomes P, et P,, et reconnu qu’on avait pour tout point
de @

) { s
P =iy P s PG

¢est-h-dire
P,—-P,P,.
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On aidentiquement dans ¢

v

( e i Y __ ¥ . *=p
Eu(t“,..,t,l)__POA.OfPlPQ-OwMVIz.
i

el
: . )y ;
Mais le quotient $! est holomorphe dans 9, de méme que P,. Leur
: &
produit est aussi holomorphe, et on peut le mettre sous forme de séric
entiere, X,, convergente dans 3. On a alors

X (i s L i Zei (s s Uy ) Sy e wanlin)y

ce quidémontre le théoreme. ]

De ce théoreme, on déduit qu’une série entiere S,, nulle pour 'ori-
gine, est divisible par une infinité de séries s’annulant & I'origine. Par
un changement de variables, mettons, comme plus haut, la série b
sous la forme P, 3|, les notations ayant toujours le méme sens. Pre-
nons un diviseur quelconque P, du polynome P,, et désignons par X/
une série entiere quelconque qui ne soit pas nulle & I'origine. On peut
fixer un domaine 3 dans lequel X ne sera pas nulle et dans lequel on
aura %, =P, 3. La fonction P, ¥ étant holomorphe dans 3, on peut la
développer en série entigre 3,. Cette série 3, divise 2,. Si maintenant
on revient aux variables z, on obtiendra une série S, divisant S,. Le
facteur 3, étant arbitraire, la série S, admet une infinité de diviseurs.

Diviseurs communs & deux séries.

Soient Sy(z, ..., 3,), S, (2, ..., z,) deux séries enlitres qui s’annu-
lent a I'origine. Proposons-nous de rechercher s'il y ades séries entieres
s’annulant & Porigine, qui divisent & la fois S, et S,. Si nous trouvons
des séries répondant & la question, nous les appellerons des diviseurs
communs aux deux séries données.

Soit S, une série entiere divisant S, et S,, S, s’annulant & origine.
Aux variables z, substituons de nouvelles variables 7, comme précé-
demment, et conservons les mémes notations. On peut fixer un do-
maine 8 de ovigine, dans lequel on aura

2’0 p— l) 2 21 p— 1)1 E' “"’2 = I) )

0:4=g:5. 1 2 g0

D’apres le théoreme précédent, pour que S, divise S, et S,, il faut que
le polynome P, divise P, et P,. Désignons par X et - les degrés par
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rapport a ¢, des polynomes P, et P,, et supposons, pour fixer les idées,
#Z p.. Effectuons les divisions successives qui donnent le plus grand
commun diviseur des polynomes. Le reste de la division de P, par P,
sera un polynome de degré p. — 1 au plus. Si ce reste est effectivement
de degré p. — 1, représentons-le par

Ry o 8+ REL A .+ RS

Les coefficients sont des polynomes entiers par rapportaux coefficients de
P,etP,, c’est-a-dire des séries entieres en ¢,, ..., 2, qui admettent 3 pour
cercle de convergence et se réduisent toutesaopourt,=#,=...=¢, =o.
Divisons maintenant P, par ce reste, et faisons les divisions de manigre
que les coeflicients du nouveau reste soient aussi des polynomes par rap-
port aux coefficients du dividende et du. diviseur, c’est-a-dire des sé-
ries entieres. Nous aurons un reste que nous représenterons par

By 2 R R

Si le reste de la premiere division avait été de degré p — 2, le calecul
indiqué n’aurait pu se faire. Dans ce cas, nous représenterons le reste
de degré p. — 1 par laméme formule que précédemment, en convenant
que les R,—, désignent des séries dont tousles coefficients sont nuls, et
alors le reste donné par la premiere division sera représenté par

bt 4 —3 .
Ry o8+ R +. .+ RED,

la série R,_, n’ayant pas tous ses coefficients nuls, En continuant de la
méme maniere, nous pouvons dire que la série des divisions donne
une suite de restes qui sont des polynomes en ¢z, de degrés respective—
ment ¢égaux a p.—1, . —2, ..., 1, 0, dont les coefficients sont des
séries entieres en ¢, .. .,, ¢, qui admettent toutes 8 pour cercle de con-
vergence, et se réduisent toutes & zéro pour 4, = ¢, = ... =1, = o. Re-
présentons ces restes par les formules ;

Bl e e R

(U—2)

—2
Rpgty ™" o< = BT,

Ryt +...+ RV,
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D’apres nos conventions, si R, a tous ses coefficients nuls, il en est de
méme pour R}, ..., RY". Cela posé, les polynomes P, et P, admettant
un diviseur comniun, on verra, comme précédemment, que la série R
a tous ses coefficients nuls.

On obtient ainsi, en fonction des coefficients des séries données S,,
S,, des conditions nécessaires pour que ces séries admettent, des divi-
seurs communs qui s’annulent a I'origine.

Réciproquement, si la série R a tous ses coefficients nuls, je dis que
les deux séries données admettent des diviseurs communs. Supposons,
en effet, que chacune des séries R, R,, R\, ... ait tous ses coefficients
nuls, la série R, étant la premiere de la suite qui n’a pas tous ses coeffi-
cients nuls. Prenons dans le domaine d un point ¢, ..., Z,, pour lequel
la série R, ne soit pas nulle. Pour ces valeurs des variables ¢,. ..., ¢,
les polynomes P, et P, admettent un plus grand commun diviseur

Rye) + R o144 RM.

On peut fixer un domaine » du point £, ..., £, quisoit compris dans J,
et dans lequel R, soit différent de o. Pour chaque point de ce domaine
P, et P, admettent le polynéme précédent pour plus grand commun
diviseur. Ce plus grand commun diviseur peut s’écrire

RiY R{”

B P,
17T R, O "R,

Y R{Y RV
Les quotients ——» -+, =~
q ot { R, » ) R,
’ . LRy . ’ L ’
en séries entieres par rapport aux différences (2, — ¢,), ..., (¢,— ¢,),
soient T,, T,, ..., T,. Mais on peut considérer T,, ..., T, comme des sé-
ries entieres en ¢,, ..., ¢, convergentes dans 3. Si nous posons

peuvent étre développés, dansle domaine s,

Po=¢!+T &' +...+T,,
onvoit qu’on aura pour tout point de » et, par suite, de d (théoreme IV),
Py=P,P;, P,=P,P,,

P, et P, désignant des polynomes en ¢, dont les coefficients sont des
séries entieres en Z,, ..., 2,. Il en résulte que 2, et =, admelttent un di-
viseur commun P,. Par suite, S, et S, admeitent aussi un diviseur
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commun S,, qu'on obtient en remplacant dans P, les variables ¢ par
leurs valeurs en fonction des variables z.
On peut, dés lors, énoncer le théoreme suivant :

Tutorime VIII. — Etant données deux séries enticres en By ooy B, qui
s’annulent a l’origine, si l'on Jait un changement de variables comme il
a éié indiqué, et si ensuite on calcule le résultant des polyndmes P, et P,
(nous conseryons toujours les mémes nolations), les conditions nécessaires
et suffisantes pour que S, etS, admetient des dipiseurs communs sont que
la série résultante ait tous ses coefficients nuls.

Plus grand commun diviseur de deuz séries.

Soient deux séries S,, S, qui sont nulles a lorigine. Reprenons les
nolations précédentes. Aux variables z substituons les variables z.
Nous obtenons les séries %,, =,. Soit 0 un domaine de 'origine dans.
lequel ona 3, =P, 3, 3, =P, 3. Supposons que P, et P, admettent
un plus grand commun diviseur de degré v, P,. On a pour tout point
de ¢

P,=P,P;,, P,=P,P,,
Zy=Py3%, 3= P,x,
en posant

v "v' L LI ) v/
=Py, =1 e

Soient enfin S,, S, les séries que donnent 3, 3,, quand on revient
aux variables z.

Tutorive IX. — Les séries Sy, S, n’admettent pas de diviseur commun
nul a Uorigine.

Nous allons montrer, en effet, que, si S, et S, admettaient un divi-
seur commun, nul & I'origine, les polynomes en ¢,, P, et P, auraient
un diviseur commun; or cela est impossible, puisque ces polynomes
sont les quotients obtenus en divisant P, et Py par leur plus grand
commun diviseur. Si S, et S, admettent un diviseur commun nul a
I"origine, on peut prendre un systeme de valeurs pour z,, ..., ¢, (dans
le domaine ot ces variables doivent rester), tel que les valeurs de ¢,,
qui forment avec les précédentes un zéro du diviseur, soient aussi
dans le domaine 0. Mais alors ce point est aussiun zéro de 3, et de X
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Or ¥ ne s’annule pas dans le domaine d. Donc les valeurs considérées
annulent Py. 2| ne s'annule pas non plus. Donc ces mémes valeurs
annulent P,. Il en résulterait que P, et P, admettraient des racines
communes.

Tutonime X. — Toute serie, nulle a l'origine, qui divise Sy et S, divise
ausst S,. )

Soit Q une série qui divise S, et S,. Prenons un domaine @ de I’ori-
gine, dans lequel on ait

o/

P
T E E

3,=P,3, 3
Q=HQ 3%,=P,3,

Py, P,, P,, H désignant toujours des polynomes en¢, et 2, 2|, 3}, Q' des
séries différentes de o dans ¢. Donnons & 7,,...,7, des valeurs com-
prises dans 0'(0'<C @) et telles que les valeurs correspondantes de ¢,,
qui annulent II, soient comprises dans 0. Chaque racine de H associée
a ces valeurs de ¢,, ..., ¢,forme un zéro de Q et, par suite, un zéro de
S, et de S,. Donc, en raisonnant comme plus haut, on voit que P, et P,
sont tous les deux divisibles par H. Par suite, H divise le plus grand
commun diviseur P, de P, et P,. Soit P, = HK, K étant un polynome
en ¢,. On aura, dans le domaine ¢,

ol Q, est toujours une série entiere convergente dans ¢’, et le théo-
reme est démontré.

-De ce qui précede résulte que la série S, joue, par rapport aux sérics
So et S, le méme role que le plus grand commun diviseur par rapport
a deux polynomes. Tout diviseur commun de deux polynomes est un
diviseur de leur plus grand commun diviseur; de méme toute série qui
divise S, et S, divise S,. Les quotients obtenus en divisant deux poly-
nomes par leur plus grand commun diviseur sont premiers entre eux;
de méme les séries S; et S,, qui, respectivement multipliées par S,,
reproduisent S, ¢t S,, n’admettent aucun diviseur-série commun.

~

D. 5
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Nous appellerons celte série S, le plus grand commun diviseur des
series S, et S, .

Tutorine XI. — S,, S,, S, élant trois séries enticres par rapport aux
variables z,, ..., z,, admettant A pour cercle de convergence et s’annu-
lant a Uorigine, si la série S, est digisible par S, et par S,, les séries S,
et S, n'admettant pas de plus grand commun diviseur, la série S, est divi-
sible par le produit S, S, . '

Aux variables z substituons les variables ¢, de la maniere souvent
indiquée, et conservons toujours les mémes notations. Fixons un
domaine 0(0<A) dans lequel on ait

Yo IR XN e DIy D

Par hypothese, le résultant des polynomes P, et P, est nul en tout
point de &, et de méme pour celui de P, et P,. Au contraire, le résul-
tant de P, et de P, n’est pas nul pour tous les points de o. Prenons un
point Z,, ..., ¢, et un domaine » de ce point tous deux compris dans J,
pour lesquels ce dernier résultant soit différent de o. Appelons o' I'aire
formée par les valeurs de ¢, situées dans d et de z,, ..., ¢, situées dans
w. On a alors dans o’
Py=P, P;, Py=P,P,
et, comme P,, P, sont premiers entre eux,
PP, P, P

Py est une série entitre en ¢,, ..., 7, qui admet ¢ pour cercle de con-
vergence. Alors la relation précédente, établie pour o’ seulement,
subsiste pour le domaine o tout entier (théoreme IV). De cette relation

on déduit
N ].)5
Z’0:212‘2 2/1 2127

et, comme le produit 3, ¥, ne s’annule pas dans 5, on peut remplacer
. P nec . S
le quotient E/—i par une série entiere en &, =<y L, Z5. 00 a done
e ===
2, =2, 3, %,

et, en revenant aux variables z,

8,=195,9,85;. C. Q. F. D.
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- Tueoreme XII. — S, S,, S, étant trois séries enticres par rapport aux
variables z,, ..., z, qui admettent A pour cercle de conyergence et s’an-
nulent a lorigine, si la série S, est divisible par S, et par S,, ces deux
dernieres admettant un plus grand commun diviseur S,, on peut fixer un
domaine § de I’ origine dans lequel on ait

1 Q
5:8: ¢

S() = Ss blﬂ

S, €tant une scrie entiére convergente dans 3.

On suit, en effet, qu’on peut fixer un domaine ¥ de I'origine dans
lequel on a
8,=8,Q, 8,=8,0Q, 8. = 5; Qs

les Q désignant des séries entieres. On a done
8,=5;Q,Q.
Ainsi la série S, est divisible par S, et le quotient est lui-méme divi-
sible par Q,. On verrait de méme que le quotient de S, par S, est divi-
sible par Q.. Mais les séries Q, et Q, n’admettent pas de plus grand
commun diviseur (théoreme IX). Donc le quotient g est divisible par
3
le produit Q, Q, d’apres le théoreme préeédent. De la suit qu'on peut
fixer un domaine de Iorigine dans lequel on a

8, =15;0,Q,Q;,

Q, étant une série entiere. De cette relation on déduit

S C. Q. F. D.

Ce théoreme donne la forme de toute série divisible séparément par
deux autres.

S80S ] ezl
On peut appeler la série ~— le plus petit multiple commun des deux
3
séries S, et S,.
Les deux derniers théoremes font encore ressortir I'analogie qui

existe entre les théorémes relatifs & la divisibilité des séries et ceux qui
sont relatifs & la divisibilité des polynomes. 1l serait aisé de poursuivre
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celte analogie et, en particulier, de considérer la recherche du plus
grand commun diviseur et celle du plus petit multiple commun pour
le cas de plusieurs séries.

1V.

Des points singuliers des fonctions uniformes de plusieurs
variables indépendantes.

Une fonction uniforme des variables z,, ..., 3, est dite régulicre au
point a si, dans un certain domaine de ce point, on peut la mettre sous

la forme
Ay, (Br— @)1 (B — @)oo (B — @) (Viye e oy ¥y ==0, T,...,00 ).

ou les v sont des nombres entiers et les A des coefficients constants;
autrement dit, si la fonction peut étre développée en série entiere rela-
tivement aux différences (z;— a;), série convergente dans I’aire con-
sidérée. Si la grandeur @; a un module infini, on remplace (5; — a;)
par =+’
R

Une fonction réguliere en un point est holomorphe dans le domaine .
de ce point (théoreme II). Réciproquement, une fonction qui est holo-
morphe dans une aire est réguliere pour tout point de cette aire. Con-
sidérons, en effet, un point @,, ..., a, situé dans 'aire ou la fonction
est holomorphe. Sur le plan de la variable a;, on peut décrireun cercle
de centre @; qui soit tout entier compris dans l'intérieur de I’aire dans
laquelle la fonction est holomorphe. Alors, la fonction étant holo-
morphe en tous les points de I'aire formée par les cercles a;, on peut
la représenter dans cette aire par une série entiére par rapport aux dif-
férences (z, —a,), ..., (8,— a,). En particulier, une fonction régu-
liere au point a est réguliere en tout point du domaine de a.

Un point pour lequel une fonction uniforme n’est pas réguliere est
dit point singulier. Soit @ un tel point. Si I'on peut former une série
entiere en (z, —a,), ..., (3,— a,), S,, convergente dans un domaine
de a, qui s’annule en a et soit telle que le produit’

80 /f(51 -5 50)
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soit lui-méme une fonction réguliere au point a, on dit que a est un
pont singulier non essentiel de la fonction f{z,, ..., z,). Dans tout autre
cas, le point singulier est dit essentiel.

Si le nomnbre des variables est au moins deux, on distingue deux
sortes de points singuliers non essentiels. Soit @ un tel point. On a,

dans le domaine d de ce point, TRk, B = Si; Sy, S, désignant des
] ,

séries entieres en (z, —a,), ..., (5,— a,) convergentes dans le do-
maine 3, et S, s’annulant au point a. Supposons que S, soit différente
de o en ce point. Les fonctions S sont continues au point . Prenons
arbitrairement un nombre positif ¢ inférieur au module de la valeur que
prend S, en a, ce que nous écrirons < |S, |,. Nous pouvons déterminer
un nombre positif 8'(3'<3) tel qu’on ait, pour tout point du domaine ¥
de a, |S,| < e Nous pouvons, en outre, déterminer un nombre positif
¥ (37<Y), tel que le module de I’accroissement de S, quand on passe du
point a a un point quelconque du domaine 3 de a soit inférieur i «.
Prenons alors 3, égal au plus petit des deux nombres ¥, 3”. On aura,

pour tout point du domaine 3, de «,

18] <&, [Si]>]84]a—ce

et
I SL ‘ S1 Ia_ g
=ik > :
1= 18]
Soit A un nombre positif choisi arbitrairement. Si 'on prend ¢ << l—i‘ x‘,

on aura | /| > A, et I'on voit que, pour tout point de d,, le module de
la fonction considérée est supérieur & tout nombre donné A.

Supposons maintenant que S, s’annule au point a. Les séries S peu-
vent admelttre un diviseur comme nul au point a. Dans ce cas, en dési-
gnant par S, leur plus grand commun diviseur et par S,, S, les quo-
tients, on aura

et 'on sait (théoreme 1X) que les nouvelles séries S;, S, n’admettent
pas de diviseur commun nul au point @. 11 suffit done de considérer le
cas olt les deux séries S n'admettent pas de diviseur commun nul au
point a. On sait, par les Chapitres précédents, qu’on peut former des
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fonctions ¢,, ¢,, ..., 2, linéaires et homogenes en (z;— a;), au moyen
desquelles, dans un domaine 3’ (3'S3) du point a, les séries S se mettent
sous les formes

2= +Pld .+ PP]Z,

b . T ! o
El::[[[ = P‘lnl{ Lok i ef P‘f)]}.i,

et 'on se rappelle les propriétés des fonctions P, X, 3.

On peut, puisque 2, et =, n’ont pas de diviseur commun, prendre
dans le domaine 0’ des valeurs de 4, ..., ¢, pour lesquelles les poly-
nomes cn Z, n'ont pas de racines communes. Autrement dit, il y a
certainement dans le domaine 0" au moins un point pour lequel
S¢=0, 5, o. La fonction f(5,, ..., z,) est infinie en ce point.

Soit maintenant K une constante arbitraire. On a, dans le domaine &,

S(,[f(si, ceey Z,l)—K] =9y — SOK:S7,

S, étant une série entiere, nulle au point @. Dés lors la fonction

I , " ¢ .
T =y estplacée dansles mémes conditions que f(z,, ..., 5, ).
S Bigs = o ong Do ) —

Par suite, on peut trouver un point dans le domaine & pour lequel

e 2 g i c¢’est-a-dire f(s,, ..., z,)=K. Le point a est
1y % BT

done tel qu’il existe toujours dans son domaine au moins un point
pour lequel la fonction prend une valeur arbitraire, ¢’est-a-dire que la
fonction est completement indéterminée au point a.

On reconnait ainsi que la nature du point singulier non essentiel est
différente, suivant que le numérateur de la fraction par laquelle la
fonction est représentée dans le domaine du point est nul ou non en
ce point. Dans la seconde hypothese, on peut déterminer un domaine
du point singulier tel que, pour tout point de ce domaine, la fonction
prend une valeur dont le module surpasse tout nombre donné; on peut
dire que la fonction prend une valeur infinie pour le point singulier.
Dans la premiere hypothese, il est possible de fixer un domaine du
point singulier tel qu’il existe au moins un point du domaine, pour
lequel la fonction prend une valeur assignée d 'avance d'une maniere
arbitraive; la fonction est indéterminée pour le point singulier.

Comme application, étudions les points singuliers d’un polynome
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entier, d’une fraction rationnelle, et enfin d'une fraction ayant pour
termes des séries entieres.

Tatorine XIII. — Un polynéme entier n'a pas de points singuliers
essentiels.

Un polynome, étant holomorphe pour toutes les valeurs finies des
variables, sera une fonction réguliere pour tout point i distance finie.
Considérons un point pour lequel quelques-unes des variables, ou
toutes, prennent un moduleinfini. Soit le polynome /(z,, ..., z,); soient
My Mgy « « 5 My, les degrés de f par rapport & z,, 4 %;; ..., 4 5,. Enfin
supposons que z,({ =1,2,...,p)p=n, prennent des modules infinis
pour le point considéré, les autres variables étant finies. On a

I I I

Al el A b

(1) e -m,-f("‘ﬂ £ a '5“n)—ZA 2 T Bty e "’Zln )
&L 5y Z7 zlinl'

A étant un coefficient constant, m, ..., 7, étant des nombres entiers
positifs ou nuls, de méme que 2,, ..., %,_;. Formons de la maniere sui-
vante un domaine du point considéré. Sur le plan de chacune des
variables z,, ..., z; décrivons un cercle ayant I'origine pour centre et
un rayon donné R. Sur le plan de chacune des variables z,,, ..., z,
décrivons un cercle de centre a,.,, ..., a, et de rayon r. Nous pren-
drons pour domaine ¢ du point considéré,

Xy B = Qg ey BTy,

LY — By oy — B

I'ensemble des cercles r et I’ensemble des aires extérieures aux cer-

cles R. Posons

I 1
—y ey BT —
Uy U

le second membre de la relation précédente devient

’ ’ ~ .
(2) D3NS i

Au domaine ¢ correspond, pour les variables «,, ..., u;, 55, ..., 5, un
domaine 9’ formé par I'ensemble des cercles 7 et par 7 cercles décrits
sur les plans des variables  de chaque origine comme centres avec des

; i ; _
ayons égaux i —- Il est clair que la somme (2) est holomorphe en
) R q
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chaque point de ¢’. On peut donc la représenter par une série entiere
par rapport & u,, ..., &, (Zi — @i )s - os (2, — @,). Silon remplace
les w par leurs valeurs en fonction des z, on a une série entiere en

I i) . e
5 oo = (B — @iy )y - - -5 (80 — @,). Soit cette série
L |

1

1 1
8 LT’ R L T PR N ‘ln)—l"

el Ay

La relation (1) montre alors que l'on a pour tout point du domaine 0

1 1 I
-—-—-———7;’]/'(:1, im ey S,,):S [77 f g N (5[,;,1—— [l,'+i>, ey (Z,l-—- (Z,l)—]-
3] S A

-1y
ST e e 2y

De la résulte que le point considéré est un point singulier non essen-

. . O . I I 7 oond
tiel, puisque on peutconsidérer le produit —----, — comme une série
<9 Pachl

L

. I il ¥ .
entiere en — -+ — (55 — @y )y -+ -5 (5, — a,),série qui s’annule au
~1 < .

~i

PoInt {&, = 8p = .., = 2;==206 |, By, i == Wy q5 v +a By == By )

Remarquons, en outre, que les deux sortes de points singuliers non
essentiels peuvent se présenter. Supposons que dans le polynome
donné figure le terme Az™...z7, A étant un coefficient constant.
Alors la somme (2) contiendra un terme, A, indépendant des u et des
s; la série S prendra done une valeur différente de o au point consi-
déré, et le module de f/ deviendra infini en ce point. Au contraire, si
dansle polynome il n’y a aucun terme renfermant a la fois z,, 55, ..., 7,
aux puissances respectives m,, m,, ..., m;, chacun des termes de (2)
contiendra en facteur 'une au moins des variables , et par conséquent
la série S s’annulera au point considéré. On a alors un point singulier
non essentiel dans le domaine duquel on peut toujours trouver un point
qui donne & la fonction une valeur choisie arbitrairement.

TutoriMe XIV. — Une fraction rationnelle des variables =, . ... z, ne
présente pas de points singuliers essentiels.

Soient ¢ et ¢ deux polyndmes entiers par rapport aux variables
B,y ..., 3, Le quotient

z sy 2By .5 50)
f(“i:---7~/z)—¢( )

o (%
Lt DGR e
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constitue une fonction uniforme des variables z. Prenons d’abord un
point a a distance finie. Si ¢ (@) = o, on peut déterminer un domaine
de @ dans lequel ¢ ne s’annule pas. Alors f est holomorphe en tout
point de ce domaine, et par suite fest réguliere au point a. Soit main-
tenant ¢ (@) = o. Prenons pour domaine de a I'ensemble des cercles
décrits de a,,...,a, comme centres avec des rayous égaux a un
nombre R choisi arbitrairement. On a pour ce domaine

WilEy s )l i, o s B ) =0 By e . oy iy e

v et ¢ sont holomorphes, et ¢ (@) = o. On voit donc que a est un point
singulier non essentiel. Suivant que ¢ (a) sera différent de o ou nul, on
aura un point singulier non essentiel de 1'une ou I'autre espece.
Considérons un point @ pour lequel les modules de certaines varia-
bles deviennent infinis, les modules des autres restant finis. Soient
Zy, ..., 5; les variables dont les modules sont infinis, eta;.,, ..., a, les
valeurs finies des autres variables. Désignons par m,, my, ..., m; les
degrés du polynome ¢ parrapporta z,, a z,, ..., sz, etparp,, ...,p;
les degrés de ¢ par rapport aux mémes variables. On a identiquement

! ~ ~
1 (s ow vy Ugs Biigy oy By
!

Sy iy Bp) = —— St = =t
f( ’ ’ 51171 1221’.‘.’56?4 m; l’(ul,...,ui,~i+1,...,4,,)

5y

Ol Uy = — --+> Uy= ;, et ol ¢" et Y’ désignent des polynomes entiers
£

par rapport aux variables u et z. Formons le domaine ¢ du point @

comme dans le théoreme précédent, et appelons encore 0" le domaine

correspondant pour les valeurs w et z;,, ..., 5,. Comme on 'a vu plus

haut, le point @ n’est pas un point singulier essentiel pour le quo-

tient % On peut former un domaine de a, 9, (¢, <0), dans lequel on a

G\
|

5
&0

= ol o oy 1 1
S, S’ désignant des séries entieres en —, -++5 — (5, — @),y ...y
(2, — a,). De plus, la série S’ sera nulle au point a si @ est un point
singnlier du quotient; elle se réduira a une constante, si le quotient

D. , 5
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est régulier en @. On a donc pour tout point de ¢,

1 S

/(:'jy sy :'n) — i i S
/\'1 % \’i K

Par suite, si pZm,, ..., p;Zm;, on peul poser

5 I 1
S f=0Q l__, s g ey (i1 — @iry)y - s (Z—ay) |

< 4 ~7 =

ou Q L’—ly oo (B, — a,l)l désigne une série entiere, et a est un point
pour lequel fest régulier si S'(a) est une constante, un point singu-
lier non essentiel si §'(a) est nulle. :

Dans le cas ol chaque nombre p n’est pas supérieur ou égal au
nombre correspondant m, on aura Q' /= Q, Q, Q" ayant toujours des
significations analogues, et alors @ est un point singulier non
essentiel.

On peut remarquer que, lorsque a est un point singulier, Q(a) = o,
et par suite la fonction f(z,, ..., 5,) est indéterminée en ce point.

Tuiorime XV. — Soient S, S, deux séries entieres convergentes pour
tous les points d’une aire A jformée en' prenant sur le plan de chaque
variable le cercle de rayon R ayant l'origine pour centre. On peut consi-

=

, e : : s
dérer la fraction 5—1 comme une fonction uniforme, définie seulement
0
dans 'aire A, el ne présentant dans cetle aire aucun point singulier
essentiel. '
Soit @ un point de I'aire pour lequel S,(a)#o0. Le quotient a une
valeur déterminée. On peut former un domaine o de @ dans lequel

07

S,£ 0. On a dans ce domaine /= £ et, comme ce quotient est holo-

0

=

morphe, on voit que f'est réguliere en a.

Considérons maintenant un point pour lequel S, (a) £ o, S, (a)=o.
On peut former un domaine de @ pour lequel S,£0. On a, pour ce
domaine,

Sof: S,
et, par suile, a est un point singulier non essentiel pour lequel Ila
fonction devient infinie.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 XVII/3 -4



ETUDE SUR LES SERIES ENTIERES, ETC. 43

Enfin prenons un point @ pour lequel S,(a) = §,(a) = o. On sait
que U'on peut former un domaine ¢ de ce point dans lequel on a
S, =S,S;, S, = S, S,, les séries S;, S, n’avant aucun diviseur commun
nul au point a. Alors on voit que I'on a, pour tout point de d, S, /=S,,
el par suite @ est un point singulier essentiel pour lequel la fonction
est indéterminée.

Soient n quantités données «,, ..., a,. Nous dirons, pour abréger
le langage, qu’un point est formé avec les a, si, pour former ce point,
on attribue  certaines des variables z,, ..., z, les valeurs correspon-
dantes dans la suite a,, ..., a@,. En particulier, on dira qu'un point
est & D'infini si quelques-unes des variables, ou toutes, prennent des
modules infinis; et I'on dira qu’un point est a distance finie si les
modules des variables sont tous finis.

Considérons la fraction

A

(34— @)oo (5,— @y )Pn ’

=

oll A est une constante et les p des nombres entiers positifs. Tout point
a distance finie et formé avec les @ est un point singulier non essen-
tiel. La fraction est réguliere, au contraire, pour tout point & distance
finie qui n’est pas formé avec les a. La fraction est réguliére et s’an-
nule pour tout point a 'infini qui n’est pas formé avec les a. Considé-
rons un point & I'infini formé avec les a. Soit, par exemple, z, = a,,
Z, =90, ..., 53, -+ ., 5, ayant des valeurs finies respectivement diffé-
rentes de a5, ....a,. On a

(s1—a)hf= &

(sy—as)P=.. .m(_.:-,l — @, )’n

>

et le second nombre est une fonction réguliere au point considéré. On
voit done que ce point est un point singulier non essentiel.

Ainsi, étant données n quantités a,, ..., a,, il est possible de for-
mer une fonction rationnelle des variables z,, ..., z, qui n’aura pas
de points singuliers essentiels, n’admettra comme points singuliers
non essentiels que ceux qui sont formés avec les @, et s’annulera pour
tout point A I'infini qui n’est pas un point singulier non essentiel.

On peut recommencer le méme raisonnement en supposant cer-
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taines des quantités @ infinies, pourvu que dans ce cas on remplace
e . . T
la différence z, — a,, qui correspond 2 lay| =9, par —

Sy

La considération de ces fractions est utile dans la démonstration du
théoreme suivant, théoreme que I'on peut considérer comme une
généralisation d’un théoreme de M. Mittag-Leffler pour les fonctions
d’une seule variable.

Avant d’aborder ce théortme, rappelons qu’on nomme Jfonction en-
tiere une fonction uniforme qui est réguliere en tous les points formés
par des valeurs des variables dont les modules sont finis. On voit
qu’une telle fonction peut étre représentée par une série entiere con-
vergente pour tout systeme de valeurs des variables dont les modules
sont finis. Réciproquement, une telle série est une fonction entiere. Si
la série qui représente une fonction entiere a une infinité de termes
dont les coeflicients ne sont pas nuls, on dit que la fonction est zrans-
cendante. Davs le cas contraire, on dit que la fonction est rationnelle.

TutoriMeE XVI. — 1° Soient données n suites
ey, s o
ar vals Sl al

telles que dans chacune d’elles les modules croissent avec 'indice v el crois-
sent indefiniment.

2° Sott donnee une suite indéfinie de fonctions rationnelles f: des va-
riables z,, ..., 5, possédant les propriétés suivantes. La fonction f,, par
exemple, n’a pas de points singuliers essentiels; elle n’admet pour points
singuliers non essentiels que ceux qui sont formés avec les quantités a,;
elle est réguliére en tout autre point et s'annule pour tout point & Iinfini
qui r'est pas un point singulier non essentiel.

On peut former une fonction F(z,, ..., z,) possédant les propriétés sui-
vantes :

1° Elle wa pas de points singuliers essentiels a distance Jinie;

2° Elle n’a pour points singuliers non essentiels que ceuxr qui sont
Jormes avec les quantités a, en prenant pour certaines des variables
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3y, ..., 5, unevaleur dans celle des series a', . .., a* qui lui correspond
(@ la variable z;, on fait correspondre la série a');
3° Enfin, pour toute valeur dev, la différence

F(sp -3 80) — (B, o0 05 3,)

est réguliere au point a,.

Prenons arbitrairement une suite de nombres positifs inférieurs a 1,
dont la somme ait une limite 3. Soit

@<l B o g b sia g L

Prenons aussi arbitrairement un nombre ¢, positif et moindre que r.

Nous formons d’abord des fonctions auxiliaires F, de la maniere sui-
vante.

Si 'une des quantités a, est nulle, on pose

Fv(zl) .. -7571) = ./:/(517 ke B

Soit a; a; ...ay #o. Sur le plan de chaque variable z;, décrivons un
cercle ayant 'origine pour centre et laissant le point a; en dehors. Dé-
signons par A, l'aire formée par I’ensemble de ces cercles. La fonction f,
est holomorphe dans A,, puisque, par hypothese, elle est réguliere en
tous les points de cette aire. Soit '

@
v =il
(1) 2 Al
. Ugo.=0

la série qui représente /, dans A,. Nous pouvons disposer dans Uordre
suivant les termes de cette série. Prenons d’abord le terme constant.
Ensuite écrivons les termes qui sont du premier degré par rapport aux
variables, puisles termes du second degré et ainsi de suite. C'est 'ordre
indiqué pour écrire les termes d’une série entiere. Représentons par
le symbole suivant la série obtenue en retranchant de la premiere tous
les termes dont le degré n’atteint pasm : ;

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 XVII/3 -4



Se DAUTHEVILLE.

46
On peul déterminer m tel que, pour les valeurs
1),

Wiz g,

<&

on ait
.
E Au,‘,...,p.,,zi’ C15'0 7 (

(2)
On a, en eflet, pour ces valeurs des variables,

1, ’; t
By <Z YRR | N L
in

ol

=7

/ ! o
’ EA‘U"““-P«R':;M =
(2) Ay e
\' {/ n
20 N gt e S
[) —=m

™

Posons
|
| =5 | =6 &<Tg <1,
aura

|

Ly

=

Soit M le maximum des modules des termes de la série (1). On
[ A, vl e @y [P | ay [P S M,

v

| g o] EMe? | @b [ | [

et
La relation (3) donne alors
(’ e N o
9 = e \” s
ZA{LU-..,}M :E;‘l sl ;%ﬁ <21\I(;—> == M \fo /T
|5 e R g
<5
Posons
i@ <€ >m
M\ — < ¢y,
&
g s
SU

qui

(3

&o

d’ o

Si l'on désigne par m, la plus petite valeur entiere positive de m
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-
~a

vérifie cette relation, on aura
(1) ]EAp \ e
iy

ce qui est 'inégalité que nous cherchions a obtenir.
Cela posé, définissons la fonction F, par la relation

my—1
(5) B30 e 5B ) (B = ety 5y) _ZA”””"‘% ERB S e
0

La somme figurant au second membre est un polynome entier. Par
suite, F, est réguliere en méme temps que f,; elle admet les mémes
points singuliers non essentiels que f, et, en outre, ceux qu’on forme
en prenant des valeurs infinies pour les variables. De plus, F, n’a pas
de points singuliers essentiels.

Je dis maintenant que la série

~ w f‘
(6) 1_4(:.,,...,sn)-—;ZF‘,(;,,...,;n)
v=1

est convergente pour tout point, a distance finie, qui n’est pas formé

Fig. 1.

ai
/P,i/— -

(E0
e
. \0// \b'// |
\ /

B st o

au moyen des a. Soit b, ..., b, un tel point. Sur le plan de z, décri-
vons de b, comme centre un cercle de rayon ¢ qui ne comprenne aucun
des points a', ni P'origine des coordonnées. Faisons de méme sur le
plan de chaque variable. Appelons R l'aire formée par I'ensemble de
ces cercles. Sur le plan de z,, de 'origine pour centre, décrivons les
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différents cercles qui passent par les différents points a', et appelons
a, le point qui détermine le cercle de plus petit rayon parmi ceux qui
entourent completement le cercle p. Faisons de méme sur les plans des
autres variables, et soient @}, ,.., @, les points analogues 4 a’ . Les
suites (1) se composant de quantités dont les modules croissent indé-

finiment, on peut trouver un nombre £, tel que 'on ait

n

la,{j-\;[(z“]...]a}j@alm.

Si malntenant nous prenons ua point quelconque dans R, nous
aurons

et, en appelant ¢ le plus grand des quotients —Ofi; on aura
UL s | i

P

R z.
~q &
<l|a

<& (v2k).

=
a, o

En se reportant au calcul précédent, on voit maintenant que

Fy|Se, Y [Fzo.

v=£k

k—1 @

F:E FV:E FV—{—E B
v=1 v=1

v=~Fk

La premiere somme a une valeur déterminée, et la seconde est une
série uniformément convergente, puisque la série formée par les mo-
dules de ses termes est elle-méme convergente. On voit par la que F
est une fonction holomorphe dans R. Par conséquent, la fonction défi-
nie par la relation (6) est une fonction réguliere pour tout point qui
n’est formé ni avec des valeurs @ ni avec des valeurs infinies des
variables.

Considérons maintenant un point formé au moyen de a. Ce point est
singulier non essentiel pour certaines des fonctions F,. Si nous appe-
lons S la somme de ces fonctions, on aura

F=(F—8)+8.
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(F—8S) est réguliere au point considéré, tandis que ce point est sin-
gulier non essentiel pour S. Done on peut considérer la fonction F
comme définie en ce point, qui sera un point singulier non essenliel.

De ce qui précede résulte que la relation (6) définit une fonction
uniforme qui n’a pas de points singuliers essentiels a distance finie,
pour laquelle tout point formé avec les « est un point singulier non
essentiel, et qui est réguliere en tout autre point.

Démontrons enfin que F — £, reste finie pour le point a@,. Sur le plan
de z, décrivons un cercle de centre a, et de rayon p qui ne comprenne
aucun des points a,. Faisons de méme pour le plan de chacune des
autres variables et appelons R 'aire formée par ces cercles. La série

”1
ZF7\(~’.1y"')5n) _FV(Z‘l,'--""n)
A=t

est holemorphe dans R. On peut la (]évelopper en série entiére
P(z, — a;,...,3,— al), de sorte que l'on a pour tout point de R

.

F)\(ZU S 'r:n) _Fv(:'u ) '4'75”) :P(zl——a\}, ey Sp— a\’f))
=t " ;

F(Zl,""511>:Fv(51-"7~"n> +I)(Zj——[l\3,. - "zlz”-a\,/l)-

Or
: mn,—1
Y,
F(:h ) :fv(31, < vy Zrz) e }‘ Ap.t,...,u,”le“ 2w s 5%"-
0
po—1
L’expression E Aw-.,uﬁ?‘ . .z est un polyndme entier BR Biy i By

()
Donc la différence

m =1

D (- 1 - n S U
l(ﬂj—a\,...,gn—av)—- E Aul,,,,,pmi,...ggln

0

est elle-méme holomorphe dans R. Représentons-la par une série

entiere, P, (z, — a,, ..., 3, —a"). On aura, pour tout point de R,

F(sla "'>5n)_/;¢(:‘1’ ""Zn):Pi(ZI_' (Ze, ...,Z,l——(l(}).

D. .
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ce qui montre que la différence F — /£, est réguliere au point a,. Le
théoreme se trouve ainsi démontré.

Cororrame. — G(sz,, ..., 5,) désignant une fonction entiére, la fonc-
tion
H(215.0058) =F (4,0, 2,) + G (5, . -5y %,)
posséde les proprictés que l'on vient de démontrer pour la fonction
e
F\c“ e ny Z”>.

Réciproque. — St H(z,, ..., z,) posséde les mémes proprietes que la
Jonction F(z,, ...,5,), la différence H — F est une fonction enticre.

Reportons-nous aux notations précédentes. Si nous prenons un
point qui n’est pas formé avec les @, H et F étant toutes deux régu-
lieres, il en est de méme pour leur différence. Considérons ensuite un
point formé avec les a. Ce point est singulier non essentiel pour cer-
taines des fonctions ;. Soit p leur nombre (p<n) et soient ces fonctions
oo o+ s fo,- On sait que les différences

H—fo, H—fo, ..., H—f, ,
B e

sont toutes finies pour le point considéré. On a
P =Bl (H— £ ) s it B ) il = ) il Y,

el le second membre de cette égalité a une valeur finie. La différence
(H — F)est donc finie en ce point et, par suite, elle est régulitre en ce
point. H—F étant réguliere en tout point & distance finie est une
fonction entiere.

Tatorime XVII. — Sotent données :
1° n quantités c,, ..., ¢, el n suites tlimitées

1 1 1
Wiy Agad wisly Gopgorileiely
g L
n n n
O B &gy i

telles que chaque quanuté a soit dyfeérente des c et telles, en outre, que le
module de la différence a} — c, décroisse et tende vers o quand v croit in-
définiment ;
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2° Unesuite illimitée de fonctions rationnelles [fidesvariables z,, ..., z,
telles que la fonction f,, par exemple, n’admette pour points singuliers que
ceux qui sont formés avec les quantilés a, ne présente pas de points sin-
guliers essentiels et s’annule pour tout point formé avec les c.

On peut former une fonction uniforme F(zi, ..., 2,) possédant les pro-

prietes sutvantes :
° Elle n’admet pour points singuliers essentiels que ceux qui sont

Jormés avec les c.

2° Elle n’a pour points singuliers non essentiels que ceux qui sont
Jormés avec les a, sans le secours des c.

3° Enfin, pour toute valeur de v la différenbe F — Jv est réguliére au
point a.

Posons
= T Ehr 1
By == 2 =D R R e ’
Sl “n Cn
-
I 1
b}: - 5 ey bl = = 5 5
a;— ¢ ay — Cy
............ 5 S G ot G e o o ;
1 I
b'll'_—n 5 9, be“‘ 7 ? =
dy=1Cr, ay—c,

Les fonctions données f deviennent des fonctions rationnelles des va-
riables 2. Si 'on considere ces nouvelles fonctions et les quantités b, on
est placé dans les conditions du théoreme précédent. On formera la
fonction F(z), ..., z,) comme plus haut, et, si I'on y remplace z, par

1

’ I . .
» =+ 5, par ———, on aura la fonction cherchée.

e ~n n
On voit sans peine que le corollaire du théoreme précédent et sa ré-
ciproque se généralisent d’une maniére analogue.

TutoreMe XVIII. — Soient N, D, N, D' des séries entieres conyergentes
pour toutes les valeurs desvariables z,, ..., 3, situdes dans une aire A, et

T T/

. N N 2PN ;
telles que les deux fractions D’y Sotent holomorphes et egales en tous

les points d’une aire A’ comprise dans A. Alors :
1° St en un point de A l'une des fractions est réguliére et prend la va-
leur A, il en est de méme pour la seconde;
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2 St un point de A est point singulier pour l'une des fractions, il I’est
ausst pour l'autre, et le point singulier est de méme espece pour chacune
des fractions.

Nousénoncerons plus rapidement ce théoreme en disant que les deux
JSractions sont égales en tous les points de A.
On a dans A’

N N R
(]) B—l—)—,’ ND —DN.

Les deux membres de (1) étant holomorphes dans A, la relation (1)

subsiste pour toute Paire A (théoreme IV). Supposons que g, par

exemple, soit régulidre en un point. On peut fixer un domaine 5 de ce
point dans lequel on a

1 4 g ey
ﬁ_s ou N=DS,

S étant unesérie entitre convergente dans3. Larelation (1) donne alors,

dans 9,
DSD’'— DN'.

D n’est pas nul en tous les points de 3, et I'on peut fixer un domaine
¥ < dans lequel D 2 0. On aura done, dans ¥,

SD' =N/,

et, par suile, cetle relation subsistera pour tout point de 3, puisque N’
et SD" sont holomorphes dans 5. On a alors

A

et 'on voit que la fraction - est régulivre a oint considéré ety prend
R D g IS HETYp
I Eime N
améme valeur que -
w1 : : 0 N Y : ks
Considérons un point singulier de p- Dapres ce qui précede, ce

; : : N/ ! y
point est singulier pour & - Supposons que dans un domaine 3 du point
1 8 l D Pl
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considéré on ait Sy =S, la série S, s’annulant au point que nous

considérons. De la relaticn (1) et de la précédente, on déduit, pour tout

point de J,
S,N=S8,D, S,ND'=8,N'D, DD'S,—=S8,N'D,

et, en raisonnant comme plus haut,

5 ot N SN D'S
DIBIZNSO’ SOW:_}))—/': l:SI.

I

Cette relation montre que le point singulier est non essentiel pour T)’

N )’ 5 . .
Y 1 Y e
comme pour 5> el qu’il est de méme espece pour les deux fractions

Enfin, si nous considérons un point singulier essentiel de 7’ onvoit,

_]\”

par ce qui précede, que le méme point est singulier essentiel pour o

Tutorime XIX. — Soit f(z,, ..., 3,) une fonction uniforme des varia-
bles =, qui ne présente aucun point singulier essentiel, et soit telle qu'en at-
tribuant a p des variables des valeurs arbitraires choisies dans un domaine
pourlequel [z, ..., z,) est uniforme on forme une fonction de (n —p)
variables dépourvue de points singuliers essentiels. On peut determiner
deux polynémes entiers par rapport a toutes les variables =z, N et D, tels

3 N ] iiah :
que la fraction D possede les proprietes suivantes :

10 8¢ f(%05 ..., 5,) est réguliére en un point, il en est de méme pour

z

I

hX
quement;

2° Tout point singulierde f(z,, ..., z,) est un point singulier de méme
J

\ N G
espece pour D’ et reczproquemenl.

qui prend en ce point la méme valeur que f(z,, ..., 5,), et récipro

On peut énoncer le théoreme en disant que I'on a pour tout point

N : 5 ey N .
Fla e B = p> autrement dit, la fonction considérée est une frac-

tion rationnelle.
La démonstration de ce théoreme est connue pour le cas d’une seule
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variable ('). Nous la rendrons générale en montrant que, si 'on admet
le théoreme pour (n — 1) variables, il est vrai pour n

Considérons un point du plan pour lequel la fonction f(5,, ..., z,)
est réguliere, et, pour simplifier I’écriture, admettons que ce point soit
lorigine des coordonnées. On a, dans un domaine ¢ de l'origine,

f(zla =i ’ﬂn) = \o ‘*AI~1+ X;, S Sy

les A désignant des séries entiéres en z,, ..., z, toutes convergentes
dans 0. Nous allons montrer que, dans le domaine ¢, la fonction don-
née est égale a une fraction rationnelle, et pour cela nous suivrons
une méthode de calcul indiquée par M. Hurwitz (2). Sur le plan de z,,
tragons autour du point z,= o un cercle de rayon ¢'(3' < d) et don-
nons & z, la valeur b, située dans ¢'. La fonction f(z,, b,, ..., 5,) ne
présente pas de points singuliers essentiels et, comme elle ne dépend
que de = — 1 variables, elle peut étre représentée par une fraction
rationnelle. Soit done

K v B,+B,5+...+B,z]
f(“'l’bZ"'J"'l'l)—B;+Bflzl+.. Br 1’

les B désignant des polynomes entiers en z,, ..., 5,, et rétant le plus
haut exposant de z, dans les deux polynomes qui forment la fraction
rationnelle. Si nous désignons par A la valeur que prend la série A
pour z,==b,, nous aurons pour tout point de ¢

By+Biz+...+B,3]
B, + B’1z1+., .+ Bz}

Ag+ Az 4. .. =

(Ay+ Ay 2y ...)(B’U—E—B;Zlﬂ—. o+ B a]) =B+ Byzy+...+ B,s;

dot1, en égalanl les coefficients des termes en =/, z/*2, ...

AB,+A,B ,+...+A,;B,=o,
ABL - ABl 4.+ A B, =0,

(1) Briot et Bovquer, Theoric des fonctions elliptiques, 2° édition, p. 206. — Zur Theo-
rie der eindeutigen analytischen Functionen, von K. W'elerstraas Abhandlungen  der
kénigl.  Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1876. — E. PIcARD, Annales scienti-
fzguev de I’Ecole Normale, mars, avril, mai 1879.

(2) Journal de Crelle, t. 95, p. 201 et suiv.
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Les coeflicients B’ n’étant pas tous nuls, puisque f(z,, b,, ..., z,) est
réguliere dans le domaine 9, tous les déterminants que I’on peut former
en prenant (r +1) quelconques des lignes suivantes sont nuls, quelles
que soient les valeurs choisies dans le domaine & pour les variables

Z Z =
€8y Chy ce 0y Dpy

(1) A, 3

A chaque point b, du domaine @ correspond une valeur de 7, le
nombre entier positif qui exprime le degré de la fraction rationnelle
S130 055 000y 7,). Je dis qu'il y a au moins une valeur de r qui corres-
pond & une infinité de points b,.

Deux cas se présentent: ou bien les valeurs que prend r ont un
maximum, ou bien elles croissent au deld de toute limite. Dans le pre-
mier cas, si a chaque valeur de 7 correspondait un nombre limité de
points b,, le nombre des points b, serait limité, ce qui n’a pas licu.

Considérons le second cas. Supposons qu’a chaque valeurr,, r,, ...,
dunombre 7 corresponde un nombre limité de points b,. Les abscisses
des points b, sont des nombres réels. Rangeons celles des points qui
correspondent & r, suivant une loi déterminée, par exemple par ordre
de grandeurs croissantes, ¢n n’écrivant pas deux fois la méme. Faisons
de méme pour les abscisses des points qui correspondent a r,, etc., en
ayant soin de ne pas répéter la méme abscisse. Nous obtenons ainsi
une suite infinie de nombres réels différents les uns des autres qui s¢
succedent d’apres une loi déterminée. Cette suite devrait contenir les
abscisses de tous les points b, du domaine 8. Or M. Cantor a démon-
tré (') que, «lorsque I’on a nne suite infinie de nombres réels diffé-
rents les uns des autres, se succédant suivant une loi déterminée,
Uiy +ovy Uy, -, on peut, dans chaque intervalle (2, ..., ) donné
d’avance, déterminer un nombre % qui ne se trouve pas dans la suite ».
Prenons un (el nombre v. Ce nombre étant compris entre o et B,ilya
un nombre infini de points b, du domaine ¢ qui admettent 7 pour

(1) Journal de Crelle, t. 71, p. 258. La traduction en francais des Mémoires de M. Can-
tor a été publide dans les Acta mathematica, t. 11, n° 4. La démonsiration du théoréme in-
diqué se trouve a la page 308.
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abscisse, et alors la suile que nous avons formée ne contient pas les
abscisses de tous les points b,.

Ainsi se trouve établi qu’il y a certainement une valeur de 7 corres-
pondant & une infinité de points b,. Si I'on prend pour rcette valeur,
on voit que les déterminants (1) sont nuls pour une infinité de valeurs
de z, prises dans 9, z,, ..., z, ayant d’ailleurs des valeurs arbitraires.
Mais chacun de ces déterminants est une fonetion holomorphe de z,
dans d. Des lors ces déterminants s’annulent pour toutes les valeurs de
z, situées dans 0. '

Ainsi les déterminants formés avee n + 1 quelconques des lignes

Ap AR LA
A=Ay L aAgs

(2)

sont nuls, quelles que soient les valeurs attribuées aux variables z.
Considérons les équations

"f,.Al—l—f,,,lAz R A 0
(3) { frhgt+fraAs+ .+ fiAra =0,

e Y ,

qui sont en nombre illimité et dans lesquelles les / sont les inconnues.
Les déterminants (2) élant nuls, ces équations définissent, dauns le do-
maine 5, des fonctions régulieres fy, ..., f, qui ne sont pas toutes
nulles ensemble. On a maintenant

S5 5 e B Lt e A frE) = A+ A5+ ) (ot A= frE).
Posons
, Qo :Aofo,

o1 = Ay fi+ Ay fo,

En tenant compte des équations (3) et (4), on aura, pour tout point
du domaine 3,

() Tz, 3) (fo+Sfisi+ . o5 ) =0+ @18+ .+ @3

Les fonctions g, définies dans 3, sont régulieres dans ce domaine.
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Cela posé, prenons d’une maniere arbitraire 27+ r points distinets
dans le domaine d du point z, =o. Soient a\’, @', ..., a**". On

aura, pour tout point de 3,

FilfCags <oy ma Y F AL S B iy Ba) & T oo b ol (B < o 20) 851

- o X el —
— Qp— 5@y —...— 39, =0,

folfCa®, <o B} LA(a®, ..., sx)alt ] +. .. + el flats o o s 8a) (@F)]

1) nr o
—QO*G& <191_—""_(a(11 )'(Pi'—()?

Lol @20, oz e S L (@Y ) (@T)1]

2r+1) (2 " S—
—@p— PtV —. .. — (@) o, =o,

1

Nous avons la 27+ 2 équations linéaires et homogenes par rapport
aux 2ar-+ 2 quantités f et o.

Ces quantités n’étant pas toutes nulles, le déterminant des équations
est nul. SiI'on ordonne ce déterminant par rapport aux éléments de la
premiére ligne, on obtient une équation qui montre que f est une
fraction rationnelle des z, car les fonctions f(a’, ..., z,) sont elles-
mémes des fractions rationnelles de z,, ..., 3,.

Toutefois, la conclusion n’est pas légitime si les déterminants d’ordre
(2r+1), qu’on déduit des lignes suivantes

Flallt, oo 8y sy LB <y BadERYS Ty oy (B0 U=k, o uny BT 1),
sont nuls pour chaque systeme de points a}", ..., a;”"". Dans ce cas,
nous remarquerons que les déterminants d’ordre 27+ 1 formés, en rem-
placant dans la premiere des lignes précédentes a|"’ par z,, sont nuls,
pour tout point de 3. En ordonnant I'un d’eux par rapport aux éléments
de la premiere ligne, on aura encore f'sous forme de fraction rationnelle,
5 moins que les déterminants d’ordre 2r, formés avec les 27 derniéres
lignes, ne soient nuls. Si cette circonstance se présentait, on remplace-
rait I'une des quantités a’ (i=2,...,2r—+1) par la variable z,, et
le raisonnement se poursuivrait de la méme maniere.

Ainsi, 'on peut admettre que 'on a, pour tout point du domaine 3,
D. 8
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la relation

(6) f(:h"'y:nv):%’

Net D étant des polynomes entiers en z,, ..., z,.
Nous allons maintenant montrer : 1° que si en un point du plan I'une

des fonctions f et% est réguliere et prend la valeur A, il en est de

méme pour I’autre; 2° que si un point est singulier pour I'une des fone-
tions, il 'est pour I'autre, le point singulier étant de méme espece pour
les deux fonctions.

La relation (6) est établie dans le domaine 3 du point o,, ..., 0,.
Prenons arbitrairement a,, ..., a, dans 3 et @, sur la limite de ce do-
maine, comme I'indique la figure. On peut fixer un domaine ¥ du point

a,, ..., a, tel qu'on ait, pour tout point de ce domaine, f= b‘, S,

et S, étant deux séries convergentes dans &'. De plus, nous pouvons
prendre ¥ assez petit pour que, sur le plan des variables z,, ..., z,
les domaines &’ soient compris dans d.

Surle plan de z,, le cercle 8 (fig. 2) contiendra une aire extérieure

Fig. 2.

ad. Désignons par A P'aire formée par les cercles 8 qui correspondent
aux variables z,, ..., z, et par I'aire comprise entre les cercles ¥ et d
sur le plan de z,. La série S,, quiestholomorphe dans ¥, ne peuts’an-
nuler en tous les points de A, sans quoi elle serait nulle en tous les
points de ¥'. Soit b,, b,, ..., b, un point de A pour lequel S, 0. On
peut fixer un domaine 3" de b, ..., b,, dans lequel S, > o, et 'on peut
réduire assez d” pour qu’il soit tout entier compris dans A, c’est-a-dire
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dans ¥. Si nous remarquons que d est compris dans 5, nous voyons

que les deux fractions % et 21 sont holomorphes dans 3" et égales en
0

tous les points de ce domaine. D'apreés le théoreme XVIII, ces deux frac-
tions prennent donc la méme valeur (au sens que nous avons indiqué
pour cette locution) en tout point du domaine ¥, dans lequel les quatre
séries sont convergentes. Comme la fonction £ est représentée dans &

~

par ;—:, on voit que la relation (6) subsiste dans &'

Nous avons pris d,, ..., @, d’une maniére arbitraire dans 3. Si nous
répétons le raisonnement avec le point z, = a,; 3, = By <y By =
a,, ..., a, étant encore situés dans J, on verra que, sur le plan z,,
on peutsortir de 3 sans que la relation (6) cesse d’étre vérifice, pourvu
que z, reste situé dans une certaine aire entourant le point @,. Ainsi,
I’une maniere générale, la relation (6) est étendue & une aire A for-
mée des cercles 3 pour les variables z,, ..., z, et pour la variable z,
d’une aire composée de 3 et d’une aire extérieure a S entourant le
point @,. On peut maintenant raisonner sur A comme sur J, et, en con-
tinuant de la méme maniere, on agrandira 'aire A autant qu'on le
voudra, puisque les polynomes N et D sont définis dans tout le plan.
Des lors, la relation (6) est démontrée pour tout point formé, en don-
nant & z, une valeur quelconque et a z,, ..., z, des valeurs situées

dans 3.
Raisonnant maintenant avec 3, comme avec z,, puisavec z, etc., on

verra que la relation (6) est vérifiée pour tout point du plan, en sorte
que le théoreme est démontré.
Vu et approuvé :
Paris, le 29 avril 1885.
Le Doven pE LA IFAcULTE DEs ScIENCES,
MILNE EDWARDS.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 30 avril 1885.

Le Vice-Recreur pE 1'Acaptmie pE Panis,

GREARD. P s
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PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Equations différentielles de la Mécanique; théoremes d’Hamilton

et de Jacobi.
Vu et approuvé :
Paris, le 29 avril 1885.
Lt Dovex pE LA FACULTE DES SCIENCES,
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Permas &’ vmprimer :
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