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membres de ces équations au moyen des différences partielles d'une
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Expression des coordonnés x, ¥, 5, du centre de la terre en fonction

de sa distance a la Inne, et de son mouvement en longitude autour de
) do do do
cet astre. — Développement des différences partielles T
(’1') ay
négligeant le carré de Yinclinaison de 'équateur lunaire a Iécliptique
et les termes du trnisiéme ordre, par rapport a Uexcenlricité et 4 lin-
clinaison de U'orbite.
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Pobservation de I'inégalité dépendante de I'anomalie moyenne du soleil.
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tear lunaire. — La direction moyenne de cet axe et le rayon vecteur
mené de la lune a la terre, sont tonjours compris dans le méme cercle
de latitude. — Les données de I'observation sont satisfaites, en admel-
tant qu'a Yorigine les vitesses de rotation et de révolulion aient peu
différé I'une de I'autre, la différence étant d’aillenrs arbitraive, — Les
inégalités séculaires qui affectent le mouvement de révolution dela
lune affectent aussi le mouvement de rotation, en sorte que Jégalite
entre ces moyens mouvemens persistera sans altération dans la suite
des siécles. — Rapport de l'action du soleil sur le sphéroide lunaire), 2
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laction de la terre; la premicre n'est pas la Tooo bartie de la seconde,

et il est inutile d'en étudier les effets.

(27-38). Détermination du mousement des nwvuds de Uéquateur
laire, et des variations de son inclinaison a Uécliptique. — Trans-
formation des variables p et ¢, en dautres inconnucs s et s, qui
restent toujours fort petites et fussent connaitre sans nouvelles mté-
grations les valeurs de 6 et de ¢. — L'inclinaison de Vorbite lunaive &
l'écliptique mobile étant sensiblement invariable, on Tintrodait dans
les seconds membres des équations différentielles ala place de lincli-
naison sur I'écliptique fixe. — Développement des inégalités séculaires
qui proviennent du déplacement de I'écliptique. — Lintégration donne
pour les inconnues s et s°, des valeurs dépendantes de ces inégalités;
mais si on les rapporte a 'écliptique vraie, les termes qui representent
ces inégalités disparaissent, en sorte que le mouvement des points
équinoxianx de la lune et Uinclinaison de son équateur sur I'écliptique
vraie sont indépendans des mouvemens séeulairves de cette écliptiyue,
— Conditions qui existent eutre les momens d'inertic A, B, C, de
la lune. — Examen du cas ot les constantes arbitraives amendes par
Vintégration sont supposées nulles. — T.e noeud descendant de 1équa-
tear lunaire coincide alors rigoureusement avec le noeud ascendant
de lorbite , et Vinelinaison de l'équateny Tunaire sur Fécliptique est

, C-A . .
constante. — Valeur approchée du rapport C déduite de Pobserva-

tion de cette inclinaison. — Examen du cas général ou les constantes
arbitraires ne sont plus regardées comme nulles, mais comme trés
petites. — Les noeuds de T'équatear lunaire exécatent, de partet daus
tre des noeuds moyens de I'orbite, des oscillations dont Tamplitude est
petite, en sorte que la position moyenne du noeud descendant de
équatenr lunaire, coincide toujours avee le nceud ascendant moyen
de Torbite. — 1l a pu exister a l'origine une différence arbitraire, mauis
trés petite, entre la ligne des noeuds de U'équatenr et la ligne des
neeuds de l'orbite. — L'inclinaison moyenne de I'éqnateur lunaire a
Vécliptique conserve une valeur constante. — Lxamen d’une pelitc
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inégalité quni affecte les quantités précédentes, et qui dépend de Iy
différence en longitude du neeud et dun périgée lunaire. — Seconde
approximation des quantités p et g. — Leurs valeurs sont aussi indé-
pendantes des déplacemens séculaires de l'dcliptique. — Caleal dy
rayon du cercle que le pole de rotation déerit a la surface de la lune.
— Expression de la vitesse de rotation autour de I'axe instantané.
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DU MOUVEMENT DB LA LUNE AUTOUR DB SN CEVTRE DE GRAVITE,

INTRODUCTION.

(1). La lune se meut autour de la terre dans une orbite elliptique,
inclinée a Uécliptique de 5°, 8, 49", et dont P'excentricité est 0,05£844.
Le temps quelle emploie pour accomplir sa révolution sidérale, ou le
mois périodique, a ¢té trouvé dgal a 27 jours | 32166 ; mais cette durde
n'est pas constante, et le moyen mouvement de la lune est soumis a
une accélération séculaire périodique. Les noeuds de U'orbe lunaire ne
sont pas fixes; ils ont sur I'écliptique un mouvement rétrograde, ou
contraire au mouvement de la lune, en vertn duquel ils parcourent
Vécliptique en 6793 iours, 39, environ 18 ans 1. — Le périgée lunaire
ann mouvement direct ou de méme sens que le mouvement de la lune,
dont la période est de 3232 jours | 5753,

(2). L’observation attentive des taches que la lune offre a sa sur-
face , a montré que cet astre nous présente toujours le méme hémis-
phére; or, le fait seul de son mouvement de translation autour de la
terre, devrait découvrir successivement a nos yeux tous les points de
sa surface : donc, puisquil n'en est pas ainsi, il faat qu'en méme temps
qu'elle accomplit sa révolution autour de la terre, elle ait un mouve-
ment de rotation sur elle-méme, lequel ait la méme durée que le
mouvement de translation , et rameénc constaminent vers nous le méme
hémisphére. Cependant les taches éprouvent quelques déplacemens
apparens sur le disque lunaire; elles semblent tour-a-tour sélever ou
s'abaisser, dans le cours de chaque mois , relativement au plan de Ior-

bite, comme si le globe de la lune avait un balancement autour du
2
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rayon vecteur, mené de son centre au centre de la terre. Ce pliéno-
méne, découvert par Galilée, s’appelle libration en latitude. Plus tard
Riccioli reconnut Vapparence d'un autre bhalancement, par lequel la
lune découvre et cache alternativement, sur son bord oriental et occi-
dental , quelques points de sa surface. C'est la libration en longitude.

Ces deux librations sont purement optiques, et la lune n’a pas
réellement ces mouvemens oscillatoires. On explique aisément ces ap-
parences en regardant la lune comme tournant uniformément antour
d'un axe incliné an plan de son orbite, tandis qu’elle se meat non
uniformément autour de la terre. Les ohservations de Dominique
Cassini complétérent la théorie astronomique de la libration lunaire :
il découvrit que I'axe de rotation de la lune est incliné a I'écliptique,
et que la trace du plan de équateur lunaire sur Vécliptique,, est cons-
tamment paralléle a la ligne des nocuds moyens de Torbite; en sorte
que, si par le centre de la lune on imagine trois plans, savoir : I'équa-
teur lunaire, I'écliptique et le plan de l'orbe lunaire, ces trois plans
se couperont suivant la méme droite, le plan de Vécliptique étant
compris entre les deux autres.

De nourvelies ohservations ont été entreprises par Tobie Mayer (1748),
puis par Lalande (1764), dans le but de vérifier les faits annoncés par
Cassini, et de déterminer avec la plus grande précision Iinclinaison
du plan de I'équateur lunaire sur I'écliptique. Cette inclinaison a éié
trouvée égale a 1°, 29, Plus tard M. Nicollet a trouvé par la compa-
raison de 174 observations, I'inclinaison de 'équateur lunaire ¢gale a
10, 28", 45", ce qui ne différe que de 15" du résultat précédent.

(3). Ainsi les lois qui président a la libration astronomique de la
lune, sont les suivantes: 1°la lune tourne uniformément d’occident
en orient autour d'un axe incliné a I'écliptique , de maniére que le plan
de son équateur forme avec I'écliptique un angle de 1°, 28', 45"; 2'la
durée de cette rotation est égale a celle du mouvement de révolution
de la lune dans son orbite, ou de 27 iours,; 32466 ; en sorte que chaque
point de I'équateur lunaire revient au point équinoxial lunaire, dans
un temps précisément égal a celui qu’emploie la lune pour revenir an
neceud par son mouvement moyen ; 3° la ligne des noeuds de I'équatenr
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lunaive est constamment pavalléle a la ligne des noeuds moyens de
Forbite.

(4). Si nous continuons a regarder le mouvement de rotation de la
lune comme parfaitement uniforme, une difficulté sérieuse se présente:
en effet, nous sommes alors obligés dadmettre que la vitesse de rota-
tion primitivement imprimée a cette planéte, élait rigoureusement
égale a sa vitesse moyenne anguluire de révolution : autrement , s'il
existait a 'origine une pelite inégalité entre ces deux vitesses, I'angle
décrit par le rayon vecteur de la lune autour de la terre, différevait
bieniot notablement de I'angle décrit par un point de I'équateur lunairve
autour de son axe; et, cette différencesangmentant avec le temps, tous
les points de I'équateur lunaire finiraient par se découvrir a nos yeux.
Or, il est infiniment pea probable qu'a U'origine , cette égalité rigoureuse
entre les vitesses angulaires de rotation et de révolution, ait eu lieu.

La difficulté disparait lovsqu'on a égard aux inégalités que doit ap-
porter dans le mouvement de rotation de la lune l'atiraction de la terre
sur Ja partie non sphérique de cet astre. En effet, I'attraction terrestre
combinée avec la force centrifuge produite par le mouvement de rota-
tion, a dit donner au sphéroide lunaire la forme d'un ellipsoide, dont
l'axe de rotation est le plus petit axe, tandis que le plus grand axe est
dirigé vers la terre. Cela posé , pour expliquer ce fait que la lane nous
présente toujours le méme hémisphére , il n’est pas nécessaire de suppo-
ser qua Vorigine il y ait eu coincidence parfaite entre la vitesse angu-
laire de l'axe équatorial du sphéroide lunaire , et celle du rayon mobile
qui joint le centre de la lune an centre de la terve; mais il suffit
que la vitesse de rotation, primitivement imprimée i notre satellite,
aitéié peu différente de la vitesse moyenne de translation, la différence
étant d'ailleurs arbitraire : car alors TI'attraction terrestre, qui tend
sans cesse & ramener le grand axe du sphéroide en coincidence avec le
rayon vecteur , aura empéché que ces lignes ne s'écartent au-dela d'un
certain terme, et atténué de plus en plus I'effet de cette petite diffé-
rence.

Il résulte de la que l'axe lunaire oscillera sous I'influence de 'attrac-
tion terrestre, de part et d'autre du rayon vecteur de l'orbite, a la
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maniére d’'un pendule soumis a l'action de la gravité. Clest ce mouve-
ment oscillatoire qui constitue principalement la libration réelle de lu
lune en longitude , libration qui ne doit pas étre confondue avec la
libration purement optique dont nous avons parlé plus haut, et que
les astronomes ont reconnue par I'observation.

* Chercher les lois de cette libration réelle, étudier les variations qui
peuvent affecter I'inclinaison de I'équateur lunaire, et le mouvement
des noeuds de cet équateur, tel est le but que nous allons nous proposer.

Nous prendrons pour guides les beaux travaux de Lagrange qui ont
été insérés dans la collection des prix de I'académie des sciences (année
1764), et dans les mémoires de l'académie de Berlin (annde 1780). La
solution rigoureuse du probléme n’étant pas possible dans I'état actuel
de la science, on est obligé de recourir aux méthodes d’approximation,
et nous nous attacherons & embrasser dans ces approximations non-seu-
lement tous les élémens dont I'influence a déja été reconnue, mais
encore ceux dont l'influence pourra étre appréciée plus tard, lorsque
les moyens d’observation auront été perfectionnés.

Recherche des équations différentielles du mouvement de la lune
aulour de son centre de gravité.

(5). Pour étudier les lois du mouvement d'un corps dans I'espace, on
décompose ce mouvement en deux autres, I'un de translation commun
a tous ses points, autre de rotation antour de I'un deux. L’étude de ce
dernier mouvement exigerait en général que l'on conniit la force ac-
célératrice qui sollicite le point choisi pour centre de rotation; mais le
probléme se simplifie lorsque 'on adopte pour centre le centre de
gravité du ‘corps : on trouve alors que le mouvement de rotation
autour de ce point est le méme a chaque instant que sl était fixe, et que
Ies forces appliquées aux différens points du corps ne fussent pas chan-
gées. En méme temps le centre de gravité a un mouvement de trans-
lation qui est le méme a chaque instant , que si la masse du mobile y était
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concentrée, et que les forces motrices y fussent transporiées parallele-
ment a elles-mémes.

Appliquons & la lune ces principes généraux du mouvement.

Sous l'influence de I'attraction terrestre combindée avec lattraction du
soleil et des planétes, le centre de gravité de notre satellite prendra un
mouvement elliptique de translation qui sera soumis a diverses pertur-
bations, et en méme temps la lune tournera antour de ce centre de
gravité sans qu'il soit rien changé aux forces qui agissent sur clle. Ces
deux mouvemens de translation et de rotation sont indépendans l'un de
l'autre a Uorigine, et peuvent étre traités séparément; mais pour quil
en fit de méme a toutes les époques du mouvement, il faudrait que la
lune fiit composée de couches parfaitement sphériques; car les attrac-
tions que la terve, le soleil et les planétes exercent sur la lune , étant
égales et contraires a la réaction de la lune sur chacun de ces astres,
on voit que, dans hypothése d'unesphéricité parfaite, cesattractions
seraient les mémes que si la masse de la lune était concentrée a sou
centre de gravité , et par conséquent ces forces ne sauraient avoir din-
fluence sur le mouvement de la lune autour de ce point. Ce mouve-
ment de rotation serait donc indépendant des variations que ces {orces
éprouvent par suite du déplacement du centre de gravité, et unique-
ment produit pav les percussions initiales. Il aurait liew uniformément
autour d'un méme diametre, comme si le centre de gravilé était en
repos, et que la lane ne it sollicitée par aucune force.

Il n'en est plus de méme quand on a ¢gard a la non-sphéricité des
couches de la lune; car Ia résultante des attractions de la terre et du
soleil n’est plus appliquée toute entiere au centre de gravité, et une
partie tres petite de ces forces agit pour troubler le mouvement de
rotation qui se trouve ainsi dépendant du mouvement de translation.

(6). Pour établir les équations différentielles du mouvement de ro-
tation , nous rapporterons la position des différens points du sphéroide
lunaire aux trois axes principaux qui se coupent & son centre de gravité.
Ces trois axes sont {ixes dans l'intérieur du corps, mais mobiles avec
Ini; et lorsque leur direction sera connue a chaque instant, la position
du mobile sera complétement délerminée. La direction de ces trois
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axes principaux, & une époque quelconque, dépend de trois angles que
nous allons définir.

Menons par le centre de gravité un plan xoy (fig. 1) paralléle au plan
d’'une écliptique fixe correspondanta une époquedonnée, et soit, an hout
d'un temps quelconque ¢, 8 l'inclinaison du plan des denx axes prin-
cipaux ox oy, avec le plan fixe, ¢ I'angle que fait I'intersection ON
de ces deux plans avec une droite fixe ox , tracée dans le plan xoy, eto
I'angle compris entre cette intersection et 1'axe o ; ces trois angles
seront des fonctions du temps. Les deux premiers ¢, 0, détermineront
la position da plan des x, yy; le troisiéme angle ¢, fera connaitre en-
suitela position de 'axe des 2 dans ce plan. Pourlever toute ambiguité,
on devra convenir du sens dans lequel ces angles seront comptés.

(7). Désignons par &, 7, 5, les trois coordonnés d'un élément quel-
conque din vapportdes aux trois axes principanx menés par le centre
de gravité supposé immobile. Au bout du temps ¢ quelconque, soient
X,dm, Y, dn,Z, dn, les composantes, paralléles & ces axes, de la
force motrice quiagit sur cet élément; si on désigne par X, dm, Y, du,
Z,zydm, les composantes de la force motrice, a laquelle sont dus les
accroissemens infiniment petits de vitesse qui ont liea a chaque instant:

(X;—X))dm, Yy —Y)dmn, (L, —"17,)dn
seront les composantesdela force perdue pendant l'instant d¢ par I'élé-
ment dm : Péquilibre devra avoir lieu en supposant tous les élémens
du corps animés par des forces semblables, et comme le centre de gra-
vité est regardé comme fixe, il faudra que la somme des momens des for-
ces, par rapport aux trois axes ox; 0y 05 soit égale a zéro, ce qui donne

(xy Yo— 7 Xgp)dm =} (x; Y, — 3y X)) dm

2
/EZl Xg— )y Zy) dm = [ (5 Xy — 2y Z) dny (1)

e

2,

(ry Zg—z Yo)dm =f (L, — 3z, Y)dm
les intégrales [ s’étendant & la masse entiére de la lune.
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Pour développer ces équations, on représente par p, ¢ , 7 les com—
posantes relalives aux trois axes principaux de la vitesse de votation
de la lune autour de laxe instantané de rotation; 7, ¢ , 7 sont des
fonctions du temps, et lon a entre ces nouvelles inconnues et les
inconnues g, ¢, 9 les trois ¢quations :

pdt = sin 0 sin ¢ dy — cos o ).
gdt = sin § cos ¢ Y 4 sin ¢ 5.y (2)
rdt = do — cos 0 dy,

qui reposent sur l'invariabilité des distances qui séparent les différens
points da mobile.

On démontre dans la théorie du mouvement de rotation 'un corps
solide autonr d'un point fixe, que les forces X,, Y, , 7, sont lides aux
quantités p , ¢, r par les ¢quations :

dg dr

X, :"17—J1—~+(/’J1 —qx) g+ (psy—rx)r,
dr (]/)

Yy =S — 2 o gz — 1) P e — ) s
(l/) (/

Z, =J’1$_ Xy — 7 4 (g — pz) p 4Ty — 424) q-

On substituera ces valears dans les premiers membres des équations (1),

et comme p , ¢, 7 sont des quantités communes a tous les points du
]
mobile , on les fera passer en dehors dusigne f ; tous les termes qui

renferment les mtwrale‘f Xy )y tl/;f J1 5 dm,

tront, puisque ces intégrales sont nulles d’ elles—m(,mea , dapres la défi-
nition des axes principaux. Sil'on désigne par A, B, C les trois momens
dinertie principaux , de sorte que :

4% din, disparat
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(x4 ) dm =C /(‘.1‘12—-—_)’12) dn =B — A
,
(2 42 dm =By Cotv: { [ (a2 —a)dm = A— C
/ (O - 22) dm — A / (rd— 28 dm =G — B
.
les trois équations (1) deviendront -
Car + (B — &) pgds = [ [y ¥, — 7, X,) don]
Bdy -+ (A— C) prdt -T—/E(z1 X, — i, Zy) dni) de) (3)
Adp 4 (C — B) qrds = /f(y1 Z, — 3, Y,)dm] dt
5

les trois intégrales que renferment les seconds membres de ces éqm-
tions dépendent des forces perturbatrices quon suppose agir sur la
Inne. Dans la question présente, les seules {orces qui puissent influer
d’'une maniére sensible, sont: I'attraction du soleil, a cause de la gran-
deur de sa masse, et 'attraction de la terre, a cause de sa proximité de
la lune.

(8) Considérons d’abord V'action de la terre.

Soit T la masse de lastre attirant qulil sera permis de regarder
comme réduit a son centre de gravité; «, 6, y les coordonndées de ce
point, rapportées aux axes mobiles oxy, 07y, 03,3 % sa distance & un
élément quelconque dm du sphéroide lunaire, dont les coordonnées
sont &y, 7y, 5y, Onaura:

we= (g —af +(r; — 6+ G —),

L/attraction exercée par l'astre T sur 'élément din sera représentee

JSTdm .
par~—, —, f étant l'intensité du pouvoir attractif qui répond a Punite
[4)
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de masse et de distance, et les composantes de cette force , paralléle-
ment aux axes principaux , seront :

ST(o— 2, dm, Y, dn =fT 6~y dm,

X, dm=
75 i
T {(y—z,)dm,
Z, dmn mf . - ) dm
w
par conséquent :
. Tdm
(o ¥y Xy e =L (o, —
& d
‘/-(TIY——“ l)(lm_fT[g‘/"x“m )’1 m
posons :
dm dm

0=/T [ — =/T

V("C’i—"‘/z“}‘@l'—" + (g — )

comme les limites de cette intégrale sont indépendantes des coor—
données «, 6,y de la planéte perturbatrice, on aura :

Q- r‘/‘(701-»—@(]175 dQ rf<71_6>‘]’”
da TR

ol 6 Q . dQ — T [ ‘/‘x, dm 'y (Zm

rx

du dé

10 1Q
donc : j(riY — 7y Xy) dm == G‘_l———a(_
do dé

On démontrera de méme que

\ Q0 793
f(zl Xl — :l:l Z]) (Z’]L == g_._(_ﬁy (H

dy da

dQ dQ

(v oy —z, YVdn = y— —6-—
f.h 1 s Yy) 7(16 a7

.
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Par suite, les équations (3) prenneunt la forme :

dQ dQ
Cdr+(B—A)pgdt ={ 6 — —a— | dr.
d 2 dé

o dQ AN
Bdg 4 (A —C)prdt = « v — | de. (4).
dy da

(/Q (/Q
Adp+(C—B) grdt = de.
(l 6 (/ v,

(9) Pour faire usage de ces équations, il faut remplacer les coordon-
nées a, 6, y de Uastre T, qui sont rapporiées a des axes mobiles ox, oy,
oz par d'autres coordonnées relatives aux axes fixes ox, 0y, 0z, dont
les deux premiers sont dans le plan de I'écliptique fixe, et le troisieme
perpendiculaire a ce plan.

A cet effet on a les formules :

a == (sin ¢ sin § cos § -}~ cos p cos §) | y (sin g cos ¢ cos @ —cos g sin Y
— 5 sin 0 sin o,
6 == x (cos ¢ sin Y cos 6 — sin ¢ cos §) 4y (cos p cos Y cos 6 -}~ sino sin)
— zsin 6 coso.
4 == sin 6 sin ¢ 4~ y sin 8 cos ¢ + = cos 0.

Telles sont les valeurs qui devront remplacer «, €, y dans les équa-
tions (4). Mais sans effectuer ces substitutions, on peut exprimer d'une
maniére trés simple les seconds membres de ces équations, an moyen
des différences partielles de la fonction Q, relalives aux angles
9, ¥, 0. En effet, si Pon différentie Q par rapport & ¢, en y regavdant
a, € comme des fonctions de cette variable, déterminées par les for-
mules précédentes, on aura :

do B AdQ da  dQ d8,
do T da (Zp ds de.

ont wve da 8 de
or on trouve : = == —_— == —
e do ?
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done :
dQ _dw )
B =L

consequemment le deaxieme membre de la premicre équation (&) n'est
d0

autre chose que
ds
On a pareillement ;
dY dQ du dQ (8 dQ dy

Gd=matentn

Et on lrouve :

o in d8
== — Y S Y, — == e X
4] " v cose
ty
‘“ 2 ¢os 6 sin § =y cos 6 cos § — z sin §
( £l
Donc
dQ o dQ (lQ
— = —ysino— —ycos9— - (xcos bsin -4y cosdcos
d3 du d&
. dQ
—zsing) —
dy
dQ
Ajoutant et retranchant « ——sin ¢, il vieni :
«y
dQ . dQ dQ dQ dQ
— =sing{a——y— 4 cosg €—m g —
&9 dy da dy ds

Par un calcul semblable, on trouve apres quelques réductions :

da i dQ dQ . . dQ dQ
—=snfcose{ a— —y— |+sinbsing -/———6—~>
dy dy do. ds dy

do dQ
~ cos 0 (a . £ —

o
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. .. dQ dQ £
Si Pon remplace dans cette derniére, o — — & par — — , on Lirera
d8 du sy

les valeurs des seconds membres des deux derniéres équations (4), savoir:

dQ dQ  cosg dQ | do X
O e e == cos 0 s111 .
a’y L do. sin 0 ( 4 + + e
dQ dQ sin o [/ dQ cZQ dQ
y——8 — =—1 | — €08 6 )— —- cos ¢
73 dy sin 6 \ d¥ dp o

Les trois équations (4) deviendront enfin:

dQ
Cdr + (B—A) p(/dt = d— dt
P

Bdg +- (A-C) prdt = z-g%—[- a;Q cos 9> 09 g —{—— sin o dt. ) (5)
ag

sin 6
Adp 4 (CB) grar — [ 2 1 © s)s'“ it — 2 v e
[4 - rYalr — — — €08 ‘Ul —— — CO5 © L.
i’ )9 dy " dy sin 8 do i (*,

N/

(10). Nous n’avons eu égard jusqu'ici qu'a Iaction de I térre sav I

lune. Si I'on veut maintenant considérer 'action da soleil, il faudra
ajouter a la fonction Q le terme

dm
.fsf — =
Ve, —d P (r —6Y 4+ (3, — 3"

S désignant la masse du soleil et, «, &, 7, les coordonnées de cet
astre, rapportées aux axes mobiles en sorte, que Ia valeur compléte
de la fonction Q deviendra :

dm
szTf" : .
Vxey—al4- (31 —6)4 (3, —7)

fm
475 f —— =
V(e —a Y —8 V(5 —7

* Mémoire de M. Poisson, sur la rotation de la tecre. — 137+ cahier du Journal de 1'Ecole Polytech-
nique, page 200.
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les intégrales s'étendant a la masse entiere de la lune; si Ton opere
sur le second terme de Q conune on a fait sur le premicr, on rvem-
placera les coordonndes o, &, 4 par leurs valeurs en fonctions des trois
angles ¢, ¢, 8, et prenant les différences partielles relatives a chacune
de ces inconnues, on voit que les équations (5) conserveront la méme
forme.

Ainsi, ces éqnations serviront & déterminer, de la manicre la plas
générale, le mouvement de rotation de la lune sollicitée par les attrac-
tions de la terre et du soleil. En lear associant les trois équations {27, on
aura un systéme de six équations diffcrentielles du premier ovdre, en-
tre les six inconnaes p, ¢, 1, , ¥, 0, et la variable ¢. Il s"agiva d'en dé-
duire,, par l'intégration , les valeurs de ces six inconnues en {onction du
temps £, et «('an pareil nombre de constantes arbitraives: [a détermi-
nation des angles ¢, ¥, 0, fera connnaitre, a chaque instant, la position
de la lune autour de son centre de gravité, et la détermination des
quantités p7, g, », fera connaitre a chaque instant la position de l'axe
instantané de rotation dans lintérieur du mobile, et la vitesse angu-
laive de rotation autour de cet axe; car les cosinus des angles 2, p., v,
que l'axe instantané fait avec les axes principaux ox, 0y, 03 sont res-
pectivement :

P g 7

COSA =2 mo——————  COS§ COs v =

2 = i ‘?;:
vt g s V/) + ot Vi gt

et la vitesse de rotation autour de Paxe est :

o =1 E G

On n'est point parvenu a résoudre rigoneensement e¢ systeme Jérpua-

tions différenticlles : & défaut d'unesolution géndrale, on a recours a
des méthodes d'approximation fondées sur la petitesse des forces per-
turbatrices qui agissent sur la luxe.

(1) Avant daller plus loin, il faut établiv une distinction entre Tes
axes principaux de Ia lune fondce sav Ia grandeur des momens d'inertic
qui s’y rapportent.

A Torigine du monvement de la lune, Taxe instantané de rotation
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a pu ne pas coincider exactement avec l'un des axes principaux qui
se coupent a son centre de gravité, pourva guil sen écartdt tres peu;
alors cet axe aura oscillé de part et dauntre deVaxe principal; mais pour
que ces oscillations soient demeurées trés-petites pendant toute la durée
du mouvement, c’est-a-dire , pour que le monvement de rotation dela
lune soit demeure stable autour de 'axe principal dont il s'agit, la
théorie apprend quiil faut que cet axe soit relatif au plus grand ou au
plus petit moment d'inertie. Or, la lune est nécessaivement plus appla-
tic dans le sens de ses poles de rotation que dans tout autre sens; con~
séquemment 'axe principal , antour duquel a oscillé Vaxe instantane,
se rapportera au plus grand moment d'inertie. Cela posé, les observations
actuelles ne signalent aucun déplacement sensible , dans la position des
poles de rotation de la surface a la lune; nous devons conclure de I3,
que les oscillations de 1'axe instantané, autour de 1'axe principal rela-
tif au plus grand moment d’inertie, sont anjourd’hui devenues insensi-
bles; en sorte que la direction de I'axe de rotation de la lune n'éprouve
plus que des perturbations provenant des actions permanentes de la
terre et du soleil sur sa partie non sphérique.

(12) Nous appellerons C le plus grand moment d’inertie, relatifa
I'axe des z;; ensorte, que oz, sera I'axe autour duquel la lune tournerait
sans les actions du soleil et de la terre : xj0y, sera le plan de I'équa-
teur lunaire; il résulte des considérations précédentes, que l'axe ins-
tantané de rotation s’écarte trés peu de l'axe oz, et comme le sinus de
I'angle que font entr'elles ces denx droites est ¢gal a

yr't+ g
Vo g

p et g seront deux fractions trés petites de 7, et du méme ovdre que

V'1— cos® v =

les forces perturbatrices, puisque ce sinus et conséquemment les quan-
tités p et ¢, deviennent nalles Jorsqu’on suppose ces forces nulles. Nous
adoptons pour plan [ixe, passant parle centre de gravité dela lune, un
plan paralléle au plan d’'une écliptique fixe qui répond a une époque
donnée : de cette maniére 9 représentera 'inclinaison du plan de I'dqua-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



-~ 95 -

teur lunaive sur cette éciiptique , quantité dont les astronomes ont
trouvé, comme nousl’avonsdil, la valeur moyenne fort petite; Ysera la
longitude du noeud ascendant de I'équateur lunaire, lequel est en méme
temps le nocud descendant de I'écliptique par rapport au méme équa-
teur, Cest-a-dire I'équinoxe d'automne de la lune. Cet angle ¢ repré-
senté (fig. 2) par NLux ; est vu du centre de la lune, et compté
a partir de la ligne fixe Lx, en sens contraire du mouvement de
rotation de la lune. Enfin, p est la distance angulaire du point de
Iéquatetar lunaire par lequel passe Vaxe pricipal oay an nocud ascen—
dant; cet angle est complé dans le sens de la rotation, il est représenté
par NLax ( les fleches indiquent les sens dans lesquels sont comptés les
deux angles § et ¢).

(13) Pour résoudre approximativement les équations (5), nousallons
développer la fonction Q; nous ne considérerons d'abord que le terme
dépendant de I'attraction terrestre, c'est-d-dire :

dm

st \ \
Vie,—af 4 (ry—6f (5, — 72

car nous verrons bientdt que I'action du soleil sur la lune n'a qu’une

inflaence insensible sur les mouvemens de I'équateur lunaive, par vap-
port a laction de la terre.— Si l'on désigne par d la distance de la terre

au centre de gravité de la lune, en sorte que:

o a -2 A
Fmo €4y
1
/ 2 7 o2 ‘. D)
Vlxg—af 0Oy — &7 + 50—y,
snivant les puissances négatives de 9, on aura, en négligeant les termes

1

aT;

et qu'on développe la quantité

de 'ordre supériear

R Y T
g STm _STm (.rf-f‘?’1’+Z12)dm+9‘/r [“2/-’%’ thns
- e

d 29° )

2 3
+ 6’[7’3 dm 4+ 7’/312 JIN]
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remplacant y® par 0*— a2 — 62, et ayant égard aux relations

ﬂ/(.rlz—-—zﬁ) dn=C—A (r2—z3)dn=C—B

on autra :

JTm fTR2C—A—B)
3 5 0

Q=

+ 3{(;5[((:-—;&) 2+ (C —~B; &)

Comme les équations (5) ne renferment queles différences partielles
de Q, relatives & ¢, ¢, 0, il est inutile de conserver les deax premiers
termes de Q qui sont indépendans de ces variables. — Remarvquons de
plus, que Ia force accélératrice qui sollicite chaque point de lalune
vers la terre, est représentée par

S (T+1L)
a I'unite de distance, T et L étant les masses de la terre et de la lune,
et cette méme force a aussi pour expression, en verta des lois de Ke-

pler, ¢’'m’, en désignant par p la distance moyenne de la lune ala terre
et par m la vitesse moyenne angulaire de ce satellite , on a done:

pPmt =f(T+4L)
La masse de la lune, conclue de son action pour soulever les eanx de

. 1
la mer, a éié trouvée — de celle de la terre. On en conclut
75

75
/

ST =

m P

706

m
Sion néglige la fraction 5g Onpourra regarder /T comme égal, afort

peu prés a p° m*, et d’aprés ces considérations expression de Q se ré-
duira, dans la question présente, a la forme suivante :

312 B
o= L((c—n)% R
R4 0
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(1%) I reste 4 y remplacer «? et €* par leurs valeurs en fonction des
angles ¢, ¢, 0, et descoordonnées x, ¥, z, velatives aux axes fixes dont
deux L, Ly, sont dans le plan de I'écliptique fixe, et le troisiéme Lz
divigé vers le pole boréal de l'écliptique. Mais auparavant, nous expri-
merons X, ¥, 3, au moyen de la distance de la terre a la lune, et du
mouvement vrai en longitude de la terre vu de la lune.

Soit LP (fig. 3) la projection du rayon vecteur mené de la lune ala
terre, sur le plan fixe 2Ly ;¢ l'angle PL qui représente le mouvement
vrai en longitude de la terre vade la lune; 7la longitude NLx du noeud
ascendant de 'orbite, ces deux angles v et [ étant comptés dans le sens
de la rotation de la lune; on aura:

)
x =10 =LPcosy = cos v
Q V't + tang® TLP
d
= PQ = LPsiny = sin ¢.
4 Q V1 4 tang® TLP
9
s TP — tang TLP

V1 4 tang® TLP

Or, si 'on concoit unesphére déerite du centre L qui coupe les trois
plans TLP, PLN, TLN, suivant les arcs ab, ac, bc, il en résultera
un triangle sphérique rectangle; dans lequel le c6té be sera égal a v—I
et Uangle opposé au cO6té ab sera linclinaison de lorbite lunaire a
Icliptique, que nous désignons par A; on aura conséquemment -

tang TLP = tang Asin (v — 1)
posons pour abréger :

i
2

(1 tang?rsin? (v — )] *=TU

Les valeurs exactes de «, ¥, z seront ;

x="Udcosv, y=Udsinv, z= U3 tanglsin (v —I)
4
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Par suite, les valeurs de « et de 6 deviendront :

a = U8 [sin (v ¢) cos 8 sin 9 - cos (v -} ) cos ¢
— tang A sin (v —1I) sin 6 sin ¢]
6 = U3 [sin (v 4 ¢) cos 6 cos ¢ — cos (v 4 ¢)sin ¢
— tang X sin (v—1) sin & cos ¢}

Elevant au carré maltipliant par C :
C (o 4 6) = CU%® | cos® (v + ¢) 4 [sin (v 4 ¢) cos0 — tang ;.
sin (v~} sin 6]: f

Réunissant ensuite les termes Aa® 4 B6* 1] vient :

Ao BE* = S-Ai@ U2o?
2

cos* (v 4 ) + [sin (v4-4) cos ¢

—tang A sin (p — [y sin 02
—B
—+ A 3 ) Us? ‘a::os2 v 4 ¢) —[sin (v - ¢) cost

—tang A sin (v—7) sin 0]3¥ cos 2

(A—B)

+ 5 U cos (v - ¢) [sin (v ) cos 9

—tang A sin (v — /) sin 0] sin 29.
Substituant ces valeurs dans Yexpression précédente de Q, on aura:

3 2,5
Qzﬂ;f_ U (2C—A —B)

e cos? (v + ¢) -} [sin (v ~}- ¢) cos 0

. —tang X sin (v — 1) sin 6]°
2 B ) U [0 o) — s 0o ) o5

— tang Asin (v — J) sin 9]2] cos 29 4~ 2 cos (v -+ ) [sin (v 4 &) cos 6

—tang A sin (v — /) sin 6] sin 2¢

(15) Actuellement on prendra les différences partielles de  rela-

tives a ¢, ¢, 8. La différentiation relative & p fera disparaitre le pre-
mier terme de @, on aura :
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‘_19__3”1 P B—A)U{|[sin(v4~) cos § — tang X sin (v—1{) sin§]*

7 ) ) 5
—cos? (v q/)] sin 2g
4+ 2 cos (v-}-¥) [sin (v } ) cos @ — tang A sin (v — I}sin 6] cos 29$

e 3me p° ,

=93 S (B—AU? %[sm (v 4 ¥) cos 9 — tang A sin (v — ) sin 6]
[sin(v-}-¢) sin 8 - tang Asin (v — ) cos 8] cos 2o
— cos (v-¢)[sin (v ¢) sin 6+ tang X sin (v—1) cos B] sin ‘7?‘
— 371 —(‘)C A—B)U* [sin (v 4 ¢) cos §— tang Asin (v — ) sin § |
[sin (v 4-¢) sin 6 tang A sin (v—1) cos 5]

dQ  3m2p

[cos 2 (w4 ) cos 9
dy ™2 :

4+ sin (v 4 §) tang 2 sin (v — ) sin 6] sin 2¢ — [cos (v -+ 4)sin(v—4)
+ [sin (v 4 ¢) cos § — tang A sin (v — I) sin 8] cos (v - §) cos 0] cos 2(94

+2 3 ¢ f (20— A—B) U*[—sin(o+4) cos (04 9)
— [sin (v - y) cos § —tang X sin (v—1)sin 6] cos {v4- ) cos 6]

£ (B—A)U:

(16) On substituera ces différences partielles dans les seconds mem-
bres des équations (5), et I'on aura aprés plusieurs réductions faciles
a apercevoir :

(mp +’ ’ ) o Z‘l' B

= 3m*(A—C) U* %i [sin (v - ¢) cos 8 — tang A sin (v— 1) sin 9]
[sin (v~ ¢) sin 6 -4 tang A sin (v — 1) cos 6] sin g

- [sin (v}~ ¥) sin 6 - tang Asin (v — [) cos 0] cos ¢ }
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dQ , do sing  d0
bl i PP T il N
(d\l‘ T do €08 ) sin 0 s oSt

= 3m* (C—B) U? f—: [sin (v -} $) cos6 — tang A sin (v — ) sin 6)]

[sin (v 4= 4) sin 6 4~ tang A sin (v — ) cos 0] cos 5
- [sin (v4-¢) sin @ ~}- tang 2 sin (v — 1) cos6] sin o

Désignons par = la longitude du périgée lunaire, et par e 'excen-
tricité de larbite, les formules du mouvement elliptique donnent

%-: i} e cos (mt —m) - €* cos 2 (mt — =)

En négligeant le cube et les puissances supérieures de I'excentricité,
on en déduit au méme degré d’'approximation :

§=1 -]—% & 3ecos(mt~—n)-[—g§fcos2(mt—w)

I’observation ayant donné pour 6 une valeur fort petite (1° 28" 45")
nous négligerons son carré dans les expressions précédentes, ce qui
réduira cos 8 a 'unité, etsin @ a 6. Enfin , nous négligerons pareille-
ment les termes du troisiéme ordre par rapport ae, 4, et par consé~
quent on aura :

U? =1 —¥sin® (v — )
Les expressions précédentes se réduiront a:

dQ
E,__ 2 (B A) (1—[—- e———)’) sin2 (v ¢ —9)
—-21631n(v——l)cos(¢’+4‘“?

—+ [3e cos (mt-n)-}- s?g-z-cc»s 2(mt —mn) 4 Z;i co0s 2 (v-D]sin 2(v4-¢=-9)

o d
(Zﬁ'}'ﬁ%c )°°S +——-amq:x=3m2(A—C)[1+3ecos (mt —)

sin &

{6 sin (o+n{:)+ksm(u—l]cos(v—|~\{;—-? .
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dQ . dQ 1 dQ.
((_{.q_)-i-zg cos 6) ::: : oy esg= 3m*(C—B)[1 4 3e cos int —m)]

[0sin (- ¢)4Asin(v—[)]sin (¢ +4—0)].

Enfin, on substituera ces valeurs dans les équations (5) et elles de-
viendront :

B-A 3’/ B-A 3 1
cIr-l—T pgdt = —2—(_-0—> det x(‘] —}—5 82_512) sin 2 (v¢ - 9)
~29sin(w-Dcos( 4§ -9+
9e? 2
(3¢ c0s (me =)+~ cos 2 (mt =) - %-0052 (v=D)] sin2 (4 $=g)

C-A
dg =

C-
prdt = = 3m’ (TA) [t 4 3ecos(mt-n)] [0sin (v 4)
- Asin{p=1)] cos (v + ¢ - o) dt.
C-B
grdt = 3m’ (T) (14 3ecos (nt-n)] [0sin (v - §)
+ Asin(e=1)] sin (o 4 ¢ ~0) e,

(17). Si la lune était composée de couches homogenes, termindes
par des surfaces de révolution qui eussent toutes pour axe de figure
Vaxe de rotation, les momens d'inertie relatifs aux axes situés dans le
plan de I'équateur seraient égaux, ensorte que I'on aurait A =B, et 12
premiere des équations (6)se réduiraita dr = 0. Ainsi on aurait alors
r=n; n étant une constante; en sorte que la vitesse de rotation de la

C-B
A

dp-

lune autour de son axe de figure serait rigoureusement constante. Or
lobservation a montré que le moyen mouvement de rotation dela lune
est égal 2 son moyen mouvement de vévolution autour de la terre. La
constante 7 serait done égale 4 m; et 'on serait ainsi obligé d'admettre
qua Yorigine la vitesse de rotation de la lune a été rigourensement
égele a sa vitesse moyenne de révolution autour de la terre, résultat
infiniment peu vraisemblable ; en conséquence nous rejetterons I'hypo-
thése qui regarderait la lune coreme un sphéroide de révolution autour
de son petit axe.
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(18). En négligeant les quantités du premier ordre par rapport aux
forces perturbatrices, p et ¢ devront étre regardés comme nuls, puis®
que ces quantités sont de ordre de ces forces (n® 12); la premiére des
équations (6) se réduira donc encore a dr= 0, doix l'on tire 7 =n,
n étant une constante pour laquelle nous devrons prendre , comme dans
le uuméro précédent, la vitesse m du moyen mouvement, en sorte que
n = m et conséquemment r = m; dans cette hypothése, les angles 5 ¢
 sont constans : car on tire des deux premiéres équations (2) (n° 7)

ds = (g sing— p cos ¢) dt

sin8 dy = (psin9 + g cos ¢) dt @)

d’ott I'on voit que les différentielles d8 et &y sont de Pordre des quan-
tités p et ¢. Enfin la troisiéme équation (2) donne alors dy = mde, d'oy
il résulte :

¢ =mi}¢,

e €tant une constante arbitraire.

(19). Actuellement si on néglige les quantités du second ordre par
rapport aux forces perturbatrices, la seconde et la troisieme des équa-
tions (6) deviennent, en y remplacant 7 par m.

- -A
(@ dg — (EB;& pmde = — 3m’ <—C-B—> [14-3e cos (mt — x|
[8sin (v &) Asin (v — )] cos (v 4 ¢ —o) d

- -B
(p) dp %]% gmdt = 3m* <CA ) [1- 3e cos (mt — ]

[6sin(v 4 ¢) 4 Asin(v — D] sin (v —o)dt

et dans {ears seconds membres, on devra vegarder 6 et ¢ comme des
constantes arbitraires, — Quant & Pangle ¢ -} ¢ — g, il est aisé de
reconnaitre qu’il reste toujours fort petit; cav la troisieme des équa-
tions (2) dans laquelle nous négligeons le carré de 8, donne en général
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et pulsque nous considérons 7 comme constant il en résulte F— 3 Y= nt
{en fixant pour plus de simplicité I origine de l'intégrale de maniére que
la constante soit nulle); or, la theor;e du mouvement elliptique donne
pour la quantité ¢ 'expression suivante :

. 5. .
v=mit -+ 2esin (mt—m) -} 3¢ sin 2(mt —n)— ;1 22sin 2 (mt — =)

4 Psina 4 Q sin 6 4-... etc.
en négligeant les termes qui renferment e et ) & des puissances supé-
rieares & la deuxiéme, et représentant par P sino -4 Q sin€...
les inégalités périodiques qui affectent le mouvement de révolution;
a,6... sont des angles qui croissent uniformément avec le temps.

On aura donc :
. 5 .. 1
v4 ¢ —¢==2esin (mt —=) - 1 e*sin 2 (mt — ) — A ¥sin2(mt-x
4 Psina 4 Qsin 6 ... ete

Le sinus et le cosinus de ¢ -~ § -— ¢ sont multipliés dans les équations
différentielles précédentes par un facteur qui contient 9 ou 2, et comme
nous sommes convenus de négliger les termes de Tordre ed*, €%, €%,
nous devrons réduire , dans les seconds membres de ces équations, le
cosinas de (v 4- ¢ — ¢) a'unité, et le sinus au premier terme
lesin (mt — x) : quant aux inégalités périodiques P sin « 4- Q sin § -...
Nous les négligeons, parce qu'ils ne donneraient aucun résultat appré-
ciable dans I'intégration.

Alors si Yon substitue m¢ a v dans les termes que 'on conserve, les
équations différentielles se réduisent a

C—
(9) dg— A pmdt = = 3m? g——]——f)[e sin (me - )% sin(me - L] de
— O €—4) ¢ (0sin (mt 4} &) sin (mt—10)] cos (met — =) dt
C-—B —B
(b} dp + === gmdt = 6m? (EA—) e [9 sin (mt 4 §)-42 sin (mi—1]]

sin (mt — =) dt.
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En négligeant d’abord les seconds membres, on trouvera aisément pour
les premiéres parties des expressionsde p et de ¢

p = 1/9._}5(7 sin (V(C—‘AIQ(I(;—B) mt—]—é)
(}=—-1/ _;Aacos(l/(c—“ii(;_mmt-}—é)

« et € désignant deux constantes arbitraires. — Puisqu’il résulte de I'ob.
servation , que les quantités p et ¢ sont trés petites, il faut que la cons-
tante «soit elle-méme trés petite, et de plus que le produit (C-A) (C-B)
soil. positif : autrement le coefficient de m étant imaginaire, les sinus
et cosinus précédens se transformeraient par les formules connues en
exponentielles réelles qui contiendraient le temps ¢, et croitraient in-
définiment avec cette variable, — Cette seconde condition est en effet
remplie dans la nature; car la lune étant applatie dans le sens des poles
e rotation, le moment d'inertie C, relatif a son axe de rotation, doit
étre plus grand que les deux autires momens A et B : ainsi les factews

C—A et C—B sont positifs.

Actuellement on aura égard au terme

C

1—3A [0 sin (mt 4 ¢) 4 Asin met — I de

— 3m?

que renferme le second membre de 'équation (g), les parties corves:
pondantes des valeurs de p et g seront de la forme :

p = Hosin (mt 4+ ¢) -} Kasin (mt — 1)

g = H6 cos (mt 4~ §) 4 K'd cos (mz — )
les coefficiens H et H', K et K’ s’obtiendront en substituant successives
ment ces termes et lers différentiellesd la place de p, ¢, dp, dy , dans
les deux équations (q) et (p).
On trouvera ainsi sans difficulté :

3m (C—A)(C—B)

~ AB— (C—A)(C—B)

3m A (C—A)

= = AB—=(C—A) (C—B)

HI
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3m* (C-A) (C-B)

K = L TAB—(C-AY (C-B)]F 5w AB

_ Imr A (C-A)
T m {AB—(C-A)(C-B) 4 2m’ AB

Dans ces deux derniéres expressions , on a représenté la longitude { du

neeud ascendant de l'orbite lanaire pav y — m't ; et, comme 2 est une
m

petite fraction, on a négligé son carré. On sait, en effet, que le ncead

ascendant de l'orbite lunaire a un mouvement contraire au mouve~

ment de révolution delalune, en vertu duguel il parcourt Uécliptique

en 6793, 39, tandis que la lune fait sa révolution sidérale en

27,13 32166 ; on a donc sensiblement :

lz' . £J , 32166 = 0. 004022
m . 67931 ,39 _ UUAEs

pour que les données de I'observation astronomique soient satisfaites,
il faut que les coefficiens H, H', K, K', solent trés petits, et cela aura
L C-A C-B . . . .
lieu si les rapports B A ont de trés petites valeurs : bien quon
ne posséde pas, dans P'état actuel de l'astronomie, de données précises
sur les grandeurs de ces rapports, nous assignerons plus loin des limi-
tes qu’ils ne sauraient dépasser : nous les regarderons deés a présent
comme treés petits.

(20). 11 reste a tenir compte des termes qui sont affectés de I'excen-
tricité e dans les équations () et (¢); mais d’abord ces termes pourront
étre réduits a une expression plus simple : en effet, les quatre produits
sin (mt -} ¢) sin (mt — 1), sin (mt — 1) sin (mt—= ), sin (mt - )
cos (mt — m), sin (m¢ — ) cos (mt — ), se transformeront en sommes
et différences de sinus et de cosinus, dont les uns renfermeront
langle 2mz , et les autres en seront indépendans: les premiers res-
teront insensibles aprés lintégration; et, comme tels peuvent étre

rejetés : les autres qui renferment les angles (x — 1), (§ — 1), aug-
5
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menteront par l'intégration qui leur fera acquérir de petits diviseurs :
nous allons les considérer.
Les termes de I'équation (g) auxquels nous avons égard, sont :

.)m2 C— A
9

FA

e [0sin(r 4 ¢)FAsin(z— D)) dt

et ceux de I'équation (p) sont :

-+ 3m? ~CZB e {8 cos (4 ¢) 4 Acos (n — )] db.

Solent :

Legsin(n-¢) 4 Mehrsin (n—{)
L'et cos (m ++ ¢) -+ M'ehcos (n—1)

Les parties correspondantes des inconnues p et ¢. Pour calculer les
coefficiens L, Li, M, M, nous représenterons par ¢ - it la longitude »
du périgée de la terre vue de la lune : nous aurons entre M et M les
deux équations :

BM (i+m)d(C—A)Mm = %’1_((: A)
AM (4 m)-4(C—B) M = 3m* (C— B)
que I'on peut mettre sous 1a forme:
,, C—A m 9my C—A
M+ B i+m M_i—-’- m 2B
C—B m ) 3m C—B
MY —~ A itwm Mwi—l—-m' A
C—-—AC—B
B ° A
conds termes des premiers membres , et 'on aura a fort peu pres :

C—A m . 9mC—B m
M= 3m B 1-}—m' M_—fl A z+7n

Vi la petitesse des rapports ,on peut négliger les se-
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Ob trouvera pareillement :

L=31nc Am .-.—-.929:1331

B i 2 A

Le périgée lunaire a un mouvement propre dirigé dansle méme sens
que le mouvement de la lune, en verta duquel il déerit une révolution
compléte dans I'espace de 32327, 5753. Ln conséquence, on a sensi-

blement :

T = 59
5753 0,008452

Lt en réunissant ce rapport a celui de i’ am (n®19), on trouve :

1-}—m 012474

m

C—AC—-—B8
B’ A
‘valeur a laquelle i}s ne s'élevent sans doute pas, comme on le verra plus
loin). On pourrait en conclure une ¢valnation approximative des coef-
ficiens M et M, L, L' : Mais ces résultats sont trop hypothétiques poar

que nous devions nous y arréler,
En réunissant les divers termes que nous venons de calculer, on aura

atteignissent 0,0006

Si I'on supposait que les rapports

une premiére approximation des valeursde p et de ¢, savoir :

v :‘/CZBasin (V(C*A) (C—1D) mt -+ 6 )

AB
~+ H6sin (mt -4 §) 4 Ki sin (’ m—4-m’) z—-,)
4 Le¢6sin (it +o 4 ¥) 4 Mehsin [(i—}—m')t—}- 0‘-—'/]

‘/C A, (co ]/(C A) (C B) mt-{—é)
-+ H'6 cos (mt + &) - K2 cos ((m-}-m’) t-y)
4 L e6 cos (it o 4= ) == M ed cos [ (i 4 m) ¢ 4 5-)
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Ces expressions vont nous servir pour apprécier linfluence du terme
B—A o A N
— pqdt que renferme la premiere des équations (6), dont l'inté-
gl‘ation va maintenant nous occuper.

En substituant les valeurs précédentes de p et de ¢ dans les équa-
tions (7), on en déduirait par de nouvelles intégrations les valeurs ap-
prochées de 0 et de ¢ qui feraient connaitre les variations de Pinclinaison
de I'équateur lunaire, et le mouvement des noeuds de cet équateur;
mais il ne parait pas, qu’en suivant cette marche, on puisse expliquer,
du moins avec simplicité , le phénoméne remarquable de la coincidence
des noeuds de I'équateur lunaire avec les noeuds moyens de Yorbite:
c’est pourquoi nous nous bornons i indiquer sommairement ces calculs,
et nous les reprendrons d'une maniére plusdirecte, aprés que nous au-
rons discuté la libration en longitude.

Détermination de la libration en longitude.

(21) Les lois de la libration en longitude dépendent de lintégration
de la premiére des équations (6).

d"+-—qut~——( )d g(1+—e——l’)sm"("+¢ 1)
~M0sin(w-cos(w4$=-9
+[3ecos(mt-n)+?-;—, cos 2 (mt —-x)-}- %Q—COSQ (w=-D]sin2 w4 -9

En ne tenant compte que des quantités du premier ordre par rap-
port aux forces perturbatrices, on devait négliger le produit pqg,
et regarder danslesecond membre ¢ comme une constante, et g comme
égal a m¢ : on remplaceraity 4 ¢ — g par la valear trouvée (n*19), et
alors le second membre se développerait en une série de sinus ou cosi-
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nus des angles m¢ — x, it — 1, o, 6. Par suite on obtiendvait pour 7
une expression de la forme

r=m-Rcos (nt—=x) 4 s cos (mt — 1)< T cos a -} U cos € 4 etc

qui ne permettrait pas d’expliquer comment , dans hypotheése infini-
ment vraisemblable ou il aurait existé a I'origine une petite différence
entre lemouvement de rotation et le moyen mouvement de révolution,
T'attraction terrestrea fini par établir entre eux une égalité rigoureuse :
cest pourquoi nous tiendrons compte, dans cette équation, des quanti-
tés du second ordre.
A cet effet, nous partirons de cette donnée de l'observation que le
moyen mouvement de rotation de la June est €gal a son moyen mou-
vement de révolution autour de la terre. Or, r étant la vitesse angu-

]
laive de la luane autour de son axe de figure, / rdt représente le mou-

2

vement réel de rotation de la lune, et puisque m désigne la vitesse

moyenne angulaive de la lune autour de la terre, [ mdtestsonmoyen

& 7
mouvement. Conséquemment la différence § rdt— / mdt sera nn tres

petit angle; posons:

rdt==f mdt-t+u
2,
L'angle u, excés du mouvement réel de rotation sur le mouvement
moyen, exprimera la libration réelle de la lunc en longitude. En diffe-
rentiant, nous aurons:

.__du

dt

Le mouvement de révolution de la lune est soumis a quelques iné-
galités séculaires dont la théorie a fait connaitre Ja cause. Laplace a dé-
montré que 1'équation séculaire du mouvement de la lune, est duea
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I'action du soleil sur ce satellite, combinée avee Ja variation séeulaire
de Vexcentricité de l'orbite terrestre (*).
dm

dt

La valeur de qui résulte de cette équation a pour expression :

din 3m?  de

—_—— s -

¢ —
dt m dt

m't désignant le moyen mouavement sidéral dasoleil et ¢ I'excentricitc
de Vorbe terrestre.
Cela posé, on aura par une seconde différentiation:
dr d*u + dm
dt de* de
Diautre part, nous avons entre les variables o, 4, 1, 1'équation

rdt = dy — d

qui donne : o — T/;dt =/:)zdt+ u

De cette équation, et de 'expression générale de v dont nous avons

donné le développement (n° 19) et ot Von remplacera mt pzu‘/md(,
4

on deduit :

: 1 .
vt b —¢ = — 1 - 2¢sin (mt—r) + g et— 1 A dsin (2mt —n;

+ Psina+Qsing4-.... el:c}.

On substituera cette valeur dans I'équation (8), en ne conservant que
les termes d'un ordre inférienr au troisiéme par rapport a e, 2,0, u.
Par suite le sinus de 2 (v <~ ¢ — ¢) étant déja multiplié par 20 se re-
duira & 'unité. L'équation (8) prendra la forme :

(*) Mécanique céleste, liv.7, no 13,

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



2 B—/ B—
) ;%? + 3Im? <*(—&> 1t =3m? ( s A) (Psina—+ Qsin €-....)
L 3wt de ,(B—A . _
4——c (/—t-]— 6m (—C—«>( stn (mt—=
2/ B— A
—}—:—)i} <—(;——>(1762 2y sin (2 mt — =)

__.B_——_Ap(/ — 32 <B__C_é>,n sin (e —1)

(22) Pour lintégrer, faisons d'abord abstraction des seconds mem-
bres qui ne contiennent pas z : I'équation se péduit a

du B A

I F3mt——u=v

i laquelle on satisfait en posant 7 = g sin (It - /); g et & étant denx
constantes arbitraires, et / une constante qu’on déterminera en suhsti

e - . ,
tuant pour et T leurs valeurs, cette substitution donue , aprés avoir
at?

divisé par g sin (It -+ /o)

— B4 3m B_E A o doul=m 1/3/3_::'_i)

et par conséquent
u=gsin (1/3.(3—5—1) ,,I,t.-}—)’;),

Actuellement, si I'on tient compte des termes périodiques P sin o -
Qsin 6 ... que renferme le second membre de I'équation (9), chacun
deux introduira, dans 'expression de «, un terme de la forme P’ sin «

+ Q' sin 6 4-...etc

On aura pour déterminer P' I'équation :

() ()
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— 3m? B—A
I, \ lw . P: C P
d’ou lon lire = NG A

— ) —=3m —

dt ¢
L Equation qui donnera ¢ sera de méme forme, on en tirera:

B—A
— 3m?

C
ds\? B——AQ
— | —3m* ——
dt C

da
. sont des constantes connues.

¢
/.' d

Pour avoir égard a I'équation séculaire de 1a lune, on ajoutera a l'ex-

pression de « un terme de la forme Re' —— dt , R désignant un coefficient

que l'on calculera a P'aide de I'équation :

(l’ (e (Ie) ,B—A B— A Jde’ 3m2 ede
+3m*———Re &= Tm

Comme les variations de l'excentricité e sont excessivement lenies,
Lo ) d? (e'de) .
nous négligerons le premier terme R g et alors I’équation don-
m
, (B —A)
m ————————
C
Ainsi le terme de u, provenant des inégalités séculaires qui affectent
le mouvement de révolution de la lune, est :
., de
m-* e ——
dt
(B—A)
m g

neva : R =

L'expression de u, calculée jusqu'ici, se compose des termes suivans:
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3 (B—A)
3 B mTe
u = gsin 1/ ( mt + i) — A Ty P sin «
— | — 3mr ——
dt C
B—A de
3m? <—E—i’2 m* e (‘5‘
—_— - iné—etc...-f- ——>5———=
BY e B 2T TE )
- m C c

(23). Avant d’aller plus loin, il convient d’examiner les grandeurs
de ces divers termes, afin de faire la part d'influence que chacan
deux peut avoir sur la libration réelle de la lune.

3 (B—
L’argunment g sin l/_£~)

A . .,
C mé -t~ ) wa point été reconnu

par l'observation : en conséquence la constante g doit avoir une valeur

)

trés petite ; et de plus la quantité V(—C— est réelle; autrement

. , ) . 3(B—A) )
le sinus de I'arc imaginaire " mt se transformerait en

C

exponentielles réelles qui pourraient croitre indéfiniment avec le

temps. Ainsi est une quantité positive, en sorte que le moment

C
d'inertie B est plus grand que A. 11 est aisé d'interpréter cette inégalité,
daprés l'effet que Pattraction terrestre a dii produire sur I'équatenr
lunaire : en effet, le moment d'inertie A est relatif a I'axe principal
Lz, qui fait I'angle ¢ avec la ligne des noeuds de I'équateur lunaire ;
or, cet axe est précisément dirigé vers la terre pendant toute la duréé
du mouvement; car 'expression de la différence ¢ 4~ ¢ — g, trouvée
plus haut (ne 21) fait voir, quabstraction faite des petites inégalités
périodiques et de la libration, ¢ est toujours sensiblement égal a
v+ ¢, cest-a-dire, & Pangle que fait le rayon vecteur mené de la lune
i la terre avec la ligne des noends de I'équateur lunaire. Ainsi Iaxe de

Véquateur auquel se rapporte le moment A , est toujours a peu pres
6
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dirigé vers la terre. Dés-lors on concoit que I'attraction terrestre aura
produit un allongement de I'équateur dans le sens de cet axe, et con-
séquemment le moment d'inertie A doit étre moindre que B. Nous
donnerons dorénavant a I'axe relatif an moment A le nom de premier
axe principal. _

Parmi les termes qui proviennent des inégalitds périodiques du
mouvement de révolution, deux seulement peuvent avoir un effet
sensible dans lintégrale; l'un provenant de I'équation du centre
Pautre de l'équation annuelle ; nous supposerons que le premier soit
le terme multiplié par P sin a, en sorte que « représentera 'anomalie
moyenne de la lane; et que le second soit le terme multiplié par
Q sin 6, 6 étant 'anomalie moyenne du soleil. — Le premier peut
étre sensible & cause de la grandeur de 'équation du centre; ona,
d’aprés les tables de Mayer, P = 22681,6 secondes sexagésimales, et

do\’ , .
(-f = m?. 0,98317; par conséquent le coefficient du terme corres-

pondant dans I'expression de u«, est égala:

B—A ]
3B — A = ) 996816

098317 —3 @‘E_‘”

. ) . ¥ . A
Puisque lobservation ne 1'a pas encore fait reconnaitre, ce terme

X , 1 .
peut étre regardé comme au-dessous de 5 degré ou 1800, posons donc

A

3B —4) 508816

C

£ 1800
0,98317 — 3 B—A)
C

On en tire
B—A 589,902
= 9
¢ <3usig = 002409
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Le terme provenant de I’équation annuelle est sensible 4 cause que
fod 2 J
(B-A)

. d6 . . )
la valenr de = est trés pelite, en sorte que lediviseur ?:"{E -=3m
¢

est lui-méme trés petit. On a :

dg 9 — Q —_— 4o
(E) = m" 0,005595  Q =668",7

Ainsi le coefficient du terme dont il sagit est

39%_5 668",7
B—A)

0,005595 — ST

M. Nicollet a trouvé, en comparant les résultats d'un grand nom-
bre d'observations, que la valenr de ce coefficient était 288",7 ; on en

conclut :
B—A
Sans regarder cette valeur comme déterminée d'une maniére bien
, . ) ., B—A
précise, nous pouvons du moins affirmer que la quantité ——— a,

comme nous 'avions annoncé, une trés petite valeur.

Le terme provenant de I'équation séculaire de la lune , savoir :

.y o A€
m*e'—
;B-A

m
G

B—A
C
moins excentricité varie avec une telle lenteur, que la petitesse de

de

” rend ce terme insensible. La conséquence importante qui résulte
dat

a augmenté dans lintégrale, & cause du petit diviseur ; néan-
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de notre analyse, c'est que les inégalités séculaires du mouvement .
révolution de la lune, n'auront point pour effet de découvrir a nog
yeux dans la suite des siécles, des parties jusqu'alors invisibles dy
globe lunaire; car l'attraction terrestre introduit dans Pexpression de
la libration ces mémes inégalités séculaires, et conséquemment elle
maintient dans la suite des siécles 'égalité entre les moyens moave-
mens de rotation et de révolution.

(24) 11 ne nous reste plus, pour compléter l'intégration de I’équa-
tion (9) qu’a tenir compte des termes qui renferment Pangle mt — z et

son double, et I'angle mz —{, et des termes quintroduit le produit
B—A

—
Ces termes sont :
3m* B~—A
6m® (—~——) € sin (nzt——n) + _’1 ( C ) (17e* — X *)sin 2 2 (mt —x)
(B- A) (B—A)

— 3m*— M sin (mt —1) — M

Les trois premiers ont une courte période et Waugmenteront pas

2 (B—

Vintégration ; par exemple le terme Gmi C=A) osin (mt ~— =) donnera
dans lintégrale

- C

dn\’ 3 2(B"—A)
m~—a — 3m' ——

T
Or, on a vu (n° 20), que — = 0,008452 X m; d’autre part nous ve-

—Om* —=

e sin (mé—mn)

B—A

nons de reconnaitre que < est une tres petite fraction qui ne sur-

passe probablement pas 0,0006; le dénominatenr du terme précedent
différe donc peu de m?, tandis que le numérateur renferme le produit
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.. (B=A) . : : . ,
trés petit S e. Ainsi ce terme est insensible, et a plus forte raison
les deux autresqui renfermentles carrés ¢?, ¥* et le produit 29, seront-
ils insensibles.

Voyons maintenant si le produit pg pourra développer des termes
a longue période , dont la grandeunr soit appréciable.

Si I'on fait le produit des valears de p et ¢, trouvées dans le n° 20,
et qw'on néglige les termes a courte période, on aura:

q___1/(c A)(C B)z in 9 I/(C—A)(C-—B)mt_‘__s

AB
MM
B 5 ENsin2 [(iFm)t+4 a'———}l]+-— e*6%sin 2 [it-}+ ¢ - o]

Nous omettons les termes qui renfermeraient l'avgle () — m't),
parce que nous verrons plus Join que la valenr moyenne de langle ¢,
considéré comme variable, est précisément égale & m'2, en sorte que
ces icrmes s'évanouissent d'eux-mémes.

Le premier des termes de pg donnera, & fort peu pres, dans Tinté-

grale :
1‘)-‘/ C—4) (C—B)isin 2<V €—4a)(C—=F) mt - 6’)

AB m? AB

Ce terme est insensible a cause de l'extréme petitesse de son coef-
ficient.
Le termne de x correspondant a

MM

e Wsind [{idm it -7 —7]

=

aura pour coefficient

o2 )t
C 2
fi4=my»  (B—A
—_—— 3 — J »4—-,‘__
m C

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



—_ 4 —

et donnera naissance & une inégalité dépendant de la différence ey
longitude du nceud et du périgée lunaire. Si la valeur numeérique de

2
i m’ « , . 1 B i A .
4 (j——— différait trés peu de 3 (—C—),ce terme aurait une va-
m

leur sensible qui pourrait méme étre trés grande ; mais puisque 'ob-

servation n'a pas fait reconnaitre cette inégalité, la différence
. N\ 2
i+ m B—A . . a .

4 ;l_—_ —3 (——C—> ne doit pas étre d’'une extréme petitesse;
- m

B—A
effectivement si 'on adopte pour —c la valeur 0,0006272 fournie

par 'équation de la libration en longitude dépendante de l'anomalie

) id-m -

du soleil, et qu'on substitue au rapport ——— sa valear 0,012474
m

(n® 20), on trouve :

— ; \2
SEB=8) G 6001950
C m

3]

—A
——=——, en sorfe

C

Cette différence est a peun prés égale au double de :

v
g 4

que le coefficient dont il sagit différe peu de

2 lequel, vil la

petitesse du produit ¢® 3, est insensible.

Concluons de cette discussion que les termes de I'expression «, que
nous avons calculés dans le n® 22, sont les seuls qui concourent d'une
maniére sensible au phénoméne de la libration en longitude.

(25) L’argument g sin <V §E%A_) mt - /o | détermine un mou-

vement oscillatoire du grand axe de I'équatenr lunaire, de part et
d’autre du rayon vecteur mené du centre de la lune 4 la terre. Lam-
plitude de ces oscillations est égale a la constante 2g et lear péviode

T sobtient en posant ‘/?-)LB;E}) mT = 2n

2
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dou F=— —
i 1/o (B—A)
C

T . ’ . ’ : B ~ T .
= représente la durée du mois sydéral 27 , 32166 : et si I'on connais-
m

1 L .
sait avec précision la quantité —————— on aurait immédiate-
3(B—A)
C
ment la durée des oscillations dua premier axe de I'équatenr lunaire. En
B—A

adoptant la valeur 0,0006272 pour — o on trouverait que cette
durée s'éléve a 629 jours environ.

3(B—A)
C

ermet d’expliquer comment la lune peat nous présenter toujours la
P pliq ] l

La considération du terme g sin ‘/ mé— 1t | nous

méme face, sans qu’il soit nécessaire du supposer gu'a l'origine les deux
mouvemens de rotation et de révolution de ce corps ait été parfaite-
ment égaux. En effet, la vitesse de rotation r étant en général égale

du

a m+ ) onaura:

r=m--gm 1/3 <B— A) <1/3 (B— mt—*—-h) 4 cte

eta Porigine, ¢ élant zéro

r=m-g ;111/5 B_—A>—|— weele

Or, cette valear initiale de la vitesse de rotation peut étre supposce

quelconque, a cause de la constante arbitraire g. Il suffit qu'elle ait

B—A
eté peu différente de la vitesse moyenne m, puisque g et o ont
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de trés petites valeurs. Ainsi l'invraisemblance infinie qu'il y aurait i
admettre une égalité rigoureuse entre la vitesse initiale de rotalion et
la vitesse moyenne de translation de la lune antour de la terre, n'existe
plus; et il suffit, pour étre d'accord avec les observations, que ces
denx vitesses aient été peu différentes 'une de V'auntre, cette différence
étant d’aillears arbitraire.

(26). Nous avons négligé, dans tout ce qui précede, I'action du soleil
sur la partie non sphérique de la lune : les indgalités que cette cause
peut produire sont en effet néglizeables vis-a-vis des inédgalités dues &
Pattraction de la terre. En effet, de méme que les termes provenant de

. T
Tattraction tervestre sont de ordre = T étant la masse de la terre et
P
p sa distance moyenne a la lune, de méme les termes provenant ds

S .
Paction du soleil sont de ordre =3 S étant la masse du soleil et ¢ sa

distance moyenne a lalune. Le rapport de 'action solaire a Laction ter-
3

P ;. ..
restre est donc v —; or, la théorie de la sravitation de la terre aulour
T o 3 2 o

du soleil, donne :

o _ S5+

T An?

f désignant Vintensité du pouvoir attractif rapporté a Punité de masse
et de distance, et T désignant le temps de la révolution sidérale delz

terre. Les mémes principes appliqués an mouvement de la lune aatour
de la terre, donnent :

¢ ST+
T 4 x?

L étant la masse de la lune, et T"la durée de sa révolution sidérale
autour de la terre. De ces deax équations, on tire :
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Le rapport Trt 1
¢ rappor S+Tse réd Lllt‘”lPCI_l p!e a

1
© g’ parce que L= 75T’

et que T est négligeable a cOté de S. On a donc :

S e O T 005669 = —
T-P.s—%-,rﬂ_ ,000 =177 environ.

Ainsi il est permis de négliger I'action du soleil due & la non-sphé-
vicité de la lune, par rapport a l'action de la terre due a
cause. C'est ce que nous ferons dans la suite de ce travail.

la méme

Du mouvement des noeuds de Uéquatewr lunaire, et de Uinclinaison
de cet équateur sur Uécliptique.

(47) Pour déterminer ces deux élémens , nous reprendrons les deux
derniéres équations (6), savoir :

dg - €-4 prdi == 3m* (C—;}f}) [1 -} 3ecos(me==)] [Bsin(r-1¢)
—+ Asinw—-0)] cos (v b ~ o) dr.
C- -
dp -+ grdt = 3n* B [1--3ecos (me-x)] [9sin (v 4= §)
£

- Asin (o= 0)] sin (v - d-g) dL.

et nous allons transformer les variables p et ¢ en deax autres qui aient

lavantage de faire connaitre, sans nouvelles intégrations , les valeurs
deget deo

A cet effet nous poserons:
Dsing=-s Ocosp=s

Lorsque les vaviables s et s seront connues en fonction du temps, on
en dédunra immédiatement les valeurs de 6 et de o:

—~ RY
2 V2 .
0 = “/ § + K tang 0= __.\"

~
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Et comme la valeur moyenne de linclinaison § a été trouvée égale &
10— 28— 45", on voit que s et s’ auront toujours de trés petites va-
leurs. :
1l s’agit d’exprimer p, ¢, dp, dg, en fonction de s et 5. On tire des
équations précédentes :

ds
) 9 N
7 sm P + COS p= =
ds 6(lcp . s’
G008 90 gsing = —
ds dg .
Nous allons y remplacer 7 ¢t g, P lears valears fonctious de p,

g, r- A cet effet, les équations (2) (n°7) deviennent, lorsqu’on néglize
le carré de 6:

pdt =8 sin ¢ df — cos ¢ db

gdt = 8§ cos 9 dy -+ sin ¢ db

rde = dy— d{
On tire des deux premiéres:

do .
= ¢ sin g— p cOs

dd :
6£=psmcp+qcoscp

d:
La troisieme donne: 6 =0r 4 G et remplacant d*# par la valeur
précédente , on a :

d .
8 (Tf.—=er+psmq>—-|—qc05q>

Daorés cela les valeurs de % et % deviennent
res cela fes valeurs de — et —— deviennent :
apres de  de
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On en deduit :

(i(/ s ds L dr
1[1‘ (ZZ‘ 7 (dt ! ;/t
d/) drs . ds dr
77 B P

. dr .
expressions dans lesquelles on remplacera » et o pav leurs valeurs ti—
p
rées de I'équation :

du

r= m—-[—

Comme nous n’avons égard qu'aux termes du second ovdre, il sera
permis de négliger les produits des variables trés petites s et s par la
différenee seconde s ; et aussi les produits des différenticlles ds, ds’
par du, en sorte qu'on aura stimplement :

d{/ d*s . (£9_
& dg ar

Cela posé , la seconde et la troisiéme équation (6) deviennent :

ds A4+B—-C ds k6K C—A
Itg—'—j——Bi——md—t—}- B mis ==

— 3m? ( [i 3¢ cos (mt— =)} [0 sin (v 4 ) = 2sin (v — )]
cos (v + ¢ —g) dt
: + A + BP— s C—

(lt

"C-—B . .
— 3’ K—A—) [1 4~ 3e cos (me—m)] [8sin (v 4 ¢) 42 sin (v —1)]
sin (v -V —9) dt
Examinons maintenant les seconds membres de ces équations
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Nous avons déja reconnu que I'angle v — & —o est un trés petit an-
gle, dont l'expression est (n® 21)

— 12 ) sin 2 Onf— 2
N v

u+\”"—?=—u—{-2esin(mt—w>+ 2—62
+Psina 4 Qsin 6+ .. ete

et puisque nous avons négligé jusqu'ici les termes de troisiéme di-
mension par rapport a e, A, 6, nous devrons réduire dans les seconds
membres des équations précédentes, le cosinus de ¢ ¢ — g a I'unité,

et le sinus duméme angle, au premier terme 2e sin (mé—=) qui pourra,

par combinaison avec d autres sinus, amener des termes a longue pé-
riode. Quanta l'angle « quireprésente la libration en longitude, el any
termes périodiques P sin « 4~ Q sin 6 -}~ etc., nous les négligeons, parce
qu’ils. ne donneraient aucun résultat appréciable dans l'intégrale. Ln-
fin, nous remplacerons ¢ par mz et mt 4 & par o dans les termes (ue
nous conservons; et les seconds membres des équations différentielles
se réduairont aux deux expressions suivantes :

C—DB)
(47 éq ) .« . ——-3m’<——-]~3»~)

(e}
5§ — 3in? \—C—Mﬁrﬁl sin (mt —1,

— 9P E=a) [9 sin (mt 4 )+ & sin /nzt—l)] e cos {mt —z’

Il

(C—
(I éq). . bm? ——= [O sin (e ) 4 2 sin (mt—»])] e sin (nt—=z)

(28) X désigne linclinaison de Yorbite lunaire sur Iéeliptique fixe
d’'une époque déterminée; comme I'inclinaison moyenne de orbite lu-
naire sur I'écliptique mobile est sensiblement invariable, il sera atile
de T'introduire a la place de 2 dans les expressions préccdentes.

Désignons par , Vinclinaison de Vorbe lunaire sur I'écliptique mobhile,
par ¢ Vinclinaison de I'écliptique mobile sur I'écliptique fixe, ct par i
la longitude du noend ascendant de Fécliptique mobile sur le meéme plan
fixe. Cherchons a établir une relation entre A et 2. A cet effet, con-
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cevons un point m dans Je plan de lorbite lunaire, dont la distanec &
la lune soit Punité. Soit = la distance de ce pointa l’écliptique fixe, =" sa
distance a I'écliptique mebile ; enfin, z"la partie de la premiére distance
interceptée enlre les deux écliptiques ; comme linclinaison de 1'éclipti-
que mobile sur I'écliptique fixe est un angle fort petit, nous pourrons
négliger son carré. Or, si mP et mP” (fig. 3) sont les denx distances d¢-
signées par s et =, et que P” soit le point ot la premiere rencontre le
plan de Técliptique mobile, on a en remarquant que l'angle PP’ est
égal ac:
7 =mP cos ¢

et par conséquent, en négligeant le carré de g, 7 sera égul mP"; mals

" i
mP" = z— 3" donc

2=z + ="
Cela posé, représentons par a la longitude du point i sur éeliptique
fixe ; comme nous sommes convenus de négliger les quantités du troi-
sieme ordre, par rapport a , 4, nous aurons (n® 14):
z=1hsin (x—{), 5 =) sin(x—10, " =¢sin(x—1)
donc enfin :
dsin (e —{) =3 sin (x —1) + ¢ sin {x —1)

Cette relation ayant lieu quelque soit x, nous pouvons y faire :

x=0etx =909, ce qui donne:
rsinl =) sinl+4 gsinl

2y cosl 4 gcosl

I

2 cos l
On en déduit :
Asin (mé—1) =) sin (me— 1) + Esin (mt — 1)
On substituera cette valeur dans les expressions du n° 27, et on
négligera le produit ¢e.
Les équations différentielles i intégrer deviendront enfin :
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s ALB—C ds (C—A)
s  Axb—b ds, ,L—4)
a7 5 "t B

= _ 3m2 Q—;_A) [y sin (mt— 1) ¢ sin (e —1 ]

s

%ﬁ [0 sin (mt - 4) % sin (me — D)) e cos (mt — ) (10)

A—{—-B C

— om?

(lL2 +

= — 6m?® <—-Z-—>[G sin (me4-4) - 2y sin nt—1)} esin (IIZZ’——T’.’)/

(29) Pour les intégrer, faisons d’abord abstraction des seconds
membres; il est visible qu'alors on pourra satisfaire aux équations, en
posant :

s = Msin ot §'== M cos at

M et M’ étant deux constantes indéterminées; si 'on substitue ces va-
lears et leurs différentielles dans les équations (10), réduites a leurs
premiers membres, on aura ces deux équations :

— BM ++ (A4 B—C)ymMat 4 (C—A)ym’M =0

— AM«*4- (A4 B—C)mMa 4 (C—B) m*M’ = o
I (A+4B—C)ma

Ao — m* (C—B)

et cette valeur , étant substituée dans la premiére, donnera une équa-
tion du 4° degré en «, savoir :

AB o'~ [(A4-B-Cy*+B(C-B)+ 4 A (C-A)] m? o~ & (C-A) (C~B) m=0

Désignons par u® et p? les deux valeurs de «* quon tirera de celle
équation; deux valeurs particuliéres de s seront :

s = Msin (p£4-¢) = N sin (p't 4 ¢}

e, ¢, M et N étant quatre constantes arbitraives, et deux valeurs par-
ticulicres de s seront :

s =M cos(pt +¢) =N cos(pt4¢)
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les constantes M et N étant lides a M et N par les relations :
M (A4-B—C)myp N (A4B—Cymy

M A —nw(C—B) N A" —mz(C—B)

Diapres la théorie des équations linéaires, les valeurs complétes de

setde 57, en tant qu'on néglige les seconds membres des équations
(10), seront :

S = M sin (pf 4 ¢) 4 N sin (vt 4 ¢)
§ = M cos (u¢ -} €) + N’ cos (Wt t¢)
et elles renferment quatre constantes arbitraires M, N ¢, €.
(30). Actuellemeut tenons compte des termes

(C—A) _ .
~—— 3m? N T [y sin (m¢ — D)4 &sin (me — )]

que renferme la premiére des ¢quations (10).
Les quantités & sin [ et§ cos [, sont soumises a des inégalités séculaires
que Ion peut représenter par un nombre fini de termes de la forme :

¢ sin(gt4h), ccos (gt 1) ..(*)
g étant une constante extrémement petite qui est racine d’'une équation

dun degré marqué par le nombre des planétes perturbatrices, et ¢ et /2
désignant deux constantes dont les valeurs se déduisent des observa-

tions. Si dans la quantité £ sin (ms— 1), on remplace ¢ sin I et L cosV/
h), et
en désignant par la caractérisque = une somme de termes semblables,

par les valeurs précédentes, elle deviendra ¢ sin (mt — gt

la partie de I'équation différentielle a laquelle nous nous proposons
davoir égard, se présentera sous la forme :

— 3m? (C—;%A—) [).1 sin [(m -+ m) t— 6] 4 Zc sin (mt — gt — /L)]

(nous y remplacons la longitude I par (6 — m't) ainsi que nous ’avons

déja fait dans le n°19).
Sotent : P sin [(m < m) £ — 6] et P cos [(m 4 m') ¢ — €]

(*) Mécanique céleste, liv. 2. n" 59
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les parties desets correspondantes aun ferme
C--A
: ) Msin [(m 4 m) ¢ — 6]

— 3
En substituant ces valeurs et leurs différentielles dans les ¢qua-
tions (10), on aura pour déterminer P et P’ les deux suivantes :

BP (m—t-n—/A-+B—C) P'm (m~+m')—4 (C—A) P’ =3m* (C—A)),
AP (m4m)Y— (A 4 B—C) Pm (m + m') — (C—B) Pm*=0
P!

De la seconde on tire le rapport 35

P
P'_ (A4 B—C)m (m-4-m)

P A(mEmy—m(C—B)
Puis la substitution de ce rapport dans la premiére équation, donnera
la valeur de P:

P 3m* (C—A) 1, [A (m+ m' Y — (C—B)m?)
- E

En posant :
E=m(m+$+m)y[(A+B—Cy+B(C—B)-4 4A(C—4]
—AB(m+m)—4(C—A)(C—Bn'
Nons avons déja vu (n®19) que m’ est une petite fraction de m, puis-
que Zz—z- = 0,004022. Cest pourquoi l'on pourra négliger dans le

’ ’ . ’ 772’ . .
numerateur et le dénominateur de P, le carré —, ainsi que les pro-
m

duits de ;—;—Z;- par les différences C — A, C—B, B— A. Le numérateur
se réduira a
—3m*'(C—AYA+B—C) )
et le dénominateur a
— m*(A+B—C)[2Cm —3m (C— A)]
JA(C—A)

En négligeant la fraction m; on aura donc a fort peu pres:
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Jin (C— A) 3,
2C0m — 3m (C— A)

P —

) . + ;nl ’ [ - A Ay .
Ensuite vu la petitesse de > le rapport P s réduit & peu pres a
Punité, en sorte qu'on pourra faire dans les calculs qui vout suivre,
P="P

1l nous reste a considérer les termes provenant du déplacenient sécu-
laire de I'écliptique, dont la somme est

— 3m?

2 csin (mt—gt—1I)

Les parties correspondantes des inconnues s et s, sobtiendront par
un calcul semblable au précédent. Il suffira de remplacer dans les va—
leurs de P et P', 3, par ¢ et ' par — g ; mais, a cause de Ia petilesse ex-

tréme de Z»:’;—l, les coefficiens se réduiront a — ¢; en réunissant les diffé -

rens termes que nous venons d'obtenir, nous aurons les valeurs de s et

s =Msin (pr 4 ¢) F Nsin (W t4¢) F Psin [{(m4m) ¢ —&)
—Zcsin(mt—gt — h)
s = M cos (pt 4-¢) 4 N cos (p't 4= &) - P cos [(m | m') t —€]

— 2ccos(mt—gt— )

Elles ne different de celles que Lagrange a données dans son second
mémoire sur la libration de la lune (*), que par les dernievs termes ot
nous avons tenu compte des mouvemens séculaires de Uéeliptique.

Mais ce ne sont pas encore les valeurs complétes de ces inconnues,
puisque nous n'avons pas encore ew égard aux termes affectés de I'ex-
centricité e dans les seconds membres des équations (10). Toutefois,
comme ces termes sont fort petits, nous pourrons adopter, dans une
premiere approximation , les valeurs précédentes de s et 5. Les résultats
auxquels leur discussion va nous conduire, touchant les inconnues 6 et
¢, seront ensuite mis a profit pour achever l'intdgration.

{*) Mémoires de Pacadémic de Reelin, anée 1780 . n. 85 clsuivans,
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(31) Ces valeurs de s et de s feront connaitre, a une époque quelcon-
que, la position des noeuds de 'équatenr lunaire, et linclinaison ¢ e
son équateur relativement 4 une écliptique fixe ; car on a (n° 27)

e
Or, daprés ce quon a va (n° 21), I'angle ¢ est 1ié a la longitude ¢ u
noewd descendant de 'équateur lunaire par 'équation ¢ — ¢ == my +u
dot

Y =g—mt—1u

Ainsi la connaissance de I'angle ¢ entrainera celle de l'angle ¢, ¢t
permettra conséquemment d’assigner les lois du mouvement des noends
de I'équatenr lunaire; quant a 'angle variable u«, qui représente la Ii-
bration en longitude, sa petitesse fait qu’il n’apportera qu’une inégalit¢
presque insensible dans la valeur moyenne de l'angle ¢.

Mais si nous conservons ces valeurs de s et de s, rapportées a 'celip-
tique fixe , Jes résultats que nous en déduirons pour le mouvement des
noeuds de I'équateur lunaire , et V'inclinaison de cet équateur, scront
affectés des termes dépendans du déplacement séculaire de l'éeliptique
vraie, que renferment ces expressions. Or, il est trés remarquable que
si I'on rapporte les valeurs de ces inconnues a I'écliptique vraie ou mo-
bile , ces variations séculaires disparaissent,

(32) Pour metire en évidence ce résultat, nous allons chercher les
valeurs de s et de 5" rapportées a I'écliptique mobile. A cet effet, nous
aurons recours a des considérations analogues & celles que nous avons
développées (ne 28). Concevons un point m (fig. 4) situé sur le premier
axe principal de V'équateur lunaire, lequel fait 'angle ¢ avec le noeud
descendant de cet équateur sur Pécliptique fixe, et supposons que la dis-
tance de ce point au centre de la lune soit lunité : soit y la perpendi-
culaire mP abaissée de ce point sur I'écliptique fixe, y'1a distance mP’
de ce point a I'écliptique mobile.

Remarquons qu'ici 3 sera plusgrand que y, si, comme on 1'a supposé
dans le n° 28, la quantité désignée par z était plus grande que 5. En
effet, nous avons dit (n® 2), que le plan de I'dcliptique mobile est tou-
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jours compris entre le plan de 'équateur lunaire, et le plan de I'orhite
lunaire : or, (dans le n° 28), I'équation 'z ==z 3" suppose que le plan
de I'écliptique mobile est plus rapproché du plan de L'orbite lunaire, que
le plan de Vécliptique fixe ; donc l'inverse doit avoir liea relativement
au plan de I'équateur lunaire, c’est-a-dire, que le plan de I'écliptique
fixe doit étre compris entre I'équatear lunaire et le plan de V'éclipti-
que mobile. Mais en négligeant le carvé de I'angle des deux écliptiques,
ona vu, dans le naméro cité, que la partie de la distance »* comprise
entre les deux écliptiques, était égale a 'excés de y sur y. Ainsi, en dé-
signant cette partie par " on aura:

Y=yt
Cela posé, on a rigoureusement y = sin §sin g, ct dans 'ovdve tap-
proximation que nous avons adopté
¥y ==8sing
désignons par 6, et ¢, linclinaison de 'équatenr lunaire sur I'éclipu-
que mobile, et ]a distance angulaire du premier axe principal an noend
" descendant de cet équatenr sur la méme écliptique; on aura :

¥y =0;sm g
enfin " = ¢ sin P'LN"; P~ ¢tant le point ot la perpendiculaire désignée
par ¥, rencontre I'écliptique fixe, et N' étant le noeud ascendant de
I'écliptique mobile. Or, on a: cos ¢ tang P'LN" = tang P'LN’; donc
en négligeant le carré de g, Vangle P'LN" peut étre confondu avec
PLN":on a donc " =¢ sin PLN' : d'une autre part, remacquons que
Tangle P'LIN" est sensiblement égal a la longitude de la terre vue de lu

lune, et comptée a partir du neeud N'; car on a vu que le premier axe
principal L est toujours a peu prés dirigé vers la terre (n° 23). Ainsi
nous pouvons €crive :
3= ¢sin (mt—1)
Il vésulte de ces valeurs de 5, ¥, 7, que lon a :
8, sin g, =08 sin ¢ 4= & sin (mt —1{)

Oua bien, en développant les inégalités séeulaives renlermees daus le

second terme (n” 30)
B, sin g, =0sino 4 Nesinlmt —wt — 1N
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En prenant un point dans le plan de I'équateur lunaive , dont la dis-
tance angulaire a I'axe principal soit égale & 90°, on démontrera par
des considérations semblables que

6y cos ¢y = 8 cos 9 - 3¢ cos (mt — gt — 1)
faisons Bysing, =8, 05 cos g =,

et remplacons 6 sin o et 8 cos ¢ par les valeurs trouvées plus haut, il
viendra :

sy == Msin (pt 4 e)+ Nsin (gt )+ Psin [(m4m') 1 — 6]
s'y=M'cos (pt +¢) - Ncos(pt+¢ )+ Pcos [(m-m')t —6]

On voit que les termes qui dans les expressions de s et de s repré-

i

I

sentaient le déplacement séculaire de V'écliptique vraie ont disparu des
expressions des, et s';. Par conséquent nous sornmes conduits a cerésul-
tat remarquable : le mowvement des points équinoxianx de la lune ot
Linclinaison de son équateur sur Uécliptique vraie sont indcépendans
des mouvemens séculaires de cette ccliptique. Cette proposition dont
nous avons cru devoir développer la démonstration est due a Laplace (*).

(33) Pour que les valeurs de s; et de s’y que nous venons d'obtenir,
saccordent avec les données de l'observation, il faut qu’elles restent
toujours trés petites. Cela exige 1° que les coefficiens M, N, P soient
fort petits; 2° que les valeurs de p et de w solent réelles, et consc-
quemment p® et p? devront étre réels et positifs : or ces quantités sont
racintes de l'équation du deuxiéme degré :

(1) ABX) — [(A+B—CP+B(C—B)+ 4A (C— A)] m X
4+ 4(C—A) (C—B)mz’:o

on aura done les trots conditions :

(C—AY(C—B)>0 (A4+B—CitB(C—B) F4A(C—A)>0
[(A 4 B—C? 4+ B(C—B)+4A (C—A)>16 AB(C— A) (C—B)

Nous avons ddja trouvé (n° 19) la premicre de ces conditions, et

e

{77 Mécanique céleste, liv, 5 pag. 5635,

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 61 ~

nous avons vu qu'elle est une conséquence nécessaire du mouvement
de rotation. — Les facteurs C — A, C— B étant positifs, la deuxieme
condition est remplie d’elle~-méme.— Quant a la troisiéme condition ,
elle fournit une inégalité entre les trois momens d'inertie de la lune
qui devra avoir lieu, quelle que puisse étre d'aillears sa figure.

Enfin la discussion de Ia fibration en longitude nous a conduits a

cette quatriéme condition B—A>o

(34) Puisque les constantes M, N, M, N- doivent étre fort petites,
supposous—les nulles dans une premiére approximation ; alors les va-
leurs de s, 5’y se réduisent respectivement :i :

P sin [(m—-nt) t —€] et P cos [(m—ni)e— 8]
par conséquent on aura
$ N .
tang o, == ;1 = tang [(m-m) ( — §)
1
d’out T'on dédnit pour ¢, les deux valenrs:

¢, == mt 4 m't—6, ou bien, ¢, = 180°+-mst f-mt—6

Voyons laquelle de ces deux valeurs satisfait aux observations. Nous
avons va que l'axe principal auquel se rapporte l'angle 9, et le rayon
vecteur mené de la lune a la terre, sont toujours, a fort peu prés, com-
pris dans le méme cercle de latitude. Donc en appelant ¢, la longitude
du noeud descendant de I'équatenr lunaire sur I'écliplique mobile,
comptée dans le sens de la rotation de la lune, et négligeant, comme
précédemment, le carré de l'angle 6, ,on a:

oy == mnt —
par conséquent, si I'on adopte la premiere valeur de p¢, on auva :
by =-—mit4-6
c'est-a~dire que la longitude moyenne du noeud descendant de léqua-

tear lunaire sera égale a la longitude moyenne du noeud ascendant
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de Forliite. Or ce résultat est précisément celui que Pobservation 4
donné a Cassini.
_ La seconde valeur de ¢, donnerait ¢, = 180°—m't 6. Or § —18(p
est la longitude du nceud ascendant de I'équateur lunaire; ainsi ce
serait le noeud ascendant de I'équateur qui coinciderait avec le noeyqd
ascendant de l'orbite, ce qui n’a pas lieu dans la nature. Nous admet-
trons donc la premiere valeur de g,.

L'équation 6, sin ¢; = P sin (m¢ -+ m't —6) donne alors 6, =P,
Ainst Uinclinaison de U'équatenr lunaire aura une valeur constante,
et en remplacant P par sa valear, on aura :

0. — 3m (C—A) N
L 9Cm —3m (C— A)

Lobservation a donné pour valenr moyenne de 6, et de X,

8, = 1°-28-45" = 5325
A = 5°-8-49" = 18529’

, . n’ .
on a d’aillenrs — = 0,004022.
m

On peut déduire de ces données une valeur approchée du rapport
9% ; en effet, on tire de I'équation précédente
C—A . 2m’ 0, . 0,004022 X 1775

C  3me, 423 11927

= 0,000598

Ce rapport a, comme nous l'avions annoncé, une valeur fort petite.
Encore cette valeur doit-elle étre considérée comme un maximum;
car elle repose sur la supposition que les constantes arbitraires Met N
sont nulles, et si on les suppose seulement tres petites, on aura en

verta de I'équation 8, =V 5,2+ 5, une valenr moyenne de §; plus

3m (C— A) %

- s par suite V'égalité 6, = - se changera
grande que P; par suite 1'égalité o, 5Cni— 3m (C—A) g

3m(C—A .
dans l'inégalité 9, > ()C"E,_ S ((l‘.—-A) d’ott 'on tivera:
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C—A
- < 0,000598

(35) Examinons actuellement le cas général ou 1'on regarde les
constantes M et N, M et N' comme ayant des valeurs trés petites ; et
d'abord nous allons faire voir que M est a peu prés égal a M, et N' &
C—A
C—B
A cet effet posons dans 'équation (11):

B=C{—i) A=C(l—e¢

2N

e et i étant des quantités trés petites dont nous négligerons les carrés;
on aura en divisant par AB:

A—e—)X2— U+ 2e—)m* X F- deim* = o
d’ou Yon tire approximativement :

, 1t 2e—it(l42e—i(1—8e)m
o 2(1—c—1i)

Si on a égard successivement aux deux signes, et qu'on effectue les
divisions, on trouve que les deux valeurs de X sont, aux secondes di-
mensions prés de et de 7 :

(14 3¢)n® et dei m?

En extrayant les racines carrées de ces quantités, on aura les va-

leurs désignées précédemment par p. et u’, savoir :

3 —
p=A4g5e)m p =2 ei.m

Actuellement on a trouvé (n” 29)

M (44+B-Cm* N (A+B~—Cymy

M~ ApP—m (C—B) N Al —m*(C—B)

Substituons a p et u’ les valeurs précédentes, et il viendra, en négli-
geant toujours les carrés de e et dei:

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— &4 —
3 r e o
M’=(1—-—§8)M Nz——-?‘/; (1—0iN

On aura donc a trés peu pres :

M =M N=—2NV¢
A

. C—B C—A . —
or, i=—E— e=—c—; doncenﬁnN::—ZN'[/E_ZI_;‘3

Cela dosé, divisons s par s, , désignons pour abréger mz - m¢ —¢
par ©, nous aurons:

M sin (ut <) + N sin (£ - ¢) 4= P sin o

Tang ¢, = =
M cos(pt +4-¢)+ 2N "/ g‘"—"; cos(pt-+¢)+ P cosw

tang ¢, — tang o
1 - tang ¢, tang »

Or, tang (¢ — ) =

[ sin @
Remplacant tang ¢ par la valeur précédente, et tang o par

, 0N

aura successivement :

[M sin (ut ~4-¢) + Nsin ('t 4] cos 0 —[Mcos (ut—4-¢) +2N "/ %:Aﬁ cos (p't -] sine
tang (py —w)= —

‘C—A .
P+ [M cos (pt =42) + 2N FH cos ('t —4~5"] c0s o - [M sin (pf + e) - Nsin ('t 4-¢)]sins

et

1 . —_—
Msin (pt4-c—aw) + N (~2— — ‘/C—‘;:) sin (@'t~ o) 4N (;—-;-“/ g—*;) sin (gt 46—l

C

P+ M cos (pt4-s—0) —N (% — "/ Ei-‘;) €0s (p t—-¢'—+) -+N (% _,_1/ E_;%) cos (uhre=

tang (py— @) =

Les observations ont appris que I'angle ¢; — wreste toujours trés pe-
tit; il résulte de la, que le dénominateur de cette expression ne saurait
devenir nul pour aucune valeur des angles, pz, w¢, o. Autrement,
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tang (p; — ) deviendrait infinie,, ¢; — o serait droit, et comme d’ail-
leurs le numérateur peut prendre une infinité de valeurs finies, positi-
vesou négatives, a raison des sinus et cosinus qu'il renferme, la valeur
de tang (9, — ») pourrait passer par tous les états d¢ grandeur entre
— o et |, en sorte que langle 9, — o pourrait dépasser toute
limite, ce qui est contraire aux observations ; de plus, le dénominatear
de tang (9; — ) ne devra non plus changer de signe; sans quoi, en pas-
sant du positif au négatif, il atteindrait zéro.

Cela exige qae la valeur de P soit plus grande que la somme des

coefficiens M 4 2 N ,g;%, abstraction faite des signes. Cette condi-

tion est d’ailleurs suffisante : car si elle est remplie , comme le numéra-
teur est essentiellement fini, ¢, — w sera toujours moindre que 90°, et
par conséquent Vangles ne fera quiosciller, de part et d’autre, de V'an-
gle » qui sera sa valeur moyenne.

Ainsi, nous avions 1econnu quen supposant nulles les constantes
Met N, dépendantes de I'état initial du mouvement de la lune, les
neeuds de son équateur coincidaient rigonreusement a toutes les épo-
ques du mouvement avec les noends moyensde 'orbite: et nous voyons
maintenant que si les constantes arbitraires M et N sont seulement re-
gardées comme trés pelites, les noends de I'équateur lunaire sur I'éclip-
tiqne mobile feront, de part et dautre des noends moyens de lovbite,
des oscillations dont T'amplitude sera moindre que 90°; en sorte que
leur moyen mouvement sera toujours égal au moyen mouvement des
neeuds de T'orbite. Ajoutons que cetle égalitén'exige pas, qic'a lorigine
il ¥ ait eu coincidence rigoureuse , entre la ligne des nocuds de I'équa-
teur et la ligne des noeuds de lorbite, ce qui serait fort peu vraisem-
blable : il a pu exister entre elles une différence arbitraire, mais trés
petite; que D'attraction terrestre aura empéché de saceroitre, et main-
tenu constamment entre certaines limites.

La senle condition nécessaire et suffisante pour que les observations
soient satisfaites, est Finégalité

P>M+2N1/%:%
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laquelle est toujours possible, puisque M et N sont des constantes ar-
bitraires. De plus, comme tang (p;— w) doit toujours avoir une tres
petite valeur, les constantesMet N seront trés petites par rapport & P,
On verra plus loin la modification qu’éprouve la condition précédente,
lorsqu’on a égard aux termes affectés de Uexcentricité e que renferment
les seconds membres des équations (10).

I1 nous reste a examiner ce que devient, dans le cas général, la va-
leur moyenne de l'inclinaison 6,; ona

00 =545, M2[1-—cos (Ht+e)]+N2[1—-cos 2 (pt 4-¢)]

9 2
+ M2 [1 + CO; 2 (‘U-t+€>] + 4 N;(—?—;A) [1+COS 22<f‘Lt+e>]+Pz

En ne conservant que les termes qui ne renferment ni sinus ni cosi-

nus, on aura pour valenr moyenne de linclinaison 6,

-—1/M’+ (1 +4(C A))-l—P’

Ainsi, nousavons vu précédemment que dans I'hypothése ot M et N

étaient nuls, Vinclinaison de I'équateur lunaire sur Iécliptique était
rigoureunsement constante et égale a P. Dans le cas général, cette in-
clinaison sera soumise a des variations périodiques toujours trés petites,
et sa valeur moyenne sera encore afort peu prés égale a la constante P.

(36) Pour compléter I'intégration des équations (10), il nous restea
considérer les termes affectés de 'excentricité e que renferment leurs
seconds membres. L'inclinaison 8, relative a 'écliptique fixe , pourray
étre remplacée par l'inclinaison 8; relative a I'écliptique mobile, suns
autre modification, de méme que linclinaison 1 a déja été remplacce
par 3, (n° 28); car cette substitution ne fait que développer des termes
affectes de 'angle ¢, et nous négligeons son produit par e. Puis, comme
Ia discussion du n°® précédent nous a appris que 0, a une valeur sensible-
ment constante et égale a

3m(C—A)X
2Cm —8m (C — A)
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- nous considérerons 4, comme constant dans les termes dont il s'agit,
ce qui sera d’autant plus rapproché de la réalité que cette quantité est
fort petite. Enfin, la longitude moyenne du nceud descendant del'équa-
teur lunaire étant égale a la longitude moyenne du noeud ascendant
de Vorbite, et ces deux angles étant comptes en sens contraire, nous
avons : mt 4§ == mz—1I. En conséquence, les termes que nous avons
i considérer se présenteront sous la forme :

C—A

B

(reéq"). . . . . —9m? (91 42 esin(mt — 1) cos (mt —r)

(= éq*). ... . . —6m? CT_"B> (8, -} %) esin mt —1) sin (mt—=x=)

Le produit sin (m¢ —1I) cos (mt — =) se transformera en une somme
de sinus : 3— [sin 2 mt—n — 1) sin (r —{)], et de méme le produit
sin (mt—1) sin (mt{—n) se transformera en une différence de cosinus -
= [cost— 1) —cos (2 mt —r — 1))

Nous négligerons les sinus et cosinus qui renferment angle 2nz,
, S .
parce que ces termes n'augmenteront pas par lmtegl ation ; mais le si-
nus et cosinus de I'are 1 —Z, acquerront par Pintégration de petits divi-
seurs, et donneront naissance a une inégalité qui mérite d'étre consi-
dérée. Remarquons d'ailleurs que n— I représente la longitude du
q q P 8

périgée de la terre vue de la lune, rapportée au neeud ascendant de
lovbite ; et comme on a désigné l'angle = par o - iz, et I'angle [ pav
6—m't,onaura:

n—l= ({4 m)t-4-o—86

Diapres ces considérations, les équations (10) deviendront en rédui-
sant leurs seconds membres aux termes que nous venons d'indiquer :

ds Ad4-B—-C d C—
EF‘—*__}-T (s+4( nzs

2
=—— 6, Fr)esin [iFm)t4o—¢
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(C_“B> m’s’

d*s’
dt?

A+B—C ds
Tt "aT

= — Jm? >(9 -+ X)) ecos [(i—m) t J o —8)
(37). Actuellement désignons par R sin [(i4m') t4-o — €] et par

R’ cos [(i +m) t } o—6], les parties de s et & relatives a ces nouveaux

termes : nous aurons, pour déterminer R et R, les équations

i—|—m' (C —A) m C—AN
( m B z—|—-m>R—_— 1= B )R

_ImC—A)0 )
3B idm

(1_ __) ( i4-m (C AB) l_':m R,>

- (C B) (4 +"w
B A z—-|—m

Nous pourrons réduire a I'unité le coefficicnt de R’ dans la premiére
équation, et celui de R dans laseconde, a cause de la petitesse des frac-

C—B C—A <'+;7L')’

) i
tions ———. Remarquons de plus que
R ! plusq

a unefortpetite

% = 0,012474 (n°20), on a:

. z
valeur ; car, puisque le rapport

< + e ) = 0,0001556. Enfin, le l]OlanE. (C—A)(C—B
m? AB

doute beaucoup plus petit que Ja valeur précedente. 11 suit de la quon
pourra négliger, dans la résolution des équations précédentes, les ter-

(i my

mes out les inconnues R et R’ seront multipliées par *———, ou par
m

est sans

C—A) (C—B . (C—A) (C—-B) mf ]
( _)A](S ), et méme par A]g T pour ne

garder que les termes dont les coefficiens sont dgaux & 'unité.
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On trouvera ainsi a fort peu pres:

(C—B) (s, +M) R Im(C—=4) @42
A i4-m 2 B i+ m

(On peut remarquer que la valeur absolue de R’ est plus grande que
celle de R; car, B étant plus grand que A (a°23), si, pour un instant

.::—--3"

on pose B = A - 3, on aura C_];A = gz—i_g_a et comme 9ZB

est une fraction proprement dite, elle augmente par U'addition de 3

. , C—A_C-—B
ases deux termes ; conséquemment on a 5 i

et par suite

R>R.)

En ajoutant ces termes aux valeurs précédemment trouvées pour s,
ets’ (n° 32), on aura les valeurs complettes de ces inconnues :

8y = Msin (pt ¢} -~ Nsin(p't4¢) 4 Psin [(m 4 m) ¢ — €]
+Rsin [i+m) t 40 —6]

s'y=Mecos (pt4¢)-} 2N 1/8—% cos(w't+¢)-Pcos [(m +m)t-6]
-+ R cos [(i +m)t4o—6]

clles se rédniront a peu prés a leurs deux derniers termes a cause de la
petitesse des constantes M et N.

(38) Examinons maintenant quelle sera I'influence des termes que
nous venons de calculer sur la valeur de tang (3, — «) trouvée dans le
n° 35.—1I nous suffira de considérer le dénominateur, quidevient :

P+ Mecos (ut 4 e—ow —-}-N( 1/C A)CGb(pt-FE —)

( c— A)cos<pt+ ERANRCS
R

cos [(m—1)t—¢]

d [t +7m\t+o'-—6
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Ce dénominateur doit garder constamment le méme signe, pour que
'T'angle (py—w) reste toujours inférieur a 90°; et comme P est positif,
cela exige que la valeur de P soit supérieure a la somme des valeurs
positives des coefficiens que renferme ce dénominateur. Cette condition

a donné (n® 35)
P>M- 2N 1/%—_%

inégalité qui est toujours possible, puisque M et N sont des constantes
arbitraires.

Dans le cas actuel, la présence des termes affectés des coefficiens
R et R modifiera cette inégalité, et comme la valeur de R’ prise posi-
tivement surpasse celle de R, on voit que le dénominateur gardera
invariablement le méme signe, sil'on a

C—A :
P>M+4 2NV 2”2 4R
C—B
cette inégalité doit étre vérifiée indépendamment des constantes arbi-

traires , en sorte que l'on doit avoir séparément P> R’
On peut déduire de cette derniére condition une limite supériere

C ,
du rapport -; en effet, si 'on remplace P par la valeur moyenne

B

de I'inclinaison 8,, et R’ par la valeur trouvée dans le no précédent, on
aura :

C—A 26, (i+m) C—A

B 506, F 1) om ou —¢ <£0,011436

C

: \ : —A :
mais, d’apres la valeur déja trouvée pour < (n° 35) on doit penser

e —— est de beaucoup inférieure a la limite précédente.

(39) Actuellement, on peut aisément obtenir de nouvelles valeurs
des quantités p et g , qui désignent les composantes de la vitesse de
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rotation de la lune autour de l'axe du plus petit et du moyen moment
d'inertie; on a en effet (n® 27):

ds’ . . ds
p=——ms— q—--—-ms-{-d—t

formules duns lesquelles il fandra mettre pour s et s les valeurs rap-
portées a 'écliptique fixe, trouvées dans le n° 30, et augmentées des
termes que nous venons de calculer (n° 37). On voit alors que les ter-
mes dépendans du déplacement séculaire de Uécliptique disparaissent
des expressions de p et g , puisqu’ils sont affectés du coefficient insen-
sible g, et en négligeant les termes qui renferment les constantes
Met N, on aura

p=m'Psin [((m4-m") t—8&] - [R’ (i}m’)— mR]
sin {(i-} m')y 40 — 6]
g=m'Pcos [(m+m’)t—64 [R (i4+m) — mR']
cos (i +m')tFo—6)

(i-{-—m’)R (z—{—m R

a cote de R et de

Si on négligeait les produits

R/, les coefficiens des seconds termes de ces formules se reduiraient &
—mR et — mR’, et d'aprés les valeurs trouvées (n° 37) pour Ret R,
ils coincideraient avec les coefficiens M et M? que nous avions obtenus
(n° 20) dans une premiére approximation.

Ces valeurs de p et ¢ feront connaitre les oscillations du péle de
rotation a la surface de la lune. L'inégalité représentée par les pre-
miers termes a une période trés peu inférieure au mois lunaire, a

Loom
cause de la petitesse de la fraction - dont la valeur est 0,004022,

Linégalité représentde par les seconds termes est plus considérable ;
elle dépend de la différence en longitude du nceud et dua périgée lu-

1 m0|s
naire ; sa période est égale a 1meis X m = 80 167. Peut-étre

des ohservations plus précises parviendront a la reconnaitre.
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Désignons par A la distance angulaire de I'axe instantané de rota-
tion a 'axe dv plus grand moment d'inertie C, on a(n" 12):

i A = P+q
na 1/ P+

formule dans laquelle on substituera a la place de p, ¢, r, leurs va-
leurs; si I'on prend pour unité le rayon de la lune, la valeur de sin 4
représentera le rayon du cercle que le pole de rotation décrit a la sur-
face de la lune.

Enfin la vitesse de rotation Y, autour de l'axe instantané , se déduira

de la formule V=V p>4- g*4-r*; si 'on fait les substitutions pré-

cédemment indiquées, on aura, a fort peu pres:

1 ml!

=m (5T P (R 4 7 (R — R)
cos 2 {(i m)t 4o —6))

FVu et approuvé par le doyen de la facrldté des sciences dv
lacadémie de Paris

J.-B. BIOT.

Permis d'imprimer :

Linspecteur-général des études, chargé de Uadministration de
lacadémie de Paris,

ROUSSELLE.
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RESUME

THESE DE MECANIQUE.

De la variation des constantes avbitraires dans les questions de
mécanique.

La méthode de la vaviation des constantes arbitraires, a recu ses
premiers développemens dans le calcul des perturbations planétaires.
Lorsqu’on a égard a l'action réciproque des planétes, le mouvement
elliptique n’est plus I'expression rigoureuse des fails, et on est conduit
a regarder le mouvement de la planéte comme ayant liea a chaque
instant sur une ellipse, dont les élémens varient par degrés insensibles,
et qui n'est autre chose que la conrbe osculatrice de l'orbite réelle.
Pour traduire cette conception géométrique par I'analyse, on introduit
dans les équations différentielles du mouvement, les termes provenant
de l'action mutuelle des planétes, et on cherche & satisfaire aux nou-
velles équations différentielles en faisant varier les constantes arbi-
traires qui complétent les intégrales du mouvement elliptique.

Cette inéthode peut s'étendre & toutes les questions de mécanique
o0, aprés avoir négligé une partie des forces qui agissent sur les mo-
biles , les équations différentielles du mouvement deviennent intégra—
les. Ces intégrales fournissent une premiére solution du probleme,
dantant plus approchée que les forces négligées sont plus petites par
rapport a celles que 'on a conservées. Pour étendre ensuite celte solu-
tion aux forces complétes, on fera varier les constantes arbitraives
contenues cans les premiéres integrales,

Mais pour que la substitution de ces inconnues aux inconunes primi-
tives du prohléme ait une véritable ntilité, i faut que les difféventiolles

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



- 76 —

des constantes arbitraires puissent étre présentées sous une forme qui
se préte aisément aux approximations successives. — Le développement
complet de ces différentielles repose sur plusienrs formules générales.

1° on reprérente par 9, §, 6... les variables indépendantes réduites au
moindre nombre possible, qui déterminent la position d'un systéme
de corps dans l'espace; par a, b, c... les constantes arbitraires qui
complétent les intégrales des équations différentielles du mouvement;
par T, la demi-somme des forces vives du systéme.

Pour abréger 'on pose :

c_i_qj . dy . da s
dt—"?>z—“!’7 d_t_ .. ete.
dT dar dT

v... ete,

Zp;:s,d—“’:zuj cﬁ=

Enfin on suppose que la somme des forces éppliquées aux mobiles,

multipliées chacune par 'élément de la distance dont elle dépend,

soit une différentielle intégrale, on démontre alors qu’on a en général :
d_q: ds . (_iip ds dy due dydu  dodv  db f{g

O Zd  Baatiad  Hdatdad T Bda T

= ((ZT[))

le symbole (a—;b) représentant une guantité indépendante du temps t
Cette quantité est en général fonction des constantes arbitrairves a, b,c..
et peat dans certains cas se réduire a une constante détermince.

2° Par une analyse semblable appliquée aux équations générales du
mouvement en coordonnés rectiligues, dans lesquels x, 7, 5, Jési-
gnant les coordonnés dun mobile m, et x’, ¥, 77, les différences

. dx dy &z
\e —_— a5y — 3} sy :
premieres —p - ~no 50 on trouve

da db~ db da Vda db  dbda dadbdb da
= (a, /))

dx dx dxdx  dydy dvdy  dzds s ds
(2‘) E’]Z . . o .
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la notation (a, b) désignant encore une quantité constante relative-

ment au temps.

Les formules (1) et (2) bien que déduites d'une méme analyse, se
distinguent I'une de l'autre en ce que dans la premicre, on a eu égard
aux conditions particuliéres auxquelles les mobiles peuvent étre assu-
jettis, tandis que la seconde en est indépendante.

3°Si lon imagine que les intégrales completes des équations du
mouvement aient été résolues par rapport aux constantes arbitraires,
en sorte que chacune d’elles soit une fonction connue du temps ¢ et des
variables ¢, 4, 6... 5,2, v... on démontre cetle troisicme formule qui
est comme l'inverse de la formule ().

dadb dadb dadd dadbdb dadb dadb [a Z]
L b

dsde dods ' dudy dyde vV dods  dode T

[(z, b] désignant une quantité indépendante du temps ¢.

Ces formules posées, on suppose qu'on ait intégré completement les
équations du mouvement en négligeant une partie des forces appliquées
aux mobiles; les expressions des variables indépendantes o, ¢, 6... sont
les fonctions connues du temps £ et des constantes avbitraives @, b, c...
JIr, les équations du mouvement sont du secound ordre et en méme
nombre que les variables indépendantes; par conséquent les constantes
arbitraires sont en nombre double de ces mémes variablas. — Si donc
on introduit les forces négligées dans les équations du mouvement, et
que pour satisfaire a ees nouvelles équations on regarde «, b, c...
comme des fonctions inconnues du temps £, on aura un nombre d'in-
connues double de celui des inconnues primitives. Par conséquent, il
sera permis de lear imposer un nombre de conditions égal au nombre
des variables ¢, ¢, 9... Ces conditions étant d’aillcurs arbitraires, on
choisira les plus propres & simplifier la détermination des nouvelles
inconnues. A cet effet, on convient d'égaler a zéro les parties de cha~
que difféventielle dp, d, df... qui proviennent de la variation des
constantes. Par ce moyen, les équations différentielles secondes du
mouvement sont remplacées par un nombre double d’équations diffé-
rentielles du premier ordre.
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Il s’agit actuellement de déduire de ce systéme d’équations les valeurs
des différentielles des constantes devenues variables da, db, de...
Représentons les termes qu’introduisent dans les équations du mou-
vement les forces perturbatrices, par (), (§), (8)... ces quantités sont
des fonctions connues des variables ¢, ¢, 8... qui peuvent n'étre pas les
différences partielles d’ane méme fonction de ¢, ¢, 0... et désignons
par la notation (), la quantité

WE+ DD+ Ot =@

« étant I'une quelconque des constantes arbitraires , on démontre que
la quantité (a) dt peuat étre exprimée en fonction linéaire des différen-
tielles dee, db, de... sans renfermer le temps ¢ explicitement , et ces
expressions sont :

(@) dt = ( a—,—b) db +- (aTc) de +

(b) dt = (b, a) da 4 (Z), c) de ... 4

() de = (c, @) da+ (c, b) db ..

ete.

th)

da

Dans lesquelles 12 notation (a, b) a la signification qui Ini a été donnee

dans la formule (1).
Daus chaque cas particalier, on déduira de ces équations les valears

des différentielles da , db, dc... en fonction de (a) dt, (b) dt , (c) dt...
Cela suffiva dans la pratique, mais pour compléter la théorie il importe
de trouver des formules qui donnent les expressions générales de ces
différentielles; ces formules sont :

da=[a, b] (b) dt + [a, c] (c) dt +...
db = [b,a)(a)dt 4 [b, c] (c) dt +... 5)
= (e, a] (a)dt + [c, b] (b) dt ...

etc.

ol la notation [a, 4] a la signification qui lui a été donnée dans la for-
mule (3).

La méthode de la variation des constantes ne doit étre considérée
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que comme méthode d’approximation. Les forces perturbatrices étant
supposées trés petites par rapporta celles que l'on a d’abord considérées,
les variations des constantes dues a ces forces sont aussi fort petites,
en sorte que dans une premiére approximation on peut regavder
a, b, c... comme des constantes dans les expressions de da, db, de...
par la le calcul des parties variables de a, b, c... se rédnit aux qua-
dratures , et c'est la un caractére spécial de la méthode que nous expo-
sons.

Ces parties variables servent de base a la deuxieme approximation ,
dans laquelle on a égard aux quarrés des forces perturbatrices, et ainsi
de suite, etc. A

Lorsque les forces perturbatrices rempliront la condition, que la
somme des produits de chacune d'elles multiplée par 1'élément de sa
de sa direction, soit la différentielle exacte d’une certaine fonction Q
des variables indépendantes , alors les quantités (a) dz, (b) dt, (¢) dt...
dQ JdQ dQ
da db de’
T'on pourra les remplacer par ces différences partielles dans les équa-
tions (4) et (5).

Pour appliquer les formules précédentes a la solution d’un probléme

ne seront autre chose que les différences pzu'tieﬂes

de mécanique, il fandra d’'abord calculer les diverses fonctions des
constantes @, b, ¢, représentées par la notation (a , 1)) . st lon fait

usage des équations (4); ou par la notation [a, 5], si I'on fait usage des
équations (5). Le nombre de ces coefficiens est égala celui des combinai-
sons deux a deux , qu'on peut faire avec les lettres @, 4, ... M. Poisson
sest livré & cette recherche dans deux problémes particuliers, sa-
voir, le mouvement d’un point matériel attiré par une force centrale
et le mouvement de rotation d'un corps solide. Les constantes arbi-
traires qui complétent les intégrales relatives a chacun de ces proble-
mes, sont au nombre de six, et ont une signification analogue dans les
deux questions, savoir: 1°la constante % qui entre dans I'équation des
forces vives; 2° la constante ¢ ajoutée au temps; 3° la constante £ qui
représente dans le second probléme la somme des airves décrites dans
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P'unité de temps, projetées sur le plan du maximum des aires, et dans
le premier laive décrite pendant ['unité de temps dans le plan de 1a
trajectoire, qui peut étre regardé comme un plan principal de projec-
tion; 4° la constante o qui indique un angle compté dans le plan dy
maximum des aires, a partir deson intersection avec un plan fixe; 5° la
constante « qui est la longitude de cette intersection comptéea partir
d’une ligne fixe; 6° la constante y qui est l'inclinaison des deux plans.

L’analyse conduit aux mémes valeurs pour les différenticlles de
méme nom dans les deux problémes; en sorte que leur solution est ra
menée aux mémes formules.

Une coincidence si remarquable doit étre une conséquence nécessaire
des lois fondamentales de la mécanique. En effet, on fait voir, en par-
tant des équations générales du mouvement d’un systéme de points
matériels, que les différentielles des constantes arbitraires qui compleé-
tent les intégrales premiéres, fournies par le principe des forces vives
et par le principe des aires, peuvent étre déterminées a priori, et ont
la méme expression dans tous les problémes.

Tous les résultats précédens ne supposent nullement que la somme
des forces perturbatrices, muliipliées chacune par 1'élément de sa
direction, soit une différentielle exacte. Ils conviennent donc , sans
modification , au cas ou la force perturbatrice serait la résistance d'un
milien.

En appliquant les formules générales au calcul des altérations, pro-
duites dans le mouvement elliptique d’une planéte par la résistance
d’'un éther répandn autour du soleil, on parvient trés simplement a
exprimer les variations des élémens elliptiques, en fonction de l'ano-
malie vraie de la planéte a Fépoque que I'on considére. Par conséquent,
en négligeant le carré de la force perturbatrice, on déduira de ces
expressions, par la méthode des quadratures, ou la réduction en série,
les valeurs des parties variables de ces élémens.

FIN.
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ERRATA.

Page 14, ligne 3. Supprimez (fig. 1).

Page 23 et suivantes. Au lieu de cette phrase :  sera {a longitude du neud ascendant
de Péguateur lunaire, lequel est en méme temps le nocud descendant de
Uécliptique, par rapport au mcéme cquateur, c'est-c-dire léquinoxe
d’automne de la lune, 'iwz i  sera la longitude du naeud descendant de
Uéquateur lunaire.

Page 23, ligne 6. Au Licu de ( fig. ), lisez : (fig. 1)

Ibid. \ ligne g. Au lieu de : noeud ascendant, lisez : neud descendant.

Page 25, ligne 7. Au lew de : ( fig. 3), lisez : ( fig. 2).

Page 38, avant-dernidre ligne. Au lien de : par suite le sinus, lisez : par suite le cosinus.

Itid., ligne 14. Au lica de : sin (2mt — ), lisez ¢ sin 2 (mt — =).

Page 59, ligne 3. Au licu de : ¢n (2 mt— x), lisez : +in 2 (mt — 7).

Page Ao, ligne 2. Au liew Jdc : Péquation qui donnera ¢, liscz : Uéquation qu:
donnera Y.

Page 45, en téte de laformuie. Aulien de: Lz‘ lisez : —16

2

Page 48,lignes 177 et 26. Au lien de T%, dans les deux formules, li-ez: T 2
Tbid., ligne 31. Auliende : T, lisez : T,.

Page 50, ligne 3. Aulien de § %, lisez : § 233
C—B C-A
Page 52, ligne 11. Au lieu de -—E-—dans la form:le, liscz : —B—~

Page 68, ligne 2. Au lieu de : ({—m”)t dans lu formule, lizez: (i4-m') ¢,
Page 56, ligne 14. Au liea de intégrale, liscz : itégrable.
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