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ERRATA. 

Page 47, lignes 4 et 5 , rétablir la formule ainsi : 

a,a2a3 = n 2 n ' 2 — n"a 

Page 6 5 , ligne 7, formule (62), enlever le signe • . 



P R E M I È R E T H È S E . 

APPLICATIONS MÉCANIQUES 

D U 

CALCUL D E S Q U A T E R N I O N S . 

P R É L I M I N A I R E S . 

Le Calcul des quaternions n'est pas une méthode nouvelle. Il y' a 
plus de vingt ans que furent publiéesà Dublin, en i 8 5 3 , les Lectures 
on quaternions, du géomètre anglais Hamilton, auquel la Science est 
redevable de cette remarquable méthode. Depuis, en Angleterre et 
ailleurs, les savants ne dédaignèrent pas de s'occuper de ce nouveau 
calcul ; parmi les travaux qui s'y rapportent, il y a lieu surtout de citer 
le Mémoire italien de M. Bellavitis, inséré en 1858 dans les Mémoires 
de la Société italienne des Sciences de Modène. 

M. Bellavitis considère le Calcul des quaternions comme une sorte 
d'extension de sa méthode des équipollences, si féconde en ce qui touche 
la Géométrie plane, méthode que j'ai essayé de faire connaître en 
France par la traduction d'une des œuvres de ce géomètre [*] et sur 
laquelle je n'ai pas à revenir ici. Mais, tandis que les règles du calcul 
algébrique ordinaire s'appliquent exactement aux équipollences (ou 
équations géométriques) du plan, il n'en est plus de même pour les 
équations gométriques de l'espace, que l'on considère dans la méthode 

[*] Exposition de la méthode des équipollences. Paris, Gauthier-Villars, 1874. 
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des quaternions. Malgré cela, M. Bellavitis, en se plaçant à ce point de 
vue, en rattachant les deux méthodes l'une à l'autre, sut mettre dans 
son exposilion une extrême clarté, parvint à résumer dans un Mémoire 
assez peu volumineux les principes essentiels du Calcul des quaternions 
et y introduisit même un certain nombre d'applications géométriques. 
De nombreux travaux ultérieurs de M. Bellavitis ont été publiés sur le 
même sujet. 

En 1866, parut à Londres l'ouvrage posthume d'Hamilton : Elements 
of quaternions, livre qui peut être considéré à bon droit comme une 
véritable encyclopédie mathématique. Depuis, l'un des disciples d'Ha­
milton, M. Tait, a publié un traité des quaternions: An elementary 
treatise on quaternions, Oxford, 1867, lequel a été réimprimé en 1873 

avec quelques changements, ce qui semble accuser, de la part des 
mathématiciens d'outre-Manche, un intérêt sérieux pour l'étude de ce 
calcul. Enfin, en 1873 aussi, a été publié un ouvrage élémentaire : 
Introduction to quaternions, de MM. Tait et Relland, qui contient de 
nombreuses et intéressantes applications géométriques. 

Cependant, cette méthode, dont on s'occupe en Angleterre, en Italie, 
en Allemagne, comme le montrent en particulier les travaux de Hanke), 
ne semble pas avoir pénétré profondément en France, jusqu'à présent. 
Jusqu'en 1874, à notre connaissance, un seul travail a été publié sur 
les quaternions, en 1862, par M. Allégret, sous le titre d'Essai sur le 
Calcul des quaternions. M. Prouhet en rendait compte dans les Nouvelles 
Annales de Mathématiques (année 1863, p. 333) et disait à ce propos : 

« Inventer des expressions qui par elles-mêmes n'offrent aucun 
sens à l'esprit, et chercher ensuite à leur en donner un par ce que l'on 
appelle une interprétation géométrique, n'est-ce pas comme si, après 
avoir construit une belle phrase, on cherchait quelle pensée on pour­
rait bien y mettre. » 

Cette critique, très-juste en elle-même, n'est pas applicable à la 
méthode des quaternions, telle qu'elle a été conçue par Hamilton et 
exposée par M. Bellavitis. Imaginer des symboles nouveaux pour 
représenter des faits géométriques très-réels, ce n'est pas faire une 
phrase pour se demander ensuite ce qu'elle pourrait bien signifier : 
c'est simplifier et perfectionner la langue parlée et la langue écrite, 



c'est gagner en concision et en force ; c'est par là même ouvrir la porte 
à des aperçus nouveaux, car on sait combien le langage réagit sur la 
pensée elle-même, en Mathématiques comme partout. 

Cependant le Calcul des quaternions ne semble pas avoir pris faveur 
en France. Depuis 1862, personne ne s'en occupait plus, lorsque 
M. Hoüel, en 1874, publia la dernière Partie de sa Théorie élémentaire 
des quantités complexes. Cette Partie, qui forme un volume de près de 
3oo pages, est exclusivement consacrée aux quaternions ; on y trouve 
résumés les travaux de MM. Hamilton, Tait, Hankel, Bellavitis : c'est 
en somme un Traité complet sur la matière, dans lequel réminent pro­
fesseur de la Faculté de Bordeaux a introduit les plus heureuses modi­
fications aux notations anglaises. Les applications tiennent aussi une 
assez grande place ; mais la préoccupation de l'auteur a été principa­
lement l'exposé de la méthode, et les applications données par 
M. Hoüel se bornent au domaine de la Géométrie. 

Il m'a paru qu'il pouvait être intéressant de prendre pour sujet 
d'étude quelques-unes des nombreuses questions de Mécanique ration­
nelle auxquelles se prête heureusement la méthode d'Hamilton. Beau­
coup d'entre elles ont été traitées, par l'inventeur lui-même, dans ses 
Elements of quaternions ; d'autres me sont au contraire personnelles, 
sans qu'il me soit possible d'indiquer d'une manière complète ce qui 
m'appartient et ce qui est au contraire la propriété d'autrui. En tous 
cas, je crois pouvoir affirmer au moins que la méthode d'exposition 
est sur tous les points nouvelle, et que l'introduction des notations 
françaises de M. Hoüel, auxquelles je me suis constamment attaché, 
est de nature à ajouter beaucoup de clarté aux développements. Il est 
permis de croire que cette question des notations est pour quelque 
chose dans l'abandon où la plupart des géomètres français ont laissé 
les quaternions. 

Dans ce qui va suivre, je ne reviens pas sur les principes de la mé­
thode ; j'ai pris pour base l'Ouvrage de M. Hoüel, que je suppose connu, 
et qui est trop complet pour que je songe à le refaire. D'ailleurs, mon 
but n'est pas de donner une exposition nouvelle du calcul d'Hamilton, 
mais bien d'en montrer les usages dans certaines questions de Méca­
nique. Parmi ces questions, je me suis efforcé surtout de choisir les plus 
générales, celles par conséquent dont l'importance théorique est la 



plus grande, et j'ai divisé mon Mémoire en trois Parties : Cinématique, 
Statique et Dynamique, suivant l'ordre généralement adopté aujour­
d'hui dans l'enseignement. 

J'ai cru devoir suivre une marche constamment analytique, et n'âp-
puyer aucun raisonnement sur des considérations géométriques, l'un 
des principaux mérites des quaternions étant précisément de fournir, à 
l'aide du calcul, des résultats dont l'interprétation concrète est ensuite 
immédiate. 

Je ne voudrais rien exagérer, et je crois qu'il serait inexact de préten­
dre que le Calcul des quaternions doive détrôner toutes les méthodes 
précédentes et faire renoncer aux procédés employés jusqu'à présent 
en Mécanique rationnelle. La méthode d'Hamilton n'est pas d'une appli­
cation universelle, non plus qu'aucune autre, mais elle me semble pré­
senter dans des cas nombreux de réels avantages : c'en est un déjà de 
n'avoir à écrire qu'une seule équation au lieu de trois, comme cela a 
lieu à chaque instant dans les questions de Mécanique ; et ce serait un 
tort, à mon sens, de se priver de ressources nouvelles, sous prétexte 
que ces ressources ne sont pas d'un usage constant. Les difficultés du 
début que l'on peut rencontrer dans l'étude des quaternions ne sont 
pas en rapport avec les avantages que l'on eu retire, une fois en pos­
session de la méthode. 

Je ne saurais enfin me dispenser, sans manquer à l'amitié et à 
la reconnaissance, de payer ici un juste tribut de remercîments à 
M. Hoüel, dont les conseils affectueux et l'extrême bienveillance m'ont 
été d'un grand secours, sans parler de son Ouvrage, par lequel il a 
rendu un véritable service à tous ceux qui s'occupent de Mathématiques 
en France. 



P R E M I È R E P A R T I E : C I N É M A T I Q U E . 

Étude du mouvement d'un point matériel. 

1. Si un vecteur variable x est donné en fonction de quantités con­
stantes (algébriques ou non) , et d'une variable réelle t, on pourra 
l'exprimer sous la forme 

(1) x = f ( t ) . 

Cette équation représente le lieu géométrique de l'extrémité du vec­
teur x, c'est-à-dire une certaine courbe de l'espace. Mais, si nous con­
sidérons le paramètre variable t comme représentant le temps écoulé 
à partir d'un certain instant pris pour origine, il est visible que cette 
équation exprime, en même temps que la trajectoire dont nous venons 
de parler, la manière dont celte trajectoire est parcourue par le point 
mobile. En effet, à un instant donné quelconque, la position du mo­
bile se trouve complétement déterminée. 

L'équation (1) est donc l'équation la plus générale du mouvement 
d'un point mobile. Sur cette équation, nous pourrons opérer suivant 
les besoins tous les calculs nécessaires, en nous conformant aux règles 
de la méthode des quaternions. Nous pourrons aussi la différentier et 
la soumettre au calcul des dérivées, la variable t étant réelle. 

2 . La vitesse du mobile X est évidemment fournie par 

(2) 

en grandeur et en direction. Nous désignerons aussi cette vitesse 
par x' t. 

En changeant de variable, et supposant pour un instant x exprimé 
en fonction de la longueur de l'arc de la trajectoire, à partir d'une 
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certaine origine, nous avons encore 

(3) 

Sous cette forme, la direction et la grandeur de la vitesse sont mises 

en évidence, car est évidemment un vecteur unitaire dirigé sui­

vant la tangente à la trajectoire, et exprime la grandeur de 

la vitesse. 

5 . Si nous décomposons x suivant trois directions non coplanaires 
quelconques A , , A 2 , A 3 , nous aurons 

X = x1A1 + x2A2 + x3A3; 

d'où, pour la vitesse, 

Or 

de là résulte que, si l'on considère le mouvement projeté, soit sur un 
axe quelconque A , , soit sur un plan quelconque ( A 1 , A 2 ) , on peut énon­
cer ce théorème : La vitesse de la projection du point mobile est égale 
à la projection de la vitesse du même point. 

4 . Si par le point pris pour origine on mène à chaque instant un 
vecteur x' égal à celui qui représente la vitesse, l'extrémité de x' dé­
crira une trajectoire, dont la loi de description sera donnée par l'é­
quation 

(4) 

Cette courbe représente ainsi la vitesse à chaque instant ; elle est d'un 
usage assez fréquent, et nous l'appellerons, avec Hamilton, l'hodo-
graphe du mouvement considéré. 

On remarquera que l'équation de l'hodographe (en même temps 



que de sa loi de description) s'obtient en prenant la dérivée de l'équa­
tion du mouvement par rapport au temps. 

Il est clair que l'hodographe d'un mouvement uniforme est une 
courbe sphérique de centre O, et que l'hodographe d'un mouvement 
dans un plan est une courbe dans le même plan. 

5 . Puisque l'accélération se définit par la variation de la vitesse, on 
voit immédiatement que cette accélération, à l'instant t, est donnée 
par 

(5) 

Comme on peut écrire aussi x" = (x', )'t , l'accélération est repré­
sentée par la vitesse du point correspondant de l'hodographe. 

De la définition même de l'accélération il résulte d'ailleurs qu'elle 
est située dans le plan oscillateur de la trajectoire. 

Si nous différentions la relation (3) par rapport à t, il vient 

(6) 

en appelant v la grandeur de la vitesse. 
Mais il est visible que x* exprime, en grandeur et en direction, l'in­

verse du rayon de courbure de la trajectoire en X (x'̂  étant, comme il 
importe de se le rappeler, un vecteur unitaire). L'accélération se 
trouve donc décomposée en deux parties : l'accélération tangentielle, 
dirigée suivant la tangente à la trajectoire, et dont la grandeur est 

l'accélération normale, dirigée suivant la normale principale, et 

dont la grandeur est si l'on appelle r le rayon de courbure. 

6 . Il suit immédiatement de là que l'accélération normale est nulle 
dans tout mouvement rectiligne, et que réciproquement, si l'accéléra­
tion normale est constamment nulle, le mouvement est rectiligne. 

On voit aussi que, dans tout mouvement uniforme, l'accélération 
tangentielle est nulle ; que dans un mouvement circulaire et uniforme 
l'accélération normale est constante en grandeur. 

2 . . 



Le théorème du n ° 3 , qui s'applique à la projection du mouvement, 
soit sur un axe fixe, soit sur un plan fixe, est vrai pour les accéléra­
tions comme pour les vitesses. On le démontrerait exactement de la 
même manière que ci-dessus. 

7 . Lorsqu'on passe d'un point x à un point x + Ax, infiniment voi­
sin sur la trajectoire, l'accroissement Ax peut s'exprimer au moyen de 
la série de Taylor, par exemple sous l'une ou l'autre des deux formes 
suivantes : 

(7) 

(8) 

Si l'on néglige dans la formule (7) les termes d'ordre supérieur au 

second, et si l'on remarque que est perpendiculaire à la tangente, 

on voit immédiatement que le terme représente la distance 

du point x + Ax à la tangente au point x. Ce terme peut se mettre 

sous la forme et par suite la distance en question est égale 

à la moitié de l'accélération normale multipliée par le carré de l'élé­
ment de temps. 

La formule (8) nous montre, de son côté, que si l'on porte sur la 
tangente en x une longueur égale à vdt, et si l'on joint l'extrémité de 
cette longueur avec le point x 4- Ax, la ligne ainsi obtenue est expri­
mée, en grandeur et en direction, par la moitié de l'accélération totale 
multipliée par le carré de l'élément de temps. 

Enfin, le premier membre de cette même formule (8) pouvant s'é­
crire x - 4 - Ax — x, il en résulte, en prenant les dérivées par rapport 
à t, 

(9) 

c'est-à-dire que la vitesse en un point infiniment voisin du point x, at-



teint au bout du temps dt, peut se décomposer en deux parties, savoir: 
1° la vitesse en x; 2° l'accélération totale en x, multipliée par dt. 

8 . L'origine O peut être regardée comme le sommet d'un cône 
ayant la trajectoire pour directrice, et dont chaque vecteur x est une 
génératrice. Dans le temps dt, ce vecteur décrira un élément de la sur­
face de ce cône, représenté par le triangle ayant pour sommet O et 
pour côtés x et x + dx. Le quotient de l'aire de ce triangle infiniment 
petit par dt pourra être appelé vitesse aréolaire du point x, et nous 
pourrons la représenter, en grandeur et en direction, par une longueur 
mesurée par le même nombre et portée sur la perpendiculaire élevée 
en O sur le plan tangent correspondant. 

D'après cela, si nous représentons cette vitesse par Y , nous pourrons 
l'exprimer ainsi 

(10) 

Je propose d'appeler la trajectoire du point Y hodographe aréolaire 

du mouvement. 
En prenant la dérivée de la relation (10) par rapport au temps, il 

vient 

(11) 

formule qui nous donne la vitesse sur l'hodographe aréolaire, ou, ce 
qui revient au même, l'accélération aréolaire du mouvement étudié. 

Il n'est pas sans intérêt de remarquer qu'en appelant X le point 
mobile, XV la vitesse, XJ son accélération, le second membre de 
l'équation (10) exprime l'aire du triangle OXV et le second membre 
de l'équation (11) l'aire du triangle OXJ. Cette seconde aire repré­
sente donc la dérivée de la première, en grandeur et en direction, et 
par conséquent, si nous projetons ces deux triangles sur un plan fixe 
quelconque, l'aire du second mesurera la dérivée de l'aire du premier. 
Ainsi : 

Un point étant mobile dans l'espace, soient formés les deux triangles 

ayant pour sommets : l'un ce point mobile, l'extrémité de sa vitesse et 



un point fixe quelconque ; l'autre ce point mobile, V extrémité de son 
accélération et le même point fixe. Ces deux triangles étant projetés 
sur un plan fixe quelconque, la projection de l'aire du second mesurera 
la dérivée de la projection de l'aire du premier par rapport au temps. 

Lorsqu'il s'agit d'un mouvement dans lequel les aires parcourues 
sont proportionnelles aux temps, la vitesse aréolaire est constante en 
grandeur, et par conséquent l'hodographe aréolaire est une courbe 
sphérique de centre O. 

S'il s'agit d'un mouvement qui a lieu dans un plan passant par O, 
l'hodographe aréolaire se réduit à une droite normale à ce plan. 

Si les deux circonstances précédentes se produisent simultanément, 
l'hodographe aréolaire s'évanouit, se réduisant à un point. Dans ce 
cas, le triangle formé par le vecteur x et l'accélération doit avoir une 
aire nulle, c'est-à-dire que l'accélération passe constamment par le 
point O. 

Réciproquement, si ce dernier fait se produit, nous avons, d'après 
(11) et ( 1 0 ) , 

Y, = 0 , T = C , 

de sorte que le mouvement se produit, dans un plan (normal à c) , 
avec une vitesse aréolaire constante. 

La vitesse aréolaire sur l'hodographe aréolaire a pour expression 

(12) 

Cela nous montre que cette vitesse est dirigée dans un plan perpen­
diculaire à x (ce qui était évident), et en outre que sa grandeur est 

exprimée par le produit de OX'par le volume du tétraèdre OXVJ. 

Lorsqu'on étudie un mouvement rectiligne suivant une trajectoire 
passant par l'origine, la notion de la vitesse aréolaire s'évanouit évi­
demment. 

9 . Nous pouvons, après ces considérations générales, chercher à 
étudier plus particulièrement les circonstances d'un mouvement qui 
s'accomplit dans un plan. Prenons un point de ce plan comme origine 



et déterminons la position du point mobile à chaque instant par ses 
coordonnées polaires ordinaires, que nous appellerons r et d. (Il est 
essentiel de ne pas confondre ravec r, que nous avons employé plus 
haut pour représenter le rayon de courbure de la trajectoire.) 

Le mouvement pourra alors se représenter par l'équation 

(13) x = r B A ° , 

A et B étant deux vecteurs unitaires, le premier perpendiculaire au 
plan du mouvement, et le second dirigé dans ce plan. 

Les coordonnées r et 0 doivent être regardées, bien entendu, 
comme deux fonctions du temps t ; d sera considéré comme rapporté 
à l'angle droit pris pour unité. 

En prenant les dérivées de l'équation (r3) par rapport au temps, 
nous avons, comme expression de la vitesse, 

(14) 

Cette formule (14) nous montre immédiatement que la vitesse se 

compose de deux parties : la vitesse de translation suivant le rayon 

vecteur; et la vitesse de circulation r perpendiculaire à ce même 

rayon. 

La vitesse angulaire est et la vitesse are'olaire se représente par 

cette dernière est de direction constante, comme on l'a vu 

plus haut. 

En prenant encore la dérivée de l'équation (14), nous avons 

(15) 

et nous voyons ainsi que l'accélération totale se décompose en deux 

parties, l'une dirigée suivant le rayon vecteur, de grandeur 

et l'autre, perpendiculairement, exprimée par 



Il serait possible également d'étudier un mouvement plan, en rap­
portant la position du point mobile à deux axes coordonnés dans ce 
plan. L'équation du mouvement prendrait alors la forme 

X = x1A1 + x2A2, 

x1 et x 2 étant fonctions du temps. 
Si l'on veut, en particulier, étudier le mouvement dont l'accélération 

est constante et égale à A , il suffit évidemment d'intégrer l'équation 

ce qui donne 

et 

(16) 

c donne la position du mobile à l'origine des temps, B la vitesse ini­
tiale de ce mobile. En supposant l'origine O prise dans le plan ( A , B ) , 
il est clair que A , B , C sont coplanaires entre eux, et avec x. La trajec­
toire est donc une courbe plane, et il est aisé de reconnaître que c'est 
une parabole. En choisissant pour origine la position initiale du 
mobile, l'équation se réduit d'ailleurs à la forme plus simple 

qui nous montre immédiatement que la trajectoire est une parabole 
dont les diamètres sont dirigés suivant A , et dont B est la tangente à 
l'origine. 

En prenant ainsi la position initiale pour origine, la vitesse aréolaire 
prend la forme simple ce qui donne une propriété assez 
intéressante. 

Les propriétés diverses de ce mouvement, les problèmes auxquels il 
donne lieu, pourraient être étudiés d'après l'algorithme des quater-
nions ; mais nous préférons, sur ces questions si connues, nous en 
tenir à quelques indications générales. 



1 0 . Cherchons à former l'équation d'un mouvement dont l'accélé­
ration, passant par un point fixe, est proportionnelle à la distance 
du mobile à ce point fixe. Nous exprimerons cette propriété par 
l'équation 

(17) 

en prenant pour origine le point fixe. Le signe + du second membre 
est relatif au cas d'une accélération répulsive, et le signe — au cas 
d'une accélération attractive. 

En intégrant cette formule, on obtient pour la loi du mouvement 

(18) x = A Ch mt + B Sh mt 

dans le premier cas, et 

(19) x = A cosmt + B sin mt 

dans le second, A et B étant deux vecteurs arbitraires, mais constants. 
Le mouvement représenté par la relation (18) a pour trajectoire une 

hyperbole ayant pour centre l'origine, et celui représenté par (19) une 
ellipse de même centre ; A et B , dans les deux cas, sont deux demi-
diamètres conjugués. 

La vitesse du premier de ces mouvements a pour expression 

(20) 

et celle du second 

(21) 

Nous voyons ainsi qu'à un facteur constant près cette vitesse s'ex­
prime par le demi-diamètre conjugué de celui qui aboutit au point 
mobile; si bien que l'hodographe est, pour le premier mouvement, 
une hyperbole homothétique de la conjuguée de celle que parcourt 
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le mobile; et, pour le second, une ellipse homothétique à la trajec­
toire. 

Ces équations (18) et (19) permettraient d'étudier les propriétés de 
l'hyperbole et de l'ellipse; mais, ayant actuellement pour objet une 
étude cinématique et non pas purement géométrique, nous n'enta­
merons pas une semblable digression. 

1 1 . Nous allons maintenant étudier un cas beaucoup plus intéres­
sant au point de vue des applications physiques, puisque c'est celui 
des mouvements planétaires : nous voulons parler de l'hypothèse d'une 
accélération centrale (appelant ainsi généralement celle qui passe con­
stamment par un point ou centre fixe) dont la grandeur est inverse­
ment proportionnelle au carré de la distance du centre au point 
mobile. 

Il est clair, tout d'abord, d'après ce qu'on a vu au n° 8 , que le 
mouvement s'exécute dans un plan, et que la vitesse aréolaire est 
constante. Maintenant, m représentant un facteur constant, nous 
avons 

(22) 

m est négatif dans le cas d'une accélération attractive, et positif pour 
une accélération répulsive. 

C'est celte équation ( 2 2 ) qu'il s'agit d'intégrer : la remarquable mé­
thode d'intégration qui suit est celle qu'a employée Hamilton. 

On sait que, généralement, Donc, divisant par dt, et 

introduisant sous le signe le facteur 

(23) 

puisque la vitesse aréolaire est constante. 
Par conséquent, 

(24) 



et de là 

(25) 

Il est seulement à remarquer que le vecteur E , que nous introduisons 
ici comme constante d'intégration, n'est pas absolument arbitraire. Ce 
vecteur est assujetti à être perpendiculaire à c, c'est-à-dire dirigé dans 
le plan du mouvement, puisque sont tous deux 

nuls, ce qui donne S. EC = o. 

Opérant sur (25) par x nous obtenons l'hodographe 

(26) 

Les deux termes du second membre sont des expressions vecto­
rielles : le premier est constant, et le second a un module constant, et 
ne varie qu'en direction seulement. Il suit de là que l'hodographe est 
une circonférence, de même plan que la trajectoire, ayant pour centre 

l'extrémité du vecteur E C - ' , et pour rayon 

On peut encore déterminer l'hodographe par les deux équations sui­
vantes, écrites simultanément : 

(27) 

La première représente une sphère, et la seconde un plan passant 
par l'origine, et aussi par le centre de la sphère. 

Pour avoir l'équation de la trajectoire, il suffit d'opérer par sur 
celle de l'hodographe (26), ce qui donne 

(28) 

ou, en opérant par S. ( ) c, 

(29) 

ou enfin 

(3o) 
3 . 
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Sous cette dernière forme, nous reconnaissons immédiatement la 
propriété du foyer et de la directrice. C'est en effet l'équation d'une 
surface de révolution du second ordre, ayant pour axe E . 

La trajectoire est donnée par l'intersection de cette surface avec le 
plan 

(3 . ) 

c'est-à-dire par l'ensemble des équations (3o) et (31). 
On reconnaît sans peine que l'origine est un foyer ; que la distance 

du foyer à la directrice est exprimée en grandeur et en direction par 

C 2 E - 1 ; que l'excentricité est et l'axe focal — 

L'équation (26) peut encore se mettre sous la forme 

(32) 

d'où résultent immédiatement la forme circulaire de l'hodographe et 
la détermination de son centre et de son rayon. 

Il est à remarquer, si nous nous rappelons l'expression de c, écrite 
plus haut, que le rayon a pour valeur le quotient de la constante m 
par la double vitesse aréolaire. 

Suivant que l'origine O est intérieure ou extérieure au cercle 

hodographique; si l'origine est alors sur la circonférence de 
ce cercle. 

1 2 . Cette propriété fort remarquable des mouvements planétaires, 
qu'Hamilton désigne sous le nom de loi de l'hodographe circulaire, l'a 
conduit à de nombreuses conséquences, que nous ne saurions repro­
duire ici, même en partie, au moins pour le moment. Mais, avant de 
quitter cette étude de la Cinématique d'un point, il ne sera peut-être 
pas sans intérêt de voir comment l'illustre inventeur des quaternions a 
étendu l'analyse du numéro précédent au cas d'une accélération cen­
trale quelconque. 

Soit R (au lieu de mr~2) la grandeur de l'accélération attractive, 
répondant à la distance r du mobile au centre fixe. 



Alors 

(33) 

si nous remarquons que r = 
Prenant les dérivées, en ayant égard à la formule 

que nous avons rappelée plus haut, il vient 

ou, posant la double vitesse aréolaire xx', égale à c, comme plus 
haut, 

(34 ) 

Opérant par en tenant compte de la formule (33) , on a 

(35) 

Mais, ainsi que nous l'avons remarqué au n° S, l'inverse du rayon 
de courbure d'une courbe quelconque x, dirigé suivant la normale, a 
pour expression le vecteur x"s appelé par Hamilton vecteur de cour­
bure. Et, en se rappelant que on peut transformer x" de la 
manière suivante : 

Le vecteur de courbure de l'hodographe a donc pour expression 

— ou, si nous remplaçons x" et par leurs valeurs ( 3 3 ) 

et (35) , et si nous appelons c la grandeur de la double vitesse 



aréolaire, 

(36) 

Quant au rayon de courbure h de l'hodographe, il a pour valeur l'in­
verse du module de l'expression (36), ou 

(37) 

En langage ordinaire, cette formule (37) peut se traduire par l'é­

noncé suivant : 

Dans tout mouvement dont l'accélération passe par un centre fixe, 
le rayon de courbure de l'hodographe a pour valeur le produit de l'accé­
lération par le carré de la distance, divisé par le double de la vitesse 
aréolaire. 

Ce théorème nous donne, comme cas particulier, la loi de l'hodo­
graphe circulaire pour le cas de l'attraction universelle, examiné dans 
le numéro précédent. Il nous fournit en même temps la démonstration 
de la réciproque de cette loi, c'est-à-dire que : 

Pour tout mouvement d'accélération centrale, si l'hodographe du 
mouvement est un cercle, l'accélération est nécessairement en raison 
inverse du carré de la distance du centre fixe au point mobile. 

La formule (37) peut encore se transformer, en introduisant la 
longueur p de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur la tangente 

à l'hodographe. On a, en e f f e t , c o m m e il est facile de le recon­

naître directement, et par suite 

(38) 

(39) 

Cette dernière relation (39) ne contient que des éléments relatifs à 
l'hodographe, puisque R n'est autre chose que la vitesse sur cette courbe. 

Elle nous fournit donc la condition pour qu'un mouvement donné 



soit le mouvement hodographique correspondant à un mouvement 
d'accélération centrale. Il faut, en outre, évidemment que le mouve­
ment donné s'exécute dans un plan unique. 

On peut aussi retrouver ces conditions en cherchant à résoudre 
directement le problème. Soit, en effet, z le mouvement donné. Le 
mouvement x dont z est l'hodographe s'exprimera par x == fz dt; de 
sorte que les conditions cherchées s'exprimeront elles-mêmes par 
l'équation 

(4o) ( J z d t . z ) = c, 

c étant un vecteur constant. 
Cette équation peut en fournir d'autres, d'une interprétation plus 

facile. Ainsi, en en prenant deux fois successivement la dérivée, nous 
avons 

(41) 
(42) 

De la formule (41) on tire 

et par suite, en vertu de (4o) , 

(43) 

ce qui démontre que la courbe donnée doit être plane. De plus, 

(44) 

et, en éliminant u entre 

(45) 

d'où l'on déduit immédiatement la relation (39). 



Mouvement d'un solide autour d'un point fixe. 

1 3 . On sait que la rotation d'une figure autour d'un axe fixe L , 
l'amplitude de la rotation étant 2X, se représente dans le Calcul des 
quaternions par l'opérateur L _ X ( ) l \ ou, si nous appelons L le qua-
ternion , par Lr' ( ) L. 

Nous ne nous arrêterons pas à démontrer cette proposition, ni à 
montrer comment elle permet d'opérer très-simplement des composi­
tions de rotations entre elles ou avec des translations. Nous allons 
seulement en déduire quelques conséquences, utiles pour la suite de 
notre étude. 

Considérons un vecteur A., qui subit la rotation que nous venons de 
définir, ce qui le transforme en A , . Nous aurons 

(46) L-1 AL = A1, 

et nous pouvons aussi mettre cette formule sous la forme 

(47) AL= LA1. 

Si nous décomposons le quaternion L (que nous pouvons supposer 
unitaire) en ses parties réelle et symbolique L0 et Z,-, la formule (46) 

nous donnera 

(48) 

De même, la formule (47) nous donne 

I 0 ( A — A , ) = L1A1 — ALi 

d'où, en prenant les parties vectorielles de chaque terme, 

(49) L0(A — A , ) = . L£[A 4- A , ) . 

14 . Comme première application, cherchons à démontrer le célèbre 
théorème, énoncé par d'Alembert, en ce qui concerne un mouvement 



infiniment petit, et consistant en ce que tout déplacement d'un solide 
dont un point est immobile équivaut à une rotation autour d'un certain 
axe. 

Prenons le point fixe pour origine, et soient A , B deux points du 
corps qui deviennent respectivement A , et B , . Je dis qu'on peut écrire 

(5o) L-1
 A L = A , , L-1

 B L — B1 , 

et il est évident que, si l'on peut trouver un quaternion L satisfaisant 
à ces deux équations, le théorème est démontré. 

Or la formule (49)> qui se déduit de la première équation (5o), en 
entraîne une pareille en B . Si nous les multiplions, et si nous prenons 
ensuite les parties vectorielles, nous aurons 

(51) 

Par suite, nous obtiendrons la direction du vecteur c'est-à-dire 
de l'axe de rotation, en formant l'expression (A — A , ) ( B — B , ) . 

Cette direction étant obtenue, tout est démontré en réalité ; mais 
nous pouvons nous proposer de rechercher en outre l'amplitude de la 
rotation, que la formule nous donnera immédiatement, si nous remar­
quons que L0 = cosX, L, = LsinX, d'où 

(52) 

Cette expression s'interprète géométriquement avec la plus grande 
facilité. 

Il est bon de remarquer que la démonstration qui précède suppose 
implicitement que le corps n'a subi aucune déformation. Il est clair, en 
effet, que c'est là une condition indispensable pour que les équations 
(5o) soient satisfaites. 

1 5 . Soit maintenant un corps solide, mobile d'une manière continue 
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autour d'un point fixe, que nous prendrons pour origine. Le mouve­
ment élémentaire de ce corps, à un instant quelconque, sera, d'après 
ce qui précède, une rotation infiniment petite autour d'un axe (axe 
instantané de rotation) passant par l'origine. 

Désignons par x le vecteur d'un point déterminé du corps à l'instant 
considéré; par T le vecteur unitaire suivant l'axe instantané (et dirigé 
dans un sens tel que la rotation élémentaire s'accomplisse dans le sens 
direct par rapport à cet axe) ; par dO l'amplitude de la rotation élé­
mentaire. Nous aurons, pour passer au point infiniment voisin x + dx, 

ou, négligeant les infiniment petits d'ordres supérieurs au premier, 

et enfin 

(53) 

Appelant a la vitesse angulaire et désignant par un accent les 

dérivées prises par rapport au temps, seule variable indépendante que 
nous considérions ici, nous tirons de là pour la vitesse du point x 

(54) 

x étant la longueur du vecteur OX = x. 
Ainsi, cette vitesse du point X a pour grandeur le produit de la 

vitesse angulaire par la distance du point X à l'axe instantané de rota­
tion ; elle est perpendiculaire au plan passant par OX et l'axe instan­
tané, et son sens est évidemment celui du mouvement, c'est-à-dire que, 
pour un observateur placé sur l'axe OT, les pieds en O, elle se dirige 
à gauche du plan TOX. 

Actuellement, considérons le déplacement total subi par le corps, à 
partir d'une certaine position initiale. Ce déplacement équivaut à une 
rotation finie L-1 ( ) L, en appelant L un certain quaternion que 



nous supposerons unitaire ; de sorte que, si A est la position initiale du 
vecteur x, nous aurons 

(55) x = L-1AL. 

De là, en prenant les dérivées, 

(56) 

Or, 

puisque nous avons supposé que L est un quaternion unitaire. Nous 
pouvons donc écrire encore 

(57) 

Ces nouvelles expressions de la vitesse seront utiles chaque fois que 
l'on connaîtra le déplacement total du corps, en fonction du temps, 
mais que le mouvement élémentaire ne sera pas directement donné. 

De la formule (55) on déduit aussi 

(58) A = LxL-1, 

et, en prenant les dérivées, 

(59) o = Lx'L-' - + - Z ' x Z ^ , ^ - Z x ( Z - , ) ' . 

La formule (58) exprime le déplacement total du corps, considéré 
comme partant de la position au temps t pour revenir à la position 
initiale; ou, si l'on veut, le mouvement apparent d'un corps en repos 
absolu, rapporté au corps mobile; par suite, la formule (59) s'inter­
prète d'elle-même, et nous fournit ce théorème bien connu : 

Si (M) est un corps en repos, et (2V) un corps mobile autour d'un 
point fixe, la vitesse apparente d'un point considéré comme lié au 
corps ('M), pour un observateur emporté par ( N ) , est égale et directe-

4.. 



ment opposée à la vitesse réelle du même point considéré comme lié 

à(N). 

1 6 . On peut chercher à déterminer l'axe instantané, connaissant 
seulement le déplacement total en fonction du temps; c'est ce que 
permettra de faire la comparaison des formules (56) et (57) avec (54) . 
Nous avons effectivement ainsi 

et, comme cette relation doit subsister, quel que soit x, c'est-à-dire pour 
tous les points du corps, 

(60) T U = zlr'L' = z. 

Ce vecteur z dirigé suivant l'axe instantané, et d'une longueur pro­
portionnelle à la vitesse angulaire à chaque instant, peut nous fournir-
un moyen de représenter le mouvement du corps, si nous le con­
struisons dans toutes les positions successives. Nous pourrons appeler 
la courbe (z) parcourue de cette manière l'hodographe du mouvement. 
Elle présente une grande analogie avec l'hodographe aréolaire dont 
nous avons précédemment proposé l'emploi dans l'étude du mouve­
ment d'un point. 

En prenant la dérivée de la formule (60), on trouve pour la vitesse 
sur l'hodographe 

(61) 

On a aussi, en vertu de la formule (54) , 

et par dérivation 

(62) 

ce qui fournit une construction très-simple pour l'accélération, con-



struction indépendante, comme l'on voit, de la vitesse même du point 
mobile. 

Cette accélération peut encore se mettre en fonction de L, sous la 
forme 

(63) 

1 7 . La formule (60) nous donne pour équation de l'axe instantané, 
en désignant maintenant par z le vecteur d'un point quelconque de cet 
axe, et par u un coefficient réel arbitraire, 

(64) z = uL~KL\ 

et par suite, en donnant à L dans cette dernière formule toutes les 
valeurs successives que ce quaternion peut recevoir, c'est-à-dire en 
faisant varier L avec le temps, l'équation (64) est celle de la surface 
conique, lieu des positions successives dans l'espace de tous les axes 
instantanés. 

Si, au contraire, nous ramenons chaque vecteur z à la position ini­
tiale du corps, il deviendra LzL~{ = Y ; et par conséquent 

(65) Y = uL'lr1 

sera l'équation du cône, lieu des axes instantanés, dans le corps ramené 
a sa position initiale. 

On sait que le mouvement que nous étudions n'est autre que le rou­
lement du cône ( Y ) sur le cône (z). 

Rien n'est plus facile que d'obtenir l'équation du cône ( Y ) trans­
porté avec le corps mobile dans une position particulière quelconque 
de celui-ci, correspondant à la valeur A attribuée à L. Il suffit, en effet, 
pour cela de faire subir au cône Y la rotation A - ' ( ) A, ce qui 
donne 

(66) 

Il est à remarquer qu'ici A est constant et L variable. Si l'on attri­
bue à L la valeur particulière A, il vient v = z. L'axe instantané est, en 



effet, une génératrice commune aux deux cônes roulants, dans la 
position considérée. 

Le plan tangent commun, le long de cette génératrice, est normal à 
la droite 

(67) 

1 8 . Soient x, Y les vecteurs de deux points quelconques du corps 
à un même instant. Nous avons, en vertu des formules (54) et (60), 

et par conséquent 

(68) 

L'interprétation de la première partie de cette formule donne lieu à 
la construction suivante. 

X et Y étant les positions simultanées de deux points du corps, 
OX' et OY' des droites égales et parallèles à leurs vitesses respectives 
et menées par l'origine, l'axe instantané OZ sera perpendiculaire au 
plan OX'Y'. Portons sur celte droite une longueur OT quelconque, 
et construisons les deux tétraèdres OTX'Y', OTXY. Le rapport des 
volumes de ces deux solides nous donnera le carré de la vitesse angu­
laire. 

Mouvements relatifs. — Théorème de Coriolis. 

1 9 . Soient (M) un milieu en repos absolu, et (N) un milieu mobile, 
entraîné d'un certain mouvement. 

Si X est un point mobile dans l'espace d'une manière quelconque, 
et qu'un observateur soit emporté par le milieu ( N ) , le mouvement du 
point X rapporté à ce milieu supposé immobile sera le mouvement 
relatif du point, ou, ce qui revient au même, le mouvement apparent 
pour l'observateur dont nous venons de parler. Le mouvement du 
même point rapporté à (M) est au contraire son mouvement absolu. 

Le milieu ( N ) , supposé d'abord en coïncidence avec (M), peut être 



amené à sa position à un instant quelconque par les deux mouvements 
successifs que voici : 1° une translation tout d'une pièce ; 2° une cer­
taine rotation autour d'un point fixe. Soient s la translation, Z - 1 ( )L 
la rotation. Si nous ramenons par la pensée le milieu ( N ) à sa position 
initiale avec le point X et si nous appelons x r le vecteur relatif de ce 
point X ainsi ramené en X r , il est bien évident que nous aurons 

(69) x = s + L-1xrL. 

Prenons les dérivées 

(70) x' = [Z/-'x' rZ] + [s' 4- ( Z r ' ) ' x r £ + Z"'x rZ'J. 

Le premier membre exprime la vitesse absolue ; la première quantité 
entre crochets représente évidemment la vitesse relative dans la posi­
tion considérée. Quant à la seconde quantité entre crochets, c'est la 
dérivée de s 4 - L~' x r Z , x r étant considéré comme constant. C'est donc 
la vitesse d'entraînement, et nous pouvons dire que la vitesse absolue 
a pour composantes la vitesse relative et la vitesse d'entraînement. 

Pour trouver maintenant l'accélération, prenons la dérivée de l'é­
quation (70) , et il viendra 

(71) 

On reconnaît comme tout à l'heure que les deux premières expressions 
entre crochets sont l'accélération relative, et celle d'entraînement. 
Quant à la troisième, c'est la dérivée de L~ix'rL, x̂ . étant supposé 
constant; desorte que si, par un point de l'axe autour duquel s'effectue 
la rotation instantanée, nous menons une droite égale et parallèle à la 
vitesse relative, la troisième quantité entre crochets représentera la 
vitesse de l'extrémité de cette droite, dans le mouvement de rotation. 
Ainsi : 

L'accélération absolue s'obtient par la composition : 
1° De l'accélération relative; 
2 0 De l'accélération d'entraînement ; 



3° Du double de la vitesse de l'extrémité de la vitesse relative, 
dans le mouvement de rotation instantanée, cette vitesse relative étant 
transportée parallèlement à elle-même de manière que son origine 
tombe en un point de l'axe instantané. 

On remarquera que cet énoncé du théorème de Coriolis est un peu 
différent de celui qu'on donne dans la plupart des traités classiques. 
Celui-ci nous paraît avoir l'avantage de faire disparaître immédiatement 
toute ambiguïté sur le sens de la troisième composante. Quant à sa 
grandeur, il résulte évidemment de l'énoncé précédent qu'elle est égale 
à 2.(ùvrsh\z, u étant la vitesse angulaire instantanée, vr la vitesse rela­
tive, et T l'angle de cette vitesse avec l'axe instantané. 

On déduirait aussi cette expression de l'accélération centrifuge com­
posée, de la formule (54) ci-dessus, laquelle en donne en même temps 
la direction et le sens. 

Il semble difficile d'imaginer une démonstration analytique plus 
simple de ce théorème important. 

D E U X I È M E P A R T I E : S T A T I Q U E . 

Représentation des forces, des moments et des couples. 

2 0 . On sait qu'une force peut se représenter par une droite en 
longueur et en direction. Si donc le point d'application est donné, et 
pris pour origine, par exemple, nous pourrons exprimer la force en 
question par le vecteur F . Mais il y a une distinction importante à 
établir ; c'est que la position du vecteur F dans l'espace ne le modifie 
en rien, au point de vue de ses propriétés analytiques ; il reste toujours 
égal à lui-même lorsqu'il se transporte ainsi parallèlement ; tandis que 
l'action de la force, au contraire, est essentiellement dépendante de sa 
position absolue dans l'espace, en même temps que de sa grandeur et 
de sa direction. 

Conséquemment, pour bien définir une force AF, appliquée en un 



point A, nous nous donnerons à la fois le vecteur F = AF; et aussi 
le vecteur A =̂ OA du point d'application, O étant une origine fixe 
arbitraire. 

Le moment de la force dont nous venons de parler, par rapport à 
l'origine, a pour valeur . A F , et il est dirigé dans le plan OAF. 

Le moment de la même force par rapport à un point quelconque C 
de l'espace, donné par c = OC sera ( A —- C ) F , et sa direction est 
celle du plan CAF. 

Nous ne nous arrêterons pas à démontrer en partant de ces expres­
sions les théorèmes simples sur les moments que l'on trouve dans tous 
les traités de Mécanique rationnelle ; mais il nous est impossible de ne 
pas indiquer immédiatement la représentation de la conception si 
remarquable de Poinsot : la notion du couple s'introduit en effet ici 
comme d'elle-même, puisqu'on peut dire qu'un couple n'est qu'un 
certain moment donné en grandeur et en direction. Et, d'après ce qui 
précède, on voit que le couple (AF, OF'), formé de la force F ci-
dessus et d'une force opposée appliquée à l'origine, a pour expression 

— A F ou F A , 

et que le couple (AF, CF"), C étant un point arbitraire, a pour 
expression 

F ( A — C ) , 

en représentant les couples par leurs axes, comme le fait Poinsot. 
Par suite, la composition des couples s'effectuera par une simple 

addition de vecteurs, de même que la composition des forces appli­
quées en un même point. 

Si nous convenons de représenter par F a la force F appliquée en A , 

et par F (^j le couple formé de la force H - s appliquée en A , et — F 

appliquée en B , nous pouvons écrire 

( 1 ) F A = F A - F 0 - f - F 0 = F 0 + F = F 0 - + - [ F A ] , 

( 2 ) F A = F A — F „ - f F B = F B - f - F — F E + [ F ( A — B ) ] ; 
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nous mettons seulement entre crochets les , qui représentent des 
couples, pour éviter toute confusion, puisqu'il s'agit ici d'une repré­
sentation symbolique, et que les couples sont irréductibles avec les 
forces. C'est ce que nous ferons constamment dans nos calculs, chaque 
fois que des forces et des couples y figureront simultanément. Les quan­
tités entre crochets devront toujours se calculer séparément, et ne se 
combineront qu'entre elles. Nous ferons, au contraire, disparaître les 
crochets lorsque nous ne considérerons que des couples, puisqu'il n'y 
aura plus aucune confusion à redouter. 

Il importe de ne pas perdre de vue la notation 

(3) [ . M L ] = M L — M 0 = — (Mo — M L ) = ( L 0 — L a ) == — ( l . 3 - L n ) . 

On a aussi 

Il est à remarquer que, dans la notation F = = F ( A — B ) , nous 

pouvons, sans altérer la valeur, ajouter un vecteur quelconque aux 
deux vecteurs entre parenthèses. En faisant permuter ces deux vecteurs, 
nous changeons le signe. Le vecteur inférieur étant réduit à zéro, nous 
pouvons aussi faire permuter F avec le vecteur supérieur, et il en ré­
sulte encore un simple changement de signe. Ainsi 

(4) 

Toutes ces transformations, et celles qu'on pourrait encore déduire de 
là, sont d'une interprétation très-facile. 

Le moment d'une force F A par rapport à un axe z passant par l'ori-



gine a pour expression —- S (z. U F A ) = — £ > . Z F A = — F A Z , si nous 
prenons pour z un vecteur unitaire. Si deux quelconques des trois élé­
ments F , A , z deviennent parallèles, le moment devient nul. Il en est 
de même si z est dirigé, en général, dans le plan passant par l'origine 
et la force. 

Centres de gravité. 

2 1 . Si F ' F " =J"F, ... sont des forces parallèles appliquées 
respectivement en des points A ' , A " , pétant un vecteur unitaire, 
leur résultante sera une force R = 2 j f . F , appliquée en un certain 
point G , lequel n'est autre que le centre des forces parallèles consi­
dérées, ou, en d'autres termes, le centre de gravité des points A ' , A " , ... 
de poids f ' , f" , . . . 

Pour déterminer le centre de gravité, prenons les moments de toutes 
ces forces par rapport à un axe quelconque z passant par l'origine. Le 
moment de la résultante étant égal à la somme des moments des com­
posantes, nous aurons, d'après ce qui vient d'être dit, 

De là, cette relation devant subsister quel que soit z, nous pouvons 
y satisfaire en écrivant 

ou 

(5) 

Cette valeur de G est indépendante de F . Il est bien clair, en effet, 
qu'on n'altérerait pas la relation ci-dessus en S, en ajoutant à G un 
vecteur quelconque parallèle à F . Mais, en nous imposant la condition 
que le point G soit indépendant de la direction de F , nous avons n é ­
cessairement la formule (5) . 
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2 2 . Le centre de gravité d'un corps solide (supposé continu), de 
poids P, de volume v et de densité p au point A , sera donné par 

(6) 

le signe 2 étant une certaine intégrale qui s'étend jusqu'aux limites 
du corps. Si celui-ci est homogène, 

(7) 

Ces formules sont également applicables aux surfaces et aux lignes, 
en supposant que v représente alors une aire ou une longueur. 

2 3 . La formule (5) nous permet d'établir une propriété assez im­
portante du centre de gravité. Si, pour chaque point A d'un système, 
on fait le produit du poids (ou de la masse) par le carré de la distance 
à un point fixe c, on a 

Si nous faisons, pour tout le système considéré, la somme de ces 
moments d'inertie polaire, nous avons 

Cherchons le minimum de ce moment total d'inertie polaire. Pour 
cela, donnons à c un accroissement dc, et prenons la différentielle. 
Nous aurons 

(8) 

et, si elle se réduit à zéro quel que soit dc, il vient 



Ce point c est celui pour lequel a lieu le minimum. La comparaison 
avec la formule (5) nous montre que c = G , si bien que le centre de 
gravité d'un corps est le point pour lequel le moment d'inertie polaire 
est minimum. 

L'expression différentielle (8) peut encore s'écrire 

et, comme elle s'annule pour tout déplacement dc perpendiculaire à 
G — c, il en résulte que le moment d'inertie polaire total est le même 
pour tous les points d'une sphère quelconque ayant son centre au centre 
de gravité. 

2 4 . Pour éviter des développements trop étendus, je n'ai point 
l'intention d'étudier ici les nombreuses propriétés des centres de gra­
vité. J'en ai indiqué quelques-unes dans une addition à ma traduction 
de la Méthode des équipollences, de M . Bellavitis, et il est à remarquer 
que les conclusions trouvées à ce sujet dans le plan s'étendent immé­
diatement à l'espace, puisque les vecteurs ne sont ici combinés que 
par voie d'addition. Ces diverses propriétés ne sont du reste que des 
conséquences élémentaires de la formule (5) . 

Mais, comme exemple très-simple de l'utilité de cette formule, nous 
allons traiter un seul cas, celui du centre de gravité d'un arc d'hélice 
homogène. 

Soient r le rayon du cylindre, k le pas de l'hélice. Prenons trois axes 
rectangulaires, dirigés, l'un suivant le rayon du cylindre aboutissant à 
l'origine de l'arc donné, le second perpendiculairement au précédent 
et à l'axe du cylindre, le troisième suivant l'axe du cylindre ; et soient 
respectivement 11, 12, 13 des vecteurs unitaires suivant ces axes. 

L'hélice est représentée par l'équation 

de là 



Pour appliquer la formule (5), il faut y remplacer A par x,f par ds, 

et alors 

(9) 

Les trois coordonnées de ce centre de gravité sont donc 

pour le système d'axes considéré; c'est-à-dire que, si nous appelons 

les coordonnées de l'extrémité de l'arc l'hélice donné, 

x1, x 2 , x3 celles du centre de gravité de cet arc, nous avons 

(10) 

Si la courbe, au lieu d'être homogène, a une densité proportionnelle 
à la longueur de l'arc depuis l'origine, nous devrons remplacer ds par 
ptds dans les formules ci-dessus, p étant constant, ce qui donnera, à 
la place de la formule (9), 

et à la place des formules (10) 

Équilibre d'un corps solide. — Composition générale des forces. 

2 5 . Désignons, comme au n° 20 , par F a une force F appliquée en A , 
et considérons un système de forces F , , F 2 , F 3 , . . . respectivement 



appliquées sur un corps solide en A , , A 2 , A 3 , . . . . La condition d'équilibre 
du système considéré peut évidemment s'écrire sous la forme 

(11) 

ou, en vertu de l'équation (1), 

(12) 

Nous rappelant l'irréductibilité des forces avec les couples, et sup­
primant, pour simplifier, l'indice zéro des forces appliquées à l'origine, 
nous voyons que cette condition se décompose dans les deux sui­
vantes : 

(13) 

(14) 

Maintenant, x étant un vecteur arbitraire, la relation (13) nous 
donne = o, et par conséquent 

(15) 

ou 

( 1 6 ) 

et réciproquement, si cette relation a lieu quel que soit x, on en déduit 

( 1 3 ) e t ( 1 4 ) . 
Donc la condition (16) est équivalente à (12) ou ( 11 ) , et exprime à 

elle seule l'équilibre du système. 
Il est facile, du reste, d'interpréter ces diverses formules séparément. 

Ainsi (13) signifie que la somme (ou résultante) de toutes les forces 
transportées à l'origine est nulle ; (14) , que le couple résultant produit 
par le transport des forces à l'origine est nul ; (12), que ces deux con­
ditions sont à la fois réalisées; (15) ou (16) , que le couple résultant, 
produit par le transport des forces en un point quelconque x, est nul. 
Cette dernière condition est donc nécessaire et suffisante pour que l'é­
quilibre ait lieu. 



2 6 . Supposons que la condition suivante soit remplie : 

(17) 

sans que s'annule. 
Alors (15) ou (16) représente une droite en prenant x comme vecteur 

variable, et le système des forces considérées a une résultante unique 
, appliquée en un point quelconque x de cette droite ; car 

en vertu de (15) . 

La condition ( 1 7 ) exprime que la direction de la résultante est située 
dans le plan du couple résultant. 

Si la relation (13) est satisfaite, mais que ( t4 ) ne le soit pas, le sys­
tème des forces se réduit au contraire à un couple exprimé par 
quelle que soit du reste la position de l'origine. 

Tout à l'heure le système tendait à produire une translation, et dans 
le dernier cas, il tend à produire une rotation. 

Si maintenant ni l'une ni l'autre des équations (13) et (14) n'est satis­
faite, nous pouvons chercher à déterminer le point x, de telle sorte que 
la force résultante soit perpendiculaire au plan du couple résultant, 
produit par le transport au point x. Cela nous donnera la condition 

ou 

( 1 8 ) 

Cette équation, en prenant x comme variable, représente une droite 
autour de laquelle les forces tendent à faire tourner le solide, et suivant 
laquelle elles tendent à le transporter. En d'autres termes, c'est l'axe 
du mouvement de vis que tendent à produire les forces en question. 
Nous l'appellerons axe central du système. 

On arrive encore à déterminer cet axe par la condition que 
soit un minimum, ce qui fournit une nouvelle pro­

priété d'un énoncé facile. Dans ce but, posons pour un instant 



comme plus haut, et aussi L'expression à rendre mini­
mum est si nous écrivons Élevant 
au carré, 

et formant la dérivée, à un facteur réel près, nous avons 

Si nous égalons cette dérivée à zéro, quel que soit dx, nous trouvons 
immédiatement la relation ( 1 8 ) pour le cas du minimum. 

Cela serait facile à démontrer aussi géométriquement. 

2 7 . Avec les notations que nous venons d'employer, l'équation (18) 
de l'axe peut s'écrire 

(19) 

Si nous prenons le vecteur x abaissé perpendiculairement de l'ori­

gine sur cette droite, nous voyons qu'il s'exprime par car alors 

D'autre part, la valeur du moment central, c'est-à-dire du moment 
par rapport à l'axe central est x représentant l'un quel­
conque des points de l'axe central, et si nous divisons la grandeur de 
ce moment par celle de la résultante R , nous avons 

11 suit de là que, si nous posons = Q = Q0 -+- Qi, un quatemion, 

les deux éléments Q0 et Qi s'interprètent comme nous venons de le dire. 

Le quatemion Q peut encore s'écrire et par suite se forme im-
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médiatement avec les données ; et nous voyons que, si sa partie réelle 
s'annule, le système peut se composer en une résultante unique. Si, 
au contraire, c'est son vecteur qui est égal à zéro, alors l'axe central 
du système passe par l'origine. 

Prenons maintenant un nouveau quaternion auxiliaire 

( 2 0 ) 

Alors 

(21) Qo = $o = j, 

et l'expression ou J'R représente l'axe du couple central en grandeur 
et en direction. 

De plus, 

( 2 2 ) 

est le vecteur d'un point K situé sur l'axe central, et dont la position 
sur cet axe est complétement indépendante du choix de l'origine. 

2 8 . Ces formules nous conduisent immédiatement aux transfor­
mations suivantes : 

(23) 

(24) 
(25) 

( 2 6 ) 

La formule (25) nous montre que le couple résultant du transport 
de toutes les forces en un même point O varie généralement en. direction 
et en grandeur avec la position de ce point ; tandis que, d'après (26), 

nous voyons que la grandeur du moment de ce couple est la même 
pour tous les points d'une surface cylindrique de révolution ayant pour 
axe l'axe central. 

En appelant moment complet d'une force F a par rapport à l'origine le 
quaternion F A , le premier membre de ( 23), nous représentera le 



moment complet du système tout entier ; et, d'après (24), la grandeur 
de ce moment complet reste constante lorsque l'origine se déplace sur 
une surface sphérique ayant pour centre le point K. Si l'origine est prise 
au point R lui-même, cette grandeur devient alors égale à celle du 
moment central. 

Nous désignerons ce point R sous le nom de centre du système. 
On a déjà remarqué sans doute l'analogie entre la formule (20) qui 

fournit le point K, et la formule (5) donnant le centre G d'un système 
des forces parallèles. Le point K coïncide en effet avec G si les forces 
que nous étudions ici deviennent toutes parallèles entre elles ; et ce 
centre, comme on l'a déjà vu du reste, est indépendant de la direction 
de ces forces, si bien que lorsqu'elles tournent respectivement autour 
de leurs points d'application sans changer de grandeur et en restant 
parallèles, leur résultante unique, considérée comme appliquée en G, 
tourne également autour de ce point. 

2 9 . Supposons maintenant les forces F , non plus parallèles entre 
elles, mais parallèles à un même plan. Si nous les faisons tourner res­
pectivement d'un même angle et dans le même sens, autour d'axes 
perpendiculaires à ce plan, sans changer leurs points d'application, 
chaque force F se transformera en Z F , L étant un certain quaternion 
unitaire ayant pour axe la direction des axes de rotation. Le nouveau 
centre des forces sera donc fourni par l'expression 

(27) 

Ainsi, lorsque les forces tournent comme nous venons de le dire, le 
centre des forces n'éprouve aucune variation, non plus que le moment 
central. 

Si toutes les forces sont dans un même plan, alors, en prenant l'ori­
gine dans ce plan, tous les vecteurs F et A sont coplanaires, et l'on voit 
sans peine que le point R est situé dans le même plan. 

Ce point R, dans ce cas particulier, est le même que celui qu'on 
détermine pour un tel système de forces dans la méthode des équipol­
lences (voir , par exemple, Exposition de la méthode des équipol-
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lences, par M. Bellavitis, n° 120) ; mais l'algorithme des équipollences 
n'étant pas le même que celui des quaternions, la formule qui fournit 
ce point n'a plus la même forme. Ainsi, en continuantde représenter 
les vecteurs par les mêmes lettres, mais employant par ailleurs les 
notations de M. Bellavitis, le point K serait donné par la relation 

Dans les équipollences, en effet, toutes les expressions qu'on obtient, 
et en particulier le numérateur du second membre de l'équation qui 
précède, représentent des vecteurs coplanaires; en outre, la multiplication 
est toujours commutative, et les règles de calcul sont essentiellement 
différentes. Si l'on se rappelle que dans la méthode dont nous parlons 
tout vecteur s'exprime par une quantité imaginaire ordinaire de la 
forme x+yi, on voit qu'en posant F = a + bi, la formule que nous 

venons de rappeler revient à et si on la rapproche de 

celle qui donne le centre de gravité ordinaire, aussi bien dans le calcul 
des équipollences que dans celui des quaternions, on peut dire que le 
point R est le centre de gravité d'un certain nombre de points situés 
dans un même plan et affectés de masses imaginaires. 

Cette digression relative aux équipollences nous a semblé utile en 
ce qu'elle montre que les résultats que nous avons obtenus par les 
quaternions constituent une généralisation de ceux-ci ; de sorte qu'un 
langage qui paraît tout d'abord exclusivement symbolique prend au 
contraire une signification réelle et physique très-nette, par le secours 
des nouvelles méthodes ; et qu'il s'étend même parfois (comme nous 
venons de le voir en passant des équipollences aux quaternions) sans 
rien perdre de sa réalité. 

3 0 . La transformation de F en LF, que nous avons effectuée au com­
mencement du numéro précédent, est applicable au cas d'un système 
quelconque ; mais elle n'a plus d'intérêt comme application, parce 
que les vecteurs se transforment en quaternions, de sorte que toute 
interprétation devient impossible. 

Cherchons, au lieu de cela, à faire tourner chaque force autour d'un 



axe de direction L donnée, l'amplitude 2X de la rotation étant la même; 
F alors deviendra et, pour trouver ce que devient le quaternion 

nous l'écrirons sous la forme 

Effectuant la substitution indiquée, nous avons 

(28) 

Si nous supposons le cas particulier où tous les points d'application 

sont situés sur une même droite passant par l'origine, et si nous pre­

nons cette droite pour axe de rotation L , nous voyons que A L s'é­

vanouit; alors le terme n'a fait que subir une rotation pareille à 

celle des forces, de telle sorte que le centre des forces a tourné lui 
aussi du même angle autour de l'axe L , et que le moment central n'a 
subi aucune altération. 

Au contraire, si tous les points A sont coplanaires avec l'origine, et 
qu'on prenne des axes normaux à leur plan, on trouve que la rotation 

des forces a pour effet de transformer en 

3 1 . Des développements qui précèdent on peut déduire une autre 
forme de l'équation générale de l'équilibre précédemment établie 
( n° 2 5 ) . Il suffit d'égaler le moment complet à une quantité réelle 
constante m, indépendante de l'origine. En effet, l'équation 

(29) 

équivaut (n° 2 8 ) à 

J'B + R K = m ou jn - + - R K = o, 

c'est-à-dire c = o, quelle que soit l'origine; ce qui est une condition 
nécessaire et suffisante de l'équilibre, comme nous t'avons déjà dit. 



Hamilton propose d'appeler la constante m tension totale du sys­
tème. 

3 2 . Un système quelconque de forces étant donné, proposons-nous 
de trouver deux forces x, y, qui, appliquées en M , N, soient équiva­
lentes au système primitif. 

Nous avons 

Les équations à résoudre sont donc 

(3o) 

d'où 

On trouverait une valeur analogue pour Y . Comme x, Y doivent ètre 
des vecteurs, la condition de possibilité du problème est 

Du reste, cette condition étant remplie, les termes en x et y peu­
vent être omis, comme exprimant des forces opposées agissant le long 
de la même droite M — N . 

3 3 . 11 est possible d'établir enfin sous une nouvelle forme l'équa­
tion d'équilibre d'un corps solide, en employant le principe du travail 
virtuel. En effet, A étant toujours le point d'application de la force F , 
et 5A représentant le déplacement du point d'application, nous voyons 
sans peine que le travail correspondant de la force F est représenté par 
— § » . F 5 A , de sorte que l'équation cherchée est 

( 3 0 



11 est facile de reconnaître que cette équation résume les formules 
(13 ) e t (14) ci-dessus; car le déplacement le plus général d'un corps 
solide équivaut à une translation et une rotation; la translation peut 
se représenter par E , et la rotation [n° 1 5 , formule ( 5 3 ) ] , par A T , 
E et T étant des vecteurs infiniment petits, puisqu'il s'agit d'un dépla­
cement élémentaire. Ainsi &A = E - + • A T , et 

d'où 

Moments d'inertie. 

5 4 . Le moment d'inertie d'un système matériel par rapport à un 
axe est fourni par la somme des produits obtenus en multipliant la 
masse de chaque point matériel du système par le carré de sa distance 
à l'axe considéré. 

Prenons l'origine A sur cet axe, et soient x un vecteur dirigé sui­
vant l'axe en question, et M le vecteur aboutissant au point M du sys­
tème, point dont la masse est m. Le moment d'inertie sera 

ou 

(32) 

En posant 

(33) 

• x sera une fonction vectorielle, linéaire et conjuguée à elle-même, et 
le moment d'inertie pourra encore être mis sous la forme 

(34) 



3 5 . Jusqu'à présent, le module de x est absolument arbitraire ; si 
nous le prenons maintenant égal à l'inverse de la racine carrée du 
moment d'inertie, il est visible que nous aurons 

(35) 

pour équation du lieu des extrémités des vecteurs x. On reconnaît im­
médiatement sous cette forme l'ellipsoïde d'inertie. 

Cet ellipsoïde a pour centre l'origine A. Cherchons maintenant le 
moment d'inertie du même système par rapport à un axe parallèle à x, 
mais passant par un autre point donné B ; soit B le vecteur AB. Le mo­
ment cherché s'obtiendra en remplaçant M par M — B dans l'expres­
sion ( 32) ci-dessus. Ce sera donc 

(36) 

ce qui donne, en appelant a le moment d'inertie par rapport à l'axe 
passant par le point A; b le moment d'inertie par rapport à l'axe pas­
sant par le point B; M la masse totale . du système ; G le centre de 

gravité ; G le vecteur et p la distance du point B 

à l'axe x passant par A, 

(37) 

Si l'axe x issu du point A passe par le centre de gravité, nous avons 
îî X G = o, et, par conséquent, 

(38) 

résultat bien connu et auquel nous ne nous arrêterons pas. 

3 6 . Il résulte de ce qui précède et de la théorie d'Hamilton sur l'in­
version de la fonction linéaire et vectorielle • , que les valeurs des trois 
moments d'inertie principaux a, , a 2 , a3 en un point quelconque sont 
données par l'équation du troisième degré 

(39) 



n2, u'2, n"* étant trois quantités réelles positives, savoir : 

Le produit a, a2 a3 de ces trois moments peut s'exprimer ainsi 

De plus, la fonction n satisfait à l'équation symbolique du troisième 
degré 

(40) 

et les directions des axes principaux d'inertie sont données par 

(41) 

x étant un vecteur quelconque. 

5 7 . Si nous prenons le module de chaque vecteur x, égal, non plus 
à l'inverse de la racine carrée du moment d'inertie, mais simplement 
à l'inverse du rayon de gyration, l'ellipsoïde d'inertie reste alors 
semblable à ce qu'il était, mais son équation (35) prend la forme 

(42) 

Cela posé, cherchons à voir comment on passe de l'ellipsoïde relatif 
au centre de gravité (ellipsoïde central) à l'ellipsoïde relatif à un 
point A quelconque. Si nous désignons par A le vecteur de ce point 
rapporté au centre de gravité, et si l'équation particulière de l'ellip­
soïde central est 

(43) 
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nous aurons alors, en vertu de la formule (38) , 

de sorte que nous pouvons écrire 

(44) 

Supposons maintenant qu'on cherche à déterminer l'un quelconque 
des axes principaux en A. Six, est cet axe principal, nous aurons, pour 
cette valeur spéciale x 1 , 

c'est-à-dire, en vertu de la relation (44), 

(45) 

Opérant par 

(46) 

Opérant maintenant par A x • il vient 

(47) 

Si nous considérons la surface du second degré 

(48) 

nous voyons : 1° qu'elle est homofocale à l'ellipsoïde réciproque [*] 
de l'ellipsoïde central ; 2° qu'elle passe par le point A, en vertu de la 
relation (47) ; 3° que sa normale en ce pointa pour direction celle de 

[*] Nous appelons ici ellipsoïde réciproque celui dont les axes, dirigés comme ceux 

de l'ellipsoïde central, ont des longueurs inverses de ces derniers. 



Or cette direction dernière [formule (46)] est aussi celle d e x 1 , c'est-
à-dire de l'un quelconque des axes principaux d'inertie en A. Donc: 

Les axes principaux d'inertie en tout point sont normaux aux trois 

surfaces du second degré qui passent par ce point et qui sont homofo-

cales avec l'ellipsoïde réciproque de l'ellipsoïde central. 

Ce théorème remarquable est dû à Binet. 

3 8 . Il est facile, en employant la formule (44), de trouver la condi­
tion pour qu'un axe soit en tous ses points axe principal; car Dx doit 
être parallèle à x pour les deux valeurs A et A - f - hx, h étant réel ; ce 
qui prouve qu'il en doit être de même de 

Or, les deux derniers termes étant parallèles à x, il faut de même que 
l'on ait A || x ; en sorte que l'axe x doit passer par le centre de gravité. 
C'est donc un des axes principaux de l'ellipsoïde central. 

La réciproque est pour ainsi dire évidente. 

3 9 . Pour qu'en un point A l'ellipsoïde d'inertie se réduise à une 
sphère, il faut que la fonction Dx = c ^ x 4- O I L A U A X soit parallèle à x 
pour toute valeur de ce vecteur. Mais, si l'on fait x || A , cette fonction 
se réduit à n 0 x || n 0 A ; donc A doit être situé sur l'un des axes de 
l'ellipsoïde central. Soit x, cet axe, et D0x~i = a, x,, a, étant le moment 
d'inertie principal correspondant. 

Alors 

Si nous donnons maintenant à x successivement les directions x 2 et 
x 3 des deux autres axes de l'ellipsoïde central, répondant aux moments 
d'inertie a% et a3, il viendra 

Donc 
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ce qui montre qu'il faut a2 — a3, c'est-à-dire que l'ellipsoïde central 

soit de révolution, et en outre a, < a2, de sorte que cet ellipsoïde doit 

être allongé. 

T R O I S I È M E P A R T I E : D Y N A M I Q U E . 

Equation générale de la Dynamique 

4 0 . Considérons un système matériel quelconque en mouvement. 
Soient M un point matériel quelconque de ce système, m la masse de 
ce point ; M son vecteur rapporté à une origine fixe ; F = mj la force 
qui agit sur le point en question ; t le temps compté à partir d'une 
origine fixe quelconque; et enfin 5 M une variation élémentaire du 
vecteur de M, compatible avec les liaisons du système. 

Si nous appliquons le principe de d'Alembert et que nous le com­
binions avec celui des vitesses virtuelles, écrit comme nous l'avons fait 
plus haut [ n ° 3 3 , formule (31) ] , nous voyons que l'équation du mou­
vement du système matériel considéré peut s'écrire 

(1) 

La sommation représentée par le signe 2 s'étend, bien entendu, à 

tous les points matériels du système. Si l'on suppose qu'il s'agisse de 

corps géométriques continus, ce signe sera équivalent à une intégrale 

triple ou à une addition d'intégrales triples. 

L'équation (1) est ainsi l'équation la plus générale de la Dynamique, 

pour un système matériel quelconque. Si nous supposons maintenant 

que ce système se réduise à un corps libre, mais solide, le déplacement 

âm peut se décomposer, ainsi qu'on l'a vu au numéro 3 3 , en une trans­

lation et une rotation, c'est-à-dire se mettre sous la forme E + 

Alors, à cause de l'indétermination des deux vecteurs infiniment petits 



E , x, l'équation (1) se décompose eu les deux suivantes : 

( 2 ) 

(3) 

On remarquera l'analogie qu'elles présentent avec les équations 
statiques (13) et (14) du numéro 2 5 . 

En appelant G le vecteur du centre de gravité du système ; l'équa­
tion (2) peut évidemment s'écrire 

et elle nous donne par conséquent la loi du mouvement du centre de 
gravité. 

Quant à la formule (3), il est aisé de voir, par rapprochement avec 
les considérations présentées au numéro 8 , qu'elle renferme l'énoncé 
du principe des aires. 

Mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe. 

4 1 . Si le corps solide que nous venons de considérer en dernier lieu 
se meut autour d'un point fixe O, nous prendrons ce point pour ori­
gine, et nous éliminerons les réactions en ce point, en nous attachant 
exclusivement à l'équation (3). 

Soit x un vecteur dirigé suivant l'axe instantané de rotation et dont 
le module ® x représente la vitesse angulaire de la rotation à l'instant t, 
vecteur que, pour abréger, nous appellerons vecteur instantané de ro­
tation. On aura, en vertu des liaisons du système, 

(4) 

d'où, par différentiation, 

(15) 



Substituant dans l'équation (3) , celle-ci devient donc 

(6) 

de là on tire encore 

(7) 

c étant un vecteur constant. C'est évidemment une expression particu­
lière du principe des aires. 

De même, on obtient aussi 

(8) 

formule qui répond au principe des forces vives, et dans laquelle c est 
une quantité réelle constante. 

Supposons que les forces appliquées se fassent équilibre, ou, plus 
généralement, qu'elles se composent en une seule force passant au 
point fixe. Alors elles satisfont à la condition 

Les formules (6), (7) , (8) se simplifient alors ; et si nous introdui­
sons la fonction linéaire et vectorielle 

(9) 

et que nous remplacions c par — ces formules deviendront respec­

tivement 

( 1 0 ) 

(11) 

(12) 



ce qui donne aussi 

(,3) o§xc 4- h- = o, 

et 

(14) 

Il est facile d'interpréter les constantes c et h2. La première repré­
sente la somme vectorielle des vitesses aréolaires de tous les éléments 
du corps, représentées comme on l'a vu en Cinématique et multipliées, 
chacune, par la masse de l'élément correspondant. Quant à A 2, c'est 
une quantité réelle, égale à la force vive du corps, c'est-à-dire à la 
somme des produits de la masse de chaque élément par le carré de la 
vitesse correspondante. 

4 2 . En considérant x comme un vecteur variable, l'équation (12) 

représente un ellipsoïde, invariable dans le corps en mouvement, mais 
mobile avec ce corps. L'équation (13) est celle d'un plan tangent à 
cet ellipsoïde, lequel plan tangent reste fixe dans l'espace, mais change 
généralement de position par rapport au corps. Et, comme le dépla­
cement élémentaire du corps à chaque instant est une rotation autour 
de l'axe x passant par le point de contact, nous arrivons de la sorte 
à la représentation du mouvement qu'on doit à Poinsot, et qui consiste 
dans le roulement sans glissement d'un ellipsoïde mobile sur un plan 
fixe. 

L'ellipsoïde (12) peut être appelé ellipsoïde des forces vives, et le 
plan fixe (13) sur lequel il roule est parallèle au plan invariable des 
aires dont l'équation est 

JSxc = o. 

La considération de l'ellipsoïde s'est introduite ici sans qu'il y ait été 
question en aucune manière de moments d'inertie. Mais, si nous nous 
reportons à ce qui a été exposé dans la deuxième Partie sur ce sujet, 
nous reconnaissons immédiatement l'identité delà formule (9) ci-dessus 
avec la formule (33) du n° 3 4 . Ainsi la fonction • employée ici est 
exactement la même que précédemment, et le moment d'inertie est 



[n° 3 4 , formule (34) ] 

(15) 

ce qui nous montre que le carré d'un demi-diamètre quelconque de 
l'ellipsoïde est égal en grandeur à la force vive divisée par le moment 
d'inertie correspondant à ce demi-diamètre. 

Les équations (11) et (12) nous donnent immédiatement 

(16) 

ce qui, en posant 

( 1 7 ) 

donne 

(18) %xy = o. 

Cette équation (16) représente un cône du second ordre, lieu des 
positions des axes instantanés x considérés comme liés avec le corps; 
le long de la génératrice X , la normale a, d'après la relation (18) , la 
direction de T . Or il est facile de reconnaître, par la formule (10), 
qu'on a 

ce qui montre, en raison des propriétés connues de la fonction • , que 

est perpendiculaire à rjx et n 2 x , et par suite [relation ( 1 7 ) ] à Y . 

Ainsi le cône (16) est touché le long de la génératrice x par l'autre 
cône, que forment les axes instantanés dans l'espace ; et le mouvement 
peut ainsi se représenter encore par le roulement du premier de ces 
deux cônes sur le second. Cette représentation a été indiquée égale­
ment par Poinsot. 

Le point C est fixe dans l'espace, mais mobile dans le corps. Si nous 
cherchons le lieu du vecteur c dans le corps, nous trouvons, au moyen 
des formules (16) et (11), 

(19) 



en posant 

( 2 0 ) 

d'où 

(ai) c2 +C2 = o. 

Le lieu décrit par le point C, extrémité de c, est donc donné par 
l'intersection de la sphère (21) et du cône (19) , laquelle intersection 
appartient aussi à l'ellipsoïde réciproque 

(22) 

La normale au cône (19) en tout point de la génératrice c a la di­
rection de c2n~* c -+- h2c, c'est-à-dire, en vertu de la formule ( 11 ) , 

cel le de x -i- k2c~\ Menons par l'origine une parallèle z à cette nor­
male. Cette parallèle, en vertu de la formule ( 1 3 ) , satisfera à l'équation 
oSzc = o, c'est-à-dire qu'elle appartiendra au plan invariable. Donc le 
cône normal au cône (19) roule sur ce plan invariable, z représentant 
la génératrice de contact. 

4 3 . Cherchons à quelle condition le corps peut tourner constam­
ment autour du même axe, avec une vitesse constante. 11 faut pour 
cela qu'on ait 

(23) 

ou [formule ( 1 0 ) ] 
t î x n x = o. 

La direction permanente de l'axe doit donc être celle de l'un des axes 
de figure de l'ellipsoïde (12) ou de son réciproque (22), c'est-à-dire 
celle de l'un des axes principaux d'inertie (n° 3 6 ) . 

[*] Il est à peine utile de remarquer que ce c n'est plus le même que celui qui a été 

employé au n° 41. 

8 



De plus, la condition (23) exige la suivante : 

comme il est aisé de le voir ; et, pour s'assurer que cette dernière est 
effectivement remplie, il suffit de transformer la formule (4o) du 
n° 3 6 , en l'écrivant ainsi : 

Par conséquent, si le corps commence à tourner, à un instant quel­
conque, autour d'un de ses axes principaux d'inertie, il continuera à 
tourner autour du même axe avec une vitesse de rotation invariable. 

La représentation du mouvement par le roulement d'un ellipsoïde 
sur un plan aurait évidemment conduit à ce résultat par des considé­
rations purement géométriques. 

On voit, en particulier, que cette circonstance se présentera pour un 
axe instantané quelconque si l'ellipsoïde se réduit à une sphère. 

Mouvement d'un système de points matériels libres s'attirant récipro­
quement en raison inverse des carrés de leurs distances. 

4 4 . Avant d écrire 1 équation générale du mouvement, en partant 
de l'équation (1) du n° 4 0 , supposons simplement deux points M, M', 
de masses m, m', et déterminés par les vecteurs M , M ' . N O U S aurons 
alors 

si 

donc 

(24) 

si bien que dans ce cas particulier l'équation (1) peut s'écrire 



Mais il est aisé d'étendre la formule (24) à un nombre quelconque de 
points, m, m', m",... et d'établir ainsi que l'on a 

si nous désignons par P le potentiel du système 

par conséquent, l'équation générale de la Dynamique devient dans 
ce cas 

(25) 

D'une manière générale, si une quantité réelle quelconque j est 
fonction, comme P ci-dessus, de plusieurs vecteurs M , M ' , M " , , . . , sa 
variation, lorsque ces vecteurs varieront eux-mêmes, pourra se mettre 
sous la forme 

(26) 

K , K ' , . . . étant eux-mêmes de nouveaux vecteurs, qu'il est avantageux 
de désigner par convention sous le nom de dérivées de f par rapport à 
M , ksi', . . . , et de représenter par les symboles 

D'après cette notation nous aurons 

(27) 

Alors, en vertu de l'équation (25), les équations particulières du mou­
vement de chacun des points M, M ' , . . . pourront s'écrire 

(28) 
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ou encore, en développant, 

(29) 

Si nous reprenons l'équation (25) et que nous y fassions successi­
vement 5 M égal : 1 ° à une translation infiniment petite, commune à tous 
les points du système ; 2° à une rotation infiniment petite autour d'un 
axe fixe ; 3° au déplacement effectif du du point considéré, il est aisé 
de voir qu'on tombe sur trois équations immédiatement intégrables, et 
dont les intégrales sont 

(3o) 

( 3 1 ) 

(32) 

B , c étant ici des vecteurs constants, H une constante réelle, et T repré­
sentant la demi-force vive du système. 

Ces équations répondent respectivement à la loi du mouvement du 
centre de gravité, à celle de la description des aires et à celle de la 
force vive. 

Cette formule (25) peut d'ailleurs être intégrée, tout en laissant à 
la variation 5 M sa généralité, en employant la transformation sui­
vante : 

(33) 

Si maintenant nous introduisons l'intégrale définie 

(34) 

nous voyons que l'équation (25) nous donnera l'intégrale 

(35) 



en désignant par l'indice zéro les valeurs initiales des vecteurs représen­
tant les positions des points M, ou leurs vitesses. 

On remarquera l'analogie qu'offre cette méthode avec l'intégration 
par parties. 

4 5 . Cette équation (35) conduit à des conséquences importantes. 
Pour en obtenir quelques-unes, remarquons que, les masses m,m',... 
étant constantes, les intégrales complètes des équations (28) ou (29) 

nous donneraient les positions et les vitesses actuelles en fonction des 
positions et des vitesses initiales, ainsi que du temps t. Réciproquement 
nous pouvons concevoir les vitesses initiales comme fonctions des 
positions initiales et finales, ainsi que du temps. De cette manière, 
nous sommes conduit à considérer P, T, et par suite F, comme des 
fonctions réelles (exprimées ou non) de M , M ' , . . . , M 0 , M ' 0 , ... et de t. 
D'après cela, et en vertu de la remarque exprimée par la formule (26), 

l'équation (35) se décompose dans les deux systèmes suivants : 

(36) 

(37) 

Le système (36) peut être appelé l'intégrale intermédiaire, et le 
système (37) l'intégrale définitive des équations différentielles du mou­
vement, impliquées dans la formule (25) . On remarquera, en effet, que 
le système (37) ne renferme que les vitesses initiales, et qu'il exprime, 
au moins théoriquement, la dépendance entre les positions actuelles, 
les positions et les vitesses initiales, et le temps. La fonction F joue 
ainsi un rôle très-important dans cette théorie. C'est elle que Hamilton 
a désignée sous le nom de fonction principale du mouvement. Après 
avoir exposé sa méthode dans deux Mémoires publiés dans les Tran­
sactions philosophiques (1834 -1835) sous la forme de coordonnées 
ordinaires, il lui a plus tard appliqué l'algorithme des quaternions, 
qui s'y adapte si bien. 

4 6 . Si l'on donne les positions et les vitesses initiales, on peut dire 
que la fonction F dépend uniquement du temps, et alors, en vertu de 



l'équation (34), qui définit cette fonction, sa vitesse d'accroissement, 

ou sa dérivée totale, est 

(38) 

Mais la fonction F peut être considérée comme renfermant les vec­
teurs des positions initiales et finales, vecteurs qui contiennent aussi 
le temps explicitement. Nous pouvons, par suite, nous proposer de dé­
terminer la dérivée partielle (w,F) par rapport au temps seulement, 
comme si les vecteurs des positions finales M , M ' , . . . étaient constants, 
au lieu de changer avec le temps, comme cela a lieu effectivement dans 
le mouvement du système. 

Dans ce but, il nous suffira de remarquer que la dérivée totale (38) 
se compose de deux parties : celle que nous cherchons et celle qui 
résulte du changement des vecteurs M , M ' , . . . Or cette dernière [for­
mule (26)] a pour expression 

c'est-à-dire, en vertu des relations ( 36) et (32), 

(39) 

La dérivée partielle cherchée est donc 

(4o) 

par conséquent, la variation totale de la fonction F, si t est considéré 
comme variable aussi bien que M , M ' , . . . et M 0 , M ' 0 , est, d'après 
la relation (35) , 

( 4 0 

Enfin, P 0 indiquant la valeur initiale du potentiel, on conclut de ce 

qui précède et des relations (32), (36), ( 3 7 ) , que la fonction princi­

pale F doit satisfaire aux deux équations aux différentielles partielles 

(42) 

(43) 



4 7 . Considérons maintenant l'intégrale 

(44) 

Elle représente la force vive accumulée, ou, suivant l'expression d'Ha­
milton, Y action du système. C'est la même qui figure dans le principe 
de Mécanique dit de la moindre action. Dans les Mémoires déjà cités, 
comme dans ses Éléments des quaternions, Hamilton donne à cette 
fonction V le nom de fonction caractéristique, que nous adopterons 
ici. 

D'après les équations (32) et (34) , les deux intégrales F et V sont 
liées entre elles par la relation 

(45) V = F + t H ; 

donc la variation totale de V sera, en la considérant comme fonction 
du temps et des positions initiales et finales, 

ou, en vertu de l'équation (41) 

(46) 

et ses dérivées partielles sont respectivement 

(47) 

(48) 

(49) 

Les intégrales intermédiaires du mouvement du système, qui étaient 
d'abord exprimées par les équations (36) , peuvent maintenant être 
considérées comme résultant de l'élimination de H entre les formules 
(47) et (49) , et les intégrales définitives [équations (37)] peuvent être 
regardées aussi comme résultant de l'élimination de la même con­
stante H entre les équations (48) et (49) . 



La comparaison entre les équations (36) et (47), (37) et (48), res­
pectivement, nous montre que 

par conséquent, et d'après la formule (40), on voit que les équations 
(42) et (43) nous conduisent aux deux suivantes : 

(5o) 

(51) 

Telles sont les deux équations aux différentielles partielles aux­
quelles la fonction caractéristique V doit satisfaire. 

Cette fonction s'évanouit, comme F, pour t = o, instant auquel 
M = M 0 , M ' = M ' 0 , Chacune de ces deux fonctions F et V contient 
symétriquement les vecteurs des positions initiales et finales. Il en doit 
être ainsi pour chacune d'elles, puisqu'elle dépend de la configuration 
mutuelle de toutes ces positions initiales et finales. 

En combinant les équations (3o) et ( 3 1 ) , respectivement, avec les 
formules (36) et ( 3 7 ) , on a encore les deux relations 

(52) 

(53) 

et de même, pour la fonction caractéristique, 

(54) 

(55) 

Les relations (52) et (54) répondent à la loi du mouvement du centre 
de gravité, et les relations (53) et (55) à la loi de description des 
aires. 

Lorsque ta une valeur très-faible, c'est-à-dire pour un mouvement 
de petite durée, on satisfait à toutes les conditions qui précèdent au 



moyen des valeurs approchées suivantes pour les fonctions F et V: 

(56) 

(57) 

s étant une constante réelle et positive, définie par l'équation 

d'où 

(58) 

On reconnaît que les conditions requises sont satisfaites en assimilant 

Quant aux expressions de H et de on les déduit des formules (56) 

et (57) comme il suit : 

(59) 

(6o ) 

Ces deux valeurs de H et de t se déduisent évidemment l'une de 
l'autre. 

4 8 . Les diverses propriétés de la fonction principale et de la fonction 
caractéristique, que nous avons établies ici, d'après Hamilton, poul­
ie cas particulier de l'attraction planétaire, ne sont pas spéciales à cet 
exemple. Elles s'étendent à tous ceux dans lesquels il existe un poten­
tiel, ou fonction des forces, tel que P, dont la variation c?P représente 
le travail virtuel. Il est à remarquer que la fonction caractéristique V 
présente sur la fonction principale F l'avantage de ne pas contenir le 
temps explicitement. Cela résulte immédiatement des formules (4o) 

et ( 4 5 ) . 

Ces fonctions satisfont, chacune, à deux équations aux différentielles 
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partielles, que nous rappelons ici, et qui sont, pour la fonction F, 

(43) 

et pour la fonction V, 

(5o) 

(51) 

Hamilton avait considéré ces couples d'équations comme nécessaires à 
la détermination de ces fonctions F et V respectivement ; mais Jacobi 
a donné une remarquable extension à cette théorie, en démontrant 
qu'une seule, et non pas nécessairement deux équations aux différen­
tielles partielles, pouvait suffire à la détermination, soit de la fonction F, 
soit de la fonction V, sous une forme plus générale, il est vrai, que la 
forme examinée par Hamilton. Nous allons indiquer ici l'analyse de 
Jacobi, en y adaptant la méthode des quaternions, pour ce qui concerne 
la fonction caractéristique. Celle qui se rapporte à la fonction princi­
pale est tout à fait analogue. 

T H É O R È M E . — Soit V une solution complète de l'équation aux diffé­
rentielles partielles (5o) , laquelle solution renferme, outre les vecteurs 
M , M ' , un égal nombre de vecteurs constants arbitraires A , A ' , . . . . 
Cette solution contient aussi la constante réelle H et une constante 
arbitraire combinée par addition. Soit, de plus, P une fonction quel­
conque des vecteurs M , M ' , . . . , pouvant contenir le temps explicite­
ment, auquel cas on remplacerait t par (QaY [formule (49)] dans l'équa­
tion aux différentielles partielles. 

Les intégrales des équations différentielles du mouvement (28) s'ob­
tiendront par l'élimination de H entre les équations 

(61) 

(49) 

B , B ' , . . . étant de nouveaux vecteurs arbitraires. 

Pour établir ce théorème, diffèrentions successivement l'équation 



(5o) par rapport aux vecteurs A , A ' , . . . et à la constante réelle H. 
(A. cet effet, comme dans toutes les différentiations qui vont suivre, 
nous désignerons par des $ accompagnés d'indices les variations des 
diversesfonctions considérées. Ainsi Ô A V , par exemple, représente l'ac­
croissement que prend V lorsqu'on y fait varier A seulement.) Nous 
aurons 

(62) 

(63) 

Différentions maintenant les équations (61) et (49) par rapport à t. 

Il viendra 

(64) 

(65) 

Si l'on compare ces deux systèmes d'équations, en ayant égard, de 
même que dans les différentiations, à la définition des dérivées résultant 
de la formule ( 26), on obtient 

(47) 

(66) 

Actuellement, différentions l'équation (47) par rapport à t. Nous 
obtiendrons 

(67) 

Enfin, la différentiation de l'équation (5o) par rapport à M, M', . . . 
nous donne 

c'est-à-dire 

(68) 

et la comparaison des équations (67) et (68) montre qu'on a 

(28) 
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c'est-à-dire les équations différentielles du mouvement. Ces dernières, 
étant ainsi vérifiées identiquement, ont donc bien pour intégrales 
générales les équations (61) et (49). 

On remarquera toute l'analogie que présente le système ( 61 ) , (49 ) 

avec le système (48), (49), qui n'est qu'un cas particulier du premier, 
comme nous allons le reconnaître. 

D'après les relations ( 47 ) , on voit que l'équation aux différentielles 
partielles (5o) nous donne 

(3a) 

Si donc P ne contient pas le temps, c'est-à-dire si H est une constante, 
ce sera la constante des forces vives. Dans ce cas, la valeur de dV 
deviendra 

ou, d'après ( 4 7 ) , 

(69) 

d'où 

(70) V = f2Tdt + const., 

conformément à la formule (44) qui nous avait d'abord servi à définir 
la fonction V dans la théorie d'Hamilton. 

En choisissant enfin pour vecteurs constants A , A ' , . . . l e s vecteurs 
des positions initiales M 0 , M ' 0 , et déterminant la constante H de 
manière que V s'annule pour t = o, on retomberait exactement sur la 
définition donnée par la formule (44), et sur le système (48), (49), pour 
les intégrales du mouvement. La fonction caractéristique V satisfait 
alors, comme nous l'avons vu, à l'équation différentielle (51) en même 
temps qu'à l'équation ( 5 o ) . 



Mouvement d'un point matériel libre sollicité par un centre fixe, 
en raison inverse du carré de la distance. 

4 9 . Lorsque deux points matériels libres, ayapt pour vecteurs M et 
M ' , et pour masses met m', s'attirent réciproquement en raison inverse 
du carré de leur distance, la formule (29) du n° 4 4 nous montre que 
le mouvement relatif du premier point autour du second a pour 
équation 

(71) 

en posant 
r = € ( M — M ' ) . 

Si nous remplaçons m -f- m' par m (somme des masses) et M — M ' 
par M (vecteur du premier point relativement au second), cette équation 
prend la forme 

(72 ) 

Opérant sur cette formule par . M x , nous avons 

d'où, par intégration, 

(73) 

c étant un vecteur constant 
Ce premier résultat montre à la fois que la trajectoire est plane 

et que l'aire décrite par le vecteur M est proportionnelle au temps. Le 
vecteur c est normal au plan de la trajectoire, et mesure la double 
vitesse aréolaire, comme nous l'avons vu en Cinématique (n° 8 ) . Ces 
conclusions sont évidemment les mêmes si r'1 est remplacé par une 
fonction quelconque de r, c'est-à-dire pour tout mouvement dû à une 
force centrale, quelle qu'en soit la loi. 

Une transformation pour ainsi dire identique à celle que nous 



avons pratiquée au n° 1 1 nous montre qu'on peut écrire l'équa­

tion (72) sous la forme 

(74) 

la valeur du vecteur constant B étant 

(75) B = mer*. 

L'équation (74), immédiatement intégrable, donne 

o u 

(76) 

E étant un vecteur constant arbitraire, assujetti seulement à se trouver 
dans le plan de la trajectoire. 

Cette équation (76) peut évidemment être considérée comme étant 
celle de l'hodographe du mouvement, et elle nous montre immédia­
tement que l'hodographe est une circonférence dont le centre a pour 
vecteur B E et dont le rayon h est égal à Ce rayon, d'après les for­
mules (73)et (75), est donc égal au quotient de la masse m par la double 
vitesse aréolaire 

En posant pareillement = e, cette quantité réelle mesure l 'ex­
centricité de l'hodographe par rapport au centre des forces ; et par 
exemple, suivant que e est plus petit que 1, égal à 1, ou plus grand 
que 1 , le centre des forces sera intérieur à l'hodographe, situé sur cette 
circonférence, ou extérieur. 

Nous retrouvons donc, et par la même analyse, les propriétés de 
l'hodographe circulaire indiquées déjà au n° 1 1 , et qui sont ainsi des 
conséquences mathématiques de la loi de l'attraction planétaire. Nous 
avons d'ailleurs démontré au n° 1 2 que réciproquement, parmi tous 
les mouvements dus à des forces centrales, celui qui correspond à une 
force inversement proportionnelle au carré de la distance présente seul 
la propriété de l'hodographe circulaire. 



5 0 . L'équation (76) donne 

Opérant par ^ Î . M X , il vient 

(77) 

de sorte que, si nous posons 

(78) 

(79) m~f. c 2 — p, 

nous obtenons pour équation de la trajectoire 

(80) 

Cette trajectoire ou orbite est donc une conique, puisque, d'après les 
relations (78) et (79), v mesure l'angle d'inclinaison de M sur E , tandis 
que p est une constante réelle. Cette constante ou demi-paramètre 
s'obtient en divisant par la masse le carré de la double vitesse aréolaire, 

qui peut conséquemment s'écrire (mp) • 
L'un des foyers de la conique est au centre des forces, et l'excentri­

cité a pour valeur e. 
En désignant comme plus haut par h le rayon de l'hodographe, il est 

facile de voir enfin qu'on a 

Si nous avions opéré directement par S. M x sur l'équatiou (76) , 
nous aurions obtenu 

c'est-à-dire 

d'où 



Remplaçant s in 2 v par sa valeur tirée de l'équation (80), et posant 

cette relation devient 

(81) 

Elle montre ainsi comment la distance r du centre des forces varie 
avec le temps. 

Désignons par une seule lettre H le vecteur B E du centre de l'hodo­
graphe. Alors nous aurons 

D'après cela, et en vertu des propriétés les plus élémentaires de la 
circonférence, le produit de deux vitesses opposées quelconques sur 
l'orbite sera constant et aura pour expression 

( 8 2 ) 

Ce cas de deux vitesses opposées ne se présente, à proprement 
parler, que pour une orbite elliptique, c'est-à-dire pour e < 1 ; mais 
il n'y a nulle difficulté à interpréter le résultat dans le cas d'une 
hyperbole. 

Si l'on donne le vecteur j d'un point de l'hodographe, le vec­

teur M correspondant de l'orbite s'obtiendra [formules (73) , (76)] au 

moyen des deux équations 

(83) 

(84) 

On tire de là pour le potentiel correspondant 

(85) 

K étant le vecteur d'un point quelconque de la tangente à l 'hodo­
graphe en N. 



L'expression ( H — w) nous montre que le potentiel est égal à la 
puissance du point N de l'hodographe par rapport au cercle de dia­
mètre OH, qu'on peut appeler avec Hamilton cercle d'excentricité. 

La seconde expression répond au produit de la longueur OK par 
celle de la projection de HN sur OK. Si nous considérons le second 
point de contact N', et que nous nommions L la projection de H 
sur OR, il est aisé de voir que les potentiels correspondants P, P' se­
ront proportionnels aux longueurs L N , L N ' . Ces dernières droites 
sont d'ailleurs également inclinées sur OR. 

Enfin on reconnaît que OR est parallèle à la corde MM' de l'or­
bite, correspondant à NN'. 

De ces diverses expressions il est possible de déduire de nom­
breuses conséquences géométriques, dans le détail desquelles nous 
n'entrerons pas ici. Nous nous contenterons de signaler les deux théo­
rèmes suivants, qu'Hamilton démontre dans ses Éléments, par les con­
sidérations dont nous parlons. 

T H É O R È M E D ' I S O C H R O N I S M E H O D O G R A P H I Q U E . — Si deux hodogra-
phes circulaires, ayant une corde commune qui passe par le centre des 
forces ou tend vers ce centre, sont coupés orthogonalement par un 
troisième cercle, les temps de description hodographique des arcs 
interceptés seront égaux. 

T H É O R È M E D E L A M B E R T . — Soient MM' un arc de l'orbite; r et r' 
les longueurs OM, OM'; s la longueur de la corde MM'; a le demi-
axe focal de l'orbite, comme plus haut. Le temps employé à décrire 

l'arc MM' est une fonction des trois rapports 

5 1 . Il est facile de voir que l'équation différentielle (72 ) du mou­
vement relatif que nous étudions peut se mettre sous la forme 

(86) 

analogue à l'équation (25) du n° 4 4 , le potentiel P étant ici égal 

à comme dans le numéro précédent. 

10 



De là 

(87) T = P + H, 

si nous posons 

(80) 

(89) 

car, en vertu des formules (85) , (82), on a 

Introduisons, comme aux n o s 4 4 et suivants, les deux intégrales 

(9o) 

( 9 0 

que nous pourrons, encore ici, appeler la fonction principale et la 
fonction caractéristique du mouvement. 

En intégrant l'équation (86 ) , identiquement comme nous l'avons fait 
aux numéros que nous venons de rappeler, nous trouverons, en dési­
gnant par M , N les vecteurs représentant la position et la vitesse initiales, 
et par M ' , N ' les vecteurs représentant la position et la vitesse actuelles, 

(92) ©M F = < D M V = s , 

(93) ffi„,F := (Qiy\ — N ' , 

(94) 

(95) 

(96) ( 0 E > , F ) = - H , 

(97) © H V = t. 

Ici, F est une fonction réelle de M , M ' , t, et V une fonction réelle de 
M , M ' , H, la masse m étant considérée comme donnée. Au lieu des 
vecteurs M , M ' , nous pouvons chercher à introduire les quantités 



réelles r, r', s qui en dépendent (n° 5 0 ) . Nous avons 

(98) 

Nous bornant à la fonction V, et remarquant que la formule (95) 
donne 

(99) 

les variations $ étant arbitraires, nous obtiendrons, au moyen des 
valeurs (98), 

(100) 

(101) 

De là encore 

( 1 0 2 ) 

(1o3) 

et, en vertu de la formule (73), 

(104) 

Or, des considérations indiquées au n° 5 0 , il est assez facile de con­
clure que rn -f- r'n' est parallèle à K, c'est-à-dire à M — M'; par consé­
quent 

(105) 

On aurait semblablement 

( 1 0 6 ) 

en sorte que chacune des fonctions F et V dépend de la somme r 4- /' 
des distances r et r . 

En considérant toujours m comme constante, nous pouvons donc 

1 0 . . 



dire que la fonction principale, et par suite sa dérivée partielle 

( o , F ) = — H [formule (96)], sont fonctions des quantités réelles 

r + r', s et t. 

Pareillement, la fonction caractéristique et sa dérivée partielle ( D H ^ ^ t 

[formule (97)] sont fonctions de 

r + r', s et H. 

Cette dernière conséquence n'est autre que l'énoncé, sous une forme 
un peu différente, du théorème de Lambert, que nous avons men­
tionné plus haut. Il est utile de remarquer qu'on arrive ainsi à ce 
théorème sans avoir recours aux propriétés des sections coniques, et 
en appliquant uniquement le calcul des quaternions à la loi de l'at­
traction planétaire. 

Si nous élevons au carré les équations (100) et (101), en ayant égard 
à la relation (105), nous trouverons sans peine 

(107) 

(108) 

On déduit de là, en remplaçant P et P' par leurs valeurs 

(109) 

(110) 

( 1 1 1 ) 

(112 ) 

Mais, en vertu des formules(95), (99) , (1o5) , nous avons la variation 

La fonction V s'évanouissant en outre avec t, et par conséquent 



avec s, il est facile de déduire de là les expressions 

(114) 

(115) 

r 4- r' devant, dans ces intégrations, être traitée comme constante. 

Pendule de Foucault. 

5 2 . Considérons un pendule simple dont le point de suspension, 
rapporté au centre de la Terre, ait pour vecteur A. Soient X la latitude 
de ce point, et 1 un vecteur unitaire dirigé du centre de la Terre vers le 
pôle nord. Posons ® A = a, et appelons w la vitesse angulaire de rota­
tion de la Terre autour de son axe. Il est aisé de voir que l'on a 

(116) 

et de là 

(117) 

Soient maintenant L le vecteur de la lentille du pendule rapportée 
au point de suspension, m la masse de la lentille, et R la tension du 
fil. Alors, A , étant un vecteur dirigé comme la pesanteur, nous aurons 

équation qui peut s'écrire 

(118) 

En y joignant la condition 

(119) 



qui exprime que la longueur du fil est constante, nous avons complé­

tement les équations du mouvement. Ces équations (118) et ( 1 1 9 ) ne 

peuvent pas s'intégrer d'une manière générale. Pour y parvenir par 

approximation, nous prendrons l'hypothèse du pendule de Foucault, 

c'est-à-dire que nous supposerons qu'il s'agisse d'oscillations très-petites, 

que nous regarderons comme négligeables les puissances de M supé­

rieures à la première, ce qui revient à négliger et qu'enfin nous 

considérerons A, comme ayant la même direction que A , en ne tenant 

pas compte de l'aplatissement du sphéroïde terrestre. 

Cela admis, rapportons la lentille à la position la plus basse qu'elle 
puisse prendre sur la verticale du point de suspension, c'est-à-dire 
posons 

(120) 

Le vecteur p pourra être considéré comme horizontal, sans qu'il y 

ait contradiction avec la condition ( 1 1 9 ) , et les puissances de p seront 

négligeables. L'équation (118) du mouvement devient alors 

ou, en posant 

( 1 2 1 ) 

(122) 

On reconnaît facilement q u e l ) AI = E et ai — AsinX = w sont deux 
vecteurs de modules égaux, situés dans le plan horizontal du lieu, et 
respectivement dirigés vers l'est et vers le nord. Nous pouvons donc 
poser 

(123) P • = _T E - f - y N . 

De là, en employant les relations (116) , ( 1 1 7 ) , et en introduisant les 

hypothèses énoncées ci-dessus, on voit sans peine que l'équation (122) 



prend la forme 

c'est-à-dire que nous avons les deux équations 

(125) 

pour déterminer le mouvement du pendule en projection horizontale. 
En rapportant ce mouvement à des axes mobiles autour de la verti­

cale, dans le sens du nord à l'est, la vitesse de rotation étant « sinX, 
on trouve que ces équations se réduisent à 

( 1 2 6 ) 

x, et j t étant les nouvelles coordonnées. 
On reconnaît immédiatement ici les équations du mouvement ellip­

tique d'un point sollicité par un centre fixe en raison directe de la dis­
tance ; et l'on peut tirer de là, comme d'habitude, les diverses particu­
larités du mouvement. 

Vu et approuvé. 

Paris, le 1 0 juillet 1 8 7 7 . 

Le DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES, 

MILNE EDWARDS. 

Permis d'imprimer. 

Paris, le 1 0 juillet 1 8 7 7 . 

L E RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE PARIS, 

A. MOURIER. 



SECONDE T H È S E . 

SUR UN NOUVEAU 

MODE DE TRANSFORMATION DES COURBES 

ET D E S S U R F A C E S . 

PRÉLIMINAIRES. 

Dans les Nouvelles annales de Mathématiques, j'ai publié (an­
née 1874, page 367) un article intitulé : Sur les rayons de courbure des 
courbes planes, dans lequel j'ai surtout cherché à indiquer diverses 
constructions graphiques permettant d'obtenir le rayon de courbure 
d'une courbe donnée. La méthode employée dans tous les cas consiste 
essentiellement dans la construction d'une courbe auxiliaire Ct, trans­

formée de la courbe donnée C, et telle que chaque point de la première 
dépend non-seulement de la position d'un certain point correspondant 
de la seconde, mais aussi de la direction de la tangente en ce point. 

Il arrive alors, en général, que les éléments du second ordre de la 
courbe donnée sont liés avec ceux du premier ordre de la courbe 
transformée, en sorte que le rayon de courbure en un point donné de 
la courbe C peut se construire au moyen d'éléments connus, et de la 
tangente à la courbe C, au point correspondant. 

Incidemment, cette méthode fournit des propriétés plus ou moins 
simples suivant les transformations choisies, liant ensemble les deux 
courbes ; et ces propriétés existent entre les éléments du premier ordre 
seulement, lorsque la transformation est telle que la détermination du 
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rayon de courbure devient impossible. Ainsi, par exemple, la podaire 
d'une courbe ne peut servir à la construction du rayon de courbure, 
mais la normale à la podaire passe par le milieu du rayon vecteur corres­
pondant. On comprend, par conséquent, que, en dehors des construc­
tions graphiques auxquelles la méthode était principalement destinée, 
celle-ci puisse servir de moyen d'études et de recherches, pour o b ­
tenir certaines propriétés des courbes. 

Bien que les procédés de transformation usités en Géométrie soient 
nombreux, je ne crois pas qu'on se soit occupé de ceux qui rentrent 
dans la forme générale que je viens d'indiquer. Les podaires sont peut-
être les seules courbes transformées de ce genre qui aient été l'objet de 
recherches suivies ; et justement elles constituent un cas particulier, 
dans lequel les éléments du premier ordre sont seuls liés entre eux, 
comme on l'a rappelé tout à l'heure. 

La présente étude a pour objet l'extension de la méthode en question 
aux courbes gauches et aux surfaces ; ou plutôt, la recherche de mé­
thodes analogues pouvant permettre la détermination des éléments du 
second ordre en un point donné, ou celle de certaines propriétés de 
ces figures. 

La première Section est intitulée : Transformation des courbes; après 
une exposition générale de la marche à suivre dans les calculs et une 
discussion de quelques cas remarquables qui peuvent se présenter, 
j'aborde l'étude d'un certain nombre de transformations particulières. 
Mais, tout en examinant séparément chacune d'entre elles, j'ai cherché à 
généraliser le plus possible les résultats chaque fois que l'occasion s'en 
est offerte. 

Lorsque la construction géométrique des éléments du second ordre 
est possible, elle fournit le plan oscillateur (et par conséquent la 
normale principale) et aussi le rayon de courbure, c'est-à-dire les 
coordonnées du centre de courbure. On reconnaîtra qu'ainsi l'ana­
lyse peut mettre à la disposition de la Géométrie descriptive des res­
sources nouvelles ; car, dans cette dernière science ou plutôt dans 
ses applications, on ne s'est guère occupé de déterminer jusqu'à présent 
les rayons de courbure des courbes gauches ; et quant au plan oscula-
teur, on l'obtient presque uniformément au moyen de la surface déve-
loppable, lieu des tangentes à la courbe, surface à laquelle il est 
tangent. L'indicatrice sphérique de M. Paul Serret permet aussi cette 



construction d'une façon bien simple, et peut s'employer pour cet 
objet ; elle constitue un mode très-particulier de transformation, et 
d'ailleurs ne saurait fournir aucune ressource pour la détermination 
du rayon de courbure, comme on le sait. 

Cette première Section se termine par l'examen de quelques pro­
priétés générales des courbes gauches, relatives à d'autres éléments 
que ceux du second ordre. 

La deuxième Section : Transformation des surfaces, est rédigée sur 
un plan à peu près pareil à celui de la première. Il est seulement es­
sentiel de faire remarquer que les applications graphiques perdent ici 
beaucoup de leur importance, parce que les éléments géométriques du 
second ordre dépendent en général des éléments analytiques d'une 
manière assez compliquée. Mais certains faits généraux concernant les 
surfaces, certaines propriétés, par exemple celles de surfaces analogues 
aux surfaces podaires et beaucoup plus générales, ne sembleront peut-
être pas dépourvues de tout intérêt. 

PREMIÈRE SECTION : TRANSFORMATION DES COURBES. 

1 . Avant d'aborder l'étude des transformations que nous avons à 
examiner, nous indiquerons quelques notations générales auxquelles 
nous nous conformerons constamment dans le cours de cette Section, 
et qu'il est ainsi préférable d'exposer une fois pour toutes. 

C étant une courbe de l'espace, et M l'un de ses points, dont les coor­
données sont x, y, z, les axe étant rectangulaires, nous désignerons 
par s un arc de la courbe, compté à partir d'une origine fixe arbitraire, 

et par a, b, c les cosinus des angles que forme la tangente 

en m avec les axes coordonnés. 
Les cosinus des angles de la normale principale avec les axes sont 

alors proportionnels, comme l'on sait, à 

(1) da, db, de. 
11.. 



Ceux des angles de l'axe du plan osculateur avec les axes sont pro­

portionnels à 

(2) bdc — cdb, cda — adc, adb — bda. 

Nous désignerons ces cosinus eux-mêmes par f, g, h, respectivement. 
Le rayon de courbure, qui sera uniformément représenté par p, a 

pour expression 

(3) 

et les coordonnées | , vj, Ç du centre de courbure sont 

(4) 

Le rayon de torsion r, que nous aurons d'ailleurs plus rarement 
occasion d'employer, s'exprime par la formule 

(5) 

Pour tout point M, d'une autre courbe C,, les éléments analogues 
seront représentés par les mêmes lettres, affectées de l'indice 1 ; et de 
même pour d'autres courbes C 2 , C 3 , . . . , s'il y avait lieu. 

Si d'autres éléments viennent à s'introduire au cours de cette étude, 
et s'ils doivent faire l'objet de notations uniformes, nous les indiquerons 
au fur et à mesure. Il nous suffit pour l'instant d'avoir signalé celles 
qui sont d'un usage complètement général. 

2 . Des formules ci-dessus nous pouvons immédiatement déduire 
quelques conséquences qui seront utiles par la suite. Appelons i, j, k 



les cosinus des angles formés avec les axes par la normale principale, 
et posons, pour abréger, 

Alors 

f=bk — cj, g — ci — ak, h —• aj — bi. 

On a, en outre, les relations ordinaires exprimant la perpendicu-
larité des trois droites de directions (a, b, c), (i,j, k), (f, g, h). 

De là on tire 

dj = bdk — cdj, dg = cdi — adk, dh = adj — bdi, 

et, élevant au carré et ajoutant, 

dp + dg2 + dh2 = di2 + dj2 + dk2 - {adi + bdj + cdkf. 

Mais ai bj -h ck = o nous donne 

acfr" -+- bdj -+- cdk = — [ida + /c?Z> -h kdc) = — e ; 

d o n c 

<#2 + r/y2 + dk2 = <fa2 + c?*2 + rfc2 -hdf2+ dg2 + dh2, 

résultat auquel on aurait pu arriver assez aisément par des considéra­
tions géométriques. 

Remarquons que le premier membre représente le carré de l'angle 
infiniment petit que forment deux normales principales infiniment 

voisines. Il serait donc assez naturel d'appeler cour-

hure totale de la courbe, et rayon de courbure totale. 

L'équation précédente donne alors 



Au moyen des valeurs de i, j , k, on trouve 

Il y a lieu de remarquer encore que la formule 

i² + j 2
 4 - k2 = 1 

nous donne 

dadi 4 - dbdj 4- dcdk = o. 

On a aussi 

fda 4 - g<$ + Adle = o, 

a c ^ 4- bdg 4 - cdft = o. 

Or 
fdf+gdg + hdh = o; 

donc la direction dont les cosinus sont proportionnels à df, dg,dh 
est à la fois perpendiculaire à la tangente et à l'axe du plan osculateur. 
Mais la normale principale jouit de la même propriété ; par conséquent, 

5 . Soient C une courbe donnée et C, une autre courbe dont chaque 
point M, est déduit d'un point M correspondant sur la première, et de 
la direction de la tangente en ce point M. Les coordonnées du point M, 
seront déterminées par des relations de la forme 

(6) 



les trois fonctions <p, 4s X dépendant uniquement du mode de trans­

formation adopté. 

Nous avons, en outre, la condition 

(7) «2 + b* + c 2 = i . 

La différentiation des relations (6) nous donne 

(8) 

ou, si nous remplaçons dx, par a, ds,, dx par a ds, . . . , 

(9) 

et, par la différentiation de la relation (7), on a 

(10) ada + bdb + cdc = o. 

Le système formé par les équations (9) et (10) pourra se résoudre, 

en général, par rapport aux quatre inconnues da, db, de, ds; et, si 

l'on remarque que les dérivées partielles , . . sont fonctions de x, 

y, z, a, b, c, comme ç, tj/ , on trouvera, en ayant égard à la forme 

des équations (9) et (10), des valeurs de la forme 

(11) 

da = ds{ x{x,y, z, « , b, c, a,, b,, c,), 

db — ds, Ts\>{x,y,z, a, b, c, a,, bt, c,), 

de — ds, G(x,y, z , a, b, c, a,, bt, c,), 

ds = ds, ê{x,y, z, a, b, c, a,,b„ c, ) , 



x, ift), S , S étant de nouvelles fonctions déterminées d'éléments 
connus. 

5 . Ces valeurs étant trouvées, on voit que les cosinus des angles 
que forme la normale principale avec les axes sont proportion­
nels (1) à 

(12) 

ceux de l'axe du plan oscillateur avec les axes sont proportion­
nels (2) à 

(13) 

Le rayon de courbure sera (3) 

(14) 

et (4) les coordonnées du centre de courbure auront pour expression 

(15) 

En un mot, les divers éléments du second ordre de la courbe C 
en M s'obtiendront en fonction de la position du point M et des di­
rections des tangentes en M et M,. 

4 . Si l'on résout le système des équations (6) par rapporta or, j , z , 
et si l'on substitue leurs valeurs dans les fonctions X, ife, G , S, les élé­
ments du second ordre seront déterminés en fonction de la position du 
point M, et des directions des tangentes en M et M,. 

Si l'on résout le même système (6) par rapport à a, b, c, et si l'on 
fait la même substitution, les éléments cherchés s'obtiennent au moyen 
des deux points M, M, et de la direction de la tangente en M, seu­
lement. 



Enfin il peut être utile de remarquer que l'élimination de a, b, c 
entre les équations (6) et (7) donne une relation de la forme 

(16) F(x, y, z, x,;yt, z,) = o. 

On voit, en considérant successivement x,y, z, puis xt,y,, z, comme 
coordonnées courantes, que le point M est situé sur une certaine sur­
face, déterminée quand on connaît le point M, et inversement. 

Pareillement, si Ton élimine a, b, c, a,, bt, c, entre les équations 
(6) , (15) et la relation de condition 

on obtiendra 

(17) 

c'est-à-dire que le centre de courbure est situé sur une certaine sur­
face, déterminée lorsqu'on connaît les deux points M et M,. 

5 . Les trois fonctions Jk, i f t , G , étant proportionnelles à da, db, de, 
satisfont à la condition 

(18) 

Si nous avons égard à cette relation, et si nous cherchons les co­
sinus f, g, h des angles que le plan osculateur en M forme avec les 
axes, cosinus proportionnels aux valeurs (13), nous trouvons aisé­
ment 

(19) 

Ainsi ces trois cosinus s'expriment en fonction de x, y, z, a, b, c, 

a,, b{, c,. Si nous difféi entions l'un d'entre eux, f par exemple, nous 
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avons 

Or 

d'où 

et l'on a pour db1 et dc1 deux expressions analogues. 
De plus, 

et 

d'où 

Ainsi on a pour df une expression de la forme 

De même 

dg = ds 

dh = ds 



et le rayon de torsion en M (5) sera 

(20) 

c'est-à-dire qu'il sera exprimé au moyen des éléments du premier ordre 
de la courbe C, et de ceux du premier et du second ordre de la 
courbe C 1 . 

Les calculs que nous indiquons ici d'une manière générale seront 
le plus souvent assez compliqués, dans les applications, et ne pour­
ront guère fournir des constructions faciles pour le rayon de torsion. 
Il nous a paru bon, cependant, de montrer comment cette détermi­
nation des éléments du troisième ordre de la courbe C, au moyen de 
ceux du second ordre de la courbe C,, est possible théoriquement. 

6 . Donnons encore un élément qui se rapporte à ceux du second 
ordre, et pourra être, dans certaines circonstances, de quelque utilité. 
Supposons que par le centre de courbure de la courbe C on mène un 
plan parallèle au plan normal à la courbe C, en M,. L'équation de ce 
plan sera 

ou, en vertu des formules (15), 

La distance de l'origine à ce plan sera exprimée par 

(21) 

et celle du point M au même plan par 

(22) 
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7. La méthode que nous avons indiquée peut se trouver en défaut 

dans certains cas, c'est-à-dire que la détermination des fonctions 

l., iPo, G, S peut exceptionnellement devenir impossible. 

Cela arrive, en particulier, dans le cas où le point M ( dépend unique­

ment de la direction de la tangente au point M, mais non de la posi­

tion de ce dernier point. C'est ce qui a lieu, par exemple, pour l'indi­

catrice sphérique, qui constitue un cas très-particulier de cette 

transformation générale. 

Alors ds disparaît des équations ( 9 ) , et celles-ci pourront générale­

ment se résoudre par rapport à da, db, de, de sorte qu'on déterminera 

bien les fonctions «,i>, ift>, G, mais non la fonction s. Il arrive alors que 

ia direction de la normale principale, c'est-à-dire le plan osculateur, 

peut se construire au moyen des éléments de la figure, mais qu'il n'en 

est plus de même pour le rayon de courbure en M. 

La formule (18) subsiste toujours, et exprime simplement une pro­

priété entre les éléments du premier ordre des deux courbes C et C,. 

Des faits analogues se produisent évidemment lorsque les fonctions 

y, i , /, tout en dépendant de x, y, z, satisfont aux conditions 

Il peut y avoir impossibilité, dans d'autres cas, de déterminer, non-

seulement le rayon de courbure, mais même le plan osculateur; mais, 

dans l'étude des exemples particuliers de transformation, nous aurons 

assez d'occasions d'examiner ces circonstances exceptionnelles, pour 

qu'il soit inutile d'en faire ici une étude générale, qui manquerait de 

précision par la force des choses. 

Nous nous contenterons seulement d'indiquer encore une hypothèse 

assez remarquable : c'est celle où l'une des coordonnées x,, z, es! 

constante, et nulle par exemple. Supposons que ce soit z,; la courbe C, 

sera alors tout entière située dans le plan des XY; la fonction ^ s'éva­

nouira, nous aurons c, = o, la dernière des équations (9) n'existera 



plus, et nous n'aurons plus, par conséquent, les élémenls nécessaires 
pour déterminer les fonctions «A,, ii]>, S , S; mais l'élimination de ds, 
entre les deux équations (9) qui subsistent donne 

(23) 

que nous pouvons écrire 

ou, en vertu des relations (4 ) , 

(24) 

c'est-à-dire que le centre de courbure est situé sur un plan perpendi­
culaire à la direction indiquée par les cosinus 

et dont la distance au point M est 

Nous avons en outre 

et, en retranchant la formule (24) de cette dernière, 

Le centre de courbure est donc aussi sur une sphère dont le centre 



a pour coordonnées 

et qui passe par le point M (x, y, z). L'intersection de cette sphère 
avec le plan normal est une circonférence sur laquelle est nécessaire­
ment situé le centre de courbure, et nous voyons, en résumé, que cette 
circonférence est obtenue au moyen de la tangente à la courbe plane 
C, en M,. 

Cela nous montre incidemment que le rayon de courbure ne saurait 
excéder la longueur maximum 

Si le second membre de la formule (23) s'annule, c'est-à-dire si 
= o, la sphère dont nous avons parlé plus haut se réduit à un plan, 

et la circonférence, intersection de la sphère par le plan normal, se 
réduit à une droite. Cette droite, sur laquelle le centre de courbure 
doit être situé, est évidemment la normale principale, qui clans ce cas 
se trouve ainsi déterminée. 

8 . Nous allons indiquer maintenant certaines notations géométri­
ques, constamment appliquées dans ce qui va suivre, et qui nous dis­
penseront de longues explications pour l'étude de chaque transforma­
tion nouvelle. 

La tangente au point M sera représentée par MT, et nous appellerons 
T le point d'intersection de cette tangente avec le plan des YZ. 

L'intersection du plan normal en M, avec l'axe des X sera désignée 
par N. Les trois coordonnées issues du point M, et respectivement ter­
minées aux plans des YZ, des ZX et des XY, seront MP, MQ, MR. 

Enfin les notations pareilles, affectées de l'indice i , représenteront 
les mêmes éléments par rapport au point M, de la courbe C,. 



Première transformation. 

9 . On mène TM,, parallèle à l'axe des X, jusqu'à la rencontre du 
plan MQR. 

Les formules de transformation sont alors 

Elles donnent, par différentiation, 

a, ds, = ads, 

d'où l'on tire 

Ainsi (11) 

Les cosinus des angles de la normale principale avec les axes sont 
donc proportionnels (12) à 

a(bb, -h ce,), b{bb, + ce,) — b„ c(bb, + ce,) — c,. 



Ceux des angles que forme l'axe du plan osculateur avec les axes 

sont proportionnels (r3) à 

cb, — bc,, ac,, — ab{, 

et ces cosinus eux-mêmes s'obtiennent en divisant les valeurs précé­

dentes par Il est à remarquer que ces diverses 

conclusions, relatives au plan osculateur, sont indépendantes de 

l'abscisse xt et s'appliquent par suite à toutes les transformations telles 

que TM, soit parallèle à OX. 
Le rayon de courbure (14) a pour expression 

Les coordonnées (15) du centre de courbure sont 

Enfin, si par ce centre de courbure on mène un plan parallèle au 
plan normal en M,, sa distance au point M a pour expression (22) 

Ces divers éléments peuvent, comme on le voit, s'obtenir par des 
constructions géométriques. 

Deuxième transformation. 

1 0 . Par le point M on mène MM, parallèle à l'axe des X, jusqu'à 
la rencontre du plan perpendiculaire à l'axe des X, élevé au point N. 



On a, comme formules, 

et par différentiation 

btds, = bds, 

c,ds, = cds. 

II est bien évident qu'on ne saurait ici déterminer les valeurs de da, 
db, de, ds, au moyen de ces équations. Mais les deux dernières nous 
donnent 

et celte relation exprime une propriété géométrique évidente, si l'on 
remarque que les deux courbes C et C, ont même projection sur le 
plan des YZ. 

Quant à la première équation, elle nous donne sans peine 

ou, en vertu des formules (4) , 

Or on a en outre 

et par soustraction 

Nous voyons donc que le centre de courbure est situé sur une 
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sphère passant par M, et dont le centre w est situé sur la droite NM, 

à une distance ; et, en coupant cette sphère par le 

plan normal, nous aurons un grand cercle sur lequel se trouve néces­
sairement le centre de courbure. Cette indication est la seule que puisse 
fournir la courbe auxiliaire C, sur les éléments du second ordre de la 
courbe C. 

On remarquera toute l'analogie entre les circonstances qui se pré­
sentent ici et celles que nous avons examinées dans la dernière partie 
du n° 7. 

Troisième transformation. 

1 1 . Le point M, s'obtient en prolongeant la droite NM d'une lon­
gueur égale à elle-même en MM, = NM. 

Alors 

et par différentiation 

b,ds, = zbds, c,ds, = icds. 

Ici, comme dans le cas précédent, les éléments da, db, de ne peuvent 
se déterminer, et nous avons encore 

Il est, en effet, évident que les projections des courbes C et C, sur le 
plan des YZ sont homothétiques. 

La première des trois équations différentielles nous donne 

ou 



et nous en concluons, par un calcul pareil à celui du numéro précé­
dent, que le centre de courbure est situé sur une sphère passant par M, 

et dont le centre w, sur la normale NM, est tel que 

En coupant cette sphère par le plan normal, on a encore un grand 
cercle sur la circonférence duquel est le centre de courbure. 

Quatrième transformation. 

1 2 . Par l'origine O, on mène OM1 égale et parallèle à NM, et dirigée 
dans le même sens. 

On a 

et, par suite, 

Ici encore et la première équation nous donne 

Nous n'insisterons pas sur les conséquences géométriques qu'on en 
tire ; elles sont de tous points semblables à celles des deux transforma­
tions précédentes. 

Cinquième transformation. 

1 3 . Par l'origine O, on mène OM, parallèle à TM jusqu'à la ren­
contre du plan MQR. 

Avant d'aborder l'étude spéciale de cette transformation, nous re­
marquerons qu'elle rentre dans un genre très-général, celui où le point 
M, est situé sur une parallèle à la tangente en M, menée par un point 
fixe (lequel est choisi comme origine). Or il y a plusieurs propriétés 
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communes à ces diverses transformations, et qu'il peut être intéressant 
d'établir une fois pour toutes. 

Les équations de transformation sont, pour le cas dont il s'agit, de 
la forme 

(26) x, = at, y, = bt, z, = et, 

t étant une fonction quelconque de x, y, z, a, b, c. 
En les différentiant, nous obtenons 

(27) 

a,ds, = adt 4 - tda, 

b,ds, = bdt •+- tdb, 

c, ds, = cdt -+- tdc. 

On voit immédiatement que les expressions 

bdc — cdb, cda — ade, adb — Ida 

sont respectivement proportionnelles à 

bc, — cb,, ca, — ac{, ab, — ba, 

ou à 

ytCi— ztb,, z,a, — xtc„ x,b,—y,a,. 

Mais ces dernières sont évidemment proportionnelles aussi aux 
cosinus des angles que forme avec les axes le plan tangent, suivant OM,, 
au cône ayant pour sommet O et pour directrice C,. Donc ce plan 
tangent est parallèle au plan osculateur, et permet, par conséquent, 
de déterminer ce dernier. 

1 4 . En multipliant respectivement les équations (27) par a,b,c, et 
les additionnant, on a 

(aa, + bb, + cc,)ds, = dt 
ou 

(28) cos0 ds, =dt, 

en appelant 6 l'angle T , M , 0 des deux tangentes. 



Par conséquent, 

(29) 

ce qui nous donne les trois fonctions X , iil>, G, pour toutes les trans­
formations considérées. 

Élevant au carré ces trois valeurs et ajoutant, on trouve 

(3o) 

La fonction t, étant donnée, permettra, dans chaque cas particulier, 

de déterminer la f o n c t i o n e t alors nous aurons pour le rayon 

de courbure (14) 

(31) 

et pour les coordonnées du centre de courbure (15) 

(32) 

On a aussi 

(33) 

en sorte que §t représente la dislance de M au plan mené parle centre 
de courbure, parallèlement au plan normal en M,. 

15. Pour passer maintenant au cas particulier de la cinquième 



transformation, il suffit évidemment de faire dans les diverses 

formules précédentes. 

Alors 

Le plan osculateur (n° 1 3 ) est parallèle à O M , T , . 
Pour déterminer le rayon et le centre de courbure, nous n'avons 

qu'à différentierla première formule de transformation, ce qui donne 

a,dst = ads, 
d'où 

donc (31), ( 32 ) , 

et la distance de M au plan parallèle au plan normal en M, mené par 

le centre de courbure est OM ( . Cette distance peut donc se 

construire géométriquement d'une façon très-simple. 

Sixième transformation. 

1 6 . On mène par l'origine OM, perpendiculaire au plan normal en 
M, jusqu'à la rencontre de ce plan. 

Il suffit ici, dans les formules des n o s 1 3 et 1 4 , de remplacer £ par la 
distance de l'origine au plan normal, laquelle a pour expression 

(34) l = ax + bj + cz; 



d'où, par différentiation, 

(35) dl = ds + xda + ydb + zdc, 

c'est-à-dire (28), (29), 

Donc la fonction s est 2 On peut aussi 

l'écrire 

et l'équation (33) peut se mettre sous la forme 

donc, si par le centre de courbure on mène un plan parallèle au 
plan normal en M,, il ira couper la droite OM, à une distance de l'o­
rigine double de OM,. Cela fournit, par conséquent, une construction 
des plus simples. 

La valeur (31) du rayon de courbure 

s'interprète aussi géométriquement d'une façon presque évidente. 

Septième transformation. 

1 7 . OM,, parallèle à la tangente, est égale à k étant une lon­

gueur constante et l représentant toujours la distance de l'origine au 

plan normal. En d'autres termes, la courbe C, est une transformée 

par rayons vecteurs réciproques de celle du numéro précédent. 



La fonction t est alors égale à et 

c'est-à-dire 

ou 

L'équation (33) devient alors 

ce qui montre que le plan parallèle au plan normal en M 1 , mené par 
le centre de courbure, passe par l'origine. 

Le rayon de courbure (31) est 

1 8 . Nous pouvons chercher à généraliser les résultats des deux nu­
méros précédents, en étudiant la transformation du même genre, où 
la longueur OM, est une fonction L quelconque de la distance l définie 
ci-dessus. 

Les valeurs de x , , j , , r, sont alors 

x, — aL, y, = bL, z, = cL , 

et nous avons (29) 



De plus, en appelant L' la dérivée de la fonction L, 

dh = L'dl, 

ou (28), (35), 

Il résulte de là 

et l'équation (33) prend la forme 

ou encore 

Le plan parallèle au plan normal en M,, mené par le centre de cour­
bure, passe conséquemment par le point ayant pour coordonnées 

ou 

c'est-à-dire que ce plan coupe la droite OM, en un point A tel, que 

En faisant successivement nous retrouvons 

0 A = 2 0 M , , OA = o, 

c'est-à-dire les résultats des deux numéros précédents. 
L . 14 



Le problème inverse peut se résoudre en remarquant que 

par exemple, la fonction L la plus générale qui puisse nous donner 
OA = o sera fournie par IL = const., c'est-à-dire sera celle qu'on a 
étudiée au n° 17 . 

Pour que OA = X.OM,, X étant une constante donnée, il faut 

2IL = XL2 + const., 

et l'exemple du n° 16 est un cas particulier où la constante est nulle, 
et qui fournit X = 2, comme on l'a vu. Pour cette même valeur de X, 
la fonction L est, d'une façon générale, 

Pour que la distance O A soit égale à une longueur constante donnée 
k, on doit avoir 

de là 

En faisant k = o, on retombe encore sur le cas du n° 1 7 . 
Si L = const., A s'éloigne à l'infini; c'est le cas de l'indicatrice 

sphérique, et la détermination du centre de courbure devient alors il­
lusoire, comme on le sait. 

Huitième transformation. 

1 9 . On mène OM, parallèle à la tangente et de longueur égale à 
OM. 

Dans les formules des n o s 1 5 et 1 4 , il suffira de poser alors 



Or on tire de cette équation 

tdt = xdx -h jdy + zdz = Ids, 

en conservant à Z la même signification que dans les numéros précé­
dents; donc (28) 

Ids = t cosOds,, 

c'est-à-dire que la fonction s est égale à -{cosQ. 

Le rayon de courbure (31 ) est, par conséquent, 

et (33) la distance du point M au plan mené par le centre de courbure 

parallèlement au plan normal en M, a pour expression cosG. Nous 

n'insisterons pas sur les constructions géométriques résultant de ces 
expressions. 

2 0 . Avant d'aborder l'examen de transformations d'un autre genre, 
nous ferons remarquer la possibilité d'une détermination assez simple 
du rayon de torsion, au moyen d'une nouvelle construction auxiliaire, 
dans tous les cas où la transformée M, est telle que OM, soit parallèle 
à la tangente en M. 

Supposons que par l'origine O nous menions une droite OM 2 per­
pendiculaire au plan tangent suivant OM, au cône de sommet O et 
ayant C, pour directrice. D'après ce qu'on a vu précédemment, cette 
droite sera parallèle à l'axe du plan osculateur en M, et si nous y por­
tons une longueur OM 2 = M , fonction des éléments de la courbe C en 
M, le lieu des points M 2 sera une nouvelle courbe C 2 , dont chaque 
point aura pour coordonnées, en conservant les notations du n° 5 , 

x2 — fit, y 2 — gu, z2 — hu. 

On a d'ailleurs, pour la courbe C,, les formules (26) à (3o) , et si 
nous appelons T l'angle formé par les deux droites OM 2 , M 2 T 2 , nous 
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trouverons pareillement 

Des formules (28) et (3o ) , combinées avec ces deux dernières, on 
déduit immédiatement 

Si u est donné en fonction de t, c'est-à-dire si OM 2 est fonction de OM,, 

Si enfin OM 2 est pris égal à OM,, nous obtenons la formule très-
simple 

qui s'interprète géométriquement avec la plus grande facilité. 

Neuvième transformation. 

2 1 . On prolonge la droite TM d'une longueur égale à elle-même en 
MM,. 

Nous remarquerons que dans cette transformation le point M, se 
trouve sur la tangente, et nous commencerons par examiner le cas plus 
général de toutes les transformations de ce genre, comme nous avons 
déjà fait aux n o s 1 3 et 1 4 . 

On a, pour toutes ces transformations, 

(36) x, = x + at, y,—y-\-bt, z,~z + ct, 

d'où, par différentiation, 

(37) 

a, ds, = ads 4 - adt 4 - tda, 

b, ds, — bds 4 - bdt 4 - tdb, 

c,ds, = cds 4- cdt + tdc. 



Les expressions 

bdc — cdb, cda — adc, adb — bda 

sont respectivement proportionnelles à 

bc,—cb{, ca{—ac{, ab,—ba,, 

et, par suite, le plan oscillateur n'est autre que le plan M M, T,, si bien 
qu'il se trouve déterminé une fois pour toutes dans les transformations 
dont il s'agit. On peut remarquer, en effet, que la courbe C, est une 
courbe quelconque tracée sur la surface développable ayant C pour 
arête de rebroussement. 

Si nous appelons Q l'angle des deux droites MM,, M,T, , nous 
voyons aussi qu'on a 

(38) cosGefc, = ds -t- dt, 

puis une série de formules identiquesde forme à (29), (3o) , (31), (32) , 

( 3 3 ) . Il est seulement essentiel de remarquer que la fonction $ ne sera 
pas la même qu'au n° 1 4 , pour une même fonction t, les formules (28) 

et (38) étant différentes l'une de l'autre. 

2 2 . Nous passerons au cas particulier de la neuvième transforma­

tion, en faisant dans les formules précédentes. Alors 

xt = 2X, a,ds, = 2ads, et 

Le rayon de courbure est donc 

et la distance du point M au plan mené par le centre de courbure, 

parallèlement au plan normal en M,, est MM,. 



Dixième transformation. 

2 3 . La courbe C1 est la podaire de C, en prenant le pôle à l'origine 
Il faut alors faire t = — l, d'où 

et, en substituant dans la formule (38), ds disparait, de sorte que la dé­
termination de la fonction s est impossible. Mais cette substitution 
nous donne 

qu'on peut écrire 

ou enfin 

car 

al = x — x,, bl = y — y,, cl—z — z,. 

Nous voyons donc que la podaire ne peut servir à déterminer le 
rayon de courbure et que le plan normal à la podaire vient couper 
en son point milieu le rayon vecteur correspondant de la courbe donnée. 
Ces conséquences sont analogues avec celles qui ont lieu pour les courbes 
planes. Il y a lieu de remarquer seulement que la podaire d'une courbe 
gauche détermine son plan osculateur, comme nous l'avons dit. 

2 4 . Cherchons à généraliser cette transformation particulière, en 
étudiant l'hypothèse où la longueur MM, est une fonction L de L Nous 
poserons donc t = L dans les formules établies plus haut, et nous 
aurons alors, en vertu des formules (29) , 



par suite, la relation (38) nous donnera 

d'où 

(39) 

L'équation (33) nous donne alors 

et l'on peut la mettre sous la forme 

ou 

(40) 

ou enfin 

(41) 

On vérifiera que les résultats fournis par la transformation du nu­
méro précédent (L = — l) sont illusoires ; car le second membre de 

l'équation (4o) prend la forme et l'équation (41) indique que le plan 

mené par le centre de courbure, perpendiculairement à M, T\, passe par 
un point situé à l'infini. 

Onzième transformation. 

2 5 . Sur chaque tangente TM, on porte une longueur fixe MM, = k. 
Il suffit évidemment de faire L = k, L' = o dans les formules pré-



cédentes pour avoir le cas relatifà cette transformation. L'équation (41) 

devient 

et nous montre que le. plan normal à la courbe C, passe par le centre 

de courbure. La fonction S se réduit à cos5 et le rayon de cour­

bure. 

Douzième transformation. 

2 6 . La podaire étant supposée construite comme dans la dixième 
transformation, on construit sur chaque tangente le point M, symé­
trique du point correspondant de la podaire par rapport à M. 

Les résultats relatifs à cette transformation s'obtiendront en faisant 
L — /, d'où L' = i dans les formules du n° 2 4 . L'équation (41) nous 
montre alors que le plan parallèle au plan normal en M, mené par 
le centre de courbure passe par le point ayant pour coordonnées 

c'est-à-dire que, si nous portons M, I = MM, sur le prolongement de la 
tangente, le plan en question passe par le milieu de la droite 0 1 . 

Treizième transformation. 

2 7 . Sur chaque tangente TM on porte une longueur constante 
TM, = A, à partir du point T. 

La fonction t ( n° 2 1 ) est ici donc 

et l'application de la formule (38) nous donne 

de sorte que, la différentielle ds s'éliminant, nous ne pouvons pas déter­
miner le rayon de courbure. 



Mais nous avons 

x, = ka, d'où a, ds, = kda, 

et par suite 

c'est-à-dire que, si par le point T nous menons, dans le même sens que 
T ,M, , une droite égale et parallèle à T 1 M , , l'extrémité de cette droite 
sera située sur la normale principale en M. 

On peut remarquer que si, pour un point particulier M, on a TM = k, 
alors les deux courbes C et C, sont tangentes au point commun M. 

Quatorzième transformation. 

2 8 . Le point M, est situé dans le plan mené par N perpendiculai­
rement à OX, et à une distance M, N de ce point égale à NM. 

Cette construction, on le remarquera, ne détermine pas complète­
ment le point M,, puisqu'il peut se trouver où l'on voudra sur une 
circonférence donnée de centre N. Elle ne permet pasdu reste de déter­
miner les éléments cherchés de la courbe C. Nous voulons seulement 
indiquer une propriété commune à toutes les transformations de ce 
genre, ou, si l'on veut, une propriété de la surface de révolution, lieu 
de toutes les circonférences analogues à celle dont nous venons de 
parler. 

Le point M, ayant même coordonnée que N suivant l'axe des nous 

avons 

De plus, la distance NM, étant égale à NM, il vient 
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De là, par différentiation, 

[b,y, 4- c, z,)ds, = (x — x,)(ads — a,ds,) + (bj + cz)ds, 

(b,y, 4- c, z , — <7, 4- a, . r ) ds, = (Z — ax, )ds, 

et le second membre étant nul, puisque x, = ^ nous avons 

c'est-à-dire que, I étant le point où le plan parallèle à OYZ et passant 
par M vient couper l'axe OX, et N, celui où le plan normal en M, 
coupe le même axe, le point N est le milieu de IN, . 

La droite M, N, est la normale à la surface de révolution, d'axe OX. 
dont il a été question un peu plus haut. 

Quinzième transformation. 

2 9 . Par les trois points analogues à N, sur les trois axes, on mène 
des plans respectivement perpendiculaires à ces axes. Le point M, est 
donné par l'intersection de ces trois plans. 

Les formules sont alors 

et par différentiation elles nous donnent 

a2a, ds, = adl ~ Ida, 

b2b,ds, = bdl- Idb, 

c-c, ds, = cdl — Idc; 



donc 

dl = ( a s a , + b3b, + c3c,)ds, = Ids,, 

Nous avons ainsi les quatre fonctions x, afc, G , S . 
Les cosinus (13) des angles de l'axe du plan osculateur avec les axes 

sont proportionnels à 

Le rayon de courbure (14) a pour expression 

Seizième transformation. 

5 0 . Par l'origine O on élève OM, = OM, perpendiculairement au 
plan OMT. 

Cette transformation est analogue à celle que nous avons appliquée 
au n° 2 0 , pour passer de la courbe C, à la courbe C 2 et déterminer le 
rayon de torsion. La droite OM, étant : 1° perpendiculaire à OM ; 
20 perpendiculaire à MT; 3° de longueur égale à OM, nous aurons 

xx, + yy, + zz, = o, 

ax, + by, -t- cz, = o, 
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et, par différeutiation, 

(a, x 4- b, j + c, z)ds, = o, 

(aa, 4- bb, 4 - cc,)ds, 4 - x, da-h f,db 4 - z,dc = o, 

lt ds, = Ids. 

La forme même de ces relations prouve que cette transformation ne 
saurait conduire à la détermination des éléments du second ordre. La 
première d'entre elles montre que le plan parallèle aii plan normal 
en M,, et mené par l'origine, passe par le point M. 

Ces conclusions s'appliquent évidemment à toutes les transforma­
tions où OM, est perpendiculaire au plan OMT, puisqu'elles sont indé­
pendantes de la troisième relation, c'est-à-dire de celle qui fixe la lon­
gueur de OM,. 

Dans le cas particulier actuel, on a 

en posant 

aa, + bb, + cc1 = cosS. 

Tout cela peut aisément s'interpréter géométriquement. 
On remarquera la réciprocité complète qui existe entre les deux 

courbes C et C,. Si par le point M, on mène un plan P, perpendicu­
laire à la normale principale en M, et par le point M un plan P perpen­
diculaire à la normale principale en M,, on aura, par exemple, en 
appelant p, et p les distances respectives de l'origine à ces deux plans, 

Dix-septième transformation. 

3 1 . Dans cet exemple, nous n'allons pas rentrer exactement dans 
les conditions générales précédemment exposées. Supposons que, par 



l'une quelconque des méthodes exposées plus haut, ou par des consi­
dérations directes résultant des données, nous connaissions rigoureuse­
ment le plan osculateur en chaque point M de la courbe C. Élevons au 
pointM, sur ce plan oscillateur, une perpendiculaire MM,, de longueur 
constante, égale à k; et cherchons comment la courbe C,, lieu des 
points M,, peut nous servir à déterminer le rayon de torsion en M. 

Les formules donnant le point M, sont 

x, = x + kf, y, = y + kg, z, =z + kh, 

f, g, h représentant les cosinus des angles que forme l'axe du plan 
oscillateur avec les axes ; il en résulte qu'on a 

aj -h bg -t- ch. — o, 

jdn -t- gdb -+- hdc — a, 

et par suite 

fàj + gdg + hdh= o, 

adf + bdg -+- cdh = o. 

Mais la différentiation des formules de transformation nous donne 

a, ds, = a ds + kdf, 

b, ds, = bds + kdg, 

c, ds, = cds + kdh. 

En posant, comme nous l'avons déjà fait, aa, + bb, -h ce, = cosû, 

nous avons donc 
cosS ds, = ds, 

d'ou 



et le rayon de torsion r est conséquemment 

On remarquera aussi la relation 

a,f+ b, g + c,k = o, 

qui nous montre que la tangente M, T, est perpendiculaire à MM,, 
c'est-à-dire parallèle au plan osculateur en M. 

3 2 . Développante d'une courbe gauche. — Pour avoir une déve­
loppante de la courbe G, il suffit de porter sur chaque tangente une 
longueur MM, égale à l'arc de la courbe compris entre le point M et 
un point fixe quelconque de la courbe. Par suite, les formules du 
n° 2 1 sont applicables, et il suffit d'y faire dt = — ds; les rela­
tions (37) se réduisent alors à 

a, ds,,= tda, bt ds, = tdb, c, ds, = tdc, 

ce qui donne immédiatement 

aa, -4- bb, + ce, = o. 

Toute développante d'une courbe est ainsi trajectoire orthogonale 
des tangentes, comme on le sait. 

Des relations ci-dessus on tire aisément 

d'où 

On voit par là que les centres de courbure en M, des développantes de 
toutes les courbes C tangentes en M à la droite MM, sont situés sur 
une même sphère de diamètre MM,, résultat évident par la Géométrie. 



Il est aisé de reconnaître que le rayon de courbure p , est situé dans 
un4 plan perpendiculaire au plan oscillateur en M et passant par MM, ; 
par suite, en appelant Q l'angle que forme la normale principale en 
M, avec MM,, on a 

La propriété que possède la tangente en M , , d'être parallèle à la 
normale principale en M, nous donne, d'après les formules du n° 2 , 

(da, ) + {db, f 4 - {de,)2 = dj2 + dg2 + dh2 - t - da' + db2 + de2, 

ou, en divisant par ds2, 

c'est-à-dire 

De là 

par conséquent 

Si donc on appelle a, le centre de courbure de la développante, le 
triangle Mw,M, , dont le plan est perpendiculaire au plan oscillateur 
en M, est rectangle en et, de plus, les deux côtés y, M, a, M, sont 
respectivement proportionnels au rayon de courbure et au rayon de 
torsion de la développée en M. 

Nous voyons, en outre, que a, ce théorème peut s'énoncer 

ainsi en langage ordinaire : La distance du plan osculateur d'une 
courbe au point correspondant d'une de ses développées est égale au 
produit des rayons de courbure des deux courbes, divisé par le rayon 
de torsion de la développée. 

3 3 . Enveloppe des axes des plans osculateurs. — On sait que les 
droites menées par les centres de courbure, perpendiculairement aux 



plans oscillateurs, sont tangentes à une même courbe. Si nous appe 
lons M, un point de cette courbe, répondant à un point M de la 
courbe donnée, et t la distance M, a du point M 4 au plan osculateur en 
M, nous avons 

x, = x-h pi -tf, 

z, = z -+- pk 4- th, 

ce qui donne 

a,ds, = ads 4- pdi + idp + tdj +fdt, 

b,ds, = bds -R pdj 4- jdp -f- tdg -hgdt, 

c,ds, — cds + pdk •+• kdp 4- tdh 4- hdt. 

Pour que la droite wM, touche la courbe M,, il faut a, =j\ b, = g, 
c, — h. Il est nécessaire pour cela qu'une certaine condition soit 
remplie; nous ne nous arrêterons pas à démontrer qu'elle l'est en 
effet, et nous nous contenterons de déterminer les éléments t, dt, ds,, 
qui s'expriment assez simplement. 

En multipliant par df, dg, dh respectivement, puis ajoutant, on 
obtient 

do{idf+ jdg -+- kdh) 4- t(dp 4- dg- 4- dh2) = o ; 

mais 

de sorte que 

En appelant u l'angle de deux plans oscillateurs infiniment voisins, 
on peut encore écrire 

La différentielle dt sera par conséquent 



Enfin on obtient pour ds, 

Quant à la propriété connue de l'échange réciproque entre les cour­
bures totales des deux courbes M et M,, elle résulte évidemment des 
relations 

a, =/, b, — g, c, = h, 

qui donnent 

da, — dj, db, — dg, de, — dh, 

et nous montrent par suite que la normale principale en M, est paral­
lèle à celle en M; d'où j , = a, g, = b, h, — c, puisque cette direction 
(f, g, h,) doit être perpendiculaire à (fgh) et (ijk). 

De là résultent les deux relations 

Ces dernières formules donnent encore 

En construisant maintenant une courbe M, au moyen de la courbe 
M,, identiquement comme celle-ci a été construite au moyen de la 
courbe M, il est évident qu'il y aura parallélisme entre les tangentes, 
les normales principales et les plans oscillateurs des deux courbes M 
et M 2 . On trouve de plus, sans aucune difficulté, 

3 4 . Lieu des centres de courbure. — Le lieu des centres de cour­
bure d'une courbe gauche est donné par les formules 

x,—x + pi, y, — j 4 - pj, z, = z •+- pk, 
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d'où 

a, ds, = ads -+- pdi -+- idp, 

b,ds, = bds -+- pdj •+• jdp, 

c, ds, = cds 4- pdk-h kdp. 

On déduit de là 

aa, -t- ££ ( + ce, = o, 

(ia,+jb, •+• kc,)ds, = dp, 

Ainsi la tangente au lieu des centres de courbure est dirigée dans 
le plan normal à la courbe, et elle forme avec la normale principale 
un angle dont la tangente est 

On voit que pour r = oo , c'est-à-dire pour les courbes planes, le 

lieu en question est l'enveloppe des normales principales, et récipro­

quement. 

Au contraire, pour que ce lieu soit une trajectoire normale des 

plans oscillateurs, il faut que le rayon de courbure de la courbe donnée 

soit de grandeur constante, et réciproquement. 

Cette dernière conclusion pourrait se tirer aussi de la valeur de t 

obtenue au numéro précédent. 



D E U X I È M E S E C T I O N : T R A N S F O R M A T I O N D E S S U R F A C E S . 

3 5 . Soit z = ¥{x,j) l'équation d'une surface. Posons 

(1) 

et ces deux dérivées partielles détermineront la direction du plan 
tangent au point M considéré. Si a, |3, y sont les cosinus directeurs 
de la normale à la surface en ce point, on aura 

(2) 

Écrivons aussi, suivant les notations habituelles, 

(3) 

On sait que les éléments du second ordre en M sont déterminés par 
ces trois dérivées partielles r, s, t. 

Or admettons, comme nous l'avons fait pour les courbes, que, de 
chaque point M, nous en déduisions un autre M ( qui dépende à la 
fois de la position du point M et de la direction du plan tangent en ce 
point. Les coordonnées de ce point M, seront fournies par trois rela­
tions de la forme 

(4) 

les fonctions ç>, tp, ^ dépendant exclusivement du mode de transfor­
mation adopté. 

Or on a 

(5) dz — pdx + qdy, dp = rdx -+- sdy, dq — sdx + idj. 

Si nous différentions les formules (4), en tenant compte de ces rela-
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tions (5), nous obtiendrons des expressions de la forme 

(6) 

les coefficients x, x', ili,', x", ofl>" étant des fonctions de x, y, z, p, 
q, r, s, t. 

En éliminant dx et dy entre ces trois équations (6), on a une re­
lation 

(7) 

dans laquelle OTO, X sont encore fonctions des mêmes quantités. 
Or, a,, fi,, y , étant les cosinus directeurs de la normale en M, à la 

surface ainsi obtenue, nous avons aussi 

(8) 

en sorte que 

(9) 

Ces deux relations permettent l'élimination de l'une quelconque des 
trois dérivées r, s, t; mais elles ne sauraient fournir ces trois dérivées 
elles-mêmes, et cela était du reste évident a priori, puisque la direc­
tion du plan tangent en un point M, n'équivaut qu'à deux éléments 
distincts. Cependant ces relations pourront donner des expressions 
utiles des dérivées secondes dont il s'agit en fonction les unes des 
autres. 

Pour déterminer complètement ces dérivées, supposons que, sur la 
surface donnée, nous suivions, à partir du point M, une courbe paral­
lèle au plan des xz; alors dy = o, et les équations (6) se réduisent à 

(10) dxt = xdx, dy, = x'dx, dz, = x"dx, 

c'est-à-dire que, en appelant a,, b,,c, les cosinus directeurs de la tan­
gente à la courbe transformée M, ainsi obtenue, nous avons 

(11) 



Ces deux nouvelles relations, jointes aux formules (g) , ne donnent 
en réalité que trois équations distinctes, à cause de la condition 

d'où résulte identiquement 

En résolvant ce système de trois équations par rapport à r, s, t, on 
aura ces trois dérivées secondes en fonction des éléments x , y, z, p, q, 

« M Pl. 7" « M * M Ci-

Si l'on avait suivi sur la surface donnée une courbe parallèle au 
plan des yz, les formules (6) se seraient réduites à 

en sorte que, a\, b\, c\ étant les cosinus directeurs de la tangente à la 

courbe transformée, on aurait eu-

(12) 

Ces quatre relations (11) et (12) peuvent aussi permettre la détermi­
nation des trois inconnues r, s, t. Il y a même ici plus d'équations 
qu'il n'est nécessaire, de sorte que l'on peut éliminer r, s, t, et obtenir 
ainsi une relation entre les directions des tangentes aux deux trans­
formées au point M,, la position du point M et la direction du plan 
tangent en ce point. 

3 6 . Dans les formules précédentes, nous avons employé les déri­
vées partielles ordinaires r, s, t. Il est inutile de rappeler comment le 
rayon de courbure d'une courbe quelconque tracée sur la surface est 
lié à ces éléments. 

Nous allons chercher maintenant à établir des relations d'une forme 
plus symétrique fournissant les rayons de courbure au moyen des dé­
rivées partielles des cosinus directeurs a, |3, y de la normale, par rap­
port aux trois variables x, y, z. L'utilité pratique de ces calculs n'est 



peut-être pas très-grande, mais ils présentent l'avantage de mettre en 
lumière certaines propriétés de la théorie des surfaces. 

Soient, comme plus haut, ex, ]3, y les cosinus directeurs de la nor­
male en un point, et a, b, c ceux de la tangente à une courbe quel­
conque tracée sur la surface à partir de ce point. Nous avons 

(13) 

et, par différentiation, 

c'est-à-dire, en conservant les notations de la première Section, 

si nous appelons X l'angle que forme la normale à la surface avec la 
normale principale de la courbe considérée ; donc 

(14) 

Cette formule démontre presque immédiatement le Théorème de Meus-
nier, pour des courbes gauches quelconques tracées sur la surface. 

Pour toute courbe dont le pian osculateur est normal à la surface, 
on a 

Remplaçant les différentielles totales du, dfi, dy, qui s'appliquent au 
chemin suivi sur la surface, par 

(1) Pour éviter toute confusion, nous désignerons constamment ici les arcs s par 

des caractères romains, et les dérivées secondes par des caractères italiques. 



et remarquant que dx = ads, dj = bds, dz — cds, il vient 

(15) 

en sorte que la détermination de la courbure dépend des neuf dérivées 

partielles 

Nous remarquerons d'abord que ces dérivées sont liées entre elles 
par les deux relations suivantes, que l'on obtient en différenliant suc­
cessivement la formule a 2 -4- p 2 -+• y 2 = i , par rapport à x, puis par 
rapport à y : 

( 1 6 ) 

En outre, en écrivant que les deux valeurs et , exprimées 

en fonction de a, |3, y et leurs dérivées, sont égales, on trouve assez 
aisément 

(17) 

Cela posé, transformons la surface donnée, comme nous l'avons fait 
au numéro précédent. Nous aurons 

( 1 8 ) 

x< = <?(x,y,z, a, fi, y), 

et, par différentiation, 

(19) 



étant fonctions de x, y, z, a, |3, y et des dérivées par­
tielles de 

Si nous suivons une courbe déterminée sur la surface, ayant pour 
tangente une droite dont les cosinus directeurs soient a, b, c, et si la 
tangente à la transformée correspondante a pour cosinus directeurs 
a,, b,, c,, nous avons 

(20) 

c'est-à-dire un système de deux équations. 
Transformant ainsi trois courbes différentes sur la surface, et déter­

minant les tangentes à leurs transformées, nous aurons par conséquent 
six équations (20), qui, avec les équations (16) et ( 1 7 ) , nous four­
niront un système pouvant se résoudre par rapport aux neuf dérivées 

partielles 

Ces constructions géométriques et ces calculs, il est bon de le répéter, 
seraient pour ainsi dire impraticables dans la plupart des cas ; mais il 
nous a semblé utile de montrer au moins la possibilité de la détermina­
tion théorique des dérivées partielles dont il s'agit, qui fournissent les 
rayons de courbure des courbes tracées sur la surface, en vertu des 
formules (14) et ( 1 5 ) . 

3 7 . Afin d'éviter de trop longs développements, nous donnerons 
ici un seul exemple de la méthode indiquée au n° 35. Supposons que 
la normale en M à la surface donnée coupe le plan des XY en N, et 
élevons NM, parallèle à l'axe des Z jusqu'à la rencontre du plan mené 
par M parallèlement aux XY. 

Les formules de transformation seront 

xK — x 4- pz, y, = y 4- qz, _ z, == z, 

et l'on en déduit 

dx, = (1 4- p" 4 - zr)dx 4- (p(j 4- zs) dy, 

dj< — (P<1 + *s)dx -f- ( 1 4 - f/2 -4- zt) dy. 

dz, = pdx 4- qdy. 



Donc, si nous transformons successivement deux courbes, parallèles 

aux XZ et aux YZ, et si les cosinus directeurs des tangentes en M, 

aux deux transformées sont respectivement a,, b,, c,, et a\, b\, c\, 

nous aurons 

d'où l'on tire, pour les valeurs des trois dérivées secondes cherchées, 

En outre, on a évidemment 

3 8 . Si nous conservons aux lettres a, jS, y la même signification 

qu'au n° 5 6 , la distance de l'origine des coordonnées au plan tangent 

en un point de la surface a pour expression 

(21) 1 = ax -f- (îy + yz. 

La différentielle de cette longueur, lorsqu'on passe d'un point à un 

autre de la surface, a pour valeur, 

(22) d\ = x da -t-ydfi -t- zdy. 

à cause de adx -+- p d / -4- y dz = o. Ces formules nous seront utiles 

dans ce qui va suivre. 

3 9 . Admettons que la surface transformée ne soit autre que la 

podaire de la première, l'origine étant prise pour pôle. Les formules 
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de transformation seront alors 

(23) xt = a\, J< = /31, z. = 7 1 » 

et l'on en déduit 

(24) 

dx, — ad\ -+- )da, 

dy, = J3rfl -t- \d$, 

dz, — yd\-+- \dy. 

Multipliant respectivement par a, |3, 7, puis par x, y, z, et ajou­
tant, 

adx, H- fidy, -f- ydz, = rfl, 

xdx,-\- ydy, + zrfzt = alrfl. 

De là 

ou 

(25) 

ce qui nous montre que la normale à la surface podaire vient couper 
en son milieu le rayon vecteur correspondant. 

On voit que cette propriété caractéristique des podaires s'établit 

analytiquement avec une grande simplicité. 

4 0 . Nous pouvons chercher à généraliser ces calculs et ce résultat 
de la manière suivante. Supposons que sur chaque parallèle à la nor­
male, menée par l'origine, nous portions, non pas la longueur 1, mais 
une fonction quelconque L de cette distance. Les formules de trans­
formation seront 

(26) x, = aL, y, = $L, z,~yL, 

d'où 

(27) 

dx, = adh + Lda, 

dy, — |3dL 4- Ldj3, 

dz, = ydL -h Ldy. 



On tire de là 

Il en résulte que les cosinus directeurs de la normale en M, sont pro­
portionnels à 

Par conséquent, pour toutes les transformations de cette nature, la 
normale à la transformée coupe le rayon vecteur correspondant, et 

le point d'intersection divise ce rayon vecteur dans le rapport 

Pour L = 1, nous avons le cas particulier des surfaces podaires, et 
ce rapport est , comme nous l'avons vu déjà au numéro précédent. 

Pour L = const., ce rapport est égal à zéro : effectivement, la trans­
formée est alors une sphère ayant pour centre l'origine. 

Pour ce rapport est infini ; nous reviendrons un peu plus 

loin sur ce cas particulier, qui présente des circonstances assez inté­
ressantes. 

Le rapport dont il s'agit peut encore se mettre sous la forme 

4 1 . Le problème inverse, consistant à déterminer la surface M, et, 
par suite, la fonction L, de manière que la normale en M, coupe OM 

dans un rapport constant donné peut se résoudre très-simplement. 

On aura, en effet, 

1 7 . . 



et, par suite, 

En faisant K = 2, prenant la constante C égale à zéro et le signe 4-
Jevant le radical, on retrouve encore L = 1, c'est-à-dire le cas de la 
podaire. Mais on voit en même temps qu'il y a une infinité de surfaces 
dont les normales jouissent de la même propriété, et qu'elles sont 
fournies par la fonction 

Pour K = 0 ou K = x , nous retombons sur les résultats du numéro 
précédent : Ll = C, ou L = const., respectivement. 

Si le rapport au lieu d'être constant, est une certaine fonction 

donnée de 1, le problème inverse dont nous nous occupons se réduit 
à l'intégration de l'équation différentielle 

IdL + Ldl = KLdL, 

qui peut être plus ou inoins difficile suivant la nature de la fonction K. 

4 2 . Reprenons le cas où c'est-à-dire celui où la surface M, 

n'est autre que la transformée par rayons vecteurs réciproques de la 
podaire de la surface donnée, l'origine étant toujours prise comme pôle 
de transformation. 

Alors K = o , comme nous l'avons vu, c'est-à-dire que la normale 
en M, est parallèle au rayon vecteur OM. Réciproquement, la normale 
en M est parallèle à OM,, par construction. 

Donc 



(le là 

mais 1 x OM, = m2. Donc aussi 

c'est-à-dire que réciproquement la surface M est la transformée par 
rayons vecteurs réciproques de la podaire de M,. Les deux surfaces se 
déduisent ainsi l'une de l'autre par une construction pareille, ce qui 
est d'ailleurs à peu près évident par des considérations géométriques. 

Il y a une relation assez simple entre les courbures totales de ces 
deux surfaces en M et en M,. Soient, en effet, ds et daK deux aires 
infiniment petites sur les deux surfaces, prises autour des points M et 
M, respectivement. Si l'on remarque que les rayons vecteurs de M, 
ont respectivement mêmes directions que les normales en M, il est 
facile de voir que la courbure totale en M est 

en appelant p. l'angle MOM, des deux rayons vecteurs (ou des deux 
normales). De même 

et, par conséquent, 

expression simple du produit des courbures totales en M et en M,. 

La distance MM, a pour expression et celle 

de l'origine au milieu de MM, est 

4 3 . Considérons, enfin, la transformation consistant à porter sur 
chaque normale à la surface donnée une longueur constante MM, 
égale à u. Les formules de transformation sont alors 

x , = x •+- <xu, j , = y + pu, z, = z -f- "/«. 



On en déduit, u étant constant, 

et, par conséquent, 

c'est-à-dire que les deux surfaces ont leurs plans tangents parallèles en 
deux points correspondants, ou a = a,, § = |3,, 7 = 7,. 

Mais la transformée d'une courbe quelconque tracée sur la surface M 
n'a pas en général pour tangente une parallèle à celle de la courbe 
donnée. Les formules donnant dx,, dy,, dz, peuvent s'écrire 

d'où 

ou, d'après le n° 36 [formule (i4;]> si nous appelons ~. l'angle des deux 
tangentes, 

mais on a inversement x — x, — a, u, . . . , et, par conséquent, 

de là 

relation entre les directions des tangentes aux deux courbes, leurs 
rayons de courbure, et les angles que forment leurs plans oscillateurs 
avec les plans tangents aux deux surfaces. 



Il est évident, en particulier, que si l'une des deux courbes est une 
ligne de courbure, il en est de même de l'autre, de sorte que, dans 
ce cas, 

ou 

Vu et approuvé. 
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