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THESE DE MECANIQUE.

SUR L' INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DANS LES PROBLEMES
DE MECANIUE.

L'objet de ce travail est le développement de la théorie exposée par
M. Hamilton dans deux Méinoires intitulés : On a general method in
Dynamics, et publiés dans les Transactions philosophiques, 1834 et 1835 :
théorie 4 laquelle Jacobi a donné une grande extension dans le Mémoire
remarquable qui a paru successivement dans le Journal de M. Crelle
‘et dans celui de M. Liouville (tome 111, 1838).

M. Hamilton a démontré 'existence de certaines fonctions des coordon-
nées initiales ct finales, auxquelles il a donné le nom de fonction caracte-
risque et de fonction principale, telles qu’au moyen de leurs dérivées par-
tielles on peut douner aux équations intégrales premiéres et finales du
mouvement une forme analogue 2 celle que Lagrange avait déja donnée
aux équations différentielles du second ordre. La détermination de ces fonc-
tions dépendait, suivant M. Hamilton, de la recherche d’une solution com-
mune a deux équations aux dérivées partielles du premier ordre et du
second degré.

Le perfectionnement apporté par Jacobi 4 cette théorie consiste princi-
palement dans la suppression de I'une de ces deux équations aux dérivées
partielles, et dans la possibilité qui en résuite de remplacer, dans les équa-
tions intégrales, les coordonnées et les vitesses initiales par d’autres cou-
stantes d’uin usage plus commode.

I’idée fondamentale que je me suis attaché a faire ressortir cst le par-
tage, au moyen du théoréme de Jacobi, des constantes arbitraires amenées
par Pintégration des équations différentielles du mouvement en denux séries
qui jouissent de propriétés trés-remarquables dans les questions de per-
turbations. Tagrange avait démontré ( Mecanique analytique, tome 1,
page 330) qu'en prenant pour constantes arbitraives les valeurs initiales

I
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(4)
des coordonnées et des dérivées de la demi-force vive par rapport aux dif-
férentielles de ces coordonnées, la variation différentielle d’une constante
quelconque de I'une de ces deux séries est égale & plus ou moins la dérivée
de la fonction perturbatrice prise par rapport 4 la constante correspon-
dante ou conjuguce de Pautre série. Ce théoréme est susceptible de la méme
extension que Jacobi a donnée au théoréme de M. Hamilton.

M. Hamilton a proposé 'emploi, dans le probléme des perturbations
planétaires, d’une nouvelle fonction perturbatrice , dont les propriétés sont
plus simples, 4 certains égards, que celles de la fonction dont tous les géo-
metres se sont servis depuis Lagrange. I’ai développé quelques applications
de cette fonction de M. Hamilton.

J'ai divisé mon travail en quatre sections.

Dans la premiére, j’expose le théoréme de M. Hamilton, en suivant ja
marche de I'inventeur, et J'y ajoute, sous forme de réciproque, ’extension
donnée par Jacobi. J'examine ensuite les modifications que subit ce théo-
réme lorsque, des coordonnées rectangles, on passe 4 des coordonnées
quelconques; puis, lorsqu’on introduit des liaisons dans le systeme; et
enfin, lorsqu’au lien du mouvement absolu, on considére le mouvement
relatif. Je termine par 'exposé d’un théoréme de Jacobi qui rameéne, dans
certains cas, 4 des principes généraux la détermination de la fonction prin-
cipale, et permet de 'employer & la recherche d’une partie des équations
intégrales du mouvement.

Dans la seconde section, j'applique la théorie précédente a la détermina-
tion de la fonction principale dans deux problémes relatifs au systéme du
monde, et qui présentent entre eux une grande analogie : celui du mou-
vement relatif de deux corps qui s’attirent, et celui du mouvement de rota-
tion d'un corps solide autour d’un point fixe, dans le cas ou les forces
extérieures sont nulles.

Dans la troisiéme section, J'expose, avec I’extension de Jacobi a des
constantes quelconques, les formules de variation des constantes arbitraires
que M. Hamilton a déduites de son théoréme, en les restreignant aux va-
leurs initiales des variables. Je fais voir que I'on peut considérer comme
rigoureuses ces formules que M. Hamilton avait établies en négligeant le
carré de la force perturbatrice, et je donne de ces mémes formules une
autre démonstration plus simple et plus directe.

La quatriéme section est consacrée a I’étude des différentes formes que
Pon pent donner 4 la fonction perturbatrice, dans le calcul des mouve-
ments planétaires. J'y étudie en particulier la fonction perturbatrice de
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(5)
M. Hamilton, au moyen de laquelle on peut démontrer tréssimplement
plusieurs théorémes généraux de mécanique céleste, entre autres le théo-
réme de l'invariabilité des grands axes, en ayant méme égard a tous les
termes de I’ordre du cube de la fonction perturbatrice.

PREMIERE SECTION.

THEORIE GENERALE DE LA FONCTION PRINCIPALE DU MOUVEMENT
D'UN SYSTEME.

§ 1.

Soient m,, m,,..., m, des points libres, soumis & leurs attractions mu-
tuelles. Si 'on désigne par — f(r) la fonction de la distance r, dont la déri-
vée exprime Iattraction de 'unité de masse sur 'unité de masse, en faisant,
pour abréger,

U=3mymy J(r)

(le signe 3 s’étendant i toutes les combinaisons deux 4 deux des indices dif-
férents i, k), les équations du mouvement du systéme seront représentées
par la formule

(1) Sm(x"dx +y"d) + 2°d2) =0U,
qui équivaut 4 3 équations séparées, de la forme
(2) mz’'=D,U, my’"=D,U, mz"=D,U.
Le mouvement réel étant un des mouvements virtuels possibles a I'¢-

poque £, on pourra remplacer daus la formule (1) les & par les d; et, en po-
sant '

T= -;-Zm (2 + y? +27),

cette formule deviendra
dTl = dU,

d’on), en intégrant,
(3). T=0U-+H,

H désignant unc constante arbitraire. Cette intégrale premiére des équa-
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(6)
tions du mouvement exprime le principe sous le nom de principe de la con-
servation des forces vives.

L’intégration des équations (2) se réduit i trouver 37 relations entre les
coordonnées x, », z des points m a 'époque ¢, le temps ¢, et 61 coustantes
arbitraires, que i'on peut supposer étre les valeurs initiales «, 6, ¢ des
coordonnées, et les valeurs initiales a’, &/, ¢’ des vitesses estimées paralléle-
ment aux trois axes coordonnés. La constante H sera une fonction de ces
valeurs initiales, déterminée par la relation

(4) To=U,+ H,

T,, U, étant ce que deviennent T, U, lorsqu’on y remplace x, y, z, x', etc.,
par a, b, ¢, @, etc.

Les coordonnées x, ¥, z, et leurs dérivées &/, y', ', étant exprimées en
fonction de

(5) tya, bye,a, b, c,

si 'on substitue leurs valeurs dans ’équation (3), ou H est mis pour sa
valeur tirée de I’équation (4), cette équation sera identiquement vérifiée,
indépendamment des valeurs attribuées aux constantes arbitraires et au
temps. On peut donc y augmenter ces constantes de quantités infiniment
petites da, ¢, d¢, da’, ¢4, d¢'. 11 en résultera, pour x, ¥, z, x’,..., H,
des variations

dx, d9,dz, da’,...,0H,

dépendant aussi des quantités (5), et, sil’on substitue leurs expressions dans
la relation
0T =dU + ¢ H,
cette relation, ou celle-ci, qui lui est équivalente,
Em(x'dx' 4+ 0y +5dF)=Xm(x"dx + " dy+ "dz) + JH,

deviendront identiques.
Ajoutant aux deux membres de cette équation le premier membre, et
multipliant par dt, il vient

Smdt.d (x4 3+ 20 =d.Zm(x'dx + )’dy + z/dz) + dHdt,

d’ou, en posant

{
(6) v=f 2T,
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(7)

et intégrant par rapport a ¢, il vient
(7) OV=2m(x'dx+ y'dy + zd2) — Em(a'da+ b ¢b+c'dc) + tIH,

ce qui est encore une identité.

Comme cette identité a lieu, quel que soit ¢, elle subsistera encore en
augmentaut ¢ de la variation arbitraire ¢'¢, de sorte que nous pourrons con-
sidérer;dans la formule (7), la caractéristique ¢ comme définie par I’équation
symbolique

¢d=dtD,+ 2(¢aD,+ 5D+ dcD, + d‘a'D,,q— e )
A cause des 3n + 1 équations qui déterminent les quantités
x, y, 3 H
en fonction des quantités (5), les 32 +1 variations

(8) : dx, &f, d\z, d\H’
sont exprimées en fonction des 67 + 1 variations indépendantes

da, db, dc; da’, ¥, d; ¢,

au moyen de 37 +1 relations. Réciproquement, on peut, au moyen de
ces 37 + 1 relations, déterminer d'¢, da’, ¢&', d¢’, de fagon 4 faire prendre
aux variations (8) des valeurs arbitraires; c’est-A-dire que I'on pourra éli-
miner entre ces relations et la formule (7) les variations

dt, da', 0¥, dc,

qui entraient implicitement dans la formule (7), et traiter les autres va-
riations comme indépendantes.

Si maintenant, au moyen des 37 intégrales finales et de 1’équation (4),
on élimine de I’expression (6) les quantités

, a, ¥, ¢,
en les remplagant par leurs valeurs en
(9) H, =, y, 3 a, b c
V se trouvant exprimée en fonclion de ces derniéres quantités seulement,

les coefficients des variations d',..., da,..., dH dans I'expression de ¢V
seront les dérivées partielles de V par rapport aux variables (g), et Péquation
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identique (7) équivaudra aux 62 + 1 équations de la forme suivante :

(10) D,V =mx, D,V =my’, D,V = mz,
(11) D,V=—ma, D,V=—mb, DV=—mc,
(v2) D, V=1t

Les équations (11), (12), par I’élimination de H, établissent 3 n relations
entre les coordonnées, le temps et les 61 constantes arbitraires

a, b, ¢; o, b, c.
Ce sont donc les intégrales finales du systéme proposé. De méme, les équa-
tions (10), (12), par I'élimination de H, établissent 3 relations entre les
coordonnées, leurs dérivées premiéres, le temps et les 3n constautes arbi-
traires a, b, c. Ce sont donc les intégrales premiéres du systéme proposé.

Ainsi la fonction V jouit de cette propriété, gne ses dérivées partielles
par rapport aux valeurs initiales ou finales des coordonnées, jointes a I'é-
quation (12), font connaitre les intégrales finales ou les intégrales premiéres
des équations différentielles du mouvement du systéme. Cette fonction ex-
prime la _force vive accumulée, ou, comme 1’appelle M. Hamilton, 'action
du systéme. M. Hamilton désigne cette fonction sous le nom de jfonction
caracteristique, et le théoréme que nous venons de démontrer sous le nom
de loi de laction variable (law of varying action).

C’est cette fonction V qui jouit de la propriété de minimum connue sous
le nom de principe de la moindre action, ou, suivant I’expression proposée
par M. Hamilton, principe de U'action stationnaire. Ce principe est con-
tenu, comme cas particulier, dans I'équation (7). En effet, si les coordon-
nées et les vitesses initiales sont fixées d'avance, d’ou il suit que les coor-
données finales le sont aussi, les variations de ces quantités et celle de H,
qui en dépend, sont nulles; donc

dV =o,

ce qui indique que la valeur que prend V pour le mouvement réel est m
minimum parmi toutes celles qu’elle pourrait prendre pour les divers mou-
vements géométriquement possibles, mais dynamiquement impossibles, que
pourrait prendre le systéme pour passer de la méme position initiale a la
méme position finale.

Si, dans 'équation (3), on remplace &', 3", 2 par leurs valeurs (10), on
voit que la fonction V satisfait a ’équation aux dérivées partielles du pre-
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mier ordre

(13) —[(D.V)!+ (D, V}*+ (D, V)] = U+ H.

De plus, & cause des constantes arbitraires particuliéres qu’on a choisies,
lesquelles satisfont & 'équation (4), de méme forme que I’équation (3), la
fonction V satisfera encore 4 une seconde équation aux dérivées partielles

(14) 3 S [(DV) + (D V)2 + (D, V)] = U+ H.

§ IL

M. Hamilton considérait les deux équations (13) et (14) comme néces-
saires & la théorie de la fonction V. Mais Jacobi a donné une grande
extension au théoréme de M. Hamilton, et en a surtout beaucoup facilité
Papplication, en faisant voir que la premiére de ces deux équations aux
dérivées partielles suffit pour la détermination de la fonction V, sous une
forme plus générale, il est vrai, que celle que M. Hamilton avait exclusi-
vement considérée.

Soit V une solution compléte de I'équation aux dérivées partielles (13),
renfermant, outre les 3n coordonnées x, y, z et la quantité H, 3» con-
stantes arbitraires

Olyy Rgyeeny Ulap,

plus une constante arbitraire combinée avec V par addition. Soit, de plus,
U une fonction quelconque des coordonnées, pouvant contenir le temps
explicitement {auquel cas, dans I’équation aux dérivées partielles, on rem-
placerait ¢ par D5 V). Les intégrales des équations différentielles (a) du mou-
vement s’obtiendront par I'élimination de H entre les équations

(12) D, V=1,
(15) D, V=2d,, Do V=0dy..., Dy V=0,

%y @gy..., Ay, étant de nouvelles constantes arbitraires.

En effet, la valeur de V rendant identique I'équation (13), on peut dif-
férentier celle-ci par rapport 4 toutes les quantités qui y entrent. En la
différentiant donc successivement par rapport aux 3 n constantes &, &y,...?

2
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(10)

%y, €t & la variable H, il vient

2= (D.V.D, D, V+..)—=DU.D, DyV=o,

.....................

(16) {

2 (D,V.DyD,V+..)=DU.DiV=1.

Différentiant maintenant les équations (12), (¢5) par rapport a ¢, il vient

3(2'.D, D,V + ..)+ Do DaV =0,

5@ . DaDe V) + DRV =1

Comparant ces deux systémes d’équations, on en déduit

(17) ma’ =D, V, my'=D,V, mz =D,V,
dH
(18) — =—D.U.

Cette derniére relation fait voir que H est une constante, si D, U =o0*].
Différentions maintenant I’équation (13) par rapport a &, 7, z; il vient

Zi-,:;_-(DxiV'DIDziV+DfiV'DIDriV+DZ‘V.DIDZ"V)
—D,U.D,D;V=D,U,
Z"m“l; (D, V.D,D,V +D,V.D,D,V+D,V.D,D, V)
—D,U.D,D;V=D,U,
% — (D, V.D,D,V+D,V.D,D,V+ D,V.D, D, V)
m'. i I} t t 1 :
—D,U.D,D;V=D,U.

(*] Dans le cas de D, U = o, les équations (16) étant plus nombreuses que les inconnues,
il doit en résulter une équation de condition entre D, D.V, D, D, V, etc. En effet, les 3~
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(51)
Fn dxfférentlant ensuite les équations (17) par rapporta ¢, et remplacant
z, 5y, 7, dt par leurs valeurs tirées des équations (17) et (18), il vient

% 7 [D,V.D,D,, VD, V.D, D,V +D,V.1,D,V]
- DtU . DH DIV p=—=t m.T”,
etc.

La comparaison de ces deux systémes d’équations conduit aux équations (2).
Donc les équations (2) sont identiquement vérifiées par les valeurs de x,
7, ztirées des équations (12), (15). Donc ces derniéres sont bien les inté-

grales générales des équations (2).
En vertu des équations (17), I’équation aux dérivées partielles (13) donne

(18") ézm(x”+)’”+z”)=U+H,

d’ou I'on voit que, si U ne contient pas le temps, et que par suite H soit
une constante, ce sera la constante des forces vives.
On a ensuite, dans le cas ou le principe des forces vives a lieu,

dV=3(D,V.dx +D,V.dy + D,V.dz)=2m(x' dx + y'dy + 2'dz)= 2T dkt,
d’ou Von tire

V = | aTdt -+ const.

Si le principe des forces vives n’a pas lieu, on trouve

V= aTdt+fth.

Si Yon prend, pour les constantes a,, @,,..., &, les valeurs initiales
des coordonnées a, b, c, et qu’on exprime la fonction V au moyen de

X, f7 z; a, b’ c; Ha

en déterminant la constante arbitraire de fagon que V s’évanouisse pour

premiéres de ces équations font voir que le déterminant
x(%D, D, V.D, D, V.D, D, V.D, D, V...)

est nécessairement nul, ce qui équivaut 3 une équation de condition entre les quantités =,
7> B} Biseeny asy H, ¢, Cetle équation, d’od I'on peut élimiver z, 7, z, ¢ au moyen des équa-
tions (12), (15), détermine une quelconque des quantités a,,..., 3, H en fonction des autres.
- Donc alors H est constante, ce qui s’accorde avec la conclusion tirée de I'équation (18).
2..
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t=o0; nous avons vu, pour le cas du principe des forces vives (et I'on
étendrait facilement I'analyse au cas ou ce principe n’a plus lieu), que les
constantes o, &,..., &y, sont alors les valeurs initiales a’, &', ¢’ des dérivées
des coordonnées. L’équation (18") donne donc, pour ¢ = o, dans le cas du
principe des forces vives,

iZm(a"+b"+c”)=Uo+H;

d’olt on conclut que V satisfait encore 4 une seconde équation aux déri-
vées partielles, qui est I'équation (14).

§ III.

Jacobi a fait voir que, dans le cas dn principe des forces vives, V peut
recevoir une forme plus simple, telle qu’il n’y ait plus d’équation de con-
dition entre H et les autres constantes. L’équation aux dérivées partielles(13)
ne renfermant point de dérivées par rapport 4 H, lorsque U ne contient pas ¢
ou D, V, on peut considérer H comme une constante, et alors V n’est plus
fonction que des 37 variables

x, ¥y, =
La solution compléte de I'équation (13) ne renfermera plus alors, outre la
constante ajoutée 4 V, que 31 —1 constantes

V étant donc exprimé en fonction de x, 7, 2, @,, &, , ..., 0su_,, €t de H, les
intégrales complétes des équations du mouvement seront

(19) D,,'V: a,‘, Daavza'z,..., Da ,=“'3n_|, D;{VZt—T’

in—

&)y Lyy oy gnyy T Etant 372 nouvelles constantes arbitraires.
En effet, on tire de V'équation (13) les identités

s %(D,V.DdlD,V—i- ) =0,

2~ (D,V.D,, D.V+..)=o,
m 3n—t

2 L(D,V.DyD,V+..)=1.

i
m
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(13)

On a d’ailleurs, en différentiant les équations (19g),

(2. DD, V+..)=o,

2(x'. Dy, DV + w.)=o,
2(x' . DgD,V+ ..)=1.

La comparaison de ces deux systémes d’équations conduit aux rela-
tions (17). Le reste de la démonstration est le méme que pour le cas pré-
cédent, en supprimant les termes en D, U.

§1Vv.

M. Hamilton a trouvé encore d’autres fonctions jouissant des mémes
propriétés que la fonction V, et pouvant se déterminer par des moyens
analogues.

Supposons d’abord que le principe des forces vives ait lieu, etconsidérons
lintégrale

(20) S=f‘(U+T)dt=ft(2T—H)dt:V—Ht.

On aura, en prenant les variations et remplacant ¢V par sa valeur (7),
0S=3Im(x'dx + y'dy + 23z) —Zm(a'da—+bdb + ¢'dc) — Hot;
d’oil 'on voit que si'S a été exprimée au moyen de ¢ et des coordonnées

initiales et finales, les intégrales premicres et finales des équations du mou-
vement seront

(21) mx’=D,S, my'= D, S8, mz=D,S;
(in) —ma=D,S, —mb= D;S, —mc'=D.S;
et I'on aura, de plus, la relation

D,S=—H,

qui détermine la constante de la force vive.

On peut démontrer directement cette propriété, sans passer par la
fonction V. En effet, en définissant les variations ¢ par I'équation sym-
bolique

¢=3(da.D,+ ¢b.Dy+ ¢¢.D.+ ¢a'.Dy + ¢4 .Dy+ dc’. Dy),
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(14)

on tire de I’équation S ::f‘ (T+ U)dt,
0SS = zf‘ m(x'dx +y &y + 2dz)dt + Zflm(x”d‘x+y"6‘]+z”&z) dt

= Zf‘ md (x'dx + y'dy + 7'0'2),
ou enfin

(23) 0S = Zm (2'dx +7y'dy + 203) — Zm (a'da + b' b + ¢'dc).

Des 3n intégrales des équations du mouvement, on peut tirer a’, &/, ¢’ en
a, b, ¢, x, y, 2, t, et, par suite, da’, ¥, dc’ en-da, ¢, de, dx, 3y, d3.
En remplagant les 37 variations indépendantes da’, ¢4, dc’ par les 3n
variatiohs indépendantes dx, &y, ¢z, I'équation (23) se décomposera
dans les 6n équations (21) et (22). Ensuite ou aura

ds , )
D,Sz??—z(x'.D,,S+].D,S+ #.D,8)
=T+U—-Zm(x?+ y?*+2*)=U —-T=H.

L’équation des forces vives fait voir que la fonction S satisfait aux deux
équations aux dérivées partielles

(24) D,S+ 2 L [(D,8y+ (D,8)+ (D,S)*] = U,
(25) D, S + 2 = [(D,8)*+ (DsS)*+ (D, S)*] = U,.

‘Le théoréme relatif 4 la fonction § est susceptible de la méme extension
que le théoréme relatif 4 la fonction V, et ’on peut démontrer, par les
mémes calculs que dans les paragraphes précédents, que, réciproquement,
S étant une solution compléte, avec 3n constantes arbitraires, a,, ¢ta,..., %yn)
plus une constante combinée par addition de I'équation aux dérivées
partielles (24), les intégrales des équations du mouvement seront

(26) ay=D.S, a,=D,S,..., day,=D.S,

&y, Ay, ..., oty étant de nouvelles constantes arbitraires.

La fonction S a regu de M. Hamilton le nom de fonction principale du
mouvement du systéme.
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§ V.

M. Hamilton a indiqué encore une troisieme fonction douée de propriétés
analogues, De I'identité

(27) 0Tdt = Zm (dxdx'+ dy 8y’ + dzd z'),
on tiré
(28) OTdt+ Zm (xdd '+ yddy’' +zdd z')

=d.Zm(xdx'+ ydy'+ 2d7).
Le premier membre de cette égalité peut s’écrire
dt . O[T+ Sm(xx’ +yy"' + 28')| —dt.Zm(x"dx + y" Oy + 2'd2)
=dt. ¢ (T—U)+ &.Zm(xx" + yy" + 22").dt
=dHdt + ¢.Zm(xdx’ + ydy + 2dz).

En posant donc
Q= f‘ [Em (xdx'+ ydy’+ zd2') + Hdt]
0
t
= f dt[H + 2(x.D,U+y.D, U+ 2.D,U)],
0
ou simplement, si le principe des forces vives a lieu,

. |
(29) Q:Ht—l—f DY Wi it o i
o

dt
la relation (28) donne, en intégrant,

dQ=Zm(xdx’' +ydy' +2082)— Zm(ada + bdd' +cdc’):

d’ol1 I'on voit que si, au moyen des équations intégrales du mouvement, ou
par toute autre voie, on est parvenu i exprimer Q en fonction des 6 quan-
tités &', ', 2, a’, &', ¢’ et du temps, les équations intégrales premiéres et
finales du mouvement seront exprimées par le systéme des 6 n équations
mx =D, Q, my=D,Q, - mz=D,Q,
—ma=DyQ, —~mb=DyQ, —mc=D,Q.
On a '
d ,
D,Q= 2~ 13 (da'.DyQ+dy'.DyQ+dz D, Q)

d
-(7? — Zm (xx" +yy" + 22")=H.
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L’équation des forces vives
T=U(x, y,2)+H
donne donc

(30) iZm(x"+y"“+z")=U(%lDdQ, ’:;Dy’Q, ;,l',Dz'Q>+DzQ1

équation aux dérivées partielles & laquelle satisfait la fonction Q, et qui

peut servir a sa détermination. On a aussi une équation pareille relative aux

quantités initiales,

1 1 1 1

Lim (@ b4 0t) =T, (—;D,,IQ, ~<DyQ, —=DsQ) +D,Q.
Réciproquement, soit Q (', ', Z, &}, ay,..., &z, t) une solution

compleéte, avec 3 n constantes arbitraires (sans compter la constante ajoutée

4 Q), de I'équation aux dérivées partielles (30), ot Von peut méme sup-

poser que U contienne ¢ explicitement. Les équations intégrales du mouve-

ment, tant premiéres que finales, seront contenues dans le systéme des6n
équations

(3|) mx:D,:Q, m]=l)y,Q, mz:Dz,Q,
(32) % =Du Q, @=Dy Q,..., @.=Du Q,

%y, Oay - + 5 Oy, tant de nouvelles constantes arbitraires.

En effet, en différentiant partiellement ’équation (30), on en tire, en
ayant égard a (31),

o_—_Z-:;[U' (,‘_nD,Q) Du Do Q+...] +D,D.: Q,

o=24[U(£DsQ)Dx, Dy Q... | + DD, Q.
En différentiant ensuite les équations (32), il vient
0=3 (%.Da1D3Q+...) +D,Dx Q,

o=2(Z Dy, DyQ-+...) + D, Dy, Q.

“an

De la comparaison de ces deux systémes d’équations, on tire

(33) m%:U’(}anQ\), m%:U'(iD,,Q), m%:U’('ZDz'Q)‘
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On tire ensuite de ’équation (30)
mx' = 3, %[U’ (mi D,;Q) ‘DD QA+ ... ] + DD, Q, etc.,

et des équations (31)
dz dz;
- m?t = zl(—ﬁ- D;,{Dx,' Q -+ uo) -+ Dz'DtQ’ etc.

Ces deux derniers systémes d’équations, joints aux équations (33),
donnent

_dt

et alors les équations (33) deviennent les équations différentielles du mou-

vement ,
mi-’—: =D, U, etc.

Si U est une fonction homogéne du degré % par rapport a x, 7, z, alors

szz(.z'.DxU-l—y.D,U—i—-z.D,U)dt +f(T-U)dt

=f(m — lv)Udt-i-det.

Dans le cas de la nature,
W= —1,

d’on

sz(T—zU)dtz 2Hdt—det=2Ht~det=2Ht—§V.

§ VL

Nous allons maintenant étendre ces théorémes au cas ou, au lieu de
coordonnées rectangulaires, on emploierait un autre systéme quelconque
de coordonnées.

Supposons les 3n coordonnées rectangulaires x,, ¥., Ziy-..y Lny s Zns
exprimées au moyen de 3n variables quelconques

Uyy Ugy.ruq Ugpy

et cherchons d’abord ce que deviennent les équations du mouvement (2).
3
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Une coordonnée quelconque x étant fonction de u,, u,,..., u,, on a
x'=u,.D, x+u,.D,x+ .. .+u,,D, x,
d’ou I'on tire, pour deux indices quelconques de x et de «,
(34) Dya’=D,x,
puis
D,x' = u}.0,Dy x + 1, . D, D, x +.

On a d’ailleurs

d.D,x
dt

=u,.D, DX+ u,.D, Dyx+....

De I’identité de ces deux seconds membres il résulte

d.D,x
7

(35) D.x =

On a maintenant, en vertu des formules (34), (35) et des autres qui lenr
sont analogues,

D,U = 3(D,U.D,x +...) = Sm(x". Dot + ..)

X ,d. Dy
=(Ttd.2m(x’D,,x+ .o.) — Em(x T -+ ...)

= dltd. Sm(x'.Dyx' +...) = Im(x. D, +...),

ou enfin

. __d.D,T
(36) p,Uu=%2"%_1p,T.

Telle est la forme que Lagrange a donnée aux équations du mouvement.

Si les équations de liaison des deux systémes de coordonnées contiennent
le temps explicitement, la valeur de x’ contiendra le terme D, x, et la va-

d.D,x
dt

tions (34), (35) sur lesquelles est fondée la démonstration des for-
mules (36).

- M. Hamilton a donné A ces équations une autre forme, généralement
plus commode [*].

leur de le terme D, D, . Mais on n’en obtiendra pas moins les rela-

[*] Le Mémoire de M. Hamilton a été publié¢ en 1835. Dans un Mémoire inédit, écrit
en 1831, M. Cauchy avait déja employé les équations du mouvement sous cette forme.
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Posons, pour abréger,
(37) DyT=p.

Si 'on suppose que les équations de liaison entre les deux systemes de
variables soient indépendantes du temps, T sera une fonction homogeéne du
second. degré par rapport aux quantités /. Les 3n équations (37) détermi-
neront donc les 3n quantités ' au moyen des 3 r quantités p et des coor-
données, et ces valeurs seront des fonctions linéaires et homogenes des
quantités p. Substituant ces valeurs dans I'expression de T, il en résultera
une valeur

(38) T=F(PuPa;---,Pam Uyy Uzsenny Usy),
qui sera encore homogéne et du second degré par rapport aux quantités p.
Cela posé, on a, par la propriété des fonctions homogénes,
2T=3D,T. v =Zpu,
d'out
20T = Z(u/'dp+ pdu).
D'ailleurs, T étant fonction des quantités «, &/, on a
0T =Z2(pduw + D.T.du).
Retranchant la valeur de ¢ T de celle de 26T, il vient
¢T=32wdp—D,T.du).

Si donc T est exprimé par I’équation (38), en fonction des quantités u et p,
il résulte de I’identité précédente qu’on aura les relations

(39) u'="F(p)
(40) —D,T=F(u).
Sil’on pose maintenant

T — U =H,
et que 'on suppose H exprimé en fonction des quantités «, p, on aura, en
remarquant que U ne contient pas les quantités p,

D,U~+ D, T=D,U—F(u)=— D,H,

F (P) = DpH°

Donc, en vertu des équations (39), les 3n équations du second ordre (36
3..
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pourront étre remplacées par les 67 équations du premier ordre

d d,
(41) S =DH, Z£=_-D.H,

que 'on peut représenter d’une maniére abrégée par la formule

(42) 3(dudp — dpdu)= dtdH.

§ VIL

Comme on a, en vertu des relations (34),
dx = du, . Dy &'+ duy. Dy, &' +-... 4 Sttys. Dy &',
= u; Dy a'+ u;.D,,r, x'+...+ Uy Dy, X,
il en résulte
Imx'dx + 'y + zdz)

=3m [(x’,Du,‘x’+...)d‘u,+ (@ Dy 2'+...) du,+ J

= D,,:T.d‘u,+ Du, T.0us,+...= Zpdu.
De méme, en désignant par e,, e;,..., €, les valeurs initiales de u,, u,,..., u,,
parey,ey,..., €y, les valeurs initiales de 16} , Uy 5.--y %'3ns €EPAT S 115, fon

les valeurs initiales de py, pay...s Pan; C'est-d-dire Dy To, Dy, Ty, etc., I'ex-
pression (7 ) de la variation ¢'V deviendra

dV=23pdu — 3 fde+ tdH,
équation qui se décompose, comme I'équation (7), dans les équations inté-
grales premiéres et finales du mouvement
(43) Du,V= P Du,v= Paseees D.u,"V": Psns
(44) D¢|V=_f“ De,V='__/;""’ Desnv=—f£!n7

jointes toujours a I’équation (12).

1’équation des forces vives, jointe aux relations (38}, (43), (44) fait voir
que la fonction V, exprimée en fonctiondeu,, ..., Usn; €4, €as..., &5,, H,
satisfait aux deunx équations aux dérivées partielles, relatives Pune i ’état
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final, I'autre a l’état initial,
(45) FD,V, D,V,.., DV, uy, uy,..., Usn) = U (), 2a5-.., ugn) + H.
(46) F(D,, Vv, De,vv--,Du,nV; €y 3.0y €35) = Uo(esy ea5..., esn)"“" H.
Démontrons maintenant directement la réciproque de ce théoréme, en le

généralisant. Soit V (t4), #g,...y Usny G4y 0gy...y Og,, H) + const., une solu-
tion compléte de 1’équation aux dérivées partielles

(47) F(D,‘IV, Du,vv ciey Du,,,V’ Uiy Uy ooy lgy) = U (U, Uyy ... Uspy t)+ H,

oul’'on a remplacé ¢ par D, V. Les équations intégrales du mouvement
seront

(48) D, V=a,, D,V=u,,..., D V=034,
jointes avec I’équation
(12) DyV=t.
En effet, on tire de V'équation (47)
¥ (D,V).D, D, V=U"(¢).D, DV,

...................

SF (D,V).Dy, D, V=1U"(¢).D, Dy V,
SF(D,V). Dy D.V=0U(¢).D\V +1.
En différentiant les équations (48), (12), on a

XD, DV,

Su.D, DV =—

su.D,, DV =—%2.p, p,v,
Zu’.DH Duv e D:IV + 1.

La comparaison de ces deux systemes d’équations donne, pour tout
indice de ,

(49) W =F (D,V),
(50) B =)
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Rapprochant les ¢quations (49) des équations (39), on en tire
(5r1) p=D,V.

En différentiant maintenant Péquation (47) par rapport aux coordon-
nées, puis les équations (51) par rapport au temps, on en tire, d’'une
part,

F' (1) + 21" (D,,V).D, D,V =U'(¢).D, Dy V + U’ (1),
d’autre part,

Z u D,‘ Du'v + D“ Dn (Z:

De ces deux systémes d’équations, en ayaut égard aux équations (49), (50),
on tire

q,
% = U'(u) — F (u).

Donc les équations du mouvement sont satisfaites.

§ VIIL.

La fonction S est susceptible d’une transformation analogue.

En effet, d’apres ce qui précéde, S devenant fonction de u,,..., g,
el)" .2 esm t’

IS=3m(xdx+ 'y + 28z) — Zm(a'da + ' Sb + ¢ dc)
=Z2pdu — Zfde,
d’ou Pon tire les équations intégrales premieres et finales,
D,S=p, DS=-—f

Ensuite, a cause de (20) et (3g),
DS.—d—S-—Zu DS =U-+F(pyye--s Pons s Usp) —Z¥ (p).p

La fonction F étant homogéne et du second degré par rapport aux quanti-
tés p, on a

3p.F(p)=2F,
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donc
(52) D,S=U—-F=—H,

H étant la constante des forces vives [ *].

Il résulte de la et des équations D,S = p, quel'on a

(53) Dts +F(D"|S, Tt D,‘J"S, Upy - oy u3ﬂ) = U(un Ugy oo vy uan)-

Telle est I'équation aux dérivées partielles a laquelle doit satisfaire la fonc-
tion S. Cette fonction doit encore, d’apres le choix actuel de constantes,
satisfaire i une équation semblable relative & I’état initial.

Démontrons la réciproque avec I'extension donnée par Jacobi.

Soit S (1, Usye..y Usy, E, O, Oay..., O3n)+ const. une solution com-
plete de I'équation (53), ot I’'on peut supposer que le second membre con-
tient explicitement le temps. Les intégrales des équations du mouvement
seront

(54) D,S=ua,, D, S=uay,...; Dy, S =10,

%3n

On tire, en effet, de Péquation (53) 3 n équations de la forme

D,D,S + F(D,8).D,D,S = o,

[*] Autrement, V’¢quation {42) peut se mettre sous la forme

i[8(pdu) — d(pdu)]=dtsH,

ou
(A) 3.(Zpdu —Hdt) =d.Xpdu.

Si I'on pose done
t
S =f (zpdu—Hdt),
o

ou, i canse de 'homogénéité de T qui donne % p du = 2T dt,

t t
Szf (2T-—H)dt=f (T+U) de,
o o

on aura alors, en intégrant I’équation (A),
0S8 = (pdu—fde),

t
ou bien encore, en posant V = 2Tde,
o

dV=3s(pdu—fde) — ¢dllL
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et des équations (54), 3 n équations de la forme
D,D,S+32¢.D,D,S=0o0,

d’ou P'on tire, par comparaison,

(53) ' =F(D,S).
On a d’ailleurs
w=F(p)
ce qui donne déja les intégrales premiéres
(56) D,S=DyT=p,
et, par suite,
D,S=U — F(pyy...s Pony Uiseeey Uzp) =U—T =—H;j

c'est la constante des forces vives, lorsque D,U = o.
Mais des équations (53), (56), on tire les deux systemes
D,D,S + F'(u) + =, F' (D, S).D,D, S = U'(x),
et
,D,S + %4 .D,D, S = 2.

de

Donc, en vertu des équations {55),

4 (G M
;—f = U'(u) — F'(u).

Donc les équations différentielles du mouvement sont satisfaites.

Dans le cas du principe des forces vives, il résulte de I’équation (52) que,
si 'on introduit la constante H parmi celles que doit renfermer la solution
compléte de Péquation (53), 1a fonction S est de la forme — Hz -+ une fonc-
tion des quantités z, de H et des autres constantes, sans ¢, le terme — H¢
étant le seul qui renferme explicitement le temps. Cette fonction des coor-
données et des constantes n’est autre chose que la fonction V, comme cela
résulte de I'équation (20). 1l est d’ailleurs aisé devoir que, si S est une so-
lution complete de P’équation (33), S + H¢ sera une solution compléte de
Péquation (45). Ainsi la détermination de S se rameénera, dans ce cas, 4 la
détermination de V qui contient (§ I11) une variable de moins, et, par suite,
une constante arbitraire de moins. )

L'une des intégrales du systéme est, en désignant par — z une constante
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arbitraire,
—T=Dns= —t+ l)"V

ce qui s’accorde avec ce que nous avons vu dans le § II1. Ce sera la seule
intégrale qui contienne le temps explicitement. — 7 est Ja constante qui
accompagne partout le temps dans les équations finies du mouvement. On
voit que cette constante s’obtient en différentiant S par rapport a la constante

des forces vives.
§ IX.

Donnons enfin le méme théoréme relativement & la fonction Q. Ce cas
présente avec les précédents cette différence essentielle, que la fonction Q,
n’ayant, en général, aucune signification dynamique, comme en avaient les
fonctions V et S, change de valeur comme de forme avec le systeme de
coordonnées qu’on emploie. C’est 13 une des causes qui font que cette fonc-
tion est de peu d’utilité dans la pratique.

Parlons des équations du mouvement mises sous la forme

— dtdH = Z(dpdu — dudp),

on en tire

d.Zudp =dt.d(Zudp +H).

Intégrant entre o et ¢, substituant pour dp sa vaieur — D, H.d¢, et dési-
guant toujours par e, f les valeurs initiales de u, p, il vient

t
d f (H—Z2u.DH)dt =3(udp—edf);

d’ou l'on voit qu'en désignant par Q V'intégrale du premier membre, et
supposant cette fonction exprimée au moyen de ¢, des quantités p et de
leurs valeurs initiales f, les intégrales premiéres et finales du systéme seront
données & la fois par I’ensemble de 6 » équations

u=D,Q, —e=DsQ.
On a ensuite, en ayant égard aux équations que on vient de poser,

D,Q=R—3D,Q. £ = (H—3u.D,H) — 5u. 2

= H;

donc la fonction Q satisfait & I'équation aux dérivées partielles
57) =D, Q + F(piseresPans Dp,Qses Dy, Q) = U (D, Q,-., Dy, Q)

ainsi qu’d I’équation analogue relative a I'état initial.

E&N
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Réciproquement, soit
Q(Pereees Pany &) ye.ry Ugny 1) + const.

une solution compléte de 1’équation aux dérivées partielles (57), ou U peut
étre supposé contenir ¢ explicitement. Les équations intégrales premieres et
finales du mouvement seront contenues dans les 6 n» équations

(58) v=D,Q, «=D,sQ,

les 3n quantités « étant de nouvelles constantes arbitraires.
En effet, I'équation (57) donne pour un indice quelconque de o',

-D,D,Q+ 2F(D,Q).D,D,Q=2U"(D,Q). DD, Q;
les équations & = D, Q donnent en méme temps
d,
—D,D.,Q— Ed—f- DuD,Q=o0:
d’ou, en comparant les deux systémes,

(59) % = v (D,Q) — F (D,Q) = — H(D,Q).

On a ensuite, en différentiant (57) par rapport i p,
- DtDpQ -+ F (P) -+ ZiFI (DI',Q) * DP DP; Q = inI(DP.'Q) * DPDP,'Q’

puis, en différentiant les équations u = D, Q par rapport au temps,

ip; .
~D,D,Q—-%%.p,D,Q= -

¢de

Ces deux systémes d’équations donnent, en vertu des équations ( 59),

du , . .

Tt = F (P) = Dl) II .

Ensuite, en vertu des équations (58), les équations (5g) deviennent
ap ' _
2 = _w(D,Q) = —D,H.

Donc les équations du mouvement sont satisfaites.

§ X.

Souvent il peut étre utile d’introduire, dans les équations du mouve-
ment, des variables en nombre plus grand que celui qui est nécessaire pour
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déterminer les positions des n points. Yoyons ce que deviennent alors les
formules précédentes.

Soient u,, Uy,..., Usn.x les variables employées, lesquelles sont liées né-
cessairement par k équations de condition

?{ =O, ?2=O,..., ?I\:O-

Supposons que de ces équations on ait déduit les valeurs des k4 derniéres
variables en fonction des 37 autres, de sorte qu’on ait
Ug g = ‘lﬁ (un recs usn)v-w Ugpas — l'f,,(u., (RSP usn)'
On aura alors
14 U
(60) Cttsnei = §; (@) 1ty + i (ua) g + oo + i (8y,) Pty
’ L ’ !
(61) Wynei = G (0) 0y 4 Qi () Uy + oo+ i (Usn) . Uy
Sil’on exprime T successivement en fonction de u,, ua, ..., i, et de leurs
dérivées, puis en fonction de u,, u,,..., Us,.« et de leurs dérivées, en

employant la caractéristique ¢ pour désigner les dérivées partielles obte-
nues dans le second cas, on aura les deux identités

0T = D,, T.0u' + D,T. duy, + ...+ D, ne ¢y,

v

a 8T .
T = 3 = .o0u + o Uy 4.+ s CUppe

J lLa,,_,_k

Mais on tire de I’ équation (61,
Dyt typei =iy}, Dot t'ynr = §i(2a)s -
et de la résulte que I’'on a
Qg = V(1)) . Gy + i (uy) . Qe+ ...+ il uy,). QU

Donc la seconde valeur de ¢T peut s’écrire :

T T 3T ,

IT = [st + a,,;,,ﬂ i) + oo b )]o‘u, +
T , . 3T , ,

-+ [6‘(; " i~ \P { (Nsn} -+ ...+ —_au':nq-l- %(ua,,)] d\uan;

et comme elle doit étre identique avec la premiére, il en résulte que I'on a,

pour tout indice de u inférieur & 32 +1,
oT aT ' oT '
DyT=am+ o 4 (1) + . + 57 v, (u).

« St jpan 7 b‘u_‘,,.,,‘ vk
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On en conclut, en ayant égard aux relations (6o),
D, T.duy+ ...+ Dy T. d g,

dT T
= S—E.Oll, + ... +3“—-:"C)\ll3n+ v - m&l&an_,_k.

La méme transformation peut s’opérer relativement aux coordonnées ini-
tiales, de sorte qu’'on aura les variations &V, ¢S exprimées au moyen des
6n + 2k coordonnées initiales et finales, et de leurs variations par les
formules

6"1’6‘

oV=3T gu — zi—:}d‘e + t0H,

08 =32T0u—33%0e — 1o,
du de
Mais ici, les variations n'étant plus indépendantes, on ne pourra égaler
stparément leurs coefficients 2 zéro, 4 moins qu'on n’ajoule i ces ex-
pressions les variations des premiers membres des équations de condition
initiales et finales, multipliées par des coefficients indéterminés. On aura
alors, par exemple. pour I'expression de ¢'S,

33T 3 ) P (@
(62) 2S Ju LI Y S—de—Hdt+ 2hdp + ZX e,
et les équations intégrales premieres et finales seront
3S dT 6?. Jw
= sw T hE g,
SS __ 0T, 0 8¢ (©) 8¢, w.
=5 A e et g

Ainsi, les équations intégrales sont ramenées 4 une forme pareille a celle
que Lagrange a donnée aux équations différentielles du second ordre.

Au lieu des coordonnées et des vitesses initiales, on aurait pu prendre des
constantes arbitraires quelconques, lides par des équations de condition.
Supposons que dans la solution complete S, on ait introduit 32 + I con-
stantes arbitraires, liées par les équations de condition

(63) : Ny,=o0, MDy=0,..., II;=

Si 'on avait commencé par éliminer les / derniéres constantes, la partie
constante de 'S aurait été

(64) o, 0oty + oy Oty + ... + Uy, 00y,
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(29 )
Si I'on emploie les 31 + I constantes, elle sera de la forme

>

(6')) ("7"1 )d‘“i + ((/.'2)6‘0.2 + 3 (a'3n+l) aa:m-l--l’

les nouvelles constantes (¢, ), .., (&;,.;) étant liées aux constantes o, ,...,
tya par les équations de condition

(a'j) + (a":;n-H) . Da, aan-‘-l + oor =+ (a-'3n+l) . DV.I a3n+l = a’17

(a,:m) -+ (a'an+c) . Dez_.m Oapgat + oo+ (a':;n-q-l) . Dam Oan+i = a'am

que 'on obtient cn identifiant les expressions. (64), (65), au moyen des
équations de condition (63). Alors, au lieu de I'équation (62), on a la sui-
vante :

Js =2z7'f; du+ Z(of)da — Hdt + Zidp + SLI1I,

Ly, La,..., Iy ¢tant des coefficients indéterminés, et cette équation se par-
tage en 6n + A + I autres, contenant &+ [ coefficients indéterminés, et
qui, par I'élimination de ces coefficients, se réduisent & 6n équations,
auxquelles il faut joindre les & équations de condition et leurs différen-
tielles.

§ XI.

Jusqu’ici nous avons supposé que tous les points du systéme étaient li-
bres. Supposons maintenant qu’ils soient assujettis & des équations de
liaison

(66) Py =05 @2=0,...; Q=0

entre les 372 coordonnées Xy, ¥y, 2,y...y Tyy Fpy 2. SOieNt 1y, 1y,..., 1, des
variables indépendantes, au nombre de v = 3n — k, au moyen desquelles
on exprime x,, ¥y, etc. Si I'on met, pour x,, y,, etc., leurs valeurs en
1y, Uy, etc., dans les équations (66), ces équations seront identiquement
satisfaites, de sorte que les variations dp,, dg,, elc., seront identiquement
nulles.

On sait que, dans le cas d’un systéme 2 liaisons, les équations du mouve-
ment peuvent s'écrire

AU+ 22d¢ = Zm (x"dx + 3" ) + 2" d2).
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On tire de la
X" (D, x. 0 u, + Dy, x.0u, + )
&U+E)\d‘<p=2m + !

" (D, y-duy+Dy y Fuy+.)+ ...

=du,.Sm (x". Dy x +...) + dUy . Im (x". D, +...)

=du, [di,d Zm (.x’.D,,lx +...)—32m '.dL[(I"dD"I'T_'_“') l

O i
+d‘u2[(7,a’. Zm(x' .Dy,x+...) — Zm. d-l-t(x’.dD,,z x+...) I

-+ .. 0oL e e e e e e e e

Nous avons d’ailleurs démontré les relations

T
D,x =D, x', th D, =D, x.
De la résulte

D,T=Zm(x'.D,x +...), D,T= :;7 Sm(x'd.Dyx + ...

Substituant dans 'expression de dU + 2)d9, qui se réduit identiquement
a 0U, il vient

(67) dt dU=2cu, (d.Dy, T —de. D, T)+...+ du,(d.D,, T —dt. D, T),

équation qui se partage en v équations de méme forme que les équa-
tions (36), et que 'on raménerait de méme a la forme des équations (41)
ou (42). Ainsi la forme des équations du mouvement est la méme dauns un
systéme a liaisons que dans un systéme libre, pourvu que I'on suppose les
variables réduites au plus petit nombre possible.

Si, au lieu des v variables indépendantes, on avait pris v + % variables
liées par % équations de condition , =o,..., y, = 0, ilaurait suffi d’ajouter
au premier membre de (67) 'expression d¢ 22dY.

La propriété de la fonction S subsiste encore dans le cas d’un systeme 4
liaisons, pourvu qu’elle soit exprimée par des variables réduites au plus
petit nombre possible.

Supposons toujours u} , uy, . . ., &, exprimés au moyen de
pi= D“I. T, p,= D,‘;T, ceny pp=Du T,
et soit
| ! !
T (eyyeey e sty ) =F(piy. ooy Po Uiy oo 1)
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Si I’on a trouvé une solution compléte

S(uyy oyt tyoy,...,a)
de I'équation aux dérivées partielles
D,S+F(D,S,.... D, S, uy..., u)=U(u,..., u,t),
les intégrales des équations du mouvement seront
D.S=d,, D.S=d,,..., D,S=0¢c.

La démonstration est absolument la méme que dans le cas d’un systeme
de points libres, en changeant seulement l'indice 37z en v.

Si I'on veut maintenant, au lieu des variables indépendantes, introduire
un plus grand nombre de variables, et de méme, au lieu des constantes
indépendantes, introduire un plus grand nombre de constantes liées,
comme les variables, par des équations de condition, on transformera la
fonction 8, comme nous I’avons fait pour le cas d'un systéme libre.

Ainsi, soient les variables u,, u,, ..., u, 1, liées par les équations de
condition

Xe=0s X;=05...s X4=0

et supposons la fonction S exprimée au moyen de ces v + & variables et
des v + I constantes arbxtralres Oy Ggy ..., 0,1, assujetties aux I équations
de condition

ny—=o0, M;=o,..., H=o0.

Les équations différentielles du mouvement sont données par la formule

{ T oT ] T oT
G\U"i-Z)\d‘x:&u‘(a—td.m d‘u>+ —{-&u,,*_;.( d. a—r—————h).

de vtk b «_,

Si I'on désigne par (o), (&,), . .., (% ;) des constantes satisfaisant aux
v conditions,

v Y 8“ []
(a'|)+(a’v+1) 6a-:_l+ ".+(av+l) ”:‘l.___a“

da, .
( )+\av+l 6«Tl+". +(a9+‘) 8“w =av’
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on verra, comme dans le paragraphe précédent, twe Iéquation
88 =D, T.du;+ ... + D, T.du+ &, da,+ ... + 2,90,

se trouvera remplacée par la suivante :

oT °T s '
08 = 5 du + ... + Su" Suyn+ ()0, o+ 1B,
' v+ h

+ 23y + SLOII,

qui se décomposera en autant d’équations séparées qu’il y a de variations
du, da. Les intégrales premiéres et finales des équations dn mouvement

seront donc
3§ __ oT 3y, 3s T 3y

95 _ ol S, ..., Ol sy 2
du,~ 8, du,’ ’ Su, p  Su, + 81¢y+,"
; an

on LE]
— Y —— A 2 4
= W (e, ) + 2T

0y -1

§ XII.
Nous allons maintenant étudier les propriétés de la fonction principale
dans le mouvement relatif.

Soient &, 7, { les coordonnées de chaque point m par rapport a trois axes
fixes dans I'espace;

o, 8, ¢ les valeuts initiales de ces coordonnées;

g, 1, {, les coordonnées d’une origine mobile, & laquelle nous rappor-
terons les positions des corps;

Z,, 4, {, les coordonnées du point m par rapport a trois axes menés par
I'origine mobile parallélement aux axes fixes;

%, 8,57, %> 6,5 7, etc., les valeurs initiales de &, 7, etc.

On aura les relations

E=¢& +E, n=u,+un, (={+,
e=u,+a, 6§=6-+6, =1+,

d’ou résulte, pour les composantes des vitesses,
§=E+E, w=n+a, U=(+,
d=o+d, €§=6+6 Y=vy+7.

D'apres cela, Uexpression de T devient

aT =2m(E *+ 02+ 7' 4 of SmE + 2v, Zmn,+ 2L, Zmi,
+ E2+ w2+ () 2m.
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Si I'on suppose que l'origine mobile soit le centre de gravité du systéme,
alors

ZmE'=o0, Emy,=o0, Im{ =o,
et si I’on pose

t:iZm@?+n?+§%

T,= i.(&;’—f— n 3+ *Zm,
la demi-force vive du systéme
T=T+T,
se trouvera partagée en deux parties indépendantes, se rapportant 'une au
mouvement relatif des points du systéme, ’autre au mouvement absolu de
son centre de gravité.

La fonction S se partagera de méme en deux parties indépendantes. En
posant

on aura

Si nous considérons un systéme libre, la quantité T, sera constante. En
représentant par H, sa valeur, et posant

H= Hl + Hr/ ?

P'équation (3) des forces vives se partage en deux autres
T =U+H,
TII = Hu'

La valeur de S, peut s’écrire

S,=H, ¢+ const.,
ou, si on exprime H, en &, n,, {,, 2,16, 7,5 ¢
S" = 2—:,—' ‘-(g” — a”)n + (7],, - g”)z +(,— 7. )2] -+ const,
On tire de 13, en remarquant que 'on a

EiI:a:r? n:lzgﬂ’ Z:l—_-.y;’
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et

b d
§, — 2, M eu — I '/l/,

g - 7 T
EII n, ;n

0S, = (& 9%, +mu, dn,+ & 05,)3Zm —(a, du,+6 08,+7 dy,)Zm — H dt.

=

Mais on a (§ X), en substituant dans la valeur générale de 8 les nouvelles
valeurs des coordonnées, et supprimant les termes qui s’annulent par Ia
propriété du centre de gravité,

0S=3m(E 5 +n &y, + )~ Em(e da,+ 6 06 + y dy,)— H dt
+ (& 0k, +n,0n,+, 05)Sm— (o, do,+ 6 08, + &) Zm—W o
+ NZEmE 4- MW Zmbn, + AP mdg,
+ AMZmde,+ AP Zmd + APZmndy,.
Retranchant de 14 la valeur de 4§,
08, =Zm(E d§~+...)—Zm(e, do,+...)— H &¢
+ X EmdE +... + A Emde, +...,

la seconde ligne disparait, et I'on a

équation qui se décompose en 32 + 1 autres,

3S . ,
\ ﬁl" = m;E ;+ N my,
8S I 1,
(68) {5om = mn, i+ Xmy,
5
08 :
‘. E’l = m;{ ; + A% n,,
,’I BS ¢
(3= meirranm,
6S ’
(69) ) 35— —m€  + A®m,,
[ os
L) '
- ) n.
i o myy, ¢+ A¥m;,
7S
(70) ,-j—[-, = - l‘lr’

qui contiennent les équations intégrales, premiéres et finales du mouve-
ment relatif.

11 est facile d'éliminer les six multiplicateurs X", A, etc. En effet, en
ajoutant ensemble les équations (68), qui répondent aux diverses valeurs
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de 'indice /, et ayant égard aux propriétés du centre de gravité, il vient

0S t L) ] 'R
e Lt 52% @ — b 9% 3.1 595,
A ZmZSE v A Sm” dn, > .‘:mzc)t,,
on trouverait de méme
ds 1 és 1 6§
- ' x99 @ ' 9% ®— 'y,
Al = Y 2 8z, AP = Im 2 e’ A Tm 3y,

La quantité S, peut étre exprimée de plusieurs maniéres au moyen des coor-
données §,, »,, {,, @,, 8,, 7,, qui ne sont pas réduites au plus petit nombre
possible, et de la diverses déterminations des multiplicateurs A", 2, ete,

Pour donner des exemples de la détermination de ces multiplicateurs,
soient d’abord r;, y;, 2 les coordonnées des n — 1 premiers points m; par
rapport an n"¢, m,, pris pour origine, et a;, b, ¢; leurs valeurs initiales,
de sorte qu’on ait

(70 g,l - E,n =Xy Ni— N =]'l'$ C/i— zr" =232,
(79‘) o;— 0,=a;, G,i - 6,n = bi7 Vi— Yn= Ci

d’ou résulte

xn-.:)-'" =, =a,=...= 0,

Les propriétés du centre de gravité donnent

. 9 A . Tmz
Zm(E,+ x)=o0, dou E&,=-- T

avec des relations pareilles pour les autres coorilonnées. - On en tire

Imzx Ema
(73) E,,-=.z',-— s ) o= ai"'m’

Cesrelations expriment les 3 2 coordonnées & ;, 1, {,; au moyen des 37 — 3

quantités x;, ¥}, %, et de méme pour les coordonnées initiales. On peut donc
supposer S, exprimée en fonction de

Xy Yiv By Qg bi’ Ciy
et remettre ensuite, & la place de ces quantités, leurs valeurs
(74) E,l’ - gl"’ nli - nl”’ {I" - Cl”’ ari - al”’ Gli - 61”? 7,!’ - 7:”'

On a alors

Sa

SI — ‘ [ —_— — v
’—F-E,—l - D.z-, Sn 3‘5_" - D,-,‘S,,..., E/" -_— ZD.,S,,
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d’ou résulte

3¢S
2 3_5; = 0.
Donc, dans ce cas, le multiplicateur A" est nul, et il en est de méme des
autres multiplicateurs A®, X®, A®, etc. Donc, si, parmi le nombre infini
de maniéres d’exprimer S au moyen des quantités &, 1,;, iy % 8,is Vs
liées entre elles par les équations de condition qui expriment gue VPorigine
est le centre de gravité, on choisit celle ou il n’entre que les différences (74)
de ces coordonnées, les équations intégrales du mouvement relatif, hien
que contenant des coordonnées superflues, auront la méme forme que si

elles ne renfermaient que des variables indépendantes.

Si, au lieu de faive la transformation précédente, on élimine &,,, €05 {.n»
%uy 8ny Y,» au moyen des équations de condition, on aura alors

B/
o, P,

En faisant i = n dans les équations (68), (6g), on a par conséquent
A = —Ef we AV = _7): ny MV=— Z: ny

AN = (l: ny AP = g, P 1) A = 7: ny

et, par suite, les équations intégrales prennent la forme

35, m x 3'8, e JS, m

JE,i =mzx,, 37),.' =m; fl ’ JC,J =Mm;z;,
L— — m-a' - = m b" —l = - m-c'

6‘::,; (AR} 86," iy 3‘/,1 ibie

Au lieu des coordonnées rectangles, on aurait pu, comme dans le mou-
vement absolu, prendre des cpordonnées quelconques. Supposons qu’on
ait exprimé £, v, {; au moyen de u,,, ©,,..., 1,, : il en résultera entre
ces derniéres quantités des équations de condition

1=0, @5=—0,...,
et de méme pour les valeurs initiales. On a

51" = ZD”’ E’i N u: y ey d‘g,l:- EDH,E,I" d\l‘l""'
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Donc
3mg %, =3m (Du, &t +Dy & 06,+...)
?((Dm|€.&%|4-Dm’§.&%g+n")
= 3m [(D,,” E )1 du, + (D,,”E,)’. U ., “+...]
\ + Zm [I),,HE,.D,,“E,. (4, Pty + 16 5 due,, ) +]

(75)

T,=;3m(E+..) =13[(Du &) 8%+ (Du & )% 1) +..]

+Zm[ D,, g D, E-}-) |u2+ ]
On tire de la
:’—,Tl-'—Zm[D,,: J o]t E]m(Du k4 ) Sk (D B )t

Comparant cette expression avec la relation (75) et avec les relations
analogues, on en tire

Zm(E O +n dn, +('o‘{)—2 ’d‘u

et de méme pour les valeurs initiales. Donc
08, =510 du— ’?T'Ed‘e — H,dt+ 3) 9y, + ZA, 00,

d’oli I'on tire les équations intégrales du mouvement relatif.
Si, au lien des valeurs initiales des coordonnées relatives et de leurs

dérivées, on avait pris des constantes quelconques &, &5y, (% /5 (% 2)s-- -5

. . vy . ’ -~ ’ . 8 aT'.
on aurait écrit, dans I'équation précédente, 2 (o ) da, au lieu de — X —"de .

Cette transformation donne lieu aux mémes remarques que la tranformation
analogue pour le mouvement ahsolu.

§ XIII.

Au lieu des coordonnées relatives au centre de gravité, introduisons les
coordonnées relatives a V’'un des points m, du systéme. Soient

E—E=xy fi— =Y C(i—la= z.

Ces valeurs sont les mémes que les valeurs (71). Substituant dans l'ex-
pression

T,=§2m(§:’+r,',’+(;’)

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(38)
les valeurs (73) différentiées, il en résulte, en désignant par £, une somma-

tion excluant 'indice n,

T,=izlm (x'?+ 7%+ 2'%)
(76)

s [(Zmx' )+ (2, my' ) + (2,mz')2).

On peut encore donner a cette valeur une autre forme, en remarquant
que

! 2 ' 2
S mx’? — ——-(Z mx")

— )
T 2im

1 [ (m,+m,+...+m,,)(m,x"’+mzx'zn_'_-_‘\
— (mix' P+ mix,* + amm, 2\ x,) —...
= 22'm [m' My (x',ﬁ_*_ 1'2’ - 21"‘ ‘r")) + .+ mn("ll x"z + m, x422 ‘+'..»)]1
d’ou
—_ a .3 ’2
T —2zmz'm(x' + %+ 2%)

’

(77)

o S e [( — 2+ (7= 7+ (7 — %)),

Si Uon désigne maintenant par p,, p,,..., p.—, les dérivées partielles
de T, par rapport aux quantités x;, x,,..., &',_,, on a, par 'équa-
tion (76),

(78) p,-=mi(x:.—- z;":'>.

En ajoutant toutes les équations semblables, il vient

5p=3mx —22.3 mx,
1 ’ m [

d’ou l'on tire

3 mx' zp
(79) A=,

et par conséquent I'équation (78) donne

(80) =By 2L,

m; m,
Substituant cette valeur et leurs analogues dans la relation

aT,=2(x'.DyT 4+ .DyT,+2.D,T),
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ou encore, substituant directement les valeurs (79) et (80) dans I'expres-
sion (76), il vient

( ) 'I" I?” [(DLJT) +(DJJT/)2+(DSITI)2]
81 -

-+ ;,;n [(Z'D:T'T:)z -+ (ZIDIJTI), -+ (Z,Dz’T,)n]a
ou, ce qhi revient au méme,

- ’"n> [(DI’ ) (D)"T ) -+ (Der')’]

1 .
~+ o 2, (D,; I.DyT,+DyT. DT+ D, T,.D;T, ).

1 )
T=13 (5

(82)

\

Les variables étant indépendantes, les équations intégrales, premieres et
finales, des mouvements seront de la forme

Im

D, S, =Dy T,=m <.z — 2'”"”")

. 3 ma'
D,S,=—DuTo=—m, <a; - ) .
Enfin, des expressions (81), (82) de T. il résulte que I’équation aux dé-
rivées partielles de la fonction principale S, du mouvement relatif peut
s'écrire sous I’'une ou sous I'autre de ces deux formes :

s DS, +3, — [(D S, +(D,S,)* + (D.S, )]
(83) ‘
{ + —[(D,8)+(2D,5)*+2D,8)]=U

2my,
1 1
" DS+ 153 (— + "—) [(D.S,)? -+ (D,S,)? + (D.S )?]
3
+l;;2,(D_.,‘.S,.D,‘S +D,8.D,8 +D.S.D.,S)=U.
La réciproque de cette proposition se démontrerait comme dans le mou-
vement absolu, a4 cause de I'indépendance du mouvement relatif et du
mouvement du centre de gravité. D’abord les équations différentielles du
mouvement relatif se déduisent de la fonction T, comme celles du mouve-
ment absolu se déduisent de la fonction T. En effet, T est partagé en deux
parties dont I'une ne conlient que les coordonnées relatives, indépendantes
de la position du centre de gravité, tandis que Vautre ne contient que les

coordonnées de ce centre. En désignant ces derniéres par vy, v,. U, et
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représentant par u, , Usy. .y Uys_y les coordonnées des n — 1 premiers points
par rapport au n'me, pris pour origine, on a

D,T=D, T, D,T=D,T, D,U=o,
D“ T= Du rI‘, ) Du’T = Du’T, ’

et, par suite, les équations (36) se partagent-en deux groupes indépendants

1
(85) 2d.DyT,—D,T,=o, ...,
¢
(86) +d.DyT, — D, T, =D, U, ... [*].

Les équations (86 ) sont identiquement de méme forme que celles dn mou-
vement absolu. On démontrera donc, par des calculs identiques & ceux du
§ VIII, qu’une solution compléte de équation aux dérivées partielles (83)
ou (84), ou de I'équation plus générale

DS, +F, (DuS,, ooy Dy Sis 205y Ugnms) = U(tyy gy e vy Usus)s

ypy

renfermant 32 — 3 constantes arbitraires, plus la constante ajoutée 4 S,,
donne les intégrales premicéres et finales des équations (86) sous une forme
pareille & celle que 'on rencontre dans le mouvement absolu,

DS, =D,T, D,S =¢c.

Ainsi nous pourrons désormais supprimer les accents inférieurs et traiter les
uestions de mouvement relatif d’un systéme libre par les mémes formules

q

que les questions de mouvement absolu.

§ XIV.

Si l'on veut employer 4 la détermination des fonctions V, S, Q les équa-
tions aux dérivées partielles auxquelles elles satisfont, il est facile de voir
que l'on sera ainsi ramené 4 V'intégration des équations différentielles du
mouveiment.

[*} En coordonnées rectangles, ces équations deviennent

d*x 1 d*x
m (W“m ""F) =Db:U,..,
d’ou 'on tire
d*x

1 1
P7E —-—;D,U-i—;n—;z,l),U,.---
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En effet, pour avoir la solution de I'équation aux dérivées partielles
F (D,,l V,....,D,V,u,,.., u,) =U+H,

en posant, pour abréger, D,[V': P, et remarquant que, par la propriété de
la fonction F d’étre homogéne et du second degré, on a

‘Ep F(p)=2F(piyestyy...)=2(U +H),
on devra intégrer d’abord les équations différentielles ordinaires
dv (llh duv

(87) 2(U+8) F(p) = Fip)
dp, __ dp,

T=F@)+D.U0 T =F(4)+D,U’
comparant ces équations avec les équations du mouvement,

dt — du, _ du, _ dp, dpy -

D,E T D,H  —D,H = —D,H

on voit que les deux systémes sont identiques, au changement prés de dt
en m]d-‘:—_lﬂ’ et que la difficulté d’intégration est absolument la méme.
8i U contenait ¢ explicitement, il faudrait, 4 la suite des égalités (87),
écrire
dH d.DgV
=T - T

ce qui n’empécherait pas les deux systémes de coincider, sauf I'introduction
de la nouvelle variable H, 2 cause de la relation D, V= ¢. :
On vérifierait aisément qu’il en est de méme pour les fonctions S el Q.
Ainsi les fonctions V, S, Q ne pourraient servir 4 trouver directement les
équations finies du mouvement gu'autant que I'on saurait intégrer, sans le
secours des équations différentielles ordinaires, les équations aux dérivées
partielles auxquelles ces fonctions satisfont.

§ XV.

Il est cependant des cas ou les propriétés générales de ces fonctions per-
mettent, un certain nombre d’intégrales des équations du mouvement
étant connues, de trouver toutes les autres par des procédés généraux. Sans
aborder la théorie générale développée par Jacobi, nous nous contenterons
:’exposer le cas particulier qui se présente dans les applications au systéme
4du monde.

6
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Supposons les équations du mouvement réduites 4 ne contenir que deux
coordonnées indépendantes z,, &,, et soient

du,

du,

7= DP( H, - = D,,1 H,
(88) dj d,

P, P _

@ = —DuH, F=—D,H,

ces éqnations. Il suffit d’en connaitre une seule intégrale, outre celle des
forces vives, pour pouvoir déterminer la fonction V ou 8 par une quadra-
ture, et par suite les deux autres intégrales par de simples différentiations.

D’abord on tire de ces équations, ou I'on suppose U indépendant de ¢,
(89) H = constante, '
ce qui est I'intégrale des forces vives.

Soit ensuite

(go) K = constante

une autre intégrale, K étant une fonction de %, u,, p,, p;, sans £ : on en
conclura, en remplacant du, , du,, dp, , dp, par les seconds membres des
équations qui leur sont proportionnels,

(@) (H,K) =D, H.D, K —D, H.D, K+ D, H.D, K — D, H.D, K =o,
(H, K) étant une des fonctions alternées de Poisson [*].

Supposons maintenant p,, p, exprimés, au moyen des équations (8g)
et (go), en fonction de u, , u, : il est aisé de voir que p,du, + p, du, sera
une différentielle exacte, c’est-2-dire qu’on aura
(9') D":P'=D“|p3'

En effet, en différentiant les équations (89) et (go) par rapport a u, et a u,,

on a
o= D"I H —+ DP|H 'D"| Pq -+ DP1H'D"| Pg,

o=D,K+D,K.D, p, + D, K.D, ps,
. .

0= Du’H + D’,lH.Du1 p‘ + Dp’H .D"z P,,

o=D,K+D,K.D, p, +D,K.Dyup,.

[*] L’équation (a) subsiste, quel que soit le nombre des coordonnées %, , «., ..., et quelle
que soit I'intégrale (go ). Si I'on suppose qu’on ait intégré toutes les équations, abstraction
faite de dr, I'équation (2) aura lieu pour toutes les constantes introduites par ces intégra-
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Eliminant D, p, entre les deux premiéres équations, et D,, p, entre les deux
derniéres, et faisant la différence des résultats, on a

o= (I-I’ K) + (Dle 'DP:K' - Dan' Dpl I{) (D“'xpz - D"i P‘)'

(H, K) étant nulle, il en résulte 1’équation (g91). Donc V’expression
p, du, + ps du, est intégrable.
Maintenant Fintégrale

(92) V=f(p.du.‘+ pa dus,),

qui renferme la constante arbitraire K, outre la constante combinée par
addition, est évidemment une solution compléte de 1’'équation aux dérivées
partielles

F(Dulv, Duzv, u" u,)': U + H.
Donc c’est la fonction caractéristique correspondante au systéme proposé
d’équations différentielles. Donc, d’apres le § T1I,

D¢V = counst., DyV=¢t—rn,

seront les deux intégrales qui restaient & trouver.
Cest ce qu'il est aisé de vérifier, en remarquant que, d’aprés I'équa-
tion (ga),
d.DxV = Dgp,.du; -+ Dgp,.du,
= (Dg p, . D, H+ Dy p,.D, H)dt = Dy Hdt= o,
d.DyV= Dyp,.du, —+Dyp,.du,
={(Dy p,.Dp, H + Dy p,.D, H)dt =DyHdt=dt.

Connaissant la fonction V, on en déduira immeédiatement la fonction
$=V—-Hz¢.

Il est aisé de voir I'usage que I’on peut faire dece théoréme. Les problémes
de mécanique dont nous nous occuperons spécialement conduisent & des
équations différentielles contenant trois variables indépendantes u,, u,, u,,
avec les quantités p correspondantes. Dans ces problémes, on peut, au
moyen du principe des aires, trouver trois intégrales. Nous pouvons main-
tenant considérer deux de ces intégrales comme des équations de condition,

tions. La valeur de ¢ est donnée A la fin par une quadrature, et la constante arbitraire ¢ qui
accompagne le temps est la senle pour laquelle I’équation {2 ) n’ait pas lieu; celle-ci se change
en (H, 7)= 1, d’od I'on conclut immédiatement la perturbation de 'élément H.

6..
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qui permettront de diminuer de deux unités le nombre des variables « et p.
En prenant donc de nouvelles variables qui, par leur définition, satisfassent
aux conditions géométriques exprimées par ces deux intégrales, les équa-
- tions du mouvement se trouveront ramenées a la forme (88). La troisieme
équation des aires formera l'intégrale {go), et la solution complete du pro-
bléme, ainsi que la détermination de la fonction S et les conséquences qui
en dépendent, se déduiront ainsi des seuls principes généraux de la méca-
nique, sans qu’on soit obligé d’avoir recours 4 aucune méthode d’intégra-
tion particuliére des équations différentielles du mouvement.

DEUXIEME SECTION.

APPLICATION DE LA THEORIE PRECEDENTE A DES EXEMPLES
PARTICULIERS,

§ XVL

Appliquons les principes précédents a I'étude du mouvement relatif dans
un systéme de deux points soumis 4 leur attraction mutuelle.

Soient m, M ces deux points. Rapportons le mouvement de m & un
plan de direction constante wmené par le point M. Soit r la distance des deux
points; Mmf (r) la fonction de cette distance dont la dérivée, prise néga-
tivement, exprime l'intensité de 'attraction; &, y, z les coordonnées de m
relatives a l"origine M. D’aprés la formule (76), on a, pour la demi-force
vive relative,

T= i m (x”-ljj” + z7) — m[(mx’)’ + (my’)? + (mz')?],
ou, en posant, pour abréger,

Mm . on
Ma4+m 4

T= -0 (2 + 2+ 2%), o

formule qui est la méme que dans le mouvement absolu, au changement
présde men g,

Au lieu des coordonnées rectangles, employons, pour plus de commo-
dité, les coordonnées polaires et posons

X = rcosAcosl,, y=rcosisinl, z=rsin},
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A étant la latitude et L la longitude du point m. L’expression de T
deviendra

T= i:m[r”+ r? (L% cos®A + X?) ),

et, par suite, en introduisant les dérivées
D,T=u, DyT=v, D, T=w,

=t |eo+-T 4+ 7]—
(93) H_zm[u TR ,,] Mm f(r).
Les équations différentielles du mouvement sont donc
d; 1 co8? 2 ; 2
dt=mL r=3lbrcosldL=3’lbrd)«__ du =‘_lf=_ 20Lridw

u v w ~ —DH o v*.D, (s6c?})
On en tire d’abord dv = o, d’ou, en intégrant,
(94) V== My,

¢ étant une constante arbitraire.
Ensuite ’équation

¢_1_1 _ 2dw

w ~ v.D,(séc))
donne, par l'intégration,

3 __ o2 (43 __ v
(99) Wi = (k cos’k) ’

k* étant une nouvelle constante arbitraire.

En troisiéme lieu, de I’'équation
cos’r.dL __ d)

v w

. . - . e [
on tire, en faisant pour plus de simplicité 7 = €089,

(96) tang i = tangg sin (L. — §),
§ étant une nouvelle arbitraire.

1l est ais¢ de voir que ces trois intégrales ne sont autre chose que celies
qui résultent du principe des aires. La derniére exprime que le point m
décrit, dans son mouvement relatif, une courbe plane, ¢ représentant
I'inclinaison de son plan sur le plan fixe et 6 la longitude du nceud
ascendant.

- La variable L, n’entrant que par sa différentielle dans les équations du
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mouvement, devra toujours étre accompagnée, dans les équations intégrales,
et, par suite, dans 'expression de la fonction principale S, de la constante
— @3 donc

DS =— DyS.
Mais
DS =D, T=v= 3.
Donc on a
(97) DS = — one,

équation qui représente une des intégrales finales du probleme.

Puisque la courbe décrite par m est plane, prenons son plan pour plan
fixe, ce qui permettra de diminuer d’une unité le nombre des variables in-
dépendantes, et de réduire les équations du mouvement au cas considéré
dans le § XV.

Soit ¢ la longitude dans I'orbite, comptée a4 partir du nceud ascendant :
v sera une fonction de L, et de la constante 6 déterminée par la relation

cosy = cos A cos(L — ).

[in remplacant, dans V'expression de T, L par v, X par zéro, et désignant par
 la dérivée partielle D,/ T, il vient, au lieu de I’équation [g3),

‘ , _
(98) H:ﬁ(u’—i— %) — Mmf(r),
et les équations du mouvement se rédnisent a
dt_mbdr__smr’du___ du . dw
“ u T e ; ] " o
] D,[Mmf(r)—r—:

On en tire immédiateinent I’équation des aires
(99) © = INE,
k étant l]a méme constante que dans l'intégrale (95 ), puisque w=o0, v=0,
et ¢ = k, pour X = o, ou ¢ = o.
D’autre part, en faisant, pour abréger,
\ H k2
pPP=a(M + m)[f(r) —+ W] — >
Vintégrale des forces vives (g8) donne

(100) cu= Mp,
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Les intégrales (99) et ( 100) suffisent pour déterminer, au moyen du théo-
réme de Jacobi, la fonction caractéristique et les deux autres intégrales.
On en tire

\' :f(udr + wde) = (fpdr+ /w) + const.,
et, par conséquent,

(1or1) S=3Tb(fpdr+kv)—Ht+const.,
ou, en rétablissant les coordonnées primitives,
{102) S = mbgfpdr—i- k. arc cos[cosAcos(L — 6;]} — H¢ + const.

Lafonction S se trouve ainsi exprimée au moyen des coordonnées du temps
et des trois constantes arbitraires 0, H, k.

On en tire, par différentiation, les deux intégrales qui restaient a
trouver,

@, 1 ¢tant deux nouvelles constantes arbitraires.

Les intégrales qui entrent dans ces formules peuvent étre prises & partir
d’une limite inférieure arbitraire. Nous prendrons pour cette limite r, celle
des deux racines de I'équation

,
qui répond 2 un minimum de r. Par ce moyen D f pdr se réduit a
ra

r
f D, pdr, comme nous ’avons supposé; car alors le terme — p,. Dy 1y
l‘.‘ :
qui résulte de la variation de la limite inférieure ry s’évanouit. De méme,

Dy f, pdr se réduit a fr Dy pdr. De plus, nous disposerons du double

o

. . d . . -
signe du radical représenté par p de facon que { soit toujours positif.

,
v représentant Pargument de la latitude, et f D, p dr un angle qui s'é-

vanouit au périhélie, la constante = est la longitude du périhélie comptée a
partir du nceud ascendant, et t est 'époque du passage au périhélie.
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En résumé, la fonction § étant déterminée par. équation(101) ou(r03),
les intégrales finies des équations différentielles du mouvement seront

Dy'§ = — Mk cosk‘sin(L— 0) = — M= — Mk coso,
sinp

kdr

(103) { DS = m‘arccos[coslcos(L—- )] f ‘ Mz,

DBS f —-—t-— 75

et les intégrales premiéres,

DS=Mp=mT,

M4 coslsm(L—O)

2
(104) DS = — = M r? cos )&-———,
D,S= :)'lLksln‘A.cos(L—O) Mr ,Q.
sin ¢ dt
§ XVIL

Les mémes principes nous conduiront 2 la solution d’un probléme qui
présente une grande analogie avec le précédent, du probléme du mouve-
ment d’un corps solide autour d’un point fixe, dans le cas ou le corps
n’est-sollicité par aucune force extérieure.

Soient Oz, Oy, Oz trois axes rectangulaires fixes dans I’espace, et pas-
sant par le point O, autour duquel le corps doit tourner;

0%, Oy, OZ les trois axes prmmpaux d’inertie du corps par rapport au
point O;

A, B, Cles moments d’inertie du corps par rapport a ces axes principaux.
Nous déterminerons la position des axes mobiles par rapport aux axes
fixes, & I'aide de trois angles ¢, ¢, 6, dont voici la signification :

" En appelant nceud ascefidant du plan £y Pintersection de ce plan avec xy,
prise dans un sens tel, qu’un rayon tournant autour de I’origine suivant le
plan Ey et dans le sens direct (c est-a-dire de OZ vers O#, ou d’occident en
orient), traverserait en ce nceud le plan zy, en passant du c6té des z néga-
tives au c6té des z positives;

¢ sera la longitude de ce noeud ascendant, comptée & partir de Owx;
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¢ est la longitude de axe des £, comptée dans le plan Ex, en tournant,
dans le sens direct, depuis le ncend ascendant jusqu’a cet axe;

§ est 'inclinaison du plan £x, ou angle de I'axe des z positives avec I'axe
des § positives.

En désignant par p, g, r les vitesses de rotation du corps autour des trois
axes principaux, etpara, b, ¢, a, etc., les cosinus des angles que les axes
mobiles forment avec les axes fixes, on a les formules connues [*]

pdt=cdb+ ¢,db + c,db,= — (bdc + b,de, + b,dc,),
gdt = adc + a, dc, + a, dc,= — (cda + c,da,+ ¢,da,),
rdt=bda + b,da + b, da,= — (adb+ adb + a db,),
qui deviennent, lorsqu’on exprime les cosinus en fonction des angles ¢, ¢, 9,
pdt = sin ¢ sin§ dy + cosg df,
(105) qdt =-cosgsinf dy — sin ¢ df,
rdt=_ cosfdy -+ dp.
En ditférentiant les formules de transformation des coordonnées qui lient

les coordonnées x, ¥, z, rapportées aux axes fixes, aux coordonnées &, 1, {,
rapportées aux axes mobiles, on a

dx=E&Eda + ndb + {dc,
dy = Eda, + ndb, + {dc,,
ds =&da,+ ndb,+ { dc,.

dz dy ds
@’ de’ de
1, {» estimées suivant les directions de ces axes, au moyen des formules

Projetant les valeurs de sur les axes mobiles, on a les vitesses &,
Edt=adx +ady +a,ds= (90 — rq)dt,
ndt =bdx +bdy + b ds=(rk — p¢)dt,
{dt =cdx+cdy + ¢, ds=(pn — qE)dt.
. On en déduit

T=; [dm(&+ v+
=§fdm[(n=+z=)p=+(z’+g=)q=+ (£’+n’)r°—-aqm§—-nrp§§— 2pgénl,

[*] Poyez le Traité de Mécanique de M. Duhamel.
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ou, 4 cause des relations

[or+pydm=4, [@+g)dm=8, [@E+nr)dn=c,

0=fn(dm=f§§dm¥f§ndm,

(106) T=_(Ap*+ Bg*+Cr?).
En ayant égard aux valeurs (105) de p, ¢, r, on trouve, pour les dérivées
partielles de T,
u =D, T= Apsinfsing + Bgsinf cosp + Crcosf,
v=D o T=Cr,
w =D, T = Apcosp — Bgsing.
Ces équations donnent p, ¢, r en u, ¢, w. On en tire d’abord

Apsing' <+ Bgcosp = "—-}."ﬁo—g, Apcosyp — Bgsing =w,

nj
d’ot1 enfin

Ap=wcosp+ (& — vcose):i%%’

Bg=— wsing+ (u— vcosﬂ):ioT“;,

Cr=v.
Substituant ces valeurs dans I'équation (106), et faisant, pour abréger,

082 n3
€ [ 4 + S}nq) — M,

AT B
(107) g 4 e N,
2 (iA - ili) sing cos¢ _—_g_g =N,
il vient
T= i [Mw’—i— Nw. u-;;::se +Nu.Z '_s;l::o:o + (shl:e + é) v’]-

On a d’ailleurs
H=T.

On pourrait donc tirer de 13 les équations différentielles du mouvement.
Mais nous ne nous occuperons pas de tes &quations sous Jeur forme actuelle,
qui serait trop compliquée.
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Remarquons seulement que, 4 cause de D, H =0, on a
(108) du=o0, dod u=D,T=y,
t étant une constante arbitraire, ou, en mettant pour x sa valeur,

(109) Apsing sing + Bgsin6 cosp + Crecosd + .

Cette intégrale n’est autre chose qu'une des trois équations des aires.

En vertu du principe des aires, les moments des quantités de mouvement
par rapport aux axes fixes sont constants, et le couple résultant est constant
en grandeur et en direction. Soit 4 le moment de ce couple, et représentons
par

sinysine, ~— sinycosea, co8y,

les cosinus des angles que fait ’'axe de ce couple avec les trois azes fixes;
k, a, y seront trois des constantes arbitraires de I'intégration, et Ja con-
stante ¢ de ’intégrale (109) a pour valeur & cosy.

Prenons maintenant, afin de diminuer le nombre des variables, le plan
du couple résultant pour plan des &, y. Prenons, par exemple, pour nou-
vel axe des x le nceud ascendant du plan invariable, et désignons par ¥,
®, O les angles analogues a ¢, ¢, 8, &t rapportés au nouveaa plan des x, 7.
En considérant le triangle sphérique formé par les trois noeuds ascendants
du plan invariable sur xy, du plan &x sur £, et du plan &x sur le plan
invariable, on a les relations

cosf = cosy cos® — sinysin® cos ¥,
(110) sin (¢ — @) sind =sin¥'siny,
sin (¢ — a)sinf = sin ¥ sin 6,

qui équivalent 4 deux intégrales des équations du mouvement, puisqu’elles
renferment deux constantes arbitraires.

La variable ¢, qui n’entre que parsa différentielle dans I’expression de T
et par suite dans les équations du mouvement, ne peut entrer dans les équa-
tions intégrales, et par suite dans I'expression de la fonction principale S,
qu'accompagnée de la constante arbitraire — . On aura donc

) D¢,S = - D¢ S;
mais, par I’équation (108),

D, S =Dy T = la constante:.
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Donc, en ne faisant pas entrer dans I'expression de S la constante ¢, ni y
qui en dépend et que I'on peut éliminer au moyen des équations ( 110), on
aura, pour I'une des intégrales du mouvement,

(r1r) D.S=—..

Appliquons maintenant au plan invariable les équations des aires. Les
moments des quantités de mouvement par rapport aux axes mobiles sont
pf(n’ + {*)dm, etc., c'est-a-dire Ap, Bq, Cr. Projetant ces moments sur
les trois axes relatifs au plan invariable, on aura pour les moments relatifs
a ces trois derniers axes,

Apa+ Bgb+Cre, Apa + Bgb +Crc,, Apa + Bgb + Crc,.
Les deux premiers moments sont nuls; le troisiéme est le moment & du

couplerésultant. Nousaurons donc,en remplagant les cosinus a, b, ¢, a, etc.,
par leurs valeurs en ¥, @, O,

‘ Ap(cos®cos¥ — sin®sin¥ cosO)
} + Bg(—sin® cos¥ — cos®sin¥ cos®) + Crsin¥sin®=o,

I
(11) Ap(cos®sin¥ + sin®cosY¥ cosO)
. + Bg(—sin®sin¥ + cos® cos¥ cos®) — Crcos¥ sin@=o,
(113) Apsin®sin® + Bg cosdsin® + Grcos® = 4.

Les équations ( 112) peuvent s’écrire
(Apcos® — Bgsind) cos¥
— (Apsin®cos© + Bgcos® cos® — Crsin®) sin¥ = o,
(Apcos® —Bgsin®)sin¥
+ (Apsin®cos® + Bg cos® cos® — Crsin@)cos¥ = o,
d’our résulte
Apcos® —Bgsin®=o0, (Apsin® -+ Bgcosd)cos® — Crsin® =o,
ou, ce qui revient au méme,

Ap By Cr

sin® sin@ ~ cosdsin®  cosO
Remplacant maintenant p, ¢, I par leurs valeurs analogues & (105), il vient

(114) A(({W+M> =B (ay - $040) _ g (ay 1 22),

sind sin ® cosP sin @ cos®
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Ces équations de condition vont nous permettre d’éliminer de P'expression
de T, et par conséquent des équations différentielles du mouvement, © ct
sa différentielle, ou, ce qui revient au méme, de remplacer les six va-
riables ¢, 9, 8, &, v, w par quatre variables seulement.
En désignant par I, 9%, ' ce que deviennent les expressions (107)

lorsqu'on y remplace ¢, o, 6 par ¥, @, O, les équations (114) donnent
d’abord

(115) NdO = - & sin@ dV;
2

. d@ M 4 M
puis, en remplagant —— par la valeur tirée de cette équation, et remar-

quanlque
sin* ® cos? 1 1\ . 2¢08%
b — I si — — o —_ 2 —_
nat,lcosb N sind zcosd)( ry ~+ B ) 2 (A B) sin ® cosP T
il vient
Cicde do
(ll6) COS@d‘lf———:'aﬁ,. COS@d‘F-—i—d‘D——-—-ITCJG-

Cela posé, en remplagant, dans I'expression (106), p, q, r par leurs va-
leurs (105), on a

1 cand¥ o gd¥de de? T d¥ | do\?
T_;AB(mLsm Oldt, o' sin® - 9 - +;C cos®-5+(—”>.

En substituant les valeurs (115), (116), et reinarquant que

—rr = 4
AmL% B [#] = a8’

la valeur de T se réduit &

T= 2.6 de? C do?

WA T AT —Cou)

ou enfin, en éliminant encore 40 a Paide des mémes relations,

T_l lﬂl’_’_*_ C dd?
= 2\ ar 1—CoC ae )’

expression qui ne renferme plus que les variables indépendantes ¥ et 9.
Si 'on pose maintenant

D\y'Tz t, D@:T: v,
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la valeur de T, devient
1 1
(117) T=;[%u’+(a—an)v’]_-ﬂ.
Puisque DyH = o, il en résulte

(r18) du= o0, u = constante,

et il est aisé de voir, en éliminant de Pintégrale (113), © et d© au moyen
des équations (115), (116), que le premier membre se réduit 4

l_d‘if_
wXar Y

Donc I'équation (118) est la troisiéme équation des aires

(119) u==Ak.
On tire ensuite de intégrale des forces vives (117)
i C2B—k )
1—CX

Substituant maintenant pour u et v leurs valeurs, il vient

VCV2H — 4238

e

V=f(ud‘¥+ vdd)= k¥ +

et, par suite,

S=k‘lf+fic&/ﬂi—;3::—’%d(b—l-lt,
§ —

d’ou 'on tire les deux équations intégrales qui restaient a trouver,

D"Szf\/l__ \/E.dth =,

CM V2H — #9¢

D,,S=‘If—f ’ k\JC.otde =,
Vi—Co Y2l — AT

7 et » étant deux constantes arbitraires.
On a ensuite

__ CR_de_ . SRR
€0s® = — —ox d\v—‘*'r\/T;—c?f’

d’ou

© se trouve ainsi exprimé au moyen de &, H, ®.
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Maintenant, si 'on élimine y entre les équations (110),et que I'on mette
pour O sa valeur en &, H ,®, il restera deux équations qui donneront ¥ et @
en fonction de ¢, ¢, 0, «, k, H; et, en substituant ces valeurs dans S, cette
fonction se trouvera exprimée au moyen des coordonnées du probléme
et des trois constantes arbitraires «, &, H. Ainsi les trois équations inté-
grales sont

(120) DyS=—1, Di)S=w, D, S=—1.

TROISIEME SECTION.
THéOR]E DE LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES.

§ XVIIL

Nous allons maintenant étudier I'usage des propriétés de la fonction S,
pour la recherche des intégrales indéfiniment approchées, dans les pro-
blémes de mécanique qui ne sont pas susceptibles d’une intégration rigou-
reuse.

Nous avons vu que les équations du mouvement pouvaient se ramener a
la forme

du,- d,'
(121) E‘zDPiH’ 7{’%: _‘Du,H7
ou I'on a posé

Pi=DyT (1, uy,..., Uy, uyy...),

et de plus, apreés avoir exprimé T en fonction des qnantités u; et p;, par 1'é-
quation

T = F([’c 1 Pas-y Uy Upye)s

F(pispaseirtbisttyy...) — Ulay, tay..., 8y =H(p,, pase-oy thys Uay..., 2).

Supposons que la fonction F soit composée d’une partie principale F,, et
d’une partie trés-petite F,, qu'on puisse négliger dans une premiére ap-
proximation; et qu’'il en soit de méme de U, et par suite de H; de sorte
qu’on ait

T=F=F, + F,,
U =1, + U,,
H=F,-U,, H,=TF, —U,, H=H,+H,.

La quantité H, est ce que nous appellerons la forction perturbatrice.
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Si 'on néglige d’abord la quantité trés-petite H,, on aura une représenta-
tion approchée du mouvement en intégrant les équations

du; dp;

Tt_ p; e dt=_Du,-Hl-

Soit S, la fonction principale du mouvement représenté par les intégrales
approchées, et que nous désignerons sous le nom de mouvement non trou-
blé, tandis que nous appellerons mouvement troublé celui qui répond aux
intégrales rigoureuses des équations (121).

Les intégrales premiéres du mouvement non troublé seront de la forme

Pi = Duisl ’
et les intégrales finies, de la forme
(122) aﬁ:D,_‘,S..

Ces intégrales finies dlonnent pour les coordonneés u; des valeurs telles

que .
w; = fonct. (2, o0yy tay. .y 0, ta,...).

Si I'on remplace, dans ces valeurs, les premiers membres des équations (122)
par les seconds, d’ou

(123) u; = fonct. (¢, @,, @g,..., Dy, S;, D,.S,,...),

on devra tomber sur des identités, puisque ces relations ne renferment que
la moitié des constantes arbitraires qui entrent dans les intégrales géné-
rales (122). Ces identités devront encore subsister si, au lieu des coordon-
nées non troublées, «, , u,,... représentent les coordonnées troublées, qui
satisfont aux équations

a; =Dy, $=D,, S, + D, S,

S, = f(F, + U, ) dt étant la correction qu’il faut ajouter a S, pour avoir la
valeur exacte de S. On tire de la
(124) D,,S, =a; — D, S;;

substituant ces valeurs dans identité (123), on a, pour la valeur exacte
de u;,
u;=fonct. (£, ey, Gtaye.oy oy — Dy Sy, 0, — Dy Ssy.00),
Donc, étant données les équations (122 ) du mouvement non troublé, on
en déduira les équations du mouvement troublé en augmentant les con-
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stantes arbitraires de la seconde série, c’est-a-dire les constantes arbi-

traires a; qui n’entrent pas dans I'expression de S, des quantités
(125) Ac; =D, 8S,.
De méme, si la valeur de p,, dans le mouvement non troublé, est
(126) p, = fonct. (¢, &, ay,... 0y, oy,...),
on aura I'identité
D,,S,=fonct. (¢, &t,, tts,... Do S, Do Sy,... ).
Or la valeur exacte de p, est

p,=D,8=D,S,+ D,S,, d’ot D,S,=p,— D.S,.

Donc, en ayant égard aux équations (124), on aura rigoureusement, dans le
mouvement troublé,

(I27) p,.=D,,iS,+fonct.(t,a,,a,,..., a': —Da|Sg, a’g-Du’SQ,..-).

Donc, étant données les intégrales premiéres (126) du mouvement non
troublé, on en déduira les intégrales premiéres du mouvement troublé, en
augmentant les constantes de la seconde série des quantités (1 25), et ajou-
tant en outre 4 P’expression résultante la quantité

(128) Ap,=D,S,.

D’apres cette méthode de parvenir aux équations du mouvement troublé,
on voit que les équations du mouvement non troublé continueront a re-
présenter les coordonnées troublées, pourvu qu'on y considére les con-
stantes a; de la seconde série non plus comme des constantes absolues,
mais comme des constantes augmentées des petits accroissements variables
déterminés par les équations (125). Mais, en méme temps, les quantités p.
sont exprimées, dans les deux mouvements, par des fonctions différentes
du temps, des éléments constants a, et des éléments variables «.

§ XIX.

Voyons maintenant comment on peut calculer des valeurs indéfiniment
approchées de la correction §,.

Si ¢(x, 7, 2,...) représente une fonction homogéne et du second degré
8
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des variables x, ¥, z,..., il est aisé de voir que I’on a identiquement
o+ & y+nz2+0.)=0(x 7 5...)+0n.)
+ &' (x) -+ 09’ () +- ...
11 résulte de la et de la forme connue de la fonction F, qu'on a
F(D,S; D,S,...) =F(D, S, 4+ Dy S,, D, S, + D,,S,,...)
=F(D, 51 D, S1,-..) + F(D,,53,D,,S,,...) + £D,,S,. F/(D,,S,).

(129)

La fonction F'(D,,S,) étant linéaire, on a
F(D,S,) = F'(D,S) — F(D,S,),
et par suite
F(D,S,D,S,...)=F(D,8,,D,S,...) + F(D,S;, D,y ,...)

(130) + 3(D,,5,.F'D,8) — £D, ,.F/(D,S,).

Mais, en vertu des équations différentielles du mouvement et de leurs inté-
grales premieres, on a

’ Y2 dll‘-
F (Du,-s) =F (P‘) —_ Dp.,H = s

d’ou résulte la formule symbolique, applicable 4 une fonction quelconque
des coordonnées et du temps,

d ,
E = Dt+ ZF (Duls)-D“l,.

Donc
(131) :D,S,.F(D, S = '%f_"_]),s,.

Ensuite, par la forme de la fonction F,, on a
(132) 5D, S;.F'(D,, S;) = 2Fy(D, 53, D,.Ss...)-

Enfin, en ayant égard aux équations aux dérivées partielles auxquelles
satisfont les fonctions S'et S,,

F(D,S,Du3S,...)=U—D,S=U—-D,S, —D,S,,
F, (Du, S, Du,sl ’ '--) =U, - D,§,,
les équations (130), (131), (132) donnent

(133) & =U,— F,(D,S,,D,S5.,...)+ F(D,S;, Dy Say - ).

E
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Maintenant U,, F,, S, sont de Vordre des forces perturbatrices, ainsi
que D,; S,. Donc la fonction I étant homogéne et du second degré par
rapport 4 ces quantités, le dernier terme de I’équation (133) sera de
'ordre du carré des forces perturbatrices. On pourra donc négliger ce
terme dans la seconde approximation, et supposer en méme temps qu’on
a substitué dans U,, F, les valeurs des coordonnées, en fonction du temps
et des constantes arbitraires, déduites des équations du mouvement non
troublé. On aura alors, pour premiére valeur approchée de la correction,

(134) S,_f a— Fa(piy oy gy gy .. )]de,
gue I'on peut écrire
(135) S, = —fH,dt.

Si on veut faire usage des formules (125) et (128), aprés avoir déter-
miné par lintégration S, en fonction de #, a,, ¢g,..., @, 0y,..., ON
éliminera les constantes de la seconde série o, ¢/,,..., au moyen des
équations intégrales du mouvement non trouhlé, et S, devra étre exprimé,
comme S et S,, en fonction de ¢, z,, &y ,..., uy, Ugy...

Mais, au lien de faire cettte élimination, on pourra laisser les quan-
tités o, mais 4 la condition de les considérer comme des fonctions de ¢,,
Uggerry Uyy Uy ye.., £ déterminées par les équations (122), et de les diffé-
rentier sous ce point de vue. On aura, d’aprés cela, en désignant par la
caractéristique ¢ les dérivées partielles prises par rapport aux quantités
u;y o;, lorsqu’on fait varier tout ce qui en dépend,

(136) Ad= ”HZ“‘ fn H,dt + 3D, d, [D JH, dt,
(137) Api= _if}%ﬁf — %D, o.,\fD ‘H, dt.

Pour appliquer ces formules, on formera les dérivées

D"‘.‘ “:K' = D“i D“ks‘ 4 D“sa‘k = D"iD“AS‘ ’

et 'on substituera ensuite leur valeurs, que I’on pourra exprimer en fonc-
tion du temps et des constantes.

Pour obtenir une troisiéme approximation, qui donne les termes de
I'ordre du carré de la force perturbatrice, désignons par AS, la valeur

8..
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approchée obtenue par la formule (134),

As,-_-f[U,_ F,(D,,S, Dy Siy-..)]de.

Puisqu’on y a substitué les valeurs des coordonnées fournies par la pre-
miere approximation, on a pris

du,- = F'l (D,,‘.S, ) dt,
S, étant déterminé par I'équation aux dérivées partielles
D,S,+ F,(D,S,, D,,8,, .. N=TU,.

Par conséquent

(138) '_’3}5 =U,—F,(D, 8, D, S,, ...) = D, AS,+ =D, AS,. F' (D, 8,).
Soit maintenant
S, = AS, + S,.
Dans la formule rigoureuse
B _D,S,+U—F(D,S5,DySi,...) + F(D, 5, Dy, 8,...)

que Von déduit des équations (130), (131), (132), remplagons S, par
S;,etS, par S, + AS,, il vient, en vertu des formules (129) et (138),

O _ DS, + U, —D,AS,+ U,— F(D,S,, DS, ...)
— F (D, AS,, D, AS,,...) — 2F' (D,;S,). D, AS, + F (D, S, D,.S,, ...
= —1,AS, + U, — F,(D, S,, D,.S,,...) — F(D, AS,, D, AS,,...)

— 3,F,(D, S,).D, AS, — %F,(D,S,).D, AS, - F(D, S,, D, S, -
= — 3,F,(D, 8,).D, AS, — F(D, AS,, D, AS,,...) + F(D, S5, D, S, ...)
Or F, est une fonction linéaire de quantités de 'ordre zéro, multipliée par
une quantité du premier ordre; D, AS, est une quaptité du premier ordre.

Donc le premier terme de cette formule est du deuxiéme ordre, et il en est
de méme du second terme. Le dernier terme est d’un ordre plus élevé de
deux unités,c’est-a-dire du quatriéme ordre. On peut donc le négliger vis-
a-vis des deux autres. De plus, on peut négliger F, (D, AS,, D, AS,,...),

qui est du troisiéme ordre. On a donc, aux quantités du troisiéme ordre
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pres, en désignant par A?S, la valeur approchée de S,,
(13()) dAS,

dt
On intégrera cette expression, en y remplacant les coordonnées par leurs
valeurs non troublées, et il viendra, pour la troisitme approximation,

A?S, = —f[F‘ (D, AS,, D, AS,,...) — ZF,(p;). D, AS, ] dt.

= —F, (D, AS,,D, AS,,..) — 5, Fy(D, S,). D, AS,.

On pourrait avoir immédiatement une valeur approchée, aux quantités
prés du quatrieme ordre, en remplacant dans la formule (139) les coordon-
nées par leurs valeurs résultant de la seconde approximation, et ajoutant
le terme — F, (D, AS,, D, AS,, ...}, ou I'on remplacera les coordonnées

par leurs valeurs non troublées, puis en intégrant comme précédemment.

En continuant ainsi, on aurait des valeurs de S indéfiniment approchées.
Il en résultera pour les constantes a; des corrections successives, que 'on
obtiendra en remplagant, dansla formule (125), S, successivement par AS,,
A?S,, etc.

§ XX.

Appliquons cette méthode & un systéme attractif avec une masse prédo-
minante.

Soit un systéme de n +1 corps m, , m,, ..., m,, M, dont nous rapporte-
rons les mouvements au centre du corps princip#l M. Si 'on néglige d’a-
bord I'action des autres corps m,, ..., m;_,, My, ..., m,, les corps m; et M
formeront un systéme binaire, et il est aisé de faire voir que I’on aura une
premiére approximation du mouvement, en considérant les différents sys-
teines binaires

(m, M), (m,,M),..., (n,, M).
En effet, en désignant par x;, 7:, 2; les coordonnées de in; par rapport &
trois axes rectangulaires passant par M, et posant, pour abréger,

] re s Syl
a’,-2+‘}’,-2-1—2:.-2—v‘-,

on aura (77) pour 'expression de la demi-force vive relative du systéme.

I M

=" 3Imv?
2M+4+2Zm

1 1 : r g i 1‘2 . — 2 )2],
——— . R i — ) +(Z, y)
+ 3 W 2mZm,m,,[(.at", x )P+ (i — 0
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Or la demi-force vive du systéme binaire (m;, M) a pour expression
M

K = L
[ 2 -+ m;

'n" v,2 .

On peut déduire de ces deux relations :
M .
(M +m,+ m;+ ...)T—_—;(m.Vf + myvi4 0
1 r ’
+ ;Zm,-m,, (x; — i)+ ...)],

M
M(TO 4+ T® 4. )+ m TO +my TO 4 o=~ (my v+ my v,

d’ou, par soustraction,
T—3%T0=32(T"—T)

+ o Emim[(a — 2 + (i — 7Y+ (5 — %))

Le second membre de cette équation est du second ordre par rapport aux
masses perturbatrices, tandis que chacune des guantités T, ST® est du pre-
mier. Donc on a une premiére valeur approchée de la force vive totale, en
prenant la somme des forces vives correspondantes aux systémes binaires
partiels.

Maintenant, si Pon désigne par S¢ la fonction principale du systéme
binaire (m;, M), sa valeur est

§0 = f (T9 + Mm, f;)de,

J: étant la fonction de la distance 4 M, dont la dérivée, prise en signe
contraire, exprime l’attraction rapportée 4 l'unité de masse. Or, si Ton
désigne par f; s la fonction analogue de la distance des corps m;, my, on
aura, pour la valeur de U,

U=MZImf + Zm; my fi 4,
et la valeur de la fonction principale du systéme est
S = f (T + U)de.

Si I'on fait la somme des fonctions principales des différents systemes
binaires, on a, en désignant cette somme par S,,

S, = 380 = f(zw + Mzm; f;)dt.
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La quantité
U, = MZImf

ne différant de U, et la somme ZT® ne différant de T que de quantités du

second ordre, S, sera une valeur approchée de §, aux quantités du second
ordre preés.

Cela posé, en faisant, pour abréger,

;nl— E;—:—l—’ M+m,._p,,
ona(82)
T=2 2;lb- [(Ds,8)* + (D), )" + (D,',S)’]

+ 2(D,,8.D,,S + D,,8.D,,§ + D,,5.D,,S).

Prenant le premier terme du second membre pour F,, et le second pour
F,, ce qui donne

F, (Dx,sa yDz,8,...)=F, (Dx,s(”, Dx, 8, ...) = ZT¥,
Fy(Ds, Si,D:,8,. . .) = Fy(D, 5%, D 8%, .. ) = = 3(Ds 89, D, S 4.},

s 3 3 M i !
la formule (134) devient, 4 cause de D, 8¢ =D, T¢ = —Fi x;, etc.,

23 M ’ : ’ [ r f
AS, = fdthimk [ji.k— m(-*-‘;:h-*—fifk‘*' 2; zk)]'

On peut mettre cette valeur sous une autre forme, en observant que
les coordonnées non troublées satisfaisant aux équations

d .
7 Dz T® — D, T =D, Mmf;,...,
ou
dz _ d*y . dz
F‘_H‘liiﬂ, E‘T=f"iDy,-fi’ ',}F:p“'Dz.'fi’

on a, en intégrant par parties,
f.r'l Xhdt = 2; x,, -—ka x5 dt = xk.:-“-l-c Dx‘fS(i) — f}Li xk«Dzi_/x:~dt

= X x; —fxi xpdt = x,-.:m_l—k D, S* —fp,,x,-.D,&f,,.dt;
en posant donc

AS, = Zm;m, Wi ks
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il viendra successivement
(tho) Win= [de[fia— 2 (@i + 1) 7i+ 55
(141) W, ,= fdzB,-,,~;'7‘(x,-.D,,s<*>+ ¥:-D,, S¥+ z,.D,,5"),
(14a) Wi,= fdtn,,,- — o (24D, 89 + 7,.D,.8 + 2,.D, 5%,
ou nous avons posé

Rix=Jix+ — (-’l‘.- D., J, +7i Dy, fx + z;.D;, fi)s

avec une valeur analogue pour R, ;. On peut prendre, en négligeant les
quantités du premier ordre,

Rix = fix + x:.Dg, fi + yeDy, fi + 2:.D,, Ji»

ce qui revient & la fonction R de Laplace.

Maintenant, si I'on prend la forme (141), la parenthése ne renferme que
les coordonnées x;, y;, z; et nullement les constantes a,;. Mais pour avoir
Ac, , dans le calcul du mouvement de m;, il faut différentier W, x par rap-
port & a;, a; et o étant deux constantes conjuguées relatives au systéme
binaire (m;, M). Donc la parenthése ne donne rien pour cette valeur, et
Pon peut, en la négligeant, prendre

(143) = Aot = — 2/ Bt fD Ri,dt — 3D, a"”fD 0 Ry pdt.

m;my i oz;

Si, pour plus de simplicité, on ne considére que trois corps, soient m la
masse troublé¢e, m, la masse perturbatrice, et

R=f,, + (xD S+, fi +2.D; fi).

Nous avons trouvé pour les intégrales relatives au systéme binaire (m, M)
des valeurs de la forme

M M M
D;S = Tmzz, DgS:—ft, D,S= — TLIET
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Appliquant 4 ce cas la formule (143), il vient

fD,,Bdt +D, .fD,,Rdz

A= — il
M _{_Dk,,fD(Rdt—kD,,t.fD,Rdt
| w( [DoRd+Dym. (D R
'\'44) At = F_er ]
+Doz.fD‘Rdt+Dor.fD,Rdt
fD,,R(1t+D,,w.ngRdt
Ar= addall
+D,,z.fDlet+D;,'r.fD,Rdt

§ XXI.

Dans le cas de la nature, on a

S=

R

En faisant

h= — 2%;’ k’:y.a([ —e?), p?= :—r,[a’e’—(a—-rP],

r=a(1—ecosu),
la formule du § XVI donne

a(t—e)e—r

i=S= Vap (u+ esinu) — karc(cos = ) + kv — ht + const.

er

Calculant les dérivées de S par rapport a &, %, 6, il vient pour les éqna-
tions intégrales du mouvement,

—.’_
Dk__“'_sz_arccosw

Mm er +v=g,

D,. £ S=1/% (u—esi t=
ey S= ;(u esiny) —t=—r,

kcos)si —_
Dy £ s — foodainl—0)

Pour appliquer les formules ( 144), il faut former les dérivées partielles

9
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des quantités , v, ¢ par rapport 4 %, k, 6. Ontrouve ainsi, en posant

p.-—-a"n’ % = cos
- )] k ?’

a(r+e)—r
Do = ———~—
@ a*nedsinu
3(¢e—r) a(rv—c)a(t~e)—r]—aer
Dyr=— Tt et s ’
an a nesing
Dyt — _a’lz\/z-—n;;sin’qzco?q’
0t = tang(L —9)
Vi—ea(1—e)—r
Dit=—Dym = "7 Ssine
Diym = — Dyt = — cos g,

Dyt =D,t=o.

Substituant ces valeurs dans les formules (144), on aura les valeurs de A,

A, AT,
On voit que ces expressions sont fort compliquées, et d'un usage peu

commode dans le probléme qui nous occupe.

§ XXIL

Dans la méthode précédente, on ne faisait varier qu’'une seule série de
constantes. M. Hamilton en a déduit une autre méthode, beaucoup plus
commode dans les applications, et dans laquelle on fait varier les deux

séries de constantes a la fois.
En vertu de la formule (136), une coordonnée quelconque u, en pas-
sant du mouvement non troublé au mouvement troublé, varie de la

quantité

A= 3D, u.ad= %Dsu. [ Dy H,.de
(145)
+ 2k Dot Daia}( ,fD,,’k H,.dt.
En ayant égard i la relation

(146) D.,& = D, Dy, S, = Dy, iy
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Je dernier terme de I'équation (145) équivaut a

Dallu[D.,. o, f D,g'H2 .dt + D, a,. f Dul’H,dt+...-l

+Dw’u[Da?a',.ngf‘H,.dt + Da,a'z.fD“;H.z({H...J
+ .

ou, e qui revient au méme, i

(Duu. D+ Dy . Dy, iy t--.) [ Dy ol

(147) + (Dy tt. D, &, + Dy 1. Dy, ly+...) fD,,:H._,dt.

Mais I'équation intégrale
1w=fonct.(t,a,, dy, . a,, a&,,..)
donne, en considérant 2’ comme équivalant 4 D, S,,
(148) o=D,u+ %D, o .D. u
D'aprés cela, I'expression (147) se réduit &
— 3D,u [ Dy Hade,
et, par conséquent, la valeur de Au peut s’écrire

Au= Zi[Da:ufDuiH,dt— D, u fD“'iH,dt;I-

On voit donc qu’au lien de ne faire varier que les seules constantes a, des
quantités déterminées par la formule (136), on peut, sans changer les va-
leurs des coordonnées, faire varier i la fois les deux séries de constantes
respectivement des quantités

(‘49) Au:'=fDa‘.H3 dt, Aa;= ——fD“'i Hg({(.

Dans ce nouveau systéme de variation des constantes, il est aisé de faire
voir que les quantités p conservent la méme forme dans le mouvement
troublé que dans le mouvement non troublé. En effet, en désignant par la
caractéristique ¢ les dérivées partielles prises en considérant les quantités

9..
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a; comme fonctions des quantités «; et %;, la formule (127), ou
2 883 ' 353

éS .
P=37+ fonct. (t, Qyyy...y d',-— T C— 5" )

donnera, en désignant par p la valeur non troublée (126), et remarquant
que

a8s,; \ da; a’s' - ' 8—P
5a = 3:DdS, 5= EDySs p = 2D Sa g
a‘ 35,
p—p=ZDiS:5; — ZDLP

= — 5,(D.,p+ 5D % Di,p) D Hacl
-+ EkDa;ip(fDa‘Hndt =+ 25D¢kd:‘fDa:-H2dt),
ce qui se réduit, en vertu de la formule (146), a
P—pP=2 (D“:' pr“iH’dt _D“i pr“:H’ dt)

On voit par cetie formule que la valeur troublée de p peut se déduire de
la valeur non troublée, en augmentant les deux séries de constantes des
quantités déterminées par les équations (149), sans changer autrement la
forme de cette valeur.

En appliquant cette méthode au systéme considéré dans le paragraphe
précédent, et remarquant que les calculs gue nous venons de faire subsis-
tent, quant aux valeurs des coordonnées, quelle que soit la fonction H,, on
voit que I'on obtiendra les intégrales finies de mouvement troublé, aux
quantités prés du second ordre, en augmentant, dans les équations du mou-
vement non troublé, les constantes a;, @; soit des quantités

(150) Aa; = — mimyDe, Wy o, Aey=m;m, D, W, 4,
soit des quantités

(151) Ay = —mm, fDd.' R, dt, Aa,= m;m, fDa:, R, . dt.

Les variations des éléments ne sont pas les mémes dans les deux cas, &
cause de la partie hors du signe f que renferme P'expression (141) de W, ;.

Les différences de ces variations ont pour expressions, le signe = se rappor-
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tant a toutes les valeurs de & différentes de i,

da =2 (D x,;3D,, 8%+ D, 7,5D, S%+ D, z,5D, s<*>)
(152)
aa,.—_?@ £,3D,,8%+ Dy; 3D, S®-+ D, 5,ED,,5¢ )

En augmentant les constantes «;, a; de ces variations, les valeurs des coor-
données ne doivent pas changer, puisque les formules (150) et (151) doivent
également fournir les perturbations des coordonnées. On doit donc avoir,
en désignant par dx;, etc., les variations de x;, etc., correspondantes aux
variations (152), etparey, 8;, 7, «;, f;, 7: les constantes correspondantes
au systéme binaire (m;, M),

o= 0x; =Dy x;da; + D, x;da; + Dg, 2:06; + Dg a:96; +...
= %(Da:_xiDa‘._}’,- — Daix,-D“"j,-—i— D'@: .Z‘,-Dpl,]'i—- Dp‘_.Z‘;Dﬂ" Ji - ...) ED,& S

m,

(D XDy, 2; — Dy, 2Dy z,——f—D,g:.x,-D@',z,-—D,aix,-Dp:. z,-+...)2Dsz“'.

Pour satisfaire 4 cette rélation et aux deux autres relations analogues
0= d‘]’,‘, 0= 6‘z,- N

il faut que les quantités entre parentheses et celle qu’on en déduirait en
remplagant x; par y; soient identiquement nulles. C’est ce qui résulte d'une
proposition plus générale que nous allons démontrer.

Soient x, , 4, , deux coordonnées quelconques. En considérant les con-
stantes o’ comme remplacées par leurs valeurs en fonction des constantes =
des coordonnées et du temps, nous avons vu dans la formule (148) qu’on
a les identités

0 =Dg, 14+ 24 D“ia:“D“lk Uy, 0= Dy tta+ 2y Dy, o, D“’k u,,
d'ou I'on déduit
D, 1) Do, ug — Do, 4y Do, ey = 24D, ak(D u, D ey 1y — D. u, D,,_'ku,).
Iaisant la somme de toutes les relations semblables pour les différents cou-
ples de constantes conjuguées «;, «;, et ayant égard 2 la relation (146), il

est aisé de voir que la somme des seconds membres est nulle. On a doncla
relation identique

(153) 2; (Do, 1ty Do) tt; — Dy 11, D, u)=o.
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Si maintenant on fait croitre les constantes @;, 2; de quantités de la
forme

6‘@;: —_ kukD“:_ Uy, d‘a;:kukDai Uy,
en faisant, pour abréger, pour une fonction quelconque f,

Of = 2,‘,), U/, (D“i Uy Doc’if - Du: -u,,Da‘f!),

la variation résultante pour une coordonnée u, sera représentée par ia for-
mule symbolique
= (eB —1)u,.

Mais, d’aprés la formaule (153), on a identiquement
Ou,=0;
donc aussi

du,=o.

Dans ce nouveau systeme de variation des constantes, on trouve, au lien
des formules (144), les formules connues

Ag=— ._fo,,ndr Ak:f%’-’fngadz,
(154) ‘”"'fDoRdt A9 =—f‘—'i'fnndz,

Az -"""ka3¢1¢ Ah:-"-—”"fD,de.

§ XXIIL

Dans la démonstration que nous avons donnée, d’apres M. Hamilton, des
formules (149), nous avons négligé les termes de I'ordre du’carré de la force
perturbatrice. Or on peut établir comme il suit I'exactitude rigoureuse de
ces formules, en ayant égard a toutes:les puissances de la force perturba-
trice.

Si I’on désigne par v le nombre des coordonnées u; , pour que les expres-
sions des coordonnées non troublées conviennent aux coordonnées trou-
biées, il suffit de déterminer, au moyen de v conditions, un pareil nombre
d’indéterminées, que nous supposons ajoutées aux v constantes dela seconde
série. Les valeurs que I'on trouve pour ces accroissements sont données ri-
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goureusement par la formule

(155) Ad; = — DSy (g, s sy @)y y5...42).

Supposons qu’au moyen des intégrales rigoureuses ont ait exprimé u,, u,,...,
en fonctionde @, , &,,..., &', ,,...,£. En considérant alors S, comme une
fonction de ces derniéres quantités, et en posant, les dérivées étant prises sous
ce point de vue,

Daisn=A:" Da; 8, = Ay,
Vexpression-(155) deviendra
- (156) Aall = — D“i SQ hanad ZkDa‘.alk D“'ksz = ~ A:' — Z,‘ Ak Daia;{.

La variation exacte d'une coordounnée u, résultant de la variation A< attri-
buée aux constantes «; , est donnée par la formule symboliqué

(157) Au= (ezAdD“'—l)u.
Mais on a, par les formules (154) et (146),
— 2Aa' . Dy = A\ Dy, + (A Do, &, + A, D, &, +...) Dy,
+ AyDy, + (A Dy, @, + A3 Dy 0y +...) Dy,

= A’iDdlx -+ Al (Dul a" Dﬂ’l +D“x a’ﬂ D“', "‘{"...)7
+ A, Dy, + Ag (D“’ @ Dy, + D, &, Dy, +.. )s

lo--o"-. .......... o =

Mais si I'on considére les signes de dérivation comme devant étre appliqués
i une coordonnée, on a, par laformule (148),
szaiq'k D«;‘ = - Da‘,
doncon a identiquement
ZAd, Da’ = 2A:Do: -~ A Da”
et par conséquent la formule (157) peut s’écrire

Au= (ez (ADx—ADy) ) .
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Or c’est la précisément l'expression de la variation de « lorsqu’on y aug-
mente a de A, &’de — A’. Donc on aura les valeurs rigoureuses des coor-
données troublées en angmentant, dans les formules du mouvement non
troublé, les constantes «;, «; des quantités

Aa;=D,S,, Aea;=—D,S,,
S, étant exprimé en fonction de 2, , a,,..., &, &,,...,¢, au moyen des inté-
grales rigoureuses du mouvement troublé.

La fonction S, étant déterminée par I’équation rigoureuse (133), sa valeur
dépend de celle que prend S, par suite des variations des 2 v constantes. On
peut supposer que les 2v. indéterminées qu’on ajoute a ces constantes sont
telles, qu’outre les v conditions qui expriment que les valeurs des coordon-
nées n’ont pas changé de forme, elles en vérifient encore v autres exprimant
que les valeurs troublées desv quantités p; ont conservé aussi la forme des
valeurs non troublées. Dans ce cas on devrait avoir toujours

,P‘. = Du‘. S‘ .
La valeur exacte de p; étant
D, S=D,S,+D,5,,

il en résulte que 'on doit avoir alors
D, S, =o,
et par conséquent
F(Dy,8;,Dy,S; yeer) =0y
ce qui réduit rigoureusement la valeur de S, tirée de la formule (133) a

ds,

zr = — Ha

ce qui n’est autre chose que la formule (135). On devra remplacer dans H,
les quantités u;, p; par leurs valeurs non troublées, et alors on aura les va-
riations Ae;, Ae; au moyen des formules (14g), qui sont maintenant rigou-
reuses, et que ’on intégrera par des approximations successives.

§ XXIV,

On peut donner de ces formules importantes une démonstration plus
directe.

Supposons que I’on ait intégré complétement les équations différentielles
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du mouvement non troublé,
dl d,
(I58) d—:""—"DpHH '¢£= ""Dan
par des équations de la forme

(159)  Fonct.(£,2yy Ugy..oy Pyy Payecey Oyy By yenry ByyUyye..) =0,

et que I'on se propose de représenter par les mémes formules les intégrales
des équations du mouvement troublé

d d .
(160) % =D,H,+D,H,, £=_DH —D,H,

en considérant les quantités o, a;, non plus comme des constantes abso-
lues, mais comme des fonctions du temps qu’il s’agit de déterminer.

Nous avons vu que les équations du mouvementd’un systéme quelconque
peuvent se mettre sous la forme

2(dudp — dpdu) = dHdt,

la caractéristique ¢ exprimant les accroissements indépendants que recoi-
vent les variables #, p, par suite des accroissements arbitraires de;, dv; ,
donnés aux constantes o;, a;, lesquelles sont en méme nombre que les
variables. Cette formule peut s’écrire ainsi

(161) d.Zudp — ¢ .Sudp = JHdt.

Supposons maintenant qu'on donne aux constantes d’autres accroisse-
ments, indépendants des premiers, Aa, Aa;, d’ou résultent pour les va-

riables des accroissements désignés par la caractéristique A. L’équa-
tion (161) donnera

d.2A(udp) — Ad.Sudp= AJH.dt,

et de méme, en échangeant entre elles les caractéristiques d et 4,
d.20(uAp) — dA.Zudp =3JAH.dte.
On tire de 1, par soustraction,
d.Z[A(udp) — d{udp)] =o,
d’ou résulte la relation suivante, qui contient le théoréme de Lagrange,

2[A(udp)— d(uAp)]=const.;

10
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cette relation peut s'écrire encore de I'une ou de l'autre de ces deux
maniéres,
(162) 2{Audp— dudp) = const.,
(163) 2[d(pAu) — A(pdu)]= const.

Cette équation exprime que, si I'on donne aux constantes o, «; deux
séries d’accroissements quelconques de , du;, et Ae , Ac;, et qu'on forme
les variations correspondantes des coordonnées u et des quantités p, les-
quelles seront fonctions des quantités « , ¢, da , d¢;, Aa,, Aa,, et du
temps £, le temps disparaitra de I'expression (162), qui deviendra ainsi une
fonction des seules constantes et de leurs accroisseinents.

Maintenant, en passant du systéme des équations approchées (158) au
systéme des équations exactes (160), il fant, pour avoir les valeurs exactes
des différentielles du, dp, ajouter, aux valeurs dounées par les équa-
tions (158), les quantités

d'u=D,H,.dt, d'p=—D,H,de["].
Ces derniéres équations peuvent étre mises sous la forme

(164) 2(d'udp — d'pdu) = ¢H, de.

Si 'on veut que les équations du mouvement troublé conservent la
forme (159), il faudra donner aux constantes « , ¢; des accroissements o

da;, tels que I'on ait
(165) d'u=2(Dyudo+ Dyuda'), d'p=32(D,pde—+ D, pda'),

ce qui est toujours possible, le nombre des inconnues da, de’ étant ¢gal
au nombre des conditions (165) auxquelles on doit satisfaire.
11 résulte du théoréme exprimé par P'équation (162) que le premier
membre de 'équation {164 ) ne contient pas le temps explicitement, et qu'il

est de la forme
2{Adv + A do');

[*} La forme de ces équations fait voir que, sila fonction perturbatrice est indépendunte
des vitesses, et, par conséquent, des quantités p, les différentielles ¢/« sont nulles, et, par
conséquent, les composantes des vitesses, et, en général, des fonctions quelconques des diff¢-
renticlles du premier ovdre des coordonnées, sont ¢xprimées par Jes mémes fonctions des
constantes.dans le mouvement troubl¢ que dans le mouvement non troublé, de sorte qu'on
peut différentier une fonction finic quelconque des coordonnées en supposant les éléments
constants. Il n’en sera plus ainsi si la fonction perturbatrice dépend des quantités p.
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d'ou il suit que cette équation se partage en autant d'équations de la forme

A=D,H,d,

qu'll y a de variations indépendantes. C’est la la formule de Lagrange pour
la variation des constantes arbitraires.

Soit maintenant S, la fonction caractéristique du mouvement non troublé :
les intégrales (159 ), qui conviennent aussi au mouvement troublé en y fai-
sant varier les constantes, se présenteront sous la forme

#=D,S,, p=D,S,.
L'équation (164) pourra alors s’écrire ainsi
(166) [d'(D,S,.du) — (DS, .du)] = — ¢H, dt.
Or, 8, étant fonction des guantités u, @ et du temps, on a
¢S, =3D,S,.de+ 2D,S,.¢2a =32D,S, .du + Ea’a‘m,
ot 'on tire
:D,S,.du =278, — Za/da,

et de méme
2D, S, . du=d8,— Zda'da.

Faisant ces substitutions dans le premier membre de I'équation (166), il se
réduit a

S[Ma'da) —d'(a'da)]+ d'dS, — ¢d'S, = E{dada — da'da).
L'équation (166) peut donc se mettre sous la forme
(167) S(da'da — dada’) = dH,dt,
et elle se partage dans les suivantes,

d

d o
(168) *=—D,H,, Th‘:DaHl,

=
ce qui s’accorde avec les formules (149).

On peut simplifier encore cette démonstration en remarquant que, les
¢quations intégrales étant mises sous la forme

p="D,8, o=D,S,
on en tire, pour un systéme quelconque,

08 = 3 (pdu + o'da).

10..
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Différentiant cette opération par rapport a une autre caractéristique 4,
puis échangeant entre elles les caractéristiques, et faisant la différence des
résultats, il vient
S(Audp — Apdu) = Z(Aa'du — Aada’).

Remplacant, comme précédemment, la caractéristique A par d’, on trouve
S(dudp — dpdu)= 3(de/'de — doda’).

I’’apreés cela, I’équation (164) donne immédiatement la relation (167).

Ainsi la fonction caractéristique S, du mouvement non troublé jouit de
cette prapriété, que, les intégrales de ce mouvement étant mises sous la

forme
o« = DS,

les constantes arbitrairement se trouvent partagées en deux séries, telles
que les variations de ces constantes sont données par les équations (168).

Si I’on introduit, au lieu des constantes a;, o;, d’antres constantes arbi-
traires B8,, B,,..., celles-ci ne pourraient étre que des fonctions des pre-
mieres; de sorte que les différentielles df3 seront de la forme

dB, = Z;(D,, B, do; + Dy, B, de)),
ou, en mettant pour deu, do’ leurs valeurs,
(169) df, = — dt2;(D,, , Dy Hy — Dy B, D, H,).

Mais on a
D“i Hr_, = zk Da‘, ﬁk D/3I: H: 3 Da"i }Ig p= Zk Da:: ﬁk l)‘al' HQ.

D’aprés cela, en faisant, pour abréger,

(‘ 70) (ﬁn) ﬁk) = zi (Do: ﬁn Do’.i ﬁk - Dai ﬁn De/: ﬁk),
V’équation (116) deviendra
{171) df, =dt Z, (B, fr) Dz Ha. |

Les quantités (f,, ) ne sont autre chose que les fonctions aiterncées de
Poisson ; elles se trouvent exprimées par la formule (170) au moyen des
constantes «, /. Ainsi cette formule pourrait servir & démontrer le théo-
réme de Poisson.

Nous avons remarqué (§ VIIT) que, lorsque le principe des forces vives a
lieu et qu’on prend pour une des constantes arbitraires de la premiere série
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la constante H de la force vive, la constante correspondante de la seconde
série est la constante — 1, qui accompagne partout le temps. On a donc,
pour la variation de H,

dH

-z* = D7 I‘Iz.
Si la fonction perturbatrice est développée en série de sinus et de cosinus
d’angles croissant proportionnellement au temps, D. H ne contiendra que
des termes périodiques, et, par conséquent, }a constante H n’aura que des
variations périodiques, du moins lorsqu'on s’arrétera aux termes dépen-
dant de la premiére puissance de la force perturbatrice (voir la note,
page 42).

La forme des équations (168) fait voir qu’on a identiquement
A'H, = £(D, H,da + D, H,da') = o,
et 'on aura de méme, pour des constantes quelconques,
(172) 2D H,df = o;
ce qui résulte aussi directement des équations (r70) et (171).

On a ensuite

d H,
dt

dp
de’

= D,H, —}—leg Hz

11

ce qui donne, en vertu de I’équation (172),

dH,
";,T = DtIIc‘-
Donc, quand on cherche la différentielle de la fonction perturbatrice H,,
on peut y considérer les ¢léments comme constants.
Appliquons ces formules an mouvement d’un corps solide traité dans
le § XVIL
Dans le cas on le corps n’est sollicité par aucune force extérieure, nous
avons vu que les équations intégrales du mouvement peuvent se mettre

sous la forme
DS=—-1, DS=w» D,S=ut

Si nous supposons maintenant le corps sollicité par de petites forces,

fonctions des coordonnées ¢, ¢, G et du temps, en désignant par Q la
fonction perturbatrice dont ces forces sont les dérivées partielles, de sorte
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q“e
b = (l'\l; d(p do _ da _ dv d'w

D.a T D, D,  D,a Do~ T Dy’

les variations des éléments seront données par les équations

dH dk do
T:D-Q w D Q, EZD(Q’
dr dw de

&= D0, Z=D0, ¢ — _ D0

Ces formules coincident avec celles qu'a données Poisson (Jownrnal de
I’Ecole Polytechnique, 15° cahier).

QUATRIEME SECTION.

THEORIE GENERALE DES PERTURBATIONS PLANETAIRES.
§ XXV.

Appliquons la théorie de la variation des constantes arbitraires au mou-
vement d'un systeme de points libres qui s’attirent suivant certaines fonc-
tions de la distance.

Soient ., ¥, z les coordonné¢es d'un quelconque m de ces points par
rapport 4 la masse principale M, prise pour origine. La demi-force vive dn
mouvement relatif est (76)

1 I

(173) T = éZm(x”+]’”+ 24— Tz [Emax P+ (Emy') + (2mz)].
On en tire

Dx' T == "1 (xl - HZ-T-"L‘Z}”).
Or x’ — M 3 Feprésente (73) la composante paralléle aux x de la vitesse

relative au centre de gravité du systeme. En désignant par &, »’, ' les com-
posantes de cette vitesse paralléles aux trois axes, on a ainsi

v = Imax’ ‘s Zmy’ O=z— Imz
- Maxzm 177 " Mxim M+zm’

DT = mé&, D,T=mv, D, T=ml,
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et ensuite (80)
(174) &=+ SmE, y'=v+g5Iimy, ¥={+gEm¢,

ou, en posant
M -+ m;= lJ,h

et désignant par 2% un signe de sommation excluant I'indice i,
(175) a; = L‘ﬁ'g‘ + NLIE""mE', r _% n: + l%22“":7&11’, 7= ‘—;—;{'; ~+ %E“’m{',
etensuite (81) et (82)
(196) T=- Zm (8% + n*+{?) +— zM [(ZmEY + (Zmy')* + (Zml')?),
ou bien

T=3sEL (2 + 9 + 02) + g Emmy (B B+ nim + 8 8.

enfin, on a
U= 2Mmf+ Zm,-m,,fi,,‘.

En posant toujours T — U = H, les équations du mouvement seront

_dz dy _ dz
IIII = DE: H, n —‘-1; = D,,' II, m € D; I'I,

(’77) A ! d d 4
4
m% =-D,H, m= =—DH, m—=-D,H

En faisant, pour abréger,
Smpmy fix= A,
ces équations peuvent s’écrire

dz _ 1t N, Tz L e a
-(TI-—,;Dg'H—-mD; T_?;'—l—MEmg—.z,...,
dg 1 1 _ . 1
m_—;DxII_I—”DEU_MD,j—i— ;Dxl,..
On tire de la (175) et (174 ),
dixy  pi dE; L st 5 __d¥; s, LE'
de — M dt ' M 20m - =—r+ 2m

=MD, fi+3mD, f+ ,%li‘_l—i—T:iED,)..

Mais on a évidemment, par la nature de la fonction 2,
3:D;A=o0, 2D,A=0, ZD;A=0,
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Donc
d’x;

=MD, fi+ 3mD, [+ LDy

=Dz, fi + 29 mD, [+ ;-’,I-TD,,. X;
si donc on pose

i) ’
(178) R= ___z(k m (xi,kaﬁ-i-)‘,-.Dj&ﬁ, +2.D; [4) — mL 3,

les équations exactes du mouvement de m; seront

d’.z'.-

W:H‘DI-']"' Dz R,

d? i
=D, fi — D, R,

4oz
"(TZ’ =i D;, fi~D, R

Les seconds membres de ces équations sont ainsi décomposés en deux par-
ties, une partie principale et une partie perturbatrice.

Pour appliquer la théorie exposée dans la section précédente, il faut
commencer par mettre ces équations sous la forme des équations (158). Le
mouvement non troublé de mest celui qui répond au systéme binaire (M, m),
dans lequel

H,=T, -U,, T -—Lﬂ"(x”—k A4+27), U=pnf,
1= 4 1 ' 2 J ’ =/
et les quantités p sont ici
M M
u=DT,=-"a, v=D,T,=-"y, w=D,T, = MT

Les équations du mouvement non troublé peuvent s’écrire

dz , du Mm dx
@ =Ddi=x, G ==r7=—D.H,
: dy _ do_ Mmdy __
(179) E—‘D"H‘_)’I, P7 A 'd?——DrHu
dz , dw Mm dz’
z—Dle—z, I—Tm—*DzH,
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Les équations du mouvement troublé étant mises sous la forme

d d M
Z=DH=ux,.., 7‘:= —D,H=—D_H, — —ED, R,...,

on voit qu’elles prendront la forme (160) en supposant

(180) H,= 27R,
fl.
Cette fonction perturbatrice étant indépendante des différentielles des
coordonnées, il en résulte que les composantes de la vitesse auront la
méme expression dans le mouvement troublé que dans le mouvement non
troublé.
Nous avons vu que les intégrales du mouvement d’un systéme binaire

peuvent se mettre sous la forme
- M . Mm Mm
(]8|) Dhb=“‘_yl,f, DkS=Tw, DgS:——?”t.

Ainsi, les constantes de la premiére série étant
hy, k, 8,
leurs correspondantes de la seconde série seront

Mm Mm Mm

—_— — — —.

? H

¢ 2

Les formules générales (168) donneront donc, en vertu de (180), les équa-
tions connuies pour la variation des constantes arbitraires,

dah dk de

E:DTR, Z:—D,,R, E:D‘R,
d= de ~ du
Ti;z_DhR’ '{Tt'ZDkB., E—:-—DoB.

Remarquons que la fonction R n’est pas symétrique par rapport aux
coordonnées des différents points, et qu’elle ne peut servir que pour le cal-
cul des perturbations du seul corps m; ou m.

§ XXVI.

On peut trouver d’autres formes de la fonction perturbatrice, jouissant
de propriétés différentes.

Par exemple, on peut partager la fonction H en deux parties de la ma-
11
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niere suivante :
Hl =T—U‘ =T — lenf,

Hy=—U,= —),

T étant donné par la formule (176). Les équations du mouvement non
tronblé seraient alors de la forme

m{;—f = D¢ H, = mx’,
d¥’ .
m—=—D,H=D,U,= MmD, f.

Par suite, I'intégration des équations du mouvement non troublé revien-
drait & celle des équations du second ordre

d

dx d¥’ 1 g N
= — +ﬁ21117t- :MDxf-’-sz;,fg"'?

de — dr
on

d'x

T = BDu f+ ZmDs, [

a&? .
== pD, f+ 2,m Dy, [

de
d’z z
- = pD, f+ 2m D, fi,

le signe =, excluant la masse m.

Si 'on savait intégrer ces équations exactement, pour certaines formes
des fonctions f, en passant ensuite au mouvement troublé, la fonction
perturbatrice étant a la fois symétrique par rapport a toutes les coordon-
nées et indépendante des différentielles de ces coordonnées, cette fonction
sera la méme pour les perturbations de tous les points, et, de plus, les vi-
tesses auront les mémes expressions dans le mouvement troublé que dans
le mouvement non troublé.

§ XXVII.

M. Hamilton a indiqué une autre forme de la fonction perturbatrice, qui
donne, il est vrai, des expressions différentes pour les vitesses dans le mou-
vement troublé et dans le mouvement non troublé, mais qui, en partant
des mémes équations du mouvement non troublé que dans le cas de la
fouction perturbatrice ordinaire R, a le grand avantage d’étre symétrique
par rapport aux coordonnées de tous les points du systéme.
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Prenons
T, = E“m (% + 9*+¢*), Uy =MEmf, H,=T,~0U,

Taziliz"limk(gli E,;(—*' ; )+ o Ck)’ U=} H,=7,—0,=2.

Les équations du inouvement non troublé seront

< _ dr b A
(182) I_ﬁg da& M e — M?
102

dE' . dn - ody .

m:MD-T./’ WZMDY./’ (_[t—-I\'Isz,

et elles conduisent aux mémes équations du second ordre en x, ¥, 2 que
les équations (179).

Ayant obtenu les valeurs de x, y, z, &, v, {’ en fonction de ¢ et des
constantes, on fait ensuite varier celles-ci, de fagon que les expressions de
x, ¥, %, &, v’y { restent de méme forme. Mais dans le mouvement troublé,

dz . B o .
s ha plus pour valeur ﬁ?;‘ , ais
E+ I&E)n&’, cu §’+ 2 my& .

L'expression de la viiesse n’est donc plus la méme dans les deux mouve-
ments. Il en résulte que les variations des constantes arbitraires ne doivent
pas avoir la méme valeur dans la méthode de M. Hamilton que dans lu
méthode ordinaire.

Reprenons V'intégration des équations (182), afin de préciser la significa-
tion des constantes arbitraires que nous introduirons.
af
dr
de chaque ligne, mises sous la forme

Si I’on fait, pour abréger, -~ = f’, des deux derniéres équations (182)

dy p.n dz y.t;’

ac — M’ & m’

d,, Mf dy Mz
f T - ’

on tire, en les multipliant respectivement par ', — 7', — 2, ¥, et ajoutant
d(y{ —zn'y=o0, dolu yl — zv = const.;

cette équation et les deux autres qui lui sont analogues renferment le prin-
I,
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cipe des aires, et I’on peut les mettre sous la forme

(183) ()’C’ _ ZY)')’ + (ZE' _ x:l)ﬂ + (x")' _ ]51)2___ kz,
(184) xn —y& =1

'yt
(185) ?g"‘:%? = tangé.

On voit que, tang§ étant la valeur de f—; pour z =o0, § est la longitude du
nceud.

Multipliant en croix les équations (182), qui sont écrites les unes au-
dessous des autres, et faisant la somme des produits, il vient, en inté-
grant,

(186) (0 + g —MSf =k,

ce qui est I’équation des forces vives.
On a ensuite
(xde + ydy + z2dz)* = r?dr? = %, (& + yn' + 2g')*de>.

Donc on a
(18 ) (xg’+ + zc;) EI_' ridr? 19 12 o s M M p
7 Al pde’ 2+ 0"+ ¢ ——-T( S+ h).
Mais la valeur (183) de A* peut s’écrire

= (x®+ 2+ 2°) (E*+ 0 + &%) — (x& + yn' + z8')?

2 M M ridr?
ré. ‘Mf+h)“‘—,'T,,'3

d’o11 ’on tire, en posant, pour abréger,

2p - prh
\/dr’\/ h—apf = o

et désignant par r, celle des racines de p =0 qui correspond a s mini-
mum,

(188) z_r—_—f"%’
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En prenant I'intégrale A partir de r = r,, on a exprimé la condition pour

les dérivées de 'intégrale f pdr; par rapport aux constantes k, k se ré-

j:D,,p.dr, jr:rD,.p.dr;

car alors les parties — po.Dy ro, — po.Dy 7o, qui résultent de la variation de
la limite inférieure r,, s’évanouissent. t est ainsi I'époque du passage an
périhélie.

duisent a

Pour avoir la sixiéme intégrale, on remarquera que les équations (183),
(184), (187) donnent

B o o= (gl — P+ (3 = )

= (& )0+ 2 () = 25y (@ + )

M: Kk M drdz
—_— 293 (" L2 —_) — . _
=r +Z(P’P +r’> 2rz l"’ ar
) d ?
ou, & cause de de* = =,
:
M2 [ r3dz? drdz Az
2, e (7 227 _— -—
k== ( N L ) r
. M2 . [rds— zdr\? /l-’z’.
—_— F_l . d}“ - _’T"
d’otr
d Z
ro ¢ dr
2 M r’p’
V"’ —_— = "2 ;—1
et en intégrant,
(189) arcsin o =Lk [ 4 5
9 rbE—a MU re T

Le premier membre de cette équation représente 'argument de la latitude;
I'intégrale du second membre est un angle qui s’évanouit pour r=r, :
c'est donc 'anomalie vraie. Donc = est la distance du nceud ascendant au
périhélie ou la longitude du périhélie comptée a partir du nceud ascen-
dant.

En désignant maintenant par ¢ 'argument de la latitude, et remarquant
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que les équations {183), (186) donnent
ride M, dr’ +ridv’ __ p
jd—‘—'—";lﬁ de —‘M(Mj+h)’

on en conclura, comme au § XVI, pour la valeur de la fonction principale
du monuvement non troublé,

S|=m</\V+P£[

rpa’r - ht> -+ const.,

cosp = cosi cos(L — §).
Les intégrales des équations du mouvement non troublé peuvent alors
s’écrire
(190) D,Si= —mr, DS, =mw, DyS,= — m;

les constantes A, k, ¢ différant de celles du § XXV par le facteur %»

commce on le voit, en comparant les équations précédentes avec les
équations (181).
Les constantes de la premiere série étant donc
hy k&, 6,
leurs conjuguées de la seconde série seront

—mz, mw, — mi.

Les équations de la variation des constantes arbitraires seront donc

dh 1 dk I dh 1
E_;DTQ’ z'—'";DuQa 7‘=”—‘D,Q,
('91) dr 1 do 1 de 1

En remplacant maintenant = par @ — @, puis posant

Il

M=1, A= — —, k::\/“—(—';—-i’), t = k cos g,

2a ©®

an=p, 1=-—-"1, C—:-fndt,

on a, par des transformations connues, les formules suivantes, de méme
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forme que celles que Y'on emploie habituellement pour le calcul des per-
turbations,

d C = 3an*.D, Q,
vda
m— = —20°n.D,Q[*],
de an \/x— et an tangg2
mm= 2’ n. D, Q — — ([-—-\/r—e) DeQ‘—‘—’_‘\/l—__e, -D?Q"
de ﬂ’l\/l—e
lnzz———-—[D Q-I—(l—\/l—'e)-DeQ],
do an \/——‘_c, an tang%
i
dg an cosec?
= - D,
mdt \/l~e’ &
de an coséc c 9 an tang - :
dg _ an Dy Q@+ 2 (D, 0 + D, 0).
dt \/l—e VI—-e’

[*] Cette formule pouvait se déduire trés-simplement de Uintégrale (186), ou

P ‘1 /1y == — .111_
am (7 a4 %) — Mf == 24
En effet, en multipliant membre & membre les équations
B, = .d'_t pm Q) — d_-r P'_”i ¢ Q= d_z
ME+DE,Q_"1 dt’ 1\[" +Dnﬂ md, M C+D;l _'"(1[,

respectivement par les équations

dE’ dy’ dy
m— = MmD, f—D;Q, m = MmD, f—D,0, m— = MmD, f—D.q,
et ajoutant, on a, en vertu de cette intégrale,

Mm
d'_z— -DE' .dE' 4 Dq,ﬂ.dn'—l— D;,Q.dt’ + D;Q.dz+D, 0. dy + D, 0.dz;

le second membre est la différentielle de @, prise en faisant varier de leurs différenticlles

seulement les quantités z, v, z, ', »', &, lesquelles s’expriment toutes an moyen de Vangle
at 4 5. Donc

d. M-‘-D Q.ndt.
2a
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§ XXVIIL

En comparant les formules que nous venons de développer avec celles
que donne la méthode ordinaire (§ XXV), il est aisé de voir que les varia-
tions des constantes différent de quantités du premier ordre par rapport
aux forces perturbatrices.

En effet, en négligeant les quantités du second ordre, les intégrales des
équations (1g1) sont de Ja forme

AazDa'.ngdealfdt [B—‘I E m (88 + 'l +04) -ix].

Or
gldt '—dxa d&'k M. D-’-'I.f’f dt.

On aura dong, en intégrant par parties, et avec la méme approximation,

Az =D ,2. S (28 + g+ 28)

M . _
- Da’fﬂ't [Z,m(—r-Dﬂfﬁf-Dn fi+ 2D, fi)+ ‘J’
c’est-a-dire (178)
Au——D det+D z (xErFJ’m + 2§,).

Or, en ayant égard au facteur -1:'% par lequel difféerent une moitié¢ des con-

stantes dans les deux systémes, on voit que les formules ordinaires donnent
M
Ad = FfDa’B-dt;

donc les deux valeurs de A« different de la quantité

m &, m¥,
d‘a:Dr.rZ——+D 'y Z——-——+—sz 2, Te,

Fx Fx

On trouverait de méine que les deux valeurs de Ao’ différent de la quantité

m & my L
0 = —D,x E-——— jZ————D Eh
Bi Hx i

Les variations des coordonnées différeraient, dans les deux systemes, de
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quantités de la forme

mg Ek

3(D,x.00 + Do .do' )= 3, X Z(Dax.Dyx — Dpax . D, x)

Mink
+ 2

X 2(D,x. D:_y Dyx . Dey) +

l.e second membre est nul, en vertu des identités démontrées dans le
§ XXII. Donc les deux systémes donnent les mémes valeurs pour les per-
turbations des coordonuées, ce qui est une vérification de nos formules.

§ XXIX.

La symétrie de la fonction @ permet de démontrer trés-simplement divers
théorémes sur les perturbations qui ont lieu dans le systeme d’éléments de
M. Hamilton, comme dans le systéme ordinaire.

Commengons d'abord par le théoréme sur les inégalités & longues pé-
riodes, produites par les perturbations réciproques de deux planétes, i, m,.
Soient /, I, les longitudes moyennes des deux planetes. Supposons rédunits
en un seul tous les termes de @ qui dépendent d’'un méme argument,

u=1il+1ili,
i, i étant deux nombres entiers quelconques, et soit

Q=1Kcos(u—+A),

K et A étant des constantes qui dépendent des éléments des deux planetes.
Lesinégalités des moyens mouvementsg, ,, qui dépendent de ’argument u,
seront données par les formules
3anti
3a,ni

m,Ag,zm Ksin(u + A);

mAg = K sin(u + A),

d’'ou l'on tire
AC_, ma,n} 1,

AC m,ani

Dans le cas des inégalités A longue période, on a, a trés-peu pres,

in=—in,
d'ou
ﬁ _ ma,n,,
AL m,an

12
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n, = =,

1

o 1
ou, en remarquant qu’on a sensiblement an = J—-a— a
?
myaAf + m ya AL = o;

ce qui est la formule démontrée dans la Mécanique ccleste (tome 1,
page 380).

§ XXX.

Le théoreme de V'invariabilité des moyens mouvements et des grands axes
se démontre trés-simplement pour lellipse de M. Hamilton, en y appli-
quant, i de légers changements prés, la démonstration donnée par Poisson
(Mémoire de U dcadémie des Sciences, tome 1%, 1816).

Soient ¢, 7, ¢ , etc., les moyens mouvements des planétes m, m, mn

=1 Gy Gy ’ Y I y My
La variation du moyen mouvement § est donnée par la formule

etc.

”?

d*y
(l92) an =AQ,
en faisant, pour abréger
3an®
m

"-:A, D;Q:\Q’;

désignons par «, &’ deux constantes conjuguées quelconques, appartenant
a P'un quelconque des corps du systéme, et dont les variations dépendront
des équations
da da’
(—{;Z—Dulg, WZDUQ;
soient enfin AZ, Aa, elc., les parties des variations de 7, a, etc., propor-
tionnelles aux premiéres puissances des masses; A*¢, A’a, etc., les parties
des mémes variations proportionnelles aux carrés des masses et a leurs pro-
duits deux & deux; A%g, A’«, etc., les parties proportionnelles aux cubes
des masses et a leurs produits trois a trois.
I. On a d’abord
d?Ay ,
= A%
ou l'on regardera, dans l'intégration, les constautes du second membre
comme des constantes absolues. On voit aisément, par cette formule, que
la partie de § qui dépend des premiéres puissances des masses ne contient

aucun terme non périodique.
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II. Maintenant A est une fonction du grand axe, lequel a pour variation

du premier ordre
2
Aa = — 2“"’fsz'(/t.

m

Ddnc la variation du premier ordre de A sera de la forme
AA = A’ f de,

A’ étant une fonction de A, que I'on considére ici comme une constante
absolue. ID’apres cela, il est facile de voir qu'en désignant par A, la quantité

; . . d?
analogue & A pour la planéte m,, la partie du second ordre de WF sera

d A’y
de?

= (1) A’.Q’.fQ’a’t,
(2) + A’.D;Sl’.f @de,
(3) + AA,.D;,Q’.f Dy Q.de* + ...,

4) — A(D,,_Q’.fD,,_'sz.(lt —Dalsz'.fnusz.(/z\) —

Nous ferons, dans tout ce qui va suivre, abstraction des variations séculaires
des autres éléments; on démontre qu’elles n’ont d’autre effet sur le grand
axe que de le faire osciller, entre d’étroites limites, autour d’une certaine
valeur moyenne. Nous supposerons donc Q réduit ala partie périodique, et
nous allons démontrer que les combinaisons des termes périodiques de cette
fonction ne peuvent introduire de partie constante dans la différenticlle
seconde du moyen mouvement, ou, ce qui revient au méme, dans la diffé-
rentielle premiere du grand axe.

Chaque terine de ’expression (193) est un produit de deux facteurs, de la
forme

cos(ht + p)cos(ut + q).

l.e temps ne peut disparaitre de cette expression que si A = p. Nous n’avons
donc 4 considérer que les termes de méme argument qui entrent dans cha-
que produit. Nous supposerons que I'on a réduit 4 un senl tous les termes
du développement de Q qui dépendent du méme argument.

(1). Le premier terme de I’expression ( 193) peut s’écrire
\ P P 92) p

(VY f Ol = LA ey
: ) de ’
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et I'on voit sous cette forme que ce terme ne renferme pas de partie non
périodique.
(2). Soit
Q = Lcos( t + p),
ou L, p sont des fonctions des éléments, et oil I’on a posé

A=in+in,.
Ona
D, Q' = — i’Lcos (At + p), f Q’dt’_—sm()\t+p)
d’oni
D;Q’.f o dir= — " sina(A¢ + p),

quantité périodique.

(3). De méme

Dg,Q'.f De, Q> = — ¥ Vsina (0 + p),

quantité périodique.

(4). Les termes restants sont de la forme

(194) D;P.dez—-D;Q.dec.
Soit
P=MsinA¢z + M cosAt, Q= Nsinit+ N'cosit.

L’expression (194) deviendra
— i(Mcosit — M’ sin)\t)--;-(N cosht — N’'sinkt)
++ i(N cosht — N' sinAe)-% (M cosAt — M’ sin)e),

quantité identiquement nulle.
Donc la partie du second ordre de cne contient aucun terme non pé-
riodique.

III. Le méme résultata lieu encore en portant 'approximation jusqu’aux
quantités du troisiéme ordre par rapport aux forces perturbatrices.

Dans la formule (192) considérons d’abord la variation de A. La quan-
tité /2, dont A est une fonction, se changeant en une constante absolue aug-

mentée de — fn Q'dt, A deviendra, par I’effet de cette variation, en négli-
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geant les termes d’ordre supérieur au second,

A+ A -fng'dt + A" (fnsz'dz)',

A, A, A” étant des constantes absolues, ce qui donne, aux termes pres du

quatriéme ordre,
(195) %f:AQ’+A'Q’-fnﬂ’dt+A"n’Q’-(fQ’dt)’-

1l faut encore augmenter de sa variation du premier ordre le 7 qui est resté
sous le signe f Pour cela, » étant fonction de A, on peut poser, N et N’

étant des constantes absolues,

i=N+N’-an’dt,

n
d’otl, en remplagant &’ par% - nQ’, Vexpression (195) devient

li ?
— AQ+ A'N.nQ -an’dt + ("9 + A N'n).Q - (fg dt) .
di, A%
de
du troisieme ordre; dans le second terme, on devra conserver les termes du
premier et du second ordre; et, dans le troisiéme terme, les termes du pre-

mier ordre seulement.

Pour avoir

» il faut remplacer, dans le premier terme, Q' par sa partie

En ayant égard aux termes du premier et du second ordre, nous avons
démontré que AQ', ou A pouvait étre une fonction quelconque de %, ne
renferme que des termes périodiques. Si donc nous supposons la valeur
de nQ’ calculée a ce degré d’approximation, n étant aussi une fonction de £,
nous pourrons représenter un terme quelconque de son développement par

nQ' = Lsin(At + p),

en considérant dans cette valeur tous les éléments comme des constantes
absolues, 'argument A ¢ ne pouvant étre nul. On en déduit

fnﬂ’dt = — Licos (At + p).

Multipliant ces deux termes I’'un par I’autre, afin d’avoir, s'il est possible,
un terme non périodique, il vient au contraire un terme dépendant de
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’angle a()¢ + p): ce qui prouve que la partie de g%

de?

que nous examinons
ne renferme aucun terme non périodique.
Quant A la troisiéme partie, on a

. ( foar) =} 4024,

et comme les éléments doivent y étre considérés comme des constantes

absolues, il est évident que la différentiation par rapport 4 ¢ fera disparaitre
les termes non périodiques que pourra renfermer le développement du cube

de f Q'dt.

En faisant donc abstraction des termes reconnus périodiques, notre va-
d*, A%

e réduira a

feur de

ou Pon ne considérera dans Q' que les termes du troisieme ordre.

11 est facile de voir, d’aprés cela, que si a et o/, 8 et #, etc., sont des
couples de constantes conjuguées,

+ s DY AL+ D Dy Q. ALA7, + -DFQ. AL+ ...
+ (DL A% + Dy Q. At/ ) - ...

(196) + (D; Do . AfAe + DD, Q. AJA') + .

+ (DyD,Q . AL ,Ax + Dy D, Q. AL, Ad’) + ...

+ (%D;Q’-Aa’+ DaDa'Q'-AdAa’-*-%Du'Q'.Aaw> + ..

( D, D; . Az AB + D, Da Q. Az Af
+DuD; Q. A7AB + DuDp@Axap) T

Les valeurs qu’il faudra substituer dans cette formule sont

Ag:A.fo’dt“, AC,:A,.ffD;,Q.dt’,...,

A= ——fDa'Q.dt, Ad'=fDa Q.dt,...,

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(95)
A’(:A’.ffdt’(ﬂ’.fﬂ’dt)+A’.ffdt’(D;Q’.fo’dt’)
+AA,.ffdt’(D‘g,Q’.ffD;,Q..dt’)+
+A.ffdz=(D,,. Q’.fD,,Q.dt—-DaQ'.fD,'th)+
AL = A .ffdz=(D;,Q.fD;,de)+AA, .ffdﬁ(D;, Q'.ffa'dt=)
+ A? .ffdt’(DE‘Q.ffD;,th’)
+AA .ffdt*(D;,D;”Q.ffD;”de’)+...

+A,.ffa’t’(D“' D, 0 .fD,;de—D“D;,Q .fD‘,,th)+...,

Ala = — A.fdt(DarQ .fo’dt’)v
—A,.fdz(D,, D;,Q.ffl);,gdc=)+...

— [de(re .szth—DaDarQ .fD“:th)—

-—fdt(D,,r Dp'Q.po\th—DaID,;.Q .fDﬁ,de)— .

Aw—_-A.fdz(D,n'.ffn'dﬂ)
+ A, .fa't(Dnglﬂ.ffD;,ﬂdt’) + ...
+fdt(DaDan.fD¢.Q.dt——D;.Q.fDa'.de) T

+fdt(1),, Dﬁ,n.fnpndt—m Dy n'.fDﬁ, Qadt) + ...

etc.

Substituant ces valeurs dans la formule (196) et faisant, pour abréger,
(o, @) =Dy Q’.ffdt’(D,f Q’.fDqut)

—-D,tQ’.fdt(Dx: Qf.ffﬂ’dt’)

+ D,:Dgﬂ'.(fD,th).<ffﬂ'dt“>,
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{(aya) =Dy Q. f a3 (D«- D, Q. f D,th)

_D, Q. dz(Da,D;,Q. f f D;,th’)
+Du Dy Q’.(fD,,.th)-(f D;,Qdr*),
(ad’y 2, ') = D, Dy 2. (fDaﬂdt)o<fDn'Qa't)
_D, Q'.fdz(m D,,'Q.fD.,det)
—Du:Q’.fdt(DquQ.fDant),

(a* @) = 1D ( [Dood) —D,0. [dr(Di0. [Duode),
les combinaisons analogues se déduisant de celles-ci par les changements de

lettres, il vient
S

(1) AA’.D;Q.ffdt’ (Qfgdt)

(3) + AA D, Q' ffa'z’(ng fD; th\)

(3)+A[ f de? (1)c f th’)+ Lpgo (f .Q'dz')']

n ny| S (ote ff”“’"’"]

| +ipi0.( [ [De0de)

D, . ffdt’(D; ffngndﬂ) ’

(5) + A’A,{ + D; @ ffdﬁ(l)g f th)
oo frae)  f fos o)

(6) -+ AA,A,. Dy, ffdﬂ(ngngnffng Qdet) +...

(7) + A*[L (e &) — § (2, a') +...]

[ SN
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(8) + AA [Z, (o, &) —la,(ya )+ ]+
(9) — A[ (“’“"“a/“') — (a8, '{3,’“'),’*' (af,Bre’) — («'B, B “)] —.
+ (2B, B, )+ (BB B, )
(10) + A(a? o)+ (2 &)+ ...]
Remarquons d’abord que, chaque terme de Q@ ne dépendant que de

deux moyens mouvements différents, il n’y a pas, dans I'expression précé-
dente, de termes de la forme D, D; D;, Q.

Ensuite il est facile de voir que les produits dans lesquels il entre trois
moyens mouvements différents ne peuvent donner de termes non périodi-
ques. En effet, si ’on fait le produit des trois termes

Leos(i{ + i ¢, + p)y Mcos(j{+j & +q), Ncos(ki+k, g, +r),
il en résultera un terme de la forme
Keos[(i +j+ k)L + (i, +])C,+ kL, +p+q+r]
d’ou le temps ne peut disparaitre que si 'on a séparément
i+j+k=o0, i+j=o0, k,=o,
et alors le moyen mouvement {, ne peut entrer dans ce produit.

Examinons maintenant en particulier chacun des termes du développe-
ment précédent.

(1). Considérons trois termes quelconques de €,
Q@ = Lcos(ht + p)+ Mcos(pt + q) + N cos(vz + r),
ou I'on fait, pour abréger,
in+in=»X jrn+jn=pn kn+kn=nyv.

De la combinaison de ces trois termes, il résultera un terme ayant pour
argument

u=A+p+v)t+p+qg+r,
et d’'oul le temps ne pourra disparaitre que sil'on a
(197) A+ p+v=o,
ce qui entraine la condition
i+j+h=o0.
13
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On a maintenant, en n’ayant égard qu’a 'argument «,

D,g'f dp (Q fQ’dt) s LMN sinu.

Puisquele temps doit disparaitre de ce terme, on peut, par I’équation (197),
y remplacer . + v par — A. En permutant les lettres, on a ainsi, pour I'en-
semble des termes en sin ,

quu (l’v+l’p+[& 1+P + F+ )LMNsmu.
La parenthése se réduit a

O [(ev)i | (v2)j  (Ap)k
)pv[ P + ¢ + v

] lf* (i+j+k)=o.

Donc le terme supposé non périodique disparait.

Ceci convient également aux autres parties de la valeur de cette quantité;
car elles sont de méme forme que celle qui renferme sinu, et elles s’en dé-
duisent en changeant les signes de i, j, 4, i, j, k,, ou en établissant entre
ces nombres des rapports d’égalité. On peut donc conclure que la premiére
partie ne renferme aucun terme non périodique.

(2). Les mémes choses étant posées, on a

14 l' ek 4
D;lQ.f de? (D;IQ.fD;let>= 4—('—L+~;? LMN sinu,

d’ot1 ’on conclut de méme que le terme complet en sin u est

¥ i,k

4 dpy
Cette partie ne renferme donc aucun terme non périodique.

“h % (i 4 j+ k).LMN sinz = o.

(3). On a, 4 cause de p +v = —1,...,

r 2k

D, Q. f de? (Dg Q. f o a't’) =~ 555 LMN sin s,

éDng.(ffgfdtﬁ) =_%:7’_‘.LMN sinu,

d’ou V'on conclut, pour le terme complet en sinz provenant de cette
troisiéme partie,

G Pk
. Yyt e 12 =3 ) .
— % ijk j: &:‘ ¥ b’” ‘; ‘3 EY I LMN sinew.

I TRl e
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la parenthése se réduit a

i J I . SN
(l"""‘+ﬁ PF") (l+]+/i)——0

Donc cette partie ne renferme aucun terme non périodique.
(4). On trouve de méme, pour le terme en sinu provenant de la qua-
trieme partie,

__%i,j,/f,<y”,+,—),+ )(l+]+1f) LMN sinz = o.

(§). La cinquiéine partie donne les termes

D, Q’.ffdt’ (D;,Q'ffl);, Qdet) = — ;U4 LMN sinu,

D; Q. f d» (D;,Q' f sz’dﬂ) = ;“'){’: LMN sin z,

D;,Q'.(f Q’dt’).(f D;,th’> =—3" ::Jk’LMNsmu

Rassemblant tous les termes qui s’en déduisent par des permutations de
lettres, on a, pour le terme en sing,
Pk, ki, 4 Pk k, jA-ijkik, + ik, + ki j,
17”1 )7,“! ,‘1.“7
j’kk,i,"?"jkij,k, +J ',I‘I+Jk1jl ! + 2"‘JIII-‘*“] 'JI [4 LMN Sil]u.
zlz F‘ Y2 1)‘2
A i, j, 4 kijk,i Kjj i+ kijk,j, Kikj—+ Bk,
vl -+ )’p.’ + A pl

1

Si P'on rassemble les termes divisés par p?v*, on trouve
ik + ik, + ok, -+ R, + K%, jRR) = S5k R+ K=o,

et de méme pour les autres.

(6). Dans chacun des termes de cette sixiéme partie, © se trouve diffé-
rentié par rapport aux trois moyens mouvements ¢, Z,, {,. Aucun de ces
trois noyens mouvements ne peut donc disparaitre du produit, et par suite,
daprés la remarque que nous avons faite, cette partie ne peut renfermer
de termes non périodiques.

(7). Soient, en considérant un terme de chaque développement,

Q=TLcos(\t + p); DwQ = Mcos(ut +q), D,Q=Ncos(vt-+7)
£3..
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les trois termes de § (@', &) donnent
D;Q’.f dt’(Da‘:Q'fDuﬂdt) =%)‘_ LMN sinz,
— D, Q’.fdt (Dutﬂ’.f Q’dt’) == % x—k LMN sine,

D, D, Q. ( f Da.th) . ( f Q’dt’) =7 L LMN sin,

et, par suite,

Z(adyo)=~ I+ 4) PMN sinu = o.
4 Ay
(8). De méme
{ (ay0) = % i’—-*;;’—_'—f—) LMN sinu = o.
(9). Posons

D, D, Q=Tcos(At+p), D Q=Mcos (@2 +q), Du 2=Ncos(v¢+r).

Les trois termes de (aa’, @, ') donnent

D, Dy &Y. (fDant>o(fDa:th> :i;‘;LMN sinu,

—Daﬂ’.fdt(D“D“r.(. fD th): i—
A
‘L

—Dan'.fflt<DaD,uQ.fDJldt)=% LMN sin«,

d’ont résulte

LMN sinu,

e

1i4j-+k
(o', o, &') = i ;— LMN sinu = o;

et de méme pour toutes les autres combinaisons de méme forme.

(10). 1l est aisé de voir que les combinaisons («?, &') rentrent, comme cas
particuliers, dans les précédentes, et, par conséquent, ne renferment aucup
terme non périodique.

&g
Donc — ;- ne renferme que des termes périodiques.

§ XXXI.

Pour obtenir une vérification directe de Pidentité des perturbations des
coordonnées dans les deux systémes, calculons la partie de la perturbation
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du rayon vecteur qui provient des termes qui différent dans les deux fonc-
tions perturbatrices, en nous bornant aux premiéres puissances des excen-
tricités.
Développons d’abord en série de cosinus d’angles proportionnels aux
temps I’expression
—_— 2 '
Q=8¢ +n'n+¢,

ou il faut remplacer &, v, {’, §,, etc., par leurs valeurs elliptiques

M dx Md , Mdz -, M dzx
g'=.,_,.-—(-17, ’=-;-—"1—:-’ Q':—P‘-z, E,=P—Tt'a etc.,
s

ce qui donne

__M* dzdz, +dyd)’,+dzdz,.
e dr*

Des formules
x:r[cosv+'zsin’gsinesin(v-—e)]’
i int ¥ cos 0 si
=r — Tcosfsin(v—0
r l[smv 2sin’ > ¢ ( )]a
z=rsing (v~ §),

on tire, en développant r et ¢ par les formules connues, et négligeant les
termes du troisiéme ordre

sinl + esin(2! — o) —-ée’siu I+ ée"sin(l— 2%)

4 M
- =——n ’
¢ ¢ + fs-’e’sin(3l—- 2w) — 2sin? %sinGcos (I —6)
1 1
PN cosl+ecos(al—w)—;c*cosl—ge’cos(l—zm)
= — [
a 9 1 ? .
¢ + ge*cos(3/— 2m)— 2sin’ Zcos O cos(/— 9)

4

M_ .
¢ =—nsinocos(/—0).
a @ '

Ces valeurs, provenant d’une différentiation, ne peuvent contenir aucun
terme constant. Il est clair que la multiplication par les quantités analo-
gues relatives a m, , n’aménera pas d’antres termes constants, puisque deux
multiples de moyens mouvements différents ne sauraient se détruire. Donc
la partie de la fonction perturbatrice que nous considérons, non plus que
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a partie correspondante ZZ:22: %% dans Vellipse ordinaire, ne peut pro-
r,

/
duire de variations séculaires des éléments. Donc les variations séculaires

des éléments sont les mémes dans les deux systémes.
Formant les quantités analogues relatives 4 m,, et substituant toutes ces

valenrs dans I’expression de Q,, il vient
(1 —e—_'-—e’—'—-sin’f-—sin’i’-> cos (!, — ) ‘
2 2 2

+;'sin<p sing, cos (§, —{ ~ 6, +6)

+ee cos(2! — 2l —, + )
+ecos(2l—1 —w) +ecos(2f —[—w)

Q= Wanan { -—ée’cos(l—-}- I —am) —-%e;’cos(l—i—é —aw)
Bt
-—sin’%cos(l-{—l,-—26)—sin"%’-cos(1+l,—20,)

~+ é singsing cos ({+ I —6—86,)

+§ e*cos(3!{ —1 —aw)+ %e,’ cos (3, —1 —23)

Ev appliquant les formules du § XXVII, et faisant, pour abréger,

M ! . .
L—1l=) n —n=y, Z:f’»-'i =f, dou aD,f ::——-;-f,
) ,

on a, pour les variations des éléments, aux termes prés du second ordre,

ljsin)\-—_%esin(l__)\ m)"

_ - 2 v (’l-—'v)
Al = — 3m an’f 5
m‘-’, sin(2) + [ — m)) \

1

. 3 . !
' v—sm)\—l—;”_vesm('l—).—w)a
Ae = — manf 45,

s Gsn(eh+l—w)

2

I
S ;COS)\ —_
Aa = ama’nf ?

ecos(l — )k — =)

n—y
1
2y~ n

-+ e cos(a2d+ [ —m)

|
|
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_ "_l_lcos(l-l—w) —_ ziyecos)&

1
' +Zvv+2necos()\+ 2l — am)
Ae = m,anj< ‘

+%v__2”ecos(21—)\—- 2%5)

+ — e cos(ah — @, + @)
2y

- _vsin(l—— R—z:s)+$ e sin}
- esm(l-#—al—zar)

eAw = manf | v )

+2v——esm(zl-—l—— 23)

- Le,sin(zl - @, + @)
2y

substituant ces valeurs dans la formule
A”r = Aaa [1 —ecos({ — =)] + Al.esin(l — =)
+ Aefe — cos(l — w) — ecos2(l — w)]

— eAwm[sin(l — w) + esin2({ — =)],

il vient
2n 3t —yn? 43 .
v(—n:-—)LOSk"f‘ ,(ﬂ_‘_y)(’.‘,_zn).eCOS(lI—- w)

v — §v'n v — 3
¥(n—v)(2r—y)

(198) Ar=ma*nf{ + ecos(l — A — =)

2V —

;7(—2\‘—_?:—)3 COS(Q)\+1—5)

Dans les formules de Laplace A®" et a.D,A™" sont augmentés de la
quantité

en n'ayant égard qu’a la partie qui provient de ¢, on trouve, par exemple,

:—cosl— ”__vecos(l—-k——w)

2 m,a’ne

Aa =

© 2
+::-_+~_~- + e, LOb(Q)xl --‘GI)

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(104 )

valeur essentiellement différente de celle qui provient de la formule de
M. Hamilton.

Substituant cette valeur et celles des variations des autres éléments dans
Pexpression de Ar, on trouve la méme parenthese que dans la formule (1g8),
multipliée par le facteur

m, a*r’c
Or on a
cn _ an . an.a, n,

pr,  alnp T opp,

= f;

d’ou résulte I'identité des deux valeurs de Ar.

On vérifierait de méme ’identité des valeurs obtenues par les deux mé-
thodes pour les perturbations de la longitude vraie et de la latitnde.

Vu et approuve,
Le 9 juillet 1855,
Le Doven ve 14 Facurrt pEs Sciknces,

MILNE EDWARDS.

Permis d'imprimer,
Le 7 juillet 1855,

Le Vice-Recteunr pE L’AcapimiE pE Panis,

CAYX.
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THESE D’ASTRONOMIE.

OV OE——

APPLICATION DE LA METHODE DE M. HAMILTON AU CALCUL DES PERTURBATIONS
DE JUPITER.

§ I

Soient m la planéte troublée; a, ¢, e, =, ¢, G les éléments dont ’acception
est connue (voir la Mécanique céleste); ¢ = fmlt le moyen mouvement ;

! la longitude moyenne; T = I — % F’anomalie moyenne. Désignons par
les mémes lettres accentuées ce qui est relatif 2 la planéte perturbatrice,
Soit enfin R la fonction perturbatrice.

On simplifie beaucoup le calcul des perturbations en prenant pour plan
fixe le plan de 'orbite primitive de I'une des deux planétes, de ia planéte
perturbatrice par exemple. Soient I1 la longitude du nceud ascendant de
l'orbite de m sur P'orbite de mn’, comptée & partir du ncend ascendant de
orbite de m’ sur Pécliptique de 1800; 7 Pinclinaison mutuelle des deux
orbites. On commencera par déterminer ces angles en fonction de ¢, 6,
¢, 6, par la résolution du triangle sphérique formé par les trois nceuds
ascendants de I’orbite de m sur Pécliptique, de I'orbite de m’ sur I'éclip-
tique, et de I'orbite de m sur 'orbite de m’.

Cela posé, en posant, pour abréger,
e=sind, m'an =4k,
les formules qui donneront les perturbations des éléments de m seront
(voyez la Thése de Mécanique, page 87)
(1) D;¢ = 3kn.D, R;
(2) D,a = — 2ka.D;R;
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(2)
6‘5:6‘,6—?—(5‘,5—1—6‘35’
D,d, s = 2ka . D, R,

(3) { d‘,s:tang%.ed‘.w,
dy ¢ = tang %.sin yo I ;

de=d e+ dye,
D,d,e= - .D_R,

(4) tang ¢
dye = — ;—acoscptang%. da;
0o =d,o+d,m,
k
N o
(5) Dt04§'—.—tm-DeR,
& w = tang%.sin'yé‘ﬁ;
dy=dy+dy+7diy,
‘.
Dz.d\q')’ :W'Dn R,
(6) tang‘i-
day = _2acos\p'd\a’
dyy = tang%-:;:,t‘.&, e;
k
(7) D‘n'z_cos_\psiﬁ;'D7R'

Dans ces formules, les angles ¢, » sont comptés, ainsi que I'angle Il
a partir du ncend ascendant de I'orbite de m’ sur Pécliptique, rabattu sur
orbite de m. Pour en déduire les variations d%, &= rapportées a I'équinoxe
de 1800, on ajoutera aux valeurs données par les formules précédentes la
correction

L IS ST A NS : ¢

(8) (sm > — sin? > — sin 2) séc? - ¢1 + sin Q tang : 0y,
Q étant Parc compris entre les nceuds ascendants de m sur Pécliptique et
sur ['orbite de m’.

Connaissant ¢y, sin yd'IT, on en déduira les variations de ¢, §, Q par les
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(3)
formules suivantes ( Additions & la Connaissance des Temps pour 1849,
page 15) :

{9) ¢dp = — sinQ.sinyd Il + cosQ.dy,

(10) sing 08 = cosQ.sinyd Il + sinQ.dy,

(11) singdQ = cos(6 —¢').sing’ ¢ I —sinQcosg.dy.
§ II.

La fonction perturbatrice qui entre dans nos formules est la fonction
(1) Rz;‘—‘;,(D,.xD,.z"-i—D,_)'D,)"»i- D,zl),z’)—é,

x, ¥y 2z, &'y ¥’y 2 étant les coordonnées rectangulaires de m, m'; ., p' les
sommes [ -+ m, 1 + m’, et g la distance mutuelle des deux planétes.

Les coordonnées rectangles sont liées aux coordonnées polaires par les
formules

‘ x=r [cosv + asin”z—sin g.sin(v — 9)],
(2) | y =r|sine — 2sin?2cosf . sin(v — 6) |5
e 2
z = rsingsin (v — ).
Différentiant ces formules et les formules analogues qui donnent x', ', 2/,
en ayant égard aux formules

a(l — ¢t "
rrdo =20 =5 gp— qn Vi—ctdt,
esin(v — @)

et substituant ces valeurs dauns la partie

(3) al:;lp(D,xD,x’%—D,jD,j’-i—D,z-D,z’),

apfés avoir fait
g'=0, o=7, 0=1I,

il vient
cos* 1 cos (v — ¢) + eclos(u' - &) -+ ¢ cos(v — z:r’)“
4)5{:#__' 2 + ee' cos(w' — z) !
i cosd cosd i 7 [005(0’4- ¢ —2Il) + ecos(v'+w — 211) -“
2 —+—c'cos(v—+—as'—2Il)+ee’cos(w+a,'_2n)' |

il ne reste qu'a substituer dans cette expression les valeurs de v, ¢ en
fonction des longitudes moycennes. On trouve ainsi, en conservant tous les
a.
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(4)
termes qui ne dépassent pas le quatriéme ordre par rapport aux ex ceutricités

et aux inclinaisons, ainsi que les termes du cingquiéme ordre relatifs 4 I'ar-
gument 5¢' — al,

ol — R = cos{{'— 1)

anan

(e’+e")coq(l’—l) ~— sin? —7cos l'— )+ e’ cos(2l'— 2l ~w'+5)
+ [—6L4(e‘+e")+%~Fé(c’+e”)sin2%7] cos(l'— 1)
+6L4 e*e?cos({'— 1 — 23’ + 2aw) +—ée’sin2éycos(l’— l+ 25— 210)
-+ %é”sin’i'ycos(l'— l—a25'+201)
— [%(e’—l— e'ﬂ—t—sin";’y]ee'cos(zl’— 2l —w'+ )
81
-+

64
+ecos(2l—l'—m)+ e cos(2l'— | —5)

e?e?cos(3l'— 31— 25"+ 2w)

- e(ze’+ é e+ sin*%y) cos(2l—1l'—w)

—e'_(%e”+§e”+ sin*éy)cos(zl’—l—m')

-l—%eze’cos(?)l—— 2l —am+a')+ sgce”cos(3l’—2l— 25+ &)

- écz cos(l'4-l—aw)— —%c’ﬂ cos(l’—#— l—25')— sin"‘%ycos(l’-i— [— 2l)

-+ %e”cos(3l —l'—a2m)+ %e"" cos (31'— 1 — 2%’)

+ [ (3e— e?) + ésin“é-y] ¢ cos (I'+ | — 2)

+ [Z%(&e’— e?) + -ésin* ;;'y] etcos(l'+ 1l — 23")

-;(e + e”)sin’i'y cos (I'+ I — 2II)

%(e’—l— €+ sin? 7) e*cos (3 —I'— 2w)
-2

(e"-i- e*+ sin® ~ 'y) e?cos (31— 1 — 2w')

CD

-+

[ZL BN

ete’cos(fl—2l'— 3+ a') + %ee"" cos(4lf— 2l — 3z’ + @)
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(5)
+%e’ cos(4l —l'— 3w) + %e"’ cos(4l — I — 35")

1 . 1 , s
——Ee’cos(l +2!—33)— T—z-e"cos(zl—i- [ — 3%
1 1
—gee"cos(l’—*— 1l —w —20') —gelecos (2l + I — 25 — 7')
- esin’-;—'y cos(l! + 2l —w—az')— ¢ sin’iycos(zl’%— l— o — 2l

+282e‘e cos(bl— 2l — 4o + = )+6 Zee"cos(5l’—- 2l ~ 4o’ + 7)

—Zetcos (I + 31 — hm) — e cos (3 + [ — 47)

—%e’sin’%ycos(l’—k?)l- 2w — 2fl) -%e”sil1’12'ycos(3l'+ l—az' —all)

7 _._g. ’ a5 f LA \
&e’e’cos(l’-l- 3] — 2%’ —aw) 64e’e"‘cos(:5l+l 2% — 27

——eecos(2l + 2l — 3w —a')— éee’“ cos(2l + 2l — 5 — 3%")
12

— e sin"—l-'y'cos(a.l'—i— 2l —w — o — 21

625

3848‘ cos(51— 1l — Aw)+——e"cos(51’ -1 —4%").

38}

On peut remarquer que, dans cette expression, les termes constants ont
disparu. Cela tient & ce que, si 'on développe D, x, D, 7, D, z en fonction
de la longitude moyenne, ces expressions, qui auraient pu s’obtenir en
différentiant les développements de x, y, z, ne peuvent contenir de terme
coustant; et que d’ailleurs, en combinant leurs termes avec ceux de D, ',
D,y', D, 7, leslongitudes moyennes des deux planétes ne peuvent disparaitre,
par suite de 'incommensurabilité supposée des deux moyens mouvements.

On voit en méme temps pour quelle raison & ne contient aucun terme
dépendant d’une seule des deux longitudes moyennes / ou 7.

. . X . , .
Le développement de la partie —-a été donné, mais avec un assez grand

nombre d’inexactitudes, par Burckhardt, dans les Mémoires de U'lnstitut
pour 1808, et, depuis, par M. de Pontécoulant, dans le tome III de la
Théorie analytique du systéme du monde. Malgré les nombreuses correc-
tions faites dans ce dernier ouvrage au travail de Burckhardt, il restait
encore des erreurs assez graves, et j’ai dii reprendre les calculs dans leur
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entier, en les complétant des termes omis qui dépendent de l'inclinaison
mutuelle des orbites. Je transcrirai ici seulement les termes que j’ai calculés
pour la premiere fois et ceux auzquels j’ai fait des corrections importantes,
et je renverrai pour les autres 4 'ouvrage de M. de Pontécoulant.

. a N . > N
Soient o = = le rapport dn grand axe de la planete inférieure au grand

axe de la planéte supérieure; A = — ! la différence des longitudes
moyennes. Posons (le signe = s’étendant i toutes les valeurs entiéres,
positives, nulles ou négatives de I'indice i)

1 —2acosA+at=YV,
3 5
2

V ?=1Za;cosil, V—’:izbicosil, v

i

1 .
—_:;Zc,-cosz).,

et soit, pour abréger,
b, + by, = B;, ¢y + ¢y = Gy,
aD,a; = a;, «*Dla;=2], e¢*Dja,=a}, ..,
et de méme pour les autres.
1°. Termes clu troisiéme ordre ressemblant a ceux du premier. — Soit

] a

ra® sin? 12 yEMY cos (id + I — w)

_..-[% e Sinn':I'YZMi(_'i cos (ir+ [ —w’)

+ /ﬁ‘fesm"ivzl“t@.cosul +1l+m—all)

— Zia—, e’ sin’i'yZN‘:) cos (i + {+ &' — 2Il).

On aura
MY = (20 + 1) B, +B,, N9=(2i—3)b;— Db,
MY = (2i+ 2)B; + B, NY = 2ib, — D).
2°. Termes du quatrieme ordre. — 1l faut diviser par 2 les valeurs

de N, N, N®, données a la page 34 du volume cité.
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30, Termes du quatriéme ordre semblables & ceux du second. — Soit

d
P
— = €’ sin’ %72M“}’ cos (iA + 2l — aw)
+ g:—‘-,ee’sin’ ;v"yZM,‘_'_v’, cos(ir+ 2l —w — @)
— -5 €%sin? ~y SM/2 cos (il + 21 — az’)
+-8%ee'sin’é72N‘f’ cos(ix+ 2l — 5+ o' — all)
— z[.8_73m’ 7( AN+ e”N"’) Z - sint - 7C,_.] cos (id +al—all)
3 - e¢’ sin? 72N,‘f’, cos (i\ + a2l + & — ' — 2all),
On aura
MO = (4i* —i — 2)B;+ 4iB, + B, NQ = (4i* —2i)b,—b],
MY = (4i*+6i+2)B;+4(i+1)B, +B‘,N“’ [4(F—1)*—2]b,—4Db; —
MP =(4i*+13i+10)B;+4(i+2)B, +B; , N = [4(+ 1)* —2]b;—4 b, —b",
N® = (4*+2i—12)b;—8b;—~b;
f°. Termes du quatriéme ordre semblables & ceux de U'ordre zéro. — Soit
l;—_— Z[%(e’—é— e”)sin’i'yM;o_),—i- i sin —7M, ,]cosi)\
— _8%7 ee’sin’iy ) M(:_)‘ cos (i\ +o — w')
+ l—g;—,e’ sin";'yz N(,.o_), cos (il + aw — all)
- 52 = ee'sin® ~72 N cos(z)\+w+w—ﬂl)

+ ;B—‘?e”sin’:'y 3 Nt+| cos (iA + aw’— all),

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(8)
on aura

(0)

i =(4i*+8i+2)b; —4b; — b, N(?)=(4i2—7i+l)bi_4(i~— 1)b; + b},

(v .
M, =aci, +Ciy, N = (4i*~6i)b; — §(i— 1)b, + b,
M(:)=(4i2+2i——2)Bi‘-4Bli—B';’ N(:)=(4i2—5i+l)b,’—4(i— I)b’,+b’,’

5°. Termes du cinquiéme ordre. — Dans la valeur de N, page 36,
ligne 22, aun lieu de — 8 (i — 2), il faut lire — 30(7/ — 2); et, dans la va-
leur de N@, ligne 25, au lieu de + 19, il faut lire — 27.

6°. Termes du cinquiéme ordre semblables a ceux du troisiéme. — A la
page 50, ligne 7, au lieu de

48i*— 108i%+ 362,
il faut lire
48i*— 1241+ 92i*+ ai — 18;
et a la page 51, lignes 3 et 4, au lieu de
48(i — 2)*+ 188 (i — 2 )%+ 252 (i — 2)*+ 146 (i — 2) + 32,
il faut lire
48(i— 2)*+188 (i — 2)*+ 180(i — 2)*+ 8(i— 2) — 16.

Enfin, aux termes multipliés par la quatriéme puissance de Pinclinaison
mutuelle, il faut joindre les suivants :

+ 3% o sin' Ly, 3{a(i— 1) Ciy + Cio}cos(ih + Bl — 5 — 2T1)

— 52 ,esm —'y 3{[2(i—2)+5]C ,_Q—FC',-_,}cos(i)\+3l—w’-211).

7°. Termes du cinquiéme ordre semblables a ceux du premier. — Soit

1 ee? . .
- =~ 3. ,ZLH,cos(:l-!—l— 3o +2w)
ee e _ )
S raw Lie g Vet |
+ Z ) cos(id—a2m +w')
(+3——e e sin?= 'yMH,
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e 3 ee? et )
384(1" L,~ +64 L -+ 128a Li
% a8 gina ! b « 9 gl 3 .
-2 ¢ sih’ 5 1M, + e’ sin s7M: ccos(id+ [ —m)
3a? . 1 0
— q - (
-+ 5 esin 27.Ni
et e’ N e’ (8)
1280 Vi + g Licy + 357 Lic
(4)
+ 2 '6—166" sin? —'y Ml ,F 3 ew sin? ! / M,_, | cos(ix + {—a)
3a? 0]
-+ —6——,~e sin? 'y.N,._,
. /
cet 0 ee’t (10)
1284 Ly, + 1924’ -2 ) <
-2 cos(iA+Il+m —2a')
o 2 gl (5)
+ 3oa ee’? sin ;V'Mi—z
ee’? (11)

+ 5577 ZL,_,cos(iA+Il+2m—3v)

a . gl (0 . .
5 ¢ esin’~7.20,_, cos (ix+l+am —w' - 20)

@)
2! “ 2gin3 ]t
,e sin® . o + g aee?sin’~4.0,_,

32 {1
-2 3 © cos(iA+ Il +w—a2all)
S e sint L
+ gresin 27.P,._|
U]
Fezf’sm’ 70 +3—e”sm 70( ?
+ 2 3 cos(iA+ -+ o' —all)
@t L 41
+ g7 ¢ sin ;y.Pi ’

- 32—ee” sin? -'y ZO , €08 (ik +l—m+ 29’ — 2all)

— g—g?ea sin’f.-y,ZQ,_H cos(ih+1—3m + 21I)

+T,e e sin? —-y ZQ, cos(zl-}-l—-zw—w + 2II)

- ﬁ;l ee'? sin? i'y'zQi—-l cos(i\+{ —m— 2w’ + 211)

+ gﬁe" sin’-;-'y.ZQ?_},‘, cos (ix + { — 3=’ + 2H).
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On aura
LY = 3245 192i* + 406 — 354 +1041)3;
+ (16i*— g6 + 223i* — 231i+ go) a;
— (16i%— 48i2+16i + 36}a; — (Bi*— 360 + 23)a
+ (21 + 6)a+ aj,

LY = (325 —1367* +188:° — 108" + 22i)a;

+ (16*— 68.% +-124i* —10 2 + 3a2) a2/ — (16{*— 30 — 5 + 20) a]
— (8i* — 25i +12) 8y + (2i + 5)a + a],

L® = (32i* — 96i* + goi® — 29i*+ 5i)a;
+ (163 — 72 + 8582 —19i —12)a; — (168° — 4 — 58i +-r5)a;
—(8i*— 30/ — 21)a/+ (20 +11)a]+ aj,

LY = (32— Boi*+ 2684122+ 101) a;
+ (16" — ot + 372 — 1Bi+ 5)a; — (164 — 128 — Bi + 4)a;
— (8 —14i + 6)ai+ (20 + 4) "+ a,

LY = (32— foi* + 83) a; + (168" — 44 *+ 24i°+10i — 6) 2]

— (16° +14i* — 38i)a] — (8¢ — 19i — 21)a/+ (27 + 10) a)'+ a],

LY = (328" — 34%) a,+ (168" — 484° — 41 + 48i + 24) a,

- (168°+ foi* — 7ai — g6)a; — (8i® — 24i — 72) a]
+ (2 +16) aT+ a],

LY = (3288 +16* — 18 2 — gi%)a; + (16i' — 16 — p5i%)a]

— (168 +32%)al — (8i% — 8i —16)a) + (2ai + g)al'+ aj,

LP = (328 + 56i' + 20 ®+ 4 %) a,+ (16i' — 00i® — 647> — 8/ +12)a,
— (16 + 582 —11i — 6g)a; — (8i* —13i — 61) a;
+ (2f +15)a)+ a],
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LY = (32i° 4 96 + 34i* — 471+ 8i +1) a;
+ (16— 24i*— 1552 —10i +129) 4
— (168 + B4i* — 267 — 262)a; —~ (8 —18i —130) a’
+ (2i+ 21)a’+ a;,

L= (32 + 112" + 130" + 58i* + Bi) a;
4 (164 + 802 — 75i%— g7i — 30) a2, — (168 + 76 *+ 68i —12) 4’
— (8% — 2i — 45) &l + (ai +14) a'+ a], '

LY9= (32i® + 1521 + 224 +124* + 32i)a;
+ (168 + 4 —140 2 —136i +16)a
— (16 +1028% + 76i —152)a] —(8i*— i —108)a; .
+ (27 + 20) a)'+ a],

LYY= (32i® + 2084 + 4701 -+ 433* +135i) a,
+ (16" + 321® — 1132 — 289i —156) a; — (16 + 1208+ 1967 + 3) a;
— (8% + 4i — 8r)a/+ (ai +19) a'+ aj;

MO = (82 —10i*— 2i + §)B;+ (4*—11i+ 2)B —(ai+ 4)B — B,
MY =(8i*— 62— 5i+ 3)B;+ (42— 11i— 1)Bj~— (27 + S)BZ—Bf-",
MY = 88+ 4i"— 4i — 2)B;+ (4i*~ 8i—10)B, — (2i + 7)B/—B],
MY =88+ 82— 4i— 8)Bi+ (4i'— 8/ —18) B, — (2i + 8)B/— B!,
M = (8i°+18i*+ 4i — 6)B;+ (4*— 5i—a1)B.— (2i +10) B/ — B,
M® = (8i* £ 22+ 7i —10)B;+ (48— 5i —26) B, — (ai +11)B — Bf;
N = (2i -+ 1) (4 + Cim 2+ Cits) + 4G+ Cimy+ Civa,

N(? = (21—3) ([}C,'+ Ci—2a+ Ci—|—g)+ [lcln+ c'i—2+ C,i—l-ﬁ;
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09 = (8i'~ ai*— 26i)b; — (4#*+19i —a1) b, — (2 — 10) b} + b,
O = (82 —18i*+ 7i)b; — (48*+ 3i— 8)b;—(2i — 9)bi+ Db},

0% = (874 42— 20i — 6)b; — (4*+16i —14)b; — (21 — 9} b+,
O = (82 —162+ 4i)b, — (47— 2)b] —(2¢— 6)bi+ 1,
OY = (8#+ 6i*— B8i)b;, — (42+13i —12)b,— (2i— 8)bi+ 1,
O = (882~ 14i*+ 7i—1)b;— (4— 3i— 1)b,— (2i — 5)bi+bj;
P9 = (2i — §) C;— C,,

PY = (2i— 1) C;— ;3

Q9 = (88+ 68—13i— 2)b;+ (128%+ gi— 6)bj+ (6i+ 3)bi+ b
QW = 88+ 14+ ai)b; = 4+ (128+19i+ 5)b;+ (6i+ 6)bi+ b,
Q‘?; = 8%+ 228+ 17i + 3) by + (124 29 +179)b, + (6i+ 9) b+ b,
'Qi” = (88*+ 302 +32i + 8) b; 4+ (12 + 39 + 30)b; + (6 +12) b + b}.

8°. Termes du sixiéme ordre — Voici les corrections 2 faire aux for-
mules données par M. de Pontécoulant.

Pages. Lignes. Au lieu de : Ligex :

37, 20, —27928{%,.c .00, — 29835 %5

38, 2, — 5930(i—1P,. il — 4930 (i — 1)%;
38, 5, + apS(i—1),.......l + 2835 (i—1);
38, 11, 4+ 6r{(i—2P,.ieiieiiin... + 1243 (i — 2);
38, 13, 4+ 1gro{i—2y,... ... ... + 2006(i —2);
38, 14, — gif{i—2p,.... ...l — 8ig(i—2);
38, 22, — 2130(i—3),........ Ceee — 1914 (i — 3);
38, 23, — MB(i—3)P,.....in . — 237(i—3);
39, 2, + p(i—4P—adoa(i—4P.. + Bg(i— 4P — 2206(i —4)'
39, 4, + 235o(i—4),. .00l ... + 2638 (i —4)%;
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Pages. Ligoes. Au lieu de: Lisez :

3, 5, 4 A4BB(i—i)yieieeiinn.. + 4581 (i—4);

3, 11, +15110(i —5) 4-16228(i—5), -+ 14110(i—5) + 16348(i — 5);
39, 13, +33INB(i—8),...e.ininn... . -+ 33g50(i—8);

39, 14, +13595(i—5y,. ... -+ 13635 (i — §)2;

39, 20, +50185(i—6),......... e + 520g5 (i —6)°

fo, 18, + ioS(i-—-n)— 130, ........ + 204(i—2)—64;
fo, 19, — 2Bo(i—2)4-488,...... .. +  88(i—2)+104;
fo, 20, —  6g(i—2)+66,.......... —  21{i—2)—3o;
fo, 22, —  3g(i—=3p,......... .l — 6g{i—3)

4o, 23, + 193, 0 e -+ 8r1;

fo, 24, ~+ 24, .................... — 120

41, 2, + 4o 1—4)—284, ......... + 264 (i —§4)— 256;
fr, 3, + B3a(i—4)+420,......... + 560(i—4)4256;
41, 4, + 189(i—4)+276,........ + 141(i—4) +180;
f1, 16, — o - 2gi

1, 17, — 4(i—1)—8, .. ....... - 6(i—1)—18;
41, 17, Gli—1)—6,cc.vinnn.n. fli—1)+a

f1, 17, changez le-signe du second membre [*].
§ IL.

Nous commencerons par le calcul des perturbations de Jupiter, pro-
duites par Saturne et proportionnelles a la premiére puissance de sa masse.
Nous adopterons les valeurs des éléments donnés, pour le 1** janvier 1800,
par I Annuaire du Bureau des Longitudes de 1853.

Le grand axe se déduit du temps T de la révolution sidérale par-la
formule

g T
(l) a = V " T”'

w’, T7 étant relatifs a la Terre. On en tire, pour les logarithmes des
moyennes distances de Jupiter et de Saturne,

loga = 0,716.236g9, loga'=0,979.4963.

[*] Les calculs numériques qui suivent ont é1¢ faits sur les formules de M de Pontécou-

lant. Mais je me suis assuré que les crreurs qui peuvent résulter de emploi de ces formules
n'affectent pas d’une maniére sensible 1'exactitude des résuitats.
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. a
En désngnant par « le rapport ;” on a

loga =1, 736.740.62.

Si 'on pose

ana'n’

(2) ; =5’ d'ou g=—,

s
on aura

logg = 0,131.3610, g =1,353197,

P.R

g = 2,480963.

(i)
Yai pris les valeurs des quantités b, et de leurs dérivées dans le tableau

publi¢ par M. Le Verrier en 1843. Seulement la valeur que j’ai adoptée
pour la masse de Saturne étant un peu différente, j’ai da modifier légere-
ment les nombres de ce tableau. En faisant, pour plus de simplicité,

@ PV
b, =&, aeD,b, =10, «*D,b, =5b/,...,
2 2 7

J’ai ajouté aux divers nombres les corrections données par les formules

(3)  db=bT =+ )T

-4

34" = (2b + b7 e

Jai, de plus, augmenté ce tableau de quelques nombres, que j’ai calculés

en partie par la méthode des séries de M. Le Verrier, en partie par les for-

mules de Legendre. On forme.ainsi le tablean suivant :

b b

==si=o0 2,1803309 0,441 3191
0,6208137 0,809 1183
0,267 4675 0,603 007 1
0,1180624 0,3964959
0,0566103 0,247 4002
0,0278777 o,1499370
0,0139703 0,0891911
0,007087g 0,0523715
0,0036293 0,0304586
0,001 8716 o0,0175844
0,0009707 0,010 002 ]
0,000505 5 0,005 965 4

LN Wy -

- -
-~ oz

b

0,855 786 0
0,759 887 6
1,047 946
1,051 880
0,871 88
0,685 802
0,495 196
0,342 291
0,229 149
0,149699
0,095 93
0,060 52

/) o bn’

1,069 614 7,476 580
2,091 332 9,433 632
2,083614 9,735512
2,509 350 17,965 074
2,769 864 . 8,969 296
2,707 543 10,065 921
2,400729 10,582 51
1,978225 10,305 05
1,542 04 9,364 96
1,151 45 8,030 75
0,830 95 6,559 0
0,583 44

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC

b
36,069 4
36,395 7
36,797 3
38,001 4
39,4289
42,856 3
47,5771
51,547 4
53,146
51,789
47,922

2189
2194

221,9
2256
232,2
240,8
256,5
279.9
305,
3a24,1
329


2
5l.ll

(45)

b b h" b b

s:g, i= o 4,360074 8,013820 28,96595 '3/h8725 802,6

1 3187242 8318124 28,15208 134,668, 448,
2 2,083664 7.323343 27,56054 131,405 48
3 1,2g6868 5,78626 25,5305 127,252 771
4 ooBhgre  4a604f 221151 130u5 g4
5 0466549 2,98790 18,0459 109,081 712
6 0,273808 2,02260 14,0173 94,806 663
7 0,159185 1,33299 10,4609 79,02 600
8 o0,091874 0,86032 7,554 9 63,43 524
9 o0,052712  0,545¢6 5,3120 49,22 444

s:-g, i== o 13,81148 58,[98

2 991580 51,927
3 733 44
4 5,160 35,5
5 3,500 26,9
§ 1V.

La fonction R est composée de termes de la forme

(1) H cos[ih + (h+ K+ 2k) [ — ho — ko' — 2k11],

i, h, ¥, k étant des nombres entiers. Pour réduire ces termes a la forme

(2) K cos(i"T'— iT) -+ Lsin (#T'— iT),

on formera un tableau des cosinus et des tangentes des multiples de la
différence

w="—%,
et des divers angles donnés par la formule
J¥—(j— 2k)s,

4, 4’ étant les distances w — I, ' — II des périhélies 4 la commune intersec-
tion des orbites.
Si k = o, le terme (1) pourra se mettre sous la forme
Heos{iT'— (i —h—FK)T + (i — ¥ Yu),
d’ou l'on tire
K = Hcos(i — h')w, L= —K tang(i — #')o-
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(16)
Les termes pour lesquels # > 1 sont en général négligeables. Pour &k = 1,

le terme (1) peut s’écrire

Heos[iT'— (i —h—HW— 2T+ {—F)¢'— (i — kK —2)s],

d’ou 'on tire de la méme maniére les valeurs de K, L.

La fonction R se compose de deux parties : I'une, que j’appellerai, pour
abréger, partie principale, comprend les termes de I'ordre le moins élevé,
par rapport aux excentricités et a I'inclinaison mutuelle, parmi tous ceux
qui ont le méme argument. Ces termes se présentent sous la forme

. o 8 . I .~ ’ 7 3
(3)  Nesefsin®—ycos[ih+ (g+ g'+ah)l—gw —g's' — 241

g, &'y & étant des nombres entiers et positifs.

L’autre partie, que j'appellerai partie secondaire, comprend des termes
de la forme

'4) I{eé’e’g'six)2"£- yeos[id+jl—hm — Ko’ — 241,

g, g’y k étant toujours des nombres entiers et positifs, ainsi que j; 4, #,
& étant des nombres entiers, positifs ou négatifs; ces différents nombres
étant assnjettis aux deux conditions : 1° que la différence & + &' + a2k’ —j
soit nulle; 2° que la différence g + '+ 2k — j soit un nomnbre positif et
pair.

Le calcul de Pinclinaison mutuelle des deux orbites de Jupiter et de
Saturne donne

logA sin%y = 2,038 9502
#=65%1"24"12, ¢=143°1'42"07, w=+¢—¢=178°0"17"95.

Nous représenterons, pour abréger, par (¢— i) Pargument #'1" — iT.
Dans le tableau suivant et dans plusieurs autres, je mettrai les logarithmes
ala place des nombres, en les faisant précéder du signe + ou du signe —,
suivant que les nombres seront positifs ou négatifs,
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§ V.

Voici le tableau de la valeur de R.
1°. Partie constante :

k= — 15057 9962

— 2357 5605 (" + &) ~+ 23474 0119 ee’ cos (&' — ) ~+ 25 959 62¢3 sin® % ¥

- ;,099 54 e

— 75083 32 &' e ‘ 2,877 48 & \ — 1,66 79 e* sin® % 7eos (2w ~ 30}

— 137370 €™ “+ {4+ 1519639 e ee’cos (o' — o) 4 7,639 64 ee' sin? % ycos(g+o'—2all)

— 1)685 38 (¢ +¢'1) sint L 37 (— T>925 58 sin? 2 57 — 15002 63 e sin’% ycos(2g’ — 211)
2,

— 1,642 50 sin* -’2-7 — 2363838 ¢*e” cos (2w’ — 2w).

2°. De chaque terme de la partie périodique
Keos(i! T'—iT) + Lsin(i T'— {T),

on déduit, par une double intégration,
Bikn o . e Yy e
0= — Uﬁ?[K sin(¢ T'— iT) — L cos (¢ T'— i T)].
Nous joindrons le tableau de la valeur de d% a celui de la partie pério-
dique de R.

R ¥4
ARGUMENT. -~ - -
Cosinus. . Sinus. Sinus, Cosinus.
14
(1'— 1) + 2,205687 — 2,874 0og — 41,40 — 192,64
{2'— 2) + 2,39023 + 2,020 88 — 31,66 <+ 13,52
(¥%—3) + 3,85536 — 3,08848 —~ 6,16 — 8,36
(§'— 4) — 3,573 — 3,6325 + 2,40 — 2,76
(6§6—~5) — 3,381 -+ 3,1033 + 1,24 + 0,65
(6'— 6) + §,511 + 3,106 — 0,14 -+ 0,55
(77— 6)  + 4,807 — 6,514 — 0,24 — 0,00
{8— 8) + 5,89 — 4,48 — 0,03 — 0,10
(9— 9) — 4,2 — 5,88 + 0,04 ~— 0,02
(106'—10) — 5,73 + 5,77 + o,01 + 0,01
c
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ARGUMENT.
(1 )
(v )
(2— 1)
(2'— 1)
(3— 2/
(3— 2)
(4—3)
(4—3)
(85— 4)
( 5— 4)
(6— 5
(6/—35)
(7—6)
(77— 6)
(8—17)
(8—17)
(9— 8},
(9'— 8)
(10— g)
(2 )
( '+ 1)
(3—19)
(2 )
(4— 21
(3— 1)
(6~ 3)
(4'— 2)
(6—4)
(5= 3)
(68— 4)
(77— 8)
(8—6)
(9'— 17)
(10'— 8)

Cosinus.

-+ 3,001 9
— 3,8235
+ 4,868 7
— 3,570 854
+ §,8132
+ 3,5373:15
+ 4,878
+ £,51068
— 5,955
— £,7263
— £,511
— 3,15
— 5,76

— §,150
+ 5,99,
+ 4,600
-+ 5,67

-+ .é,l']

— 4,05

+ 5,43
-+ Z,02

+ 5,53

— 4,301
+ 5,05

- Z_:SGO 77
+ 5,68

+ 4,045 29
+ g,on

+ 4,8366
~+ —4-,110
— 4,513
— 4,180
+ 4,04

-+ 5,99

+ 5,378
+
- 4’27

- 5’79
+ 4,238
+ 5,95
—_ .7;,30
— £,05

+ 5,46
— 5,68

+ 4,538
— 5,165
— 5,72

— §,37756
— 6,16

+ 4,91869
+ 5,56

=+ 5,6192
— 4,205
+ 4,283
-+ Z,n

— 5—,73

o

Sinus. Cosinus.

14 "
+ 0,92 + 0,51

N n-
+ 0,53 — 4,18
+ go,40 — 42,16
+ 0,37 + 0,50
— 10,11 + 13,05
+ 0,34 — o,14
— 4,63 — 2,26
—~ 0,03 — 0,22
+ o0,% — 1,09
— 0,11 — 0,01
+ o,g0 + 0,03
— 0,02 — 0,06
+ 0,08 “+ 0,4t
+ 0,03 + 0,02
— 0,18 — 0,08
-+ o,01 — 0,01
— 0,06 — 0,08
+ o,04 — 0,04
+ 0,01 — 0,01
+ 0,05 + 0,02
+ 0,01 —~ 0,14

» »
+ 0,00 + 0,02
+ 15,42 — 5,06
+ 0,01 + 0,00
-, ,35 + 10,07
+ 0,00 — 0,01
— 1,95 + 0,11
— 0,19 — 0,73
+ 0,32 — 0,16
+ 0,11 + 0,14
— 0,06 + 0,07
— 0,04 —~ 0,02
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R &
ARGUMENT. Costan. ~— Stons. p— — —
— ¥ ’
( V+ 2) + 6,15 + 6,13 » .
(4— 1) +6,34 + 5,29 » ,
( 2'-{; 1)+ 5,01 + 6,27 » »
(3% ) =+ 6,987 — 5,699 » »
(4— ) — 5_,896 — 5,750 + 0,19 ' — 0,4
(5— 2) — 5,624 9046 + 5,994 1429 + 430,12 4 1006,51
(6'— 3) + 5,956 2 + 5,77176 — 0,73 + 0,48
(7— 4) + 5,8283 — 5,8399 — 0,18 — 0,18
(8—5) — 5,654 — 5,814 + 0,07 — 0,09
(¢—6y — 5,751 + 5,385 + o,06 + 0,02
(10— 17) — 5,97 + 5,65 + o,01 + 0,03
(4 ) + 851 — 6,55 » .
{5 — 1) — 3,770 — 3,961 -+ 0,01 — 0,01
(66— 2) — 5,037 + 6,882 ~+ o0,12 -+ 0,08
(77— 3) + 6,8235 + 51424 — 0,56 + 1,19
(8— 4) + 5,198 — 6,618 — 0,09 — 0,02
(g— 5) — 8,10 — 5,14 4+ 0,00 — 0,03
{(1'— 6) — 5,09 — 6,09 4+ 0,00 — 0,00
(8— 3) -+ ;,239 + 6,284 — 0,01 -+ 0,11
(9— 4) + 6,235 + :].,725 — 0,05 <+ 0,01
(10— §) 4+ 7,3251 + 17,3399 — 1,08 + 1,12
§ V1.

On tire ensuite, de la valeur de R, les expressions de &' a, d;e dyy. Pour
éviter les décimales, nous donnerons ici la valeur de 10° da.
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ARGUMENT.
('—1)
(2'—2)
(3—3)
4 —4)
(5—85)
6'—6)
(7'—1)
(x )
(2—1)
(2'—1)
(3—2)
(3—2)
4—3)
(4'—3)
5'—4)
6'—5)
{(77—6)
¥—1)
#—2)
(5—3)
6'—4§)
(§'—2)

Pour calculer les dérivées e D, R, D R, il suffit de multiplier par des fac-
teurs numériques trés-simples les différents termes de R relatifs & chaque

argument.

Pour faciliter les calculs relatifs 4 la partie secondaire de R, au lieu de

10° e
Cosinus, Sinus.
— 42 4194
— 64 — 27
— 19 -+ 25
-+ 10 -+ 1I
+~ 6 — 3
— 1@ — 3
—_ 2 -+ o0
— 2 <+ 1
— 1 =11
4+ 30 + 14
— 1 -+ 2
— 13 — 17
— 2 — 1
— 11 4+ 5
+ 2 + 9
4+ 4 — o
4+ o — 2
— 5 — 9
— 1 — 7
— 3 — o0
-—_ 1 -+ 2
— 10 4 23

(20)

dye
— e —
Cosinus. Sinus.
14 L4
<+ 0,20 — 0,092
-+ 0,30 <+ 0,13
+ 0,09 — 0,12
— 0,05 — 0,05
— 0,03 + 0,02
+ 0,00 -+ 0,02
-+ 0,01 -— 0,00
-+ 0,01 — 0,00
+ 0,01 4 0,05
— 0,14 — 0,07
+ 0,01 — 0,01
+ 0,06 <+ 0,08
+ 0,01 + 0,00
4 0,05 — 0,03
— 0,01 — 0,03
— 0,02 = 0,00
— 0,00 - 0,01
+ 0,03 + 0,01
~+ o,00 -+ 0,03
-+ 0,02 -+ 0,00
4+ 0,00 — 0,01
-+ 0,05 — 0,11
§ VIIL

calculer directement ¢, e, ed, =, nous poserons
¢ e=Z%[(A+ A)cosp + (B + B') sinp],
ed,m=3[(A— A")sinp — (B—B')cosp].

Ce sont les quantités A, B, A’, B’ que nous déterminerons directement, et
que nous introduirons dorénavant dans les calculs.

Y

v "
+ 0,00 — 0,42
+ 0,14 <+ 0,06
+ 0,04 — 0,05
— 0,02 — 0,02
— 0,01 - 0,01
+ 0,00 -+ 0,01

» - D

» »

+ 0,00 - 0,02
— 0,07 — 0,03
» »

0,03 + 0,04
» 1)
0,02 — 0,01
— 0,00 — 0,02
- 0,01 -+ 0,00
» »

+ 0,01 — 0,00
+ 0,00 -+ 0,01
) »

’- »

-+ 0,02 — 0,05
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SiI'on considére un terme de R,
U=Hef cos(pt — hw — M),
en posant, pour abréger,
V=Hef sin{pt — he — M),
les parties correspondantcs de d,e, ed, @ seront
a‘e:—ﬁCOt\l’hU’ e&.w:—é—ci‘i}gv.
¢ ®
Si donc on pose _
U=K cosp + Lsinp,
il en résultera

Az_kcot\l:l;-;-gK, A,z_kcoh{: h-—gK’
2 B2

avec des valeurs analogues pour B, B': d’ou Von voit que, pour ob-
tenir A, A’, B, B', il faut calculer les sommes

sh*Ey, s h—g .
2 2

La seconde de ces sommes s’évanouit pour g = #, et, par conséquent
la partie principale de R ne fonrnit aucun terme aux quantités A’, B’ qui,
par conséquent, sont en général assez petites.

Dans les tableaux suivants des valeurs de 24, 2B, 2A’, 2B/, j’ai tenu
compte des termes secondaires de R jusqu’au quatrieme ordre inclusive-
ment, du moins pour les inégalités les plus considérables.

ARGUMENT, 2 A. 2 B. ARGUMENT. 2 Al 2 B.

14 14 14 ¥
(Ve 1) + o3 + 38 (2—1) ~ oy — b5
(2d/—2) — 0,36 — 1,50 (2'— 1) —245.65 —107,09
(3—3) — 1,57 + o,55 (3—2) — 587 + 2,29
(§—4) — o,02 =+ 0,80 (3—2) — 25,72 + 35,66
(5—5) <+ 0,50 <+ o,10 (4—3) — 2,07 — 2,98
(66— 6) <4 0,12 — 0,28 (4—3) <+ 10,37 —+ 11,61
(99— 17) — 0,16 — o,10 (5—4) + 1,24 — 1,40
(8—8) — 0,08 — 0,08 (68— 4) + 6,60 — 3,15
(g—9g) -+ 0,05 -+ 0,06 (6—5) + 0,86 + 0,43
(10'—10) + 0,04 — 0,02 (66— 5) — o,79 — 2,78
(7—6) — o,11 + 0,47
{1 ) — 14,31 — o,0: (97— 6) — 1,33 <+ 0,05
(v ) - 33,58 4160,31 (8—17) — 0,25 + o,01
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ARGUMENT. 24 2B ARGUMENT. 2A 2B
(8—17) — 0,13 =+ 0.61 (10— 8) + 0,24 + o024
(9g— 8) — o0,02 — o0,15
(9—8) 4 0,26 + 0,13 (r+ 2) 4+ o,01 — o,02
(to— @) + 0,08 — o,02 (4— 1) — 0,03 — 0,20
(t'—g) =+ 0,09 — 0,17 (2'4+ 1) — 0,02 — 0,15
(11 —10) 4+ 0,02 <+ 0,04 (3 ) — 0,79 <+ 0,20

(44— 1) -4+ 0,23 + 2,83
(2 ) — 0,05 — o,17 (56— 2) 151,22 -+ 12,53
(14 1) — o0,76 — 1,68 (66— 3) — 0,06 + 3,35
(3— 1) — 90,49 — 3,19 (77— 4) + 1,35 + o,50
( 2’ ) — 5,60 + 7,85 (8—56) + o,51 — o,64
(4—2) — 0,286 + 0,31 (99— 6) — 0,30 — 0,3
(3— 1) + 32,12 + 43,69 (ro’—9) — 0,25 <+ 0,13
(56— 3) — 0,28 — 0,15
(h=2) —ob46 + 1188 (4 ) — o07 — oy
(6—4) + 0,08 — o,21 (¥— 1) — 0,11 + o,2
(5—3) + 2,03 + 8,33 (6— 2) + 0,66 + o0,4y
(7—58) + o,14 — o,00 (77— 3) — 1,83 + 1,45
(6/—4) + 3,93 + o,12 (8= 4) =+ 0,29 -+ o,42
(8— 6% <+ 0,02 + 0,08 (9— 6) + 0,23 — o,10
(77— 58) + 0,36 — 1,95 (10— 6) — 0,03 — 0,14
{g—17) — 0,06 <+ o,02
(8—6) — 0,95 — o,fo (77— 2) + o,02 + 0,05
{to— 8) — o0,02 — 0,02 (8—3) <+ 0,27 — 0,06
{(9—17) — 0,34 + o,5 (9—4) + o001 + 0,18
(tt—¢g) <+ 0,01 — o,0r1

(10— 4) + o,19 — 0,38
ARGUMENT. 2A’ 2B ARGUMENT. 24/ 2B
(V—1) — 1jg5 — 329 (v ) — ojfo ~+ o0
(2'—2) + 0,46 <+ 3,47 (2— 1 + 0,02 — 0,12
(33— 3) — 0,34 — 1,02 (2— 1) — 0,76 — 1,04
(4—4) — 1,15 + o,4o {3—2) <+ o,02 + 0,05
(85— 5) + 0,14 + o,80 (¥—12) + 0,14 <+ 0,55
(66— 6) <+ 0,52 <+ o0,02 (4§—3) ~— o0,05 <+ o,02
{77—97) + o0,09 — 0,33 (4—3) + 0,07 — 0,3
(8—8) — 0,08 <+ 0,08 (86— 4) — 0,07 — 0,03
{d—9) — 0,07 + o,10 (85— 4) — 0,28 — 0,08
(10'—10) + 0,05 + 0,05 (6-—-5) + o0,02 — o,02

(66—~ 5) — o,09 + 0,21
(1 ) — 0,06 -— 0,08 (7—6) + o0,02 + o,01



(23)

ARGUMENT. 2 A’ a2 ¥ ARGUMENT. 2 A’ a2l
" 1 14 1
(97— 6) + o,14 + o,09 (4— 2) <+ 0,00 —+ o0,12
(8—17) =— 0,01 + 0,01 (55— 3) + 0,06 — o,04
(8—17) + 0,08 — 0,08 (66— 4) — 0,03 + 0,05
(g—8) — 0,06 — 0,06 (7—58) — o0,0f <+ 0,03
(8—6) =+ 0,02 -+ 0,04
(2 }y — 90,02 4+ 0,00
(3—1) <+ 0,15 + o,12 (58— 2) 4+ o,19 — 0,29
On en conclut, pour les valeurs de dy¢, ¢4 7,
335 &25
. e ARGUMENT. -
ARGUMENT Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus.
14 14 n L4
(F'—1) -+ 0,03 — 0,09 (r'+1) — 0,01 -+ 0,02
(2'— 2) — 0,01 + 0,06 (3— 1)) -— 0,01 + 0,04
(33— 3) — 0,01 — 0,02 (2’ ) — 0,09 -~ 0,09
4'— 4) <+ o,01 — 0,01 3—1) + 0,39 — 0,52
(5'—85) + 0,00 + 0,01 4'— 2) — 0,29 - 0,1
(5'— 3) —+ 0,02 — 0,10
(1 ) — 0,17 — 0,00 6'— 4) + 0,05 + 0,00
o’ ) — 0,40 — 1,93 (77— 5) + 0,00 + 0,02
(2 —1') — o,11 + 0,54 (8—6) — 0,01 —+ 0,01
(20— 1) — 2,95 + 1,28
(3—2") — 0,07 — 0,03 (3 ) — 0,01 — 0,00
(3—2) — 0,3 — 0,42 4'— 1) + 0,00 — 0,03
(4—3) — 0,02 + 0,03 (5'— 2) + 1,82 — 0,15
4'— 3) + 0,12 — 0,14 (6'— 3) — o,01 — 0,04
(5—49) + 0,02 + 0,02 (7'— 4) + 0,02 — 0,01
(5—4) ~+ 0,07 + 0,04 8—-5) + o,01 + 0,01
6—75) + 0,01 — 0,01
_(6'—5) — 0,01 + 0,04 {6'— 2) + 0,01 ~ 0,01
(7'—6) — 0,02 -+ 0,00 (77— 3) — 0,02 — 0,02
8—1q) — 0,00 — 0,01
dyy 037
ARGUMENT. - ARGUMENT. T—
Cosinus. Sinus, Cosinus. Sinus.
('l’ ) — o:IOI + ol:o4 (3— 1) —+ oI:m + 0,01
(2—19 — 0,00 — 0,01
(2—1) — 0,06 — 0,03 (5'—2) 4+ 0,04 + 0,00
(3— 2) — 0,0t + 0,01
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§ VIIL

Par un artifice analogue a celui du paragraphe précédent, posons
&y =Z[(C+ C)cos p+ (D+ D')sin p],
sin y¢ Il = 2[(C — C) sin p — (D — D") cos p].

Nous trouverons pour 2C, 2D, 2C/, 2D’ les valeurs suivantes :

ARGUMENT. 2C 2D ARGUMENT. aC 2D
L4 14 ” 1
('— 1) -+ 0,05 — 0,23 (4§ —2)) + 0,09 + 0,03
(2'— 2) — 0,33 — 0,15 (3—1) + 1,92 — 0,14
(3—3) — 0,09 + 0,12 b—13) — 0,01 + 0,04
4—4) + 0,05 -+ 0,05 (4—2) — 0,09 -+ 0,63
(5'—5) + 0,03 — 0,02 6 —- 4" — 0,02 — 0,01
(6'—6) — 0,00 — 0,02 (5— 3) + 0,14 + 0,05
(7 —95) -+ 0,00 -+ 0,01
(r ) + 0,08 + 0,07 6'— 4) + 0,03 — 0,05
it ) + 0,06 — 0,28 (77— 5) — 0,02 — 0,02
(2 —1') — 0,06 + 0,04
(2'— 1) + 0,59 + 0,01 3 ) ~+ 0,01 — 0,01
(3 —2) — 0,01 — 0,04 ('+2) — 0,03 — 0,02
(3— 2) — 0,04 — 0,15 4— 1) + 0,01 — 0,00
{4 — 3" + 0,03 — 0,01 (2'+ 1) — o,10 -+ 0,02
4'— 3) — 0,09 + 0,02 (3 ) — 0,02 — 0,12
5—4) ~+ 0,01 + 0,02 G'— 1) + 0,20 + 0,08
(5—4) + 0,00 + 0,04 (6"—2) + 3,79 — 6,18
6 —5) — o,or + 0,01 (6'—3) -+ 0,09 + 0,09
6'—5) <+ o,02 — 0,00 (77— 4) + 0,04 — 0,02
(7 —6) — 0,00 — 0,01
4 ) — 0,02 + 0,03
(2 ) — 0,20 — 0,23 5—1) ~+ 0,04 — 0,04
(V+1) — 1,13 + 0,60 6'— 2) + o,11 — 0,06
3—1) + 0,09 — 0,12 (77— 3) + 0,07 + 0,23
{2/ ) -+ 0,21 + 0,73
ARGUMENT. 2C! 2D’ ARGUMENT. 2C’ aly
14 " 14 4
('—'1) — 0,05 + 0,23 5—5) — 0,03 o/,oz
(2'—2) + 0,33 + 0,15 6—6) + 0,00 ~+ 0,02
(3— 3) + 0,09 — 0,12
(4—3) —o0,06 —o0,05 (1 ) — 0,04 + 0,04
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ARGUMENT. 2C’ 2D’

ARGUMENT. 2¢! 2D’
(" Y 4+ o6 + 0,20 5"—4) — oj01 — 0,04
(2 —1") — 0,01 — 0,02 6'—5) — 0,02 — 0,00
(#—1) — o,fg -+ 0,25
(3—2) + 0,07 + 0,13 (5'—2) + 0,18 — 0,21
i4'— 3) + 0,07 — 0,02

La valeur de dye est 4 peu preés insensible. Les seuls termes

qui sur-
1 .
passent — de seconde sont les suivants :

dy¢ dse
ARGUMENT. e ARGUMENT.
Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus,
, " " vyt /4 n
(2'— 1) + o,o01 +- 0,00 (3— 1) + 0,01 4+ 0,00
(' 1) — 0,01 — 0,00 (5'—2) 4 0,02 -+ 0,03

La valeur de ed,=m est tout a fait négligeable : son coefficient le plus
considérable, relatif 4 Pargument (5’ — 2), ne dépasse pas 0”,002.

§ IX.

Le calcul de &, ¢ dépend de celui de aD, R = a D, R. Pour obtenir cette

. . ()
dérivée, nous formerons, au moyen du tableau des quantités b, et de
leurs dérivées, un tableau des quantités

b="b, b= b + b7, b = ab" 4+ b", F=3b"'+b“’,..-,
E___ ﬁ'*' pr, ﬁ’ — Qﬁ, + ﬁ”’ ﬁ” —_ 3@0 + ﬁm,
et 'on substituera ces quantités respectivement aux quantités b, &’,. ..,
, B',..., dans la formule générale qui donne ’expression de R, en y
’ ’ g q P 4 ¥

remplacant en méme temps g par

Muitipliant ensuite par 2k et intégrant, on a la valeur contenue dans le
tablean suivant.
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d.e ¢y ¢
ARGUMENT. ‘.‘ ARGUMENT. /—‘-’L"\
Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus.

(1'— 1) + 321183 +l56”,63 (3—1) — o’;03 + o”,o3
(2’— 2) — 29,56 + 13,00 { 2 ) 0,15 + 0,8
(3—3) — 8,14 — 11,3 (4—2) — 0,01 <+ 0,03
(4—4) + 4,25 — 4,75 (3—1) — 5,0 + 0,06
(5—5) + 2,63 + 1,46 (56— 3) + 0,03 <+ o,01
(66— 6) — o0,39 + 1,38 (4'— 2) + o,71 + 4,00
(77— 7)) — o0,6g — o0,03 (6—4) + o,01 — 0,02
(8—8) — 0,06 — 0,33 {5—3) — 1,63 + 0,48
(9—9) + 0,15 — o,07 {(7— 5% — 0,02 — o,01
(10'—10) <+ 0,05 + 0,06 (60— 4) — o,42 — 0,88

(8—6) — o0,01 -+ o,01
(1 ) o+ 1,74+ 1,3 (79— 8) + o,49 — 0,34
(v Vo — 5,37 4 12,02 (8—6) + 0,26 + 0,26
(2— 1) — 0,43 + 1,25 (g— 1) — 0,13 <+ o,20
(2’— 1) <+ 39,72 + 35,65 (to'— 8) — 0,14 -— o,06
(3—2) + 0,23 + 0,5
(3—2) — 5,38 + 10,28 (2'+ 1) 0,01 — 00,01
(4— 3) + 0,55 — 0,13 (3 ) 0,0f + 0,05
(4—3) — 5,458 — 1,88 { 4'— 1) 0,19 -+ 0,16
(5§—4) — o0,02 — 1,41 (8= 2) — 12,50 — 12,07
(55— 4) + 0,48 — 3,09 (6'—3) — 0,31 + 0,39
(6—5) — o7 — 0,06  {7—4) — 0,23 — o3
(6'—5) + 1,73 — o,09 (8—58) + o0,06 — 0,16
(7—6) — 0,06 + 0,16 (g— 6) + o,11 -+ o,02
(77— 6) + 0,23 + 0,93 (10'— 7) — 0,00 <+ 0,08
{8— 9% + 0,08 + 0,06
{§—17) — 0,47 + 0,23 {5—1) — 0,00 -+ o0,02
(9— 8) + o0,04 — o0,05 {6—2) — 0,08 — o,01
(9—8) — 0,18 — 0,23 (77— 3) — o,01 + 0,24
(to— ¢} — 0,02 — 0,03 (8—4) — o0,07 <+ o,00
(10— g) + o0,12 — 0,14 (9'— §) — o,01 — o,04
(2 ) + 0,03 — o0,04 (8—=3)y — o0 — 0,02

(+ 1) + o,19 + 0,3
§ X.

En tenant compte de la partie constante de R, on obtient les variations
séculaires des éléments dues a Paction de Saturne et proportionnelles a la
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premiére puissance de sa masse. On trouve ainsi, pour I'excentricité,

(1) 2de = 0”,54062¢;

pour la longitude du périhélie, rapportée au nceud ascendant de Saturne,
d, 5 = 6",2658¢, dJ,w = — 0”,0018¢;

d’ot 'on tire

(2) dw = 6”,26401.

Pour I’inclinaison relative
¢y = -— 0",00195¢, &4y = 0",00014¢;

d’ou

(3) ¢y = — 0”,00181¢;

et pour le noeud ascendant de Jupiter sur I'orbite de Saturne,

(4) sin y¢ [T = — 0o”,165001¢.

En faisant, dans la partie constante de R, les substitutions indiquées
dans le paragraphe précédent, on trouve

de = — 7",62408¢.
On trouve ensuite, au moyen des valeurs de ¢, , sin 7011,
dye = 0",00727¢L, dye = — 0",00180¢;
d’ou Von tire
(5) de = — 7",618611¢.

Pour rapporter ces variations & I'écliptique de 1800, il faut appliquer
aux valeurs de dw, d¢ la correction donnée par la formule (8) du § I,
laquelle est négligeable quand if s’agit des irrégularités périodiques. Cette
correction est égale a

— 2,32423 sin O I — 5,72(')51 dy = 0",00349¢.
On aura, d’apres cela,
(6) dw = 6",2074¢t, d:= — 7",6151¢.
Enfin, les formules (g) et (10) du § T donnent

(7) dy = — 0”",07503¢, 06 = 6",4071¢.
d..
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§ XI.

En réunissant les différentes parties de ¢/, on trouve :

ARGUMENT.
(1'— 1)
(2'— 2)
(3¥—3)
(4— 4)
(5~ 5)
(6/— 6)
(77— 1)
(8~ 8)
(9'— 9)
(10/—10)
(1 )
(v )
(1'— 2)
(2'— 1)
(2'— 3)
(3~ 2)
(3—4)
(4'— 3)
(4—5)
(85— 4)
(55— 6)
(6'— 5)
(6'—7)
(77— 6)
(97— 8)
(8—17)
(8~ 9)
(9'— 8
( 9'—1o0)
(1o'— g)
(2 )
{4+ 1)

ol ¢!
e s ARGUMENT.

Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus.
— 8,54 — 36,10 (1’'— 3) <+ o0,02 — 0,08
— 61,23 + 26,58 (2 ) + 0,05 + o,
— 14,31 — 9,70 (2'— 4) <+ o,01 <+ 0,04
+ 6,67 — 19,52 (33— 1) + 9,91 — 5,53
+ 3,8 + 2,12 (33— 5) — 0,04 + o,01
— 0,54 + 1,93 {4— 2) — 0,93 ~+ 13,03
— 0,03 — 0,03 (44— 6) — 0,02 — 0,03
— 0,09 — 0,43 (85— 3) — 3,55 <+ o,49
+ 0,18 — o,10 (55— 19) + o,02 — o0,01
+ 0,07 + 0,07 (6~ 4) — 0,56 — 1,61

(77— 5) + 0,81 — o,4y
+ 2,49 -+ 1,88 (8~ 6) ++ 0,36 -+ 0,40
— 5,77 + 10,09 (9—3) — o0.,20 <+ 0,27
+ o,01 — 2,39 (10— 8) — 0,18 — 0,09
+127,18 — 5,23
— 0,54 <+ 1,03 {24+ 1) <+ 0,02 — 0,01
— 15,80 + 22,01 {3 ) 4+ 0,03 4 0,05
— 0,86 — 0,24 (44— 1) —+ o0,01 — o,0

— 9,96 — 4,28 (85— 2) +419,34 +994,25
+ 0,03 — 0,61 (66— 3) — 1,50 + 0,84
+ 1,04 — 5,04 (77— 4) — 0,39 — 0,32
+ 0,37 — o,06 {8—5) + 0,13 — 0,24
+ 2,62 — o,02 {9—6) + o,17 4+ 0,05
+ 0,08 + o,21 (10'— 7) + 0,00 4 o,I11
+ 0,29 + 1,34
— 0,it 4+ 0,07 (58— 1) + 0,00 + 0,01
— 0,66 <+ 0,30 (6/— 2) <4+ 0,05 -+ 0,06
— 0,05 — 0,06 (77— 3) —~ 0,5 + 1,39
— 0,24 — 0,31 (88— 4) — 0,08 — 0,03
‘+ 0,03 — 0,04 (9—58) — 0,00 — 0,07
+ 0,16 — 0,19

(88— 3) — o,02 + o0,09
+ 0,04 — o0,05
-+ 0,2t + 0,09 {(te'— 4) — 1,08 o 1,2
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§ XII.

Pour le calcul de dv et de d'r, il faut former les valeurs de de, edT.
Posons
de=2[ (E-+ E)cosp~+ (F+ F')sinp],
edT = 2| — (E—E’) sin p+ (F—F')cos p],

I'angle p étant de la forme i} + jI, on j > o. En conservant les notations
du § VII, et posant de plus
d,e = Z(A"cosp + B’sinp), dl = Z(Gsinp + Hcosp),
on aura
2l =2A + A"—¢eG, 2F =2B + B"+ eHl,
alll=2A'+ A"+ eG, 2F = 2B+ B"— eH.

Changeous maintenant, comme nous I’avons fait dans le paragraphe pré-
cédent, les signes des arguments dans lesquels le coefficient de ' est négatif,
et posons,-pour les arguments qui ne sont pas changés de signe,

M=—92E, N= al,
M= aF, N= —aF;
et pour les arguments qui sont changés de signe,
M= —2F, N= —F,
M = 2E, N'= 2F,

On aura alors, en général,
2de=3[— (M — M')cosp + (N — N') sinp],
200T =2 (M+ M)sinp + (N + N')cosp],

d’ou l'on tire, ¢ étant la base des logarithmes naturels,

— M+ N ,’t_ .[N/:T
(1) a(de—y—100T)= — 32 (i \__‘)6 L
. (M”‘ N’\« _— [)c~p\/-—l

Posons maintenant
(2) dv=2!+ 23[(E, — E,)sinmTde + (E,+ E.)cosmT.edT).

Transformant les sinus et cosinus, dans cette formule, en exponentielles
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imaginaires, on trouve, en ayant égard a la formule (1),
dv=0d7 + Z[(ME, + M'E,}sin(p — mT) + (NE,+ N'E,,)cos(p — mT)]
+ 2[(M'E,,+ ME,)sin(p + mT) + (NE,,+ NE, )cos{p + mT)],

le signe 2 s’étendant successivement a tous les arguments p, et, pour
chaque argument, a toutes les valeurs positives de m.

8i 'on veut avoir la partie de ¢ qui correspond a4 un argument donnép,
il faut donc ajouter au coefficient de sin p, dans ¢/, la quantité

E.(l\’rp+ T+ M’p— )+ Ell (M,;_,. T+ 1\II"‘ 1)
-+ E2(Mp+2! -+ M;—?T) + El2 (Mpl+ﬂ‘ ~+= Mp—?'l)

+ etc.;

en changeant M en N, on aurait ce qu'il fant ajouter au coefficient de cosp
dans d'/.

Pour faciliter le calcul de ces quantités, on formera d’avance une Table

des produits parles dix ou vingt premiers nombres des quantités 1 — E,,
¢ '
E ,E,, E,,etc.

La valeur de d'r peut se mettre sous la forme

gr= (1 + (—;-’)o“(l +aede + 2F,cosmT.da
+ a2[—{Gn,— G,)cosmT.de+ (G,+ G, sinmT.cdT]
En posant
da = Z{(a),cosp + [a],sinp}, de = 3{e),cosp + [e],sinp},

et appliquant la méme 1ransformation, il vient

fr=23 (I +§> da+ aede

L lsE [ {a)pcos(p — mT) + [a
27 "L+ (a),cos(p+ mT) + [

1psinip — n}T)]
1

MG+ M'G,)cos{p — mT
T

sin(p+ mT)

a ( )]
-2
T3 [ (NGp+ NG,)sin (p — mT)
[ (M'G,,.+ MG,)c 05(1) + m'T) ]
+ - Z
+ (N'Gn+ N G,)sin (p + mT)
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On formera aisément, d’aprés cela, les expressions générales des coeffi-
cients du cosinus et du sinus d’'un argument donné p.
Les valeurs des quantités M, N, M', N’ sont comprises dans le tableau

suivant :

ARGUMENT.
M N M N’

(v'— 1) —_ ::105 + 1’:15 — 2’,/17 + 2I:48
(2'— 2) — 2,89 — 0,09 — 2,19 — 2,32
(3— 3) + 0,41 — 0,90 — 1,32 + 0,5
(4— 4) + 0,38 + 0,46 — 0,88 — 0,78
(5— 5) — 0,28 + 0,22 + 0,29 — 0,72
(6'— 6) — 0,15 — 0,19 + 0,49 + 0,06
(77— 1) + 0,11 — 0,11 + 0,04 + 0,33
({ 8— 8) + 0,08 4 0,05 - 0,19 + 0,07
( 9— 9) — 0,03 + 0,05 — 0,06 — 0,10
{10'—10) — 0,03 — 0,01 + 0,05 — 0,05
(1 ) + 14,43 + 0,07 + 0,08 + 0,17
(1 ) + 33,30 +160,80 — 0,67 + 0,29
(1V'— 2) — 0,03 — 0,05 — 949 — 44,56
(2= 1) +251,92 —107,21 + 5,22 + 0,85
{2'— 3) — 0,05 + 0,01 — 5,69 + 2,351
{3— 2) + 24,90  + 36,84 — 0,55 + 0,49
({3— 4 -— 0,00 — 0,03 — 2,11 — 2,799
{ §— 3) — 10,88 + 11,39 — 0,38 4+ o,r1
{ §— 5) + 0,07 + 0,00 + 1,24 — 1,43
{5— 4) — 5,62 — 3,42 — 0,23 — 0,13
(5 — 6) — 0,00 + 0,02 + 0,86 + 0,43
16— 5) + 0,93 — 2,78 + 0,01 — 0,21
(6'— 7) — 0,01 — 0,00 — 0,11 + 0,48
(77— 6) 4+ 1,34 + 0,11 + 0,15 — 0,05
(79— 8) + 0,00 — 0,01 — 0,25 + 0,01
(88— 7 + 0,08 + 0,063 4+ 0,05 + wu,10
(88— 9) , » — 0,02 — 0,15
(9'— 8) ~ 0,28 “+ 0,1 — 0,06 + 0,05
{g—10) » » -+ 0,08 — 0,03
{(10'— 9) — 0,08 — 0,18 ~+ 0,01 — 0,01
(to'—11) » » + 0,02 + 0,04
( 2 ) “+ 0,05 — 0,17 » »

U4 1) + 0,77 — 1,69 4+ 0,01 + 0,00
(= 3) -+ 0,00 — 0,01 — 0,49 — 3,19
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M N M’ N’
(2 ) -+ 7,”61 + 7”,88 — 0,02 + 0'103
(2'— §) » » — 0,28 + 0,31
(3'—1) — 3:,78 + 43,41 + 0,55 — 0,39
(3— 5) » » — 0,28 — 0,14
( §— 2) + 24,40 + 12,28 — 0,04 + 0,52
(4— 6) » » + 0,05 — 0,21
( 5— 3) — 2,22 + 8,35 — 0,1l + 0,06
( 5'— 7) ) » + 0,14 — 0,00
(6'— §) — 3,06 — 0,21 — 0,06 — o0,02
(6— 8) » » + o0,02 4 0,08
{ 7'— 5) — 0,31 — 1,08 — 0,01 — 0,05
(77— 9) » » — 0,05 + 0,02
( 8— 6) + 0,97 — 0,38 + 0,03 — 0,02
( 8'—10) » » — 0,02 0,02
(9'— 7) + 0,33 + 0,52 — 0,01 4+ 0,01
(g'—11) » » -+ 0,01 — 0,0
(10— 8) — 0,25 + 0,23 — 0,01 — 0,01
(v'+ 2) — 0,01 — 0,02 » »
(1"'— 4) » » — 0,03 — 0,20
( 2+ 1) + o,o01 — 0,15 » v
(3 ) + 0,79 -+ 0,19 » »
(4— 1) — 0,24 + 2,83 » »
(58— 2) —151,28 + 12,36 + 0,23 —+ 0,40
(6'— 3) + 0,91 + 3,40 — 0,05 + 0,04
(77— 4) — 1,37 + 0,68 — 0,02 — o,o01
{ 8— 5) — 0,51 — 0,65 + 0,00 — 0,01
( g— 6) -+ 0,31 — 0,36 + 0,01 + 0,00
(10'— 1) + 0,25 + o,14 » »
(4 ) 4+ 0,07 — 0,02 » »
(68— 1) + 0,11 + o0,2¢ " »
(6— 2) — 0,64 + 0,48 » »
(77— 3) + 1,50 + 1,52 ~ 0,03 + 0,06
(8— 4) — 0,29 + 0,42 — 8,01 ~ 0,00
(9'— 5) — 0,23 — 0,10 » »
(10— 6) + o,03 — 0,14 » »
(7'— 2) — 0,02 + 0,05 » »
{ 8— 3) — 0,29 — 0,06 » »
(9'— 4) — 0,01 + 0,18 » »

(10— §)  — ong — 0,38 . .
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§ XIII.
On trouve ainsi pour dv, drles valeurs suivantes :
dv dv
ARGUMENT. gy ARGUMENT., -~ e ——amme——
Sinus, Cosinus. Sinus. Cosinus.
(1'—1) + 15,”28 -+ 79:176 (20 ) =+ 5','21 + 1,25
(2'—a) +185,29 — 717,64 (2—4) + 0,73 — 0,35
(3—3 + 6,53 + '6’93 (¥—1) 4 10,06 — 4,8:
(4—4 — nd7 + 3,1 (3—=5) + 0,07 + o,07
(5'—5) — 1,44 — o,32 (4—2) — 1,60 <+ 16,82
(66—6) + 0,05 — 0,36 (4—6) + 0,03 -+ 0,05
{7—17) + 0,13 — 0,03 (5—3) —154,95 -+ 12,62
(8—8) <+ 0,03 <+ 0,03 (6—4) <+ 0,35 1,55
(7—58 — 0,32 4+ 0,26
(v ) — 9,94 + 8,20 (8—6) ~— 0,12 -~ 0,13
(1'—2) + o047 + 5,24 (9—7 + 0,08 — 0,05
(2'—1) 132,25 <+ 0,46
(2°—3) <+ 11,47 — 5,16 (1'+2) — 0,04 <+ o0,02
(3—2) — 48,08 -+ 66,70 (2+1) + 0,32 + 0,07
(¥—4) + o06f — 1,11 (¥ ) + 05 — o0
(4—3) <+ 13,6t <+ 7,30 (4—1) <+ o0,02 + o0,49
(4—8) — o095 + 0.3 (6—3) — 1,95 -+ 1,8
(5¥—4) — 9,94 + 3,35 (9'—4) + 1,11 + 1,15
(5—6) — 0,15 — o,01 (8—5 — o,12 + 0,15
(66—8 — o,79 <+ o0,07 (9—6) — 0,07 — 0,03
{66—n) — 0,01 — 0,05
(77—6) — 0,08 — o,27 (5'—1) + 0,18 + o,41
{(7—8) 0,04 — 0,02 (6'—2) — 0,00 -+ o0,10
{8—=7 + o,ilo0 — 0,06 {(77—3) — 0,63 4+ 1,43
(9'—8) + o501 4+ o,09 (8—4) — o042 — o,09
({g—58) — 0,00 <+ o0,12
(v+1) — 0,64 <+ 0,30
(1'—3) + o,02 <+ 0,33 (10'—5) — 0,19 — 0,38
10%.d1 10°.0'r
ARGUMENT. T e ARGUMENT.
Cosinus. Sinus. Cosinus. Sinus.
(f'—1)  + 12 — 64 )y + 3 4+ 8
(a'— 2) + 260 + 110 (1'— 2) + o — 6
(3—3) + 14 — 26 (2'— 1) + 29 4+ 1
G~ — 4 — 6 (»—3) + 11 + 6
) (3'—2) — 53 — 1o
e
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ARGUMENT. T s ARGUMENT. T —
Cosinus, Sinus. Cosinus, Sinus
4 — 3) + 21 — 11 (4 — 2) — 2 — g0
5 — 4) — 11 — 6 (5'— 3) — 193 — 16
(2 - 8 4+ 1 (6'— 2) — o 4+ 23

§ XIV.

Il faut faire quelques remarques sur les tableaux précédents.

1°. En tenant compte de la constante arbitraire qu’il faut ajouter 4 D,7
avant la seconde intégration , et que nous désignerons par 4§, ainsi que
dela partie de dt proportionnelle au temps, que nous désignerons par ¢ Jie,
on a, pour la partie de la longitude vraie proportionnelle au temps, dans
le mouvement troublé,

nt + (47 + dle)t.

Le choix des ¢léments de Pellipse que I'on considére comme représentant le
mouvement non troublé étant arbitraire, on emprunte 4 I’observation
Pélément le pins facile & déterminer exactement et le plus important, e
moyen mouvement. Or 'observation fait connaitre, non pas le moyen
mouvement proprement dit (1 + dZ)¢, mais ce moyen mouvement ang-
menté de tdle, et c’est d’aprés ce résultat de 'observation qu’on a calculé
le grand axe. Le demi-grand axe correspondant au mouvement troublé
n’est donc pas égal 2 celui que nous avons trouvé, mais & celui-la diminué
de la quantité
D ade = — 3= die,

puisqu’i} faut retrancher du moyen mouvement la quantité de que 'on y
avait d’abord comprise. En méme temps, on disposera de arbitraire J\¢ de
facon que le moyen mouvement de I’ellipse non troublée soit précisément
égal au moyen mouvement observé, ce (ui revient 5snpposer

J\;C = — JL&.

1] faudra donc ajouter a la valeur de d'a la quantité

2a
(1) Na =5 dl.
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En mettant pour dle sa valeur trouvéeau § X, on a
12) 10°d\L = — »4.
La valeur de & r renferme le terme constant
10°dr =+ 18;

en y joignant le terme précédent, cette valeur se réduit a

i3) 10°¢r= —6.

2°. On prend pour équation du centre de I'ellipse non troublée celle que
donne Pobservation. Or, si I'on désigne par Jie, 4z les constantes arbi-
traires qu’introduit intégration dans les valeurs de de, d=z, Deffet de la
force perturbatrice sera d’ajouter 4 'équation du centre la quantité

[9 (l — 3_L) e+ l",(37|-JsinT —_ ['2 <| — L—) edlm — 1" 7|o] cosT.

\ g 8. ?

Pour que I’équation du centre continue a étre représentée, dans le mouve-
ment troublé, par la méme expression, il suffira de disposer des arbi-
traires Jle, edlw de maniére que cette expression s’évanouisse, ce qui
revient & prendre pour ellipse non troublée celle qui répondrait aux valeurs
dee, =, tirées de I'observation, augmentées des quantités J\ e, d\= four-
nies par les équations

Jie=—0",836, edlm = 0",855.

Mais alors il faut augmenter le rayon vecteur calculé avec les valeurs
de e et de m que donne Pobservation, de la quantité
Nr=D,rdr+ Dgrdim,
que 'on trouve égale, en la multipliant par 10°, 4

+ f.cosT — 2.sin T.

Réunissant cette quantit¢ a la perturbation de r qui dépend du méme ar-
gument, on trouve
10°¢r=12.cosT — 1.sin T,
quantité que nous pouvons négliger.
3¢, Nous avons réservé, ponr étre attribuées a la longitude moyenne,
les inégalités a longue période dipendant des arguments (b’ — 2) et(10'— 4),

et, en conséquence , nous ne les avons pas fait entrer dans le calcul de e 2T
C..
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Le calcul de ¢ ¢ donne encore, pour argument (5’ — 2), I'inégalité

dv = — 0”01 sin(5T'— 2T) + 0”,25 cos (5 T'— 2T).

Ajoutons et retranchons cette méme inégalité A la longitude moyenne. 1|
résultera de T'addition,

0l =419"33sin(5T' — 2T) + 994”51 cos(5T'—a T),
et de la soustraction, I'inégalité — D vd'v, qui ajoute des quantités insen-

sibles aux inégalités correspondantes aux arguments (5'— 3) et (5'—1).

4°. Le maximum de I'inégalité 8V de la longitude géocentrique corres-
pondante a la distance moyenne et & une inégalité ¢ r du rayon vecteur, est
donnée par la formule

dr={(a*—1)dV, dou 10°.dr=12,640V.

Si nous fixons la limite de ¢V 4 une demi-seconde, nous pourrons négli-
ger toutes les inégalités du rayon vecteur pour lesquelles

10°.dv < 6,3.

§ XV.
La latitude au-dessus du plan de 'orbite de Saturne est donnée par la
formule

sins = siny sin (v -- M);
les perturbations de cette latitude ont done pour expression

ds =sin (v — IT)dy + sinycos {v — [1)(dv — J1I).

On peut se dispenser d’avoir égard au terme en d'v, en prenant pour argu-
ment de la latitude la longitude troublée. On peut {ailleurs prendre, sans
erreur sensible, les perturbations de la latitude par rapport au plan de
I'orbite de Saturne au lieu des perturbations de la latitude rapportée a I'é-
cliptique. Nous déterminerons donc les inégalités de la latitude au moyen
de la formule

(1) ds = sin(v — IT) &y — cos (v — I1) sinyd II.

Changeons maintenant, s'il est nécessaire, le signe de I'argument pour
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rendre le coefficient de I’ positif, et soit
¢y =S[(P+ P)cosp + (Q + Q') sinpl,

(2
? sinyd [l = 3 [(P—P")sinp — (Q — Q") cosp].

Sil'on a posé, avant le changement de signe,
&,y + &5y =2(C" cosp + D" sin p),

il est aisé de voir qu’il faudra prendre, pour les arguments qui ne changent
pas de signe,

1

P :C +?:‘C”’ Q_:___D _*_;l)n,
P=C+.C, Q=D+_D;

etpour les arguments qui changent de signe,

P :C’+;CII’ Q p— _DI -_-;_DII’
[ i " ;o _l ”
P_C+2C, Q=-D 2D.

Cela posé, en négligeant les produits de dy, sinyd 1T par les puissances de
Pexcentricit¢ supéricures i la premiere, on prendra

v =1+ 2esinT,
d’ot, en faisant toujours @ — II = ¥,
sin (¢ — I1) = sin (T + &) + esin (2T + ) — e sin,
cos (v — IT) =cos(T + &) + ecos (2T 4+ ) — ¢ cosx.
Si 'on suppose maintenant
ds = Z{(p)sinp +| p] cospi,
on aura, pour les expressions générales des coefficients .
P P 8 Phlp
(P)=(—=Poyr+ P, _3)coss + (Q,4r + Q,_1)sine
+e(—P,r+ P, _,1)cose+e(Q,, .1 + Q,_.r)sine
—e(Q, — Q) cosx — eQ, + Q,) sing,
lp]= (Pp+Tf*" Fo_r) sing + Qpyr— Q._1)cose
+ e(Py,r+ P _)sing+e(Q, ,r— Q,_.r)cos¥
—e(P, + D)) sine — e(P, — P,)coszs.
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Voici le tableau des quantités P, Q, P/, Q' :

ARGUMENT. -~ o T o
1 ” " 14
('— 1 + 0,07 — 0,33 -+ 0,02 - 0,0y
{2'— 2) — 0,10 — 0,0% + 0,23 + 0,10
{3—3) — 0,03 + 0,03 + 0,06 — 0,09
4'— 4) + 0,01 4+ o002 — 0,03 — 0,04
(5'—5) -+ 0,01 — 0,00 -- 0,02 + 0,01
a ) + 0,04 + 0,03 — 0,02+ 0,02
(v ) -+ 0,03 — 0,12 -+ 0,07 “+ 0,12
(V'—2) — 0,01 -+ 0,00 — 0,03 — 0,02
(2'— 1) + 0,23 — 0,02 — 0,31 + 0,09
(2'— 3) » o " — 0,01 + 0,02
(3'— 2) — 0,01 — 0,05 + 0,05 + 0,09
(3’— 4) n » -+ 0,02 ~+- 0,00
§'—3) — 0,02 + 0,00 + 0,05 — 0,02
(4'_. 5) » » -+ 0,01 ~- 0,01
5—4) -+ 0,00 + 0,00 — 0,01 — 0,03
(5'— 6) » » — 0,01 — 0,00
(2 ) —~ 0,10 — 0,12 » »
(t'+ 1) — 0,56 + 0,30 v »
(r'—3) » v + 0,05 + 0,06
(2’ ) ~+ 0,10 + 0,37 » »
(2'— 4) » » + 0,03 — 0,02
(3'—1) + 0,97 — 0,06 -+ 0,01 -+ 0,01
(3'— 5) » » — 0,00 — 0,02
(4'— 2) — 0,04 + 0,33 — 0,00 ‘+- 0,01
4'— 6) » » — 0,01 -+ 0,00
(5'— 3) -+ 0,08 + 0,03 » »
(6'— 4) + 0,02 — 0,03 » »
{1+ 2) — 0,02 — 0,01 » »
(2'+ 1) — 0,05 + 0,01 » »
3 ) — o,0t — 0,06 » »
4'— 1) + 0,10 + 0,04 » »
(8 — 2) -+ 1,93 — 3,r2 + 0,12 — 0,13
6'—3) + 0,05 + 0,05 L »
(77— 4) ~+ 0,02 — 0,01 » »
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ARGUMENT.
& )
(5'— 1)
6—2)
(7—3)

I8 Q
" 14
0,01 + 0,0t
0,02 — 0,02
0,05 — 0,03
0,04 + 0,1t
§ XVL

Au moyen de ce tableau, on trouve pour d's la valeur suivante :

_ d's
ARGUMENT. S e———
Sinus. Cosinus.
" ”

(o ) v + 0,04
(1'—1) — 0,12 — 0,06
{2'— 2) — 0,09 - 0,20
(3'—3) — 0,05 + 0,02
(' ) + 0,43 — 0,33
(t'+ 2) — 0,26 — 0,006
2'— ') -+ 0’49 -+ 0,42
(2'— 3) — 0,02 — 0,00
(3— 2) — 0,52 + 0,95
4'— 3) — 0,26 + 0,09

ARGUMENT.
(5'— 4)
(v'+1)
(2" )
(3—1)
(4'—2)
(5'—3)
(5"~ 2)
6—3)
(7'—4)

R e eI

Cosinus,

Sinus.

| +++

+

-+

0,18

0,12
0,00
0,07
0,02
3,69

0,15
0,05

0,00

+

-+
_.|_
+

+
—+

Nous ferons sur cette valeur des remarques analogues 4 celles
avons faites sur la valeur de &v. En désignant par 47, JLII les constantes
arbitraires que I'intégration introduit dans les valeurs de dy, ¢ 11, le terme

dépendant de I'argument (1) sera

"
0,08

0,02
0,37
0,06
0,16
0,43

0,02
0,03
0,12

que nous

cos g\ y+sinyd\L IT — 0”,06)sin T+ (singJiy — cosesiny NI — 0,14 ) cosT.
Y v 7 7

‘n prenant pour valeurs de I'inclinaison et de la longitude du nceud celles
que fournit I’observation de la latitude et de I’arguinent de la latitude, on
suppose nulle la perturbation qui dépend du méme argument que la partie
principale de la latitude, ce qui revient i déterminer les arbitraires &y, JL 1,
de telle sorte que Pexpression précédente s’évanouisse. On trouve ainsi :

Ny =0",151, sinyd\L 1 = o”,001.
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§ XVIL

Comme vérification, j’ai calculé de nouveau les variations des éléments
dans Pellipse ordinaire, en modiﬁant les termes qui contiennent dans leur

expression les quantités b, ’ b et leurs dérivées. On remplace, dans la va-

leur de R, b, par b, — a, b, par by —a, B, par B, — 2.
On trouve ainsi, pour la valeur de R et pour les variations des éléments
qui en dépendent,

R KiS 10°da dye

ARGUMENT. -~ - ——— . et contit .

Cosinus. Sinus. Sinus. Cosinus, Cosinus. Sinus. Cosinus. Sinus,
(V—1) =—3,1932 -+ 5,8964 “+ 3':84 +2oI:29 + 4 — 20 -— 0':02 + 0”,10
2’—2) -+ 2,38939 + 2,03005 —31,57 +13,80 — 63 — 28 4 0,30 -+ 0,13
(2—1) — 4,51 + 4,682 — 0,28 — 0,35 + 1 — 1 » »
(2—1) — 3,60663 — §,36588 +g¢8,06 — 5,61 -+ 32 + 2 — 0,15 — o0
B—2) + 4,811 — 4,046 + 0,37 + 0,51 — 1 + 2 » .
(3—2) -+ 3,5358 + 3,649t —10,09 +13,06 — 13 — 18 + 0,06 -+ 0,08
(+1) + §,050 — 5,324 + 0,05 + o,o01 » » » "
3—1r) — 5,635 4+ 5504 — 0,01 — 0,02 » » » .
(3'—1) — 4,876 — £,5329 +14,95 — 7,22 — 5 — 3 4 0,02 + o,
(4—1) — 5,82 — 3,8’]7 + 0,18 — 0,19 » » » »

Aux arguments (1’ + 2), (2’ + 1) répondent des inégalités tout a fait in-
sensibles. La partie de la grande inégalité de Jupiter qui dépend des termes
du cinquiéme ordre est sensiblement la méme dans P’ellipse d’Hamilton et
dans Vellipse ordinaire. En effet, dans I'ellipse ordinaire la partie de la
fonction perturbatrice qui pourrait offrir des différences, renferme le terme
3125¢ pour le cas de Jupiter troublé par Saturne, et ce terme est remplacé

par — 599 dans le cas de Saturne troublé par Jupiter. Dans I'ellipse d"Hamil-

ton, Ie terme correspondant est, dans les deux cas, égal 2 1250 g. Or, en
vertu du rapport qui existe entre les moyennes distances des deux planetes,
les trois valeurs

312b5a = 1704,5, é%o = 1680,4, 12508 =1691,5,

difféerent trés-peu entre elles, et Ja différence des valeurs que donnent les
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deux ellipses pour le moyen mouvement n’atteint pas un centiéme de se-

conde.
On a ensuite, pour les perturbations des autres éléments,
dy€ d, ¢
ARGUMENT, -~ e T S - :
2A 2B 24’ 2B’ Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus.

('—1) + ‘01188 + 11;77 ——2;138 —1,:9.6 +o”,o4 ——0:04 + 5”,58 + 281,,35
(~2) — 0,38 — 1,5t —4o0,06 +1,11 —~0,02 —0,03 —29,60 + 12,84
“ ) — 6,50 + 32,9t —o0,38 40,14 —o0,09 —o0,39 — 6,67 + 5,88
(2—1) - 0,51 — 2,33 +o0,04 —0,05 —o0,01 0,03 — 0,06 — 0,54
{—1) —245,62 —107,20 -—0,78 —0,02 —2,95 +1,28 +32,90 + 3,6:
3—~2) — 5,64 + 2,45 +o0,02 +0,06 —o0,09 —0,03 + 0,23 -+ 0,56
(3—2) — 25,92 + 35,65 +o0,19 +0,38 —0,31 —0,43 — 5,38 + 10,26
('+1) — o,98 — 0,65 » » —0,01 =+0,01 4 0,17 + o0,03
(2 ) — 6,09 + 0,35 —o0,020 —0,00 —0,09 —0,01 —+ 0,07 —+ 0,47
3—1) — 0,16 — 0,12 » » » » — 0,02 — 0,03
(—1) - 32,23 + 43,66 +o0,04 +o0,12 +o0,3g —0,53 — 5,39 -+ 2,57
(I'+ 2) + o,01 — o0,01 » » » » » »
2'+1) — 0,083 — o0,09 » » » » + 0,01 — 0,01
(3 ) — o,69g — o0,26 » » —0,01 ~+0,00 -+ 0,04 + 0,02
—1) -+ 0,23 4+ 2,83 » » +o0,00 —0,03 ~— 0,17 -+ 0,23
§—2) +181,22 + 12,53 +o,19 —o0,29 +1,82 —0,15 —12,59 — 12,08

En calculant la valeur résultante de d'v, et la divisant par 1 + l~0-15;, on

trouve :
dv

ARGUMENT. et
Sinus. Cosinus.

(V- 1) -+ 15,,,20 + 79",35
(2’—2) +186,01 — 77,90
(3'—3) + 6,52 + 16,92
(v ) = 792 + 819
(1'— 2) + 0,48 4 5,23
(2'— 1)  +131,97 + 0,33
{2'— 3) + 11,46 — 5,18
(F~2) — 48,90 -+ 66,6

ARGUMENT.

(V1)
(r'—3)

dv
e e AT
Sinus. Cosinus.

” 14
— 0,63 + 0,34
+ 0,03 4 0,32
+ 5,1t + 1,25
+ 10,05 — 4,82
— 0,04 -+ 0,02
+ 0,31 - 0,00

+ 0,51 0,30

Ces valeurs s’accordent sensiblement avec celles que nous avons obtenues
précédemment, avec des variations toutes différentes attribuées aux élé-

ments elliptiques.
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On soumettrait aisément a la méme vérification les valeurs de dr et
de d's.

§ XVIII.

Occupons-nous maintenant du calcul des perturbations produites sur
Jupiter par Uranus, que nous désignerons provisoirement par m".
On trouve d’abord, pour Jupiter et Uranus,
§ = 1919199
i G .
En prenant le tableau des nombres b, dans les Additions @ la Connaissance
des Temps pour 1849, on trouve les valeurs suivantes pour R, d¢ :

R 14
ARGUMENT. Cosinus. Sinus. Sinus. Cosinus.
('—1)  —3,80296 — 3,53384 14,21 — 6,22
(2"—2 ) — 3,3364 — 5,3479 + 0,20 — 0,20
(3—3)  + §,304 + £,779 — 0,01 4+ 0,04
(1 ) + Z,o75 — 6,904 + 0,02 + 0,00
(2 — — 3,607 + 3,243 — 0,32 — 0,14
(2"— ) — 3,435 — 3,001 + 0,71 — 0,26
(3 — ) — 4,016 + Z,n4 — o,01 — 0,01
(3"—2) — 4,58 — 4,703 + 0,04 — 0,06
4"—3) + 5,681 -+ 2,293 — 0,00 ~+ 0,01
(1"4+ 1) + 5,830 — 6,521 ~+ 0,01 + 0,00
3 —1") — 4,354 + 5,988 — 0,01 — 0,01
(3"—1) — 5,852 + 6,967 + 0,03 +- 0,00
(4"—2) — 5,688 — 5,897 + 0,01 — 0,01
d’ou résulte
dye =— 0"y10cos (1" —1) — 0,04 sin (1” —1).
On a ensuite, pour les autres perturbations : !
&

ARGUMENT. --mt M

(1"—1) — 6;,23 + 21,172 + 0:’19 + o/,/o7

(2"—2) “+ 0,21 — 0,23 ~+ 0,01 ~+ o,02

(3"—3) — 0,02 + 0,09 — 0,00 — 0,01
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d,¢
ARGUMENT. T — =
Sinus. Cosinus. 2A 2B
1 v v n
(1 ) + 0,03 + 0,00 — 0,19 »
{(r” ) — 0,88 + 0,30 +12,90 + 5,64
(2 —1") + 0,12 + 0,06 + 4,10 — 1,79
(2"— 1) — 0,51 + 0,27 + 0,76 + 0,82
(3 —2%) — 0,01 — 0,01 + 0,06 — 0,07
(3"—2) + 0,05 — 0,07 — 0,06 — 0,16
4 —3) » » — 0,01 + 0,02
(1”41 ) » » — 0,11 — 0,04
(3 —_ l”) » » -+ 0,29 — 0,13
(2" ) — 0,05 + 0,02 + 0,78 + 0,44
3"— 1) — 0,05 + 0,04 + 0,18 + 0,24
(3% y » » ~+ 0,04 + 0,03
d,e
ARGUMENT.. ARGUMENT. T —a———.
24’ a B Sinus, Cosinus.
14 1 14 14
(1"—1) — 0,22 — o,09 {r” ) + 0,15 — 0,07
(2"—a) « + 0,18 <+ 0,07 (2 —1") + 0,05 <+ 0,02
(3"—3) + o,0r -+ o,02 (2"—1) -+ 0,01 — 0,01
: (2" ) + o,0t — 0,00

On conclut de la, pour les perturbations de la longitude vraie,

dv dv

ARGUMENT. T ARGUMENT. T e el
Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus.

4 " ” "
(1”— 1) — 0,81 + 0,35 (2"—1) — 0,37 + 0,35
(2¥— 2) —— 0,32 + 0,35 (3"— 2) — 0,08 —+ o,r11

(3"— 3) + 0,01 — 0,03

(2" ) — 0,02 + 0,01
() — 0,29 -+ 0,40 (3"— 1) — 0,06 + 0,06

Les perturbations du rayon vecteur et de la latitude sont insensibles.
Pour les variations séculaires des éléments, on trouve, en calculant la
partie constante de R,
2de = 0",001001¢, do= 0o”",1025¢,
dy=o0,00001¢  sinydIl = — 0,00098¢,

(1)
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d’oti 'on déduit

(2) d¢ = 0",0046¢, @9 = — 0",0377¢.
Enfin la partie de d' proportionnelle au temps est
(3) di= — 0”,1000¢,
§ XIX.

Pour obtenir les perturbations produites par Neptune, j’ai d’abord cal-
culé, par la méthode des séries, le tableau des quantités & et de leurs déri-
vées. J'ai supposé exact le temps de la révolution 60129 jours. Si ce nombre
venait 4 étre modifié, il serait aisé de corriger les nombres de ce tableau au
moyen des formules (3) du § IIT[*].

On a d’abord _
log & = 1,238 57g5.

b bl bll bﬂ/ b“-
::-;-, i=o 2,015 260 0,031 048 0,033 206 0,006 952 0,008 194
1 0,175199  0,179248  0,012459 o0,014063 0,005 118
2 0,0227989  0,046163  0,048553  0,007460 0,008 97!
3 0,003 286 0,009 963 0,020 380 0,022 238
4 o0,000499 o0,002010 0,006 116 0,012 661
5 0,000 078 0,000 382
6 0,000 012
1:1:-, i=o 2,141 608 0,296 973 0,354 311
1 0,550 201 0,614 0gg 0,203 230
2 0,118677  o0,250224 0,303 953
3 0,023 937 0,074 315
:-_—g, i=o  2,§r1g85
2 0,294 376

On a ensuite
g = 2,401533,
log sin %'y =3,9223032, M= 2515:.5928, Q = 286, 4054

"

8= 1&5928, "= 56,7098, w= f4o,1170.

e . 1
*1 Les calculs ont été faits en adoptant 'ancienne masse de cette plandte ————.
P P 14446
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(45)

s cela, les valeurs suivantes :

R 14 X
ARGUMENT. ——— E—
Cosinus. Sinus. Sinus, Cosinus. Sinus, Cosinus. 24 2B
- - 4 " " ” " i
("—1) + 2,79670 —2,63980 —15,38 —ur,29 + 5,04 +4,33 — 0,23 + 0,17
(=2 ) — £,312  +4,845 + 0,03 + 0,09 0,04 -+0,12 -+ 0,00 — 0,01
(lm ) " » » » -+ 0’71 +0,54 —‘14,67 +10,’]0
(2 —1"} + 3,477 + 3,34 + 0,36 — 0,26 —o0,13 +0,09 — 4,79 — 3,50
P—~1) + 4,911 — 4,658 — 0,16 — 0,14 + 0,05 +o0,01 + 0,13 — 0,38
(3 —2”) » » » i » v ~ 0,01 -4 0,0./’,
[lm+ ') » » » » » » -+ 0,12 — 0,08
(3 lm) v » » » » » —_— 0,35 _ 0’25
(3”/ ) » » » » » » — 0,07 — 0,09
&ge d\ie
ARGUMENT, — e e e ARGUMENT., —— ="
24’ 2B Cosinus. Sinus. Sinus. Cosinus.
14 /4 ] ” " 14
(1"—1) + 0,23 — 0,19 + 0,12 — 0,08 (" y - 0,18 — 0,13
(»"—2) — 0,04 + 0,04 » » (2 —1") — 0,06 -+ 0,04
On tire de la :
av v
ARGUMENT . - ARGUMENY, — "=~
Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus.
v " ” 1
1 1) + 0,31 + 0,23 (l'”-- 2) -+ 0,02 -+ 0,02
2" 3) — 0,05 — 0,14 {(2"— 1) — 0,07 — 0,24
(l"’ ) + 0,01 + 0,03

En calculant la partie constante de R, on en tire, pour les variations se-
culaires des éléments,

2de=

(1)

d’out résulte
(2)

dp = — 0,000001¢,

do =

7
0",00007 ¢,

d9 = — 0" 00051¢,

0”,03021,

sin Y811 = — 0,000524¢,

00 = 0",0049t.

Enfin, la partie de d¢ proportionnelle au temps est

de = — 0”,0406¢.
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§ XX.

U ue reste plus qu’a calculer les perturbations que Jupiter éprouve de la
part des planetes inférieures. Ces perturbations sont trés-petites, et se ré-
duisent sensiblement 2 un seul terme, dépendant de la simple différence
des longitudes moyennes.

La quantité g étant, dans ces théories, trés-considérable par rapport aux
quantités b, il suffit de considérer les termes de d'/, de, edw dans lesquels
entre g. Si 'on pose

M =Msin(l' = 1), ae=Ncos(l'—2(+»),
d’ou
edws = — Nsin (' — 2/ + &),
on en conclura
dv = (M + aN)sin ('~ I).

Remarquons qu’en se servant de la méthode de M. Hamilton, on n'a a
calculer que des termes relatifs aux deux arguments (1'— 1), (1'— 2), tandis
que, dans le calcul par lellipse ordinaire, il faudrait tenir compte, en
outre, de 'argument (1'), qui fournit des termes du méme ordre de gran-
deur que les précédents.

Cela posé, en désignant Mars, la Terre et Vénus respectivement par m ,
,» m,, on trouve, pour les perturbations produites par ces planétes sur
Jupiter,

m

dv = o;/o'] sin ({, — 1)
+ 0,11 8in (I, — 1)
— 1)

Voici enfin le tableau des variations séculaires produites par ces planétes:

+ 0,07 sin (!

14

Mars, La Terre. Vénus. Mescure.

233 ” " » "

—— — 0,000 13 + 0,000 07 -+ 0,00001 ~+- 0,00001

o

e + 0,001 4 + 0,0092 -+ 0,004 t + 0,0002
—'t—sinysrl — 0,000 0748 » — 0,000163 — 0,000 026

de

—t— -+ 0,00001 » -+ 0,00001 »

3 /

- — 0,000 3 — 0,0092 -+ 0,0056 + 0,0004%

de

— + 0,0873 + 0,6335 + 0,551 + o0,1083

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(47)
§ XXI.

En réunissant les parties dues aux actions des différentes planétes, on
trouve, pour les variations séculaires du premier ordre des éléments de
Jupiter, '

2de = 0,5416¢, dw = 6,415 ¢,
dop = — 0,0749¢, 00 = 6,371t

Enfin, la partie de d'¢ proportionnelle au temps est
de = — 6",3749 ¢,
ce qui réduit la formule (2) du § XIV a

10°. da = — 20,3,

et la partic constante de d'r 4
10°.0r = — 2;

cette partie constante est donc négligeable.

§ XXII.

Il reste & calculer les perturbations du second ordre par rapport aux
masses. Les seules qui soient sensibles sont dues aux variations des élé-
ments de Jupiter et de Saturne. Il faut donc calculer d’abord les pertur-
bations principales des éléments de Saturne. Ce calcul se fera tres-simple-
ment au moyen des nombres déja obtenus.

L’'intégration de la méme fonction perturbatrice, différentiée par rapport
a2 l';, donne immédiatement les valeurs de J7’, da’, d; ¢’

On calcule, par les mémes moyens que ci-dessus, ¢, ¢, ¢'d, =’, ou, ce qui
revient au méme, les quantités A, B, A’, B’ relatives 4 Saturne, et I'on en
déduit la valeur de ¢, ¢.

On peut négliger, pour I'usage que nous nous proposons, les perturba-
tions d, ¢, d3 %', et, en général, tout ce qui dépend de Jy, JIT'.

Enfin, si Von fait mn'a’ = &, pour obtenir

¢ = nfkdt.a’D,.fR,
remarquons que, la fonction R étant homogeéne du degré — 1 par rapport

daetaa’,ona
aIDa’B = — R "—aDal{’
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d’ott Pon déduit, A cause de la valeur de ¢, ¢,
(1) 6‘.e’=--2k’fRdt—'%d“,e.

On trouve ainsi les valeurs suivantes, que nous dounerons par leurs

logarithmes :

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC

ol da D,D,d,¢
ARGUMENT. — — - —~ -
Sinus. Cosinus, Cosinus. Sinus. Sinus. Cosinus,
(o ) K v + 2,201 1 » . >
{v— 1) 4+ 1,919 — 0,782 4+ 3,2730 — 3,9047 + 1,1048 4+ 1,994 4
(22— 2) + 2,1306 — 1,96g0 + 3,4578 -+ 3,0882 — 2,1184 -+ 1,9604
{3—'3) + 1,508 4+ 1,646 — %923 — 3,086 — 1,801 — 2,01
(4—4) — 1,183 + 1,234 — 4,638 — -4_,‘700 + 1,814 — 1,863
(55— 5) — 0,949 — 0,702 - 1’449 =+ 2’17' + 1,784 + 1,542
(6 — 6) -+ 0,097 — o0,b51 » » — 1,100  + 1,65
(1 ) — 0,673 — 0,645 » » + 0,401 + 0,348
(v ) + 0,905 — 1,3032 + 3,0636 -+ 2,9432 ® T
(2— 1) 4+ 1,310 + 0,6556 + 5,509 —+ §,404 — 1,783 — 0,609
(2— 1) — 2,4855 + o,972 — 3,4265 — 3,0950 + 1,1156 -+ 0,883
(3_—2) — 0,083 — 0,379 + 5,617 — 5,742 + 0,552 -+ 0,8
(¥ 2) + 1,583 — 1,434 + §,9597 + 3,0704 — 1,242+ 1,{5
(4§—-3) — 0,314 + 1,747 + 5,753 + 5,309 + 1,015  — 0,465
(4£—3) + 1,393  + 1,004 + 4,813 — 7,501 — 1,872 — a8
(8 4) —o0,304 + 1,080 — 3,970 — 4,574 + 0,822  — 1,500
(6_5) —o0,797 — 1,83 — 4,345 + 6,964 + 1,536  — 1,009
VY—6) — 1,824 — 0,623 — 5,31t + 4,089 » .
(8. 7)  + 0,243 — 1,899 » » » .
(2 ) — 2,091 + 1,093 » » + 1,290 = 1,409
(v vy — 1,719 — 1,364 — 6,718  + 6,380 -+ 1,602  + 1,00
(3. ) -4 2,970 + 1,260 + 7,964 + 6,967' — n,4o1  — 1,733
(o ) — 1,129 — 0,244 + 5,560  + 4,004 L "
(3 _ 1) — 17,3865 <+ 1,1361 + 4,8636 + 4,3800 0,33g1 — 1,314
; g:\. 2) 4+ 0,36 — ;5350 + 5,8659 + Gyhr + 1,949 4+ 0,930
— 3)  + 0,942 — 0,094 + 4,385 4+ 5,126 — 0,900 4+ 0,292
(6 4) +osiho  + 0598 +5,53 —7,18 — 0,58 — 0,8



( 49)

o da! D,D, 3, ¢
ARGUMENT. ~ - ~- ~ - e
Sinus. Cosinus, Cosinus. Sinus. Sinus, Cosinus.
(7—5) — 0,300 + 0,067 — 5,863 — 5,555 + 0,917 — 0,743
(8—9) — 1,068 — 1,996 — 5,48 + 5,586 + 0,81+ 0,817
(g—17) + 1,695 — 71,820 + 5,314 + 5,383 — 0,697 + 0,840
(24 1) — 2,645 + 2,20 — 7,806 — 7,159 + 2,638 — 2,31
(3 ) — 2,921  — 1,104 — 6,296 + 6,938 » »
(§= 1) -+ 2,290 — 2,083 + 5.556 <+ 5,410 + 1,325 — 1,241
(§—2) — 3,0134 — 3,3886 + 3,0394 — 3,4ogo + 1,706 + 1,764
(6= 3) + 0,4219 — 0,3224 + 5,812 + 5,634 — 1,962  + 0,018
(7— §) + 1,090 + 1,914 = + 5,445 —35,457 — 0,208 — 0,018
(8—5) — 1,494 + 1,989 —35,151 — 53 + 1,6 — 0,319
(9—6) ~— 1,612 — 1,124 — 5,173 ~+ 6,807 + 0,368 + 1,75
(10'—17) — 2,26 — 1,43 — 6,340 + 5,021 — 2,5 + 0,39
(5— 1) =+ 3,36 — 2,405 + 6,307 4+ 6,498 + 2,016 — 2,500
(6—2) — 2,078 — 1,161 + 5,00 —~6,805 -+ 2,006 - 2,3%
(7—3) + o,1700 — 0,519 + 5,25f -+ 5,593 — 2,388+ 1,314
(8—4) + 1,597 + 2,82 + 5,084 —86,474 — 1,503 + 3,765
(g— §) » + 1,164 — 7,96 — 6,80 — 2,82  — 1,594
(8—3) + 2,72 — 1,960 — 7,641 — 6,686 + 2,072+ 2,389
(= 4) + 0,429 — 0,441 — 6,740 — 6,955 » ’
(3—3) — o0,0850 — 0,215 — 5481 + 5,63y + 1,9373 -+ 0,0044
(3=2") — 11,0515 + 0,266 — 5,2100 — 5,4328 <+ T,0802 — 1,504
(§—3") + 2,915 — 2,660 —6,46f —86,297 — 1,119 + 2,836
(3—y) -+ 1,3130 — 1,1392 — 55528 — 35,3992 — 2,3272 + 2,2236
dye’ dye’
ARGUMENT.  ———am— ARGUMENT.
Cosinus, Sinus. Cosinus. Sious.

(1~ 1) — 1,755 -+ 0,387 (3'— 2) — 1,42 — 1,552

{2'— 2) — 1,940 — f,57o

(3—3 — 1,415 -+ 1,538 3—1) — 1,346 — 2,862

(4—4) + 1,120 + 1,182 @—2) — 2,348 — 1,256

(") — 1,546 — 7,425

(@—1) 4+ 1,008 -+ 1,559 5—2) — 1,521 + 1,891

&
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ARGUMENT.
(v'— 1)
(2~ 2)
(¥—3)
(4— 4)
(5—5)
(6—6)
- )
()
(2— 1)
(2/— 1)
(3—2)
(3— 2)
(4— %)
(§— 3)
(5—4)
(5—4)
(6'—5)
(2 )
(v+ 1)
(3— 1)
(2" )
(3= 1)
(4~ 2)
(5~ 3)
(6~ 4)
{7—8)
(8—6)
(9—17)
{1'+ 2)
(2'+ 1)
(3 )
(4— 1)
(85— 2)

(

50)

A
0’247

7,96!
1,726

0,153

3,743
7,783

TR

l

0,181
2,4116
0,577
0,598
0,307
1,9320
0,150

1,297
0,008
0,975
— 0,753

|+ + 4+ 4+ 4

|+

1,340
5,825
1,090
1,165 2
1,767 9
1,427 2
1,2133
0,303
0,633

— 1,620

|

bt

+

0,092

— 2,325
— 1,206
;,712
0,685 6
— 1,5586

+ o+
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o+

+ 1

o+t

4o+t

B

0,674
0,587
0,262
1,363
7,987
1,188

0,875
1,601
0,202
0,658
0,439
1,563 3
0"94
1,436
1,771
1,027
0,397

2,990
0,381
1,175
0,0326

‘1,194 1

1,647 8
0,894 1
0,913
7,21
0,380
1,652

3,826
1,259
2"47
1,835
2,484 9

— 1,931

—+-



( 51)

ARGUMENT. ~ ] R
A B A B
(6'— 3) + 0,8578  + 1,736 » »
(7—4) + 1,930  — 0,488 » .
(8- 5) — 0,193 — 1,808 » .
(99— 6) — 1,800 + 1,928 » »
(10— 9)  + 1,588 + 1,665 . ,
{ 4’ ) — ;,459 + 1,004 » .o
(86— 1) -+ 1,510 + 1,304 » ,
(6'— 2) + 1,8296 — o,1619 » »
(7—3) + 0,5504  + 0,3925 » »
(8—4)  + 1,86  — 1,860 . r
(9= 38)  — 1,473 — 1,647 » .
(10— 6) — 1,477 + 1,093 » »
(1'—17) 4+ 2,714 + 1,310 » .
(77— 2)  + 2,974 — 2,788 » .
(8—3) — 1,366 — 1,655 ) ,
(9— 4) + 1,560 — 1,003 » v
(vo'— §)  — 1,874 — 1,196 . »
(3"—3) - ;a734 + ;,374 — 2,410 — 2,855
(37— 2) — 0,106 2 + 0,1726 » »
(4— 3" — 2,989 — 1,146 . .
(3"— ') + o0,6g20 -+ o0,9421 » »
(3 ) — 2,616 — 3,329 » ,

Enfin, _
logdle'= — 1,132, loge " = 2,48.

§ XXIIL

Les inégalités du moyen mouvement dépendalit du carré de la force

g
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perturbatrice sont données par la formule

Dl =
(1) 34n (D;R.8. + D, Dy R.3/)
() + (¥ DR + 22 D,D,9,¢) da
k
+ 2k p,D,de.dar

(111)

+ 34n (D,;D,R de + D, D R d=)
+ 3/n(D,DyR.d¢ + D, Dy R.Oa).

On sait, par le théoréme de I'invariabilité des grands axes, que cette
expression ne renferme aucun terme constant.

De plus, si 'on excepte le terme

(1) _‘i‘ﬁD,R.aa,

il est aisé de voir que les perturbations des éléments autres que le moyen
mouvement, correspondant & un argument donné p, ne produisent dans
D‘ aucun terine dépendant de 'argument double 2 p.

En effet, supposons qu’on choisisse pour constantes arbitraires celles
dont les variations sont données par les formules les plus simples, et
dont j’ai déja fait usage pour démontrer le théoréme de Vinvariabilité des
grands axes. Soient &, &’ deux constantes conjuguées, relatives soit a la
planete troublée, soit a une autre planéte quelconque. En mettant de coté

la partie gqui dépend de la variation des moyens mouvements, D; { se
compose de parties de la forme

D} ¢ = 3k2 (D, D,Rda + D, D, R.dx").

Par la propriété des constantes conjuguées, d2, 0>’ sgnt données par des
équations de la forme

(2) du =fD,:R dt, du = ——f])aR.dt.

Pour amener 'argument a p, il faudrait combiner avec les termes de da,
do’ qui dépendent de p, les termes de D, Da R, D; D R qui dépendent du
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méme argument. Soit, pour abréger,
(3) p=pt+p, p=in—in
Sil'on pose
dx= Mcosp + Nsinp, da'= M sinp+ N cosp,
la formule (2) donnera, pour Vargument p,
D, D,R= —ipda, D,;DyR=ipda,

et, en substituant ces valeurs dans D} {, on a deux termes qui se dé-
truisent.

§ XXIV.

(I). Calculons d’abord le terme provenant de la variation d7, et relatif
au double de I'argument p. Soit, en adoptant la notation (3) du para-
graphe précédent,

R = Acosp + Bsinp,

d’on
3itn .
N = — - (A sinp — B cosp).
On a, pour la perturbation du second ordre,
(1) ag_:_9";’;"’[(A=_B=)simp-—aABcosnp].

Pour avoir la perturbation provenant de d¢’, il suffira de multiplier la
valeur précédente par
inK A
ihn

On obtient ainsi les inégalités suivantes. Nous désignerons par le signe %
la partie qui provient de la variation des éléments de Jupiter, et par le
signe B celle qui provient de la variation des éléments de Saturne.

i /n b
ARGUMENT. ~ e —— ~ .-
Sinus. Cosinus. Sinus, Cosinus.
" ” L n”
(2' _..2) -+ 0,02 — 0,01 -+ 0,02 — 0,01
(4 —2) » » — 0,02 — 0,02

(10— 4) + 1,01 — 1,05 -+ 6,22 ~ 6,50
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Soit maintenant un autre argument ¢, tel que
g=vt+v, v=jn—jn.
Si 'on combine le terme de ¢ relatif & I’argument g,

(A) ¢! = Msing + N cosgq,

avec le terme précédent de R relatif & Pargument p, il en résulte pour 97 la
valeur

(a) dz::z_(?f_{l;?[( AM + BN)sin(p + ¢) + (AN — BM) cos(p -+ ¢)]
(3) %[(~AM+BN)sm(p—q)+(AN+BM)cos(p—q)].

Pour obtenir le résultat de la double combinaison (p, ¢), on changera i
en j, on supposera A, B relatifs 4 ¢, et M, N relatifs & p, et enfin on chan-
gera de signe le coefficient de sin(p — ¢).

Sila formule (A) représente ¢ au lien de ¢/, on changera, dans les for-
mules (2) et (3), i en i7'. On obtiendra ainsi la valeur suivante :

L7 b
ARGUMENT.
Sinus, Cosinus. Sinus. Cosinus.
14 " 14 ”
(1V— 1) + 0,00 + 0,04 + 0,01 + 0,20
(2 — 2) + 0,02 — 0,01 + 0,02 ~— 0,01
v ) — 0,03 — 0,08 — 0,17 — 0,15
(2'=— 1) + 0,07 + 0,06 + 0,71 + 0,57
(3—2) ~+ 0,01 + 0,03 -+ 0,02 + 0,08
{4+ 1) + 0,03 + 0,03 + 0,10 — 0,10
(2 ) — 0,04 + 0,07 — 0.15 + 0,27
(3—1) -+ 0,06 — 0,22 + 0,20 — 1,06
(4— 2) » » — 0,00 + 0,04
{6 — 4) — 0,02 + 0,01 » »
{ l,+ 2 ) » » -+ 0’04 - 0,07
(2= 1) + 0,08 + 0,02 + 0,19 + 0,05
{3 ) — 0,01 + 0,28 — 0,00 -+ 0,43
(4 — 1) + 0,49 — 0,09 + r,'xg — 0,22
(§'—2) — 0,15 + 3,15 — 3,83 +16,33
(6'— 3) — 0,44 + 0,31 — 1,08 + 0,76
(7"— ¢4) + 0,14 + 0,13 4+ 0,33 + 0,31
(8—5) — 0,05 + 0,07 — 0,10 + 0,17
(9'— 6) v » — 0,09 — 0,03
(77— 3) — 0,22 — 0,2 — 1,11 — 0,98
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e b
ARGUMENT. . . .
Sinus. Cosinus, Sinus. Cosinus.
14 " 14 ’ "
(8—4) + 0,09 + 0,02 4+ 0,32 + 0,13
( 9"5 ) M » —_— 0,0l -+ 0,|3
(8—-3) — uv,02 — 0,03 — 0,18 — 0,21
(9'—4) » " + 0,29 — 0,08
(10" —5) » » + 0,02 + 0,07
( 3" —6' +2) — 0,00 — 0,07 — 0,81 4+ 2,20
§ XXV.
(IT). Considérons le terme
k
- G—I‘IDIR . &a.

Si 'on prend le terme de da relatif & Pargument p avec le terme de D,R

relatif au méme argument, il en résultera dans ¢ un terme relatif a ’argu-
ment 2 p. Soit

da= Acosp+ Bsinp.
Le terme en question sera
(l) 0y = B t(A.a B?) sin 2p — QABecosap}.

En mettant cette formule en nombres, on a

w
ARGUMENT.
Sinus. Cosinus.
"
(2 —2) -+ 0,02 - 0501
(10' —4) — 0,01t “+ 0,01

En combinant deux arguments différents p, ¢, et posant, pour le second,
da =Ccosqg+ Dsing,

il vient, en faisant la double combinaison,
3n .
" ¢ = ;;r(—y:“){(AC BD) sin (p + ¢) — (AD 4~ BC)cos(p + ¢}

+ g@‘:v—){(Ac +BP)sin(p — q) +(AD — BC)cos (p — ¢)}-
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On en tire :
(7
ARGUMENT. -
Sinus. Cosinus.
n
(r'—1) + o”,oo ~+ 0,01
(2'—1) + 0,02 + 0,02
(5—2) + 0,03 + 0,08

Pour calculer les autres parties de 'équation (2), on formera les valeurs
de D, D, d,¢, D,D, 0, ¢, et, en posant

D, D, ¢ ¢=Asinp+Bcosp, da=Mcosq -+ Nsing,

on aura
3) o= — W[(AM-!—BN)sm(p+q)+( AN + BM) cos(p+q)}
—4m{(AM“BN)Sin(P—‘])+(AN+BM)cos(p—-q)},

et, si I’on fait ensuite
D,D.d,¢ =Asinp+Bcosq, da' = Mcosq + Nsing,
3% .
f¥a
On aura égard & la double combinaison comme dans le paragraphe
précédent.

il suffira de remplacer, dans la formule précédente, Za Par

On trouve ainsi les inégalités suivantes :

/n b
ARGUMENT.
Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus.
" n ” ”
('—1) — 0,02 — 0,08 — 0,13 — 0,66
(2'—2) <+ 0,01 — 0,0t + 0,02 — 0,01
{1 ) — 0,01 + 0,02 — 0,06 -+ 0,12
{2/ — 1) — 0,11 — 0,13 — 1,15 — 0,01
{3'—2) + 0,01 — 0,01 ", y
(3'—1) — 0,02 — 0,01 — o,06 -+ 0,00
(§/—1) — 0,01 — 0,00 + 0,05 — 0,01
{8 —2) — 0,54 — 1,88 —13,35 —17,77
{6/'—3) 0,01 — 0,01 + 0,05 — 0,03

-+
(3"—6'+2) + 0,02 — 0,06 — 0,32 + 2,37
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§ XXVI

(IIT). Posons, comme au § VII,
d,e= (A~ A')cosp+ (B+B')sinp,
edw = (A— A')sinp — (B—B')cosp,

et désignons par C, D, C/, D' les quantités analogues aA,B, A, B,etre
latives & I’argument ¢q. On a d’abord

D,D,R=~ 7DD, d5 = — £[(A—A)sinp — (B —B)cosP)
DD, R= — ;D,D, ¢, e =L [(A + A')cosp -+ (B+ B') sinp):
On voit, d’aprés la forme de ces valeurs, que la double combinaison (77 )
introduira dans D; { la quantité
— o ad e+ L0 edm —L20,md,e+ LI, 00,0
=—; (ip —-jv)(o‘,,zque — d,ed,w).

En développant cette quantité et intégrant, on trouve

(o= 2RI (A N (p— g+ (it s ) cos(p—9)]

3nfip—jv AC’ — BD' AD’ — BC
2) - ((l:l:'”){) ( AC+BD )SID(P+q) (+A’D+B’ \)COS(P+q)]

Pour avoir égard a la partie ¢, e, posons
¢y e = C’ cosq + D" sing.

1l viendra, en négligeant les parties secondaires dans les dérivées,

3) o= ——iﬂ‘—— . [(AC”"+ BD")sin(p — q) + (AD"— BC") cos(p — q)]

3”!{.1. ”__ ” . — ] " .
Py st [(AC"— BD")sin(p + p) —~ (AD"+-BC )cos(p'—}-q_)]

Pour appliquer ces formules aux variations des éléments de Saturne, il

suffit de multiplier les valeurs précédentes par :,
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En réunissant les résultats donnss par les formules (l)y (2), (3), on
trouve :

g b
ARGUMENT. ~
Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus.
(v'—1) - 0”,02 — 0:07 — 0”,04 - 0',09
(2'—2) — 0,03 + 0,02 — 0,15 -+ 0,06
(3'—3) + 0,03 — 0,01 » »
(r ) — 0,17 + 0,09 — 0,30 + 0,11
(2'~—1) — 0,26 — 0,31 4+ 0,20 — o,m
(3'—2) + 0,01 — 0,02 — 0,03 + 0,06
(V'+ 1) + o0.01 -+ 0,01 + 0,09 -+ 0,09
(2> ) — 0,03 + 0,05 — 0,21 + 0,37
(3—1) — o, — 0,24 + 0,11 — 0,02
(4'—2) + 0,00 — 0,02 + 0,00 + 0,06
(6/—2) — 1,88 — 2,93 — 0,37 ~ 0,27
(3"—6'+2) + 0,00 + 0,21 +10,62 — 5,68
§ XXVIIL

La perturbation du second ordre de la longitude de I’époque est donnée
par la formule
D,:=

(1) D;D,c. 0l + D, D,c. 00
(1) + [—— ;’;D,e.d‘a+2m’n.aD,,(aD,,R)]d‘a+akDar(aDaR).d‘a'
(ITL) + (D, D,e.de + D, D,c.dm) + Dy Dye. d e + Dy D, e.dw').

(I). Si 'on pose
D; D, = A sinp +- Bcosp, /= Msing + Ncosg,

on aura, pour la partie correspondante de de,

(1) de= -2(;—_{”) [(— AM + BN)sin(p + q) — (AN 42 BM) cos(p + ¢)]

+ 2(9‘_v) [(. AM + BN)sin(p — ¢) — (AN — BM) cos(p — ¢} |-

La méme formule servira en remplacant D, D, ¢ par Dy D, ¢, &/ par ¢/".

Ces formules founrmssent la valeur suivante :
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v b
ARGUMENT. : o —
Sinus. Cusinus. Sinus. Cosinus.
(V—1) —+ o",oo + 01;01 -+ o",oo + o",m,
(v ) ~ 0,01 + 0,07 — 0,19 4+ 0,22
(2/—1) ~+ 0,04 + 0,04 + 0,13 + o,1g
(3 —2) + 0,04 — 0,01 — 0,02 — 0,09
(U+1) <+ 0,03 + 0,03 — 0,01 — 0,15
{ 2/ ) — 0,04 + 0,05 — 0,14 + 0,14
{3—1) — 0,13 — 0,16 — 0,61 — 0,31
( §'— 2) » » — 0,09 + 0,03
( 1'+42) » » + 0,07 — 0,15
(2"+1) + 0,11 4 o0,02 + 0,26 4- 0,06
(3 ) — 0,00 + 0,17 — 0,01 + o0,4!
(4 —1) — 0,40 + 0,08 — 0,68 + o,19
{5 —2) » » +- 0,22 — 0,12
{6'—3) + 0,35 — 0,24 + 0,8 — 0,60
{7—4) -+ 0,12 + 0,12 + 0,31 -+ 0,29
{8—5) — 0,06 + 0,09 — 0,14 + 0,22
(g—6) — 0,06 — 0,02 — 0,16 —. 0,05
(10'——7) » v -+ 0,01 — 0,10
(6 —2) » » <+ o,08 -+ 0,00
{(7—3) + 0,05 — o414 4 0,25 — 0,70
(8 —4) + 0,06 + 0,01 + 0,23 + 0,02
(9g—~5) + 0,00 ~+- 0,05 + 0,01 + 0,15
(8 -~3) » » + 0,04 + 0,10
(9 —4) » » + 0,09 — 0,06
(10'—5) » » + 0,03 + 0,04
(10’ —4) » » — 0,10 + 0,26
{ 3"—~6'+ 2) u ) -+ 0,08 -+ o,00

. . 1 . . " .
(I1}. Le premier terme - D¢ & @ ne fournit aucune inégalité sensible.

Pour calculer le second terme, on commencera par former la quantité

aD,(aD,R). On I’'obtient en formant, an moyen des nombres b, 0,...,
(ui ont servi au calcul de 2 D, R, le tableau des nombres

w7, F=aF 4T,

!

:/)

b ]|
|

= F,

et en substituant ensuite ces nombres dans Vexpression de R 4 la place
¢
_
4°°

ded, b, b”,.... On trouve ainsi, en remplagant g par
h..
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kD, (aD, R)

"Da(aDnR)

ARGUMENT. - . ARGUMENT. e~ —.
Cosinus, Sinus. Cosinus, Sinus.
(6 ) — o0,3268 , (r )  + 1,510 — 560
(—1) — 1,023 - 0,595 (v ) — 71,644 — 1,809
(2'—2) + 0,693 + 0,342 (2— 1) 4+ 1,092 + 1,248
(3'—3) + 0,445 — 0,584 {28—1) — 0,029 + 1,636
(4—4)  — 0,398  — 0,443 (3%—1)  — 1,281+ 1,03
(5'—5) — 0,375 + 0,137

Cela posé, en faisant
m'na{aD,R)= A cosp + Bsinp, da= M cosq + Nsing,

on a, pour la partie correspondante de d'c,

) 6‘5-'=FI—_H§(AM"BN)Sin(p—Fq)——(AN+BM)cos(p+q)}
+ —— | (AM + BN) sin(p — q) + (AN - BM)cos(p — ¢)}.

On formera ensuite, 4 I'aide du tablean précédent, un tableau de la va-
leur de la quantité

kDy (aD,R)= — 5| D,e + kaD, (aD,R)},

et I'on substituera, dans la formule (2), cette quantité & la quantité
kD,(aD,R), etla quantité da’ & da. On trouvera ainsi,

1t ) b
ARGUMENT. e —— e ARGUMENT. e
Sinus, Cosinus, Sinus. Cosinus, Sinus. Cosinus-
n " 14 " P " "
(1'— 1) — 0,01 — 0,02 — 0,09 — 0,99 (1 ) + 0,10 — 0,13
(2'— 2) » » 4+ 0,30 — 0,15 (@—1) =~ 0,07 — o0,
(3'— 3) » » 4+ 0,08 4+ o,11 (3—1) 4 0,11 — 0,00

(111). Pour calculer la partie (I11), on formnera la quantité

%DthE = Asinp + B cosp,

qui se déduit des nombres qui ont servi au calcul de d,¢ par le méme pro-

cédé que DR de ceux qui ont servi au calcul de R. Alors, en se bornant
a la partie principale,

DD, e = A cosp — Bsinp.
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En posant ensuite

de = Mcosg + Nsing,
on en tirera

(3) de= f71__7{(1\1\4—131\1) sin (p — q) -+ (AN - BM) cos (p — ¢)}.
On remplacera ensuite, dans cette formule,
%D,,D,e par :—JDuD,s, de par de.

On trouve ainsi Ja valeur suivante :

b
ARGUMENT. L4 o ——
Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus,
" i ” L4
(1'— 1) — 0,04 — 0,23 -+ 0,05 4+ 0,11
(2'— 25 — 0,01 — 0,03 — 0,17 + 0,06
) — 0,03 + 0,00 — 0,10 + o,11
(2'— 1) — 0,01 ~+ 0,00 + 0,10 -+ 0,32
(3'—2) » » — 0,05 + o,01
'+ 1) » » + 0,11 + 0,11
2" ) —~ 0,03 + 0,04 — 0,14 + 0,24
(3'— 1) — 0,20 — 0,07 — 1,8  — 0,44
4 — 2) — 0,01 -+ 0,08 -~ 0,02 + 0,25
(5'— 2) + 0,05 + 0,13 -+ 0,00 + 0,31
§ XXVIII.

Nous calculerons directement la perturbation de la longitude vraie ré-
sultant des variations du second ordre des éléments e, &, €/, @',
Posons L
w=7de+Jy—1edm, o =de—y—1edwm.

On aura, en ne considérant que le premier terme de I'équation du centre,

—_ —Ty=: TV
(1) d‘vz\/——l(wc T’/——w’c v )
On calculera dw a Faide de la formule
D,w=
(1) D, D,w.0/ + DyD,w.d 7
(11} + D, D,w.da+ DyD,».da

() + (D, D,w.de -+ Dy D, w.0w) + (DyD, w.d¢ + Do D, w.03").
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On aura ensuite D, w’ par le changement de signe de v—1.
(1). Posons
pdye = (A + A')cosp + (B + B')sin p,
pedw = (A — A')sinp — (B — B') cosp,
d’ou ’on tire
DD = — i[(A = By=1)e?™ + (A + By 1) e |.
Si Pon fait de plus

¢l =Mcosq + Nsing,
on en conclura

Dot % [(AN=BM)+y=1(—AM—-BN)|c ‘”*""’i‘%
2 4 [(A'N ~B'M) + "/'____—‘( A'M +B’N)]C'“’+") Y3
L z [AN+BM)+y=1( AM—BN)]c (-9~ }
+ [(A'N 4+ BM) + y =1 (— &'M + BN)|c-P-2"="
Or,sil’ona
Do = (K+Ly=r1)c™"= + (K'+- L'y—=1)c-™',
on en conclura, par la formule (1),
) dv = ’%[-—Lsin(mt-—T)+Kcos(mt~—T)]
2

+ %[— L’sin(mt + T) — K'cos(mt + T)].
Donc

g+ AN —BM)cos(p+¢q—T) ]
A1)
—+ (— A’N 5- B'M)cos(p + ¢ + T) |
(=AM +BN)sin(p—q—T)]

{+( AN —+—BM)cos(p--([—T)
; [ ( AM—PBN)sin(p—g+T)]

+—__

B= | 4 (— AN — B'M)cos(p — ¢ + T) |

dom i ( AM+BN)sm(p+q-—T)'1
=i

(=

(—

l~.

—+

[

Si I'on veut tenir compte da second termne de I'équation du centre, On

. 5¢
changera, dans cette formule, T en 2T, et on la multipliera par G
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En supposant p = ¢, la seconde ligne de la valeur de D, fait connaitre
les variations séculaires du second ordre de ¢ et de ».
Pour avoir la partie provenant de &', on changera, dans les formules
précédentes, ien — i’
On trouve ainsi, pour les variations périodiques de la longitude vraie :

: (/7 b
ARGUMENT. -
Sinus, Cosinus. Siaus. Cosinus.
1 " 14 "

(v— 1) » » + 0,00 -+ 0,02
{ 2'— 2) + 0,04 + 0,02 + 0,297 — 0,13
{ 33— 3) » » — 0,02 — 0,03
(v ) + 0,02 — 0,02 — 0,04 + 0,10
( V—2) + 0,02 + 0,03 ~+ 0,14 + 0,16
(3— 2) v » — 0,05 — 0,20
{ 4—3) — 0,04 + o,01 — 0,18 + 0,08
( 5 — 4) » » —_ 0,04 — 0,08
(2 ) " » — 0,22 -+ 0,17
{ v+ 1) — 0,10 — 0,09 — 0,51 — 0,46
( 1 — 3) » » _— 0,06 —+- 0,14
(28 ) — 0,07 + 0,14 — 0,60 + 1,00
(3= 1) -+ 0,00 — 0,04 — 0,13 — 0,05
(55— 3) — 0,03  — 0,27 + 1,19 — 1,99
( 6/— 4) — 0,02 + o,01 + 0,05 — 0,03
(77— 5) — 0,03 — 0,03 — 0,16 — 0,15
( 8 — 6) » » + 0,03 — 0,05
{1+ 2) » » — 0,15 + 0,30
(24 1) — 0,19 — 0,04 — 0,79 + 0,23
(¥ ) + 0,01 — 0,65 + 0,06 - 3,16
( 4— 1) + 0,19 — 0,04 — 0,79 + 0,14
(65— 2) -+ 0,02 + 0,06 » »
(6'—3) — 0,20 + 0,14 + 0,59 — 0,41
(7—4) — 0,51 — 0,49 — 2,66 — 2,50
( 8—5) + 0,11 — 0,18 + 0,49 — 0,66
(9'—6) + 0,12+ 0,04 + 0,35 + 0,08
(10'— 7) — 0,01 + 0,06 — 0,03 + 0,22
( 3+ 1) » » + 0,00 — 0,19
(4 ) » » — 0,07 ~+ 0,01
(77— 3) v » + 0,08  — 0,13
(8- 4 + 0,13 -+ 0,03 + 0,96 + 0,23
(9'—5) + o,o01 — 0,15 -+ 0,03 — 0,73
(10— 6) » » + 0,07 + 0,13
(10'— 5) + 0,19 + 0,36 + 1,16 + 2,18
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et pour les variations séculaires des éléments,
1 de= 0",00644t, edw = 0”,0058q¢,
b de=o ,03182¢, edw=o0,02700¢
§ XXIX.
(I1). Sil'on pose

— ;—aD,e+ ;;—eDg D;e = (B <4 B')sinp + (A + A')cosp,

—z-l;eD,w + D—Ia D.D,e =(B — B')cosp— (A — A')sin p,
da = N cosp + Msinp,
il suffira de remplacer / par I'unité dans la formule (3) du paragraphe
précédent,

On remplacera ensuite dans ces formules, en négligeant la partie secon-
daire,

I 1 I
da par o‘a’,—;—a-D,e—l——n—éDﬁD,e par —m(zeD,e+DnD,s).

n
P

On trouve de cette maniére, pour les inégalités périodiques :

ARGUMENT. f-—‘.aw\_’\ P -
Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus.
(t'— 1) 0 _ 5" — 0,”15 —_ o',}';l
(2'— 2) — 0,06 + 0,03 — 2,00 + 0,97
(3'— 3) » » — 0,28 — 0,37
(4'_ 4) » » -+ 0,10 — 0,11 7
(5'— 5) » u 4 0,06 + 0,04
(1'— 2) » » — o0,al — 0,04
(2~ 3) » » — 0,08 ~+ 0,04
(3'— 2) » » + 0,32 — 0,32
4— 3) + o,01 — 0,02 — 0,16 — 0,12
(65— 4) » » <+ 0,09 — o,10
(2’ ) » » -+ 0,00 — 0,02
(4'— 2) » » — 0,00+ — 0,02
(5'— 3) — 0,03 + 0,09 “+ 2,09 — 0,27
(3 ) — 0,00 + o,n2 -+ 0,00 <+ 0,13
4'— ) » » 4 0,06 — 0,02
(6'— 3) » » ~+ 0,05 — 0,04
(77— 4) — 0,02 — 0,02 — 0,14 — 0,12
(8— %) v » —+ 0,01 — 0,03
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et pour les variations séculaires,
M de=0",00106¢,
h de=o0 ,00178¢,

edw = 0",000061,
edw = 0 ,007361,

§ XXX.

(Ii1). Considérons d’abord les termes provenant de la partie principale
de la fonction perturbatrice, et posons
R=2Cefcos(pt — gw)=21,
D;R=2gCefsin(pt — gw)=32gV,
eD,R=2gCefcos(pt —gm)=232gL.
On aura
A.
Die=-2gV, D= — -L;,Z;, U.
L.a perturbation du second ordre de e sera donnée par la formule

: k . .
D,e=D,D,e.de+ l)gl),e.d‘zx:f—ﬂd‘cZg(g —1)V—-dz2g’U

YV—edo3g(g—1)U] +%D,.(d‘w)’;

et, de méme,

k k . .
])lmz—; d‘cZg(g——’z)U—;d‘mZg’V
:—-ﬁ,[d‘ez’g(g— U+ edw2g(g— l)V:‘ —:r.D,(d‘ed‘n).

En ne considérant d'abord gne les derniers termes de chaque expression,

on a
eds = — dedw.

L partie du second ordre de la perturbation d'¢ a pour expression
Poe=0D,v.0% + Dgv.MP?w + ;D,,’v. (de)?*+ D.Dyv.dedw
—|—£ Dg . (dw).

En prenant ¢ = 2e sin T, et substituant les valeurs précédentes de d*¢, ¢,
les différents termes de cette expression se détruisent. On voit donc qu’on

'
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peut se dispenser d’avoir égard, dans le calcul de dv, aux terwes du second

degré par rapport 4 de, d=, pourvu qu'on réduise les valeurs précédentes
de D;e, D, a leurs premiers termes.

Si 'on pose maintenant
k .
=2g(g—1)U=Acosp+ Bsinp,
w=(M=Ny=1)et"~" + (M'+ Ny=1) 9",

on en tirera

(1) dv= l:_v[(AM +BN )sin(p—g—T)+( AN —BM )cos(p—g—T)]

(2) -+ [(AM'— BN')sin(p+¢—T)+(—AN' —BM') cos( p+g—T)}.

ptv

Pour avoir égard a la double combinaison ( p, ¢), il faut ensuite sup-
poser A, B relatifs 4 Pargument ¢, et M, N, M’, N’, 4 argument p. La for-
mule (1) devient alors

(1) dv=

)sin(p—qg—+T)— (AN —BM)cos(p — q-+T)].

Les variations séculaires sont données par la formule
dw=t[(AN — BM) — y—1 (AM + BN)].
Pour avoir égard, dans les dérivées, 4 la partie secondaire de R, soit
U= Cef cos(put — hw + p').
En désignant, ponr abréger, par (&, 8) la quantité ¢ cos p + {3 sin p, et en

posant

‘k(g—n =( B), —z<h—g =(, B),

52g(—NU=(a,f), 3h(g—1)U=(a", ),
on trouve, aprés avoir supprimé les parties qui se détruisent dans % ¢,

(—ﬁ"—« V=) (0P — o) }
+(—p —1) (

B R SR
*3¢ §+<-a—@~¢ =)

cP"-—T_*_ c“P‘/——‘)

PV _ o=V

(
(67" 4 =)
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En n'ayant égard qu'aux parties principales de de, edw, et posant

;-(a+a'+a”'+a”’):A, %([5+ﬁ’+[3”+(5”’)=l!,
flavo—a—a)=N, (E+F—fF—f)=F,
fla—dd—a) =N, [(B-F+F—F)=W

pla—o —oa'+a) = A" (f—F—F+F)=F,
il vient
Dio=1{ AN — BM +y—1(— AM — BN) }c“"‘”"—_‘
+ | A’.N—B’M+\/—-|( A'M + B'N)
+ { — AN = B'M + = (— A’M + B'N) | crrn*=¥
+ | —A'N—-B'M+y—1( A"M—B"N)
d’ott on tire, par la formule (2) du § XXVIII,
( AM + BN )sin(p—q¢—T)
1))
)

}c—”’"‘”""_‘

} o (V=1

d‘v:_?'_.
p—

+( AN — BM)cos(p—¢—T

L2 (—AM— BN)sin(p—¢qg~+T
, F—"%—i—(-—A'N—i—B’M)cus( —q+T)
(3) 2 (—A"M + B"N)sin(p + g —T)
+H+”{ {—A'N — B”M)cos(p%—(/— )

2 (—A"M +B"N)sin(p+q+T)

+m{ ( A"N+B"M)cos(p+¢qg+T)

Pour avoir égard a la double combinaison (p, ¢}, on supposera ensuite,
dans ces formules, A, B, A’, B,... relatifs & ’'argument g, et M, N 4 'argu-
ment” p, en changeant, dans les deux premieres lignes le signe de T et
celui du coefficient du cosinus.

Les variations séculaires sont données par la formule
" ’ 14 - —_ " w " "
(%) 3w:1{<5—’;—°‘—N — B Ea) 4 \/_1(— LS " e “:F‘ N)%

Pour avoir égard anx variations des éléments de Saturne, soit, pour 12
partie principale,

R=3U=3Cese* cos(pt—ga g'a + ).
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On remplacera, dans les formules (1), (2), (1'),
é,Zg (g—1U par e—i',—zgg’U; de,dm par de,dw.
Soit enfin, pour la partie secondaire,

U= Cefe” cos (pt —ho — o' +p');
on posera

" ’ ' “ ’ t 14
A‘ t " 4 k ’ " "
288 U =(a", £, ;ZghU:(a,{B).

En rassemblant les valeurs fournies par ces diverses formules, on a, pour
les inégalités périodiques :

Y 5]

ARGUMENT. —— e~

Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus.

" ” ” 14

(r'—1) — 0,05 — 0,12 -+ 0,01 + 0,18
(2'— 2) — 0,10 + 0,06 + 0,19 — 0,25
(3'—3) ~+ 0,00 — 0,01 + 0,13 + 0,19
@—4) : : — 0,09 -+ 0,10
(5’-—- 5) » » —_— 0,06 4 0,04
() — 0,03 -+ 0,00 » ]
(8'— 2) » ¥ — 0,12 + 0,08
(4'— 3) » » -+ 0,20 + 0,04
(5'— §) " » — 0,09 + 0,08
(v 1) — 0,07 — 0,09 — 0,52 — 0,47
(" ) — 0,12 + 0,20 — 0,77 + 1,30
{3'—1) — 0,04 + 0,02 — 0,27 — 0,09
(4'—2) » v -+ 0,00 + 0,01
(56— 3) + 0,32 — 0,02 — 1,30 + 0,17
(6'— 4) » » + 0,01 — 0,05
(1'+4 2) » » — 0,03 — 0,03
(2'+ I) » » — 0,05 -+ 0,08

et pour les variations séculaires :

% dJde=0"00921¢, edws=0",002977,
b de=0,026224, edw=o0,01977L.
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§ XXXI.

En rassemblant les inégalités calculées dans les sept paragraphes préce-
dents, on trouve, pour les inégalilés applicables a la longitude moyenne :

al
ARGUMENT. e ——— e
Sinus. Cosinus.
(5 —2) ——19:’80 — 2l:91
(10" — §) + 9,2 — 7,28
( 3"—6'+ 2) + 9,61 — 1,04

et pour les inégalités applicables a la longitude vraie :

dv dv.
ARGUMENT. ARGUMENT. T — s
Sinus, Cosinus. Sinus, Cosinus.
('—1) —_ o,"/;6 — 2:,19 (8—6) + o;/o3 — 01:05
( 2'—2) — 1,64 -+ 0,60 ( V'+2) — 0,09 -+ 0,05
( 3—3) — 0,06 — 0,13 (24 1) — 0,39 — 0,04
(4—4) + 0,03 — 0,03 (3 ) + 0,05 — 2,3
(5'—35) + 0,00 + 0,08 (4 — 1) -~ 0,18 + 0,03
(" ) — 0,99 + 0,46 ([ 6/— 3) -+ 0,20 — 0,12
( — 2) -+ 0"5 -+ 0"5 ( 7’— 4) - 214‘ - 2724
(2'—1) — 0,33 — 1,15 (8—35) + 0,26 — 0,32
(2'—3) — 0,08 -+ 0,04 (9'—6) + 0,16 + 0,02
( 3—2) + 0,14 — 0,39 (10'—9) — 0,03 + 0,18
{ §—3) — 0,17 — 0,01 ( 3+1) + 0,00 — 0,19
( 5—4) — 0,04 — 0,10 (4 ) — 0,07 -+ 0,01
(2 ) — 0,22 -+ 0,17 (5—1) + 0,05 — 0,05
(V+1) — 0,84 — 1,09 ( 6/— 2) + 0,08 + 0,00
(1'—3) — 0,06 + 0,14 (7'—3) — 0,97 — 2,25
(20 ) — 2,34 + 3,88 ( 8—4) + 1,79  + 0,44
(3—~1) — 2,88 — 2,69 (9—5) + 0,04 — 0,55
( §—2) — 0,13 + 0,47 (10'— 6) + 0,09 + 0,13
@) -+ 2,22 — 2,31 { 8—3) — 0,16 — 0,14
(6—4) - 0,04 — 0,07 (9'—4) + 0,36 — 0,14
(7—5) — 0,19 — 0,18 (1o'— 5) + 1,40 + 2,65

Enfin on a, pour les variations séculaires du second ordre,
ade =0"1531¢t dz = 1”,328¢
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Réunissant ces valeurs a celles du premier ordre, on a

2de = 0",6946¢t, dw=17",7431.

§ XXXII.

Nous aurons besoin de connaitre les variations séculaires des éléiments de
Saturne. Nous les prendrons dans les Additions a la Connaissance des
temps pour 1844, avec de légéres nodifications, 4 cause des valeurs diffé-

rentes que nous avons adoptées pour les masses, et du facteur 1 + ——par

lequel il faut multiplier les valeurs dounnées par Pellipse ordinaire pour
passer a l'ellipse de M. Hamilton.

En considérant I'action de Neptune sur Saturne, on trouve qu’il faut
ajouter aux valeurs en question les suivantes,
2de = — 0",0004¢t, Jdw'= 0",085¢,
dp,== — 0,0008¢, &§;=— 0,030t

En calculant enfin, par les formules des §§ XXVIII, XXIX, XXX, la
partie dépendant du carré de la force perturbatrice, on trouve

ade = — 0",2778¢, dv' = 3",374¢.
Réunissant ces différentes parties, nous trouverons
ade' = —1",3994t, O’ = 20",174¢
doi= —o0,1430¢t, 9= — 19,0
Pour obteair la partie des variations séculaires de I'excentricité et du pé-
rihélie proportionnelle au carré du temps, nous calculerons la partie prin-
cipale des variations séculaires en mettant successivement pour e, w, ¢, &

leurs valeurs en 1800 et en 2000, puis prenant la différence et la divisant
par 4oo. On trouve de cette manicere,

de = 0%,265400¢, dm = 6”,22102¢,

0’ = —0,5509945¢, dv' = 16,0064461¢,
= 0,262842¢, dw = 6,30679¢,

de= — 0,5545201t, du' = 16,14541¢.

Eu 1800, {

En 2000, {
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On en conclut

13 " 12 "

;De= — 0”,00 000 640, ;D@ =0"0002144,
11y, . ID’ ,

;D, e = — 0,000011 34, 5D 5= 0,0002024.

Au moyen de ces formules, on trouvera, pour les valeurs des éléments,
ex 2500 e 2800,
e 0,0488216, 0,0494656,
s 12°13 3%, 13° 20 157,
¢ 0,0544407, 0,0527033,
o’ 91°37"18", 9f° 4y’ 56"
On a enfin, pour 2300,
p=1°%17. 65, 0= g6°30".29",
¢=2.28.24,4, §'=109.17.41",
d’out

log si11%7:5,038752'z, =193 17"

§ XXXII.

Nous allons calculer les changements qu’éprouvent les principales inéga-
lités de la longitude de Jupiter, par suite des variations séculaires des élé-
ments. Nous ferons ce calcul pour les inégalités les plus considérables dont
la partie principale dépend des excentricités. Ce sont celles qui répondent
aux arguments

(2'— 1), (3—a), (5'—3).
Calculons, en nous bornant aux parlies principales, les variations des él¢-

ments dont elles dépendent, pour les anunées 1800 et 2300. On forme ainsi
le tableau suivant :
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EN 1800. EN 300.
ARGUMENT. : ; - ~ -
Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus
14 14 " "

(2'—1) + 91,013 — 43,142 + 94,669 — 37,979
Pid g (3'—2) — 10,119 + 13,260 — 10,585 + 12,697
L (5'—3) — 1,973 + 0,118 — 1,942 + 0,002
(2'—1) + 39,834 + 35,3g5 + 39,250 + 35,842
e % (3'—2) — 5,322+ 10,379 — 58,752 + 9,835
(6"—3) — 1,642 -+ 0,504 — 1,658 -+ 0,403
(2'— ) — 2,667 <+ 1,320 — 3,126 + 1,190
8.6 { (3'—2) — 0,317 — 0,43 — 0,284 — 0,480
(5'—3) + 0,025 — 0,103 + 0,036 — o,101

A B A B
(2 ) — 3,810 + 3,g01 — 3,746 + 3,944
3,(:: t3'—1) + 16,036 <+ 22,041 + 16,008 + 21,445
(5'—2) + 176,509 + 6,982 + 75,439 4+ 2,319

M’ N’ N’ N’
(M, N} (2'—2) — 2,493 — 2,179 ~ 2,462 — 2,221

On en conclat :

Sinus. Cosinus. Sinus. Cosinus.
(2'—1) + 133”,207 — o,:804 + 135':823 -+ 41,1700
6‘«){ (3'—2) — 47,830 <+ 67,288 — 50,437 + 64,912
(5'~-3) — 156,608 + 14,483 — 154,440  + 4,943

En réduisant chaque terme a la forme

Leos(i'T"—iT + A,‘,
il vient :

kv 1800: BN 300.
ARGUMENT - - —
L A L A
4 o ’ v ” ° ¥
(2'—1) 133,209 — o0.20.45 135,904 1.58.55
(3’ —2) 82,556 125.24.18 82,202  127.50.55
(5'—3) 157,276 174 .42.59 154,519 178.10. 1

Prenant la diftérence des valeurs de chaque quantité et la divisant par 500,
ajoutant ensuite a D, A la quantité — i'D, ="+ (D, w, 1l vient :

Argument. Variation annuelle du coefticient. Variation annuclle de argument.
14 J/
(2'—1) + 0,0056 - 15, é5
’
(3'—2) — ©0,0007 — 27,44
(5'—3) — o0,0055 — 52,81
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§ XXXIV.

Pour la grande inégalité dc Jupiter, il faut pousser I'approximation

plus loin.
En posant, d’apres les notations de Laplace,

R = P'cos{5!' — 2l) + Psin (§I' — 2)),

la partie provenant des variations séculaires, qu’il faut ajouter au moyen
mouvement, est donnée par la formuale snivante, ou 5n' — 2n = p.,

, 2 pp-3pip
6 in “ e . .
- — . . . sin (50 — 21)
“ |+ ¢(np+iDip) 4 laDlp
o = , L
o | = 2D =2Dip
+ == ¥ ¥ \ | \ cos (50 — 2.
¢ +t<D,P—;’D,P’>+;tQD,P

Nous appliquerons cette formule compléte a la partie principale de la
grande inégalité, savoir a celle qui dépend des produits de trois dimen-
sions des excentricités. Pour la partic secondaire, dans laquelle nous
comprendrons tous les termes dépendants des inclinaisons, nous néglige-

rons les dérivées secondes.
On trouve, pour la partie principale,

EN 1800 N 2300 EN 2800
10" = — 1062871, — 1026484, — 976258,
10'°P = 58648, — 145879, — 319911,

d’ou I'on conclut, en mettant les logarithunes au lien des nombres,
D, P'= g,77036, D{P'= 12,74318,
D, P =— 8,64300, D;P = 11,08628.

En posant, pour abréger,
M= Asin(50' — 2l)+ Beos (50" — ol ,,

on trouve, au moyen de ces valeurs,
A= 129",431 — 0”,00511 ¢t — 0",0000282 13,
B 24,283 — 0 ,46430¢ 4 0 ,0000022 7.
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On trouve ensuite, pour la partie secondaire,

en 1800 BN 2300
10'° P’ = — 8585,5, — 10359,4,
10°P = 5196,7, . 7800,7,
d’ou
D, P =— 5,54996, D, P ——-To,71667,
et, par suite,
A = — 1”494 + 0",00362 ¢,
B= 1,018+ 0,00531 ¢

Pour la perturbation principale de la longitude de I’époque, on a

exy 1800 rN 9300
10°. 2ka.D,P’' = — 116739, — 106474,
10°. 2ka. D, P = — 43375, — 063483,

d’'ou Von tire
2ka.D, D, P’ = 531239, 2ka.D,D,P = — 560440,

et, par suite,
A = 0",0028g¢t, B = 0",00565¢.

Enfin on trouve, pour la partie d,¢,

ex 1800 en 2300
A= 0,06739, 0",2948,
B= —1,7243, — 1,7976,

d’ou, en prenant les variations annuelles,
A = — 0",00076¢, B = — 0",00015¢.
Réunissant maintenant les valeurs ¢/ données aux §§ X1V et XXXI, et
introduisant les longitudes moyennes au lieu des anomalies moyennes,

on trouve
A = 1065",60, B = 86"01.

Les valeurs complétes de A et de B sont donc

A = 1193",53 — 0”,08936 ¢ — 0",000028212,
B= 62,74 — 0,45348 ¢+ o ,00006221¢2,
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§ XXXV.

Il ne reste plus qu’a mettre les inégalités de la longitude et de la latitude
sous la forme
Lsin (i’ — il -+ A),

et celle du rayon vecteur sous la forme

Lecos(i'l! — il + A).

On trouvera ainsi, pour les variations applicables a la longitude
moyenne, en reprenant les notations usitées généralement pour les di-
verses planetes :

Argument, Cocfficient. Angle ajouté a V'argument.
_ 1195:’18 3‘.’ 0 33"
50— 2 —  0,09737 ¢* — 86,546 ¢
+  o0,0000250 ¢ + o0,015902 ¢*
tolt — 4 8,63 189.33
30— I 2 1 9,66 3.53

Les inégalités applicables & la longitude vraie sont :

Argument. Coefficient. Angle ajouté a Fargument.
ro— 781,’98 : 110228
20" — 2 199,16 181.14. o
30 — 30 18,00 194.55. 20
41r — 41 3,45 162. 20
51 — 507 1,60 210.10
61" — 6 0.36 150,11

Al — 0,14 162. 36

r 12,30 45.39 50
ro— a2l 5,44 16.28.40
oo g { 131,09 192.32.58

> + o0.0056¢ — 15,85¢
2" — 3 12,48 190.56 44
300 — alv ; B SZ:i?:O? ) 24'-:”-2‘344{
300 — 410 1,29 77. 2

furr — 3 15,29 65.17. o
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Argument. Coelficient. Angle ajouté & I'argnment.
4 — 5pv 01138 164 . 1,
50 — 40 10,50 72.45.10
51" — 60 0,15 167.319
618 — 51 0,80 55 .40
70 — 607 0,28 55.35
20 0,31 120.30
ro— 1,66 107.12
ro—3n 0,48 39. 5
2l 5,88 242 29.40
2" — 4 0,81 200.27
r — by 10,38 59.57 .50
3 —b5n 0,10 194.1
410 — 21w 17,38 121.24.50
156,65 123.48.10
S —3m — 0:0055t i 52,81 ¢
61" — 407 1,53 305. 2
=50 0,41 2g2. 6
8 —6nv 0,17 300.18
207 4 I 0,42 5.58
3 2,93 15. 3.40
45 — I 0,53 121.29
6" — 31 1,94 1.44
nIF —4iIv 1,70 0.29
81 — 5pv 0,22 11.22
3 — v 0,19 35i.49
500 — 0,44 344 .18
68 —apv 0,13 357 45
" — 307 1,80 336.34
8 — 40 1,41 65.32
9lv — 51 0,43 328. §
8Ir —3n 0,21 261.29
glr — 41 0,39 300. o
100" — 50 2,58 306.18
Fe— p 0,88 0.22.30
207 — 2 1v 0,48 184. 5
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Argument. Coefficient. Angle ajouté a 'argument.
14 o ’ "

m 0,30 286.43

20— b 0,51 192.42

LYAL— L 0,14, 6.44
M 0,39 0. 7

2" — v 0,15 178. 14

LY MR [ 0,25 16g. 6
U 0,11 0. 0

Inégalités du rayon vecteur :

Argument.

r—_
20— 20
3— 307
4Ir— 4~

I

N— 20
2l'— Y
20— 317
3— 2
47— 30
50— 41y
21"
415— 207
50— 31
50— 21v

[négalités de la latitude :

Argument.

AP 13

2lV— 2 %Y
v
'— 2
2l — [
KRYAC Y AM
fI— 31

Coelflicient.

0,000 65
0,002 82
0,000 30
0,000 07
0,000 08
0,000 06
0,000 29
0,000 13
0,000 89
0,000 24
0,000 12
0,000 08
0,000 10

0,001 98

0,000 23

Coefficient.

14
0,13

0,22
0,54

0,26

o

1 35
181. 6.40
188 16
192.34
203.18
20.12
189.53
189.56
241 .50
63.56
THE.EL.
10. 2
126. 19
42.18.10
206. 4

e g

127.12
318.42
233 33
125 .49
233.35
233.38
198.22
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Argument. Coefficient.  Angle ajouté a l'argument.
v o 4
§5— 4007 0,20 116. 8
IACTE (A 0,12 268.48
2l 0,39 88.36,
41— 207 0,16 122.47
50— 31 3,69 121, 1
50— apv 0,15 28q.54

Vu et approuvé,
Le 7 juillet 1855.
Le Doven pe LA FacuLTE DES SCIENCES,

MILNE. EDWARDS.

Permis d'imprimer,
Le 7 juillet 1855,
Le Vice-Recteur pE L’AcaptMie pe Paris,

CAYX.

PAKIS. — IMPRIMERIE DE MALLET-BACUELIER,
rue du Jardinet, 13
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