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PREMIERE THESE.

SUR LES INTEGRALES

DES

FQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEATRES

A COEFFICIENTS RATIONNELS.

1. La théorie des équations différentielles linéaires a été étudiée parti-
culitrement en Allemagne depuis quelques années. En 1866, M. Fuchs a
publié un premier Mémoire (Journal de Crelle, t. 66) sur les équations diffé-
rentielles linéaires i coefficients uniformes, dans lequel il a examiné les pro-
priétés des intégrales et en a déduit des formes remarquables de ces inté-
grales pour les valeurs singulieres de la variable x. Parmi ces intégrales, il
a désigné comme régulieres celles qui peuvent s’exprimer par des séries, sui-
vant les puissances positives de # — a, a étant une valeur singuliere de 1'é-
quation, et a déterminé quelles sont les équations dont toutes les intégrales
sont régulieres. MM. Thomé et Frobenius ont publi¢ divers Mémoires sur
cette question (Journal de Crelle, t. 74 et suiv.); ils sont arrivés, par des
méthodes différentes, i déterminer dans quels cas une équation différen-
tielle peut avoir des intégrales régulieres. M. Thomé a généralis¢ la ques-
tion en étudiant les intégrales de forme normale. Malheureusement, les
intégrales régulieres et normales sont exprimées par des séries, et, dans la
plupart des cas, on ne sait pas si ces séries sont convergentes; dans quel-
ques cas particuliers seulement, on peut savoir si les intégrales régulieres
ou normales existent réellement. ‘

M. Fuchs a étudié les équations différentielles du second ordre dont les
F. I
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intégrales sont algébriques (Journal de Crelle, t. 81), et M. Jordan a gé-
néralisé la question en considérant des équations d’un ordre quelconque.
Enfin M. Thomé a publié plusieurs Mémoires dans lesquels il étudie di-
verses questions relatives & la réductibilité des équations différentielles
linéaires et examine une classe particuliere de ces équations.

Dans le présent Mémoire, nous étudierons les équations différentielles
linéaires & coefficients rationnels; on peut ramener ces équations a la forme

dm v dm—1y dm—2 y
Ll L SO L Vi,
0 drxm 1 dyrm—1! ' 2 dpm—2

l)

= ol Pm—l )/ —+ Pm]’ =0,

4y
dx
les coefficients P étant des fonctions entieres de x.

Toutefois la plupart des résultats auxquels nous arriverons peuvent s’ap-
pliquer sans difficulté aux équations différentielles linéaires dont les coeffi-
cients restent uniformes pour des valeurs déterminées de la variable.

Dans la premiére Partie, nous rappellerons les principes fondamentaux
de la théorie des équations différentielles linéaires. Dans la seconde Partie,
nous déterminerons les formes que I'on peut donner aux intégrales lorsque
la variable prend des.valeurs représentées par les points d’une courbe
fermée déterminée. La troisieme Partie est relative a I’étude des intégrales
régulieres, et nous conduit & examiner quelques classes particulieres d’é-
quations différentielles. Dans la quatrieme Partie, nous étudierons les inté-
grales de forme normale. Enfin, dans la cinquieme Partie, nous examinerons
quelques problemes relatifs & la réductibilité des équations différentielles
linéaires.

2. Soit I’équation différentielle linéaire homogene

. dm'y B duz~1 y N dm— 2'),‘
(I) I 0 m +k 1 =1 i 2 m—2
dx dx dx

4. +Pry—=o,

les coefficients P étant des fonctions de « uniformes et continues, au moins
pour des valeurs de x représentées par les points intérieurs & une courbe
fermée.

Si les fonctions de x, vy, ¥4, ..., ¥, vérifient cette équation, la fone-
tion ¢, y, -+ €, ¥, +...~+¢,y, sera aussi une intégrale,c,, c,, ..., ¢, étant
des constantes arbitraires.

On dit que ces » fonctions sont linéairement indépendantes s’il n’existe
aucun systeme de valeurs dec,, Coyn.rsCyy pour lequele,y, + .y, +... ¢, ¥n
soit identiquement nul, sauf le systeme ¢, = ¢, = ... =¢, = o.
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(3)
Si ces n fonctions sont linéairement indépendantes, le déterminant dif-
férentiel

Vi Yi v Y, |
d,?'l dy, dyn

dx dax dx

&y, @y .,

da dr dx
(sz—ij/l d,-z—1],2 ([n—l'y”
T AP L

est différent de zéro, et réciproquement. On le démontre en considérant
I'équation
G Y1 t+CYs+...+Chyn =0,

ct les équations obtenues en différentiant celle-ci n — 1 fois; on a n équa-
tions homogenes en ¢, ¢,, ..., ¢,, qui n’admettent pas de solutions diffé-
rentes de zéro si le déterminant n’est pas nul.

Tutorive. — L’équation différentielle (1) ne peut pas avoir plus de m inte-
grales linéairement indépendantes, et si y,, y,, ..., Yy, sont m integrales dis-
tnctes, toute intégrale peut se mettre sous la Jorme

C1Y1=CaYa .ot Cop¥me

En effet, si y,,., est une intégrale, en substituant ces m —+ 1 intégrales
dans I'équation (1), on aura m + 1 équations homogenes entre P,, P, ..
P, et en éliminant ces quantités, on en déduit

.3

.,),1 .72 UG )‘m ‘)‘/114—1
d}'[ ’«l_)"ﬁ d,]'u d,ym+l
dx dx dx dx
==,
d/n'},l dm',»a d’""V,,l m+1 ,ynH—l
dpm d£ m (Ll? m d.pm+1

ces m + 1 fonctions ne sont donc pas indépendantes, et 'on peut déter-
miner les constantes ¢ de fagon que

Ym+1 = C1 Y+ Co, Vi, ~Rleriiat= ConYms

Il suftit donc de connaitre 7 intégrales distinctes pour en déduire I'inté-
grale générale. Un systeme de 7 intégrales indépendantes se nomme sys-
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téme fondamental. S'il existe un systeme fondamental d’intégrales y,, y., ...,
Ym» on peut en former un autre en prenant 7z intégrales de la forme

01]1—*_02)/2 -+ '_I_cnz}/m

données par m systemes de valeurs des constantes ¢, et le nouveau systeme
sera fondamental si le déterminant desm? constantes c est différent de zéro;
car le déterminant différentiel du second systeme d’intégrales est égal au
déterminant du premier systeme multipli¢ par le déterminant des con-
stantes.

3. Nous allons voir comment on peut obtenir les intégrales de I'équa-
tion (1) sous forme de séries.

TuioriME. — St les coefficients P de I'équation (1) restent uniformes, finis et
continus pour toutes les valeurs de x représentées par les points intérieurs & un
cercle, et sile premier coefficient P, ne s'annule pour aucune de ces valeurs de x,
l'équation differentielle (1) sera verifice par une fonction de x uniforme et con-
tinue pour les mémes valeurs de x, les valeurs de cette fonction et de ses m — 1
prenueres derivées etant arbitraires pour la valeur x = a qui est représeniée par
le centre du cercle considere.

En effet, divisons le premier membre de I’équation (1) par P,, et posons

P, Py - Pn
Po = 915 Po — qay  ceey PO — qmy

on aura I’équation

dam ¥ dm—1 dm—2 %
(2) %’T,LZQ1WT.?I+%W+-~-+(]”J’,

les coefficients ¢ restant uniformes, finis et continus, pourvu que le module
de (x — a) reste inférieur au rayon R du cercle donné.

Représentons par y,, ¥i» Yur «.., ¥o" les valeurs de y et de ses m — 1
premiéres dérivées pour x = a, nous supposons ces m quantités choisies
arbitrairement. L’équation (2) donnera la valeur de la dérivée y'™ et les au-
tres dérivées s’obtiendront en posant « = a dans les équations obtenues en
différentiant I’équation (2). On aura, en général,

; Y& =gy (pgh+ q) Y

3 2 o =
( ) ( +[&‘U’2—291+“q;+(]3 -}/(Cin+u_3)+"'+q(l%)ya,

a étant remplacé par @ dans tous les coefficients.
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On formera la série

1)

,y(!
v (@)l ...
1.2...11( ) ’

() y=yet+yuz—a)+I(@z—ap+.. .+
qui sera une intégrale de 'équation (1), pourvu qu’elle soit convergente.
Pour établir cette convergence, supposons les coefficients ¢ développés en
séries, suivant les puissances de  — a, sous la forme

xr—a L — A\ x— a\"
(11,4/10—1—/L1T—|—/z2<—ﬁ—> +...+/l,L<T> “+ ..

ces séries sont convergentes pourvu que le module de « — a reste inférieur
ou égal au nombre fixe R; par suite, les coefficients %,, %,, ..., &, ont
des modules qui sont tous finis; soit M, un nombre supérieur a tous ces mo-
dules. De méme, soit M, une limite supéricure des modules des coefficients
des termes de la série qui représente ¢,; et soient My, M,, ..., M,, les quan-
tités analogues pour ¢, ¢., ..., ¢,. Considérons I'équation
m / m—1 ~ I—9) f
(3 0) = e+ g g b g
P—

R R TR

I —

s I i N x — a\" -
S1 Uon remplace ———— par la série Z <T> » on pourra développer
I - T b n=20
R
les intégrales de I'équation (2 bis) sous la forme (4)

! ~(n)

lv‘;(x—a)2+...+———‘[ ;“ n(x——a)"_—)—...,

(4bis) 5=3a+3,(x —a)+
les coefficients étant déterminés par ’équation générale

‘ z(:u—pv): :(tizz—l—gfl)Ml_}_ <AU'%% - 1\12>52n+p.—?)
(3 bis) ¢

4 p(p—1) 2M, . _le—lz

2 Rz PR

13200 M,
l{y‘ ~ae.

+ M, | i T

Les coefficients de 2+, ..., =, sont tous réels et supérieurs aux mo-
dules des coefficients correspondants de I’équation (3), car on a, en gé-
néral,

Ma

ln

1.0 <02 > mod ¢ (a).
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(6)
Done, si z,, z,, ..., zi"" sont réels positifs et supérieurs aux modules de
Yas Vi «oos Yo=Y, on en déduira

s ==mod yr, st mod pet, L. st mod e,

a 2

et si la série (4 bis) est convergente, la série (4) sera également conver-
gente.

Pour démontrer la convergence de la série (4 bis), nous allons la former
par une autre méthode. Multiplions les deux membres de I'équation (2 bis)

T — Q . C o . . ) o
par 1 — —p—> puis différentions p.fois I'équation obtenue et posons = a;

on aura
gl — [% ik Ml> gl - My gl M, 5,
N
Cette équation détermine les coefficients de la série (4 bis), et I’on voit que
tous les coefficients sont réels et positifs.
Le rapport d’un terme au précédent est
‘3(71—‘ (]

— ——(x — a).
(m —+ ) st ( )

A partir d’'un ordre déterminé, les valeurs des dérivées de z pour @ = a
croissent constamment; car, si p. est assez grand pour que E +M,>1, on
aura

~lm+1) ~lm—+—1) mlma=U4-1) ~lm4-.)
5 > 5 B =y # Tk,

et ainsi de suite. Ces valeurs augmentent donc constamment, a partir de la
dérivée dont ordre m =+ p. — 1 est supérieur 8 R — M, R +m —1.
D’autre part, on a

syt pMR M, s M, =P

= - — —
S (m - 1) R(m 4+ p) =t & st m —+ . ge?

i Zlm4-—2) =
5 " 2 9 a a
si . est assez grand, les rapports s ERLR

a1 et, sip.augmente indéfinimentles termes du second membre, tendent vers

=lm—+p.)

2

S (et o)

seront tous inférieurs

zlm%ﬁpfl)
a
(@—a)

A . u 3 P Q 1 ¢ o
zéro, sauf le premier qui tend vers - Donc le rapport

a pour limite ——

2 ot la série (4 bus) est convergente si mod (x — a) <R.

Remarque. — La série (4) contient 7 constantes arbitraires qui sont les
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(7)

valeurs de ya, Y., Yo «oes ¥ V1 cette série donne donc I'intégrale générale
de I’équation (1).

4. Silon choisit les valeurs de y et de ses 2 — 1 premieres dérivées pour
x = a, I'intégrale sera completement déterminée; et, si la variable © varie
de @ jusqu’a b, d’une fagon continue, en ne passant que par des valeurs pour
lesquelles les coefficients P de 'équation (1) restent uniformes, finis et con-
tinus, le coefficient P, n’étant jamais nul, 'intégrale y sera déterminée
pour x = b.

En effet, figurons la courbe, dont les points représentent les valeurs que
prend x successivement. '

Lintégrale y peut étre développée en série, suivant les puissances de
( — a), pourvu que le point qui représente x reste intérieur & un cercle
de centre a. Soit «, ( fig. 1) une valeur de x, représentée par un point de la

Fig. 1.
Pl el
i e
/ b
o)
> s /

| ~ /
\ =
\ a 7
A / /
X /
\\ ,/ -

7 A
/ ,///" = xz\\ /
/ N 1 ¥
/ \ T\ o
/ \ 1 v
4

courbe ab intérieur i ce cercle, pour x = @, les valeurs de y et de ses dé¢-
rivées seront déterminées, ce qui permet de développer y en série, suivant
les puissances de (z — a,), pour les valeurs de @ représentées par les points
intérieurs a un cercle de centre a,; on en déduit les valeurs de y et de ses
dérivées pour une nouvelle valeur , de «, et ainsi de suite. Les cercles de
convergence des différentes séries doivent étre compris entierement dans
une portion du plan limitée par une courbe fermée X, dont les points repré-
sentent les valeurs de a, pour lesquelles les coefficients P cessent d’étre
uniformes, finis et continus, le premier P, ne s’annulant pour aucun des
points intérieurs a cette courbe. On pourra toujours choisir les valeurs 2,
#,, ..., de facon a arriver jusqu’a b, et la fonction y sera déterminée pour

X — b.
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Nous appellerons valeurs singulieres de « celles pour lesquelles 'un au
moins des coefficients P de 1’équation (1) cesse d’étre uniforme, fini, ou con-
tinu, ainsi que les valeurs pour lesquelles P, devient nul. Une valeur singu-
licre de x sera représentée par un point singulier.

Si on remplace la courbe que décrit le point représentant « par une
autre qui puisse se ramener & la premiere d’'un mouvement continu, sans
jamais rencontrer de point singulier, les valeurs de la fonction y pour =0
seront les mémes, quelle que soit la courbe que décrit le point «.

Remarque. — Dans le cas ou les coefficients P sont des polyndmes entiers,
les valeurs singulieres de @ sont les racines de 1'équation Py = o3 si a est
une valeur non singuliére, on pourra développer toutes les intégrales en sé-
ries, suivant les puissances de (¥ — a), et les cercles de convergence de
ces séries passeront, en général, par le point singulier le plus rapproché du
point a. Cependant, il peut y avoir des intégrales particulicres, dont Ie
cercle de convergence passe par un autre point singulier, et renferme un
ou plusieurs points singuliers.

Pour calculer les coefficients des séries (4), il n’est pas nécessaire de
mettre I’équation sous la forme (2), on peut différentier directement I'équa-
tion donnée (1); chaque coefficient de la série est alors une fonction linéaire
d’un nombre déterminé de coefficients précédents.

5. Nous supposerons que les coefficients de I'équation (1) sont des fonc-
tions rationnelles entieres de la variable . Soit # = @ une racine de 'équa-
tion P, = o. Si I’on cherche a développer les intégrales, suivant les puis-
sances entieres de (x—a), on devra différentier successivement I'équation (1)
pour calculer les valeurs des dérivées de y pour x = a. On aura Iéquation
générale

| Pyt (P Py s [—““‘; Dy uPy o+ Py |y

(5)
(=0l — 1) p / Cu—
% _*__[&I,%__)Po’_‘_ E'<_‘U‘?—.).P’1_§_HP2+P3‘J‘}/ZHTH $i4.,,.=o0,
« étant remplacé par a dans tous les coefficients. Le premier terme P, est
nul; supposons que le premier coefficient, quine s’annule pas identique-
ment (quelle que soit la valeur de p.), soit celui de y" ™", ¢'est-a-dire que
pour & = a on aif
Py=—= By =P — —Pla—0; Pi=P =P —. . =B =0 ..

Pzr—?:P, —0; By =20,

n—2
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Il faut pour cela que
P,=(z—a)"q, Pi=(x—a)"'q, ..., Pay= (z — a@)qn-1

Gos Gis Gas -+vs o €t P, étant des polynomes en x, qui ne sont pas tous
nuls pour x = a.

On pourra choisir arbitrairement les valeurs de Y, Yor Yas - r Ja™ "3
les équations (5) pour y= o, 1, 2, ... détermineront successivement les va-
leurs des dérivées suivantes. Si le coefficient de y7**=" dans I’équation (3),
qui n’est pas identiquement nul, ne disparait pour aucune valeur entitre,
positive ou nulle, de ., les dérivées de y pour = a seront toutes détermi-
nées, et 'on pourra former la série (4), dans laquelle les m —n premiers
coefficients sont arbitraires. Cependant cette série ne donne pas toujours les
intégrales de 'équation (1); nous verrons, en effet, plus loin qu’elle est
souvent divergente, méme pour des valeurs tres petites de (v — a).

Le coefficient de y***— dans I'équation (5) peut s’annuler pour des va-
leurs particulieres de p. : la dérivée correspondante ne sera pas alors déter-
minée et pourra prendre une valeur arbitraire; mais on obtiendra une
équation entre les dérivées déja calculées, et, en se servant des équations
précédentes (5), on pourra former une équation linéaire entre y,, Vo 5 sy
ymr qui déterminera I'une de ces quantités en fonction des m —n —1
autres. En opérant de méme pour toutes les valeurs entiéres de p, qui
annulent le coefficient de y7**— dans (5), on voit que I'on peut choisir
arbitrairement les valeurs de y et de m —n —1 de ses dérivées pour
x = a; mais ces dérivées ne sont pas nécessairement les premieres.

Représentons par =, la puissance de (x — @)=, par laquelle il faut multi-

. . P o o
plier P, pour que I’expression obtenue ———— ne soit ni nulle ni infinie
(z—a)™
pour x = a. De méme, soient =, 7y, ..., 7nm les nombres analogues pour

les polynomes Py, P,, ..., P,. L’'un au moins de ces nombres devra étre
nul, car autrement on pourrait diviser tous les coefficients de I’équation (1)
par (x — a).

Formons les nombres =,, %, 1, %y 4+ 2, ..., T, +m, et s0it 7, - =n
le plus petit de ces nombres et le premier des plus petits s'il y ena plu-

sieurs égaux a n; on aura
mgzn —fB,

quel que soit £; par suite, les expressions

Po P, P, Pnﬂ
(x—a)"’ (ﬁ——a)"*" (x—a)"-z’ Uz —a

F. 2
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seront toutes entieres, et 'une au moins, “_—> n’est pas nulle pour

.

(z—a)

x = a. On peut done choisir arbitrairement les valeurs de y et de m —n — 1
de ses dérivées pour x = a, et en déduire une série de forme (4), qui sera
une intégrale de 1’équation (1), pourvu qu’elle soit convergente; cette série
contiendra, en général, m — n constantes arbitraires. Il y a donc, en gé-
néral, au plus m — n intégrales distinctes développables en séries suivant
les puissances positives de x — a.

Cependant, il y a des cas particuliers ot le nombre des intégrales déve-
loppables suivant les puissances positives de (z — a) est supérieur a (m — n),
si le coefficient de y!**=, dans I’équation (5), étant nul pour une valeur
entiere de p, I'équation correspondante est une conséquence des précé-
dentes; il faut, pour cela, qu’il existe, entre les coefficients P et leurs déri-
vées, m — n équations de condition qu’on pourrait former facilement.

Si n=1m, aucune intégrale de I’équation (r) ne pourra se développer
sous la forme (4). Pour cela, il faut que les nombres =y, =, +1, ..., %, + m

soient tous supérieurs a m — 1, et, par suite,
T2 m, ﬂlznl—la TR —9; " wwns Tp—qZLy Tp=—0,

est nul, car autrement aucun des nombres = ne serait nul.

Cependant il peut arriver que le coefficient de y¥, dans I'équation (5),
s'annule pour une valeur entiere positive de p.; dans ce cas particulier,
quoique n = m, I'équation (1) peut avoir une intégrale développable en

série suivant les puissances de (¢ — @); seulement, le premier terme de la

- J \ . : : < "
série sera :ﬂ_fi (& — a)*, p. étant la plus petite racine entiere positive de

—
o

I'équation

plp—1)...(p—m-+1) pun - plpe—1) o (p—m—+2) Pt ot g Py Py 05
1.2« oTIL 1.2...(m—1)

(L—1) .

car, si l'on pose y,= y, =y, =...= y¥ =0, y* ayant une valeur arbi-
traire, les o premieres équations (5) seront vérifiées, les autres déterniine-
ront des dérivées suivantes.

Remarque. — Les résultats précédents peuvent s’appliquer dans le cas
olt les coefficients de 'équation (1) sont rationnels; les nombres =,, =,,
Ty -« .y T peuvent alors étre négatifs, si quelques-uns des coefficients sont
infinis pour z = a.
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Dans ce cas, on prendra pour n la valeur n = =, + o« — 7, =g étant le
plus petit des nombres =.

I

6. Nous avons vu comment on peut développer les intégrales de I'équa-
tion différentielle (1) a coefficients entiers, lorsque la variable « prend des
valeurs voisines d’une valeur non singuliere a. Nous allons examiner quelles
formes on pourra donner aux intégrales lorsque la valeur a est singuliere,
et plus généralement lorsque a prend des valeurs représentées par les
points d’'une courbe fermée arbitraire.

Soient ¥y, Yas -« Yms m intégrales de I’équation (1) linéairement indé-
pendantes; supposons que la variable x parte de la valeur non singuliere a
et revienne i cette valeur, la courbe dont les points représentent les valeurs
que prend successivement 2 ne passant par aucun point singulier, mais
pouvant en renfermer & I'intérieur. Les fonctions ¥,, ¥, -..» ¥m prendront
respectivement les nouvelles valeurs Y,, Y., ..., Y,, qui seront encore
intégrales de I’équation (1), et, comme I'intégrale générale est

01}’1 == 02,}’2 .. -+ Cm]'m,
on devra avoir identiquement

Y, =€y Y1+ Cia Yo+ Cis V3t o= Com Y

(6) Y, =cy Y1 Caz Yot Cas Y3t oo Com Yoms

\ Ym =Cm1Y1+ Cma)2 =y cm3)’3+ oot ConmYms
Cyi1s +vr Cm €tant m? constantes déterminées, et l'intégrale

Vzci}’1+02)’2+- - '+cmym

se changera en
Y=c¢Y,+cY,+...+ cm Yome

On peut choisir I'intégrale y ou les constantes ¢, Ca, - -+ 5 Cn» de facon que
la fonction y soit multipliée par une constante lorsque x varie de a jus-
qu'a a, d’apres les conditions précédentes, c¢’est-a-dire de facon que l'on
ait identiquement
Y =0wy,
» étant une constante.
En effet, remplacons Y et y par leurs valeurs, puis Y,, Yo, ..., Y, par
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les valeurs (6); on aura une équation linéaire entre y,, y,, ..., Y et,

comme ces fonctions sont distinctes, les 7 coefficients doivent étre nuls, ce

qui donne
€y €1+ Coy Co+Cyy C3-F oot Cpyy Cop= )Cy,

[
\ Cia Ci— Cay Co— Cy5 C3— oo Copy Cppy = W Cy,
(6 bis) { €3 €y~ Cy3 Cy—Caz C34. . .~ Cppg €= WC3,
R SR,
CimCy—+ CaypCo—t C3;pCs—+ v « = Copm Conp = W Cpy.
Ces équations déterminent c,, ¢,, ..., ¢,; mais, pour qu’elles soient compa-
tibles, il faut que le déterminant des inconnues soit nul

Cii— ®  Cy C3y cee G
Ci2 Caa— ) C3 <o+ Cmg

(7) Cis Cas Csg— 100 w5 Coms = @5
cl”l C‘.’.”l C3))L LR C/IZ”l —

Cette équation détermine w; les équations (6 bis) donnent ensuite des va-
leurs proportionnelles a ¢, ¢,, ..., ¢,, ce qui détermine I'intégrale y telle
que Y = oy. Cette équation (7) est toujours dumi®™® degré; on I’a nommée
équation fondamentale, relative au contour donné qui représente les valeurs
successives de x. Pour former I'équation (7), il suffit de connaitre les
m relations (6) qui lient y,, v,, ..., ¥, et leurs nouvelles valeurs Y,,
Y,, ..., Y,,; on y remplace Y, parwy,, Y, paroy,, ..., et Y,, par vy,,, puis on
élimine y,, ¥,, ..., ¥n entre les m équations linéaires obtenues. Nous re-
marquerons qu’il n’est pas nécessaire pour cela de résoudre les 7 relations
sous la forme (6).

7. TukoriME. — L’équation fondamentale (7) est indépendante du systéme
fondamental d’intégrales qui a servi a la former.

En effet, supposons que I'on remplace le systeme y,, ¥,, ..., ¥» parun
autre systeme fondamental u,, u,, ..., u,; les premieres intégrales seront
des fonctions linéaires des dernieres, et I’on aura

Y1 =bpyu, +bpuy 4.4l iy,
Y2 — bzl uy —+ b22 Uy +..ot bzmum’

Ym = bllll iy bmz Uy .. bmm U,

les termes & étant constants.
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Si le point qui représente  décrit la courbe donnée en revenant a la po-
sition initiale a, u,, u,, ..., &, prendront les nouvelles formes U,, U,, ...,
U,y €6 Y45 Yoy -+ oy ¥n s€ changeront en

Y, = by, U, + by, Uh ==t bun U,
) Y, =65 Up+ 023 U +.. .4 by Upyy

( Ym == bml Ul -+ bmz U2 St bmmUm-

En portant ces valeurs de y,, ¥s, «+vs ¥m» Y45 Yo, ...y Y, dans les équa-
tions (6), on aura les relations linéaires qui lient les fontions u,, u,, ...,
a leurs nouvelles valeurs U,, U,, ..., U,; et, pour former I’équation fonda-

mentale, on posera
U= ity (=1,2, . «n 72,

puis on éliminera u,, u,, ..., u, entre les équations ainsi déduites de (6).
Mais on obtient les mémes équations en posant d’abord

Y. = ® Yo

puis en remplacant partout y,, ¥, ..., ¥ en fonctionde u,, u,, ..., &y-

L’élimination des quantités « donnera une équation dont le premier
membre est le produit du déterminant (77) par le déterminant des con-
stantes b; ce dernier déterminant n’est pas nul, puisque les intégrales y,,
Yas ++vs ¥ forment un systeme fondamental. On voit donc que I'on retrouve
bien la méme équation fondamentale (7).

SiI’on modifie la courbe qui représente la variation de «, en la rempla-
cant par une autre courbe qui puisse se ramener & la premiere d’un mou-
vement continu sans rencontrer aucun point singulier, les nouvelles fonc-
tions Y,, Y,, ..., Y,, seront les mémes pour les deux courbes; par suite,
I’équation fondamentale sera la méme.

Ainsi I’équation fondamentale est indépendante du systeme d’intégrales
qui sert & la former, et de la courbe que décrit le point représentant la va-
riable «; elle dépend seulement des points singuliers compris a I'intérieur
de cette courbe.

8. A une racine simple o, de I'équation fondamentale correspond, pour
les rapports des constantes ¢, c,, ..., C,,, UD systeme unique de valeurs
donné par les équations (6 bis), car le déterminant des coefficients est nul
pour » = w,, et les déterminants mineurs d’ordre 72 — 1 ne sont pas tous
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nuls; en effet, la dérivée du déterminant (7) peut s’obtenir en prenant la
somme des dérivées partielles prises par rapport & chacune des lettres o, et
ces dérivées partielles sont des déterminants mineurs d’ordre (m —1);
done, si tous ces mineurs étaient nuls pour o = o, la dérivée du détermi-
nant (7), par rapport & o, serait nulle, et v, serait racine multiple de I'é-
quation (7). Par suite, si », est une racine simple de I’équation (7), on
aura un seul systeme de valeurs pour les rapports des constantes ¢,, ¢, ...,
¢y et I'on en déduira I'intégrale y telle que

Y= w1 Y.

Si I’équation fondamentale (7) n'a que des racines simples, il existera
m intégrales ¥, ¥a, -+, Ym, qui seront multipliées respectivement par les
constantes o,, w,, ..., v, lorsque le point qui représente la variable x dé-
crit la courbe considérée. Ces m intégrales forment un systeme fondamental ;
car, s'il existait une relation identique de la forme

C1 )1 + Ca Yo+ +CnYm—0,

en faisant décrire successivement  la variable la courbe donnée 7 — 1 fois,
on en déduirait les identités

01031}’1+020J2}’2 -+ --+mem}’m:0,

2 2 _
C101 )1 +Cwiyst+..  FCnOnYm =0,

m—

LTy + G s e Y =0,

et, en éliminant ¢, ¢y, -« .y Cimy

1 1§ 1 w - = I
wWq ()] @3 P ) )
o} 03 w3 ... wE | =o,
ot ot Pt ... enTt
ce qui est impossible si les 72 constantes o, w,, ..., v, sont différentes.

Si I’équation fondamentale a des racines multiples, le nombre des inté-
grales jouissant de la propriété précédente est inférieur a m, et elles ne
forment plus un systeme fondamental; nous allons chercher le systeme fon-
damental qui donne, dans ce cas, le mode de transformation le plus
simple.
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Soit w, une racine multiple d’ordre 1 de I’équation fondamentale (77 ); pour
cette valeur, les équations (6 bis) donneront en général les rapports des con-
stantes ¢,, ¢y, ..., ¢,,. Cependant, il peut arriver que les équations (6 bis) se
réduisent & 7 — 2, si tous les mineurs d’ordre 72 — 1 du déterminant (7)
s’annulent pour o = w,. Dans ce cas, deux au moins des constantes c,,
Cay - .., Cp sONt arbitraires et I'intégrale y n’est pas completement déter-
minée ; mais on peut toujours choisir un systeme de valeurs des constantes
qui vérifie les équations (6 bis), et en déduire 'intégraley telle que

Y=owy.
Dans le systeme fondamental y,, ¥., ..., Ym,» on peut remplacer I'une
des intégrales y, par

y=c1Y1+CYs+...+CnYm

et le nouveau systeme sera fondamental, pourvu que ¢, soit différent de zéro,
ce que l'on peut supposer, puisque I'une au moins des 7z constantes ¢ est
différente de zéro. Supposons donc que 1'on ait

Y, =01
Dans les équations (6 bus), on aura alors
Ciy — Wy, Cia—=Cj3=—=-«..=Ci;p =20,

et I’équation fondamentale devient

Wy — 0 Cy C3y TS D Cm1

o Coz — ®  C3q : .o s Cma

o} Cag Ca3—® ... Cpyz |=0O
o Cam Csm cer Com

ou
Cag — W C3 oo Cmo
Cas C33—® ... Cps
(0 — ) o.
‘ Cam Cam cee Comm |

Ce dernier déterminant s’annule encore pour v = o,. Les équations (6 bis)
pour » = », ne contiennent plus ¢,. Les m — 1 dernieres déterminent les
rapports de ¢,, ¢;, ..., ¢, puisque le déterminant des coefficients est nul :
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mais la premiere équation ne sera pas vérifiée. Prenons cependant les va-
leurs ainsi trouvées pour les constantes ¢, ¢, restant arbitraire.
L’intégrale ainsi obtenue

Y =Cyi+=C)at... +=CmYm

ne sera pas multipliée par la constante «, lorsque le pointa décrit la courbe
donnée, puisque les équations (6 bis) ne sont pas vérifiées; nous allons
examiner ce que devient la fonction y. On aura

Y = Cy 171 = Cng"“ e CmYYm’
et, en tenant compte des équations (6) et (6 bis),

Y =071+ (€261 + C3C351 4+ CCu+ « .+ CnCon ) )1
+ 01C Yo W1C3 Y3 o 0O1Cn Yo

=) 4+ (CaCa+CaCy+. ..+ CmCm1) V1= ) ~+ kyy,

k, étant une constante.

Nous remarquerons que l'intégrale y n’est pas completement déterminée :
elle contient deux constantes arbitraires.

Dans le systeme d’intégrales y,, sy « -y Yo remplacons une intégrale,
par exemple y,, par I'une des intégrales y que nous avons formées ci-dessus.
Le nouveau systeme sera fondamental si ¢,Z0, ce que nous pouvons sup-
poser. Nous aurons alors, dans les équations (6),

Y, =y, Y= ya+ ki)

et, par suite,
Cly=w;, Cp=C13=...=Cim=—20,

=k, Cip=0; Ci3=Cyu=...=Cypp=0.

L’équation fondamentale (7) se simplifie et peut s’¢crire

C33— W Cug 00D Cms
C3 Che— ® ... Cny

(01— w)? m =0:
C3m Cum 0 &0 Cmm— ®

Le déterminant du premier membre est encore nul pour » = w,. Nous pou-
vons done choisir ¢;, ¢4, ..., ¢,y de facon que les m — 2 derniéres équa-
tions (6 bis) soient vérifiées pour o = w,, car ¢, et ¢, disparaissent, et le
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déterminant des coefficients est nul. Donnons, en outre, & ¢, et c, des va-
leurs arbitraires et formons I'intégrale

Yy =M + CyYat. .. + CmYm-
Lorsque le point « décritla courbe donnée, y se change en

Y=c¢,Yi+cYs+...+—CnYn
=10,y Co (01 Ya—+ k1Y) 0165+ 010 Vit 018
4 (C3€31 4 CoChy—t oo o= CnCiy) Y1+ (C3C52+ Cilip = . .+ CmCms) )2
=y 4 (ki s+ -+ CnCmt) Y1+ (CsCyot+ .o+ CnCma)Ya
=) + ks y1 =+ K32 )a,

ks, et ky, étant deux constantes.

On peut encore remplacer I'intégrale y, par celle que nous venons de
déterminer, et, en continuant le méme raisonnement, on arrive & obtenir
un groupe de X intégrales ¥, ¥as -y ¥ qui, lorsque le point  déerit la
courbe considérée, se changent en Y, Y,, ..., Y, ces nouvelles valeurs
étant liées aux premieres par les équations

Y, =)
Y, = kY -+ 010
(8) CY, = ks + kasya+ @105

( Yy = kpyi+ knyat. o 2 Y1 -E 0100

La premiere intégrale y, sera en général déterminée, mais les autres ne le
sont pas completement. On peut, sans changer les propriétés de ce systeme
d’intégrales, ajouter & chaque fonction une expression linéaire de celles
qui précedent. Il résulte du mode de formation de ces % intégrales
qu’elles sont linéairement indépendantes.

Les valuers des constantes & ne sont pas fixes, elles dépendent du choix
du systeme d’intégrales y,, ya, --os Yoo €1 on pourra en général choisir ce
systeme de fagon & donner aux quantités £ des valeurs arbitraires, dont quel-
ques-unes peuvent méme étre nulles; pour cela, on remplace l'intégrale y,
par

Y=y CaYate o CoYns

on cherehe sa nouvelle valeur Y & I'aide des équations (8), et I'on dispose
des constantes ¢,, ¢y, ..., ¢, de facon a avoir dans 'expression de Y en
fonction de v, ¥u, -+ ., ¥aey ety les coefficients demandés.

F. 3
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Si 'équation fondamentale a plusieurs racines multiples, a chaque racine
correspondra un groupe d’intégrales défini par les propriétés (8), le nombre
total de ces intégrales sera égal a m, et elles formeront un systeme fonda-

mental.
9. Nous allons chercher quelle forme on pourra donner aux intégrales

de I'équation (1), lorsque le point qui représente la variable « décrit une

courbe fermée, en partant des propriétés exprimées par les équations (8).
Soit @ = @.une valeur représentée par un point intérieur a la courbe

donnée. Lorsque @ décrit cette courbe, la fonction ( — @)" devient

(z— a)h e?ﬂl"\/——l;

done, si I'on pose
—= o

o= ™= ou r—= —lqmel)

2my—1

la fonction ﬁ ne change pas de valeur, et I’on aura

yi=(z—a)re,(2),

o, () étant une fonction uniforme quand « décrit la courbe donnée. La
valeur de r, n’est pas completement déterminée ; les valeurs possibles de 7,

different de nombres entiers.
Des équations (3) on déduit

Y, Ya ks
e — e g
Y, Yi Wy ’
et la fonction
Yo ke — log(z— a)
Y1 wemy—1

reste uniforme quand x reste sur la courbe fermée donnée; on peut donc

Vo= (& — a)"[ @21+ ¢33 lOg(x — a)],

poser

01l gy == —t2 ( tre fonction d if 1

U @ — —-—\/:tp,,, et g,, est une autre fonction de  uniforme pour les
W 2T\ —1

variations examinées.

On a de méme
Y _ 1 I Ky 7 +@:1"3 += @[@ —l—“l{”—_—log(x—a)] =i ks
Yo o1 Lou eemy/—1 o

Y, Y1 Wy Y1 %t
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L’expression

=+
¥

Vs kygkay log‘z(x—a)—<k—z‘3 P21 X /\_13 . km"’zs) log(x — a)
.1 :

Swin? Wy Oy on 20} amy/—1

ne change pas de valeur, et I'on peut poser
ys= (@ — a)" [ @31 -+ 93 10g (2 — a) + ¢33 log? (2 — a)],

oy, étant une fonction uniforme pour les variations données & x, ¢,, est une
fonction linéaire de ¢,, et ¢,,, et ¢,, est égal a o,, multiplié par une con-
stante. : )

En continuant de méme, on trouve le groupe de . intégrales

‘ y1i=(x—a)ou,
(9) ) .}’2:('1‘——'a)"’[@?i_}"@nlog(x—a)],

\ ;o= (& — a)" [0+ ¢ log(x — a) +...+ op logh-t(z — a)],

les fonctions ¢ restant uniformes quand le point x reste sur la courbe don-
née ; ces fonctions s’expriment linéairement a I'aide de celles dont le second
indice est 1, en particulier ¢,,, 9., ..., ¢y ne different que par un facteur
constant. -

Supposons que la courbe qui représente la variation de x soit une circon-
ference dont le centre correspond i la valeur 2 = a. Si 'on trace deux cir-
_conférences concentriques passant par les deux points singuliers les plus
rapprochés de la premiere circonférence, 'un intérieur, 'autre extérieur,
de facon que I'espace compris entre ces deux circonférences ne comprenne
aucun point singulier de I'équation (1), les fonctions ¢ resteront uniformes
tant que le point représentant la variable a restera entre les deux circonfé-
rences concentriques; par suite, ces fonctions seront développables en
doubles séries suivant les puissances positives et négatives de x — a; les
séries & exposants positifs seront convergentes pour les valeurs de @, telles
que le module de # — @ reste inférieur au rayon de la plus grande cir-
conférence ; les séries h exposants négatifs seront convergentes tant que
mod (x — a) est supérieur au rayon de la plus petite des circonférences.

En particulier, si @ = a est une valeur singuliere et si la circonférence
donnée ne contient pas d’autre point singulier, les fonctions ¢ seront déve-
loppables en doubles séries pour des valeurs assez petites de x — a.
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10. Si la circonférence que décrit le point représentant x comprend
Iintérieur tous les points singuliers de I'équation (1), les fonctions o seront
développables en doubles séries pour des valeurs du module de @ —a  su-
périeures 2 un nombre fixe.

On peut ramener I'étude des intégrales pour ce contour au cas ol le cercle

. . . 1 ’ . 5
comprend un seul point singulier, en posant x — @ = - dans I'équation (1},
a étant ici une valeur arbitraire de 2. On aura

Yy,

dx

C:,}: [izt{l‘—!— ‘d{ﬁ,

?;Eys:* fgt“ chhft —6“%[»,
+n(n_1‘):;(-’-LP—P+I)('Z*I)(”—Q)- (n~p)6dﬂw :lz'l Pt

<

+n(n—r1)...2.1 i‘,—)t/t'“‘l.

Cette formule se vérifie pour n =1, 2, 3; on démontre ensuite facilement
que si elle est vraie pour une valeur de », elle s’applique encore pour
n—+4 1.

En portant ces valeurs dans I’équation (1), on a I’équation

. de, adm-—-1 } d)’
S (—1)" Py [tz’” gt m(m —ux)m -t e e sttt m(m—r1)...2.1¢(m*! d_t]

(10)

: dm=1y dy d
( “+ (—1)"1P, [ﬁ(’”*” 7=ty (m—1)...2.1¢(" d—{] +o— P, 2 d[y + P,y —=o,

a étant remplacé par a + ti dans les coefficients P.

Le cercle de centre x = a et de rayon R correspond a un cercle de
centre t = o et de rayon ¢ ~et les points du plan représentant x extérieurs
au premier cercle correspondent pour ¢ a des points intérieurs au second

cercle. Une intégrale de I'équation (1) de la forme

(@ — @) [91() + 92(2) 10g (2 — @) +. . .4 g () logh~! (& — a)],
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ol les fonctions o(x) sont uniformes si mod(x — @) reste supérieur a R,
correspond & une intégrale de I’équation (ro) de la forme

L fi() — fu(8) log (8) - . .+ (— 1)1 fu(2) logh=" ],

les fonctions / étant développables en doubles séries suivant les puissances
o , . . 1
positives et négatives de z, convergentes sl mod¢ < R

La valeur ¢ = o est, en général, singuliere pour I’¢quation (10), car les
coefficients sont des fonctions rationnelles que I’on ramenera a étre entieres
en multipliant le premier membre par une puissance de ¢ dont I'exposant
sera, en général, supérieur & =, — (m —+ 1), et le coefficient de 6%% sera
divisible au moins par ##~'. Il peut y avoir des cas d’exception si les coeffi-
cients des dérivées se réduisent de facon qu'ils deviennent divisibles par
une méme puissance de ¢.

Ainsi, en général, la valeur © ==, qui correspond & = o, est une

valeur singuliere de I’équation (r).

Remarque. — Les équations fondamentales des équations (r) et (10) pour
les deux contours correspondants sont les mémes; car, si le point représen-
tant z décrit le cercle correspondant i celui donné pour z, les intégrales de

I’équation (10) s’obtiendront en remplacant - — a par % dans celles de
'équation (1).

Par suite, les équations (6) et (6 bis) seront les mémes dans les deux cas
et conduiront & la méme équation fondamentale (7).

Mais on doit remarquer que, si et ¢ varient en méme temps, les points

qui représentent ces valeurs décrivent les cercles correspondants dans des
sens différents. Il en résulte que, si I'on forme les équations fondamentales

des deux équations (1) et (ro), pour les cercles de rayons R et ﬁ, en dé-

crivant ces deux cercles dans le sens direct, on ne retrouvera plus la méme
équation fondamentale. Les deux équations obtenues auront leurs racines
inverses; car, si w, est une racine de I’équation fondamentale de 'équa-
tion (1), a laquelle correspond le groupe d'intégrales (9) o, = ¢**" V=1, on en
déduira, pour 'équation (10), un groupe d’intégrales de méme forme, cha-
cune des intégrales contenant le facteur ¢~+; il en résulte que I'équation
fondamentale de ’équation (10), correspondant au cercle de centre = o

Document numérisé par la Bibli ire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XVII 6 -4



((22)
décrit dans le sens direct, aura la racine
vy 1

e

®

e (—1,)y

. I A . « e,y
et les deux racines o, et — auront le méme ordre de multiplicité dans leurs
1

équations respectives.

Nous nommerons équation fondamentale de I'équation (1) relative a la
valeur singulitre @ = o ’équation fondamentale de I'équation (10) cor-
respondant & un cercle décrit autour du point représentant ¢ = o, dans le
sens direct.

11. Nous avons vu que, si la variable « ne peut prendre que les valeurs
représentées par les points d’une courbe fermée qui ne passe par aucun
point singulier, il existe 7 intégrales distinctes de forme (g) et les valeurs
de 7 dans deux groupes différents ont des différences qui ne sont jamais

entieres, car
logw; — logw,

P e

2

expression qui n’est jamais un nombre entier si v, 2 ©,.
Par suite, toute intégrale de I’équation (1) peut se mettre sous la forme

= (x—a) [on+ 9plog(x — a)+ o,log*(x —a) +...+ ¢, logn (2 — a)]
(2 — @) [0a+ 032 108(@ — @) 4. ..+ Gap, logh 1 (2 — @)] +...

+ (x—a)" [on+ o log(z —a) +...4 ¢y, logm ! (2 — a)],

les exposants 7,, 7y, ..., i, pris deux i deux ayant des différences qui ne sont
jamais enticres, et la somme n, + n,+ ...+ n, étant inférieure ou égale
a m; o étant des fonctions uniformes pour les valeurs que peut prendre 2.

TuioriME. — Une fonction de forme u ne peut éire identiquement nulle que st
les fonctions o sont toutes identiquement nulles.

En effet, si le point représentant « décrit successivement £ fois la courbe
donnée, (x — a)" est multiplié par " = e V= et log(x — @) est remplacé
par log(x — @) + 2k=y/—1. Si w est identiquement nul, on en déduira
k identités, et si £ = n, + n, ...+ ny, pour que ces identités puissent étre
vérifices-sans que les quantités ¢ soient nulles, il faudrait que le détermi-

Document numérisé par la Bibli itaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XVII 5 -4




(23)

nant dordre m =n, +n,+ ...+ m

T log(x — @) dee log—1(x — a) ... log—1 (@ — a)
o oflog(z—a)+amy—1] ... [og(z—a)+omy=:]™" 1 ... [log (& — ) + amy/—1]"!
w: ol []0g(x—~a)+ 47‘:\/—1] GOT O R BSOS T D00 OO GE

m

o ol l0g(x— @) 4 2mEY—1] cii i

fat nul. En ajoutant aux éléments de chaque colonne une fonction linéaire
des éléments des autres colonnes, on voit que ce déterminant est égal a

I o o Sne 0 1 o e o be 0 o
o 0y 0y oo 0 Wy Wy ... (A 73 W
w! 20! 220} ... 2m7le? ! 20} ... 2%7le} ... 2"WTlep
w3 3w? 3e? ... 3mle} o} 3w} ... 3mlel ... 3o}
o me?T mrel ... mhTlel o) moy ... omtTley .. omhe Ly
o g (ng—1)
O

(emy/=1)"
ou encore a ’expression

1 (0] o o I o

®y I o o R A I

w: 2 2 o cen @2 20
3 2 3 2

w?  3n? 3.20m, 3.2.1 oo 0 3wl
& 3 y z

wt 4ol 4.3w? 4.3.20, . @Y 4ol
m m—1 m--2 m-3 m

o} mof m(m —1)n] m(m—1) (m— 2)o} oo B

ny(ng—1) ny(ng—1) na(nyg—1) ny (ny—1)
2

x(zn\/—l)z e, P ow, P L.y 3

.

les termes o ne peuvent pas étre nuls, et le déterminant précédent est tou-
jours différent de zéro et est égal a

(60 — @)% 3¢ (@ — w3)P1 . . (@ — o))" %X (g — @y) 2. . (@h—g — W))W,

multiplié par un facteur numérique.
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3%
w3

m
0y

(24 )

Pour le démontrer formons le déterminant

1 1 1 1 1 1
o+ I (wy-+2h) ... o+ (np—1)h  wy (wa+=h) .. oy (m—1)h
(0, 0)? (0,4+20) ... [og4(rg—1)h]? o) (w+A)? .0 oo

(o +R)?  (w+2R) ... [o,+(y—0DR]P o} (0,022 ... i

(o)™ (o+2h)™ .. B GO OO0 B 05 O

qui est égal au produit des différences des quantités v,, o, + A, o, + 24, ...,
[+ (my— 1)A] prises deux a deux.

ny(n—1)  ns(ns—1)  mlm—1

Cette expression est divisible par 2 * 2 2 et,sl l'on
divise le déterminant par cette puissance de % et si I'on pose ensuite 4 = o,
on trouve & un facteur numérique pres le déterminant précédent, qui ne
peut pas étre nul si les valeurs de o sont différentes.

Ainsi, 'expression « ne peut pas étre identiquement nulle, saufsi toutes
les fonctions ¢ disparaissent séparément. Il en résulte qu'une fonction ne
peut prendre cette forme que d’une seule maniere.

Si I'équation différentielle (1) admet une intégrale de forme «, chacune
des % parties correspondant aux exposants 7, 7, ..., 7, vérifie séparément
I’équation; car, si I'on substitue cette fonction dans I’équation (1), le pre-
mier membre devient une expression de méme forme qui devrait étre iden-
tiquement nulle, ce qui n’est possible que si les parties correspondant aux
divers exposants 7 sont nulles séparément; donc, s’il existe une intégrale de
forme u«, on pourra la décomposer en plusieurs intégrales de forme

y=(r—a)[p,+ o log(xr — a)+ o; log*(x —a) +...+ ¢, log" ' (x — a)].

De cette intégrale, on peut en déduire d’autres distinctes; pour cela, sup-
rosons que x décrive la courbe fermée donnée £ fois, I'expression y devient
2

(01~ 9s [log (@ — a) + 2 kmy—1] )
ri=wf(z—a)( 4+ o,[log(z—a)+2kny—1]+... s

+ onllog(@ —a) +2kny—1]""

qui sera une intégrale pour toute valeur de £. Or, si I'on remplace dans (1)
v par cette valeur, on aura une fonction entiere de £ de degré (» — 1) dont
les coefficients seront des fonctions de a3 'expression obtenue sera identi-
quement nulle pour toute valeur entiere de £, ce qui n’est possible que si
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/ b=t
(25)
les coefficients des diverses puissances de £ sont nuls. Donc, dans la fone-

tion ¥, les coefficients des puissances de 4 vérifient séparément I'équa-
tion (1); il en résulte que I'équation donnée admettra les intégrales

(r— rz) [g)l—:— 9, log(z —a) + o3log*(x —a) +...+o,log" ! (x — a)],
0

s +209;log(x—a) + 39, l0g?(z —a) +...+ (n—r1)e,log" 2 (x — a)],
(r—a)'[20;+2.3¢9,1l08(x —a)+3.4¢;l0g*(z—a)+...+~(n—2) (n — )¢, log" *(x —a)],
(r —a)[1.2.39,+2.3.4gsl0g(z —a) ...+ (n—3) (n—2)(n—1)g,log"*(x — a)],

Il est facile de démontrer que ces n intégrales sont linéairement indépen-
dantes. Ces résultats peuvent se rapprocher des formes d’intégrales obte-
nues au n° 9 et montrent comment les fonctions ¢ dans les équations (9)
peuvent se déduire les unes des autres si I'on choisit convenablement les
intégrales du groupe.

12. Nous allons examiner maintenant quelques propriétés des équations
fondamentales relatives a différents contours.

Nous avons vu que le contour que décrit le point représentant x peut étre
modifié sans que I'équation fondamentale soit changée, pourvu que les deux
courbes comprennent dans leur intérieur les mémes points sin 0“uhers Nous
dirons alors que ces deux contours sont équivalents.

On peut méme remplacer un contour partant d'un point @ ( fig. 2) pour y

vFig. Dy
PN
{ N
v 1\ }
// g\ /
(/ [ NS
/' /
L

revenir, par deux contours décrits successivement et aboutissant a ce point a,
pourvu que les points singuliers compris dans ces devx contours soient les
mémes que ceux compris dans le premier.

Nous dirons alors que le premier contour est decompose en deux autres.

F . /[
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(26 )
On peut de méme décomposer un contour en un nombre quelconque de
contours simples.

TukoriME. — St ’on décompose un contour en plusieurs autres, les racines de
’équation fondamentale relative aw premier contour ont leur produit égal au
produit des racines des équations fondamentales relatives a chacun des contours
composants.

. En effet, soient y,, y,, ..., ¥, un systeme fondamental d’intégrales.
Quand le point x décrit le premier contour donné, ces intégrales se changent
enY,,Y,, ..., Y,. Supposons ce contour décomposé en deux autres; quand
le point représentant x décrit le premier contour composant, le systeme
d’intégrales v, ¥s, ..., ¥» se change en u,, u,, ..., u,; et, si x décrit le
second contour composant, ces intégrales u,, u,, ..., w, reprennent respec-
tivement les valeurs Y,, Y,, ..., Y,,. Les intégrales de chacun de ces trois
systemes sont liées a celles des deux autres systemes par des relations
linéaires homogenes que nous pourrons mettre sous les formes suivantes :

s uy :Cll,)/l +012)/2 +.. '+clm,,ym;

(1 ]) Uy == Cy Y1 = Caa Vo o= Cam Vs
e ............................... ,

Unpn=Cp1 Y1+ CnmaYaTt-eetCnmYVm;

Uy = bllYl i b12Y2 I blem,

(11 bis) Uy = by Yy 4 b33 Yy ..o 405, Y,

............................ te ey

U= by Y1 bpa Yotuo .+ 8 Yoo

En égalant ces deux systemes de valeurs de u,, u,, ..., ,, on obtiendra
les m équations linéaires qui lient y,, vo, ..., ¥ a2 Y, Yo, ..o, Y,

L’équation fondamentale relative au premier contour composant s’ob-
tiendra en remplacant dans les équations (r1) u, par oy, pour toutes les
valeurs de «; puis, en éliminant y,, ¥,, ..., ¥, On aura

Ciy——® Cre Ci3 cee Cim
Cay Caa— 0 Co3 s Cam
(12) C3y C32 Cy3— 0) e Cam — 2
Cmi Cma Cms o Copp— @

L’équation fondamentale relative au second contour composant, pour
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(27)
lequel le systeme d’intégrales u se change en Y, s’obtient de la méme
maniere en remplacant dans les équations (11 bis) Y, par wu,. On aura
I’équation fondamentale

bw—1 by bisw bine
by bys — 1 by3 0 3 Doym®
(12 bis) b3 0 b3y 0 bys —1 .. bymw —=o.
Oy O pma® b3 o oy Bgpw—

Enfin I'équation fondamentale du contour total s’obtient en égalant les
valeurs de « dans les équations (11) et (11 bis); on remplace ensuite Y, par
®Ya, et 'on élimine y,, va, ..., ¥m, ce qui donne I’équation fondamentale

ey — by w Cia— bppw ci3— bz ... Cim— bipw
Co1— by o Cas— bga Cas— bagw ... Com— bypw

(12 ter) =0
Cmi— by ®  Cpa— bipa  Cps— bps® o oi Copm— bppo

Le produit des racines de ’équation (12) est égal &

€11 Ci2 Cig --- Cim
Cay  Caa  Caz3 ... Caopy
Cllll clﬂ2 61713 LA cl” m

Le produit des racines de I'équation (12 bis) est

1

b“ bm b13 sENe bim
b21 b22 b23 e N b2m
bml bm2 bms ol b/n,m

et le produit des racines de I'équation (12 ter) est égal au produit des deux
expressions précédentes.

Si le contour donné est décomposé en plusieurs autres, on peut toujours
le décomposer d’abord en deux, puis ces nouveaux contours seront encore
décomposés, et ainsi de suite, on arrive & démontrer le théoreme général.

En particulier, on peut décomposer un contour renfermant » points sin-
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(28)
guliers en n contours simples renfermant chacun un seul point singulier.
Il en résulte que le produit des racines de I'équation fondamentale relative
a un contour donné est égal au produit des racines de toutes les équations
fondamentales relatives aux points singuliers compris dans l'intérieur du
contour.

Si le contour considéré comprend dans son intérieur tous les points sin-
guliers de I'équation situés a distance finie, I'équation fondamentale aura
m racines dont le produit sera égal au produit de toutes les racines des
équations fondamentales relatives aux divers points singuliers. Mais I'équa-
tion fondamentale du contour que nous examinons a ses racines inverses
de celles de I’équation relative au point singulier = oo que nous avons
définie au n° 10. On peut en déduire le théoreme suivant :

TutoriMe. — Le produit des racines des équations fondamentales relatives
a tous les points singuliers de 'équation dyfférentielle pris chacun isolément
(y compris le point x = » ) est égal a 1.

Supposons que, pour le tour de chaque point singulier, on choisisse le
systeme fondamental d’intégrales défini au n° 9, et formons la somme des
exposants 7 des diverses intégrales, équations (g), les intégrales pour le

. ’ ’ ’ . . I .
point x = étant développées suivant les puissances de ——- Si I'on

fait lasomme de tous les exposants ainsi obtenus pour les divers points sin-
guliers, cette somme est un nombre entier, car on aura

_ logw
e
2T\ —1
d’out
s, Xlogm :log(wimg...): log1
amy/—1 2my/—1 amy/—1
ct

log1=2kny—1,

k étant un nombre entier arbitraire.

I11.

13. Soit x = a une valeur singuli¢re pour I'équation différentielle (1)
a coelficients entiers. Si le module de x — a reste toujours assez petit pour
que x ne puisse prendre aucune autre valeur singuliere, nous avons vu que
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(29)
toute intégrale de 'équation (1) peut se mettre sous la forme

u=(x —a)i[9;,+9log(zr—a)+elog’(z — @) 4ot Py, lOgh (2 —a) |
4 (x—a):[oy+onlog(z—a)t. oo 4 @yp, lognt (2 —a) |+

O N [ U R + oyny log™ ! (2 —a) Il

les fonctions o étant développables en séries suivant les puissances posi-
tives et négatives de (x — @), convergentes pourvu que le point représen-
{ant « reste intérieur 2 un cercle de centre a. Parmi ces intégrales,
M. Thomé désigne sous le nom de régulicres celles dans lesquelles toutes les
fonctions o renferment un nombre limité de puissances négatives de (x — a);
on peut alors ajouter aux exposants r un nombre entier et ramener les
fonctions o 2 ne contenir que des puissances positives de (x — a). Nous al-
lons chercher quelles sont les intégrales végulieres que peut avoir I'équa-
tion (1).

1 résulte de résultats obtenus au n° L1 que, si Péquation différentielle
admet une intégrale réguliere w, elle en admettra (n, + 7, +...+ ny,
linéairement indépendantes, que 'on peut réunir en groupes de la forme
donnée par les équations (9); et toutes les intégrales régulieres de I'équa-
tion donnée seront des fonctions linéaires des intégrales de ces divers
groupes. Ainsi nous sommes conduits & chercher les groupes d’intégrales
régulieres de forme (g), et, s'il existe des intégrales de cette forme, il doit
vy en avoir une de la forme

v=o0

%
(x—a)h Z hy(x—a)’, heZo.

v=0
Nous allons poser dans I'équation (1)
y=(xr—a)s

et déterminer ¢ de facon que I'équation obtenue en zait une intégrale dela
forme

Zh\/(‘r - a)v,

y=0

en remarquant que, pour que I’équation (1) ait une intégrale de cette der-
niere forme, ot %, > o, il faut (n® 5) que, parmi les nombres =, = + 1,

Ty 2, oruy Tmey m — 1, 11y en ait au moins un inférieur a =, + m.
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(30)

En posant y = (x — a)’z et en divisant tous les termes par (x — a)?, on
obtient I’équation

adm z m—1~
Py G +[Pomip(z —a)yt +P,] T2
m(m —1) dm—2
[ 2O — ) (@ — ) P pla— )t P | s
(18 o om(m—1 m— p+4

-+ 7P0 1)2( B ) plp—1)...(p—p—+1)(x—a)¥
L p (m—1) . (m—p 1) ] dm—uz
—r—P1 1.2.'.(H_I‘IL) P(P_I)...(P—H—F2)(%‘—@)'9‘“4—...4—1‘)9] m“i—...

+ [Paplp—n)es(p—mt-1) (@—a) "+ Pyplp—1)..(p—m +2) (— )"+t 4Py ] s = 0.

) ¥ ’ ’ ’ ’ . I .
Sotent =, 7, ®,, ..., %, les puissances de par lesquelles il faut
0 1 1 m xXT —a

multiplier respectivement les coefficients de 1'équation (13) pour qu’ils ne
soient plus ni nuls ni infinis pour # = a. Quelques-uns de ces nombres
peuvent étre négatifs.
On aura
Ty = To;

=, est égal au plus petit des deux nombres =, — 1 et =, et en général =, est
égal au plus pctit des nombres =y — 1, =, — p + I; Mg = ok 35 ooy Ty
(‘ependant si deux de ces nombres sont egaux a la plus petite valeur, le
nombre =, peut leur etre superleur, si I'on choisit 'exposant p de facon que

dans le coefficient de &= —— les termes de degré moindre en (@ —a) se

détruisent De méme, =, sera égal au plus petit des nombres =, — m,
—Mm—+1,% —m+ 2, ..., ©,, sauf pour des valeurs partlcuheres de p.
Sl T, —+ o est le plus petit des nombres =, =, + 1,7, + 2, ..., 7, + m, et

le premier des plus petits, on aura

T+ P >Tg+o sl p<<a, Tp-4o=my+ o
et
T+ 2Ty + o s8I > o
enfin
T - M= Ty =4 0,

sauf si p est choisi de fagon que, dans le coefficient de =z, le terme de degré
moindre en (x — a) disparaisse. Il en résulte

T[{,_ = {J«iﬂ/}n == 1,
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(3r)
et 'équation (13) n'aura pas d’intégrale de la forme

y=

1+ 2 hy(x —a),

v=1

a moins que le terme de degré moindre en (¢ — a) disparaisse dans le coef-
ficient de z. Ce terme contient (x — @)™ ™, et, pour que I'équation (13)
ait une intégrale de la forme

V=9

1+ E hy(z — a),

y=1
il faut que p soit une racine de I’équation

Py(x —a)Tp(p—1)...(p—m +a+1)
(14) { +Pyuy(xz—a)THp(p—1)...(p—m-+a+2)+...

~I P/n—i (x . a)—‘n:,,.—wn—u——l P it pm(l‘ . a)— Ty =0, — 0,

ol 2 est remplacé par a dans tous les coefficients.
Si I'équation (14) n’a pas de racines, c¢’est-a-dire si o =m, ’équation (1)
ne peut avoir aucune intégrale de la forme

V=wo

(@—ay Y h(z—ay,

V=0

et, par suite, aucune intégrale réguliere.

Le nombre = a 6t6 nommé indice caractéristique de 1'équation (1) ; I'équa-
tion (14) est 'équation déterminante relative a la valeur singuliere x = a.
On groupera les racines de cette équation en réunissant celles dont les dif-
férences sont entieres, et 4 chaque groupe de racines peut correspondre un
groupe d’intégrales régulicres de forme (9).

Remarque. — L’équation déterminante (14) peut s’obtenir en multipliant
le premier membre de I'équation différentielle (1) par (x - @ )Mt
posant y = (x — a)?, puis x = a.

Pour chercher les intégrales régulieres de I'équation (1) d’un groupe dé-
terminé, on formera I’équation (13) en prenant pour ¢ la racine p, de I'équa-
tion déterminante du groupe considéré, quia la plus petite partie réelle;
c’est-a-dire que les racines de (14) du méme groupe seront égales a o,
augmenté de nombres entiers positifs. 11 faudra ensuite chercher les inté-

Document numérisé par la Bibli itaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XVII 5 -4




(32)
grales régulieres de cette équation (13) qui ne renferment que des puis-
sances entieres de (x — a).

Tutorime. — L'éguation determinante de I'équation (13) pour o = o, admet
les racines de ’équation determinante (14) de U équation (1) diminuces de o, .

n effet, représentons I’équation (1) par F(y) = o; son équation déter-
minante s’obtient en posant x = a dans I’équation

(x — a) +m—(T+) Fl(x —a)? | =o.
L’équation (13) peut s’écrire

(x — (l)_F:F[(,E == ('1)9‘1:] ==0%

son indice caractéristique est « et =, + « = =, + «, I'équation déterminante

sera done
(1: I a)'—pl—'y+’!l(ﬁm4 o) I?[(x - a)%*?] == 07

ot ¥ = a. On voit qu’elle s’obtient en remplacant ¢ par o + ¢, dans I'équa-
tion déterminante de I’équation (r).

Si 'on multiplie le premier membre de I'équation différentielle (1) par
une puissance de (x — a), son équation déterminante n’est pas changée.

Les racines de I’équation (14) du groupe de p, correspondent a des ra-
cines entieres positives de I’équation déterminante de I'équation (13) pour
o = o,. Cette ¢quation déterminante admettra la racine p = o et n’aura pas
de racines entieres négatives.

On multipliera le premier membre de’équation (13) par une puissance de
(x —a), de fagon que les nouveaux coefficients ne soient pas infinis et
ne soient pas tous nuls pour x = a; l'équation ainsi obtenue aura la
forme (1).

[4. Il s’agit maintenant, é¢tant donnée une équation différentielle linéaire
homogene a coefficients entiers, que nous représenterons par I'équa-
tion (1), de trouver les intégrales de la forme

v=(x—a) o+ (x—a):p,log(x —a)+...4+ (x —a) o,log" ! (r — a),
Ty Tsy - .., 1y €tant des nombres entiers, o des fonctions développables sui-
vant les puissances positives de (@ — a) et qui ne sont ni nulles ni infinies
pour & = a. Nous dirons que la fonction « appartient & I’exposant r, qui

est le plus petit des nombres r,, r,, ..., 7.
Si I'équation (1) admet cette intégrale «, on peut en déduire v intégrales
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(33)
distinctes de la forme donnée au n° 11, et I'on peut remplacer I'intégrale «
par une fonction linéaire des v intégrales qui en sont déduites. Il est facile
de déterminer successivement les constantes de cette fonction linéaire, de
facon que, pour la nouvelle intégrale de forme «, chaque exposant de la suite
Fiy Iys +.., 7y D€ SOit jamais supérieur 2 aucun de ceux qui le suivent :

D g s gl
PyZre=ls=Te—= oo =Ty =Ty

TrEOREME. — SI la fonction u est une intégrale de I'équation (1) et stl'un
des exposanis r, est inférieur a chacun de ceux qui le SUWent 1o, s Tayas + o5 Ty
les B — 1 exposants qui le précedent immeédiatement Toy_y, Ty oy +-+» TaBr
étant égaux ou SUpErieurs a Iy, cet exposant r, sera racine d’ordre { de I équa-
tion déterminante de I’égquation (1) relative a la valeur singuliere x = a.

En effet, si 'on remplace y par la fonction « dans I'équation (1), le pre-
mier membre sera de méme forme que u, et les coefficients des puissances
de log(x — a) devront étre nuls séparément (n° 11). Exprimons que dans
les coefficients de log*'(x — a), log**(x —a), ..., log*®(x —a) le
terme de degré moindre en  — a disparait; ces termes proviendront uni-
quement des fonctions g, @a—ys «-+» Pu—pri €t seulement du premier terme
de chacune d’elles. Les termes que nous cherchons sont donc les mémes
que si 'on remplacait y par la valeur

ha—pir (2 — a)'alog* (2 — @) + s (@ — @)= log—B+1(z —a) +...
+ hy(z — a)elog* 1 (x — a),

h, étant la valeur de ¢, pour x =a, qui n’est pas e, g is Rioeiy v v B
sont des constantes qui peuvent étre nulles. Si ’on pose

y=(x—a)'log*(z — a),
on en déduit

9 (z — a)™—'[rlog*(z — a) + alog*~'(z — a)],

dx

dry s o ‘ logt—t a(a—1) ys

L) — (2 —ay=2| r(r—1)log*(z — @) +-a(a7 — 1) log*~ (¥ — @) - =——= 2 log*~ (w—a)]
et, en général,

dmry i - _ of(e—1) ,,

gﬁ:(x—a)"m[¢m(r)10g“(w—a)+ ay(r)log* (@ —a)+ ———Y, (1) 10g** (z — @) +...

oo — 112(0( ; m -+ 1) q;ﬁ,’,’”(r)log“*”‘(x ey a)],

F. 5

+
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Oty (r) = r(r — 1) (r — mr 1) et 4, (7), 4,
rivées de {,,(r) par rapport a r.
Cette formule se vérifie pour m =1, 2, ..., et I'on démontre que si elle
est vraie pour une valeur de 7, elle est encore vraie pour 7, + 1.
Quand on remplace y par la fonction

(7)y ooy $(r) sont les dé-

m

- v=B—1
hog—y(2 — a)ralogt VY x — a),

V=0

les termes de degré moindre en (x — a) dans les coefficients des 3 der-
nieres puissances de log(x — a) seront

(x — a)ru——m+n lOg“"l ((E — (Z),
(x - a)rm—m-q-n—l loga—z(x — a),

(x — a)ru-m«i-n—B—H ]Oga—ﬁ(x —a),

n étant le nombre défini au n° 5.
Le premier de ces termes ne contiendra que la constante A4,, et en expri-
mant qu’il a un coefficient nul, on trouve

Po(2 —a)* Ym(ra) +Pi(z —a) ' Ypy(re) +. ..
+ Pui (@ — @)=, (ry) + P (2 —a)—m=o,
ou x = a.

Cette équation exprime que r, est racine de I’équation déterminante de
I’équation (1).

Le coefficient du terme (x — a)«="+"~'Jog*~* (2 — a) contient les deux
constantes 4, et 4,_,, mais les termes en 4, , disparaissent en vertu de 1’¢é-
quation déja trouvée, et ceux en 4, doivent disparaitre séparément, ce qui
donne

Po(z — a)* §u(ra) +Pi(z —a)* 1, (ra) +...+Ppy (@ —a)y ="+, (ry) =0

pour x = a; cette équation exprime que r, est racine double de I’équation
déterminante.

De méme, le coefficient de (x — aY«~"*""*log**(x — a) contient des
termes en %, et des termes en /,_, et A,_,, qui disparaissent en vertu des
deux équations déja trouvées, et en exprimant que les termes en /4, se dé-
truisent, on obtient une équation qui montre que r, est racine triple de I'é-
quation déterminante.

Document numérisé par la Bibli itaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XVII 5 4




(35)
En continuant le méme raisonnement, on voit que 7, est racine d’ordre ¢
de I'équation déterminante de I’équation (1).

TutoriME. — Si I'éguation (1) admet Uintégrale u, Iéquation déterminante
aura v racines entieres positives dont plusieurs peuvent étre égales; ces racines
Seront r,, ry, ..., Iy st ces exposants sont ranges par ordre de grandeur crois-
sante.

15. Si ’équation (1) admet plusieurs intégrales de forme

Uy = (& — @)1 @yy 4 (& — @) 091 l0g(2 — @) +.. .+ (2 — @), ¢y, log" ™ (2 —a),
Uy= (& — @) gy + (. — @)= ¢yp log (2 — a) +...+ (2 —a) =, 0y, log"! (x — a),

= (& — a)mgy+ (£ —a)ueylog(z —a) +...+(x— a)"mon, logh ! (z —a),

les exposants r étant tous entiers, on pourra en déduire (v, +v,+ ... +v)
intégrales, d’apres la méthode du n® 11.

Si les % fonctions (x — @) ™o, (X —a)™¢a, ..., (x —a)™e,, ne
sont pas linéairement indépendantes, les intégrales que 'on en déduit ne
sont pas distinctes; mais on pourra toujours remplacer les fonctions don-
nées « par des fonctions linéaires des intégrales que I'on en déduit, de
fagon que dans les nouvelles valeurs de « les % fonctions qui multiplient les
dernieres puissances de log(x — a) soient linéairement indépendantes, et
toutes les intégrales déduites des fonctions w données seront des fonctions
linéaires des intégrales déduites des nouvelles fonctions w.

Supposons done que les fonctions (2 — a) oy, (€ —a)=ey, ...,
(22 — @)’ gy, soient linéairement indépendantes; dans ce cas, on peut dé-
duire des fonctions u(v, + v, ... - v,) intégrales linéairement indépen-
dantes. Nous supposerons également que les exposants r pour chacune des
fonctions u sont rangés par ordre de grandeur.

Si les exposants r de deux quelconques des fonctions « ont des valeurs
différentes, on voit que l’équation déterminante de I’équation (1) aura
(v, 4 2+ ... 4+ v ) racines entieres qui sont les valeurs de ces exposants.

S’il y a des exposants r égaux dans deux fonctions u différentes, on aura
encore (v, v, + ... -~ v,) racines entieres pour I'équation déterminante,
mais ces racines ne seront pas toutes égales aux exposants r.

En effet, soit 7' le plus petit des exposants qui entre dans deux des
fonctions u, et soient 7y, 7sa, -1 Do, les exposants de chacune des fonc-

tions qui sont immédiatement inférieurs & r’. L’équation déterminante
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admettra (o, - 2, + ... + o) racines entieres inférieures & 7', qui sont
TyiTvaee Tigys TaiTazes +Tagys +++s Mg s plusieurs de ces nombres pouvant étre
égaux s’ils ont le méme premier indice; la racine est alors multiple. Des
intégrales « on peut déduire les suivantes, qui ont tous leurs exposants su-
périeurs ou égaux a r’ :

Wy=toee oy (@ —a) 1O g+ 20300 (0 1) (2 — @) 1O 0,40 log (2 —a) +. ..
+ (V= o)+ en (V1) (@ — @) Vi gy, logh T (2 — a),

De ces intégrales on peut en déduirev, + vy +...4 vy — &, — oy — ... — %y,
qui seront linéairement indépendantes.

Soit u, celle des fonctions «’ qui a le plus grand nombre d’exposants
égaux a r’, et soit 1, )= ry@in=1... = rg, =71’ et ryg.y >r'. On peut
ajouter a chacune des fonctions ' une fonction linéaire des intégrales dé-
duites de «,, de fagon a obtenir de nouvelles fonctions ), «;, ..., u, qui
ne renferment que des exposants supérieurs r’. Nous remplacerons I'inté-
grale u, par

Wy=1.2...0,(x —a) 1B+ @1(Bert) +2.30 (B 1) (w—a)rl(ﬁrﬂ)c‘p,(glﬂ) log(z—a)—+...
+ (=B (v —1) (2 — a) Mgy, logh B! (z — a),

et remarquons que I’équation déterminante admet la racine 7, (8, — «,) fois.

Les intégrales u,, u,, ..., u; et celles qu'on en déduit par la méthode du
n° 11 ne sont pas toujours linéairement indépendantes; mais, parmi ces
fonctions, il y en aura v,+ v, ...+ vy —B, —a,—...— oy distinctes, et 'on
pourra remplacer les % fonctions " par des fonctions de méme forme, telles
que les coefficients des dernieres puissances de log(x — @) soient linéaire-
ment indépendants; la somme des exposants maximum de log(x — a) dans
ces nouvelles fonctions sera alors

ViVt by — B — oy —. . — oy,

et les exposants 7 y seront tous supérieurs a r'.

On appliquera a ces nouvelles fonctions le raisonnement que nous avons
fait pourles fonctions «, en cherchant la plus petite valeur 7” des exposants »
qui se trouve dans deux fonctions; on trouve, pour I’équation détermi-
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nante des racines comprises entre 7* et 7, et 'on forme de nouvelles fonc-
tions, de forme u, n’ayant que des exposants supérieurs 4 7. En continuant
ainsi, on démontre que I’équation déterminante av, + v, ...+ racines

entieres, dont plusieurs peuvent étre égales.

On peut déduire des intégrales u un nombre d’intégrales régulieres dis-
tinctes égal & v, +v, +...+v et choisir ces intégrales de facon qu’elles
appartiennent chacune respectivement a I'un des exposants entiers, qui
sont racines de 1’équation déterminante.

16. Nous supposons que ’équation déterminante (14) de I'équation (1)

admette la racine p = o et n’ait aucune racine entiere négative. Le degré de
cette équation est m — o, et, si 'on pose

Ta+a=mn (n°3),

on aura, pour toutes les valeurs de p,

ﬂ.y,“““;n,

et, sip>n,

Ty~ > 15
il en résulte que, dans ’équation (14), les 2 — n derniers termes disparais-
sent et cette équation admettra les racines o, 1,2, ... m—n—1; elle

peut avoir d’autres racines entieres positives.
On cherchera d’abord les intégrales de I'équation (1) de la forme

V=o
hy(x — a)Y,

V=0

en appliquant la méthode du n®5.
Supposons qu’aucune des équations (5) ne soit une conséquence des pré-

cédentes; on trouvera alors une intégrale de forme (4)

V=oa
hy(z —a),

v=0

dans laquelle 72 — n coefficients auront des valeurs arbitraires; on peut
donc former m — n séries vérifiant I’équation (1), qui seront linéairement
indépendantes. I1 y aura une de ces intégrales, appartenant a 'exposant o,
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qui est la plus grande racine entiere de 1'équation déterminante, car, si I'on

pOSG
Ya= Yam=.n= y =0,

les équations (5) détermineront completement les autres dérivées, en fone-
tion de yf pour @ =a. On peut choisir ces m — n intégrales, de fagon
qu’elles appartiennent & m — n exposants différents, qui sont des racines
de I’équation déterminante, et ces m — n racines ne peuvent se déterminer
que d’une seule maniere.

Posons maintenant dans I'équation (1)

Yy =75+ yilog(z — a);

y, étant I'une des intégrales que nous venons de déterminer, on aura

dmz dm—1z
Pocm+Pldx—”H +...+Pn15
(—)™12.3...(m—1)
:_I)Ol;yi m
{15 ¢ d (f ;li 20.3.. ( N it ~
Y1 —I1)"2.2.5...(m — 2) . e S|
+ mdxm (.Z.__a)m—l ..M drxm—1 r—a
—mel 4 *
\ xr—a

Les termes contenant log(x — @) disparaissent. Si y, appartient 4 I'expo-
sant o, le second membre de cette équation appartiendra & 1'exposant
¢ +n—m; et il résulte de ce qui a été vu (n° 14) que le coefficient du
terme de degré moindre (x — a)**"~™ ne disparait que dans le cas ol p est
racine double de I’équation déterminante; mais le premier membre de
I"équation (15) est une série ne contenant que des puissances positives de
x —a; le second membre ne peut donc pas contenir de puissances néga-
tives, et, si p est racine simple de I'équation déterminante, il faut p>m — n.

On peut donc prendre pour y, les intégrales déja trouvées de la forme

Y=o
—
hy(x — a)Y,

V=0

qui appartiennent a des exposants supérieurs & m —n — 1. Si, parmi ces
intégrales, il en existe une appartenant 4 un exposant inférieur a m -- n,
par exemple 72 — n — /£ racine multiple de ’équation déterminante, on for-
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mera cette intégrale en posant
Ya=Yo=+ .= yg =0,

et laissant arbitraires les valeurs des dérivées suivantes y2 "%, ..., y™",
qui devront seulement pouvoir vérifier les équations (5). On déterminera
ensuite les valeurs arbitraires de facon que, dans le second membre de
I'équation (15), les coefficients des puissances négatives de « — a, depuis
(¢ — a)™* jusqu’a (x — a)™', disparaissent.

On trouvera ainsi £ — 1 conditions pour déterminer y7—""**', . ., yr—=!

a
—n—Fk,

en fonction de y7"~"; mais les équations (5) donneront d’autres équations
entre les mémes quantités, de sorte que le probleme est, en général, impos-
sible.

Dans tous les cas, on pourra déterminer quelles sont les intégrales que
'on peut prendre pour y,, parmi celles que nous avons trouvées de la
forme '

V=

E hy(x — a).

V=90

Une valeur de y, étant ainsi choisie, pour déterminer la fonction z, en
différentie successivement I’équation (15), puis on pose = @; on obtient
des équations analogues aux équations (5), mais avec des seconds membres
constants.

Dans les équations (5), on peut choisir les valeurs de vy, et de m — n —1
de ses dérivées pour x = a; les autres dérivées sont alors completement dé-
terminées. Dans les équations déduites de (15), prenons arbitrairement la
valeur de z, et les valeurs pour x = a des dérivées de z, de mémes ordres
que les dérivées de y qui étaient arbitraires dans les équations (5).

Les autres dérivées de z pour « = a seront alors completement détermi-
nées par les équations déduites de (15), car les inconnues auront les mémes
coefficients que dans les équations (5), et le déterminant de ces coefficients
n’est pas nul, puisque nous avons supposé que les équations (5) ont un seul
systeme de solution, quand 7 — n des quantités y,, y., v., ... sont con-
nues. On trouvera donc pour z une série de la forme

V=0
hy(z — a),

V=0

dans laquelle m — n coefficients sont arbitraires; mais si deux séries véri-
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fient I'équation (15) leur différence est une intégrale de I’équation (1). II
suffit donc de déterminer 1'une des valeurs de z, les autres s’obtiendront
en ajoutant a la premiere I'une quelconque des intégrales de I’équation (1)
de méme forme que =.
On aura ainsi toutes les intégrales distinctes de la forme

¢2+ ¢ log(z —a).

Pour avoir les intégrales contenant log? (x — a), on choisit 'une des in-
tégrales précédentes, et I'on pose

y=s+o,log(z —a)+ o, log?(x —a);

on substitue cette valeur dans I’équation (1), tous les termes contenant
log(x — a) disparaissent, et il reste une équation de méme forme que
I’équation (15). On choisira I'intégrale ¢, + ¢, log(x — @) de facon que le
second membre ne contienne pas de puissances négatives de x — a, ce qui
a lieu, en particulier, si les fonctions ¢, et o, appartiennent a des exposants
supérieurs & m — n — 1; dans les autres cas, on cherchera si I’on peut dé-
terminer les constantes qui entrent dans la fonction ¢,, de facon a4 annuler
les coefficients des puissances négatives de « — a dans I’équation obtenue
par la substitution. On aura alors une équation de forme (15); on différentie
cette équation successivement, et I’on pose # = a, et 'on pourra déterminer
les valeurs pour « = a de =z et de ses dérivées en fonction de 72 — n con-
stantes arbitraires; les inconnus ont, en effet, les mémes coefficients que
dans les équations qui ont servi & déterminer la fonction ¢,. On a ainsi
toutes les intégrales de la forme

93 + @y log(z — a) + 1o, log?(x — a),

les fonctions ¢ ne contenant que des puissances entieres dex — a.
Pour avoir les intégrales contenant log®(«z — a), posons

Yy =25+ @;log(x —a) + Lo, log?(z —a) + ﬁcpﬂog%x—a).

Il résulte du n°® 11 que I'on doit choisir les fonctions ¢, de fagon que I'ex-
pression
93 + @z log(z — a) + Lo, log*(x — a)
soit I'une des intégrales déja déterminées.
On remplace y dans I’équation (1) par cette valeur, et il est facile de véri-

Document numérisé par la Bibli itaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XVII 5 -4



(41)
fier que les termes en log(x — @) disparaissent; il reste une équation de
forme (15), et 'on doit choisir les valeurs possibles des fonctions ¢, de facon
qu’il ne reste aucune puissance négative de (x — @). On-aura alors une
équation qui pourra servir a déterminer la série z de la forme

V=

E hy(z —a)Y,

V=0

dans laquelle (m — n) coefficients seront arbitraires.

On continuera de méme, jusqu’a ce qu’il ne soit plus possible de former
" une équation (15) dont le second membre ne contienne aucune puissance
négative de (z— a).

Nous avons supposé que les équations (5) sont toutes distinctes, et qu’il
existe (m — n) intégrales de la forme

V=
E hy(z—a).
V=0

Il peut arriver que quelques-unes des équations (5) soientdes conséquences
des équations précédentes; soit £ le nombre de ces équations, I’équation (1)
sera alors vérifiée par une série contenant (m — n -+ £) constantes arbi-
traires, soit o, I'une de ces intégrales; on pose

y =23+ o¢log(x — a),

et Pon forme I'équation (15); on la différentie et I'on pose @ = a, ce qui
donne des équations qui ne different des équations (5) que par le second
membre. Si on laisse les £ équations correspondant i celles qui se dédui-
raient des autres quand ¢, = o, on pourra choisir arbitrairement (m—n-+£)
des quantités z,, z, 5, ..., les autres seront déterminées ; et si I’on rem-
place ces dérivées par les valeurs obtenues dans les £ équations laissées de

"

coté, les valeurs arbitraives z,, =, =, ... disparaitront, et il restera £ ¢qua-

tions entre les valeurs de ¢, et de ses dérivées pour « = a. Dans la série ¢,

il ne restera done que (72 — n) constantes arbitraires; on pourra choisir

(m — n)séries appartenant & des exposants différents, et I'on verra quelles

sont celles qui permettent de déterminer =z en appliquant la méthode déja

indiquée ; seulement, z contiendra ici (m — n + £) constantes arbitraires.
Soit

0, - o, log(r — a)
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: . 2
'une de ces intégrales; posons

y =3+ o,log(x — a) + 1 ¢, log?(x —a),

ce qui donne une équation (15) et des équations de forme (5) avec second
membre. En éliminant z,, 5, ..., on peut obtenir £ équations entre les va-
leurs de o, et o, et de leurs dérivées pour x = @, et, comme 9, est en gé-
néral completement déterminé, ces équations limiteront les valeurs pos-
sibles de la fonction ¢,, qui ne contiendra plus que (7 — n) constantes
arbitraires; on déterminera ensuite la série z, qui aura m —n + £ con-

stantes arbitraires.
En continuant le méme raisonnement, on obtiendra toutes les intégrales

régulieres qui ne renferment que des puissances entieres de (v — a).

17. Nous allons démontrer que le nombre des intégrales que nous ve-
nons de former est égal au nombre des racines entieres de ’équation déter-

minante.

Soient p,, pas - -, o les racines entieres distinctes de I’équation détermi-
nante, rangées par ordre de grandeur, etv,, v,, ..., v, leurs ordres de mul-
tiplicité, on aura-

P1=0, Py=T, ..., Pm—p=m—n—I.
On trouve toujours une série vérifiant I'équation (r) de la forme

V=

=
Py == Z hy(x—a)’.

=g
Si l'ordre de la racine o, de I’équation déterminante est supérieur a 1, en
P
posant dans I’équation (1)
y=s5+o0;:log(x— a),

on a une équation de forme (15) dont le second membre appartient & I'ex-
posant oy + n — m + 15 si l'on pose

N R — 2Py —
8 =3,= 3, —...= 8= 0,

les équations obtenues en différentiant I'équation (15) pour @ = a détermi-
neront les autres dérivées de =, car la premiere de ces équations qui n’aura
pas ses deux membres identiquement nuls est celle obtenue en différen-
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tiant (py + n — m 1) fois et elle détermine la valeur de zp""'; on aur:
donc pour z une série de la forme

V=
. 2 hy(z — ay.
v =py +1
On posera
¥y =35+ g log(x —a) -+ 9,log*(z —a),
ot, si Lordre v, de la racine g, est supérieur a 2, on obtiendra une équa-
tion de forme (15) dont le second membre appartient encore a I'expo-
sant g + n —- m -+ 1, car le premier terme en (o — @)™~ ne peut provenir
que de ¢, et disparait si v;Z 3. On peut donc poser

£ "
e e s e (0

et 'on obtient pour z une série de la forme

V=

3
@3 = Z hy(z —a)';

V:p)‘—i'l
en continuant de la méme maniere, on aura une intégrale de la forme
Y= 01 + 92 log(z —a) + ¢, log?(z — @) +. ..+ oy, logh~ ! (2 — a),

la fonction ¢,, appartenant & 'exposant g, les autres fonctions ¢ a des ex-
posants supérieurs.
Pour obtenir les intégrales appartenant i I'exposant p,_,, posons

y=3s+¢ |:(p“log(x —a)+to,plog*(x—a)+...+ vi @1y, log" (2 — a)]-
A

En portant cette valeur dans I’équation (r1), les logarithmes disparaissent;
on aura une équation de forme (15) dont le second membre appartient A
’exposant g+ n — m.

Posons

e — w31 —
Zq --«»'5“__‘.._._‘;21\—1 o)

dans les équations formées en différentiant I'équation ainsi obtenue. La pre-
miere équation qui restera déterminera z:-' en fonction de z%- dont la
valeur sera arbitraire ; les dérivées suivantes pour = a seront détermi-
nées jusqu’a z =" par des équations homogenes; la premiere équation, qui
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a un second membre, ne contient que les dérivées déja calculées, car le
coefficient de =% y est nul, et le second membre est égal 4 ¢ multiplié par
une expression différente de zéro. Cette équation détermine la valeur de ¢;
=% aura une valeur arbitraire et les dérivées suivantes pourront se déter-
miner. La valeur de ¢ peut étre nulle, mais ne sera jamais infinie. On ob-
tient donc une intégrale de la forme

01+ gslog(z — a) + gslog*(z — a) +. . . + oy, logh(z — a),

la série o, appartenant a I’exposant p,_,, les autres fonctions n’ont que des
exposants supérieurs et peuvent étre nulles. Si g, est racine multiple de
"équation déterminante, on posera dans 'équation (1)

v=23-+olog(x—a)+ jo,log*(x —a) +...+ @y, 1 loghtt (2 — a)

I
Yy =1
. -
—“+c [cp“log(x* —a)+toplogi (e —a)+... + " @1y, log" (2 — a)J ’

tous les termes contenant log(x — a) disparaissent; on posera
g — B, =%, — e — gl O,

et les équations obtenues en différentiant 'équation formée par la substi-
tution de y dans (1) pour @ = a détermineront successivement les valeurs
de =8, 200t 2Pam!; on aura ensuite une équation qui sera la pre-
miere contenant la constante ¢ avec un coefficient différent de zéro; on en
déduira la valeur de ¢, et, en choisissant arbitrairement la valeur de %, on
pourra calculer les dérivées suivantes de z pour & = @. On aura ainsi une
intégrale de la forme
o1+ @log(z —a) +...+ gy, 1 loghtt (2 — a),

la fonction ¢, appartenant & I'exposant p,_,, les autres & des exposants supé-
rieurs. On posera

I
y=s+olog(x —a)+iglog*(x —a)—+...+ e logh*+*(z — a)

e [cp“log(x — ek %qomlogvz(x— a)J,

et I'on déterminera, comme précédemment, la valeur de ¢ et la série

V=
o — Z hy(x —a)’;
‘J:P'}w—|+1
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on continuera ainsi jusqu’a ce que 'on arrive a U'intégrale
Vo1 = Par+ 922108 (2 — @) + Pas log?(z — @) +. .. =+ 9ay,_ logh-! (2 — a)—+...,

la fonction ¢,, appartenant a I'exposant p,_,, les autres fonctions o appar-
tiennent & des exposants supérieurs et peuvent étre identiquement nulles.
Pour obtenir les intégrales appartenant a I'exposant ¢, _,, on posera, dans
I’équation (1),
y =235+ ¢ [¢alog(z —a) “+ 395 l0g* (2 — @) + § a3 log?(z —a) +...]

I
~+Cy [q)“ log(z — a) + Lo log* (e —a) +. ..+ " o logh(z — a) |;

on différentie successivement I’équation obtenue et 'on pose x = a, puis

’ U Py —1
By B2 B Te sy — B b ==
2 S Zq A o,

et I'on a des équations qui déterminent successivement zf-™, zh™, ...,
a0l 0y, S, B, L, 2, 0y, 20, L., les valeurs de a6, 2fi- et
=P étant choisies arbitrairement; on trouvera ainsi pour z une série de la

forme

Y=o
hy(z— a)’

V=

PK-—:
et une intégrale de la forme
¥ =+ 9;log(z —a) +gslog*(z —a) +...,

», appartenant & I'exposant py_, et 92, 9y, +-- 2 des exposants supérieurs.
Si p_, est racine multiple de I’équation déterminante, on posera ensuite

y =135+ ¢,log(x —a)+ §p,log*(z — @) + ...
+ ¢1[9a1 log (2 — @) + 9sslog?(z —a) +...]
+ ca[@4y log(x — a) + Lo log?(z —a) +.. s

et 'on peut déterminer les valeurs de ¢, et ¢, et la série z de la forme

V=
by (2 — a)’,

v=p, +1

de facon que cette fonction y vérifie I'équation (1).
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En continuant, on arrivera a une intégrale de la forme
V)2 = @31+ 952108 (2 — a) + @53 l0g* (x —a) +. . .,

la fonction ¢,, appartenant a 'exposant g, ,, et les autres fonctions ¢ &
des exposants supérieurs.

On formera ensuite de la méme maniere les intégrales appartenant aux
exXposants py_s, Press + o5 Cm—niae

En général, sip, est uneracine entiere supérieure 2 m — n — 1 et d’ordre
v, de 'équation déterminante, on aura I'intégrale

Y= Pr—pi1,1 7+ Ph—pt1,2 10%(90 —a)+ Pr—p+2,3 loge(ﬂé‘ @) =,

la fonction ¢, ., appartenant a I’exposant gy, et les autres fonctions ¢ i
des exposants supérieurs.

Pour avoir les intégrales appartenant aux exposants o, 1, 2, ...,
m — n — 1, posons

v =25+ ¢ [pulog(z —a) + o log*(x —a) + o log*(z —a)+. . .]
4+ ¢y [0y log (2 — @) + Loy, log? (2 —a) +...]+. ..
= c)\——m+n [CPX—m+n,l 10%(-76' = (Z) =+ ; C‘D)\——m-l-nﬂ logg(‘yl" - (l) .. ~];

i m—n—1

on pourra choisir arbitrairement les valeurs de z,, 2, z,, ..., 2 """, &fn-nu,
ZPm-nis, ..., 50, et en déduire les valeurs des autres dérivées pour x = a et
des constantes ¢, ¢,, ..., ¢)_p.,; 0on peut donc, en annulant successivement
Zas B4 -+, Obtenir m —n intégrales distinctes appartenant aux expo-
sants o, 1, 2, ..., m —n —1. Si parmi ces nombres il y en a qui sont ra-
cines multiples de I'équation déterminante, on déterminera par la méthode
précédente une intégrale de la forme

Vin—n == Qr—m+n+1,1 7 Pr—m-+n-+1,2 IOg(l — (l) —+ Qh—m—+n-+1,3 1082 (VZ‘ = a) ey

la fonction o,_,,,.,,  appartenant i Iexposant p,,_,=m —n — 1, les
autres fonctions ¢ a des exposants supérieurs.
Sty >1, apres avoir déterminé I'intégrale
@1+ 92 log (2 — a) + ¢;log*(z — a) +...,
dans laquelle o, appartient 4 'exposant 7 — n — 2, on posera, dans I’équa-
tion (1),
y =25+ log(x —a)+ Loy log*(x —a)+...
+ ¢y [0y log(z — a) + Lo log* (e —a)+ ... ] +. ..

+ Chmmtntt [ Pr—manti,1 l0g (2 —a) +. . .];
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il y aura des termes en (@ — a)~', et, en égalantle coefficient & zéro, I'on
aura une équation qui détermine ¢, m.n.i; ON aura ensuite une équation
de forme (15), qui permet de déterminer les constantes c et donnera pour s
une série de la forme

V=w
hy(x — a)’;

V=anm=—=n

on opere de méme sur I'intégrale ainsi formée, et ainsi de suite jusqu’a ce
que I’on obtienne I'intégrale

Ym—n—1=— @h-m+n-+2,1 - Oh—m+n+2,2 10{;’(@' - a)"— K ey

la série 9y minra,y, , . appartenant alexposant p, oy =m —n — 2.

On formera de méme les intégrales appartenant i I'exposant m — n — 3;
on aura alors des termes en (2 — a)~2 et (v — a)~" dans I'équation obte-
nue par la substitution de y,et, en annulantleurs coefficients, on aura des
équations déterminant les constantes ¢y net €6 O minia-

On arrive ainsi a former un nombre d’intégrales régulieres & exposants
entiers, égal au nombre des racines entieres de I'équation déterminante
v, - Vs ...+ v; ces intégrales sont distinctes, et nous avons vu (n° 15)
qu'il ne peut pasy en avoir un plus grand nombre.

18. La méthode précédente permet de former les intégrales régulieres;
mais les termes de chacune des séries o se déduisent des termes des séries
déja formées. On peut calculer séparément les termes de chacune des séries
par la méthode suivante : on pose dans I'équation (1)

y =0, + @, log(x — a) + 9;log*(x — a)+...+oylog"—(z —a),

o étant des séries arbitraires, et v un nombre égal ou inférieur au nombre
des racines entieres de l'équation déterminante. Si F(y)= o représente
I’équation (1), on obtiendra, en égalant & zéro les coefficients des diverses

puissances de log(x — a), les équations

F(CPV) =0, I (?v~1> :fl (CPV), F(‘?vr 2):./‘2(@\;, Dy e s
F(‘Pl) :ﬁ—l(c?v, Qy—15 + =+ ‘P»z)y

/, étant une fonction linéaire de ¢, 9., 95 -+ o', f» est une fonction

m—2

linéaire de oy, o), ..o, QI €L Oy_yy iy - v es V'S enfin, f,_, est une fonc-

tion linéaire de o,, o), ..., o™, ..., 7" Nous allons en’ déduire une

Document numérisé par la Bibli itaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XVII 5 -4




(48)
équation différentielle en ¢, ; pour cela, on différentie la premiere équation
F(¢,) = o un nombre de fois égal & (m —1)(v — 1) =£, la seconde £ + r
fois, la troisieme 4 + 2 fois, et ainsi de suite, la derniere étant différentiée
k —+v —1 fois. On aura ainsi un nombre d’équations égal &

v(v-1)
(A1) (h+2)+... 4+ (k+v)=Fky+ —
entre lesquelles on ¢liminera
Dvs (P"” o CPé—a—m, CPvfla (P\"-I’ ey (Pctinkl’ ceey /}2-+m+v—2;

le nombre de ces quantités est

(k+l)'l+1)+(/{+m+2)+...+(/c—|—-m+v—|)

v(~1—12~

=(v—1)(k+m)-+ 5 _:/\‘V—i—w——l

2

Cette élimination donnera une équation différentielle linéaire homogene
@ordre mv en ¢,; cette équation aura ses coefficients rationnels et peut se
ramener a la forme (1). '

On peut remarquer que 1'équation donnant o, aura aussi comme inte-
grales les fonctions o,, 9, ..., o,.

On peut former de la méme manitre des équations différenticlles d’ordre
moindre donnant respectivement les fonctions Py—ts Py—ss v =5 Pgs

Pour déterminer les séries dans une intégrale de I'équation (1), on calcu-
lera les premiers termes des diverses séries o par les méthodes des n°s 16
et 17, puis on prendra les équations ayant pour intégrales les fonetions
successives ¢ et 'on pourra, a I'aide de ces équations, exprimer les termes
de chaque série en fonction linéaire d'un nombre limité de termes preéeé-
dents (n° 5).

Remarque. — Les intégrales régulieres 4 exposants entiers que nous
avons formées sont données par des séries; mais ces séries peuvent étre
divergentes. Pour connaitre les intégrales de I’équation (1) de la forme con-
sidérée, il faudrait pouvoir reconnaitre quelles sont parmi les séries trouvées
celles qui sont convergentes; et, dans le cas ol plusieurs séries sont diver-
gentes, il faudrait chercher si I'on ne pourrait pas trouver une fonction
linéaire des séries obtenues dans laquelle les séries seraient convergentes
pour une valeur assez petite de mod(x — a).
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Malheureusement la question n’a pas été résolue dans le cas général;
nous examinerons plus loin quelques cas particuliers.

Par les méthodes que nous venons d’indiquer, on peut former toutes les
intégrales régulieres possibles de I'équation différentielle (r). On prend
I'équation déterminante (14) et 'on groupe ensemble les racines dont les
différences sont entieres, d chaque groupe correspond une équation (13)
qui permet de développer les intégrales du groupe. On trouvera ainsi un
nombre d’intégrales régulieres égal au degré de I'équation déterminante;
mais parmi ces intégrales il peut y en avoir qui contiennent des séries
divergentes pour toutes les valeurs de mod(x — a); et I'on ne doit consi-
dérer comme intégrales régulieres que celles dont les séries sont conver-
gentes.

19. Pour que P'équation différentielle (1) ait toutes ses intégrales régu-
litres pour une valeur singuliere = a, il faudra que 'équation détermi-
nante soit de degré m, et pour cela il faut « = o et n = =,. Cette condition
est suffisante, et si elle est remplie il y aura m intégrales régulieres dis-
tinctes formées par des séries convergentes. Pour le démontrer, choisissons
un groupe de racines de I’équation déterminante (14), et soit o la plus petite
racine du groupe. En posant y = (x — @)z, on obtient I'équation (13) dont
I’équation déterminante sera encore de degré m, admettra la racine o et
n’aura aucune racine entiere négative. Pour simplifier les calculs, repré-
sentons cette nouvelle équation, dont les coefficients auront été ramenés a
la forme entiere, par I’équation (1).

Dans I’équation (1) on aura alors

quelle que soit la valeur de p., et
T+ 1M > T3 :

nous avons vu que 'on peut former des intégrales régulieres a exposants
entiers en nombre égal au nombre de racines entieres de I'équation déter-
minante. Nous allons démontrer que, dans le cas particulier que nous
examinons, toutes les séries que I’on obtiendra sont convergentes.

On formera d’abord les intégrales de la forme

Y=o

v= % h(x —ay,

v=0
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dont les coefficients /4 sont déterminés par les équations (5), dans lesquelles

on pose
yg’): 1.2...VA,.

L’équation générale (5) devient alors, si I'on divise tous ses termes par

1.2...(p+m),

h !

TR (i m) (p+m—1).. (p+m—n+1)
><[H(/‘L~I)"'(H_’l+l)Pg+[J”({J“—I)'"(“_H+Q)P¥,71+"-+I),l

L2 el 1.2...(n—1)
i I H(H’“I)'-'(V—‘n) nt+1 —
=) /lm+p.——n—1 (e m)..(p+ m—n) [ fa...(n41) Pyt +..o+Pppy | +.c.=0,

ollx = a. Si pest la plus grande racine entiere de I’équation déterminante de
I'équation (1), et si . >p — m + n, le coefficient de A,,,,_, dans 'équation

précédente ne peut pas étre nul; et, si p. devient infini, ce coefficient a pour

. pr - r X '
limite la valeur de —*— pour 2 = a, quantité quin’est pas nulle, puisque

n =m,. Les coefficients des autres termes % ont pour p. = oo des limites

P/0L+1 ) P701+2 ,
I.2...(n+1) 1.2...(Nn4+2)
Le terme 4, , est donc une fonction linéaire d’'un nombre limité £ de
termes précédents, et les coefficients de cette fonction linéaire restent finis
si 1. est assez grand et ont pour p. = s des limites déterminées qui sont les

— pr+t — prt+2 . Pn+/:

valeurs de =g TP U D e )P
Soient A,, A,, ..., A; des nombres positifs supérieurs aux modules de ces
coefficients pour toutes les valeurs de p. plus grandes qu’un nombre fixe

donné. On aura, quel que soit .,

finies qui sont les valeurs de -+. pour x = a.

pour x = a.

mod /2 i pn <Ay MOd Ay iy ny-+Asm0od Ay o4 ..+ Apmodhpyy—p s

Sil'on pose
mod(x — ¢) =R,
on pourra écrire
mod /ey, py—n (@ — @)™ =" << Ay RMod A ypyy—p—y (2 — @)=t

+ AyR¥mod Ayipn—i (2 — a)mri—n=k,
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Déterminons R de facon que
AR+ AR+ ApRF

soit inférieur & un nombre donné A plus petit que 1.
Il suffit pour cela que R soit inférieur a la seule racine positive de I'équa-

tion
AR+AR ... ARF—A =0,

IIZHJ-—II-' i
L]

et soit M le plus grand module des quantités .y (2 — a)
/Lmﬁ-p.An—2(x —a)yrnr /z,n._u_,,,_/f(m - a>m+p~n—k.

On aura

mod Ay p—n(z— @)t (A R+ AR .+ ARHOM < AM < M,
mOA rp—na (2 — @)t < (A R+ AR 4. ..+ A RF)M < AM,

mod Ay -1 (2 — @)mrb—rrk—1 o AML

On en déduit
mod 2y —arr(®— a)ymb—nrk < AR mod /e,y nii—1 (T — @Rl e
AR MO0y (@ — @) < (AR .o AR AM < AM

jusqu’a
(0100 Ay g (2 — @)PEn 2t ATM

Dans la série

V=

Z hy(x — a),
V=0

les & termes suivants seront plus petits que A*M, et ainsi de suite; on aura
done

V==

E‘ hy(z—a) < KAM(1+ A + AT AP ..) < ]’i“i

Vv=m+k—n

Done, si mod (x — @) est assez petit, la série sera convergente.
Pour avoir les intégrales contenant log(x — @), on formera une équation
de forme (15) dans laquelle le second membre sera une série convergente

de la forme

V=®

2 H,(z— a)’.
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Soit R, le rayon du cercle de convergence de cette série.
De cette équation (15) on déduira des équations de forme (5) contenant
des seconds membres de la forme 1.2...pH,. On aura & déterminer une
série de la forme

Y = g
hy(x — a)’,

V=0

et chaque coefficient 4,,,, , sera une fonction linéaire des £ coefficients pré-
cédents et de Hy. On en déduit I'inégalité

A/.'J.—’[}I‘U‘
([J.-|—1)...(‘u—|—m)’

mod ey pp—rn << Aymod /iy ng+. ..+ Armod/yy s+

AL Ay, Ay, Ay, étant des nombres positifs déterminés.

Le dernier terme peut s’écrire —, B étant une quantité qui tend vers o
R¥ A I

si p. devient infini; nous pourrons donc supposer que B conserve une valeur

donnée positive.
Simod(x — @) =R et si M est supérieur aux modules de R™ ¥~ —
R s ooy R v ko 1o étant ici un nombre fixe, on

aura
:J4
10/ (@ — @) 51 (AR 4 AgR? . . .+ A,RE)M + B <§> Rin-n,
1

Choisissons R assez petit pour que

B/ R\"
2 k_ m—n
AR+AR+...+ AR i—M<R1> R

soit plus petit qu'un nombre positif A inférieur & 1. On aura
mod /e,y (2 —a)" H—r< AM << M,
et, si R est plus petit que R, on en déduit

R
mod /ey iy (2 — @)=L (AR 4. ..+ A R*)M + B <§> R << AM,
1

jusqu’a
mod A, y—nip_y (€ — a@)nrp—nti=t — AM,
W

Puis
R \ v+4
M0 /sy nen<< (AR 4. ..~ A,RE)AM + B <ﬁ> R,
1

Document numérisé par la Bibli itaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XVII 5 -4




Ct

(

k
On peul supposer <%> < A, on aura alors
1

3)

OB Reemon\
modh,,,+u_n+k< <A1 R-+...4+ A/;R”‘i— 1\—,[ T) AM << A%M.
En continuant le méme raisonnement, on voit que, si R est assez petit, la

série

y==
hy(z — a)’

V=0
est convergente.

Le méme raisonnement s’applique a toutes les séries que I'on formera
successivement, et il en résulte que, si I'équation (1) a une équation déter-
minante de degré m pour la valeur @ = a, toutes ses intégrales sont régu-
lieres.

20. Supposons que 'équation déterminante soit de degré m ct que
toutes ses racines soient entieres positives; il peut arriver que les intégrales
ne contiennent pas log(x — @) et soient toutes de la forme

V=

2
zhmw—a)";

v=0

dans ce cas, les intégrales n’auraient plus la forme singuliere, et 'on dit
que x = a est une valeur d’apparence singuliere.

Si Péquation déterminante a une racine multiple, nous avons vu (n° 16)
que ’on pourra Loujours trouver une intégrale contenant log(x —a). Donc,
pour que la valeur « = a soit d’apparence singuliére, il faut d’abord que
I’équation déterminante de degré m ait toutes ses racines entieres, posi-
tives et différentes. Cette équation déterminante sera

Py(x—a)"p(p—1)...(p—m 1)
+ Pz —a) " pp—1)efp—m+2) +...+ Pyro(p—1)slp—m +n+1)=o,

oux=aetn=m,. :

Elle admet les racines o, 1, 2, ...,m —n — 1. 1l faudra que les autres
racines r,, 7y, . .., I, soient entieres positives et distinctes. De plus, il faut
que, dans les équations (5), il reste m constantes arbitraires, qui seront y,,
Voo Yoy ey Yyl o,y il y a alors n des équations (5) qui sont

a
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des conséquences des autres. Si y,, ¥, ..., y77"'sont arbitraires, on
pourra en déduire successivement y7=", y7="* . 47~1s on aura ensuite

une équation entre les m — n constantes arbitraires qui ne pourra étre véri-
fiée que il existe 7z — n relations entre les coefficients, la valeur de y7 sera
alors arbitraire ; on pourra calculer y,** jusqu’a »7*™', puis on aura une re-
lation linéaire entre les constantes qui exigera 72 — n + 1 conditions pour
étre identiquement vérifiée; en continuant, on trouvera entre les coeffi-

cients P de I'’équation (1) un nombre de relations

(2m—n—1)n

(m—n)+(m—n—+1)+...+(m—1)= 5

On peut obtenir facilement ces équations de condition sous forme de dé-
terminants égalés a zéro.

Remarque. — Les intégrales pour une valeur d’apparence singuliere ont
la méme forme que pour une valeur non singuliere de «; elles s’en distin-
guent cependant par le caractére suivant :

Si & = a est une valeur non singuliere, toutes les intégrales contiennent
des puissances de # — a d’ordre inférieur i m, tandis que si cette valeur est
d"apparence singulitre, il existe au moins une intégrale appartenant 4 un
exposant supérieur & m — 1, de la forme

2 hy(x —a)v.

En effet, pour que toutes les intégrales appartiennent 4 des exposants
inférieurs & m, il faudrait que I'équation déterminante admette les ra-
cines o, 1, 2, ..., m — 1, et pour cela que =, + . > =,, quel que soit . et
en particulier =, +n>n ou =,, d'ot %, > o.

Si I'on pose @ = a dans I'équation (1), on aura alors une équation li-
néaire entre Y., ¥, Yo -+., ¥2 ", et ces quantités ne peuvent pas avoir
des valeurs arbitraires; parsuite, dans I'intégrale

v=o0

E hy(z —a)’;

v=0

il ne peut pas y avoir 7z coefficients arbitraires, et il y aura des intégrales
contenant log(x — a).
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921. Examinons en particulier la valeur singuliere x = % ; nous
e, pour cette valeur, une intégrale de la forme

appelle-

rons tntegrale regulier

I ¥ \

= <$_ a> [0+ g2 log(x—a) + oslog(x —a) +...+ oylog~Y(z—a)l,

les fonctions o étant des séries qui ne conticnnent que des puissances néga-

tives de & — a. Pour former ces intégrales, on posera dans I’équation (r)

I -

@Zi= - I

on obtient 1'équation (10) du n° 10, et 'on cherchera ses intégrales régu-

lisres pour la valeur singullere £ = o. On formeral’équation déterminante en

l . .

posant dans (10)y = #f, puls ¢ =0, apres avoir multiplié tous les termes par

une puissance de ¢, « telle que le premier membre ne soit ni nul ni infini
pour ¢ = o. Mais on arrive au méme résultat en posant dans I'équation (1)

y=(x—a)?
ce qui donne I’équation

(—1)™Pop(p+1)...(p+m— N (x—a)yP ™
4+ (—1)m1Pip(p+1)...(p+m— 2) (@ — a) P 4. P,(z—a)y?=o,

puis on multiplie par une puissance convenable de & — @; on pose

I
x—a:z et ¢t=o,

ce qui revient a égaler & zéro le coefficient du terme de degré le plus éleve

en x — a.

Soient m,, 7, «-
port & . Formons les nombres ©,, @, + 1, ..
le plus grand et le premier des plus grands s'il y en a plusieurs égaux. L’¢é-
quation précédente sera du degré n — m — p en @, o est I'indice caractéris-
tique de la valeur x = =, et ’équation déterminante sera

., @, les degrés des polynomes Py, P,, ..., P, par rap-
., T, = m, et soit Ty +o=n,

(— 1)* Py (2 —a)*"p(p+1).. (p+m—oa—r)
4 (—1)* 1 Py (x——a)“”*"p(p+1)...(p+nz—a)+...+(— )"P,(x—a

)III,AIL — 0

pour & = ® .
Cette équation est indépendante de la valeur a.

Do . o s
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Pour que les intégrales soient toutes régulieres pour la valeuro = =, il
faut et il suffit que 'équation déterminante soit du degré m; pour cela, il
faut 2 = o, d’olt @, + p. = =, pour toutes les valeurs de p..

La valeur x = oo peut n’étre pas singuliere, si la valeur z = o n’est pas
singuliére pour I'équation (1o0); pour cela, il faut que le premier membre de
’équation (1o) ordonné par rapport aux dérivées de y et multiplié
par -+ ne contienne pas de puissances négatives de .

Il faut done

7 ! ’ (*p‘_l ’ . ’
Ty FT=Tyy Tyt+2=T5 .sss Tpg+-M—I1=T,

et
T Ty — 2703

m—1

. d
le coefficient de S

‘xlllfl

dm—z‘y

I . £
aura alors deux termes en ., celui de o3 con-

; 1 1 . d . 1 . .
tlendraz et—t—g, -.+5 et le coefficient de dg contiendra —, et il devra exister

[Hl—l
entre les coefficients des polynomes P des relations telles que toutes ces
puissances négatives de ¢ disparaissent. Le nombre de ces relations sera

m(m—r)

2

Remarque. — On peuat obtenir les relations qui doivent exister entre les
termes de degré le plus élevé en 2 dans les fonctions P en exprimant que
I'équation déterminante admet les racines o, 1, 2, ..., m — 1. Cette équa-
tion déterminante s’obtient en posant @ = o dans I’équation

Po(x—a)y™p(p+1)...(p+m—1)
_[)l(.T__a)—-lelp(lo_i_ I)...(p—|—771—2)+...+(—I)’"’MIP,,,fl(JT-—(l)m‘if’l’l’):O,

et elle doit étre ici de la forme

plp—1)...(p —m-+1) =0,
que I’on peut écrire

olp+1)...(p+m—1)—m(m—1)p(p+1)...(p+m—2)
m(m—r1)2(m—2
- 1.2

‘ . m(m—1)2(m—2)% .. (m—p—+1)*(m—p)
el T )

“plp+1).(p+m—3)+...

p(p +1)...(p +m—p—1)+...

+ (=0 m(m —1)...3,2.0 =o0.

On peut former facilement des équations pour lesquelles la valeur x = =

Document numérisé par la Bibli itaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XVII 5 4




(57)
ne sera pas singuliere, en posant, dans une équation différentielle arbi-
traire,

I
X — A= —>

(3]

x = a étant une valeur non singuliere pour la premiere équation.

La valeur ¥ = = peut étre également d’apparence singuliere ; pour cela,
il faut que 'équation déterminante ait 7 racines entieres positives et diffé-
rentes; il doit, en outre, exister certaines relations entre les coefficients de
I’équation différentielle.

Six = o est une valeur non singulitre, toutes les intégrales pourront
se mettre sous la forme

v=2

2 /zv a)"

v=10

les m premiers coefficients Ay, A,, ..., &,_, n’étant jamais tous nuls.

Si la valeur = est d’apparence singuliere, les intégrales ont la
méme forme ; maisil y en a au moins une dans laquelle le premier terme
a un indice v supérieur a m — 1.

22. Nous allons chercher quelle forme doit avoir I'équation (1) pour que
ses intégrales soient toutes régulieres pour toutes les valeurs singulieres
de 2 (y compris x = % ). Soient a,, a,, ..., a les valeurs singulieres et
soit

Py=(z— a))i(z — as)...(x — o))"

Pour que toutes les intégrales soient réguliéres pour la valeur = a,, il
faut que P, (2 — @,)*: reste fini pour x = a,, quel que soit p.; par suite, le
polynome Pu sera divisible par

Wb (@ — ap )V P. . (2 — ax )0 ¥,

et, pour que les intégrales soient toutes régulieres pour x =, il faut
que le degré de Py, soit inférieur ou égal a v, + vy 4.+ v — p.

Sil'on pose
(2 —a)(z —ay)...(x — &) = ¢ (),

I’équation (1), qui a toutes ses intégrales régulieres pour toutes ses valeurs
E, 8
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singulieres, pourra se mettre sous la forme

dm 'V 7[ dnzw , (72 d/)t—i.y (]m~1 d}/ qm
[[FIIZ + ’0( ) d‘z‘m——l + [(?(,/.)]2 dam—2 =+ l_'[(P(xA]m—l d.I/‘ + EP(.I,)III

g, ¢étant un polynome en x du degré » — r, et en général ¢, étant un poly-
nome du degré p.(% —1).

Nous avons vu (n°12) que, si 'on a pour chaque valeur singuliére m in-
tégrales distinctes sous la forme (g), la somme des exposants r est un
nombre entier. Si I'équation donnée a la forme (16), on peut choisir les
intégrales régulieres de facon que les exposants 7 soient les racines des
équations déterminantes. Il en résulte que la somme des racines des équa-
tions déterminantes de I’équation (16) relatives a toutes les valeurs singu-
lieres est un nombre entier. Nous allons vérifier cette proposition en cher-
chant la valeur de cette somme.

q, étant un polynome de degré inférieur a %, on pourra écrive

(16) y—o,

7 A A, \)\

— i T

o(2)T v—a, T—a, = z—a),

I’équation déterminante de I’équation (16) pour la valeur x = a, est

p(p———l)...(o—nL+1)+A,p(p—1)...(p—nz+2)

—a)p(p—r1)...(p—m-+3)+...=o0
" [t f ’
ol v = a,. La somme de ses racines est égale &
177 m — 1
i N W
2

et la somme des racines des équations déterminantes pour les valeurs sin-
gulieres a,, a,, ..., ay sera

A0 A Ak A

2

[’équation déterminante pour x — » est
g -
(p+1)...(p+m—1 wl——xl o(p+1)...(p+m— oo o
plp+1)...(f ) o (@) _r‘<P ...(p+m—2)+ 0
la somme de ses racines est

= ]—n(-]{;ii) +[ s J — m(nf‘_:[) A A+ Ay
a=
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La somme des racines des équations déterminantes de toutes les valeurs

singulieres, y compris @ = %, est donc égale a

m(m—1)

(—n

23. Nousavons vu (n° 18) qu'une équation différentielle linéaire peut avoir
un nombre d’intégrales régulieres égal au degré de son equatlon détermi-
nante; mais ces intégrales sont formées par des séries qui ne sont pas tou-
jours convergentes. Nous allons montrer comment on peut obtenir des
équations pour lesquelles toutes ces séries seront convergentes; et, pour
cela, examinons d’abord quelques propriétés des expressions composées.

Soient F(y) = o et f(y) = o deux équations différentielles de forme (1)
Q’ordres m et m'. Si, dans I’équation F(z) = o, on pose z = f(y), on obtien-
dra une équation différentielle linéaire d’ordre m -+ m’, que 'on nomme
équation composce.

Pour qu’une intégrale réguliere y vérifie cette équation composce, il faut
ou que f(y) = o, ou que f() soit unc intégrale de I'équation F(z) = o. Si
Yis Yy enyysont des intégrales régulieres de I'équation composée, distinctes
de celles qui annulent f(y), il en résulte que f(y,), f()2), ---» /()] seront
des intégrales régulieres de F(z) = o linéairement indépendantes, puisque
€LYy €y Ya ...+ ¢y, ne peut pas annuler /().

Donc le nombre des intégrales régulieres de I’équation composée est égal
au moins au nombre des intégrales régulieres distinctes de I'équation
/(¥)=o, et au plus au nombre total des intégrales régulieres des deux
équations composantes.

TutorkME. — L’équation composée a une équation déterminante dont le de-
gré est la somme des degres des équations déterminantes des deur egquations
composantes, pour une méme valeur singuliere r = a.

En effet, posons

F[x__a)p]— p) (x—a)? m+-n +A1(x—a)9 mEn+l g
Sl —a)f] =B(p) (x — @)p~m+n 4 By (x — a)p—m+o+t 4

Les équations déterminantes des deux équations composantes seront

A(p)=o0 et B(p)=o.
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Pour avoir ’équation déterminante de I’équation composée, on pose

y=(x—a)P,
d’ou
2= f(z —a)]=B(p) (x — a)p~m+¥' - By (x — a)P~m+r+ 4+ . ;

il faut porter cette valeur dans F(z) = o et annuler le premier terme en
x — a. On aura '

F(z) =B(p)F[(z — a)t-m+""] + B, F[(2 — a)p—m+n+1] 4. ..
:B(P)A(P —m'+n')(x— a)p~m'+n’—m+n+_ .

et 'équation déterminante est
B(p)A(p—m'+n') =o;
son degré est la somme des degrés des deux équations
A(p)=o, B(p)=o.

Si F(y) = o a une équation déterminante de degré zéro, cette équation
ne peut pas avoir d’intégrales réguliéres; supposons, en outre, que f(y) = o
ait toutes ses intégrales régulieres pour x = @; on voit que I’équation com-
posée aura une équation déterminante de degré '’ et admettra 72’ intégrales
régulieres distinctes, qui sont celles de /()= o. Les séries que I'on obtien-
dra en cherchant les intégrales régulieres seront alors toutes convergentes.

24. Nous allons examiner une classe d’équations différenticlles n’ayant
aucune intégrale réguliere pour « = a, bien qu’il y ait une équation déter-
minante.

TutoriMe. — St [’équation dyférentielle (1) n’a qu’une valeur singulicre
Jinte x = a, et siles intégrales pour x = % sont toutes régulieres, il n’y aura
aucune intégrale réguliére pour la valeur a, sauf dans le cas particulier ot ces
intégrales sont des polyndmes en x.

En effet, les intégrales pourront se mettre sous la forme

<£ _1_ a>r[%+ o, log(x — a) +...+ ¢ log"~' (= — a)],

v étant des séries qui ne contiennent que des puissances négatives de
x — a, et, comme il n’y a pas d’autres valeurs singulieres que x =a et
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x = o, ces séries seront convergentes pour toute valeur de x, et seront
encore admissibles lorsque @ — a est tres petit. Aucune de ces intégrales
n’est réguliere pour x = a, et il ne peut pas y avoir d’intégrale réguliere.
Il n’y a d’exception que si dans I'une des intégrales les séries ¢ n’ont qu’un
nombre limité de termes.

Nous allons vérifier que les séries qui entrent dans les intégrales régu-
litres pour x = a sont divergentes. Pour cela, posons dans I'équation

donnée
0= (ar e a)Pz,

o étant une racine de 1'équation déterminante; on obtiendra une équation
en z de méme forme, dont il faudra chercher les intégrales de la forme

Y=o

2 hy(x — a)’.

v=0

Soit (1) cette nouvelle équation.

Nous supposons donce que P, = (# — a)7, le polynome P, étant d’un degré
égal ou inférieur 4 = — p.. Bt = >n, m, +m>n, =, et n étant les nombres
définis au n° 5 pour la valeur x =a, de facon que I'équation déterminante
de x = a soit d’'un degré inférieur 4 m et admette la racine p = o. Pour
obtenir les séries

V=

E hy(x — a)?,

V=0

qui vérifient ’équation (1), on formera la suite des équations (5), en remar-
quant que pour x = @ on a

Po=F,=Pi=.. .= Pi=i—lo

et
Pr—1.9:3 .. ," BE=PIl=r i Ri=ntl= Proa- o

identiquement. L’équation (5) se réduit donc a

yzz+p.—n [p.({.l.—l) (}J.——IZ—I-Q) Pn

_1+_ »77(‘11‘-'1) ([J‘dn_‘_g)Pu ‘_jl

.(n—1) 1.2...(r—2)
4 it [ I(F;4_ R k) Pr4.. ] ey a

+ym+pu—-rc[H(V“I)"‘(“—‘ﬂ+l)pw+i‘(f“ 1).. (“—n+2)P"‘“‘—|—...]:0.
1.2.3 1.2...(m—1)
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Posons
y%:[.z...‘ulzw
on aura

e [ ) (=T S B
hoprp—n (2 — @)™+ '[ | 100 (r=—1 ] iE

(“—1)...(;L~n+3)[)"72+ :I (2 —a)
1.2...(n—2) : T (pm—n) (- m)

== £

‘u(luﬁl)...(pt-—n+1)P"+ ] (x — a)r+t
- At Frw

L /l o P — q ) —n—1 e e
mAp—n—1 ) [ 1.2...0 -m—n)...(p —+—m)+

H(P‘T’)"'(M'ﬁﬁ_*_l)pﬂ:;‘_ ] (w__a)ﬁﬂ— —0
0 o .. S

—i5 /l cu—nE— @ m-4-ph—m
mes - ) [ L2 T (p+m—m+1)... (- m)

Cette équation détermine chaque terme de la série

V=
hy(x —a)’

V=0

en fonction des précédents; si, « ayant une valeur fixe, p. augmente indéfi-
niment, les coefficients des divers termes lendent vers zéro, sauf celui de
P y—r (2 — @)™ ¥=™, qui a pour limite (x — a)". On aura donc une relation

de la forme

/IHH'ZJ" 7‘:(;].“ ”‘a)ml#p‘- T= Al /ZIIL+P~ -1 (1‘ — a)”H‘p'7w+l

= ~‘\2/L/11+|LL~TC+2 (Jn __a)m, F‘H7ﬂ+2+' e Aﬂ—n /llepr-—n (xﬂ_‘a)m%-p‘fn’

les quantités A tendant vers zéro quand p devient infini. On peut donc

prendre p. assez grand pour que les modules de A,, A,, ..., A,_, soient tous
1

——,; on aura alors

inférieurs & un nombre donné A plus petit que
mod Ay gz (X — @)™ =T A[mod /iy (2 — @)= - mod Ay, (2 — @)

et mod A,y n(x — @)***=" sera inférieur au module de 'un au moins des
= — n termes qui le suivent dans la série

VY=o

E hy(x —a)v.

Le terme général de cette série ne peut done pas tendre vers zéro, et la série
est divergente pour toute valeur de a.
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Il n’y a exception que si, a partiv d’un certain rang, toutes les dérivées
de y pour x = a sont nulles; on aura alors une intégrale de la forme

v=2X\
hy(x — a)v.

N =0

Ainsi une équation différentielle linéaire qui n’a qu’une valeur singuliere
finie 2 = a@ et qui a toutes ses intégrales régulieres pour # = o ne peut
avoir pour « = a aucune intégrale réguliere, sauf s’il existe une intégrale

de la forme x

(x — a)Pf Ehv(x —a),

que ’on peut écrire
=k

< I >*'P"'>\ \W hy
xr—a Q(x~a))‘—"
¥=0

Mais pour cela il faut que les équations déterminantes pour x = a et x — %
aient deux racines p et — o — % dont la somme soit un nombre entier né-
gatif — 2. Si cette condition est remplie, il devra, en outre, exister des
équations de condition entre les coefficients de I'équation différentielle : on
peut obtenir ces équations en posant

y=(z—alsz

puis .
ahtletgintis e Bk
on aura pour déterminer z,, 3, ..., 5, un nombre d’équations supérieur au
nombre des inconnues.
Remarque I. — Si I'équation déterminante pour x = a est de degré m,

Tles intégrales seront toutes régulieres et, par suite, ne contiendront qu’un
nombre limité de puissances de @ — a. L’équation différentielle est alors
de la forme

dm ), dm——l y d]
. m Joo . m-—1 P S A —
(x —a) Ao ¢ (x—a) T +. .. Cp(x—a) dr - Cpm Y = O.
Remarque II. — Le théoreme précédent s’applique également aux équa-

tions qui, outre les deux valeurs singulieres a et = , auraient d’autres va-
leurs d’apparence singuliere.
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Connaissant une équation F( y) = o qui, pour la valeur singuliere = a,
a un nombre d’intégrales régulieres distinctes inférieur au degré de I’équa-
tion déterminante, on peut en former d’autres en posant

s =F(y)

dans une équation différentielle linéaire arbitraire /(y) = o; car, si m et m’
sont les degrés des équations déterminantes des deux équations compo-
santes, 'équation composée aura un nombre d’intégrales régulicres dis-
tinctes au plus égal au nombre total des intégrales régulieres des deux
équations composantes et, par suite, inférieur & m + m/, tandis que 1’équa-
tion déterminante est du degré m —+ m'.

On peut encore généraliser les résultats précédents de la faqon suivante.
Si I'équation différentielle (1) n’a que deux valeurs singulieres » = a et
x = o autres que celles d’apparence singuliere, les intégrales régulieres
pour I'une de ces valeurs, développées suivant les puissances de o — «,
s'appliquent, quelle que soit la valeur de @, et sont distinctes. Par suite, s'il
n’y a pas d’intégrales contenant un nombre limité de termes, le nombre
total des intégrales régulieres pour les deux valeurs singuliéres sera au
plus égal & m. Et, en général, si 'on trouve v intégrales limitées, et si la
somme des degrés des deux équations déterminantes pour x = a et x = oo
est supéricure & 7z +v, on pourra affirmer que, parmi les intégrales régu-
lieres que I'on peut former, il y en a dans lesquelles les séries sont diver-
gentes.

Si parmi ces intégrales il y en a m 2 formées par des séries convergentes,
dont « sont de la forme

V=0 V==

(z—a)" E hy(x — a)’'+ log(x — a) 2 (e —a)y+... |,
v=0 v=0

les exposants r,, r,, ..., r, étant racines de lequatlon déterminante pour
x =a, les m — o autres correspondant aux racines 7, 7., ..., r._, de
I’équation déterminante pour @ =, on en déduira Imtegrale générale
pour x = a, puisquon connait 7 intégrales de forme (g) qui auront les
EXPOSANLS 7y, Ty, vy Tyy — Iy — Ty vary — T e

Les 1ntegrales pour a = oo sont alors les mémes, et, si on les développe
suivant les pulssances de (x — a)™', leurs exposants seront —r,, —r,, ..

— Tay 'y Py ooy T

m—a.*

5
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Sil'équation (1) n’a que deux valeurs singuliéres x = a et x = b, autres
que les valeurs d’apparence singuliere, la valeur # = o« étant non singu-
liere ou d’apparence singuliere, les résultats précédents s’appliquent aux

. 1 , .
deux valeurs @ et b. En effet, si I'on pose # — a = 5, on aura une équation

n’ayant que les valeurs singulieres 1 = et ¢ = > et les intégrales

1
b—a
régulieres de ces deux équations pour les valeurs correspondantes de x et ¢
se correspondent.

IV.

25. M. Thomé a appelé intégrales normales de I'équation dyfférentielle (1)
les intégrales de la forme

et u,

e 2 hy(x—a)™,

y=1

)

ou

la fonction « ayant la forme des intégrales régulieres; ¢” se nomme le fac-
teur déterminant de cette intégrale. La fonction e¢’u sera également de
forme normale si ¢ est développable en série ne contenant qu'un nombre
limité de puissances négatives de  — a. Une équation du premier ordre a
toujours son intégrale normale pour toutes les valeurs singulieres de .

Pour chercher les intégrales normales que peut avoir ’équation (1) pour
x = a, posons

y —¢€'z,

et déterminons ¢ de facon que I'équation en z ait des intégrales régulieres.

Posons
dte’ .
—dxH = eY t}L,

on aura, en représentant par ¢ la dérivée de ¢,

=1, t=v, =1t +v, > tP-:tEL—1+V,tH—1

et

Sy 5= by + — —— e
daxt o dz P71 1.2 dr? t!-’-*ﬂ dxt
F.

.
b

dte’s V[ ds p(p—1) d?z dvz ]
e bo
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I’équation (1) deviendra, apres la substitution,

‘ d%z dgrn=lz m(m—1)  |d" %z |ds
(17) P, e +Pym¢, Tt P; 2 t, s Hee P,mé,, 7 4Pyt
+P‘ +P1(m—l)t1 +P1(’n—'l)t/n— 2 +P1tn171
+P2 +P2(m_2) tns +P2 (o)
+P7ﬂ—l +p”l
Posons
PR TR . | S
(x—a)®  (xz—a) (. — a)
d’ou

v=>
hy
":-Z Gon(@—ay

; : h
Le terme de degré moindre en  — a dans ¢, est A

(@—ay

Ry, 2 , , ; hy, 2
[m] ) et, en général, dans ¢z, le terme de degré moindre sera [m{l .

Dans I'équation (17), le coefficient de z ordonné par rapport aux puissances
croissantes de  — @ aura un premier terme dont le degré est le plus petit
des nombres

dans ¢,, on aura

To—mh, T — (m —1D)A, T,— (m—2)k, ..., Tp;

ce terme peut cependant disparaitre dans des cas particuliers. De méme,

le degré du premier terme dans le coefficient de —— sera, en général, le plus
dx

petit des nombres

To— (m — 1)k, m— (m—2)A, ..., Ty

qui sont les m — 1 premiers des nombres précédents augmentés de 2. Et, en

. s dvz p : ;
général, le coefficient de ZJZ% dans ’équation (17) aura un premier terme
dont le degré est le plus petit des nombres

To— (m—p)k, m—(m—p—10k ..., Ty

Donc si ), 7, Ty «- ., T, s0nt les puissances minima de # — a dans les
coefficients de 1'équation (17), et s’il n’y a pas de réductions pour le premier
terme du coefficient de z, on aura

’ 35 peal ’ >
‘n'-lﬂ- 1= T[m + }" TEIII 2= TEI]L + 2 )‘
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et, en général,

T2y + (m — )&

ou
ﬁ@+y§7r',;,+m+(X—I)(m——[x)>1'ti,l+ m,
puisque
m>p et A>1.
Dans la suite =, %, + 1, ..., =, +m, le dernier terme est le plus petit,

et ’équation (17) ne peut avoir aucune intégrale (voir n° 13).

Ainsi, pour que I'équation (17) puisse avoir une intégrale réguliere, il faut
que dans le coefficient de = les % — 1 plus faibles puissances de  — a dis-
paraissent, de facon que =, ~+ 72 soit au moins égal A =+ m — 1. Mais
les % — 1 termes de degré moindre dans z, sont les mémes que dans (¢')*.
Done les » — 1 premiers termes du coefficient de = sont les mémes que dans

'expression
Poo'm - Pyo'm—t . 4+ Ppy 0+ P

mais, si o est I'indice caractéristique de 'équation (1) et si p. >, le premier
terme de P, ¢ " sera du degré

np—(m——p))\iﬂa—k—zx—pm—(m—p)l
:n-m——(mAa))\—&—(y—a)(?\—l)_i_na—(m—a))\+)\—x;

les expressions P, P, ¢", ..., P,_,¢™ ' n’interviennent donc pas dans

les ) — 1 premiers termes, et il suffira que les X —1 termes de degré
p .

moindre disparaissent dans I’expression

(18) Pov/*+Pyo* . Py ¢+ Po.

Pour cela il faut qu'aucun des nombres =, — %o, 7, — A« — 1), ..., T D€
soit plus petit que tous les autres. Ces nombres pourront se remplacer par

les sulvants :

0, Ty — T+ A, Ty— o224, ..., Tq— o+ ath;
» 1

; . Con s Toy— T
il faut donc que A ne soit pas supérieur a tous les nombres my — m,, ———=25 -+

T™—Ta_ cap autrement les quantités précédentes seraient positives et la pre-
o

miere, qui est nulle, serait inférieure a toutes les autres.

My— Ty To— T3 Ty —— Ty — 7B
5 bl

" ety
Dans la suite my — %, ———> —3 > " T smt‘—-ﬁ—:g le
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plus grand nombre et le dernier des plus grands si plusieurs sont égaux;
on aura toujours g > 1, car w, > w,—+ . Il faut A< g.

Si g <2, il n’y aura aucune valeur possible pour X et aucune intégrale
normale.

Si g est un nombre entier supérieur a 1, on pourra prendre } = g.

Il peut y avoir d’autres valeurs pour ) inférieures a g; sir < get si p<8,
dans le terme P,¢@ de I'expression (18), la plus faible puissance de

& — a sera
Tp— Aot — )3

elle est supérieure a la puissance de degré moindre du terme P@V““—W, car

on a
Tfo—*TEp,< Tfo'_'TfIB

BB

2

d’ou
S M= ﬂlﬁ

- B

1y — (& — p)A > mg— (@ — ).

B—p)+m>MB—p)+mg

Ty

et

Par suite, la premiére puissance de # — a dans (18) ne peut parvenir que
des termes Pgo'™® 4+ ...+ P,, el, pour que cette puissance puisse dispa-
raitre, il faut que dans la suite =g — (2 — 8)2, Ty — (2 —B—1)X, ..o, Ty
aucun nombre ne soit inférieur a tous les autres. En retranchant le premier
terme de tous les autres, on a

0y MR+1— TR+ A, Mao— e~ 24, ..., Tg— W+ (¢ — B)A;

il faut que ces nombres ne soient pas tous positifs, car autrement le pre-
mier serait le seul plus petit. Formons la suite

MTR— T T— T TR — T,
ﬂﬁ—ﬂ'ﬁ_pi,_ 3 5 B+1) ﬁ 3 B+3, ey j—_?a;

B

si plusieurs sont égaux a g'; il faudra % = g’; on a toujours g'<< g, car

., Mg—T , !
soit 76——1 = g’le plus grand de ces nombres et le dernier des plus grands

To— TG _ To— Ty
B 7
Si g’ est un nombre entier supérieur a 1, on pourra prendre » = g’.
Pour chercher les valeurs de % inférieures & g’, on remarquera que le

ou (my—mg)(y—B)> (mg—my)B.
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premier terme en  — a dans (18) ne peut provenir que de I'expression

Py o/ @1 - Py " (@YD Py

on en déduit une valeur maxima de 2, en exprimant qu’il y a au moins deux
termes ayant la méme puissance minima de « — a. En continuant, on arrive
a la regle suivante.

« étant I'indice caractéristique de I’équation (1), on forme la suite

o — Ty To— Mg To— To
. 5 con ;

1 2 o

soit "% — & le plusgrand de ces nombres et le dernier des plus grands.

e

On forme la suite

TR — TB+1  TR— Th2 g — Mo
2 )ttty T @A
1 2 a—f
. MR— T . 3 .
soit yﬁ—_?y = g, le plus grand et le dernier des plus grands. Dans la suite
Ty — Tyiq Ty — Tyaa Ty — Ty
I > 2 b b o 7 s

on prendra encore le plus grand nombre

Ty — T3
. — &
d—yvy 2

et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on arrive 2 une suite dont le dernier terme
sera le plus grand,

Ty — T

a—p.

— o e
— on

on aura
S1=Fs > Fs i > En 15

le nombre % doit étre égal 2l’une de ces quantités g; mais on ne peut prendre
parmi ces valeurs que celles qui sont entieres.

26. Apres avoir choisi I'une de ces valeurs g, il faudra déterminer la
. ., TIR— T
fonction ¢'; soit 76_—5

immédiatement inférieur étant

= g, la valeur que nous prenons pour X, le nombre g
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Posons
hg g R
(x_ag x—a)g'1+"'+—-“x-—a)2’
(

ol —

ol g= g, et déterminons les coefficients % de facon que, dans I'expres-
sion (18), les g — 1 premieres puissances de x — a disparaissent.
La premitre puissance ne peut provenir que des termes

P8 o Py o/@B-1) 4~ Pg;

de plus, si . >, ona
DT o<
p—y v+t << &>
d’olr
Tp— (2 —p)g >my—(a—y)g=ng— (a —B)g-
Le premier terme en « — a, dans I'expression (18), sera (x —a )% *Ps, et
comme /A,So, en exprimant que son coefficient est nul, on a I'équation

(19) Pglz—a) ™ /L),;—lr3+ Pgyi(x —a) ™t¥ /zz,—ﬁ”1+ oo+ Py(@—a)y (- —o,

ouxr — a.

L’équation (1g) détermine la valeur de % ; le premier et le dernier terme
ne peuvent pas étre nuls, et 'on aura, pour /., y — § valeurs qui ne sont ni
nulles ni infinies. Apres avoir choisi 'une de ces valeurs de 4,, on portera
la valeur de ¢ dans I'expression (18) et, en annulant les coefficients des
premieres puissances de  —a, on aura g — 2 équations, qui détermineront
successivement A, Ao, ..., hy. Dans chacune de ces équations, la quan-
tité £ d’indice moindre entre au premier degré avec le méme coefficient,
qui est

(o — B) hEB-1Pg (2 — a)~™s
(ot — B— ) AP Pp (@ — @) L (o — ) BT Py (@ — a) =P,

ol x =a.

Cette expression est la dérivée par rapport %, du premier membre de
I’équation (19) multiplié par 2577; elle est done nulle dans le cas ou A, est
racine multiple de I'équation (19).

Supposons que A, soit racine simple de I'équation (19), on trouvera pour

ke s ...y by et, par suite, pour ¢ un seul systeme de valeurs. Dans I'é-
. . ds ;
quation (17) correspondante, le coefficient de -~ aura le premier terme
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(x—a)% "=B-vs et le coefficient de ce terme s’obtient en posant x =a
dans

(m — B) k=Bt Py (2 — @)=+ (m — B — 1)y B= P (2 — @) "+
+ (m—y) k1" Py (2 — a)v‘tr‘ﬁ—(Y—ﬁ)é’;

ce coefficient n’est pas nul, car ¢’est la dérivée du premier membre de I'équa-
= L - m—y
tion (19) multiplié par {Lg -

On aura done, dans I'équation (17),

T =T — (m—B—1)g el Tplimp—(m—B)g+g—1,

puisque les g — 1 premiers termes du coefficient de = disparaissent. De plus,

on a, si p<m,
Tfixiﬂlm—l"‘(m’_l“‘["')g:

d’ou

T+ P>y +m—1 et T, +mZm,  +m—I.
L’équation (17) a done l'indice caractéristique m—r et, par suite, a une
seule intégrale réguliere possible, qui est de la forme

(x — a)PE/zv(m —a)';

cette série peut cependant étre divergente.

Ainsi & chaque racine simple de 'une des équations (19) correspond une
intégrale et une seule de forme normale.

A chaque valeur entiere des nombres g, définis au n° 25, correspond une
équation (19). Si tous ces nombres g sont entiers, les degrés de ces équa-
tions seront B, y —8, 8 —7, ..., « — ., et la somme de ces degrés est égale
a I'indice caractéristique «; si, en outre, chaque équation (19) n’a que des
racines simples, on trouvera « intégrales de forme normale : on peut former
m — o. intégrales régulieres. On aura done m intégrales régulieres ou nor-
males, et les développements des intégrales pour « = @ seraient complete-
ment connus si on pouvait affirmer que les séries formées sont conver-
gentes, ce qui n'est pas, en général, possible.

Si les nombres g ne sont pas tous entiers, la somme des degrés des
équations (19) sera inférieure a c.

27. ‘Supposons maintenant qu’on prenne pour %, une racine multiple de
I’équation (19); dans I'expression (18), le second terme en x — a, qui est
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(x — @) —Ps+' a un coefficient ne contenant que /g, car les termes en
hg_, disparaissent; si ce coefficient n’est pas nul, la valeur £, ne correspond
a4 aucune intégrale normale. Si les deux premiers termes disparaissent dans

‘ : o dsz
I’expression (18), comme le premier terme en x — a du coefficient de =

disparait dans I’équation (17), il faudra exprimer que les g premieres puis-
sances de x — a se détruisent dans le coefficient de z; il restera donc g — 2
équations pour déterminer %,_,, A, ,, ..., h, : ces équations auront en gé-
néral plusieurs systemes de solutions. Apres avoir formé une valeur de ¢,
il faudra vérifier si I'équation (17) peut avoir des intégrales régulieres; car,
s'il y avait des réductions dans le coefficient de Z—i, I'indice caractéristique
pourrait étre égal a m, et alors la valeur ¢’ ne correspondrait & aucune inté-
grale normale.

On peut former plus simplement les intégrales normales correspon-
dant 4 la valeur 4, de la facon suivante :

Supposons que %, soit racine multiple d’ordre » de I’équation (1g).
Posons

—hg

- (x—ay—8+1
y=ef z;

I’équation (1), multipliée par
he
gg’_——i(‘t—m —g+1
prendra la forme (17), ou
=] bé’
=G—aF

Dans le coefficient de ——> le premier terme en x — a sera

(z — a)m™—(a—B—we

multiplié par

(m—B)Y(m—B—1)...(m—

6_“+1)/L;g-f5—!*Pp(x—a)*“5+. .

[.2...H
| lm—y). I(;n~:—H+I)/Lm 1B Py (2 — @)+,

ol & — 4.
C’est la dérivée d’ordre y. par rapport a A, du premier membre de I'équa-

tion (rg) multiplié par ——— Iz’”"Y Ce premier terme disparait done dans
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. : ds d?s vz
les coefficients de z, il TRLG N
d/

1~
~ o) ’a 1 e
de ——- On aura done, dans I'équation (17),

et n’est pas nul dans le coefficient

Tmen =78 — (a—B—n)g, Tnyp>mg—(x—PB—p)g, si p<n
ou
T‘v,;n——pj.>ﬁ;n-n—(n—fl)g"

tandis que, si = >n, on a

Tf;n-—p, ;\ ﬁ;n—n —+ (AU‘ - l‘l)g‘
Représentons 1'équation (17) par

, dm z dm—1z L o
(I/ ) 7o d.lf"” +(/l dpm—1 SR Gm S —0,

et posons
Ty, Ty

— e e e e
(xv—a,)x—*_ +.(.ic—a)2 &

z=e%u, ou w'=

w’ étant déterminé de facon que I’équation en « puisse avoir des intégrales
régulieres; et, pour cela, il faut que, dans I'expression

(lo‘vlm = (]l‘vlm - +... +(/m—1 "V/ = qms

les % — 1 premieres puissances de » — a disparaissent.
I
Soit o’ I'indice caractéristique de I’équation (r7), qui est supérieur ou
égal A m — n; car, si p.>n,ona

Ty, = 12 — P2 T =t 10— A (o — 1) (g — 1) > Tipep == 10— 1,

’équation (17") peut avoir m — o’ intégrales régulieres qui correspondent
a des intégrales normales de 'équation (1), pour lesquelles ¢’ = o. Pour
déterminerlesautres valeurs de o/, il faut exprimer (voirn® 25) que les A — 1
premiers termes en  — a disparaissent dans U'expression

L A e T 7 P e e

mais, comme Xk <_ g, si » > n, on aura

Ty, — (Ol — 1 A= PIAZ Ty — (& —m+n)h+ (2 —n) (g — X
hy [ ) S )
lf. 10
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et le premier terme en @ — @ ne peut provenir que de I'expression
G WD) gy i G mnl) gl
il faut donc qu’aucun des nombres
Tn—n— (& — M+ P&, Ty — (& —m+n—1)A, ..., T
ne soit inférieur & tous les autres. On formera la suite

’ ’ ¥ 13 ’
Tm—n — Tom—n+1 Tm—n—Tm ni2 Tom—n — o,
9 =9 e

-
I 2 o' —m —+n’

ces nombres sont tous inférieurs a g. Soit

’ ’
Tn—n Tn—n ‘—S
— g =8

le plus grand et le dernier des plus grands; il faudra

!

ASg'.

Si g est un nombre entier, on peut prendre X = g’, et, pour déterminer 4,
on aura une équation de degré . On déterminera les valeurs de ) infé-
rieures 4 g’ par la méthode du n° 25, et ’on obtiendra, pour déterminer les
diverses valeurs de /,, des équations analogues i (1g), dont les degrés au-
ront une somme égale ou inférieure & o' — m + n.

Si les équations qui donnent % n’ont que des racines simples, & chaque
racine correspondra une intégrale normale, et I’équation (17) pourra avoir
au plus o’ — m + n intégrales normales, telles que 2 < g; on trouve, en
outre, m — o’ intégrales régulieres; par suite, a la racine A, de I'équa-
tion (19) correspond, pour I'équation (1), un nombre d’intégrales normales
au plus égal an; et il n’y en aura aucunessi, «’ étant égal & m, les nombres g’
que l'on déduit de 1'équation (17’) sont tous fractionnaires.

Si les équations donnant /4, ontdes racines multiples, on fera pour chaque
racine multiple le raisonnement que nous avons fait pour la racine /4, de
I’équation (19); et 'on continuera de méme jusqu’a ce qu’on obtienne des
équations n’ayant que des racines simples; si 'on trouve des racines mul-
tiples pour les valeurs successives de 4 jusqu’a 4,, on formera des équa-
tions de forme (17) en posant successivement

—hy —hs

~ (x—a)— g1

Y= es— 3, jusqua =z,

I
(e
(?;1
i
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et, pour la derniere équation, on n’aura plus qu’a chercher les intégrales
régulieres.

On voit donc que, dans tous les cas, si A, estune racine multiple d’ordre n
de I'une des équations (19g), on pourra en déduire des intégrales normales
de I’équation (1), dont le nombre est au plus égal a n.

La somme des degrés des équations (19) étant au plus égale a m — «, le
nombre des intégrales régulieres et normales que 1’on pourra former pour
I'équation (1) esten général inférieur et au plus égal a l'ordre . En outre,
parmi ces intégrales, il peut y en avoir qui contiendront des séries diver-
gentes et qui ne conviennent pas.

28. Examinons en particulier la valeur a = o ; une intégrale normale
sera alors de la forme

Vi)
> by (x—a) V=0 V= =

V= I e ! \ |
e <@_a> E/L\,(x—a)"“+log(x——a)>‘/1’\’,(x—a)“"+...
V=0 V=0

La recherche de ces intégrales peut se ramener au cas général en posant

1
r—a= -
4

On peut également les obtenir directement en posant

y=e"z
et en déterminant

o' =M(x—a)+ I (z—a) ...+ hy(x—a) + h(z— a) + /iy,

de facon que I'équation en s ait des intégrales régulieres pour x = .
Soient my, m,, 7o, ..., W, les degrés des coefficients de I'équation (1) par
rapport 4 ¥, @, 7, W, ..., 7, les degrés des coefficients de I'équation (17).
7, sera le plus grand desnombres 7, + p, =, 4 (. — 1), ..., my_, + 2, 7,

sauf si les termes de degré maximum se détruisent dans le coefficient

am—tz : ; . e e
de ———;+ Done, §'il n’y a pas de réductions pour le coefficient de =, on

aura, quel que soit p,

MW ST — (m—p)h et my+pSm, +m—(m—p)(h+1);

il faut donc que les % 41 puissances supérieures de x — a disparaissent
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dans le coefficient de z, ou dans 'expression

I)O ‘,/m =i Pl VJ’H‘l HE s =t IFm—l V, = pmr

et qu’aucun des nombres
Ty 4+ mhk, T+ (m—1)k, ..., Ty,

ne soit supérieur a tous les autres. Par un raisonnement identique a celui
déja fait (n® 25), on est conduit, pour déterminer 2, & une regle analogue i
celle trouvée pour une valeur finie de a, et I'on acheve la détermination des
intégrales normales par Ia méme méthode.

29. Les séries que 'on obtient en cherchant les intégrales normales de
I’équation (1) pour = a sont souvent divergentes. Nous allons former des
équations pour lesquelles toutes. ces séries sont convergentes. Formons I'¢-
(uation composce (n° 23)

F(zsy=0, z=f(y)-

Pour avoir les factewrs déterminants e” de cette équation, on formera I'équa-

tion composée
e *F(e*z) =0, s=e " f(e’y),

¢ étant déterminé de facon que cette nouvelle équation ait une équation
déterminante d’un degré supérieur a zéro. Mais le degré de I'équation dé-
terminante est la somme des degrés des équations déterminantes des deux
équations composantes

e*F(e's)=o0, ef(e"y)=o0;
e’ doit done étre un facteur déterminant de Pune des équations

F(s)=o, f(y)=o.

Donc :

Les facteurs déterminants de I’équation composée sont ceux des équa-
tions composantes, et a chacun de ces facteurs ¢* correspond, pour I'équa-
tion composée,danslaquelle on a posé y = ¢'y,, une équation déterminante
dont le degré est la somme des degrés des équations déterminantes don-
nées par les deux équations composantes.

Lie nombre des intégrales normales que I'on pourra former pour I'équa-
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tion composée sera donc égal i la somme des nombres d'intégrales obtenus
pour les deux équations composantes; mais ces intégrales peuvent contenir
des séries divergentes.
TutoriME. — L’équation composée a un nombre d’intégrales normales dis-
tinctes (a series convergentes ), au plus égal a la somme des nombres d’inté-
grales normales distinctes des deux équations composantes.

En effet, toute intégrale normale de I'équation f(y) = o vérifiera 'équa-
tion composée. Si y, est une intégrale normale de I'équation composée
distincte de celles de équation f(y) = o, Uexpression s = /(). quia la
forme normale, sera une intégrale de F(z) = o, et si y,, ¥a, .. , ¥, sontdes
intégrales normales de I’équation composée, qui sont linéairement indépen-
dantes avec celles de /(y) = o, 'équation F(z)==o aura v intégrales nor-
males distinctes, £(,), f(a)s -« S120)s car fle Yy + ¢.)s ...+ cyy) ne
peut pas étre nul.

Supposons que I'équation F(z)=o n’ait aucune intégrale normale, ni
aucun factewr déterminant possible il suffit pour cela que I'indice caracté-
ristique soit m et que les nombres g (n° 25) soient tous fractionnaires.

Ces conditions seront remplies en particulier si 'on a

M= 0, M <Ty<2m el Ty>m—p, Ty=>T— 2

. Ty —— 1L . A, e x .
quel que soit 1, car alors les nombres —”M—“ sont tous inférieurs a 2. Dans
)

ce cas, les intégrales normales de I'équation composée
Fiiz)==0, s=f(¥)

sont celles de I'équation f(y) = o, et, si cette derniere équation a toutes
ses intégrales normales, les intégrales de forme normale que I'on trouvera
pour Uéquation composée n’auront que des séries convergentes, car ce sont
les mémes que pour I'équation f( y) = o.

Pour avoir une équation n’ayant que des intégrales normales, prenons
une équation f,(y) = o ayant toutes ses intégrales régulitres pour x = a

(n° 19), et posons
e’fi(e~*y) =0;

cette derniere équation aura toutes ses intégrales normales avec le facteur
déterminant e,
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Soient f(y)==0 et o(y) =0 deux équations ainsi formées d’ordres m
et n, ayant toutes leurs intégrales normales, avec des facteurs déterminants
s o o , o ) s 2 T
différents; ces équations n’ont pas d’intégrales communes. Nous allons for-
mer une équation d’ordre 7 + n, admettant toutes les intégrales des deux
¢quations données; pour cela, posons

S(r)=23, o(y)=o,

différentions n fois la premiere équation, m fois la seconde, on aura
dm«l—nv
dxm»—'n;
on obtient une équation différenticlle linéaire en z d’ordre n, soit ¢(z) = o,
qui admet les intégrales /( y,), /(¥2), s /() en désignant PAT ¥4y Yoy -oes
Yar 1 intégrales normales distinctes de I’équation o(y) = o. L’équation
composée

m + n + 2 équations entre lesquelles on peut éliminer y, ?’ ey
X

Y(s)=o0, z=/(y)

admet donc les intégrales y,, v., ..., y, et celles def(y)=o: elle a donc
m —+ r intégrales normales distinctes, et ne peut pas en avoir d’autres, car
elle est du degré m + n.

Si plusieurs équations données ont leurs intégrales distinctes, on peut

former une eq}latlon adme,ttant toutes leurs intégrales, en prenant d’abord

) < ¥ 5 . ) 7 . o ey 7 .
les deux premieres, puis I'équation qu’on en déduit etla troisieme équation
donnée, et ainsi de suite.

On peut donc former des équations ayant toutes leurs intégrales nor-
males avec des facteurs déterminants différents et arbitraires, et en déduire
des équations pour lesquelles toules les séries que I'on obtient en cherchant
les intégrales normales seront convergentes, le nombre de ces intégrales
normales étant arbitraire,

30. Nous allons maintenant examiner des équations pour lesquelles les
séries que I'on obtient en cherchant les intégrales normales ne sont pas
toutes convergentes.

Si I'équation différenticlle (1) n’a qu’une seule valeur singuliere finie
x = a, autre que les valeurs d’apparence singuliere, et si I’on développe
les intégrales normales pour x =a et x = o suivant les puissances de
x — a, les séries qui seront convergentes seront applicables pour toutes les
valeurs de o (voir n° 24). Parmi ces intégrales normales il y en a donc au
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| )
plus 7 linéairement indépendantes. Mais il résulte du n° 11 que, si ces
intégrales ne sont pas distinctes, il devra exister une relation linéaire entre
celles dont les puissances de @ — a different de nombres entiers; il fau-
drait donc que I'une des intégrales, pour x = a,

L h
v
2(1—‘“!"

el (2 — a)'[o,+ g log(z — @) +...+ ey logh~*(z — a)]

soit égale & une des intégrales pour @ =

W
yle—ay == . ) ,
?hv <;—L_(_¢> [9'1 -+ (192]0%(‘76_“)+---+<P'A10gx"1(x-«a)]_

e
Les fonctions o étant des séries convergentes ne contenant que des puis-
sances positives de @ — a, et ¢ des séries n’ayant que des puissances néga-
tives. Sil'on pose
A N
Z(z }ju)" Eh;(r4mv
= et (z—a)'s,

I’équation en = aura une intégrale réguliere pour les deux valeurs x = «
et x = o , qui ne contiendra qu'un nombre limité de puissances de x — a.
Par suite, les intégrales de 1'équation (1), normales pour x = a et pour
x — =, seront de la forme

s

oy
SE—ap T Xk, x—av

el L (. —a) [A,+Alog(z —a)+...],

A étant des polynomes entiers en . ,
On peut obtenir facilement les intégrales de cette forme : on forme les
équations déterminantes des diverses équations obtenues en posant

y=e"3,

¢ 6tant un facteur déterminant pour ¥ = @, puis pour « = ; on cherche
s’il existe deux racines de ces équations déterminantes, 'une r pour x = a,
autre — r — n pour @ = % , dont la somme soit un nombre entier négatif.
Si ¢* et ¢ sont les facteurs déterminants qui ont fourni ces racines, on

posera
y—=e"*(x —a)s
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et Pon cherchera si I'équation en = a des intégrales régulieres qui ne con-
tiennent qu'un nombre limité de puissances de x — a.

Six estle nombre des intégrales que I'on forme ainsi, le nombre total des
intégrales normales pour x = a et @ = o sera au plus égal & m + %; et si
I'on en trouve un nombre supérieur il y aura dans ces intégrales des séries
divergentes.

Si I'équation a toutes ses intégrales régulivres pour r =, ou si, en

osant
P %

Shylx—ap
———! e
sl = <9

on obtient une équation ayant toutes ses intégrales régulicres (n° 19), il ne
pourra y avoir pour x =a que des intégrales normales qui seront aussi nor-
males pour x = o, ¢’est-a-dire de la forme

+ N
Z hyla—ay n n;‘
e (z—=a)" hy(x —a) +log(x — a Hy(z—ay+...|:
te)
| 0

les autres intégrales normales que 1'on pourrait former auront leurs sérjes
divergentes,

Connaissant une équation f(y) = o qui, pour x = a, n’a pas toutes les
intégrales normales que I'on peut former, on pourra en obtenir d’autres en
posant = = /(y) dans une équation arbitraire F(s)= o; la nouvelle équa-
tion peut alors avoir d’autres valeurs singulieres que 2 = a.

On arrive a des résultats analogues en prenant une équation n’ayant que
deux valeurs singulitres x =a et x =05, si = o est une valeur non
singuliere ou d’apparence singuliere. Ce cas se ramene au précédent en
posant

1
X — A== —>
%

31. Nous allons généraliser les intégrales de la forme normale, et mon-
trer que 'on peut toujours développer m intégrales; ce qui donnerait I'in-
tegrale générale de I'équation différentielle si les séries que I'on forme
#taient toutes convergentes.

Posons dans I’équation (1)

el e
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n étant un nombre entier positif,

ALY 8

dx n dt

ﬂ —_ t‘z 2n dz'}’ i s t1~2/1. i)__

dx® — n? de ' n? de’

a3y :lt3~3n Ay 3(1—11)[Z _Md) (1—n)(1—2n) nc_l'_)f,

dac3 n? dae n? de? n® dt
............................................................... N

d*y 1 d*y dv 1y av—=2y dy
L == R c, tv—1—pn & 2, (P2 . . s e L
dat nt dt? T O dib—1 ek A2 - T+ Cp dit

On aura ainsi une équation différentielle d’ordre m donnant y en fonction

de z. Soient =, =,, =,, ..., =, les puissances de ¢, par lesquelles il faut
d zy dma .

dt'” llt’”_1 20
tion, pour qu’ils ne soient plus ni nuls ni infinis pour ¢ = o. Les nombres

Tos Trs + -5 T €tant ceux définis au n° 5 pour I'équation (1), =, sera le plus
petit des nombres

dy ]
multiplier les coefficients de ) cﬁ’ y dans la nouvelle équa-

by

niy  +(1—r)(m—p),
ATy~ 5= i@ — ) (. — @) — 2,

Ry s+ (1 —n)(m—p) —2an,

on aura donc
Ty p=n(my+v) —m(n—1),

= + v étant le plus petit des nombres =,, =, + 1, =, + 2, ..., 7, + p. Cepen-
dant si deux de ces nombres sont égaux, il peut amver que le terme de

- ,
W’ alOPS Ty
une valeur supérieure a celle que nous venons de déterminer.

Soit « 'indice caractéristique de I’équation (1), on a

degré moindre en ¢ disparaisse dans le coefficient de aura

Tp+p>Ta+a si p<la,
et
ﬁu—%p-iﬁa%—oc SI > o

on aura donc toujours

- Tyt oa=n(ng+a) —m(n—1),
F. It
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et, sip<uz, ‘
o+ > n (T +a) — m(n—1) = T+ a,
et, si >,

T+ 2 n(my+ o) —m(n—1)=my+ o

« est donc aussi I'indice caractéristique de I'équation qui donne y en fonc-
tion de ¢.
En adoptant les notations du n° 25, on a

Ty — Ty,

n < &1 si H>f37

et
1'.0——1':”

{J‘ égi Si P’<57

d’ott
Ty 2w — p(gy —1),
et, comme g, > 1, on aura

Tu+p>n(m—pg+p)—m(n—1) si p>p,
W+ B=r(m—Bg+B)—m(n—1),
Tup 2 A(m—pgip) —m(n—1) si p<B,
o =nmy—m(n—1),
et
To— T — p < np(g—1),

cette inégalité pouvant devenir une égalité si p. << ¢,

! / / /

Ty — T Ty — T8
— <t1+n(g —1)=—F—-
- B8
Il en résulte que le plus grand des nombres
Ty — Ty T — Ty Ty — T
:) e ag
I 2 o
sera
! U
g = T
- B—§ =g\ =1+n(g—1),

et ceux qui le suivent seront tous inférieurs a g/.
De méme, on a

T8 — T . :
f_%:@“<gz, dot mp>mg—(p—PF)g, si p>y
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et

muZng— (p—PB)g: si p<y
ou

Ty + > 78 + B g — (g2 —1);
et, comme g, >>1, on aura

T+ p>n(ng+ PBgy — g+ @) —m(n—r1) sip>y,
Ty +y=n(ng+Bgr— 78+ y) —m(n—i),
Rk 2 n(mgt Bgs— pgr ) —m(n—1) si p<y,
g+ B =n(mg+ ) —m(n—1).
Done
—mp+P—p<n(g—1)(p—B) et Ssip<y,
g — T, g — Ty

—H——B <1+n(g2—1):?——p-.

Parmi les nombres

! i £ U U
TR— TRy TR — Tha TR — Ty
. 3 &y e P
1 2 a—f

le plus grand et le dernier des plus grands sera donc

TR — Ty ,
=gy =1+n(g—1)
S 2 52
7—F
On démontrera de la méme maniere que le plus grand des nombres
Ty — Ty41 Ty — Tyss Ty — Ty
1 b 5 3 2 o — }l
est
Ty — T3

6—_},——_—5’;21—'— n(gs—1),
et ainsi de suite.

Dans I’équation qui donne y en fonction de ¢z, les nombres g/, g,, g4, ...
seront donc donnés par la relation générale

g&:] +n(gu—1),

et, si 'on prend pour ~ un multiple commun des dénominateurs des nombres
2\, &us -+, les nombres g/, g, ... seront tous entiers. Soit F(y)=ol'équa-
tion différentielle ainsi obtenue.
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Pour chercher ses intégrales normales pour =0, on formera les équa-
tions analogues & (19); a la valeur g, correspond I'équation obtenue en an-
nulant le terme de degré moindre en ¢ de 'expression

h —k gt
’ gl —1 7 t L
e(érlx—l)l I .

Si les équations ainsi formées n’ont que des racinessimples, on obtiendra
m fonctions de forme normale ou réguliere, qui seront des intégrales dis-
tinctes de I'équation F(y)=o si les séries qu’elles conticnnent sont con-
vergentes.

Si I'une des équations en /4 a une racine multiple, on posera

L= t'l".

n' étant un nombre entier. L’équation F(y)=o deviendra F,(y)=o0 et au

nombre g, correspondra
gu=1-+n'(gu—1);

les valeurs de / pour la seconde équation seront données par I'équation
obtenue en annulant le premier terme en ¢, dans I'expression

h E
—h g
( AN 7 ll 8
) g (g )

qui est le premier terme en ¢ de

_IZE —h prgl
e g (Ta )

Les valeurs de /4 sont celles qu’on trouve pour I'équation F(y)= o, mul-
tipliées par n’.

Si & et hn’ sont racines multiples des équations qui les donnent, pour
chercher les intégrales normales des deux équations F(y) =o et F.(y)=o,
on formera, d’apresla méthode du n°27, les deux équations

— 7 =

o= hn

/Z_li—g' ,_'_/i*a"” :in_’t:—:‘:’"
es'—1 Fles—1 Zi=ig, g8 L F \es—1 z): 0;
mais, comme g”—1=r'(g'— 1), la seconde équation peut s’obtenir en rem-

placant ¢ par ¢} dans la premiere.
On peut donc choisir ’de fagon que les nombres g que I’on aura i former
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pour cette derniere équation soient tous entiers. On aura alors

(x—a)=1tr=1t".

En effectuant plusicurs fois la méme transformation, on voit que l'on
peut toujours poser, dans I'équation (1), (¥ —a)=1", n élant choisi de
fagon que, dans la nouvelle équation, on puisse former intégrales nor-
males pour ¢ = o, ce qui donnerait 'intégrale générale si les séries étaient
toutes convergentes.

Apres avoir trouvé les intégrales en fonction de ¢, on remplacera ¢ par
1
(x — a)', ce qui donnera des intégrales de I'équation (1) de la forme

1 n—1

! 2 = n—t o
u—=(r—a)" eho+ A @ — A+ Asle— ) bt Ay (—a) P [Bo+ B (x—a)"+...+ B, @—a) 2 |,

Ao A, ..., A,_, étant des expressions de la forme

hy I, T hy
m—a+(x—a)2 T w—a)’

et By, B,, ..., B,_, des fonctions entitres de log(xz — a), dont les coeffi-
cients sont des séries
Ekv(x —a)Y,
0

que nous supposerons convergentes.

Si les fonctions B ne contiennent pas de logarithmes, de U'intégrale u on
peut en déduire n distinctes, en supposant que le point qui représente
décrive des circonférences de centre a; « — a est alors multiplié par

s = ; .
™=t =1, et (x —a)" par e ™. Soient y,, Yas .., ya les n fonctions

obtenues en prenant £ =o, 1, 2, ..., 7 —1; si le point qui représente x
tourne autour de a, ces n fonctions se changeront respectivement en y,,
Fgr o evr Vo €L ™V=Ty,  On peut remplacer ces n intégrales par des fonctions
ayant les propri¢tés données au n° 9. On a, d’apres les notations du n° 6,

o
I'Zﬂ:/;

Y1———)/'Z’ Y2:y37 RS Y}z—lzyzz’ er:]ﬁe”mr\/__;
on en déduit une équation fondamentale (n°6)

— e2mnry—1
Wt = exmnry-1,
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et a chacune des n racines de cette équation correspond I'intégrale
mn41J.1 ik (1)”72‘)’2"‘—- = w}’ll—i“*‘}’n:

qui estmultipliée par v, si I'on multiplie x — a par e2™=",

Si les fonctions B contiennent des logarithmes, et si log*— (r — a) estla
plus haute puissance de log(x — a), de I'intégrale u on peut en déduire
n) distinctes. Pour cela, on multiplie ¥ — a par ¢*™#=1, % étant un nombre
entier, log(x —a) se change en log(x — a) + 2=nk V—1, (x —a) est
multiplié par e*™#V=1 les autres termes ne changent pas. Et en prenant
k=o0,1,2,...,%X—1, on aura X fonctions de forme « linéairement indé-
pendantes (voirn® 11). '

Sil'on multiplie x — a par e*™V=", ot k=o0, 1, 2, ...,n —1, on obtiendra
n fonctions de méme forme que w, avec des puissances différentes de e, et
chacune de ces n fonctions permet d’en former % distinctes. On aura done
an fonctions distinctes de forme .

En appliquant la méthode du n° 6, on pourra remplacer les % n intégrales

ayant la méme puissance de ¢ par des groupes de Az intégrales de forme (9)
(n°9).

¥

32. Larecherche des intégrales de I'équation (1) peut se simplifier si I'on
peut ramener cette recherche a I'étude d’équations d’ordres moindres. Pour
savoir si I'équation (1) admet toutes les intégrales d'une équation de méme
forme f(y)=o d’ordre n<m, on différentic m — n fois cette derniere

i . y ’ . dn), dn—i-l’y dm'y . dLy
équation, et I’'on en déduit - dpiia’ oo o en fonction de y, == s
[/z—l ,, . a o =
“—=2; en portant ces valeurs dans | equation (1), il faudra que I'on obtienne
dais=t

une identité. Si cette condition est remplie, on pourra mettre I’équation (1)
sous la forme composée
QD('Z) =0, 5= f(y),

9(z) = o0 étant une équation d’ordre 7 — n dont les coefficients s’obtiennent
en exprimant que I'équation composée a pour coefficients Poy Pia wuny Bt
on dit alors que I’équation (1) est réductible.

Nous allons résoudre quelques problemes qui permettront, dans certains
as particuliers, de réduire 'équation (1).
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ProBLEME. — Ktant donnée une équation différentielle (1) a coefficients
entiers, trouver s'il existe une équation d’ordre moindre n ayant toutes ses
intégrales régulieres pour toutes les valeurs de x [de forme 16 du n° 22, et
dont les intégrales verifient I’ équation (1). ‘

Soit

ar v dn~1y
(20) qocﬁ;—F(]lW—F...—i—thy:O
I’équation cherchée, dont les coefficients sont des polynomes entiers en .
Soient @,, @y, ..., @, » les valeurs singulieres de « pour I’équation (1).
L’équation (20) aura les mémes valeurs singuliéres et peut en avoir d’autres
@1y @rias -+ Gyiy qui seront d’apparence singuliere, car les intégrales
pour I'une de ces valeurs doivent vérifier I’équation (1) et seront de la forme

(x — a)"Ehv(x —a),

ol r est entier et inférieur a m.

Les n racines de ’équation déterminante de (20) pour x = a doivent
vérifier I'équation déterminante de I’équation (1) pour la méme valeur sin-
guliere. Il faut donc, pour que le probleme soit possible, que le nombre
donné n soit inférieur ou au plus égal au plus petit des degrés des équa-
tions déterminantes de I’équation (1) pour ses diverses valeurs singulieres.

Dans 'équation (20), on doitavoir

q1 A, A, A)H—p.

— = - == == )
g9 zT—a, x—a, & — @iy,

les quantités A étant des constantes.
L’équation déterminante de I’équation (1) pour x = a, doit avoir n ra-

n(n—r)

cines dont la somme est — A,; ces racines vérifient ’équation dé-

terminante de I’équation (1), et, en formant les sommes des racines de cette
derniére équation prises » a n, on en déduira toutes les valeurs possibles
de A,. On peut facilement former une équation dont les racines seront ces
valeurs de A,. De méme pour A,, A, ..., A,. Pour x =a, ,, I'équation
déterminante de I’équation (20) aura n racines entieres ou nulles, diffé-
n(n—i)

rentes et inférieures A m; leur somme sera donc supérieure
2
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. n(am—n—1)
3_7
2

et inférieure ou égale > et, comme cette somme est
n(n-—r)

- — A;.,, on aura

0> Ay Z— n(m—n);

Ay Ayas oo o Aoy sont done des nombres entiers négatifs dont la valeur
absolue est au plus égale a n(m — n).

Posons
A= A1 i A2 = "f—AA)\_._p,.

La somme des racines de I’équation déterminante de 'é¢quation (20) pour
: n(n—r) 5 s ; . . .
X =4 est (n°22) A — (—2—; ces racines vérifient I’'équation détermi-

nante pour x = o de I’équation (1), qui est connue; on peut done former
une ¢quation qui aura pour racines les valeurs possibles de A.

On a
Al+A+ A —A=— (A 4.+ Arp)-

Il faudra chercher s’il existe parmi les valeurs possibles de A,, A,, A,, ...,

A
R . . "
Ay et A un systeme tel que S A, — A soitun nombre entier positif ou nul.
e

1
Pour cela, on prendra les équations qui donnent respectivement A, A,, ...,

Ay et A, et 'on en déduira une équation ayant pour racines toutes les va-
leurs telles que A, +~A, +~ ... + A, — A; on cherchera les racines entieres
de cette équation et a chaque racine entiere positive correspondra un sys-
teme de valeurs pour A, A,, ..., Ay et A. On examinera séparément chaque
systeme. Pour connaitre :]-"; il reste a déterminer I'expression
1
hor

it
O A
xz—a,’

21

pour cela, remarquons que, A, étant connu, on saura quelles sont, parmi les
racines de I’équation déterminante de ’équation (1), celles dont la somme
est A,, ce qui permettra de connaitre le développement pour x = a, des
intégrales régulieres de ’équation (1) qui ont pour exposants ces racines.
Supposons que ces intégrales soient completement déterminées, ce qui a
lieu en général; représentons-les par y,, v,, ..., ¥,. L’équation (20), qui
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admet ces intégrales, peut s’écrire sous la forme

d’l.}/ dn—ly dV )
dxn d(L‘"""l < (?L;. }
@y 4 A ¥

(21) dzm  dzx"1 dr “'|=o.
LY & Fu , Bs
dx™ © daxr=t dz "

; . dr
Représentons par D le coefficient de %%: on aura

dn—l.)/.l d’l—i'}ﬂ

dzr—T dwi—z TN
d/z——l')/2 d/l———ﬁ.},g o
D= dxn—2 dxn—2 X2

dnf.l " d'L_i‘}",,, v
dxn—1 d{I)”‘Q e .)/”

La dérivée D' de D s’obtient en remplacant les éléments de la premiere

. e . dr—1ly :
colonne & gauche par leurs dérivées; le coefficient de ’dx—b—ll dans I'équa-

,

tion (21) est donc égal i — D’ et, 'équation (20) étant identique a (21), on
aura :

A+ p.

E__ﬁ__E A,
D g xr — ay’
1

logD + log(x —a)+. ..+ log(x — apyp)rie=0=C

d’ott
et
(2 — @y )" 01 (X — @) M (@ — Byap) M = 0D (2 —a )M (2 — @)
Le premier membre est un polynome entier en 2 dont le degré est connu
— (A oA =A A A — A
Au moyen de 'é¢quation (1), on développera les intégrales y,, ys, ..., ¥,

suivant les puissances de @ — a,, et I'on prendra les v premiers termes de

chaque série; en les portant dans le déterminant D, on pourra le dévelop-
1 12
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per, et le produit D(x — a,)* sera une série de la forme

001
Sy,
0

dont on connaitra les v premiers termes, car la somme des exposants mini-

nin—ru)

mum dans y,, ¥a, ..., ¥, est — A,. On développera

(2 — ay)ds (x — az)d. . .(x — ay)Ms,

suivant les puissances de (x — a,), et 'on pourra connaitre les v premiers
termes du développement de I’expression

D(x—a)h. . (2 — a)h,

qui doit étre un polynome de degré connu; si l'on prendv égal a ce degré, on
aura ainsi la valeur du polynome; en le divisant par le coefficient de (x — a,),
on aura le polynome

(2 — @) ™00 (2 — @) Min. (2 — @) M,

ordonné suivant les puissances de  — @,. Si I’on prend pour v une valeur
supérieure, il faudra que les derniers termes soient identiquement nuls, de

facon que I’expression
Dz — a)M.. . (x— a)*s

se réduise a un polynome du degré connu, sinon le systeme de valeurs
choisi pour A, A,, ..., A;, A est impossible.

On connaitra ainsi ay, ,, @, ..., @y, et lesnombres entiers — A, |, ...,
— Ay, et, par suite,

A+
91 A,

o x—a‘,’
1

posons
o(x)=(x —a,) (x—ay)...(x — D)}

les autres coefficients ¢,, ¢,, ..., ¢, sont, en général, de la forme

v _ h(x)
7 [e(z)]

Y(x) étant une fonction entiere de degrév(x 4+ p — 1).
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On développera les coefficients de 1'équation (21) suivant les puissances
de  — a,, en calculant un nombre limité de termes. On peut donc déve-

. q-, . . A
lopper 'expression f; on la multipliera par le polynome
0
(2 —a)V(z— ag)'... (2 — &ap)s

ordonné par rapport aux puissances croissantes de x — a,: on aura ainsi la
fonction {, (), développée suivant les puissances de a — a, ; il suffit, pour
obtenir ¢y (), de calculer un nombre de termes égal au degré v(% +p —1)
de ce polynome. Si l'on calcule un nombre de termes supérieur, il faudra
que les derniers termes soient identiquement nuls pour que le probleme
soit possible.

On peut ainsi déterminer tous les coefficients de I'équation (20). Apres
avoir formé cette équation, il faudra chercher si toutes ses intégrales véri-
fient équation (1), c’est-a-dire si I'on arrive a une identité en éliminant
dry drly ary
dxt’ dzm+t’ 7 dam
différentiant successivement 7z — n fois I’'équation (20).

Nous avons supposé que les intégrales y,, y., ..., ¥, peuvent étre déve-
loppées suivant les puissances de @ — a,. Cependant, si I'équation déter-
minante de Péquation (1) a plusieurs racines qui different de nombres en-
tiers, parmi les intégrales qui correspondent & ces racines il peut y en avoir
plusieurs sans logarithmes, et 'on peut ajouter a chacune d’elles une fonc-
tion linéaire des intégrales qui apparticnnent a des exposants supérieurs.
Les intégrales y,, ¥., . .., ¥, contiendront alors un nombre limité de con-
stantes arbitraires.

En général, parmi les valeurs singulieres a,, a,, ..., @, » de I’équa-
tion (1), on pourra en lrouver une qui ne rentrera pas dans ce cas particu-
lier; mais, si ce n’est pas possible, on formera I’équation (21) en y laissant
des constantes arbitraires, et, quand on développera I'expression

entre les équations (1) et (20) et celles obtenues en

D(x—a)*...(xz— @)

suivant les puissances de @ — a,, on calculera un nombre de termes supe-
rieur au degré connu que doit avoir I'expression égale

(2 — @y )78« (2 — Ay )M,

et, en annulant les derniers termes, on aura des équations qui pourront de-
terminer les constantes. On pourra encore effectuer le méme calcul en par-
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tant de deux valeurs singulieres, ce qui donnera deux expressions pour le

polynome
(2 — @ )P0 . (x— (l)‘_(_y‘)"‘\)- hity

et, en exprimant qu’elles sont identiques, on pourra en général déterminer
les constantes.

Dans tous les cas, pour déterminer les coefficients de I'équation (22), il
n’est pas nécessaire de connaitre explicitement les valeurs de @y, ,, @, ...,
@y On pourra poser

() =(r—a))(z—ay)...(x —a)P,
P étant le polynome

(.Z‘ = a)\+1)——A}\-I-l (.Z‘ = (l)\+2)_‘\)\+z 5 (J/ = (l)\...p‘)"“ki—xlu,

qui est toujours connu en fonction de constantes arbitraires et, dans I équa-
tion (20), on aura

'\PV(“‘)
~e(a)”

Yy(x) étant un polynome du degré v(n — 1), n étant le degré de o(x) que
I’on connait.

On pourra donc appliquer la méthode déja donnée pour calculer les coef-
ficients ¢y, ¢,5 ¢2, -.., ¢, de I'équation (20), sauf i laisser dans ces coeffi-
cients des constantes arbitraires, ce qui pourra, en général, étre évité en
calculant pour chaque coefficient un nombre de termes supéricur a son
degré.

Mais, si 'équation (20) contient encore des constantes, en exprimant que
ses intégrales vérifient toutes I'équation (1), on aura entre les coefficients
des l’ClatIOHS qui détermineront les constantes.

'

33. ProsLimE. Trouver s'il existe une équation différentielle linéaure
d’ordre n a (:0(77 cients rationnels dont les intégrales soient toutes normales avec
le méme facteur déterminant pour toutes les valeurs singulicres de x, telles que
les intégrales de cette nouyelle équation vérifient toutes une équation donnée (1)
a coefficients entiers.

L’équation cherchée sera de la forme

e“F (et y) =o,
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w étant une fraction rationnelle et F(y) = o une ¢quation de la forme (16,
dont les intégrales sont toutes régulieres.

Soient a,, a,, ..., a, » les valeurs singulieres de « pour I'équation (1),
on devra avoir

U= ¢+ Ca+...+ "+,
olt
ny

n, n,
hy h,
1 :2—\’ - Mg ")\:E————\— et ¢ :2 Ay,
1 (z—a,) (x— @)’ =
1 1

¢, €%, oo., ¢ ot ¢ étant des facteurs déterminants de I'équation (1) pour
les valeurs singulieres a,, @,, ..., @, © .
Posons
. dn V dr—1 y
KON =00 m = Dz oo )
q étant des polynomes entiers en a; on aura

¢ A A, Avrp
s e
qo X — a; X — a, Zr— Wy

A étant des constantes et A,,,, ..., Ay, des nombres entiers négatifs. Si
/(y) = o représente I'équation (1), I'équation déterminante de F(y)=o0
pour ¥ = a@,, qui est la méme que celle de ’équation

et—"v, F(e——u fep, y> — 0
doit avoir » racines qui vérifieront I'équation déterminante de I'équation

e feny) =o,

. n(n—I
et la somme de ces n racines est (—;—) — e

On formera donc les facteurs déterminants ¢’ de I'équation (r) pour
x = a,, et pour chacun d’eux on formera 1'équation déterminante de I'¢qua-
tion
ef(etiy)y=o

[¢, pouvant étre nul si I'équation (1) a une équation déterminante |.

On prendra parmi ces équations déterminantes celles dont le degré n'est
pas inférieur & n, et 'on formera des équations ayant pour racines les
sommes de n racines de chacune des équations précédentes prises separé-
ment. Les équations ainsi obtenues auront pour racines les différentes va-
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) . nin-—r) ’ A . ; .
leurs possibles de ——— — A, et 'on pourra en déduire une équation,
| 5

dont les racines seront toutes les valeurs que ’on peut donnera A,. On for-
mera, de méme, des équations donnant respectivement A,, A,, ..., A;; et,
en cherchant les facteurs déterminants de ’équation (1) pour # = », on
pourra obtenir une équation ayant pour racines les valeurs de

A=A Ayt AL
On en déduira une équation ayant pour racines les valeurs de
A1 + Ay +.. .4—1\)\—1\,

et 'on cherchera les racines entieres positives ou nulles de cette derniere
équation. A chacune de ces racines entiéres correspondra un systeme de va-
leurs pour A, A,, ..., A; et A, auxquelles correspondent des facteurs dé-

©

terminants qui seront connus ¢, €, ..., en et ',

o
P :E Iy (2 — a).

= 0~ g oo By P

Soit

On formera I’équation
e *f(edy)—o,

qui devra admettre toutes les intégrales de I’équation

F(y)=o,
puisque I’équation
FlLry=n
admet les intégrales de
e*F(e~*y)—=o.

On déterminera donc F(y) par la méthode du n° 32.

34. Avant de généraliser les résultats précédents, nous allons faire
quelques remarques sur les intégrales de I’équation (1).

Si, en cherchant les intégrales normales de I'équation (1) & coefficients
entiers, on trouve une fonction de la forme

7

(== )%
1 )

e (¢ —a)' A+ A, log(z —a) +...+ Ay logh—' (& — a)],
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A étant des séries qui peuvent étre divergentes, et si I'on remplace y par
cette valeur dans le premier membre de I’équation (1), on aura une expres-
sion de méme forme; mais, si l'on calcule dans les coefficients des puis-
sances de log(a — a@)un nombre limité de termes en x — a, on trouvera ces
termes identiquement nuls, bien que la fonction précédente ne soit pas une
intégrale quand les séries sont divergentes.

Siy,, ¥s - s Ymsont m fonctions de forme normale pour x = a, que I'on
a trouvées comme intégrales distinctes de I’équation (1), mais qui ont des
séries divergentes, et si I’on forme I’équation

d/ny d/n~1y d)’
T g a5
dm—ll)/1 dm—l L
dxm—1 d. .zll—yl Y
X X =0,

dm,)/m dm—lym
dxzm - - vt Ym

cette équation sera identique a (1) si les séries sont convergentes ; dans tous
les cas, si I'on développe ses coefficients en les divisant par le produit des
facteurs déterminants des 7 intégrales et par une puissance de  — a, on
aura des coefficients ¢,, ¢,, ..., ¢» qui seront des séries divergentes, et, si
I'on prend un nombre donné ¢ de termes dans chacune, on pourra en dé-

duire les ¢ premiers termes du développement des quantités % P Z—ZPO,
10 0

Inp. et ces termes seront les fonctions P, P,, ...
0

a leurs degrés ; les termes suivants que 'on pourrait calculer seront iden-

tiquement nuls.
Sil’équation (1) coefficients rationnels admet toutes les intégrales d’une

équation de méme forme et d’ordre n < m,

, P, si ¢ est supérieur

f{y)=o,
I’équation (1) pourra se mettre sous la forme composée
F(z) =0, 3= f(.)’);

F(z) ayant également ses coefficients rationnels. Il en résulte que, s ¢” est
un facteur déterminant pour /(y) = o, il 'est aussi pour I"équation (1) et
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les racines de I'équation déterminante de

e f{lety )0

vérifient I'équation déterminante déduite de la méme maniere de 1'équa-

tion (1) (woir n° 23 et 29). De plus, si 'on porte dans I’équation (1) et ses

" s Fug dny
dérivées les valeurs de ——=
dy dr—1ly o5 i . Jer
——, «--, —=, on aura des identités. Il en résulte que, si 'on trouve pour
dax dx” )

I'équation /(y) = o une intégrale de forme normale, méme ayant des séries
divergentes, et si on la porte dans I'équation (1) en développant sous la
méme forme et en calculant un nombre limité de termes, on trouvera tous
les coefficients nuls; cette fonction est donc 'une de celles que 'on obtient
en cherchant les intégrales normales de I'équation (1).

Remarquons encore qu’en adoptant les notations du n° 25 pour la valeur
singulitre x = @, on aura

et des dérivées suivantes en fonction de y,

750—‘7%:55’1, 773“7?7:(7_“@)5’2’ ey hu*ﬁu:(a*[*)gm

d’ott
To=Tu+B3g1+(y—B)g+... (2 —p)gn=Ta+S, mim—a+S8,

et, si les nombres g sont tous entiers, S sera la somme des exposants
maxima de (x — a@)~' dans les facteurs déterminants ¢*, chaque exposant
étant pris autant de fois qu’il y a d’intégrales correspondantes.

35. De ces considérations, nous allons déduire la solution du probleme
suivant :

Etant donnée une équation différentielle (1) a coefficients entiers, trouver s'il
existe une équation de méme forme et d’ordre n dont les intégrales vérifient
I’équation (1), cette nouvelle équation n’ayant pas d’autres valeurs singuliéres
que [’équation (1).

On cherchera les intégrales régulieres et normales de I’équation (1) pour
x = a,, et supposons d’abord qu’on en trouve m distinctes, ¢’est-a-dire que
les nombres g soient tous entiers, ces intégrales pouvant contenir des séries
divergentes. »
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~

Soit

d/zy dnvly
(20) (IOK;”_‘_(AW—*—“‘_’_‘]HV’:O

I’équation cherchée, on doit pouvoir former n intégrales régulieres ou nor-
males pour cette équation; car autrement on pourrait poser x — a, =1
dans (1) et (20), de facon que la seconde équation ait un facteur déterminant
qui ne conviendrait pas & la premiere, ce qui est impossible; et ces » fonc-
tions, déduites de I’équation (20), sont comprises parmi celles de I'équa-
tion (1), méme lorsque les séries sont divergentes.
Si, pour une valeur singuliere = a de I'équation (1), on forme les
nombres
_ﬁoﬁﬂg TR — Ty Ty— T3
=g H=y=p STy

définis au n° 25, et les nombres analogues pour I'équation (20)

T3 — T
=
r—0

’

’./ T[’
o Ty ﬁ

bl;T

ces derniers nombres seront compris dans les premiers et leurs dénomina-
teurs @, v'— @/, ... seront inférieurs ou égaux aux dénominateurs des
nombres égaux de la suite' g. On le démontre en posant x — a=1¢" dans
les deux équations, de facon a rendre tous les nombres g entiers. On aura
done

’
o
o2

~

81
et

' ’

T in+fg + (=B8N +.Sn+ B+ (Y —Bs .+ (n— )8y

va'—Tfp‘
ge== —— el p>n>v;
o
on connait Pg, +(y —B)gs+ ...+ (n—un)g. et on en déduira une
valeur maximum de =,.
Soient v,,vs, ..., les valeurs ainsi obtenues pour les diverses valeurs
singulieres a,, a,, ..., a, de x dans I’équation (1). Posons

o= (x — a,Yi(x — ay)":. . .(x — @)

Les autres coefficients ¢ de I'équation (20) seront des polynomes entiers

(ui pourront avoir avec ¢, des facteurs communs.
F. 13
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Considérons maintenant la valeur singuliere x = et soient =,, =,,
Tuy «oos 7 les degrés en x des coefficients de I'équation (1), =, =, =, ceux
des coefficients de I’équation (20). Le nombre g, sera le plus grand des
nombres

o —1T0 Moy —— T0,
T, e o S
2 m
(voir n® 25). Soit
TR — To Ty — T8
f o e
” — 5 N I2 — o2
2 v

et, pour I’équation (20),

on aura, quel que soit v,

Comme g, est connu ainsi que

'
Tog — Y=Vt o= V3,

on en déduira les degrés maxima des coefficients ¢,, 7., ..., g,

On cherchera les intégrales régulieres et normales de 'équation (1) pour
une valeur singuliere x = a, ; supposons qu’on en trouve m, et que chaque
groupe ne puisse se former que d’une seule maniere, c’est-a-dire que 1’on
ne trouve pas deux intégrales sans logarithmes ayant le méme facteur dé-
terminant, et des puissances de « — a, qui different de nombres entiers,
n de ces intégrales seront celles que I'on peut former pour I'équation (20).
On groupera donc les m intégrales obtenues » 4 n de toutes les manieres
possibles, en remarquant que, lorsqu'on prend une intégrale contenant
logh(x — a,), on doit prendre en méme temps les X — 1 intégrales qui s’en
déduisent (n° 11). On aura ainsi un nombre limité de groupes de n fone-
tions de forme normale ou réguliere, et a chaque groupe peut correspondre
une équation (20). On portera les n fonctions choisies dans I’équation (21),
en prenant pour chaque série un nombre limité v de termes. Les loga-
rithmes devant disparaitre, on pourra les supprimer dans les éléments du
déterminant (21), on développera ensuite le déterminant en multipliant tous
les coefficients par le produit des » facteurs déterminants de y,, y., ..., ¥,
et par une puissance de  — a,. En calculant les v premiers termes de
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chaque coefficient, on aura une équation de la forme

, dny ’dn—ly ,
q"zﬁ +(IIWL_;—1 —+... = Ggny =0,

q étant des séries qui peuvent étre divergentes et dont on connaitra les
v premiers termes. On formera les expressions

Z—i‘(]o’ %QO’ ceey %90’
et on les développera suivant les puissances de x — @, en calculant pour
chaque expression un nombre de termes supérieur au degré connu; on aura
ainsi les polynomesgq,, ¢,, ..., ¢,. Si, pour 'un de ces polynomes, on trouve
des termes d’un degré supérieur au degré qu’il doit avoir, on pourra en
conclure que le systeme de » intégrales examiné ne donnera pas d’équation
de forme (20).

Aprés avoir formé une équation (20), il faudra vérifier si I'équation don-
née (1) admet toutes ses intégrales.

Il peut arriver que les groupes d’intégrales normales de I'équation (1)
puissent se former d’une infinité de manieres; mais on pourra toujours
prendre n de ces intégrales, et 'on aura un nombre limité de groupes pos-
sibles de n intégrales, si on laisse dans les séries des constantes arbitraires.
On développera les coefficients ¢,, ¢s, ..., ¢, de la méme manitre, eny
laissant ces constantes, et ’on calculera pour chaque fonction ¢ un nombre
de termes supérieur & son degré, en exprimant que les derniers termes dis-
paraissent; on aura des équations qui détermineront les constantes; s'il
reste encore des constantes arbitraires dans les coefficients de I'équa-
tion (20), on les déterminera en exprimant que toutes les intégrales de cette
équation vérifient I’équation donnée (1).

Si, pour x =a,, le nombre des intégrales de forme normale ou réguliere
qu’on obtient pour I’équation (1) est inférieur & 72, on peut étre ramené au
cas que nous venons d’examiner en posant

x—a =1,

on aura une équation donnant y en fonction de ¢; on résoudra la question
pour cette derniere équation et, dans les équations qu’on aura obtenues, on

posera
1

t:(x—ai)‘i
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On aura ainsi des équations différentielles dont les intégrales vérifieront
I’équation (1); mais on ne devra conserver parmi ces équations que celles
dans lesquelles les puissances fractionnaires de x — a, disparaissent.

On peut aussi traiter directement la question en partant de I’équation (1).
Pour cela, on forme les intégrales normales et régulieres de 1'équation (1)
ct celles de la forme obtenue au n° 31 qui deviennent normales en posant

& —a; = 1.

Le nombre des intégrales distinctes qu'on peut ainsi former est toujours
égal & m, ces intégrales contenant des séries qui peuvent étre divergentes.
On cherchera tous les groupes possibles de ces 7 intégrales prises n a n, en
remarquant que, si un groupe contient une fonction ayant des séries avec
des puissances fractionnaires de x — @, ou des logarithmes, on devra prendre
en méme temps toutes les intégrales qui peuvent s’en déduire (n° 31). A
chaque groupe de n intégrales correspondra une équation de forme (21};
on développera ses coefficients en les multipliant par le produit des puis-
sances de e qui entrent dans les » fonctions y,, v,, ..., y, et par une puis-
sance convenable de x — a,. Les coefficients de I’équation obtenue seront
alors des séries ne contenant que des puissances positives entieres de
x — a,, qui peuvent étre divergentes; les puissances fractionnaires dispa-
raitront toutes; on calculera un nombre limité de termes de chaque série,
et 'on en déduira un nombre limité de termes du développement des divers
coefficients ¢,, ¢,, ..., ¢, de I'équation (20); on acheve le calcul comme dans
le cas précédent.

36. La méthode précédente permettrait de déterminer toutes les équa-
tions & coefficients rationnels dont les intégrales vérifient I'équation donnée
(1), si 'on pouvait connaitre les valeurs singulieres de x pour la nouvelle
équation.

Car, Si @, @2y ..., @, sont les valeurs singulieres de I'équation (20)
qui ne sont pas singulieres pour I’équation (1), ces p. valeurs devront étre
d’apparence singuliere (n° 20); si I'on pose

go= (2 — a1 (2 — a, ). . (22— )2 (& — B - (2 — Dip)?

les autres coefficients ¢,, ¢,, ..., g, de I'équation (20) seront des poly-
nomes entiers, et I'on pourra les déterminer completement par la méthode
du n° 35.

On peut encore déterminer les équations de forme (20) dans le cas ou,
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sans connaitre les nouvelles valeurs d’apparence singuliere @, s @2y «--s
@y, On connait leur nombre p. ou une limite supérieure de leur nombre.
Pour cela, on pose

c(x — @) (£ — Bga). - (@ — Wrp) = @(2),

o(a) étant un polynome en x de degré p. (que nous supposons connu), les
v + 1 coefficients de ce polynome étant des constantes arbitraires. Dans

I’équation (20), on posera
o= (& — @) (£ — ). (& — ) o (2)]";

los autres coefficients doivent étre des polynomes de degrés inférieursa des

g q qn— .
nombres connus, et »ij, L 4n-1 gepont aussi des poly-
. i [e(2)]*"" [g(2)] o (r) :
nomes entiers en .
On cherchera pour « = a, les fonctions de la forme réguliere, normale
(ou de la forme analogue obtenue au n° 31), qui pourraient vérifier I'équa-
tion (1), et I'on formera les divers groupes possibles de ces m intégrales

na n: on en déduira les diverses équations (21) que I'on développera sous

la forme
. (IIAV— . dar 4]. ; ; .
qO;ﬁ—n (]13;;?1—1—...—1—(1"‘}’—0,
les coefficients ¢’ étant des séries, en général divergentes, suivant les puis-
sances positives de x — a,, dont on connaitra un nombre limité de termes.

On formera les expressions

q_,l_ x n—1 _(]_’2 x n—2 ity q'”‘l x ﬁ(
q,oflo[CP( )] ’ qroql)[(P( )] ’ (1,0 (]O(P( )’ 7o 9o

et on les développera suivant les puissances de  — a,, les coefficients con-
tenant les constantes arbitraires qui entraient dans ¢ (). Les fonctions pré-
codentes doivent étre des polynomes dont on connait les degrés maxima;
on caleulera un nombre de termes supérieur au degré de chaque fonction,
ot, en exprimant que les derniers termes sont nuls, on aura des équations
qui détermineront les coefficients de ¢ (x), et en méme temps les constantes
arbitraires que lon pourrait avoir été obligé d’introduire dans les inte-
grales ¥,, Vus «+ o Yar ON vérifiera ensuite si I'équation (1) admet toutes les
de I'équation (20) ainsi formée, ce qui permettra de détermi-

intégrales «
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(102 )
ner toutes les constantes arbitraires, s’il en reste encore dans les coef-
ficients q.

En résumé, les méthodes précédentes permettraient de trouver par un
nombre d’opérations limité, quoique tres grand en général, toutes les équa-
tions différentielles linéaires a coefficients rationnels, dont lesintégrales vé-
rifient toutes une équation donnée de méme forme, pourvu que I'on con-
naisse une limite supérieure du nombre des valeurs singulieres de « pour
la nouvelle équation.

Vu et approusyé :
Paris, le 5 juin 1885.
Pour LE DOYEN DE LA FACULTE DES SCIENCES EMPRCHE,
E. HEBERT.
Permis d’imprimer :
Paris, le 6 juin 1885.
Le Vice-RecTevr pe L’Acapiyie pE Paris,

GREARD.
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SECONDE THESE.

00— —

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Ixposer la méthode donnée par M. Poincaré dans le Journal américain de
Mathématiques (t. VIL), pour I'étude des intégrales des équations différen-
tielles linéaires.

Vu et approuvé :
Paris, le 5 juin 1883.
Pour LE DOYEN DE LA FACULTE DES SCIENCES EMPECHE,

E. HEBERT.
Permis d’imprimer :
Parvis, le 6 juin 1885.
Le Vice-Recreur pE L’Acavimie DE Paris,

GREARD.

11066 Paris. — Imprimeric de GavTuier-VILLARS, quai des Grands-Auagustins, 55.
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