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P R E M I И R E  T H И S E . 

SUR  LES  INTЙGRALES 

DES 

ЙQUATIONS  DIFFЙRENTIELLES  LINЙAIRES 

A  C O E F F I C I E N T S  R A T I O N N E L S . 

1.  La  t h й o r i e  d e s  й q u a t i o n s  d i f f й ren t i e l l e s  l i n й a i r e s  a  й tй  й t u d i й e  p a r t i 

c u l i и r e m e n t  en  A l l e m a g n e  d e p u i s  q u e l q u e s  a n n й e s .  E n  1 8 6 6 ,  M.  F u c h s  a 

p u b l i й  u n  p r e m i e r  M й m o i r e [Journal de Crelle,  t .  6 6 )  s u r  l e s  й q u a t i o n s  diffй

r e n t i e l l e s  l i n й a i r e s  а  coeff ic ients  u n i f o r m e s ,  d a n s  l e q u e l  il  a  e x a m i n й  les  p r o 

p r i й t й s  d e s  i n t й g r a l e s  e t  en  a  d й d u i t  d e s  f o r m e s  r e m a r q u a b l e s  de  ces  i n t й 

g r a l e s  p o u r  les  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s  de  la  v a r i a b l e x.  P a r m i  ces  i n t й g r a l e s ,  il 

a  d й s i g n й  c o m m e  r й g u l i и r e s  ce l les  q u i  p e u v e n t  s ' e x p r i m e r  p a r  d e s  s й r i e s ,  s u i 

v a n t  les  p u i s s a n c e s  p o s i t i v e s  de x  — a, a  й t a n t  u n e  v a l e u r  s i n g u l i и r e  d e  l ' й 

q u a t i o n ,  e t  a  d й t e r m i n й  q u e l l e s  s o n t  les  й q u a t i o n s  d o n t  t o u t e s  les  i n t й g r a l e s 

s o n t  r й g u l i и r e s .  MM.  T h o m й  e t  F r o b e n i u s  o n t  p u b l i й  d i v e r s  M й m o i r e s  s u r 

ce t t e  q u e s t i o n {Journal de Crelle,  t .  7 4  e t  s u i v . ) ;  i ls  s o n t  a r r i v й s ,  p a r  d e s 

m й t h o d e s  d i f f й r en t e s ,  а  d й t e r m i n e r  d a n s  q u e l s  cas  u n e  й q u a t i o n  di f fйren

t ie l le  p e u t  avoi r  d e s  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s .  M.  T h o m й  a  g й n й r a l i s й  la  q u e s 

t ion  en  й t u d i a n t  les  i n t й g r a l e s  de  fo rme  n o r m a l e .  M a l h e u r e u s e m e n t ,  les 

i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  e t  n o r m a l e s  s o n t  e x p r i m й e s  p a r  d e s  s й r i e s ,  e t ,  d a n s  la 

p l u p a r t  d e s  cas ,  on  n e  s a i t  p a s  si  c e s  s й r i e s  s o n t  c o n v e r g e n t e s ;  d a n s  q u e l 

q u e s  cas  p a r t i c u l i e r s  s e u l e m e n t ,  on  p e u t  s av o i r  si  les  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s 

ou  n o r m a l e s  e x i s t e n t  r й e l l e m e n t . 

M.  F u c h s  a  й t u d i й  l e s  й q u a t i o n s  d i f f й ren t i e l l e s  d u  s e c o n d  o r d r e  d o n t  les 
F .  x 



i n t й g r a l e s  son t  a l g й b r i q u e s [Journal de Crelle,  t .  8 1 ) ,  e t  M.  J o r d a n  a  gй 

nй r a l i s й  la  q u e s t i o n  en  c o n s i d й r a n t  des  й q u a t i o n s  d ' u n  o r d r e  q u e l c o n q u e . 

Enfin  M.  T h o m й  a  p u b l i й  p l u s i e u r s  M й m o i r e s  d a n s  l e sque l s  il  й t u d i e  d i 

v e r s e s  q u e s t i o n s  r e l a t ives  а  la  r й d u c t i b i l i t й  des  й q u a t i o n s  d i f fй rent ie l les 

l i nйa i r e s  et  e x a m i n e  u n e  classe  p a r t i c u l i и r e  de  ces  й q u a t i o n s . 

Dans  le  p r й s e n t  M й m o i r e ,  n o u s  й t u d i e r o n s  les  й q u a t i o n s  d i f fй ren t i e l l e s 

l i nйa i r e s  а  coefficients  r a t i o n n e l s ;  on  p e u t  r a m e n e r  ces  й q u a t i o n s  а  la  fo rme 

les  coefficients  P  й t a n t  des  fonc t ions  e n t i и r e s  de x. 

Toutefois  la  p l u p a r t  des  r й s u l t a t s  a u x q u e l s  n o u s  a r r i v e r o n s  p e u v e n t  s ' ap

p l i q u e r  s ans  difficultй  aux  й q u a t i o n s  d i f fйrent ie l les  l i n й a i r e s  d o n t  les  coeffi

c i en t s  r e s t e n t  u n i f o r m e s  p o u r  d e s  v a l e u r s  d й t e r m i n й e s  de  la  v a r i a b l e . 

Dans  la  p r e m i и r e  P a r t i e ,  n o u s  r a p p e l l e r o n s  les  p r i n c i p e s  f o n d a m e n t a u x 

de  la  t h й o r i e  des  й q u a t i o n s  d i f fй ren t ie l les  l i n й a i r e s .  Dans  la  s e c o n d e  P a r t i e , 

n o u s  d й t e r m i n e r o n s  les  formes  q u e  l 'on  p e u t  d o n n e r  a u x  i n t й g r a l e s  l o r s q u e 

la  va r i ab le  p r e n d  d e s  v a l e u r s  r e p r й s e n t й e s  p a r  les  p o i n t s  d ' u n e  c o u r b e 

fe rmйe  d й t e r m i n й e .  La  t r o i s i и m e  P a r t i e  est  r e la t ive  а  l ' й t u d e  des  i n t й g r a l e s 

r й g u l i и r e s ,  e t  n o u s  c o n d u i t  а  e x a m i n e r  q u e l q u e s  c l a s ses  p a r t i c u l i и r e s  d ' й 

q u a t i o n s  d i f f й ren t i e l l e s .  Dans  la  q u a t r i и m e  P a r t i e ,  n o u s  й t u d i e r o n s  l es  i n t й 

gra les  de  forme  n o r m a l e .  Enfin,  d a n s  la  c i n q u i и m e  P a r t i e ,  n o u s  e x a m i n e r o n s 

q u e l q u e s  p r o b l и m e s  relat i fs  а  la  r educ t ib i l i t y  des  й q u a t i o n s  d i f fй rent ie l les 

l i n й a i r e s . 

2 .  Soit  l ' й q u a t i o n  d i f fйrent ie l le  l i nйa i r e  h o m o g и n e 

( 0 

les  coefficients  P  й t a n t  des  fonc t ions  de x  u n i f o r m e s  et  c o n t i n u e s ,  a u  m o i n s 

p o u r  des  va l eu r s  de x  r e p r й s e n t й e s  p a r  les  p o i n t s  i n t й r i e u r s  а  u n e  c o u r b e 

f e r m й e . 

Si  les  fonc t ions  de x , y ( , y 2 , yn  vйr i f ient  ce t t e  й q u a t i o n ,  la  fonc

t ion ciyi  h c.,y2 + ... + cnyn  se ra  auss i  u n e  i n t й g r a l e , ct, c2, ..., cn  й t a n t 

d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s . 

On  d i t  q u e  ces n  fonc t ions  s o n t  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n d a n t e s  s'il  n ' e x i s t e 

a u c u n  s y s t и m e  de  v a l e u r s  d e c 1 5 c 2 , c i v p o u r  l e q u e l c i y i -+-c2y>2 + ... 

soi t  i d e n t i q u e m e n t  n u l ,  sauf  le  s y s t и m e c. = c2 — . . . = cn —  o . 



Si  ces n  fonc t ions  s o n t  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n d a n t e s ,  le  d й t e r m i n a n t  dif

fй ren t ie l 

est  d i f fйrent  de  zй ro ,  et  r й c i p r o q u e m e n t .  On  le  d й m o n t r e  en  c o n s i d й r a n t 
l ' й q u a t i o n 

e t  les  й q u a t i o n s  o b t e n u e s  en  d i f fй ren t i an t  cel leci n  —  i  fo is ;  on  a n  йqua 

l ions  h o m o g и n e s  en ct,c2f cn,  q u i  n ' a d m e t t e n t  p a s  de  s o l u t i o n s  diffй

r e n t e s  de  zйro  si  le  d й t e r m i n a n t  n ' e s t  p a s  n u l . 

THЙORИME.  — L'équation différentielle  ( i ) ne peut pas avoir plus de m inté-

grales linéairement indépendantes, et si y{, y2, . .., ym sont m intégrales dis-

tinctes, toute intégrale peut se mettre sous la forme 

E n  effet,  si ym+K  est  u n e  i n t й g r a l e ,  en  s u b s t i t u a n t  ces m  H I  i n t й g r a l e s 

d a n s  l ' й q u a t i o n  ( i ) ,  on  a u r a  m  +  i  й q u a t i o n s  h o m o g и n e s  e n t r e  P 0 ,  P , , 

P,„,  et  en  й l i m i n a n t  ces  q u a n t i t й s ,  on  en  d й d u i t 

ces m-hi  fonc t ions  ne  s o n t  d o n c  pas  i n d й p e n d a n t e s ,  et  l 'on  p e u t  dй t e r 
m i n e r  les  c o n s t a n t e s c  de  faзon  q u e 

Il  suffit  d o n c  de  c o n n a о t r e m  i n t й g r a l e s  d i s t i n c t e s  p o u r  en  d й d u i r e  l ' i n t й 

g ra l e  g й n й r a l e .  Un  s y s t и m e  de m  i n t й g r a l e s  i n d й p e n d a n t e s  se  n o m m e sys-



terne fondamental.  S'il  ex is te  u n  s y s t и m e  f o n d a m e n t a l  d ' i n t й g r a l e s yf,y», 

ym,  on  p e u t  en  f o r m e r  u n  a u t r e  en  p r e n a n t m  i n t йg ra l e s  de  la  fo rme 

d o n n й e s  p a r m  s y s t и m e s  de  v a l e u r s  des  c o n s t a n t e s c,  e t  le  n o u v e a u  s y s t и m e 

se ra  f o n d a m e n t a l  si  le  d й t e r m i n a n t  des m 2  c o n s t a n t e s  c e s t  d i f fйrent  de  z й r o ; 

car  le  d й t e r m i n a n t  di f fйrent ie l  d u  s e c o n d  sys t иme  d ' i n t йg ra l e s  es t  йgal  au 

d й t e r m i n a n t  d u  p r e m i e r  s y s t и m e  m u l t i p l i й  pa r  le  d й t e r m i n a n t  d e s  con

s t a n t e s . 

3 .  N o u s  a l l ons  voi r  c o m m e n t  on  p e u t  o b t e n i r  les  i n t й g r a l e s  de  l ' йqua 

t ion  ( i )  sous  fo rme  de  s й r i e s . 

THЙORИME.  — Si les coefficients  P de l'équation  ( i ) restent uniformes, finis et 

continus pour toutes les valeurs de x représentées par les points intérieurs à un 

cercle, et si le premier coefficient V0ne s'annule pour aucune de ces valeurs de x, 

l'équation différentielle  ( i ) sera vérifiée par une fonction de x uniforme et con-

tinue pour les mêmes valeurs de x, les valeurs de cette fonction et de ses m  —  i 

premières dérivées étant arbitraires pour la valeur x = a qui est représentée par 

le centre du cercle considéré. 

E n  effet,  d i v i s o n s  le  p r e m i e r  m e m b r e  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  p a r  P 0 ,  e t  posons 

on  a u r a  l ' й q u a t i o n 

(2) 

les  coeff ic ients q  r e s t a n t  u n i f o r m e s ,  finis  e t  c o n t i n u s ,  p o u r v u  q u e  le  m o d u l e 

de (x — a)  r e s t e  i n f й r i e u r  au  r a y o n  R  du  ce rc le  d o n n й . 

R e p r й s e n t o n s  p a r ya, y'a, y"a, ..., y{'"~l]  l es  va l eu r s  de y  e t  de  ses m — i 

p r e m i и r e s  d й r i v й e s  p o u r x = a,  n o u s  s u p p o s o n s  ces m  q u a n t i t й s  cho i s i e s 

a r b i t r a i r e m e n t .  L ' й q u a t i o n  ( 2 ) d o n n e r a  la  v a l e u r  de  la  dй r ivйe y(™]  e t  les  au

t res  dй r ivйes  s ' o b t i e n d r o n t  en  p o s a n t x = a  d a n s  les  й q u a t i o n s  o b t e n u e s  en 

d i f fйrent ian t  l ' й q u a t i o n  ( 2 ) .  On  a u r a ,  en  g й n й r a l , 

(3) 

x  й t a n t  r e m p l a c й  p a r a  d a n s  t o u s  les  coefficients . 



On  fo rmera  la  sйr ie 

(4) 

q u i  sera  u n e  i n t й g r a l e  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) ,  p o u r v u  qu ' e l l e  soi t  c o n v e r g e n t e . 

P o u r  й t a b l i r  ce t te  c o n v e r g e n c e ,  s u p p o s o n s  les  coefficients q  d й v e l o p p й s  en 

sй r i e s ,  su ivan t  les  p u i s s a n c e s  de x  — a,  sous  la  forme 

ces  sй r ies  s o n t  c o n v e r g e n t e s  p o u r v u  q u e  le  m o d u l e  de x — a  r e s t e  i n f й r i eu r 

ou  йgal  au  n o m b r e  fixe  R ;  p a r  s u i t e ,  les  coefficients h0, h t , hn  o n t 

des  m o d u l e s  q u i  son t  t o u s  finis;  so i t  M,  un  n o m b r e  s u p й r i e u r  а  t o u s  ces  m o 

d u l e s .  De  m к m e ,  soit  M 2  u n e  l i m i t e  s u p й r i e u r e  d e s  m o d u l e s  d e s  coefficients 

des  t e r m e s  de  la  sй r i e  q u i  r e p r й s e n t e q2;  et  so i en t  M 3 ,  M 4 ,  M,„  les  q u a n 

t i t йs  a n a l o g u e s  p o u r qz, qfl, qm.  Cons idй rons  l ' йqua t ion 

(2 bis) 

Si  l 'on  r e m p l a c e  p a r  la  sй r i e  on  p o u r r a  d й v e l o p p e r 

les  i n t й g r a l e s  de  l ' й q u a t i o n  ( 2 bis)  s ous  la  forme  (4) 

(4 bis) 

les  coeff icients  й t a n t  d й t e r m i n й s  p a r  l ' й q u a t i o n  g й n й r a l e 

(3 bis) 

Les  coefficients  de z-'^+^~i], za  son t  t o u s  r йe l s  et  s u p й r i e u r s  aux  m o 

d u l e s  des  coefficients  c o r r e s p o n d a n t s  de  l ' й q u a t i o n  ( 3 ) ,  ca r  on  a,  en  gй 

n й r a l , 



Donc ,  si za, z'n, z{™  11  son t  r йe l s  posi t i fs  e t  s u p й r i e u r s  a u x  m o d u l e s  de 

ya, y'a, ...,y[a~'i],  on  en  d й d u i r a 

et  si  la  sйr ie  (4 bis)  est  c o n v e r g e n t e ,  la  sй r i e  (4)  sera  й g a l e m e n t  conver 

g e n t e . 

P o u r  d й m o n t r e r  la  c o n v e r g e n c e  de  la  sйr ie  (4 bis),  n o u s  a l lons  la  fo rmer 

p a r  u n e  a u t r e  m й t h o d e .  Mu l t i p l i ons  les  d e u x  m e m b r e s  de  l ' й q u a t i o n  ( 2 bis) 

p a r  1  p u i s  d i f fй ren t ions  fois  l ' йqua t ion  o b t e n u e  et  p o s o n s x= a; 

on  a u r a 

Cette  й q u a t i o n  d й t e r m i n e  les  coefficients  de  la  sйrie (/{bis),  et  l 'on  voi t  q u e 

tous  les  coefficients  son t  rйe ls  e t  pos i t i f s . 

Le  r a p p o r t  d ' u n  t e r m e  au  p r й c й d e n t  est 

A  pa r t i r  d ' un  o r d r e  d й t e r m i n й ,  les  va l eu r s  des  dй r ivйes  de z  p o u r x — a 

c ro i s s en t  c o n s t a m m e n t ;  car ,  si \x est  assez  g r and  p o u r  que  1,  on 

a u r a 

et  a ins i  de  s u i t e .  Ces  v a l e u r s  a u g m e n t e n t  donc  c o n s t a m m e n t ,  а  p a r t i r  de  la 

dйr ivйe  d o n t  l ' o rd re m   t  y. —  1  es t  s u p й r i e u r  а  R  —  M, R  + m  — 1 . 

D ' a u t r e  p a r t ,  on  a 

si(x  est  assez  g r a n d ,  les  r a p p o r t s  s e r o n t  t o u s  in fй r i eu r s 

а  1  e t ,  si ¡1 a u g m e n t e  i n d й f i n i m e n t  les  t e r m e s  du  second  m e m b r e ,  t e n d e n t  ve r s 

zй ro ,  sauf  le  p r e m i e r  qu i  t end  ve r s  Donc  le  r a p p o r t 

a  p o u r  l imi te  et  la  sйr ie  (4 bis)  est  conve rgen t e  si  mod (x  — a) 

Remarque. —  La  sйr ie  (4)  c o n t i e n t m  c o n s t a n t e s  a rb i t r a i r e s  qu i  son t  les 



Fif,  i. 

c o u r b e ab  i n t й r i e u r  а  ce  c e r c l e ,  p o u r x = x{  les  v a l e u r s  de y  e t  de  ses  dй 

r ivйes  s e r o n t  d й t e r m i n й e s ,  ce  q u i  p e r m e t  de  dйve loppe r y  en  s й r i e ,  su ivan t 

les  p u i s s a n c e s  de {x — xf),  p o u r  les  v a l e u r s  de x  r e p r й s e n t й e s  p a r l e s  p o i n t s 

i n t й r i e u r s  а  u n  ce rc le  de  c e n t r e xf;  on  en  d й d u i t  les  va l eu r s  de y  et  de  ses 

dй r ivйes  p o u r  u n e  n o u v e l l e  v a l e u r  a?2  de x,  e t  a ins i  de  s u i t e .  Les  ce rc l e s  de 

c o n v e r g e n c e  des  di f fйrentes  sй r i e s  do iven t  к t re  c o m p r i s  e n t i и r e m e n t  d a n s 

u n e  p o r t i o n  du  p l a n  l i m i t й e  p a r  u n e  c o u r b e  fe rmйe 1,  d o n t  les  p o i n t s  r e p r й 

s e n t e n t  les  v a l e u r s  de x,  p o u r  l e s q u e l l e s  les  coefficients  P  ce s sen t  d ' к t r e 

u n i f o r m e s ,  finis  et  c o n t i n u s ,  le  p r e m i e r  P 0  ne  s ' a n n u l a n t  p o u r  a u c u n  des 

p o i n t s  i n t й r i e u r s  а  ce t te  c o u r b e .  On  p o u r r a  t o u j o u r s  chois i r  les  va l eu r s  ї1?,, 

x2,  de  faзon  а  a r r i v e r  j u s q u ' а b,  e t  la  fonct ion  y  sera  d й t e r m i n й e  p o u r 

x = b. 

v a l e u r s  de ya, y'a, y'a, y1'"  l ) :  ce t t e  s й r i e  d o n n e  d o n c  l ' i n t йg ra l e  g й n й r a l e 

de  l ' й q u a t i o n  ( i ) . 

4 .  Si  l 'on  cho i s i t  les  v a l e u r s  de  y  et  de  ses m — i  p r e m i и r e s  dй r ivйes  p o u r 

x = a,  l ' i n t йg ra l e  sera  c o m p l и t e m e n t  d й t e r m i n й e ;  e t ,  si  la  va r i ab l e x  var ie 

de a  j u s q u ' а b,  d ' u n e  faзon  c o n t i n u e ,  en  n e  p a s s a n t  q u e  p a r  d e s  v a l e u r s  p o u r 

l e s q u e l l e s  l e s  coefficients  P  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  r e s t e n t  u n i f o r m e s ,  finis  et  con

t i n u s ,  le  coefficient  P 0  n ' й t a n t  j a m a i s  n u l ,  l ' i n t й g r a l e y  se ra  d й t e r m i n й e 

p o u r x  = b. 

E n  effet,  f i gu rons  la  c o u r b e ,  d o n t  les  p o i n t s  r e p r й s e n t e n t  l e s  v a l e u r s  q u e 

p r e n d x  s u c c e s s i v e m e n t . 

L ' i n t й g r a l e y  p e u t  к t r e  dйve loppйe  en  s й r i e ,  su ivan t  les  p u i s s a n c e s  de 

[x — a),  p o u r v u  q u e  le  p o i n t  qui  r e p r й s e n t e x  r e s t e  i n t й r i e u r  а  un  cercle 

de  c e n t r e a.  So i t x{ (fig.  i )  u n e  v a l e u r  d e x,  r e p r й s e n t й e  p a r  un  p o i n t  de  la 



(5)  i 

m  й t a n t  r e m p l a c й  p a r a  d a n s  t o u s  les  coeff ic ients .  Le  p r e m i e r  t e r m e  P 0  est 

n u l ;  s u p p o s o n s  q u e  le  p r e m i e r  coefficient ,  qu i  n e  s ' a n n u l e  pas  i d e n t i q u e 

m e n t  (que l l e  q u e  soit  la  v a l e u r  de  soi t  ce lu i  de y [ ? ^ n \  c 'es t аdire  q u e 

p o u r x = a  on  ait 

N o u s  a p p e l l e r o n s  va l eu r s  s i n g u l i и r e s  de x  ce l les  p o u r  l e s q u e l l e s  l 'un  au 

m o i n s  des  coefficients  P  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  cesse  d ' к t r e  u n i f o r m e ,  fini,  ou  con

t i n u ,  a ins i  q u e  les  v a l e u r s  p o u r  l e s q u e l l e s  P 0  d ev i en t  n u l .  Une  v a l e u r  s ingu

l i и re  de x  se ra  r e p r й s e n t й e  p a r  u n  p o i n t  s i n g u l i e r . 

Si  l 'on  r e m p l a c e  la  c o u r b e  q u e  dйc r i t  le  p o i n t  r e p r й s e n t a n t m  p a r  u n e 

a u t r e  q u i  p u i s s e  se  r a m e n e r  а  la  p r e m i и r e  d ' un  m o u v e m e n t  c o n t i n u ,  sans 

j a m a i s  r e n c o n t r e r  de  po in t  s i n g u l i e r ,  les  v a l e u r s  de  la  fonct ion y  p o u r x = b 

s e r o n t  les  m к m e s ,  q u e l l e  q u e  so i t  la  c o u r b e  q u e  d й c r i t  le  p o i n t x. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  oщ  les  coefficients  P  son t  des  p o l y n ф m e s  e n t i e r s , 

les  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s  de x  son t  les  r ac ines  de  l ' й q u a t i o n  P 0  =  o  ;  si a  est 

u n e  v a l e u r  n o n  s i n g u l i и r e ,  on  p o u r r a  d й v e l o p p e r  t o u t e s  les  i n t й g r a l e s  en  sй

r i e s ,  s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s  de (m  — a),  e t  les  ce rc les  de  c o n v e r g e n c e  de 

ces  sй r i e s  p a s s e r o n t ,  en  g й n й r a l ,  p a r  le  p o i n t  s i n g u l i e r  le  p l u s  r a p p r o c h й  du 

p o i n t a.  C e p e n d a n t ,  il  p e u t  y  avoir  des  i n t йg ra l e s  p a r t i c u l i и r e s ,  d o n t  le 

ce rc le  de  conve rgence  passe  p a r  u n  a u t r e  p o i n t  s i n g u l i e r ,  et  r e n f e r m e  u n 

ou  p l u s i e u r s  p o i n t s  s i n g u l i e r s . 

P o u r  ca l cu l e r  les  coefficients  des  sй r ies  (4),  il  n ' e s t  pas  nйces sa i r e  de 

m e t t r e  l ' й q u a t i o n  s o u s  la  fo rme  ( 2 ) ,  on  p e u t  d i f fйrent ier  d i r e c t e m e n t  l ' йqua

t ion  d o n n й e  ( 1 ) ;  c h a q u e  coefficient  de  la  sй r ie  es t  a lo r s  u n e  fonct ion  l inйa i r e 

d ' u n  n o m b r e  d й t e r m i n й  de  coeff ic ients  p r й c й d e n t s . 

5 .  N o u s  s u p p o s e r o n s  q u e  les  coefficients  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) s o n t  d e s  fonc

t i ons  r a t i o n n e l l e s  e n t i и r e s  de  la  va r i ab le x.  Soi t x = a  u n e  r ac ine  de  l ' йqua

t ion  P 0  =  o .  Si  l 'on  c h e r c h e  а  d й v e l o p p e r  les  i n t й g r a l e s ,  s u i v a n t  les  pu i s 

s a n c e s  en t i и r e s  de (x—a),  on  devra  di f fйrent ier  s u c c e s s i v e m e n t  l ' йqua t i on  ( 1 ) 

p o u r  ca lcu le r  les  va l eu r s  des  dй r ivйes  de y  p o u r x = a.  On  a u r a  l ' й q u a t i o n 

g й n й r a l e 



Il  faut  p o u r  cela  que 

<7o> <7i> Çz> • ••> qn-t
  e t  P«  й t a n t  des  p o l y n ф m e s  en x,  qu i  n e  s o n t  p a s  t o u s 

n u l s  p o u r x = a. 

On  p o u r r a  chois i r  a r b i t r a i r e m e n t  les  v a l e u r s  de ya, ya, y"a, ..., yT""'1  о 

les  й q u a t i o n s  (5 )  p o u r  p, =  o ,  1 , 2 , . . .  d й t e r m i n e r o n t  s u c c e s s i v e m e n t  les va

l e u r s  des dй r ivйes  s u i v a n t e s .  Si  le  coefficient  de y'™+v-"i  d a n s  l ' й q u a t i o n  (5) , 

q u i  n ' e s t  pas  i d e n t i q u e m e n t  n u l ,  ne  d i s p a r a о t  p o u r  a u c u n e  v a l e u r  e n t i и r e , 

pos i t ive  ou  n u l l e ,  de  jx, les  dй r ivйes  de y  p o u r x = a  s e ron t  t o u t e s  d й t e r m i 

n й e s ,  e t  l ' on  p o u r r a  f o r m e r  la  sйr ie  ( 4 ) ,  d a n s  l a q u e l l e  les m — n  p r e m i e r s 

coefficients  sont  a r b i t r a i r e s .  C e p e n d a n t  ce t te  sй r i e  n e  d o n n e  p a s  t o u j o u r s  l e s 

i n t й g r a l e s  de  l ' йqua t ion  ( 1 ) ; n o u s  v e r r o n s ,  en  effet,  p l u s  loin  qu ' e l l e  e s t 

s o u v e n t  d i v e r g e n t e ,  m к m e  p o u r  d e s  v a l e u r s  t r и s  pe t i t e s  de (x — a). 

Le  coefficient àey{™+v^R]  d a n s  l ' йqua t ion  (5 )  p e u t  s ' a n n u l e r  p o u r  des va

l e u r s  p a r t i c u l i и r e s  de \k :  la  dй r ivйe  c o r r e s p o n d a n t e  n e  sera  p a s  a l o r s  d й t e r 

m i n й e  e t  p o u r r a  p r e n d r e  u n e  v a l e u r  a r b i t r a i r e ;  ma i s  on  o b t i e n d r a  u n e 

й q u a t i o n  e n t r e  les  d й r i v й e s  dйjа  c a l c u l й e s ,  e t ,  en  se  se rvan t  d e s  й q u a t i o n s 

p r й c й d e n t e s  ( 5 ) ,  on  p o u r r a  f o r m e r  u n e  й q u a t i o n  l inйa i r e  e n t r e ya, y'a, .. ., 

,  qu i  d й t e r m i n e r a  l ' u n e  de  ces  q u a n t i t й s  en  fonction  d e s m -

a u t r e s .  En  o p й r a n t  de  m к m e  p o u r  t ou t e s  l e s  v a l e u r s  e n t i и r e s  de  q u i 

a n n u l e n t  le  coefficient  de yT+v"n)  d a n s  ( 5 ) ,  on  voi t  que  l 'on  p e u t  cho i s i r 

a r b i t r a i r e m e n t  les  va l eu r s  de y  e t  de m — n  — 1  de  ses  dй r ivйes  p o u r 

x  = a-,  m a i s  ces  dй r ivйes  ne  son t  p a s  n й c e s s a i r e m e n t  les  p r e m i и r e s . 

R e p r й s e n t o n s  p a r n0  la  p u i s s a n c e  de (x — a)-*,  p a r l a q u e l l e  il  faut  m u l t i 

p l i e r  P 0  p o u r  q u e  l ' e x p r e s s i o n  o b t e n u e  ne  soit  ni  n u l l e  ni  infinie 

p o u r x — a.  De  m к m e ,  so i en t r.K,  t t 2 ,  . . . , %m  les  n o m b r e s  a n a l o g u e s  p o u r 

l e s  p o l y n ф m e s  P , ,  P 2 , Vm.  L ' u n  au  m o i n s  de  ces  n o m b r e s  devra  к t r e 

n u l ,  car  a u t r e m e n t  on  p o u r r a i t  d iv i se r  tous  les  coefficients  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) 

p a r (x  — a). 

F o r m o n s  les  n o m b r e s %0, %{ 4   1 ,  t t 2 -+- 2 ,  . . . , izm-\-m,  e t  soi t m& 4  «Ј== n 

le  p l u s  pe t i t  de  ces  n o m b r e s  e t  le  p r e m i e r  d e s  p l u s  pe t i t s  s'il  y  en  a  p l u 

s i eu r s  й g a u x  а n;  on  a u r a 

q u e l  q u e  soi t  Ў3; p a r  s u i t e ,  les  e x p r e s s i o n s 

F .  1 



se ron t  t o u t e s  e n t i и r e s ,  e t  l ' une  au  m o i n s ,  > n ' e s t  pas  n u l l e  p o u r 

x = a.  On  p e u t  d o n c  chois i r  a r b i t r a i r e m e n t  les va l eu r s  de y  e t  de m  — n  —  i 

de  ses  dй r ivйes  p o u r x  = a,  e t  en  d й d u i r e  u n e  sй r i e  de  forme  (4),  q u i  sera 

u n e  i n t й g r a l e  de  l ' йqua t i on  ( i ) ,  p o u r v u  q u ' e l l e  soit  c o n v e r g e n t e ;  c e t t e  s й r i e 

c o n t i e n d r a ,  en  g й n й r a l , m — n  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s .  Il  y  a  d o n c ,  en  gй 

n й r a l ,  a u  p l u s m — n  i n t йg ra l e s  d i s t i nc t e s  d й v e l o p p a b l e s  en  sй r i e s  su ivan t 

les  p u i s s a n c e s  pos i t ives  de x — a. 

C e p e n d a n t ,  il  y  a  des  cas  p a r t i c u l i e r s  oщ  le  n o m b r e  des  i n t й g r a l e s  dйve 

loppab l e s  su ivan t  les  p u i s s a n c e s  pos i t ives  de (x — a)  est  s u p й r i e u r  а {m  — n), 

si  le  coefficient  de y{án*^~n\  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( 5 ) ,  й t a n t  n u l  p o u r  u n e  v a l e u r 

en t i и re  de  JA ,  l ' й q u a t i o n  c o r r e s p o n d a n t e  es t  u n e  c o n s й q u e n c e  des  p r й c й 

d e n t e s ;  il  faut ,  p o u r  ce la ,  qu ' i l  e x i s t e ,  e n t r e  les  coefficients  P  et  l e u r s  d й r i 

v й e s , m — n  й q u a t i o n s  de  cond i t i on  q u ' o n  p o u r r a i t  fo rmer  f ac i l emen t . 

Si n  =  m ,  a u c u n e  i n t й g r a l e  d e  l ' йqua t i on  (r )  n e  p o u r r a  se  d й v e l o p p e r 

sous  la  forme  (4  ).  P o u r  cela ,  il  faut  q u e  les  n o m b r e s % 0 , 7 t ,  +  i ,  . . . , %n  4  m 

so ien t  t ous  s u p й r i e u r s  а m —  i ,  e t ,  p a r  s u i t e , 

 / w  es t  n u l ,  car  a u t r e m e n t  a u c u n  des  n o m b r e s  % ne  se ra i t  n u l . 

C e p e n d a n t  il  p e u t  a r r ive r  q u e  le  coefficient  de jfn  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( 5 ) , 

s ' a n n u l e  p o u r  u n e  va leur  e n t i и r e  posi t ive  de  [/.;  d a n s  ce  cas  p a r t i c u l i e r , 

q u o i q u e n  = m,  l ' йqua t ion  ( i )  p e u t  avoir  u n e  i n t й g r a l e  d й v e l o p p a b l e  en 

sй r i e  su ivan t  les  p u i s s a n c e s  de (x — a);  s e u l e m e n t ,  le  p r e m i e r  t e r m e  de  la 

sйr ie  sera  u, й t a n t  la  p lu s  pe t i t e  r a c i n e  en t i и r e  pos i t ive  de 

l ' йqua t i on 

car ,  si  l 'on  p o s e y a = y'a = y"a = . . . — y^~1]  —  o,  j Ј  a y a n t  u n e  v a l e u r  a rb i 

t r a i r e ,  les  [A p r e m i и r e s  й q u a t i o n s  ( 5 )  s e ron t  vйr i f iйes ,  les  a u t r e s  d й t e r m i n e 

r o n t  des  dй r ivйes  s u i v a n t e s . 

Remarque. —  Les  r й s u l t a t s  p r й c й d e n t s  p e u v e n t  s ' a p p l i q u e r  d a n s  le  cas 

oщ  les  coefficients  de  l ' йqua t i on  ( i )  sont  r a t i o n n e l s ;  les  n o m b r e s   0 ,  t t , , 

 2 ,  . . . ,   m  p e u v e n t  a lors  к t re  nйga t i f s ,  si  q u e l q u e s  u n s  des  coefficients  s o n t 

infinis  p o u r x = a. 



D a n s  ce  cas ,  on  p r e n d r a  p o u r n  la  v a l e u r n  =  w B  t   «  —  7:p  й t a n t  le 

p l u s  pe t i t  de s  n o m b r e s  T U . 

6 .  N o u s  avons  vu  c o m m e n t  on  p e u t  d й v e l o p p e r  les  i n t й g r a l e s  de  l ' йqua

t ion  di f fйrent ie l le  ( i )  а  coeff ic ients  e n t i e r s ,  l o r s q u e  la  va r i ab le x  p r e n d  des 

v a l e u r s  vo is ines  d ' u n e  v a l e u r  non  s i n g u l i и r e a.  N o u s  a l lons  e x a m i n e r  que l l e s 

fo rmes  on  p o u r r a  d o n n e r  a u x  i n t й g r a l e s  l o r s q u e  la  v a l e u r a  es t  s i n g u l i и r e , 

et  p l u s  g й n й r a l e m e n t  l o r s q u e x  p r e n d  d e s  v a l e u r s  r e p r й s e n t й e s  p a r  les 

p o i n t s  d ' u n e  c o u r b e  f e rmйe  a r b i t r a i r e . 

S o i e n t  j ( )  y , ,  . . . , y m , m  i n t йg ra l e s  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  l i n й a i r e m e n t  i n d й 

p e n d a n t e s ;  s u p p o s o n s  q u e  la  va r i ab le x  p a r t e  de  la  v a l e u r  n o n  s i n g u l i и r e a 

et  r e v i e n n e  а  ce t t e  va l eu r ,  la  c o u r b e  d o n t  les  p o i n t s  r e p r й s e n t e n t  l e s  v a l e u r s 

q u e  p r e n d  s u c c e s s i v e m e n t x  ne  p a s s a n t  p a r  a u c u n  p o i n t  s i n g u l i e r ,  mais 

p o u v a n t  en  r e n f e r m e r  а  l ' i n t й r i e u r .  Les  fonc t ions yK, y2, . . . , ym  p r e n d r o n t 

r e s p e c t i v e m e n t  les  n o u v e l l e s  v a l e u r s  Y , ,  Y 2 ,  Y,„,  qu i  s e r o n t  e n c o r e 

i n t й g r a l e s  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) ,  e t ,  c o m m e  l ' i n t й g r a l e  g й n й r a l e  es t 

on  dev ra  avoi r  i d e n t i q u e m e n t 

(6) 

c u t  . . . ,  c „ m й t a n t  m 2  c o n s t a n t e s  d й t e r m i n й e s ,  e t  l ' i n t йg ra l e 

se  c h a n g e r a  en 

On  p e u t  cho i s i r  l ' i n t й g r a l e y  ou  les  c o n s t a n t e s c{, c2, . . . , cm,  de  faзon  q u e 

la  fonct ion y  soit  m u l t i p l i й e  p a r  u n e  c o n s t a n t e  l o r s q u e x  v a r i e  de a  j u s 

q u ' а a,  d ' a p r и s  les  c o n d i t i o n s  p r й c й d e n t e s ,  c 'es t аdi re  de  faзon  q u e  l 'on 

a i t  i d e n t i q u e m e n t 
Y = uy, 

m й t a n t  u n e  c o n s t a n t e . 
E n  effet,  r e m p l a з o n s  Y  e t y  p a r  l e u r s  v a l e u r s ,  p u i s Yif  Y 2 ,  . . . , Ym  p a r 



les  va l eu r s  ( 6 ) ;  on  a u r a  u n e  й q u a t i o n  l i nйa i r e  e n t r e y n y2t . . . , y m ,  e t , 

c o m m e  ces  fonc t ions  sont  d i s t i n c t e s ,  les m  coefficients  do iven t  к t r e  n u l s ,  ce 

qui  d o n n e 

(6 bis) 

Ces  й q u a t i o n s  d й t e r m i n e n t ct, c2i ..., cm;  m a i s ,  p o u r  q u ' e l l e s  so ien t  c o m p a 

t ib les ,  il  faut  q u e  le  d й t e r m i n a n t  des  i n c o n n u e s  soi t  n u l 

(7) 

Cet te  й q u a t i o n  d й t e r m i n e  њ;  les  й q u a t i o n s  (6 bis)  d o n n e n t  e n s u i t e  d e s  va

l e u r s  p r o p o r t i o n n e l l e s kc{, c2, cm,  ce  q u i  d й t e r m i n e  l ' i n t й g r a l e y  t e l l e 

q u e  Y  = coy.  Cet te  й q u a t i o n  (7 )  es t  toujours  d u m i й m e  d e g r й ;  on  l 'a  n o m m й e 

équation fondamentale,  r e l a t ive  au  c o n t o u r  d o n n й  qu i  r e p r й s e n t e  les  v a l e u r s 

success ives  de x.  P o u r  f o r m e r  l ' й q u a t i o n  ( 7 ) ,  il  suffit  de  c o n n a о t r e  les 

m  r e l a t i o n s  (6)  qu i  l i en t y t , y2, ym  et  l e u r s  nouve l l e s  v a l e u r s  Y , , 

Y 2 ,  . . . , Ym  ;  on  y  r e m p l a c e  Y,  p a r  wy , ,  Y 2  p a r  c o j 2 , . . . ,  et Ym  pa r ioym,  p u i s  on 

й l im ine yK, y2, ..., ym  e n t r e  les m  й q u a t i o n s  l i n й a i r e s  o b t e n u e s .  N o u s  r e 

m a r q u e r o n s  q u ' i l  n ' e s t  pas  n й c e s s a i r e  p o u r  cela  de  r й s o u d r e  les m  r e l a t i o n s 

sous  la  forme  ( 6 ) . 

7 .  THЙORИME.  — V équation fondamentale  (7 ) est indépendante du système 

fondamental d'intégrales qui a servi à la former. 

E n  effet,  s u p p o s o n s  q u e  l 'on  r e m p l a c e  le  sy s t иme y t , y2, ..., ym  p a r  u n 

a u t r e  s y s t и m e  f o n d a m e n t a l ut,  w 2 , um;  les  p r e m i и r e s  i n t й g r a l e s  se ron t 

des  fonct ions  l i nйa i r e s  des  d e r n i и r e s ,  e t  l 'on  a u r a 

les  t e r m e s b  й t a n t  cons t an t s . 



E n  p o r t a n t  ces  v a l e u r s  de y n y2, ..., ym,  Y , ,  Y 2 ,  Y 7„  d a n s  les  й q u a 

t ions  ( 6 ) ,  on  a u r a  les  r e l a t i o n s  l i nйa i r e s  qu i  l i e n t  les  fon t ions u,, u2, ..., um 

а  l e u r s  nouve l l e s  v a l e u r s  U 0  U 2 ,  . . U r o ;  e t ,  p o u r  fo rmer  l ' й q u a t i o n  fonda

m e n t a l e  ,  on  pose ra 
U A  =  w «a  (a  = 1 , 2 , . . . m,), 

p u i s  on  й l i m i n e r a u{, u2, . . . , um  e n t r e  les  й q u a t i o n s  a ins i  d й d u i t e s  de  ( 6 ) . 

Mai s  on  o b t i e n t  les  m к m e s  й q u a t i o n s  en  p o s a n t  d ' abo rd 

p u i s  en  r e m p l a з a n t  p a r t o u t y i t y.,, ..., ym  en  fonct ion  de u{, u2, um. 

L ' й l i m i n a t i o n  des  q u a n t i t й s u  d o n n e r a  u n e  йqua t ion  d o n t  le  p r e m i e r 

m e m b r e  es t  le  p r o d u i t  d u  d й t e r m i n a n t  (7 )  p a r  le  d й t e r m i n a n t  des  con

s t an t e s b;  ce  d e r n i e r  d й t e r m i n a n t  n ' e s t  pas  n u l ,  p u i s q u e  les  i n t й g r a l e s  y , , 

y2, .. .,ym  f o r m e n t  un  sy s t иme  f o n d a m e n t a l .  On  voi t  donc  q u e  l 'on  r e t r o u v e 

b ien  la  m к m e  й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  ( 7 ) . 

Si  l 'on  modif ie  la  c o u r b e  qu i  r e p r й s e n t e  la  va r i a t i on  de x,  en  la  r e m p l a 

з a n t  pa r  u n e  a u t r e  c o u r b e  q u i  p u i s s e  se  r a m e n e r  a  la  p r e m i и r e  d ' u n  m o u 

v e m e n t  c o n t i n u  s a n s  r e n c o n t r e r  a u c u n  po in t  s i n g u l i e r ,  l e s  n o u v e l l e s  fonc

t ions  Y f ,  Y 2 ,  Y,„  s e r o n t  les  m к m e s  p o u r  l e s  deux  c o u r b e s ;  p a r  s u i t e , 

l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  s e r a  la  m к m e . 

A ins i  l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  est  i n d й p e n d a n t e  du  s y s t и m e  d ' i n t й g r a l e s 

q u i  se r t  а  la  fo rmer ,  e t  de  la  c o u r b e  q u e  d й c r i t  le  po in t  r e p r й s e n t a n t  la  va

r i ab le x;  e l le  d й p e n d  s e u l e m e n t  des  p o i n t s  s i n g u l i e r s  c o m p r i s  а  l ' i n t й r i e u r 

de  ce t t e  c o u r b e . 

8 .  A  u n e  r a c i n e  s i m p l e  o», de  l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  c o r r e s p o n d ,  p o u r 

les  r a p p o r t s  des  c o n s t a n t e s  c , , c¿, ..., cm,  u n  s y s t и m e  u n i q u e  d e  v a l e u r s 

d o n n й  p a r  les  й q u a t i o n s  (6 bis),  ca r  le  d й t e r m i n a n t  des  coefficients  es t  nul 

p o u r  o) =  w , , e t  les  d й t e r m i n a n t s  m i n e u r s  d ' o r d r e m —  1  n e  s o n t  pas  t o u s 

Si  le  p o i n t  q u i  r e p r й s e n t e x  d й c r i t  la  c o u r b e  d o n n й e  en  r e v e n a n t  а  la  p o 

s i t ion  in i t i a l e a,ut,u2, um  p r e n d r o n t  les  n o u v e l l e s  fo rmes  U , ,  U 2 , 

U m ,  e t  y , ,  j 2 ,  . . . , y m  se  c h a n g e r o n t  en 



n u l s ;  e n  effet,  la  dйr ivйe  d u  d й t e r m i n a n t  ( 7 )  p e u t  s ' ob t en i r  en  p r e n a n t  la 

s o m m e  des  dй r ivйes  p a r t i e l l e s  p r i s e s  p a r  r a p p o r t  а  c h a c u n e  des  l e t t r e s  t» ,  et 

ces  d й r i v й e s  p a r t i e l l e s  son t  d e s  d й t e r m i n a n t s  m i n e u r s  d ' o r d r e {m — 1 ) ; 

d o n c ,  si  t ous  ces  m i n e u r s  й t a i e n t  n u l s  p o u r  w =  t o 4 ,  la  dй r ivйe  d u  d й t e r m i 

n a n t  ( 7 ) ,  p a r  r a p p o r t  а  њ ,  s e r a i t  n u l l e ,  e t  0^  se ra i t  r a c i n e  m u l t i p l e  de  l ' й 

q u a t i o n  ( 7 ) .  P a r  s u i t e ,  si  o>,  e s t  u n e  r ac ine  s i m p l e  de  l ' йqua t i on  ( 7 ) ,  on 

a u r a  u n  seul  s y s t и m e  de  v a l e u r s  p o u r  les  r a p p o r t s  des  c o n s t a n t e s c{, c2, 

cm,  et  l 'on  en  d й d u i r a  l ' i n t йg ra l e y  t e l l e  q u e 

Si  l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  ( 7 )  n ' a  q u e  d e s  r a c i n e s  s i m p l e s ,  il  ex i s t e r a 

m  i n t йg ra l e s  J 1 ? J 2 , ym,  q u i  s e r o n t  m u l t i p l i й e s  r e s p e c t i v e m e n t  pa r  les 

c o n s t a n t e s  w ( , w 2 ,  . . . ,  c o m ,  l o r s q u e  le  p o i n t  q u i  r e p r й s e n t e  la  va r i ab l e x  d й 

c r i t  la  c o u r b e  c o n s i d й r й e . Ces m  i n t й g r a l e s  fo rmen t  u n  s y s t и m e  f o n d a m e n t a l  ; 

ca r ,  s ' i l  ex i s t a i t  u n e  r e l a t i on  i d e n t i q u e  de  la  forme 

en  fa i sant  d й c r i r e  s u c c e s s i v e m e n t  а  la  var iab le  la  c o u r b e  d o n n й e m  —  1  fois , 

on  en  d й d u i r a i t  les  i d e n t i t й s 

e t ,  en  й l i m i n a n t ct, c2, . . c m , 

ce  q u i  es t  i m p o s s i b l e  si  les m  c o n s t a n t e s ,  w 2 , ...fu>m  s o n t  d i f fй ren tes . 

Si  l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  a  des  r a c i n e s  m u l t i p l e s ,  le  n o m b r e  d e s  i n t й 

g r a l e s  j o u i s s a n t  de  la  p r o p r i й t й  p r й c й d e n t e  es t  i n f й r i e u r  а m,  e t  e l l e s  n e 

fo rmen t  p l u s  u n  sys tиme  f o n d a m e n t a l ;  n o u s  a l lons  c h e r c h e r  le  sy s t иme  fon

d a m e n t a l  qu i  d o n n e ,  d a n s  ce  c a s ,  le  m o d e  de  t r a n s f o r m a t i o n  le  p l u s 

s i m p l e . 



Soi t  o», u n e  r a c i n e  m u l t i p l e  d ' o r d r e 1  de  l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  ( 7 ) ;  pour 

ce t t e  v a l e u r ,  les  й q u a t i o n s  (6 bis)  d o n n e r o n t  en  g й n й r a l  les  r a p p o r t s  d e s  con

s t a n t e s c n c2, ..., cm.  C e p e n d a n t ,  il  p e u t  a r r i v e r  q u e  les  й q u a t i o n s  (6 bis)  se 

r й d u i s e n t km  —  2 ,  si  t o u s  les  m i n e u r s  d ' o r d r e m —  1  d u  d й t e r m i n a n t  ( 7 ) 

s ' a n n u l e n t  p o u r  co =  o),.  D a n s  ce  cas ,  d e u x  au  m o i n s  des  c o n s t a n t e s  c , , 

c2, ...,cm  son t  a r b i t r a i r e s  et  l ' i n t йg ra l e y  n ' e s t  pas  c o m p l и t e m e n t  dй te r 

m i n й e  ;  m a i s  on  p e u t  t o u j o u r s  cho i s i r  u n  s y s t и m e  de  v a l e u r s  d e s  c o n s t a n t e s 

q u i  vйrifie  les  й q u a t i o n s  ( 6 bis),  e t  en  d й d u i r e  l ' i n t й g r a l e ^  te l le  q u e 

D a n s  le  sy s t иme  f o n d a m e n t a l y{, y2, ..., ym,  on  p e u t  r e m p l a c e r  1  u n e 

d e s  i n t й g r a l e s y {  p a r 

et  le  n o u v e a u  sys t иme  se r a  f o n d a m e n t a l ,  p o u r v u  q u e cK  soi t  d i f fйrent  de  zй ro , 

ce  q u e  l 'on  p e u t  s u p p o s e r ,  p u i s q u e  l ' u n e  au  m o i n s  des m  c o n s t a n t e s c  est 

d i f fйrente  de  zй ro .  S u p p o s o n s  d o n c  que  l 'on  ai t 

D a n s  les  й q u a t i o n s  (6 bis),  on  a u r a  a lo r s 

e t  l ' йqua t i on  f o n d a m e n t a l e  dev i en t 

ou 

Ce  d e r n i e r  d й t e r m i n a n t  s ' a n n u l e  e n c o r e  p o u r  w =  w, .  Les  й q u a t i o n s  ( 6 bis) 

p o u r  00 =  0),  ne  c o n t i e n n e n t  p l u s c{.  Les m  —  1  d e r n i и r e s  d й t e r m i n e n t  les 

r a p p o r t s  de c2,  з 3 ,  . . . , cm,  p u i s q u e  le  d й t e r m i n a n t  des  coefficients  est  nul  : 



m a i s  la  p r e m i и r e  й q u a t i o n  ne  sera  pas  vйr i f iйe .  P r e n o n s  c e p e n d a n t  les  va

l eu r s  a ins i  t r o u v й e s  p o u r  les  c o n s t a n t e s c, cK  r e s t a n t  a r b i t r a i r e . 

L ' i n t йg ra l e  a ins i  o b t e n u e 

n e  se ra  pas  m u l t i p l i й e  pa r  la  c o n s t a n t e  w ,  l o r sque  le  p o i n t s  dйc r i t  la  c o u r b e 

d o n n й e ,  p u i s q u e  les  й q u a t i o n s  (6 bis)  ne  sont  pas  vйr i f iйes ;  n o u s  a l l ons 

e x a m i n e r  ce  q u e  dev ien t  la  fonct ion y.  On  a u r a 

e t ,  en  t e n a n t  c o m p t e  des  й q u a t i o n s  (6 )  et  (6 bis), 

kt  й t a n t  u n e  c o n s t a n t e . 

Nous  r e m a r q u e r o n s  que  l ' i n t йg ra l e y  n ' e s t  pas  c o m p l и t e m e n t  d й t e r m i n й e  : 

e l le  c o n t i e n t  d e u x  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s . 

Dans  le  s y s t и m e  d ' i n t й g r a l e s y < , y 2 ,  •••>J™>  r e m p l a з o n s  u n e  i n t й g r a l e , 

p a r  e x e m p l e y2,  p a r  l ' u n e  des  i n t й g r a l e s y  q u e  n o u s  avons  formйes  c i de s sus . 

Le  n o u v e a u  s y s t и m e  sera  f o n d a m e n t a l  si c2  J o ,  ce  q u e  n o u s  p o u v o n s  s u p 

p o s e r .  N o u s  a u r o n s  a l o r s ,  d a n s  les  й q u a t i o n s  ( 6 ) , 

e t ,  p a r  s u i t e , 

L ' й q u a t i o n  fondamen ta l e  (7 )  se  s implif ie  et  p e u t  s ' йc r i r e 

Le  d й t e r m i n a n t  d u  p r e m i e r  m e m b r e  es t  encore  n u l  p o u r  w =  w 1 .  N o u s  pou

vons  d o n c  cho i s i r c3, cA, cm,  de  faзon  q u e  les m -  2  d e r n i и r e s  йqua

t ions  (6 bis)  so ien t  vйrif iйes  p o u r  0» =  њ n  ca r cK  e t c2  d i s p a r a i s s e n t ,  et  le 



d й t e r m i n a n t  des  coefficients  es t  n u l .  D o n n o n s ,  en  ou t r e ,  а  c,  et c2  des  va

l e u r s  a rb i t r a i r e s  et  fo rmons  l ' i n t йg ra l e 

L o r s q u e  le  p o i n t x  d йc r i t  la  c o u r b e  d o n n й e ,  /  se  change  en 

ї 3 ,  e t k32  й t a n t  d e u x  c o n s t a n t e s . 

On  p e u t  e n c o r e  r e m p l a c e r  l ' i n t й g r a l e y3  p a r  ce l le  q u e  n o u s  v e n o n s  d e 

d й t e r m i n e r ,  e t ,  en  c o n t i n u a n t  le  m к m e  r a i s o n n e m e n t ,  on  a r r i v e  а  o b t e n i r 

u n  g r o u p e  de 1  i n t й g r a l e s  r , , y 2 , ym  q u i ,  l o r s q u e  le  p o i n t e r  dйc r i t  la 

c o u r b e  c o n s i d й r й e ,  se  c h a n g e n t  en  Y n  Y 2 ,  . . . ,  Y , n ,  ces  n o u v e l l e s  v a l e u r s 

й t a n t  l iйes  a u x  p r e m i и r e s  p a r  les  й q u a t i o n s 

(8) 

La  p r e m i и r e  i n t й g r a l e yK  se ra  en  g й n й r a l  d й t e r m i n й e ,  ma i s  les  a u t r e s  ne  le 

s o n t  p a s  c o m p l и t e m e n t .  On  p e u t ,  sans  c h a n g e r  les  p r o p r i й t й s  de  ce  sy s t иme 

d ' i n t й g r a l e s ,  a jou te r  а  c h a q u e  fonct ion  une  express ion  l i n й a i r e  de  ce l l e s 

q u i  p r й c и d e n t ,  i l  r й s u l t e  d u  m o d e  de  fo rma t ion  de  ces  \  i n t й g r a l e s 

q u ' e l l e s  son t  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n d a n t e s . 

Les  v a l u e r s  des  c o n s t a n t e s k  ne  son t  pas  fixes,  e l les  d й p e n d e n t  du  c h o i x 

d u  sy s t иme  d ' i n t йg ra l e s y{, y2, y\,  et  l 'on  p o u r r a  en  g й n й r a l  chois i r  ce 

s y s t и m e  de  faзon  а  d o n n e r  a u x  q u a n t i t й s k  des  v a l e u r s  a r b i t r a i r e s ,  d o n t  q u e l 

q u e s  u n e s  p e u v e n t  m к m e  к t r e  n u l l e s ;  p o u r  ce la ,  on  r e m p l a c e  l ' i n t й g r a l e y n 

p a r 

on  c h e r c h e  sa  n o u v e l l e  v a l e u r  Y  а  l ' a ide  des  й q u a t i o n s  ( 8 ) ,  e t  l 'on  d ispose 

des  c o n s t a n t e s ct, c2, cn,  de  faзon  а  avoi r  d a n s  l ' e x p r e s s i o n  de  Y  en 

fonct ion  de y n y 2 ,  . . . , et y  les  coefficients  d e m a n d й s . 
3 

F . 



Si  l ' йqua t i on  fondamen ta l e  a  p l u s i e u r s  r a c i n e s  m u l t i p l e s ,  а  c h a q u e  r a c i n e 

c o r r e s p o n d r a  u n  g r o u p e  d ' i n t й g r a l e s  dйfini  p a r  les p r o p r i й t й s  ( 8 ) ,  le  n o m b r e 

total  de  ces  i n t йg ra l e s  se ra  йga l  а m,  et  e l les  fo rmeron t  un  sys t иme  fonda

m e n t a l . 

9 .  Nous  a l l o n s  c h e r c h e r  q u e l l e  forme  on  p o u r r a  d o n n e r  aux  i n t йg ra l e s 

de  l ' йqua t i on  ( i ) ,  l o r sque  le  po in t  qu i  r e p r й s e n t e  la  va r i ab le x  dйc r i t  u n e 

c o u r b e  f e rmйe ,  en  p a r t a n t  des  p r o p r i й t й s  e x p r i m й e s  p a r  les  й q u a t i o n s  ( 8 ) . 

Soit x = a.  u n e  va l eu r  r e p r й s e n t й e  par  u n  po in t  i n t й r i e u r  а  la  c o u r b e 

d o n n й e .  L o r s q u e x  d йc r i t  ce t te  c o u r b e ,  la  fonct ion (x — a)ri  dev i en t 

d o n c ,  si  l 'on  p o s e 

la  fonct ion 
( 

7  ne  c h a n g e  pas  de  v a l e u r ,  et  l 'on  a u r a 

ou(x)  й t an t  u n e  fonct ion  u n i f o r m e  q u a n d x  d й c r i t  la  c o u r b e  d o n n й e .  La 

v a l e u r  de  r,  n ' e s t  pas  c o m p l и t e m e n t  d й t e r m i n й e  ;  les  v a l e u r s  pos s ib l e s  de rl 

diffиrent  de  n o m b r e s  e n t i e r s . 

Des  й q u a t i o n s  (8)  on  d й d u i t 

e t  la  fonction 

res te  un i fo rme  q u a n d x  r e s t e  s u r  la  c o u r b e  fermйe  d o n n й e ;  on  p e u t  d o n c 

pose r 

oщ  <p2.  e t c p 2 ,  est  u n e  a u t r e  fonct ion  de x  u n i f o r m e  p o u r  les 

va r i a t i ons  e x a m i n й e s . 

On  a  de  m к m e 



L'express ion 

n e  c h a n g e  pas  de  v a l e u r ,  e t  l 'on  p e u t  p o s e r 

o ; J )  й t a n t  u n e  fonct ion  u n i f o r m e  p o u r  les  v a r i a t i o n s  d o n n й e s  а x,  <p32  es t  u n e 

fonct ion  l i nйa i r e  de  cp n  e t  <p 2 l,  et  9 3 3  es t  йgal  а  ©,,  m u l t i p l i й  p a r  u n e  con

s t a n t e . 

En  c o n t i n u a n t  de  m к m e ,  on  t rouve  le  g r o u p e  de 1  i n t й g r a l e s 

( 9 ) 

les  fonc t ions  cp r e s t a n t  u n i f o r m e s  q u a n d  le  po in t x  r e s t e  s u r  la  c o u r b e  don

n й e  ;  ces  fonct ions  s ' e x p r i m e n t  l i n й a i r e m e n t  а  l ' a ide  de  cel les  d o n t  le  second 

ind ice  es t  i ,  en  p a r t i c u l i e r  9 , , ,  <p 2 2,  epxx  n e  d i f fиrent  q u e  p a r  u n  facteur

c o n s t a n t . 

S u p p o s o n s  q u e  la  c o u r b e  qu i  r e p r й s e n t e  la  va r i a t ion  de x  so i t  u n e  c i rcon

fй rence  don t  le  c e n t r e  c o r r e s p o n d  а  la  v a l e u r x — a.  Si  l 'on  t r a c e  d e u x  cir

con fй rences  c o n c e n t r i q u e s  p a s s a n t  p a r  les  d e u x  p o i n t s  s i n g u l i e r s  les  p l u s 

r a p p r o c h й s  de  la  p r e m i и r e  c i r con fй r ence ,  l ' un  i n t й r i e u r ,  l ' a u t r e  e x t й r i e u r , 

de  faзon  q u e  l ' e space  c o m p r i s  e n t r e  ces  d e u x  c i r con fй rences  ne  c o m p r e n n e 

a u c u n  p o i n t  s i ngu l i e r  de  l ' й q u a t i o n  (1),  les  fonc t ions  9  r e s t e r o n t  u n i f o r m e s 

t a n t  q u e  le  p o i n t  r e p r й s e n t a n t  la  v a r i a b l e x  r e s t e r a  e n t r e  les  d e u x  c i rconfй

r e n c e s  c o n c e n t r i q u e s ;  p a r  s u i t e ,  ces  fonc t ions  s e r o n t  d й v e l o p p a b l e s  en 

d o u b l e s  s й r i e s  s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s  pos i t ives  et  nйga t i ve s  d e  ї1?  — a  ;  les 

sй r i e s  а  exposan t s  posi t i fs  s e r o n t  c o n v e r g e n t e s  p o u r  les  va l eu r s  de x,  t e l les 

q u e  le  m o d u l e  de x — a  r e s t e  i n f й r i e u r  au  r ayon  de  la  p l u s  g r a n d e  cir

con fй rence  ;  les  sй r i e s  а  e x p o s a n t s  nйga t i f s  s e r o n t  c o n v e r g e n t e s  t a n t  q u e 

mod(x — a)  es t  s u p й r i e u r  au  r a y o n  de  la  p l u s  p e t i t e  des  c i r con fй r ences . 

E n  p a r t i c u l i e r ,  si x — a  es t  u n e  v a l e u r  s ingu l i и r e  et  si  la  c i rconfй rence 

d o n n й e  n e  c o n t i e n t  pas  d ' a u t r e  po in t  s i n g u l i e r ,  les  fonct ions  o  s e r o n t  dйve

l o p p a b l e s  en  d o u b l e s  s й r i e s  p o u r  des  v a l e u r s  assez  pe t i t e s  de x — a. 



10.  Si  la  c i r c o n f й r e n c e  q u e  dйc r i t  le  p o i n t  r e p r й s e n t a n t x  c o m p r e n d  а 

l ' i n t й r i e u r  t o u s  les  po in t s  s i n g u l i e r s  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) ,  les  fonc t ions o  s e ron t 

d й v e l o p p a b l e s  en  d o u b l e s  s й r i e s  p o u r  des  v a l e u r s  d u  m o d u l e  de x  — a  su 

p й r i e u r e s  а  u n  n o m b r e  fixe. 

On  p e u t  r a m e n e r  l ' й t u d e  d e s  i n t й g r a l e s  p o u r  ce  c o n t o u r  au  cas  oщ  le  ce rc le 

c o m p r e n d  u n  seu l  p o i n t  s i n g u l i e r ,  en  p o s a n t x  — a  =    d a n s  l ' й q u a t i o n  ( i ) , 

a  й t a n t  ici  u n e  v a l e u r  a r b i t r a i r e  de x.  On  a u r a 

Cet te  f o r m u l e  se  vйrifie  p o u r n =  i ,  a ,  3 ;  on  d й m o n t r e  e n s u i t e  f ac i l emen t 

q u e  si  e l le  e s t  v ra ie  p o u r  u n e  v a l e u r  de n,  e l l e  s ' a p p l i q u e  e n c o r e  p o u r 

n -+-  i . 

En  p o r t a n t  ces  v a l e u r s  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( i ) ,  on  a  l ' й q u a t i o n 

(10) 

x  й t a n t  r e m p l a c й  p a r a  t    d a n s  les  coeff icients  P . 

Le  ce r c l e  de  c e n t r e x = a  e t  de  r a y o n  R  c o r r e s p o n d  а  un  ce r c l e  d e 

c e n t r e t  =  o  et  d e  rayon  ^  e t  les  p o i n t s  du  p lan  r e p r й s e n t a n t x  e x t й r i e u r s 

au  p r e m i e r  ce rc l e  c o r r e s p o n d e n t  p o u r t  а  des  p o i n t s  i n t й r i e u r s  au  s e c o n d 

c e r c l e .  Une  i n t й g r a l e  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  de  la  fo rme 



oщ  les  fonc t ions y(x)  s o n t  u n i f o r m e s  si moà{x — a)  r e s t e  s u p й r i e u r  а  R, 

c o r r e s p o n d  а  u n e  i n t й g r a l e  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 0 )  de  la  forme 

les  f o n c t i o n s / й t a n t  d й v e l o p p a n t e s  e n  d o u b l e s  s й r i e s  s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s 

pos i t i ve s  et  nйga t ives  d e t,  c o n v e r g e n t e s  si  m o d ї  <  ^ 

La  v a l e u r t =  o  e s t ,  en  g й n й r a l ,  s i n g u l i и r e  p o u r  l ' й q u a t i o n  ( r a ) ,  ca r  tes 

coeff icients  s o n t  des  fonc t ions  r a t i o n n e l l e s  q u e  l ' on  r a m и n e r a  а  к t r e  e n t i и r e s 

en  m u l t i p l i a n t  le  p r e m i e r  m e m b r e  p a r  u n e  p u i s s a n c e  de t  d o n t  l ' e x p o s a n t 

s e r a ,  en  g й n й r a l ,  s u p й r i e u r  а r.0 — [m   +  1 ) ,  e t  le  coefficient  d e  s e r a 

d iv i s ib le  au  m o i n s  p a r tm~*.  Il  p e u t  y  avoir  d e s  cas  d ' e x c e p t i o n  si  les  coeffi

c i e n t s  des  dй r ivйes  se  r й d u i s e n t  de  faзon  q u ' i l s  d e v i e n n e n t  d iv i s ib les  p a r 

u n e  m к m e  p u i s s a n c e  de t. 

A i n s i ,  en  g й n й r a l ,  la  v a l e u r x =  oo  ,  q u i  c o r r e s p o n d  а t  =  o ,  es t  u n e 

v a l e u r  s i n g u l i и r e  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) . 

Remarque.  —  Les  й q u a t i o n s  f o n d a m e n t a l e s  des  й q u a t i o n s  ( r )  e t  ( 1 0 )  p o u r 

les  d e u x  c o n t o u r s  c o r r e s p o n d a n t s  s o n t  les  m к m e s ;  car ,  si  le  p o i n t  r e p r й s e n 

t a n t t  d й c r i t  le  ce rc le  c o r r e s p o n d a n t  а  ce lui  d o n n й  p o u r  a?,  les  i n t й g r a l e s  de 

l ' й q u a t i o n  ( 1 0 ) s ' o b t i e n d r o n t  en  r e m p l a з a n t x  — a  p a r    d a n s  ce l les  de 

l ' й q u a t i o n  ( i ) . 

P a r  s u i t e ,  les  й q u a t i o n s  ( 6 ) . e t  ( 6 bis)  s e r o n t  les  m к m e s  d a n s  les  d e u x  cas 

e t  c o n d u i r o n t  а  la  m к m e  й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  ( 7 ) . 

Mais  on  doi t  r e m a r q u e r  q u e ,  si x  e t t  v a r i e n t  en  m к m e  t e m p s ,  les  p o i n t s 

q u i  r e p r й s e n t e n t  ces  v a l e u r s  d й c r i v e n t  les  c e r c l e s  c o r r e s p o n d a n t s  d a n s  d e s 

s e n s  d i f fй ren ts .  Il  en  r й s u l t e  q u e ,  si  l 'on  fo rme  l e s  й q u a t i o n s  f o n d a m e n t a l e s 

d e s  d e u x  й q u a t i o n s  ( t )  e t  ( 1 0 ) ,  p o u r  les  c e r c l e s  de  r a y o n s  11  et  ^>  en  d й 

c r i v a n t  ces  d e u x  c e r c l e s  d a n s  le  s e n s  d i r e c t ,  on  ne  r e t r o u v e r a  p l u s  la  m к m e 

й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e .  Les  d e u x  й q u a t i o n s  o b t e n u e s  a u r o n t  l e u r s  r a c i n e s 

i n v e r s e s ;  c a r ,  si  « ,  es t  u n e  r a c i n e  d e  l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  de  l ' й q u a 

t i on  ( 1 ) ,  а  l a q u e l l e  c o r r e s p o n d  le  g r o u p e  d ' i n t й g r a l e s  ( 9 ) to< = e*7""^**,  on  en 

d й d u i r a ,  p o u r  l ' й q u a t i o n  ( 1 0 ) ,  u n  g r o u p e  d ' i n t й g r a l e s  de  m к m e  f o r m e ,  cha

c u n e  des  i n t й g r a l e s  c o n t e n a n t  le  f a c t e u r  r~'*«;  il  en  r й s u l t e  q u e  l ' й q u a t i o n 

f o n d a m e n t a l e  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 0 ) ,  c o r r e s p o n d a n t  au  cerc le  de  c e n t r e t = o 



d й c r i t  d a n s  le  s e n s  d i r e c t ,  a u r a  la  r a c i n e 

e t  les  d e u x  r a c i n e s  o>.  e t  — a u r o n t  le  m к m e  o r d r e  de  m u l t i p l i c i t й  d a n s  l e u r s 
OЩ!  r 

й q u a t i o n s  r e s p e c t i v e s . 

Nous  n o m m e r o n s  й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  r e l a t ive  а  la 

v a l e u r  s i n g u l i и r e  a? =  oo  l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  d e  l ' й q u a t i o n  ( 1 0 ) cor

r e s p o n d a n t  а  u n  cerc le  dйc r i t  a u t o u r  du  p o i n t  r e p r й s e n t a n t t =  o ,  d a n s  le 

s e n s  d i r e c t . 

1 1 .  N o u s  avons  vu  q u e ,  si  l a  va r i ab l e x  n e  p e u t  p r e n d r e  q u e  l es  v a l e u r s 

r e p r й s e n t й e s  p a r  l e s  p o i n t s  d ' u n e  c o u r b e  f e rmйe  q u i  ne  passe  p a r  a u c u n 

p o i n t  s i n g u l i e r ,  il  exis te m  i n t й g r a l e s  d i s t i n c t e s  de  forme  ( 9 ) et  les  v a l e u r s 

d e r  d a n s  d e u x  g r o u p e s  d i f fй ren t s  o n t  des  d i f fй rences  qu i  ne  s o n t  j a m a i s 

e n t i и r e s ,  ca r 

e x p r e s s i o n  qu i  n ' e s t  j a m a i s  u n  n o m b r e  e n t i e r  si  0^ gco 2 . 

P a r  s u i t e ,  t o u t e  i n t й g r a l e  d e  l ' й q u a t i o n  (r )  p e u t  se  m e t t r e  sous  la  fo rme 

les  e x p o s a n t s  r , ,  r 2 ,  r e p r i s  d e u x  а  d e u x  a y a n t  des  d i f fйrences  q u i  ne  s o n t 

j a m a i s  e n t i и r e s ,  e t  la  s o m m e mA  4 * m s 4   . ,  * 4   /%  й t a n t  i n f й r i eu re  ou  й g a l e 

k m; o  й t a n t  des  fonc t ions  u n i f o r m e s  p o u r  l e s  v a l e u r s  q u e  p e u t  p r e n d r e x. 

THЙORИME.  — Une fonction de forme u ne peut être identiquement nulle que si 

les fonctions © sont toutes identiquement nulles. 

E n  effet ,  si  le  p o i n t  r e p r й s e n t a n t x  d йc r i t  s u c c e s s i v e m e n t h  fois  la  c o u r b e 

d o n n й e , (x — a)r  es t  m u l t i p l i й  p a r  0 / =  e 2 7 ^  ^  e t  log( , r  — a)  e s t  r e m p l a c й 

p a r  log( . r  — a)  4  ih-\'—  1 .  Si u  e s t  i d e n t i q u e m e n t  n u l ,  on  en  d й d u i r a 

k  i d e n t i t й s ,  et  si k = ni  h n.2   h . . . 4  n-^, p o u r  que  ces  i d e n t i t й s  p u i s s e n t  к t r e 

vйrif iйes  sans  q u e  les  q u a n t i t й s  9  s o i e n t  n u l l e s ,  il  f audra i t  q u e  le  d й t e r m i 



n a n t  d ' o r d r e m — nt  f  n 2  4   . . .  4

fыt  n u l .  E n  a j o u t a n t  a u x  й l й m e n t s  de  c h a q u e  c o l o n n e  u n e  fonc t ion  l i nйa i r e 

des  й l й m e n t s  des  a u t r e s  c o l o n n e s ,  on  voi t  q u e  ce  d й t e r m i n a n t  e s t  йgal  а 

ou  e n c o r e  а  l ' e x p r e s s i o n 

les  t e r m e s  o> n e  p e u v e n t  p a s  к t r e  n u l s ,  et  le  d й t e r m i n a n t  p r й c й d e n t  es t  tou 

j o u r s  d i f fйrent  de  zйro  e t  es t  йgal  а 

m u l t i p l i й  p a r  u n  fac teur  n u m й r i q u e . 



P o u r  le  d й m o n t r e r  f o r m o n s  le  d й t e r m i n a n t 

q u i  e s t  йgal  a u  p r o d u i t  des  d i f fй rences  des  q u a n t i t й s  co,, <*, 4A,  to< + 2/1, ..., 

[ o j x +  («x— i)h]  p r i s e s  d e u x  а  d e u x . 

Cet te  e x p r e s s i o n  es t  d iv i s ib le  p a r  ,  e t ,  si  l 'on 

d iv ise  le  d й t e r m i n a n t  p a r  c e t t e  p u i s s a n c e  de h  e t  si  l 'on  pose  e n s u i t e h —  o , 

on  t r o u v e  а  u n  fac teur  n u m й r i q u e  p rи s  le  d й t e r m i n a n t  p r й c й d e n t ,  qu i  ne 

p e u t  pas  к t r e  n u l  si  les  v a l e u r s  de  to son t  d i f fй ren tes . 

A i n s i ,  l ' e x p r e s s i o n u  ne  p e u t  pas  к t r e  i d e n t i q u e m e n t  n u l l e ,  sauf  si  t o u t e s 

les  fonc t ions  9  d i s p a r a i s s e n t  s й p a r й m e n t .  Il  en  r й s u l t e  q u ' u n e  fonct ion  ne 

p e u t  p r e n d r e  ce t t e  forme  q u e  d ' u n e  s e u l e  m a n i и r e . 

Si  l ' й q u a t i o n  d i f fй ren t ie l le  ( 1 )  a d m e t  u n e  i n t й g r a l e  de  forme u,  c h a c u n e 

des 1  p a r t i e s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  e x p o s a n t s  r , ,  r 2 ,  . . . ,  r>  vйrifie  s й p a r й m e n t 

l ' й q u a t i o n ;  ca r ,  si  l 'on  s u b s t i t u e  ce t t e  fonc t ion  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) ,  le  p r e 

m i e r  m e m b r e  d e v i e n t  u n e  e x p r e s s i o n  de  m к m e  forme  q u i  dev ra i t  к t r e  i d e n 

t i q u e m e n t  n u l l e ,  ce  qu i  n ' e s t  pos s ib l e  q u e  si  les  p a r t i e s  c o r r e s p o n d a n t  a u x 

d ive r s  e x p o s a n t s  r  son t  n u l l e s  s й p a r й m e n t ;  d o n c ,  s ' i l  ex i s t e  u n e  i n t й g r a l e  de 

forme u,  on  p o u r r a  la  d й c o m p o s e r  en  p l u s i e u r s  i n t й g r a l e s  de  fo rme 

De  ce t te  i n t й g r a l e ,  on  p e u t  en  d й d u i r e  d ' a u t r e s  d i s t i n c t e s ;  p o u r  ce la ,  s u p 

p o s o n s  q u e x  dйc r ive  la  c o u r b e  fe rmйe  d o n n й e k  fois ,  l ' exp ress ion y  dev ien t 

qu i  se ra  u n e  i n t й g r a l e  p o u r  t o u t e  v a l e u r  de k.  Or,  si  l 'on  r e m p l a c e  d a n s  ( 1 ) 

y  p a r  ce t t e  v a l e u r ,  on  a u r a  u n e  fonct ion  e n t i и r e  de k  de  d e g r й (n  —  1)  d o n t 

les  coefficients  s e r o n t  des  fonc t ions  de x\  l ' e x p r e s s i o n  o b t e n u e  se ra  i d e n t i 

q u e m e n t  n u l l e  p o u r  tou te  v a l e u r  e n t i и r e  de k,  ce  q u i  n ' e s t  pos s ib l e  q u e  si 



les  coefficients  des  d i v e r s e s  p u i s s a n c e s  de k  s o n t  n u l s .  D o n c ,  d a n s  la  fonc

t ion yk,  les  coefficients  des  p u i s s a n c e s  de k  vйr i f ient  s й p a r й m e n t  l ' йqua 

t ion  ( i ) ;  il  en  r й s u l t e  q u e  l ' й q u a t i o n  d o n n й e  a d m e t t r a  les  i n t й g r a l e s 

Il  es t  facile  de  d й m o n t r e r  q u e  ces n  i n t й g r a l e s  s o n t  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n 

d a n t e s .  Ces  r й s u l t a t s  p e u v e n t  se  r a p p r o c h e r  des  formes  d ' i n t й g r a l e s  o b t e 

n u e s  au  n°  9  et  m o n t r e n t  c o m m e n t  les  fonc t ions  <p d a n s  les  й q u a t i o n s  (9 ) 

p e u v e n t  se  d й d u i r e  les  u n e s  d e s  a u t r e s  si  l 'on  c h o i s i t  c o n v e n a b l e m e n t  les 

i n t йg ra l e s  du  g r o u p e . 

1 2 .  Nous  a l lons  e x a m i n e r  m a i n t e n a n t  q u e l q u e s  p r o p r i й t й s  d e s  й q u a t i o n s 

f o n d a m e n t a l e s  r e l a t ives  а  d i f fйrents  c o n t o u r s . 

N o u s  avons  vu  q u e  le  c o n t o u r  q u e  dйc r i t  le  p o i n t  r e p r й s e n t a n t oc p eu t  к t r e 

modifiй  s a n s  q u e  l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  so i t  c h a n g й e ,  p o u r v u  q u e  les  d e u x 

c o u r b e s  c o m p r e n n e n t  d a n s  l e u r  i n t й r i e u r  les  m к m e s  po in t s  s i n g u l i e r s .  N o u s 

d i r o n s  a lors  q u e  ces  d e u x  c o n t o u r s  s o n t  й q u i v a l e n t s . 

On  p e u t  m к m e  r e m p l a c e r  u n  c o n t o u r  p a r t a n t  d ' u n  po in t a {fig.  2 )  p o u r  y 

Fig.  2, 

r even i r ,  p a r  d e u x  c o n t o u r s  d й c r i t s  s u c c e s s i v e m e n t  et  a b o u t i s s a n t  а  ce  po in t a, 

p o u r v u  q u e  les  p o i n t s  s i n g u l i e r s  c o m p r i s  d a n s  ces  d e u x  c o n t o u r s  so ien t  les 

m к m e s  q u e  c e u x  c o m p r i s  d a n s  le  p r e m i e r . 

Nous  d i r o n s  a lo rs  q u e  le  p r e m i e r  c o n t o u r  e s t  d й c o m p o s й  en  d e u x  a u t r e s . 
F.  r 

I 



En  й g a l a n t  ces  d e u x  s y s t и m e s  de  va l eu r s  de ul9 u2, . . . , um,  on  o b t i e n d r a 

l es m  й q u a t i o n s  l i n й a i r e s  qui  l i e n t  y , , y2, . . . » ytn  а  Y , ,  Y 2 ,  . . . , Ym. 

L ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  r e l a t i ve  au  p r e m i e r  c o n t o u r  c o m p o s a n t  s ' ob 

t i e n d r a  en  r e m p l a з a n t  d a n s  les  й q u a t i o n s  ( n ) ua  p a r i»ya  p o u r  t o u t e s  les 

v a l e u r s  de  a ;  p u i s ,  en  й l i m i n a n t y,, y2, . . . , ym,  on  a u r a 

L ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  r e l a t ive  au  s e c o n d  c o n t o u r  c o m p o s a n t ,  p o u r 

On  p e u t  de  m к m e  d й c o m p o s e r  u n  c o n t o u r  en  u n  n o m b r e  q u e l c o n q u e  de 

c o n t o u r s  s i m p l e s . 

THЙORИME.  — Si l'on décompose un contour en plusieurs autres, les racines de 

l'équation fondamentale relative au premier contour ont leur produit égal au 

produit des racines des équations fondamentales relatives à chacun des contours 

composants. 

E n  effet,  s o i e n t yK, y2, ym  u n  s y s t и m e  f o n d a m e n t a l  d ' i n t й g r a l e s . 

Q u a n d  le  p o i n t x  d й c r i t  le  p r e m i e r  c o n t o u r  d o n n й ,  ces  i n t й g r a l e s  se  c h a n g e n t 

en  Y , ,  Y 2 ,  Y m .  S u p p o s o n s  ce  c o n t o u r  d й c o m p o s й  en  d e u x  a u t r e s ;  q u a n d 

le  p o i n t  r e p r й s e n t a n t x  d й c r i t  le  p r e m i e r  c o n t o u r  c o m p o s a n t ,  le  s y s t и m e 

d ' i n t й g r a l e s y K , y2, . . . , ym  se  c h a n g e  en u,, u2, . . . , um;  e t ,  si x  dйc r i t  le 

s econd  c o n t o u r  c o m p o s a n t ,  ces  i n t й g r a l e s uK, u2, . . . , um  r e p r e n n e n t  r e s p e c 

t i v e m e n t  les  v a l e u r s  Y , ,  Y 2 ,  . . . ,  Y,„.  Les  i n t й g r a l e s  de  c h a c u n  de  ces  t r o i s 

s y s t и m e s  son t  l iйes  а  ce l l e s  d e s  d e u x  a u t r e s  s y s t и m e s  p a r  des  r e l a t i o n s 

l i nйa i r e s  h o m o g и n e s  q u e  n o u s  p o u r r o n s  m e t t r e  sous  les  fo rmes  s u i v a n t e s  : 

( I I ) 

(i  i bis) 

(12) 



(l2 bis) 

Enfin  l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  d u  c o n t o u r  t o t a l  s ' ob t i en t  en  й g a l a n t  les 

v a l e u r s  de u  d a n s  les  й q u a t i o n s  (i  i )  et  ( n bis);  on  r e m p l a c e  e n s u i t e  Y a  p a r 

coy a ,  e t  l 'on  й l i m i n e y,, y2, . . . , ym,  ce  q u i  d o n n e  l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e 

(12 ter) 

Le  p r o d u i t  des  r a c i n e s  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 2 )  e s t  йga l  а 

Le  p r o d u i t  des  r a c i n e s  d e  l ' й q u a t i o n  ( 1 2 bis)  es t 

et  le  p r o d u i t  des  r a c i n e s  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 2 ter)  est  йga l  au  p r o d u i t  des  d e u x 

exp re s s ions  p r й c й d e n t e s . 

Si  le  c o n t o u r  d o n n й  est  d й c o m p o s й  en  p l u s i e u r s  a u t r e s ,  on  p e u t  tou jours 

le  d й c o m p o s e r  d ' a b o r d  en  d e u x ,  p u i s  ces  n o u v e a u x  c o n t o u r s  s e r o n t  e n c o r e 

d й c o m p o s й s ,  e t  a ins i  de  s u i t e ,  on  a r r ive  а  d й m o n t r e r  le  t h й o r и m e  g й n й r a l . 

E n  p a r t i c u l i e r ,  on  p e u t  d й c o m p o s e r  u n  c o n t o u r  r e n f e r m a n t n  p o i n t s  s in

l e q u e l  le  s y s t и m e  d ' i n t й g r a l e s u  se  c h a n g e  en  Y ,  s ' o b t i e n t  de  la  m к m e 

m a n i и r e  en  r e m p l a з a n t  d a n s  les  й q u a t i o n s  ( n bis)  Y a  p a r  w « a ,  On  au ra 

l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e 



d 'oщ 

et 

k  й t a n t  un  n o m b r e  e n t i e r  a r b i t r a i r e . 

I I I . 

1 3 . So\tx = a  u n e  v a l e u r  s i n g u l i и r e  p o u r  l ' й q u a t i o n  d i f fй ren t ie l le  (1) 

а  coefficients  e n t i e r s .  Si  le  m o d u l e  de x — a  r e s t e  t o u j o u r s  assez  p e t i t  p o u r 

q u e x  ne  pu i s s e  p r e n d r e  a u c u n e  a u t r e  v a l e u r  s i n g u l i и r e ,  n o u s  avons  vu  que 

g u l i e r s  en n  c o n t o u r s  s i m p l e s  r e n f e r m a n t  c h a c u n  u n  seu l  p o i n t  s i n g u l i e r . 

Il  en  r й s u l t e  q u e  le  p r o d u i t  d e s  r a c i n e s  de  l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  r e la t ive 

а  un  c o n t o u r  d o n n й  est  йgal  au  p r o d u i t  des  r a c i n e s  de  t o u t e s  les  й q u a t i o n s 

f o n d a m e n t a l e s  r e la t ives  aux  p o i n t s  s i n g u l i e r s  c o m p r i s  d a n s  l ' i n t й r i e u r  du 

c o n t o u r . 

Si  le  c o n t o u r  c o n s i d й r й  c o m p r e n d  d a n s  son  i n t й r i e u r  tous  les  p o i n t s  s in

g u l i e r s  de  l ' й q u a t i o n  s i t u й s  а  d i s t a n c e  finie,  l ' й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  a u r a 

m  r a c i n e s  d o n t  le  p r o d u i t  s e r a  йgal  au  p r o d u i t  de  t ou te s  les  r a c i n e s  des 

й q u a t i o n s  f o n d a m e n t a l e s  r e l a t i ve s  aux  d i v e r s  p o i n t s  s i n g u l i e r s .  Mais  l ' йqua 

t ion  f o n d a m e n t a l e  du  c o n t o u r  q u e  n o u s  e x a m i n o n s  a  ses  r a c i n e s  inverses 

de  ce l les  de  l ' й q u a t i o n  r e l a t ive  au  p o i n t  s i n g u l i e r x =  oo  q u e  n o u s  avons 

dйfinie  au  n°  10.  On  p e u t  en  d й d u i r e  le  t h й o r и m e  s u i v a n t  : 

THЙORИME.  — Le produit des racines des équations fondamentales relatives 

ci tous les points singuliers de l'équation différentielle pris chacun isolément 

{y compris le point x  == x> ) est égal à  i . 

S u p p o s o n s  q u e ,  p o u r  le  t o u r  de  c h a q u e  p o i n t  s i ngu l i e r ,  on  chois isse  le 

s y s t и m e  f o n d a m e n t a l  d ' i n t й g r a l e s  dйfini  au  n°  9 ,  et  fo rmons  la  s o m m e  des 

e x p o s a n t s r  d e s  d ive r se s  i n t й g r a l e s ,  й q u a t i o n s  ( 9 ) ,  les  i n t й g r a l e s  p o u r  le 

po in t  a7 =  ao  й t a n t  d й v e l o p p й e s  su ivan t  les  p u i s s a n c e s  de    1  •  Si  l 'on 

fait  la  s o m m e  de  t o u s  les  e x p o s a n t s  a ins i  o b t e n u s  p o u r  les  d ive r s  p o i n t s  s in

g u l i e r s ,  ce t te  s o m m e  es t  u n  n o m b r e  e n t i e r ,  car  on  a u r a 



t o u t e  i n t й g r a l e  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  p e u t  se  m e t t r e  sous  la  forme 

les  fonc t ions  o  й t an t  d й v e l o p p a b l e s  en  s й r i e s  s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s  pos i 

tives  et  n й g a t i v e s  de (x  — a),  c o n v e r g e n t e s  p o u r v u  q u e  le  p o i n t  r e p r й s e n 

t an t x  r e s t e  i n t й r i e u r  а  u n  ce rc le  de  c e n t r e a.  P a r m i  ces  i n t й g r a l e s , 

M.  T h o m й  dйs igne  sous  le  n o m  de régulières  ce l les  d a n s  l e s q u e l l e s  t ou te s  les 

fonc t ions  9 r e n f e r m e n t  un  n o m b r e  l i m i t й  de  p u i s s a n c e s  nйga t ives  d e (x — a); 

on  p e u t  a lo rs  a jou te r  a u x  e x p o s a n t s r  un  n o m b r e  e n t i e r  e t  r a m e n e r  les 

fonc t ions  9  а  ne  c o n t e n i r  q u e  d e s  p u i s s a n c e s  pos i t i ve s  de (x  — a).  Nous  al

lons  c h e r c h e r  q u e l l e s  s o n t  l e s  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  q u e  p e u t  avo i r  l ' й q u a 

t ion  ( i ) . 

Il  r й s u l t e  de  r й s u l t a t s  o b t e n u s  au  n°  I l  q u e ,  si  l ' йqua t ion  di f fйrent ie l le 

a d m e t  u n e  i n t й g r a l e  r й g u l i и r e u,  e l l e  en  a d m e t t r a  (/i,  + « , + . . . +  / / ) ' 

l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n d a n t e s ,  q u e  l 'on  p e u t  r й u n i r  en  g r o u p e s  de  la  forme 

d o n n й e  pa r  l e s  й q u a t i o n s  ( 9 ) ;  et  t o u t e s  les  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  de  l ' й q u a 

t ion  d o n n й e  s e r o n t  des  fonc t ions  l i n й a i r e s  d e s  i n t й g r a l e s  d e  ces  d i v e r s 

g r o u p e s .  Ains i  n o u s  s o m m e s  c o n d u i t s  а  c h e r c h e r  les  g r o u p e s  d ' i n t й g r a l e s 

r й g u l i и r e s  de  fo rme  ( 9 ) ,  e t ,  s ' i l  ex i s te  des  i n t й g r a l e s  de  ce t t e  f o r m e ,  il  do i t 

y  en  avoir  u n e  de  la  fo rme 

Nous  a l lons  p o s e r  d a n s  l ' й q u a t i o n  (1) 

et  d й t e r m i n e r  o de  faзon  q u e  l ' й q u a t i o n  o b t e n u e  en  s  ai t  u n e  i n t й g r a l e  de  la 

forme 

en  r e m a r q u a n t  q u e ,  p o u r  q u e  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) a i t  u n e  in t йg ra l e  de  ce t te  de r 

n i и r e  fo rme ,  oщ  A 0 ^ o ,  il  faut  (n°  5)  q u e ,  p a r m i  les  n o m b r e s   0 ,  w,  4  1 , 

w a  4   3 ,  . . . ,  777„_ 1  h m  —  1 ,  il  y  en  a i t  au  m o i n s  un  in fй r i eu r  а  + m. 



En  p o s a n t y = (x — a)?z  e t  en  d iv i san t  t o u s  les  t e r m e s  p a r (x — af,  on 

o b t i e n t  l ' й q u a t i o n 

0 3 ) , 

So ien t ~'0,7п'j, n2, izm  l es  p u i s s a n c e s  de  —   pa r  l e s q u e l l e s  il  faut 

m u l t i p l i e r  r e s p e c t i v e m e n t  les  coeff ic ients  de  l ' й q u a t i o n  ( i 3 )  p o u r  q u ' i l s  ne 

so i en t  p l u s  ni  n u l s  ni  inf inis  p o u r x = a.  Q u e l q u e s  u n s  de  ces  n o m b r e s 

p e u v e n t  к t r e  nйga t i f s . 

On  a u r a 

~\  est  йgal  au  p l u s  pe t i t  des  d e u x  n o m b r e s  ~ 0  —  i  e t  w,,  et  en  g й n й r a l  ^  es t 

йgal  au  p l u s  p e t i t  d e s  n o m b r e s  ~ 0  —  ^ , %{ — p  4   1 ,  T T 2  —  [ * .  +   2 ,  . . . ,  7 y . 

C e p e n d a n t ,  si  d e u x  de  ces  n o m b r e s  son t  йgaux  а  la  p l u s  p e t i t e  v a l e u r ,  le 

n o m b r e  ^  p e u t  l e u r  к t r e  s u p й r i e u r ,  si  l 'on  cho i s i t  l ' e x p o s a n t  p de  faзon  q u e 

d a n s  le  coefficient  de  l es  t e r m e s  de  d e g r й  m o i n d r e  en (x — a)  se 

d й t r u i s e n t .  De  m к m e ,  %m  s e r a  йgal  au  p l u s  p e t i t  des  n o m b r e s  T T 0  — m, 

tï{  — m 1 ,  7w2  —  m  H 2 ,  7 ^ ,  s au f  p o u r  des  v a l e u r s  p a r t i c u l i и r e s  de  p. 

Si  7ra -h  a  est  le  p lu s  pe t i t  d e s  n o m b r e s k0, •Ki 4  1 , iz2 -+- 2 ,  . . . ,  T T / W  4   m ,  et 

le  p r e m i e r  des  p l u s  p e t i t s ,  on  a u r a 

e t 

enfin 

sau f  si  p  est  choisi  de  faзon  q u e ,  d a n s  le  coefficient  de z,  le  t e r m e  de  deg rй 

m o i n d r e  en (x — a)  d i s p a r a i s s e .  Il  en  r й s u l t e 



et  l ' й q u a t i o n  ( i 3 )  n ' a u r a  pas  d ' i n t й g r a l e  de  la  forme 

а  m o i n s  q u e  le  t e r m e  de  d e g r й  m o i n d r e  en (x — a)  d i s p a r a i s s e  d a n s  le  coef

f icient  de z.  Ce  t e r m e  c o n t i e n t (x-a)^*-7",  e t ,  p o u r  q u e  l ' й q u a t i o n  ( i 3 ) 

a i t  u n e  i n t й g r a l e  de  la  fo rme 

il  faut  q u e  p soi t  u n e  r a c i n e  de  l ' й q u a t i o n 

(i4) 

oщ x  est  r e m p l a c й  p a r a  d a n s  t o u s  les  coeff ic ients . 

Si  l ' й q u a t i o n  (1/4)  n ' a  p a s  de  r a c i n e s ,  c ' e s t а d i re  si  a  = m,  l ' й q u a t i o n  (1) 

ne  p e u t  avoir  a u c u n e  i n t й g r a l e  de  la  fo rme 

et ,  p a r  s u i t e ,  a u c u n e  i n t й g r a l e  r й g u l i и r e . 

Le  n o m b r e  a  a  й tй  n o m m й indice caractéristique  de  l ' й q u a t i o n  (1)  ;  l ' йqua

t ion  (14)  e s t  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  r e l a t ive  а  la  v a l e u r  s i n g u l i и r e x = a. 

On  g r o u p e r a  l es  r a c i n e s  de  c e t t e  й q u a t i o n  en  r й u n i s s a n t  ce l les  d o n t  l e s  dif

fй rences  s o n t  e n t i и r e s ,  et  а  c h a q u e  g r o u p e  de  r a c i n e s  p e u t  c o r r e s p o n d r e  un 

g r o u p e  d ' i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  de  forme  ( 9 ) . 

Remarque.  —  L ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  (i4)  p e u t  s ' o b t e n i r  en  m u l t i p l i a n t 

le  p r e m i e r  m e m b r e  de  l ' й q u a t i o n  d i f fйrent ie l le  (1)  p a r (x — ®)^**"^%+**, 

p o s a n t y = (x — af,  p u i s x = a. 

P o u r  c h e r c h e r  l e s  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  de  l ' й q u a t i o n  (1)  d ' u n  g r o u p e  dй

t e r m i n й ,  on  fo rmera  l ' й q u a t i o n  ( i 3 )  en  p r e n a n t  p o u r  p la  r ac ine  p,  de  l ' йqua 

t ion  d й t e r m i n a n t e  du  g r o u p e  c o n s i d й r й ,  q u i  a  la  p l u s  pe t i t e  p a r t i e  r й e l l e ; 

c ' e s t  а d i r e  q u e  les  r a c i n e s  de  (i4)  d u  m к m e  g r o u p e  s e r o n t  й g a l e s  а  p, 

a u g m e n t й  de  n o m b r e s  e n t i e r s  pos i t i f s .  Il  f audra  e n s u i t e  c h e r c h e r  l e s  i n t й 



g r a l e s  r й g u l i и r e s  de  ce t te  й q u a t i o n  ( i 3 )  q u i  ne  r e n f e r m e n t  q u e  des  p u i s 

s ances  e n t i и r e s  de [x — a). 

THЙORИME.  — Véquation déterminante de Véquation  ( i 3 ) pour  p =  p, admet 

les racines de Véquation déterminante  (i4) de Véquation  ( i ) diminuées de p,. 

En.  effet,  r e p r й s e n t o n s  l ' й q u a t i o n  ( i ) p a r  F ( j )  =  o ;  son  й q u a t i o n  d й t e r 

m i n a n t e  s ' o b t i e n t  en  p o s a n t x = a  d a n s  l ' й q u a t i o n 

_ a y  p+mciv+a)  F [ ( . r  — a ) P ] =  o. 

L 'йqua t i on  ( i 3 )  p e u t  s ' йc r i re 

(.r  — a )  P . F [ ( *  —  a)P.*]=o; 

son  ind ice  c a r a c t й r i s t i q u e  e s t  a  et ^  +  a  =   a  +  a,  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e 

sera  d o n c 
O  — a)PiP+"»№«+a;  F [ (a r  — a)P*+P] =  o, 

oщ  ,r =  a .  On  voi t  q u ' e l l e  s ' o b t i e n t  en  r e m p l a з a n t  p p a r p h p,  d a n s  l ' йqua 

t ion  d й t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n  ( r ) . 

Si  l 'on  m u l t i p l i e  le  p r e m i e r  m e m b r e  de  l ' йqua t i on  d i f fй ren t ie l le  ( i ) p a r 

u n e  p u i s s a n c e  de (x — a),  son  й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  n ' e s t  pa s  c h a n g й e . 

Les  r a c i n e s  de  l ' йqua t ion  ( i 4 )  du  g r o u p e  de  p,  c o r r e s p o n d e n t  а  des  ra

c ines  e n t i и r e s  pos i t ives  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n  ( i 3 )  p o u r 

p =  p , .  Cet te  й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  a d m e t t r a  la  r a c i n e  p =  o  et  n ' a u r a  pas 

de  r a c i n e s  e n t i и r e s  n й g a t i v e s . 

On  m u l t i p l i e r a  le p r e m i e r  m e m b r e  de l ' й q u a t i o n  (i 3) p a r  u n e p u i s s a n c e  de 

(x — a),  d e  faзon  q u e  les  n o u v e a u x  coefficients  ne  so i en t  pas  infinis  et 

ne  so ien t  pas  t o u s  n u l s  p o u r x ~ a \  l ' й q u a t i o n  a ins i  o b t e n u e  au ra  la 

forme  ( i ) . 

I i .  Il  s ' ag i t  m a i n t e n a n t ,  й t a n t  d o n n й e  u n e й q u a t i o n  di f fйrent ie l le  l i nйa i r e 

h o m o g и n e  а  coefficients  e n t i e r s ,  q u e  n o u s  r e p r й s e n t e r o n s  p a r  l ' йqua 

t ion  ( i ) , de  t rouve r  les  i n t й g r a l e s  de  la  forme 

u —  ( x  — a)'\ol -+- {x  — a)''i®2  l o g ( . r  — a) -h. . , H (œ  — «) r *cp v  log' v 1 (.v  — a), 

r\, /•.,, ..., r\  й t a n t  des  n o m b r e s  e n t i e r s ,  o  des  fonc t ions  d й v e l o p p a b l e s  su i 

van t  les  p u i s s a n c e s  pos i t ives  de (x — a)  e t q u i  ne  s o n t  ni  n u l l e s  n i  inf inies 

p o u r x = a.  N o u s  d i r o n s  q u e  la  fonct ion u  a p p a r t i e n t  а  l ' e x p o s a n t  r ,  qu i 

es t  le  p lus  p e t i t  des n o m b r e s  /*,, r 2 ,  . . . ,  r v . 

Si  l ' йqua t i on  ( T )  a d m e t  ce t te  i n t й g r a l e u,  on  p e u t  en  d й d u i r e  v  i n t й g r a l e s 



d i s t i nc t e s  de  la  forme  d o n n й e  au  n°  1 1 ,  e t  l 'on  p e u t  r e m p l a c e r  l ' i n t й g r a l e u 

p a r  u n e  fonc t ion  l i n й a i r e  d e s v  i n t й g r a l e s  q u i  en  s o n t  d й d u i t e s .  Il  es t  facile 

d e  d й t e r m i n e r  s u c c e s s i v e m e n t  les  c o n s t a n t e s  de  ce t t e  fonct ion  l i n й a i r e ,  de 

faзon  q u e ,  p o u r  la  n o u v e l l e  i n t й g r a l e  de  forme u,  c h a q u e  e x p o s a n t  de  la  su i t e 

r 2 ,  . . . ,  r v  ne  soi t  j a m a i s  s u p й r i e u r  а  a u c u n  de  c e u x  qu i  le  s u i v e n t  : 

THЙORИME.  — Si la fonction u est une intégrale de l'équation  ( i ) et siVun 

des exposants ra est inférieur à chacun de ceux qui le suivent  r a H _, ,  r a + 2 ,  . . . ,  r v , 

les  Ў3 —  i exposants qui le précédent immédiatement  r a _ 4 ,  r a _ 2 ,  r a _p+i 

étant égaux ou supérieurs à  r a , cet exposant  r a sera racine d'ordre  (3 de l'équa-

tion déterminante de l'équation  ( i ) relative à la valeur singulière x — a. 

E n  effet,  si  l 'on  r e m p l a c e y  p a r  la  fonct ion u  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( i ) ,  le  p r e 

m i e r  m e m b r e  sera  d e  m к m e  forme  q u e u,  e t  les  coefficients  d e s  p u i s s a n c e s 

d e \og(x — a)  d e v r o n t  к t r e  n u l s  s й p a r й m e n t  ( n °  1 1 ) .  E x p r i m o n s  q u e  d a n s 

les  coefficients  de  l o g a _ 1 (x — a),  l o g a " 2 ( x — a),  log a ~P(a?  — a)  le 

t e r m e  de  d e g r й  m o i n d r e en x — a  d i s p a r a о t ;  ces  t e r m e s  p r o v i e n d r o n t  u n i 

q u e m e n t  d e s  fonc t ions  cpa,  9 a _ 1 ?  . . . ,  <papM  et  s e u l e m e n t  d u  p r e m i e r  t e r m e 

d e  c h a c u n e  d ' e l l e s .  Les  t e r m e s  q u e  n o u s  c h e r c h o n s  son t  d o n c  l es  m к m e s 

q u e  si  l 'on  r e m p l a з a i t y  p a r  la  v a l e u r 

ha-p+i(a?  — a ) M o g a  P ( a ? — a)-h h^+ï{x  — « ) ' « l o g a " P + 1 {x  — a)  4  . .  . 

H ha(x  — «)''« l o g a — 1  ( x  — a), 

h%  й t a n t  la  v a l e u r  de  cpa p o u r ї r  =  a ,  q u i  n ' e s t  p a s  n u l l e ,  Б a _ , ,  A a _ 2 ,  . . A a _ p + ) 

s o n t  des  c o n s t a n t e s  q u i  p e u v e n t  к t r e  n u l l e s .  S i  l ' on  pose 

y=(x  — a)v \oga(x  — a), 

on  en  d й d u i t 

e t ,  en  g й n й r a l , 

F.  5 



)  s o n t  les  dй 
r ivйes  de tym(r)  p a r  r a p p o r t  а  r . 

Cette  fo rmule  se  vйrifie  p o u r m  =  i ,  2 ,  . . e t  l 'on  d й m o n t r e  q u e  si  e l le 

es t  v ra ie  p o u r  u n e  v a l e u r  de  m ,  elle  es t  e n c o r e  vra ie  p o u r m  h  j . 

Q u a n d  on  r e m p l a c e y  p a r  la  fonct ion 

les  t e r m e s  de  d e g r й  m o i n d r e  en (x — a)  d a n s  les  coefficients  d e s  ,3  d e r 

n i и re s  p u i s s a n c e s  de \og(x — a)  s e r o n t 

n  й t an t  le  n o m b r e  dйfini  au  n °  5 . 

Le  p r e m i e r  de  ces  t e r m e s  n e  c o n t i e n d r a  q u e  la  c o n s t a n t e ha,  e t  en  exp r i 

m a n t  q u ' i l  a  u n  coefficient  n u l ,  on  t rouve 

ou x = a. 

Cette  й q u a t i o n  e x p r i m e  q u e  r њ  e s t  r a c ine  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de 
l ' й q u a t i o n  (1). 

Le  coefficient  d u  t e r m e (x (x  — a)  c o n t i e n t  les  d e u x 

c o n s t a n t e s ha  e t  A a _ , ,  ma i s  les  t e r m e s  en ha_t  d i s p a r a i s s e n t  en  v e r t u  de  l ' й 

q u a t i o n  dйjа  t r o u v й e ,  e t  c e u x  en ha  do iven t  d i s p a r a о t r e  s й p a r й m e n t ,  ce  q u i 

d o n n e 

p o u r x = a;  ce t t e  й q u a t i o n  e x p r i m e  q u e  r a  est  r a c i n e  d o u b l e  de  l ' й q u a t i o n 

d й t e r m i n a n t e . 

De  m к m e ,  le  coefficient  de (x  — àsf*~m+n~*log0'3 (x — a)  c o n t i e n t  d e s 

t e r m e s  en ha  e t  des  t e r m e s  en  /* a_,  et  A a _ 2 ,  qu i  d i s p a r a i s s e n t  en  v e r t u  d e s 

d e u x  й q u a t i o n s  dйjа  t r o u v й e s ,  et  en  e x p r i m a n t  q u e  les  t e r m e s  en  A a  se  d й 

t r u i s e n t ,  on  o b t i e n t  u n e  й q u a t i o n  q u i  m o n t r e  q u e / a  est  r a c ine  t r i p l e  de  l 'й

q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e . 



E n  c o n t i n u a n t  le  m к m e  r a i s o n n e m e n t ,  on  voi t  q u e  r a  est  r a c i n e  d ' o r d r e  p 

de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) . 

THЙORИME.  — Si l'équation  ( i ) admet l'intégrale u, l'équation déterminante 

aura  v racines entières positives dont plusieurs peuvent être égales; ces racines 

seront  r , , r., r\ si ces exposants sont rangés par ordre de grandeur crois-

sante. 

1 5 .  Si  l ' й q u a t i o n  ( i )  a d m e t  p l u s i e u r s  i n t й g r a l e s  de  forme u 

les  e x p o s a n t s r  й t a n t  t o u s  e n t i e r s ,  on  p o u r r a  en  d й d u i r e  (v,  + v 2  h  . . .  +  v> ) 

i n t й g r a l e s ,  d ' a p r и s  la  m й t h o d e  d u  n°  1 1 . 

Si  les  "X f onc t ions (x —  a ) r i V i o 1 V i , (x — a)r^^2^2, . . . , (x  —  a ) r X v x c p ^  ne 

s o n t  pas  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n d a n t e s ,  les  i n t й g r a l e s  q u e  l 'on  en  d й d u i t  ne 

s o n t  pas  d i s t i n c t e s ;  m a i s  on  p o u r r a  t o u j o u r s  r e m p l a c e r  les  fonc t ions  don

n й e s u  p a r  d e s  fonc t ions  l i n й a i r e s  des  i n t й g r a l e s  q u e  l 'on  en  d й d u i t ,  de 

faзon  q u e  d a n s  les  n o u v e l l e s  v a l e u r s  de u  l e s 1  fonc t ions  qu i  m u l t i p l i e n t  les 

d e r n i и r e s  p u i s s a n c e s  de  log(o?  — a)  s o i e n t  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n d a n t e s ,  e t 

t o u t e s  les  i n t й g r a l e s  d й d u i t e s  des  fonc t ions u  d o n n й e s  s e r o n t  d e s  fonc t ions 

l i n й a i r e s  d e s  i n t й g r a l e s  d й d u i t e s  des  n o u v e l l e s  fonc t ions u. 

S u p p o s o n s  d o n c  q u e  les  fonc t ions (x —  a) riv,<p 1 V i, [x —  a ) '« J <p 2 v ї 

(x  —  a ) r > v x © X v  s o i en t  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n d a n t e s ;  d a n s  ce  ca s ,  on  p e u t  dй 

d u i r e  d e s  fonc t ions u(v{   f  v 2  h  . . .  tvx)  i n t й g r a l e s  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n 

d a n t e s .  N o u s  s u p p o s e r o n s  й g a l e m e n t  q u e  les  e x p o s a n t s r  p o u r  c h a c u n e  des 

fonc t ions u  s o n t  r a n g й s  p a r  o r d r e  de  g r a n d e u r . 

Si  les  e x p o s a n t s r  de  d e u x  q u e l c o n q u e s  des  fonc t ions u  o n t  des  va l eu r s 

d i f fй ren tes ,  on  voi t  q u e  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n  ( r )  a u r a 

(v,  + v 2  h  . . .  h  vx)  r a c i n e s  e n t i и r e s  q u i  s o n t  les  v a l e u r s  de  ces  e x p o s a n t s . 

S' i l  y  a  des  e x p o s a n t s r  й g a u x  d a n s  d e u x  fonc t ions u  d i f fй ren tes ,  on  a u r a 

e n c o r e  (v.  f  v 2  h  . . .  4  % )  r a c i n e s  e n t i и r e s  p o u r  l ' йqua t i on  d й t e r m i n a n t e , 

m a i s  ces  r a c i n e s  ne  s e r o n t  pas  t o u t e s  й g a l e s  a u x  e x p o s a n t s r. 

E n  effet,  so i t r'  le  p l u s  pe t i t  de s  e x p o s a n t s  q u i  e n t r e  d a n s  d e u x  des 

fonc t ions u,  e t  so i en t  r 1 ( V  r 2 0 C j ,  . . . ,  r w  les  e x p o s a n t s  de  c h a c u n e  des  fonc

t i o n s  qu i  s o n t  i m m й d i a t e m e n t  i n f й r i eu r s  а r'.  L ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e 



a d m e t t r a  (a ,  4   a 2  4   . . .  4   a x )  r a c i n e s  e n t i и r e s  i n f й r i e u r e s  а  r ' ,  q u i  s o n t 
R \  1 ^12 •  •  •r1<x1. r 2 \ r 2 - 2 - -  . . . ,  ,  p l u s i e u r s  de  ces  n o m b r e s  p o u v a n t  к t r e 

й g a u x  s ' i ls  o n t  le  m к m e  p r e m i e r  i n d i c e ;  la  r a c i n e  es t  a lo r s  m u l t i p l e .  Des 

i n t й g r a l e s  w on  p e u t  d й d u i r e  les  s u i v a n t e s ,  qu i  o n t  t o u s  l e u r s  e x p o s a n t s  s u 

p й r i e u r s  ou  й g a u x  а r' : 

De  ces  i n t й g r a l e s  on  p e u t  en  d й d u i r e  v,  4   v 2  4  . .  . 4   v x —  a,  — a 2  — . . .  —  % 

q u i  s e r o n t  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n d a n t e s . 

Soi t u\  ce l le  des  fonc t ions u'  qu i  a  le  p l u s  g r a n d  n o m b r e  d ' e x p o s a n t s 

й g a u x  а r',  e t  soit  r , ( V H 0  =  r l ( f l t i + a ) =  . . .  =  r l P i  =  r '  et  r 1 ( P i + l ) > r ' .  On  p e u t 

a jou te r  а  c h a c u n e  des  fonc t ions  u n e  fonct ion  l i n й a i r e  des  i n t й g r a l e s  dй 

d u i t e s  de u\,  de  faзon  а  o b t e n i r  de  nouve l l e s  fonc t ions u2, u"3, . . . , u[,  q u i 

n e  r e n f e r m e n t  q u e  des  e x p o s a n t s  s u p й r i e u r s r'.  N o u s  r e m p l a c e r o n s  l ' i n t й 

g ra le u\  p a r 

et  r e m a r q u o n s  q u e  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  a d m e t  la  r a c i n e / ' ' ,  (S, — a , )  fois. 

Les  i n t й g r a l e s u\, u%, . . . , u{  e t  ce l les  q u ' o n  en  d й d u i t  p a r  la  m й t h o d e  du 

n°  11  ne  s o n t  pas  t o u j o u r s  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n d a n t e s ;  m a i s ,  p a r m i  ces 

fonc t i ons ,  il  y  en  a u r a  v < 4   v 2  4  . . . 4   v x — S ,—a 2 — . . . —  a x  d i s t i n c t e s ,  e t  l 'on 

p o u r r a  r e m p l a c e r  les 1  f onc t ions u"  p a r  d e s  fonc t ions  de  m к m e  f o r m e ,  t e l l es 

q u e  l es  coeff icients  des  d e r n i и r e s  p u i s s a n c e s  de  log(a?  — a)  s o i en t  l i n й a i r e 

m e n t  i n d й p e n d a n t s ;  la  s o m m e  des  e x p o s a n t s  m a x i m u m  de  log(їr  — a)  d a n s 

ces  n o u v e l l e s  fonc t ions  s e r a  a lo r s 

et  les  e x p o s a n t s r  y  s e r o n t  t o u s  s u p й r i e u r s  а  r ' . 

On  a p p l i q u e r a  а  ces  n o u v e l l e s  fonc t ions  le  r a i s o n n e m e n t  q u e  n o u s  avons 

fait  p o u r  les  fonc t ions u,  en  c h e r c h a n t  la  p l u s  pe t i t e  va l eu r  r" d e s  e x p o s a n t s / ' 

q u i  se  t r o u v e  d a n s  d e u x  f o n c t i o n s ;  on  t r o u v e ,  p o u r  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i 



n a n t e  des  r a c i n e s  c o m p r i s e s  e n t r e r'  e t r",  e t  l ' on  forme  d e  n o u v e l l e s  fonc

t i o n s ,  de  fo rme  w,  n ' a y a n t  q u e  des  e x p o s a n t s  s u p й r i e u r s  а r".  E n  c o n t i n u a n t 

a i n s i ,  on  d й m o n t r e  q u e  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  a v ,  +• v 2 + v >  r a c i n e s 

e n t i и r e s ,  d o n t  p l u s i e u r s  p e u v e n t  к t r e  йga l e s . 

On  p e u t  d й d u i r e  des  i n t й g r a l e s u  u n  n o m b r e  d ' i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  d i s 

t i n c t e s  йgal  а  v,  H  v 2 v x  e t  c h o i s i r  ces  i n t й g r a l e s  de  faзon  q u ' e l l e s 

a p p a r t i e n n e n t  c h a c u n e  r e s p e c t i v e m e n t  а  l ' u n  d e s  e x p o s a n t s  e n t i e r s ,  qu i 

s o n t  r a c i n e s  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e . 

16 .  N o u s  s u p p o s o n s  q u e  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  (i4)  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) 

a d m e t t e  la  r a c ine  p =  o  e t  n ' a i t  a u c u n e  r ac ine  e n t i и r e  n й g a t i v e .  Le  deg rй  de 

c e t t e  й q u a t i o n  es t m —  a,  e t ,  si  l 'on  pose 

on  a u r a ,  p o u r  t ou t e s  l e s  v a l e u r s  de  p., 

e t ,  si p  > n, 

il  en  r й s u l t e  q u e ,  d a n s  l ' й q u a t i o n  (i4),  les m — n  d e r n i e r s  t e r m e s  d i s p a r a i s 

s e n t  e t  ce t t e  й q u a t i o n  a d m e t t r a  les  r a c i n e s  o ,  i ,  2 ,  . . . m — n  —  1 ;  e l l e 

p e u t  avoir  d ' a u t r e s  r a c i n e s  e n t i и r e s  p o s i t i v e s . 

On  c h e r c h e r a  d ' a b o r d  l es  i n t й g r a l e s  de  l ' й q u a t i o n  (1)  de  la  fo rme 

en  a p p l i q u a n t  la  m й t h o d e  d u  n°  5 . 

S u p p o s o n s  q u ' a u c u n e  d e s  й q u a t i o n s  ( 5 )  ne  so i t  u n e  c o n s й q u e n c e  des  p r й 

c й d e n t e s ;  on  t r o u v e r a  a lo r s  u n e  i n t й g r a l e  de  fo rme  (4) 

d a n s  l a q u e l l e m — n  coefficients  a u r o n t  des  v a l e u r s  a r b i t r a i r e s ;  on  p e u t 

d o n c  fo rmer m  — n  s й r i e s  vйr i f ian t  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) ,  q u i  s e r o n t  l i n й a i r e m e n t 

i n d й p e n d a n t e s .  Il  y  a u r a  u n e  de  ces  i n t й g r a l e s ,  a p p a r t e n a n t  a  l ' e x p o s a n t  p, 



qui  es t  la  p l u s  g r a n d e  r a c i n e  e n t i и r e  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e ,  ca r ,  si  l 'on 

pose 

les  й q u a t i o n s  ( 5 )  d й t e r m i n e r o n t  c o m p l и t e m e n t  les  a u t r e s  dй r ivйe s ,  en  fonc

tion  d e y$]  p o u r x = a.  On  p e u t  cho i s i r  ces m — n  i n t й g r a l e s ,  de  faзon 

q u ' e l l e s  a p p a r t i e n n e n t  а m  — n  e x p o s a n t s  d i f fйrents ,  q u i  son t  d e s  r a c i n e s 

de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e ,  e t  ces m — n  r a c i n e s  ne  peuven t  se  d й t e r m i n e r 

que  d ' u n e  s e u l e  m a n i и r e . 

P o s o n s  m a i n t e n a n t  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( i ) 

/ ,  й t a n t  l ' u n e  des  i n t йg ra l e s  q u e  n o u s  v e n o n s  de  d й t e r m i n e r ,  on  a u r a 

(i5) 

Les  t e r m e s  c o n t e n a n t  log(«r  — a)  d i s p a r a i s s e n t .  Si yK  a p p a r t i e n t  а  l ' expo

s a n t  p ,  le  s e c o n d  m e m b r e  d e  c e t t e  й q u a t i o n  a p p a r t i e n d r a  а  l ' e x p o s a n t 

p h n  — m\  e t  il  r й s u l t e  de  ce  q u i  a  й tй  vu  (n°  14)  q u e  le  coefficient  du 

t e rme  de  d e g r й  m o i n d r e (x  — a)v+n~m  ne  d i s p a r a о t  q u e  d a n s  le  cas  oщ  p  es t 

r ac ine  d o u b l e  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  ;  m a i s  le  p r e m i e r  m e m b r e  de 

l ' й q u a t i o n  ( i 5 )  es t  u n e  sй r ie  n e  c o n t e n a n t  q u e  d e s  p u i s s a n c e s  pos i t i ve s  de 

x — a;  le  s e c o n d  m e m b r e  n e  p e u t  d o n c  pas  c o n t e n i r  de  p u i s s a n c e s  nйga 

t ives ,  e t ,  si  p e s t  r ac ine  s i m p l e  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e ,  il  faut  p = m  — 

On  p e u t  d o n c  p r e n d r e  p o u r yK  l es  i n t йg ra l e s  dйjа  t r o u v й e s  de  la  f o r m e 

qu i  a p p a r t i e n n e n t  а  des  e x p o s a n t s  s u p й r i e u r s  а m  — n ~  i .  S i ,  p a r m i  ces 

i n t йg ra l e s ,  il  en  exis te  u n e  a p p a r t e n a n t  а  u n  e x p o s a n t  i n f й r i e u r  а m    n, 

par  e x e m p l e m — n  — ї  r a c i n e  m u l t i p l e  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e ,  on  for



m e r a  ce t te  i n t й g r a l e  en  p o s a n t 

et  l a i s san t  a r b i t r a i r e s  les  v a l e u r s  des  d й r i v й e s  s u i v a n t e s 

qu i  d e v r o n t  s e u l e m e n t  p o u v o i r  vйrif ier  l e s  й q u a t i o n s (B).  u n  d й t e r m i n e r a 

e n s u i t e  les  v a l e u r s  a r b i t r a i r e s  de  faзon  q u e ,  d a n s  le  s e c o n d  m e m b r e  de 

l ' й q u a t i o n  ( i 5 ) ,  les  coeff ic ients  des  p u i s s a n c e s  nйga t i ve s  de x  — a,  d e p u i s 

(x — a)~k+i  j u s q u ' а [x — a)'1,  d i s p a r a i s s e n t . 

On  t r o u v e r a  a ins i k  —  i  c o n d i t i o n s  p o u r  d й t e r m i n e r 

en  fonc t ion  de y™~~n~h;  m a i s  les  й q u a t i o n s  (5)  d o n n e r o n t  d ' a u t r e s  й q u a t i o n s 

й n t r e l e s  m к m e s  q u a n t i t й s ,  de  so r t e  q u e  le  p r o b l и m e  es t ,  en  g й n й r a l ,  i m p o s 

s i b l e . 

D a n s  t o u s  les  c a s ,  on  p o u r r a  d й t e r m i n e r  q u e l l e s  son t  l e s  i n t й g r a l e s  que 

l 'on  p e u t  p r e n d r e  p o u r y i t  p a r m i  ce l l e s  q u e  n o u s  avons  t r o u v й e s  de  la 

fo rme 

U n e  v a l e u r  de  j ,  й t a n t  a ins i  c h o i s i e ,  p o u r  d й t e r m i n e r  la  fonc t ion z,  on 

d i f fйrent ie  s u c c e s s i v e m e n t  l ' й q u a t i o n  ( i 5 ) ,  p u i s  on  pose x = a;  on  o b t i e n t 

des  й q u a t i o n s  a n a l o g u e s  a u x  й q u a t i o n s  ( 5 ) ,  m a i s  avec  des  s e c o n d s  m e m b r e s 

c o n s t a n t s . 

D a n s  les  й q u a t i o n s  ( 5 ) ,  on  p e u t  cho i s i r  les  v a l e u r s  d e y a  e t  de  m  — n — i 

de  ses  dй r ivйes  p o u r x = a  ;  les  a u t r e s  dй r ivйes  s o n t  a lo rs  c o m p l и t e m e n t  dй 

t e r m i n й e s .  D a n s  les  й q u a t i o n s  d й d u i t e s  de  ( i 5 ) ,  p r e n o n s  a r b i t r a i r e m e n t  la 

v a l e u r  de za  e t  les  v a l e u r s  p o u r x  = a  des  dй r ivйes  de z,  de  m к m e s  o r d r e s 

q u e  l es  d й r i v й e s  de y  q u i  й t a i e n t  a r b i t r a i r e s  d a n s  les  й q u a t i o n s  ( 5 ) . 

Les  a u t r e s  d й r i v й e s  de z  p o u r x = a  s e r o n t  a lo r s  c o m p l и t e m e n t  d й t e r m i 

n й e s  p a r  les  й q u a t i o n s  d й d u i t e s  de  ( i 5 ) ,  ca r  les  i n c o n n u e s  a u r o n t  les  m к m e s 

coeff ic ients  q u e  d a n s  les  й q u a t i o n s  ( 5 ) ,  et  le  d й t e r m i n a n t  de  ces  coefficients 

n ' e s t  pas  n u l ,  p u i s q u e  n o u s  avons  s u p p o s й  q u e  les  й q u a t i o n s  ( 5 )  o n t  u n  s eu l 

s y s t и m e  de  s o l u t i o n ,  q u a n d m — n  des  q u a n t i t й s ya, y'a, y"a,  . . .  son t  con

n u e s .  On  t r o u v e r a  d o n c  p o u r z  u n e  sй r ie  de  la  fo rme 

d a n s  l a q u e l l e m  — n  coeff ic ients  s o n t  a r b i t r a i r e s ;  m a i s  si  d e u x  sй r ies  vйr i 



fient  l ' й q u a t i o n  ( i 5 )  l e u r  d i f fйrence  es t  u n e  i n t й g r a l e  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) .  Il 

suffit  d o n c  de  d й t e r m i n e r  l ' u n e  des  v a l e u r s  de z,  les  a u t r e s  s ' o b t i e n d r o n t 

en  a j o u t a n t  а  la  p r e m i и r e  l ' u n e  q u e l c o n q u e  des  i n t й g r a l e s  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) 

de  m к m e  fo rme  q u e z. 

On  a u r a  a ins i  t o u t e s  l e s  i n t й g r a l e s  d i s t i n c t e s  de  la  forme 

cp2 4   cp.i I o g ( ^  — a). 

P o u r  avoi r  l e s  i n t й g r a l e s  c o n t e n a n t \og2(x  — a),  on  cho i s i t  l ' u n e  d e s  i n 

t й g r a l e s  p r й c й d e n t e s ,  et  l 'on  pose 

y — z-\-  A> 2 log(їЈ  —  « )  H   F  9i  l o g 2 ( ї R  — a) ; 

on  s u b s t i t u e  c e t t e  v a l e u r  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( i ) ,  t o u s  les  t e r m e s  c o n t e n a n t 

Iog( ; r  — a)  d i s p a r a i s s e n t ,  e t  il  r e s t e  u n e  й q u a t i o n  de  m к m e  fo rme  q u e 

l ' й q u a t i o n  ( i 5 ) .  On  cho i s i r a  l ' i n t йg ra l e  ©O  + ©fl  log(a?  — a)  de  faзon  q u e  le 

s e c o n d  m e m b r e  ne  c o n t i e n n e  p a s  de  p u i s s a n c e s  nйga t i ve s de x  — a,  ce  q u i 

a  l i e u ,  en  p a r t i c u l i e r ,  si  l e s  fonc t ions  9,  et  <P2  a p p a r t i e n n e n t  а  des  e x p o s a n t s 

s u p й r i e u r s  а m — n  —  1;  d a n s  les  a u t r e s  c a s ,  on  c h e r c h e r a  si  l 'on  p e u t  dй 

t e r m i n e r  les  c o n s t a n t e s  q u i  e n t r e n t  d a n s  la  fonc t ion  © 2 ,  de  faзon  а  a n n u l e r 

les  coeff ic ients  des  p u i s s a n c e s  n й g a t i v e s  de x  — a  d a n s  l ' й q u a t i o n  o b t e n u e 

p a r  la  s u b s t i t u t i o n .  On  a u r a  a lo r s  u n e  й q u a t i o n  de  fo rme  ( i 5 ) ;  on  dif fйrent ie 

c e t t e  й q u a t i o n  s u c c e s s i v e m e n t ,  e t  l 'on  p o s e x = a,  e t  l 'on  p o u r r a  d й t e r m i n e r 

l e s  v a l e u r s  p o u r x = a  de z  e t  de  ses  dй r ivйes  en  fonct ion de m — n  con

s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ;  les  i n c o n n u s  o n t ,  e n  effet,  l e s  m к m e s  coeff ic ients  q u e 

d a n s  les  й q u a t i o n s  q u i  o n t  se rv i  а  d й t e r m i n e r  la  fonc t ion  © 2 .  On  a  a ins i 

t o u t e s  les  i n t й g r a l e s  de  la  fo rme 

9 3  +  <P2 log(.#  — a)  +  1 9 ,  l o g 2 0  — a), 

les  fonc t ions  9  n e  c o n t e n a n t  q u e  des  p u i s s a n c e s  e n t i и r e s dex — a. 

P o u r  avo i r  les  i n t й g r a l e s  c o n t e n a n t \ogz(x — a),  p o s o n s 

y = z  h  93 l o g O  — a)  4   2^92 log 2(їc  — a)  4   ^  91 l o g 3 0  — a). 

Il  r й s u l t e  d u  n°  11  q u e  l ' on  do i t  cho i s i r  les  fonc t ions  9,  de  faзon  q u e  l 'ex

p r e s s i o n 
93  1  92  Iog(їf— a)  4   . j9 i log 2(їc  — a) 

soi t  l ' u n e  d e s  i n t й g r a l e s  dй jа  d й t e r m i n й e s . 

On  r e m p l a c e y  d a n s  l ' й q u a t i o n  (1)  p a r  ce t te  v a l e u r ,  e t  il  es t  faci le  de  vй r i 



Il p e u t  a r r ive r  q u e  q u e l q u e s  u n e s  des  й q u a t i o n s  ( 5 )  s o i e n t d e s  c o n s й q u e n c e s 

des  й q u a t i o n s  p r й c й d e n t e s ;  so i t k  le  n o m b r e  de  ces  й q u a t i o n s ,  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) 

se ra  a lo rs  vйr i f iйe  p a r  u n e  sй r i e  c o n t e n a n t (m — n -+- k)  c o n s t a n t e s  a rb i 

t r a i r e s ,  soi t  9,  l ' u n e  de  ces  i n t й g r a l e s ;  on  pose 

y — z  4   C?!  tog(&  — a), 

et  l 'on  forme  l ' й q u a t i o n  ( i 5 ) ;  on  la  d i f fй rent ie  e t  l 'on  pose x = a,  ce  qu i 

d o n n e  des  й q u a t i o n s  q u i  n e  d i f fиrent  des  й q u a t i o n s  ( 5 )  q u e  p a r  le  s econd 

m e m b r e .  Si  on  la isse  les k  й q u a t i o n s  c o r r e s p o n d a n t  а  ce l l e s  q u i  se  d й d u i 

r a i e n t  des  a u t r e s  q u a n d  9,  =  o ,  on  p o u r r a  c h o i s i r  a r b i t r a i r e m e n t [m — n-\-k) 

des  q u a n t i t й s sa, z'a, z"a,  les  a u t r e s  s e r o n t  d й t e r m i n й e s  ;  e t  si  l 'on  r e m 

p lace  ces  dй r ivйes  p a r  les  v a l e u r s  o b t e n u e s  d a n s  les k  й q u a t i o n s  l a i s sйes  de 

cф t й ,  les  v a l e u r s  a r b i t r a i r e s ^ , z'a, z"a, ...  d i s p a r a о t r o n t ,  et  il  r e s t e r a k  й q u a 

t ions  e n t r e  les  v a l e u r s  de  9,  et  de  ses  d й r i v й e s  p o u r x  = a.  D a n s  la  s й r i e  9 ( 

il  n e  r e s t e r a  d o n c  q u e (m — n)  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ;  on  p o u r r a  cho i s i r 

[m — n)  s й r i e s  a p p a r t e n a n t  а  des  e x p o s a n t s  d i f fй ren t s ,  e t  l 'on  v e r r a  q u e l l e s 

s o n t  ce l les  qui  p e r m e t t e n t  de  d й t e r m i n e r z  en  a p p l i q u a n t  la  m й t h o d e  dйjа 

i n d i q u й e ;  s e u l e m e n t , z  c o n t i e n d r a  ici {m — n -h k)  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s . 

Soit 
o 2  4   Oj  l o g ( . r  — a) 
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fier  q u e  les  t e r m e s  en  l o g ( œ  — a)  d i s p a r a i s s e n t ;  il  r e s t e  u n e  й q u a t i o n  de 

forme  (i5),  e t  l ' on  doi t  c h o i s i r  les  v a l e u r s  p o s s i b l e s  des  fonc t ions  o,  de  faзon 

q u ' i l  ne  r e s t e  a u c u n e  p u i s s a n c e  n й g a t i v e  de [oc — a).  On  a u r a  a lo r s  u n e 

й q u a t i o n  qu i  p o u r r a  s e r v i r  а  d й t e r m i n e r  la  s й r i e z  de  la  forme 

d a n s  l a q u e l l e  (m  — n)  coeff ic ients  s e r o n t  a r b i t r a i r e s . 

On  c o n t i n u e r a  de  m к m e ,  j u s q u ' а  ce  q u ' i l  n e  so i t  p l u s  p o s s i b l e  de  fo rmer 

u n e  й q u a t i o n  ( i 5 )  d o n t  le  s econd  m e m b r e  n e  c o n t i e n n e  a u c u n e  p u i s s a n c e 

n й g a t i v e  de  (ї»7— à). 

N o u s  avons  s u p p o s й  q u e  les  й q u a t i o n s  (5 )  s o n t  t ou te s  d i s t i n c t e s ,  et  qu ' i l 

ex i s t e [7n  — n)  i n t й g r a l e s  de  la  fo rme 



l ' une  de  ces  i n t й g r a l e s ;  p o s o n s 

ce  qu i  d o n n e  u n e  йqua t ion  ( i 5 )  et  des  й q u a t i o n s  de  forme  (5 )  avec  second 

m e m b r e .  En  й l i m i n a n t s a , za%  on  peu t  o b t e n i r  ї  й q u a t i o n s  e n t r e  les  va

l eu r s  de  <p2  et  9,  e t  de  l e u r s  d й r i v й e s  p o u r  a? = a,  e t ,  c o m m e  <p,  es t  en  g й 

nй ra l  c o m p l и t e m e n t  d й t e r m i n й ,  ces  й q u a t i o n s  l i m i t e r o n t  les  v a l e u r s  pos 

s ib les  de  la  fonct ion  <p2,  q u i  ne  c o n t i e n d r a  p l u s  q u e (m  — 71)  c o n s t a n t e s 

a r b i t r a i r e s ;  on  d й t e r m i n e r a  e n s u i t e  la  s й r i e s ,  qu i  a u r a m  — n  h k  con

s t a n t e s  a r b i t r a i r e s . 

En  c o n t i n u a n t  le  m к m e  r a i s o n n e m e n t ,  on  o b t i e n d r a  t ou t e s  les  i n t йg ra l e s 

r й g u l i и r e s  qui  ne  r e n f e r m e n t  q u e  d e s  p u i s s a n c e s  e n t i и r e s  de (x  — a). 

17.  N o u s  a l lons  d й m o n t r e r  q u e  le  n o m b r e  des  i n t й g r a l e s  q u e  n o u s  ve

nons  d й f o r m e r  es t  йgal  au  n o m b r e  d e s  r a c i n e s  e n t i и r e s  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r 

m i n a n t e . 

So i en t  p , ,  p 2 ,  . . . ,  px les  r a c i n e s  e n t i и r e s  d i s t i nc t e s  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i 

n a n t e ,  r a n g й e s  p a r  o r d r e  de  g r a n d e u r ,  e t  v , ,  v 2 ,  . . . ,  v x  l e u r s  o r d r e s  de  m u l 

t i p l i c i t й ,  on  a u r a 

On  t rouve  t ou jou r s  u n e  sй r i e  vйrif iant  l ' й q u a t i o n  (r)  d e  la  forme 

Si  l ' o rd re  de  la  r a c ine  p x  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  est  s u p й r i e u r  а 1,  en 

p o s a n t  d a n s  l ' й q u a t i o n  (1) 

on  a  u n e  й q u a t i o n  de  forme  ( i 5 )  d o n t  le  s econd  m e m b r e  a p p a r t i e n t  а  l ' ex 

posan t  p x  f n — m  +  1  ;  si  l 'on  pose 

les  й q u a t i o n s  o b t e n u e s  en  d i f fй ren t ian t  l ' йqua t ion  ( i 5 )  p o u r x = a  d й t e r m i 

n e r o n t  les  a u t r e s  dй r ivйes  de z,  car  la  p r e m i и r e  de  ces  й q u a t i o n s  qu i  n ' a u r a 

pas  ses  d e u x  m e m b r e s  i d e n t i q u e m e n t  n u l s  es t  cel le  o b t e n u e  en  diffйren



t i an t (ft-hn — m-hi)  fois  e t  el le  d й t e r m i n e  la  v a l e u r  de z$+l);  on  a u r a 

donc  p o u r z  u n e  sйr ie  de  la  forme 

On  pose ra 

e t ,  si  l ' o rd re  v x  de  la  r a c ine  p>  est  s u p й r i e u r  а  2 ,  on  o b t i e n d r a  u n e  йqua 

tion  de  forme  ( i5 )  d o n t  le  s e c o n d  m e m b r e  a p p a r t i e n t  e n c o r e  а  l ' expo

san t ? l  + n— m-h  1 , c a r i e  p r e m i e r  t e r m e  en(^r   a)^n-m  ne  p e u t  p r o v e n i r 

que  de  ©.  et  d i spa ra о t  si  v x >  3 .  On  p e u t  d o n c  pose r 

et  l 'on  o b t i e n t  p o u r z  u n e  sй r i e  de  la  fo rme 

en  c o n t i n u a n t  de  la  m к m e  m a n i и r e ,  on  a u r a  u n e  i n t й g r a l e  de  la  fo rme 

la  fonct ion  9 ^  a p p a r t e n a n t  а  l ' e x p o s a n t  p x ,  les  a u t r e s  fonc t ions  9  а  d e s  ex

p o s a n t s  s u p й r i e u r s . 

P o u r  o b t e n i r  les  i n t й g r a l e s  a p p a r t e n a n t  а  l ' exposan t  p x _ n  p o s o n s 

En  p o r t a n t  ce t t e  v a l e u r  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( n ) ,  les  l o g a r i t h m e s  d i s p a r a i s s e n t ; 

on  a u r a  u n e  й q u a t i o n  de  fo rme  ( i5)  d o n t  le  s econd  m e m b r e  a p p a r t i e n t  а 

l ' e x p o s a n t  p x H  n — m. 

P o s o n s 

d a n s  les  й q u a t i o n s  formйes  en  d i f fй ren t ian t  l ' й q u a t i o n  a ins i  o b t e n u e .  La  p r e 

m i и r e  й q u a t i o n  qu i  r e s t e r a  d й t e r m i n e r a zp

a^
+i  en  fonct ion  de zfy-*  d o n t  la 

va l eu r  sera  a r b i t r a i r e  ;  les  d й r i v й e s  s u i v a n t e s  p o u r x  = a  s e r o n t  d й t e r m i 

nйes  j u s q u ' а z^~{  p a r  des  й q u a t i o n s  h o m o g и n e s ;  la  p r e m i и r e  й q u a t i o n ,  qui 



a  un  second  m e m b r e ,  ne  c o n t i e n t  q u e  les  dй r ivйes  dйjа  c a l c u l й e s ,  ca r  le 

coefficient  de sfy  y  est  n u l ,  e t  le  second  m e m b r e  es t  йgal  а c  m u l t i p l i й  pa r 

u n e  exp re s s ion  diffйrente  de  zй ro .  Cette  й q u a t i o n  d й t e r m i n e  la  v a l e u r  de c; 

aura  u n e  v a l e u r  a r b i t r a i r e  et  les  dйr ivйes  s u i v a n t e s  p o u r r o n t  se  d й t e r 

m i n e r .  La  v a l e u r  de  c  p e u t  к t r e  n u l l e ,  m a i s  ne  se ra  j a m a i s  in f in ie .  On  ob

t i e n t  d o n c  une  i n t й g r a l e  de  la  forme 

la  sй r ie  a p p a r t e n a n t  а  l ' e x p o s a n t  p x _ , ,  les  a u t r e s  fonct ions  n ' o n t  q u e  des 

exposan t s  s u p й r i e u r s  et  p e u v e n t  к t re  n u l l e s .  Si  p x _,  es t  r ac ine  m u l t i p l e  de 

l ' йqua t i on  d й t e r m i n a n t e ,  on  pose ra  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( i ) 

t ous  les  t e r m e s  c o n t e n a n t  l o g ( . r  — a)  d i s p a r a i s s e n t ;  on  pose ra 

e t  les  й q u a t i o n s  o b t e n u e s  en  d i f fй ren t ian t  l ' й q u a t i o n  formйe  p a r  la  subs t i 

t u t i on  de y  d a n s  ( i )  p o u r x = a  d й t e r m i n e r o n t  s u c c e s s i v e m e n t  les  v a l e u r s 

de zpr1;  on  a u r a  e n s u i t e  u n e  й q u a t i o n  qu i  s e r a  la  p r e 

m i и r e  c o n t e n a n t  la  c o n s t a n t e c  avec  u n  coefficient  d i f fйrent  de  z й r o ;  on  en 

dйdu i r a  fa  v a l e u r  de c,  e t ,  en  cho i s i s san t  a r b i t r a i r e m e n t  la  va l eu r  de z?

a>-,  on 

p o u r r a  ca l cu l e r  les  dйr ivйes  su ivan te s  de z  p o u r x = a.  On  a u r a  a ins i  u n e 

i n t й g r a l e  de  la  forme 

la  fonct ion  <p2 a p p a r t e n a n t  а  l ' exposan t  p x _ , ,  les  a u t r e s  а  des  e x p o s a n t s  supй 

r i e u r s .  On  p o s e r a 

et  l 'on  d й t e r m i n e r a ,  c o m m e  p r й c й d e m m e n t ,  la  v a l e u r  de c  et  la  sйr ie 



on  c o n t i n u e r a  a ins i  j u s q u ' а  ce  q u e  l 'on  a r r ive  а  l ' i n t йg ra l e 

la  fonct ion  <p 2 V )  a p p a r t e n a n t  а  l ' e x p o s a n t  p * _ , ,  les  a u t r e s  fonc t ions  9  a p p a r 

t i e n n e n t  а  des  e x p o s a n t s  s u p й r i e u r s  et  p e u v e n t  к t r e  i d e n t i q u e m e n t  n u l l e s . 

P o u r  o b t e n i r  les  i n t йg ra l e s  a p p a r t e n a n t  а  l ' e x p o s a n t  p x _ 2 ,  on  p o s e r a ,  d a n s 

l ' й q u a t i o n  ( i ) , 

on  di f fйrent ie  s u c c e s s i v e m e n t  l ' й q u a t i o n  o b t e n u e  e t  l 'on  pose x = a,  p u i s 

et  l 'on  a  des  й q u a t i o n s  q u i  d й t e r m i n e n t  s u c c e s s i v e m e n t zfr-*+i, zfr-S*, 

a j w 1 , clt zH-S-\  *Jv.+»,  . . . , zh-\  c 2 , zH+l,  . . . ,  l es  va l eu r s  de zh^, zh-,  et 

z?x  й t a n t  chois ies  a r b i t r a i r e m e n t ;  on  t r ouve ra  a ins i  p o u r z  u n e  sй r ie  de  la 
a 

forme 

et  u n e  i n t й g r a l e  de  la  forme 

©,  a p p a r t e n a n t  а  l ' exposan t  p x _ 2 ,  et  <p 2 ,  © 3 ,  • • • а  des  exposan t s  s u p й r i e u r s . 

Si  p x _ 2 es t  r a c i n e  m u l t i p l e  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e ,  on  p o s e r a  ensu i t e 

e t  l 'on  p e u t  d й t e r m i n e r  les  v a l e u r s  de c{  e t c2  e t  la  sйr ie z  de  la  forme 

d e  faзon  que  ce t te  fonc t ion y  vйrifie  l ' й q u a t i o n  ( r ) . 



En  c o n t i n u a n t ,  on  a r r ivera  а  u n e  i n t й g r a l e  de  la  forme 

la  fonct ion  © 3 V  a p p a r t e n a n t  а  l ' exposan t  px  2 ,  e t  les  a u t r e s  fonct ions  <p а 

des  e x p o s a n t s  s u p й r i e u r s . 

On  fo rmera  e n s u i t e  de  la  m к m e  m a n i и r e  les  i n t йg ra l e s  a p p a r t e n a n t  a u x 

e x p o s a n t s  p x _ 3 , p x _ 4 ,  .  . f 

E n  g й n й r a l ,  si  p^ es t  u n e  r ac ine  en t i и r e  s u p й r i e u r e  а m — n  —  i  e t  d ' o r d r e 

vЎї de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e ,  on  a u r a  l ' i n t йg ra l e 

la  fonct ion  <px{j.M,v  a p p a r t e n a n t  а  l ' exposan t  p ^ , e t  les  a u t r e s  fonct ions  9  а 

des  e x p o s a n t s  s u p й r i e u r s . 

P o u r  avoir  les  i n t йg ra l e s  a p p a r t e n a n t  a u x  e x p o s a n t s  o,  1 ,  2 , 

m — n  —  1 ,  p o s o n s 

on  p o u r r a  cho i s i r  a r b i t r a i r e m e n t  les  va leurs  dt 

z p

a m - + * ,  . . . , zh,  e t  en  d й d u i r e  les  v a l e u r s  des  a u t r e s  dй r ivйes  p o u r x — a  e t 

d e s  c o n s t a n t e s c{, c 2 , . . . , ci_m+n;  on  p e u t  d o n c ,  en  a n n u l a n t  s u c c e s s i v e m e n t 

za, za,  o b t e n i r m — n  i n t й g r a l e s  d i s t i n c t e s  a p p a r t e n a n t  a u x  expo

san t s  o ,  1 ,  2 ,  . . . , m — n  —  1 .  Si  p a r m i  ces  n o m b r e s  il  y  en  a  q u i  son t  r a 

c ines  m u l t i p l e s  de  l ' йqua t ion  d й t e r m i n a n t e ,  on  d й t e r m i n e r a  pa r  la  m й t h o d e 

p r й c й d e n t e  u n e  i n t й g r a l e  de  la  forme 

la  fonct ion  9x?«;+a+):,ym..n  a p p a r t e n a n t  а  l ' e x p o s a n t  p , n _ „  = m — n — 1,  les 

a u t r e s  fonct ions  9  а  des  e x p o s a n t s  s u p й r i e u r s . 

Si vm_n_t ^>  1 ,  a p r и s  avoir  d й t e r m i n й  l ' i n tйgra le 

d a n s  l aque l l e  9,  a p p a r t i e n t  а  l ' e x p o s a n t m — n  —  2 ,  on  pose r a ,  d a n s  l ' йqua 
t ion  ( 1 ) , 



il  y  a u r a  des  t e r m e s  en {x    a ) " 1 ,  e t ,  en  й g a l a n t  le  coefficient  а  zй ro ,  l 'on 

au ra  u n e  й q u a t i o n  qu i  d й t e r m i n e c ^ m + n + i ;  on  a u r a  e n s u i t e  u n e  й q u a t i o n 

de  forme  ( i 5 ) ,  q u i  p e r m e t  de  d й t e r m i n e r  les  c o n s t a n t e s c  e t  d o n n e r a  p o u r  s 

une  sй r i e  de  la  forme 

on  opи re  de  m ф m e  s u r  l ' i n t йg ra l e  a ins i  fo rmйe ,  et  a ins i  de  su i t e  j u s q u ' а  ce 

que  l ' on  o b t i e n n e  l ' i n t й g r a l e 

la  sйr ie  c p > , _ m + n +_2jVm__n_ i  a p p a r t e n a n t  а  l ' e x p o s a n t  p ,„_ w _. ,  = m — n  —•  2 . 

On  formera  de  m к m e  les  i n t й g r a l e s  a p p a r t e n a n t  а  l ' exposan t m  —  —  3 ; 

on  a u r a  a lo rs  des  t e r m e s  en (x — a)~-  e t (x  — a)~{  d a n s  l ' й q u a t i o n  ob te 

nue  p a r  la  s u b s t i t u t i o n  de y,  e t ,  en  a n n u l a n t  l eu r s  coeff icients ,  on  au ra  des 

й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t  les  c o n s t a n t e s c-k_m+Jl+t  et c\^m^n+2. 

On  ar r ive  ainsi  а  fo rmer  un  n o m b r e  d ' i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  а  e x p o s a n t s 

e n t i e r s ,  йgal  au  n o m b r e  d e s  r a c i n e s  e n t i и r e s  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e 

V,  4   V 2  K . . H   V X ;  ces  i n t й g r a l e s  s o n t  d i s t i n c t e s ,  e t  n o u s  avons  vu  (n°  15) 

qu ' i l  ne  p e u t  pas  y  en  avoir  u n  p lus  g r and  n o m b r e . 

1 8 .  La  m й t h o d e  p r й c й d e n t e  p e r m e t  de  f o r m e r  les  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s ; 

mais  les  t e r m e s  de  c h a c u n e  des  sй r i e s  9  se  d й d u i s e n t  des  t e r m e s  des  sйr ies 

dйjа  f o r m й e s .  On  p e u t  c a l c u l e r  s й p a r й m e n t  les  t e r m e s  de  c h a c u n e  des  sйr ies 

par  la  m й t h o d e  su ivan te  :  on  pose  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) 

o  й t a n t  des  sй r i e s  a r b i t r a i r e s ,  et  V u n  n o m b r e  йgal  ou  in fй r ieur  au  n o m b r e 

des  r ac ines  en t i и res  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e .  Si Y (y)  =  o  r e p r й s e n t e 

l ' йqua t i on  (1),  on  o b t i e n d r a ,  en  й g a l a n t  а  zйro  les  coefficients  des  d ive r ses 

p u i s s a n c e s  de  log(a?  — a),  l es  й q u a t i o n s 

/;  й t a n t  u n e  fonct ion  l i nйa i r e  de  з v ,  9!,,  9'"  l , / 2  est  u n e  fonction 

l i nйa i r e  de  ? V ,  «PI,  . . . ,  ? R 2  e t  ? v _ , ,  9 U ,  . . 9 ^ ;  e n f i n , / v _ ,  est  u n e  fonc

tion  l inйa i re  de  ? v ,  9 T 1   N o u s  a l l o n s  en"  d й d u i r e  une 



й q u a t i o n  di f fйrent ie l le  en  <p, ;  p o u r  ce l a ,  on  d i f f й r ence  la  p r e m i и r e  й q u a t i o n 

F(<pv)  =  o  u n  n o m b r e  de  fois  йgal  а (m  —  i)  (y  —  i )  = k,  la  s e c o n d e k  +  i 

fois,  la  t r o i s i и m e  ї 4  2  fois ,  e t  a ins i  de  su i t e ,  la  d e r n i и r e  й t a n t  differenti  ce 

h'• -h  v —  1  fois.  On  a u r a  a in s i  un  n o m b r e  d ' й q u a t i o n s  йgal  а 

e n t r e  l e s q u e l l e s  on  й l i m i n e r a 

le  n o m b r e  de  ces  q u a n t i t й s  est 

Cet te  й l i m i n a t i o n  d o n n e r a  u n e  й q u a t i o n  d i f fйrent ie l le  l i nйa i r e  h o m o g и n e 

d ' o r d r e  7?2v  en  9,  ;  ce t te  й q u a t i o n  a u r a  ses  coefficients  r a t i o n n e l s  et  p e u t  se 

l ' amener  а  la  f o r m e  ( 1 ) . 

On  p e u t  r e m a r q u e r  q u e  l ' й q u a t i o n  d o n n a n t  9,  a u r a  auss i  c o m m e  i n t й 

g r a l e s  les  fonc t ions  ©2> o 3 ,  . . . ,  © v . 

On  p e u t  f o r m e r  de  la  m к m e  m a n i и r e  des  й q u a t i o n s  d i f fй ren t i e l l e s  d ' o r d r e 

m o i n d r e  d o n n a n t  r e s p e c t i v e m e n t  les  fonc t ions  9 ^ ,  ©V2>  ••  •>  ?a

P o u r  d й t e r m i n e r  les  s й r i e s  d a n s  une  in t йg ra l e  de  l ' й q u a t i o n  (1),  on  ca lcu

lera  les  p r e m i e r s  t e r m e s  d e s  d ive r ses  sй r ies  9  p a r  les  m й t h o d e s  des  n o s  16 

et  17 ,  p u i s  on  p r e n d r a  les  й q u a t i o n s  a y a n t  p o u r  in tйgra les  les  fonc t ions 

success ives  9  e t  l 'on  p o u r r a ,  а  l ' a ide  de  ces  й q u a t i o n s ,  e x p r i m e r  les  t e r m e s 

de  c h a q u e  sй r i e  en  fonct ion  l i nйa i r e  d ' u n  n o m b r e  l im i t й  de  t e r m e s  p r й c й 

d e n t s  (n°  5 ) . 

Remarque.  —  Les  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  а  e x p o s a n t s  e n t i e r s  q u e  n o u s 

avons  fo rmйes  s o n t  d o n n й e s  p a r  des  s й r i e s ;  m a i s  ces  sй r ies  p e u v e n t  к t re 

d i v e r g e n t e s .  P o u r  c o n n a о t r e  les  i n t й g r a l e s  de  l ' й q u a t i o n  (1)  de  la  forme  con

s i d й r й e ,  il  f aud ra i t  pouvo i r  r e c o n n a о t r e  q u e l l e s  son t  p a r m i  les  s й r i e s  t r o u v й e s 

ce l les  q u i  s o n t  c o n v e r g e n t e s ;  e t ,  d a n s  le  cas  oщ  p l u s i e u r s  s й r i e s  s o n t  d iver 

g e n t e s ,  il  f a u d r a i t  c h e r c h e r  si  l 'on  n e  p o u r r a i t  p a s  t r o u v e r  u n e  fonct ion 

l i n й a i r e  des  sй r i e s  o b t e n u e s  d a n s  l a q u e l l e  les  sй r i e s  s e r a i en t  c o n v e r g e n t e s 

p o u r  u n e  v a l e u r  assez  p e t i t e  de  m o d ( ; r  — a). 



M a l h e u r e u s e m e n t  la  q u e s t i o n  n ' a  p a s  й tй  r й s o l u e  d a n s  le  cas  g й n й r a l ; 

n o u s  e x a m i n e r o n s  p l u s  loin  q u e l q u e s  cas  p a r t i c u l i e r s . 

P a r  les  m й t h o d e s  q u e  n o u s  v e n o n s  d ' i n d i q u e r ,  on  p e u t  f o r m e r  t o u t e s  les 

i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  p o s s i b l e s  de  l ' й q u a t i o n  di f fйrent ie l le  ( i ) .  On  p rend 

l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  ( i 4 )  et  l 'on  g r o u p e  e n s e m b l e  les  r a c i n e s  d o n t  les 

di f fйrences  s o n t  e n t i и r e s ,  а  c h a q u e  g r o u p e  c o r r e s p o n d  u n e  й q u a t i o n  ( i 3 ) 

q u i  p e r m e t  de  d й v e l o p p e r  l e s  i n t й g r a l e s  du  g r o u p e .  On  t r o u v e r a  ainsi  un 

n o m b r e  d ' i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  йgal  au  d e g r й  de  l ' йqua t ion  d й t e r m i n a n t e ; 

m a i s  p a r m i  ces  i n t й g r a l e s  il  p e u t  y  en  avoir  q u i  c o n t i e n n e n t  des  sй r ies 

d i v e r g e n t e s  p o u r  t ou t e s  les  va l eu r s  de moà(x —  a ) ;  et  l 'on  ne  do i t  cons i 

d й r e r  c o m m e  in t йg ra l e s  r й g u l i и r e s  q u e  cel les  d o n t  les  sй r i e s  s o n t  conver 

g e n t e s . 

1 9 .  Pour  q u e  l ' й q u a t i o n  d i f fй ren t i e l l e  ( i )  a i t  t o u t e s  ses  i n t й g r a l e s  r йgu

l i и r e s  p o u r  u n e  v a l e u r  s i n g u l i и r e x = a,  il  f aud ra  q u e  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i 

n a n t e  soi t  de  d e g r й m,  e t  p o u r  cela  il  faut  a  =  o  e t n =   0 .  Ce t te  cond i t ion 

es t  suff isante ,  e t  si  e l le  e s t  r e m p l i e  il  y  a u r a m  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  d i s 

t i n c t e s  fo rmйes  pa r  des  s й r i e s  c o n v e r g e n t e s .  P o u r  le  d й m o n t r e r ,  cho i s i s sons 

u n  g r o u p e  de  r a c i n e s  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  (i4)>  et  soit  p la  p l u s  pe t i t e 

r a c i n e  du  g r o u p e .  E n  p o s a n t j = (x — a)?z,  on  o b t i e n t  l ' й q u a t i o n  (i3)  don t 

l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  se ra  enco re  de  d e g r й m,  a d m e t t r a  la  r a c i n e  o  et 

n ' a u r a  a u c u n e  r a c i n e  e n t i и r e  n й g a t i v e .  P o u r  s impl i f i e r  les  c a l c u l s ,  r e p r й 

s e n t o n s  ce t te  n o u v e l l e  й q u a t i o n ,  don t  les  coeff icients  a u r o n t  й tй  r a m e n й s  а 

la  forme  e n t i и r e ,  p a r  l ' й q u a t i o n  ( i ) . 

D a n s  l ' й q u a t i o n  ( i )  on  a u r a  a lo rs 

q u e l l e  que  soi t  la  va l eu r  de  {/.,  e t 

r.m   +  m  >  T ; 0  ; 

n o u s  avons  vu  q u e  l 'on  p e u t  fo rmer  des  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  а  e x p o s a n t s 

e n t i e r s  en  n o m b r e  йgal  au  n o m b r e  de  r a c i n e s  e n t i и r e s  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r 

m i n a n t e .  N o u s  a l l o n s  d й m o n t r e r  q u e ,  d a n s  le  cas  p a r t i c u l i e r  q u e  n o u s 

e x a m i n o n s ,  t o u t e s  les  s й r i e s  q u e  l 'on  o b t i e n d r a  s o n t  c o n v e r g e n t e s . 

On  fo rmera  d ' abo rd  les  i n t й g r a l e s  de  la  forme 
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d o n t  les  coeff icients h  son t  d й t e r m i n й s  pa r  les  й q u a t i o n s  (5),  d a n s  l e s q u e l l e s 

on  pose 

L ' йqua t ion  g й n й r a l e  (5)  d e v i e n t  a l o r s ,  si  l 'on  d iv ise  tous  ses  t e r m e s  pa r 

1 . 2 .  .  .  ( p .   h m), 

oщ x = a.  Si  p es t  la  p l u s  g r a n d e  r ac ine  e n t i и r e  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de 

l ' й q u a t i o n  ( i ) ,  et  si  p. >  p  — m  h n,  le  coefficient  de hm+^_n  d a n s  l ' й q u a t i o n 

p r й c й d e n t e  ne  p e u t  pas  к t r e  n u l ;  e t ,  si  p  dev ien t  in f in i ,  ce  coefficient  a  p o u r 

l im i t e  la  v a l e u r  de  p o u r x = a,  q u a n t i t й  q u i  n ' e s t  pas  n u l l e ,  p u i s q u e 

n = 7 : 0 .  Les  coefficients  des  a u t r e s  t e r m e s h  ont  p o u r  p. =  oo  d e s  l i m i t e s 

finies  q u i  son t  les  v a l e u r s  de  • • •  p o u r x = a. 

Le  t e r m e hm+w_n  est  donc  u n e  fonct ion  l i n й a i r e  d ' u n  n o m b r e  l i m i t й k  de 

t e r m e s  p r й c й d e n t s ,  et  les  coefficients  de  ce t t e  fonct ion  l inйa i r e  r e s t e n t  finis 

si  p  es t  assez  g r a n d  e t  o n t  p o u r  p. =  oo des  l im i t e s  d й t e r m i n й e s  q u i  son t  l e s 

v a l e u r s  de  p o u r x = a. 

Soien t  A 0  A 2 ,  . . . , Ak  de s  n o m b r e s  posi t i fs  s u p й r i e u r s  a u x  m o d u l e s  de  ces 

coefficients  p o u r  t o u t e s  les  v a l e u r s  de  p  p l u s  g r a n d e s  q u ' u n  n o m b r e  fixe 

d o n n й .  On  a u r a ,  que l  q u e  soi t  a, 

Si  l 'on  pose 

on  p o u r r a  йc r i re 

m o d ( ^  — a)  =  R , 



D й t e r m i n o n s  R  de  faзon  q u e 

soit  i n f й r i e u r  ŕ  u n  n o m b r e  d o n n й  A  p l u s  p e t i t  q u e  i . 

Il  suffit  p o u r  cela  q u e  R  so i t  i n f й r i eu r  ŕ  la  seu le  r ac ine  posi t ive  de  l ' йqua

t ion 

et  so i t  M  le  p l u s  g r a n d  m o d u l e  des  q u a n t i t й s 

On  au ra 

moclA,,, 

moâkm 

On  en  d й d u i t 

j u s q u ' ŕ 

Da ns  la  sй r i e 

les k  t e r m e s  s u i v a n t s  s e r o n t  p l u s  pe t i t s  q u e  A 3 M ,  e t  a ins i  de  s u i t e ;  on  a u r a 

donc 

D o n c ,  si  m o d ( #   a)  e s t  assez  pe t i t ,  la  s й r i e  sera  c o n v e r g e n t e . 

P o u r  avoir  les  i n t йg ra l e s  c o n t e n a n t  log(a?   a),  on  fo rmera  u n e  й q u a t i o n 

de  forme  (i5)  d a n s  l a q u e l l e  le  second  m e m b r e  se ra  u n e  sйr ie  c o n v e r g e n t e 

de  la  forme 



Soi t  R 1  le  r a y o n  du  ce rc l e  de  c o n v e r g e n c e  de  ce t t e  s й r i e . 

De  ce t te  й q u a t i o n  (i5)  on  d й d u i r a  des  й q u a t i o n s  de  forme  (5)  c o n t e n a n t 

des  s e c o n d s  m e m b r e s  de  la  forme  i . 2 . . . [ x H [ A .  On  a u r a  ŕ  d й t e r m i n e r  u n e 

sй r i e  de  la  fo rme 

et  c h a q u e  coefficient hm+^_.n  se ra  u n e  fonct ion  l i nйa i r e  des k  coefficients  p rй 

c й d e n t s  et  de  H^.  On  en  d й d u i t  l ' i nйga l i t й 

A , ,  A 2 ,  . . . , kk, Ak+1  й t a n t  d e s  n o m b r e s  pos i t i f s  d й t e r m i n й s . 

Le  d e r n i e r  t e r m e  p e u t  s ' йc r i r e  B  й t a n t  u n e  q u a n t i t й  qu i  t e n d  vers  o 

si [x dev i en t  m fini  ;  n o u s  p o u r r o n s  d o n c  s u p p o s e r  q u e  B  conserve  u n e  v a l e u r 

d o n n й e  pos i t i ve . 

Si  m o d ( ^  — a)  — R  et  si M  est  s u p й r i e u r  aux  m o d u l e s  de 

й t a n t  ici  u n  n o m b r e  fixe,  on 

a u r a 

Chois i s sons  R  assez  pe t i t  p o u r  q u e 

soit  p l u s  pe t i t  q u ' u n  n o m b r e  posi t i f  A  i n f й r i e u r  ŕ  i .  On  a u r a 

et ,  si  R  es t  p l u s  pe t i t  q u e  R , ,  on  en  d й d u i t 

j u s q u ' ŕ 

P u i s 



On  p e u t  s u p p o s e r  '  A,  on  a u r a  a lors 

E n  c o n t i n u a n t  le  m к m e  r a i s o n n e m e n t ,  on  voi t  q u e ,  si  R  es t  assez  pe t i t ,  la 

sй r ie 

es t  c o n v e r g e n t e . 

Le  m к m e  r a i s o n n e m e n t  s ' a p p l i q u e  а  t o u t e s  les  sй r ies  q u e  l ' on  fo rmera 

s u c c e s s i v e m e n t ,  e t  il  en  r й s u l t e  q u e ,  si  l ' й q u a t i o n  ( i )  a  une  й q u a t i o n  dй t e r 

m i n a n t e  de  d e g r й m  p o u r  la  v a l e u r x = a,  t o u t e s  ses  i n t й g r a l e s  son t  r йgu 

l i и r e s . 

2 0 .  S u p p o s o n s  q u e  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  soi t  de  d e g r й m  et  q u e 

t o u t e s  ses  r a c i n e s  so i en t  e n t i и r e s  p o s i t i v e s ;  il  p e u t  a r r ive r  q u e  les  i n t й g r a l e s 

n e  c o n t i e n n e n t  p a s  log(a?  — a)  e t  so i en t  t o u t e s  de  la  forme 

d a n s  ce  cas ,  l e s  i n t й g r a l e s  n ' a u r a i e n t  p l u s  la  f o r m e  s i n g u l i и r e ,  e t  l 'on  d i t 

q u e x  = a  est  u n e  v a l e u r  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e . 

Si  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  a  u n e  r a c i n e  m u l t i p l e ,  n o u s  a v o n s  v u  (n°  1 6 ) 

q u e  l 'on  p o u r r a  tou jours  t r o u v e r  u n e  i n t й g r a l e  c o n t e n a n t log(x  — a ) .  D o n c , 

p o u r  q u e  la  v a l e u r x = a  so i t  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e ,  il  faut  d ' a b o r d  q u e 

l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  d e g r й m  a i t  t o u t e s  ses  r a c i n e s  e n t i и r e s ,  p o s i 

t ives  et  d i f fй ren tes .  Cet te  й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  se ra 

oщ x = a  et n —  7v 0 . 

El le  a d m e t  les  r a c i n e s  o ,  i ,  2 ,  . .  . , m — n  —  1 .  Il  faudra  q u e  les  a u t r e s 

r a c i n e s  r n  r 2 ,  .  . . , rn  s o i en t  e n t i и r e s  pos i t i ve s  et  d i s t i n c t e s .  De  p l u s ,  il  faut 

q u e ,  d a n s  les  й q u a t i o n s  (5),  il  r e s t e m  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  q u i  s e r o n t y a , 

il  y  a  a lo r s n  d e s  й q u a t i o n s  (5)  qu i  s o n t 



(les  c o n s й q u e n c e s  des  a u t r e s .  Si ya, ya, ..., y™~n~x  son t  a r b i t r a i r e s ,  on 

p o u r r a  en  d й d u i r e  s u c c e s s i v e m e n t  on  a u r a  e n s u i t e 

une  й q u a t i o n  e n t r e  les m — n  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  qu i  ne  p o u r r a  к t r e  vй r i 

fiйe  q u e  s'il  ex i s te m — n  r e l a t i o n s  e n t r e  les  coeff icients ,  la  v a l e u r  d e j Ј s e r a 

alors  a r b i t r a i r e  ;  on  p o u r r a  c a l c u l e r yrj+i  j u s q u ' а y ' ^ \  p u i s  on  a u r a  u n e  r e 

la t ion  l i nйa i r e  e n t r e  les  c o n s t a n t e s  qu i  ex ige ra m — n  +  i  c o n d i t i o n s  p o u r 

к t re  i d e n t i q u e m e n t  vйr i f iйe ;  en  c o n t i n u a n t ,  on  t r o u v e r a  e n t r e  l e s  coeffi

c i en t s  P  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  u n  n o m b r e  de  r e l a t i o n s 

On  p e u t  o b t e n i r  f ac i l ement  ces  й q u a t i o n s  de  c o n d i t i o n  sous  forme  de  dй
t e r m i n a n t s  й g a l й s  а  zй ro . 

Remarque. —  Les  i n t й g r a l e s  p o u r  u n e  v a l e u r  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e  on t 

la  m к m e  forme  q u e  p o u r  u n e  v a l e u r  non  s i n g u l i и r e  de x;  e l les  s ' en  d i s t i n 

g u e n t  c e p e n d a n t  p a r  le  c a r a c t и r e  s u i v a n t  : 

SI ce = a  e s t  u n e  v a l e u r  n o n  s i n g u l i и r e ,  t o u t e s  les  i n t йg ra l e s  c o n t i e n n e n t 

des  p u i s s a n c e s  de x — a  d ' o r d r e  in fй r i eu r  а m,  t a n d i s  q u e  si  ce t te  va leu r  est 

d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e ,  il  e x i s t e  a u  m o i n s  u n e  i n t й g r a l e  a p p a r t e n a n t  а  u n 

e x p o s a n t  s u p й r i e u r  а m  —  i ,  de  la  forme 

En  effet,  p o u r  q u e  tou te s  les  in t йg ra le s  a p p a r t i e n n e n t  а  des  e x p o s a n t s 

i n f й r i eu r s  а m,  il  faudra i t  q u e  l ' йqua t i on  d й t e r m i n a n t e  a d m e t t e  les  r a 

c ines  o ,  i ,  2 ,  . . . , m  —  i ,  e t  p o u r  ce la  q u e %^ H u. Ў>   0 ,  .quel  q u e  so i t  p  ;  e t 

en  p a r t i c u l i e r %n  + n ^> n  ou  7 r 0 ,  d ' o щ  %n >>  o . 

Si  l 'on  pose x = a  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) ,  on  a u r a  a l o r s  u n e  й q u a t i o n  li

nйa i r e  e n t r e ya, y'a, y"a, ..., y™~n~\  et  ces  q u a n t i t й s  ne  p e u v e n t  pas  avo i r 

des  v a l e u r s  a r b i t r a i r e s ;  pa r  s u i t e ,  d a n s  l ' i n t йg ra l e 

il  ne  p e u t  pas  y  avoir m  coefficients  a r b i t r a i r e s ,  e t  il  y  a u r a  des  i n t й g r a l e s 
c o n t e n a n t \og(x — a). 



2 1 .  E x a m i n o n s  en  p a r t i c u l i e r  la  v a l e u r  s i n g u l i и r e x =  CO ;  n o u s  appe l l e 

rons intégrale régulière,  p o u r  ce t t e  v a l e u r ,  u n e  i n t й g r a l e  de  la  fo rme 

les  fonc t ions  © й t a n t  d e s  sй r i e s  qu i  ne  c o n t i e n n e n t  q u e  d e s  p u i s s a n c e s  nйga

tives  de x - a.  P o u r  fo rmer  ces  i n t й g r a l e s ,  on  p o s e r a  d a n s  l ' й q u a t i o n  (i) 

on  o b t i e n t  l ' й q u a t i o n  ( 1 0 )  d u  n°  1 0 ,  et  l 'on  c h e r c h e r a  ses  i n t й g r a l e s  r й g u 

l iи res  p o u r  la  v a l e u r  s i ngu l i и r e t =  o .  On  fo rmera  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  en 

p o s a n t  d a n s  ( i o ) y  = fi,  p u i s t =  o ,  a p r и s  avoi r m u l t i p l i й  t o u s  les  t e r m e s  par 

u n e  p u i s s a n c e  de t,  *  t e l l e  q u e  le  p r e m i e r  m e m b r e  ne  soi t  ni  n u l  n i  infini 

n o u r t =  o .  Mais  on  a r r ive  a u  m к m e  r й s u l t a t  en  p o s a n t  d a n s  1 й q u a t i o n  ( i ) 

ce  q u i  d o n n e  l ' й q u a t i o n 

pu i s  o n  m u l t i p l i e  p a r  u n e  p u i s s a n c e  c o n v e n a b l e  de  o? —  a ;  on  p o s e 

ce  q u i  r e v i e n t  а  йga l e r  а  zй ro  le  coefficient  d u  t e r m e  de  d e g r й  le  p l u s  й levй 

en x  — a. 

S o i e n t  7i:'0, TZ\,  . . . , rim  les  d e g r й s  des  p o l y n ф m e s  P 0 ,  P 1 ?  . . . ,  P / n  p a r  r a p 

por t  а x.  F o r m o n s  les  n o m b r e s  t tJ , , n\  4 i , .. ., n'm-h m,  e t  soit ria  + a  =  n , 

le  p l u s  g r a n d  e t  le  p r e m i e r  d e s  p l u s  g r a n d s  s ' i l  y  en  a  p l u s i e u r s  й g a u x .  L ' й 

q u a t i o n  p r й c й d e n t e  s e r a  d u  d e g r й s  — m — p en x,  a  est  l ' i nd ice  c a r a c t й r i s 

t i que  de  la  v a l e u r s  =  oo  ,  e t  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  se ra 

p o u r x =  go  . 
Cet te  й q u a t i o n  es t  i n d й p e n d a n t e  de  la  v a l e u r a. 



P o u r  q u e  les  i n t йg ra l e s  s o i e n t  t o u t e s  r й g u l i и r e s  p o u r  la  v a l e u r s  =  c e  ,  il 

faut  et  il  suffit  q u e  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  soi t  du  d e g r й m;  p o u r  ce la ,  il 

faut  a  ==  o ,  d ' o щ mê   h [j- = ~'0  p o u r  t o u t e s  les  v a l e u r s  de p.. 

La  va l eu r x == m  p e u t  n ' к t r e  p a s  s i n g u l i и r e ,  si  la  v a l e u r t  =  o  n ' e s t  p a s 

s i n g u l i и r e  p o u r  l ' йqua t i on  ( 1 0 )  ; p o u r  ce l a ,  il  faut  q u e  le  p r e m i e r  m e m b r e  de 

l ' й q u a t i o n  ( 1 0 )  o r d o n n й  p a r  r a p p o r t  a u x  d й r i v й e s  de y  e t  m u l t i p l i й 

p a r t ~ 2 m + l z ' i )  ne  c o n t i e n n e  p a s  de  p u i s s a n c e s  n й g a t i v e s  de  / . 

Il  faut  d o n c 

et 

le  coefficient  de  ;  a u r a  a lo r s  d e u x  t e r m e s  en  ce lu i  de  con

t i e n d r a  et  le  coefficient  de    c o n t i e n d r a  et  il  dev ra  ex i s t e r 

e n t r e  les  coefficients  des  p o l y n ф m e s  P  des  r e l a t i o n s  t e l l e s  q u e  t o u t e s  ces 

p u i s s a n c e s  n й g a t i v e s  de t  d i s p a r a i s s e n t .  Le  n o m b r e  de  ces  r e l a t i o n s  se ra 

Remarque. ~  On  p e u t  o b t e n i r  les  r e l a t i o n s  q u i  do iven t  e x i s t e r  e n t r e  l e s 

t e r m e s  de  d e g r й  le  p l u s  й levй  en x  d a n s  les  fonc t ions  P  en  e x p r i m a n t  q u e 

l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  a d m e t  les  r a c i n e s  o,  i ,  2 ,  . .  ., m  —  1 .  Ce t t e  й q u a 

t ion  d й t e r m i n a n t e  s ' ob t i en t  en  p o s a n t x. =  co  d a n s  l ' й q u a t i o n 

et  el le  doi t  к t r e  ici  de  la  forme 

q u e  l 'on  p e u t  йc r i r e 

On  p e u t  f o rmer  fac i l ement  des  й q u a t i o n s  p o u r  l e s q u e l l e s  la  v a l e u r x —  =c 



ne  se ra  pas  s i n g u l i и r e ,  en  p o s a n t ,  d a n s  u n e  й q u a t i o n  di f fйrent ie l le  a rb i 

t r a i r e , 

x = a  й t an t  u n e  v a l e u r  n o n  s i n g u l i и r e  p o u r  la  p r e m i и r e  й q u a t i o n . 

La  v a l e u r s ?  =  co  p e u t  к t r e  й g a l e m e n t  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e ;  p o u r  ce la , 

il  faut  q u e  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  a i t m  r a c i n e s  e n t i и r e s  pos i t i ve s  et  diffй

r e n t e s ;  il  do i t ,  en  o u t r e ,  e x i s t e r  c e r t a i n e s  r e l a t i o n s  e n t r e  les  coefficients  de 

l ' й q u a t i o n  d i f fй ren t ie l le . 

Si x  =  co  e s t  u n e  v a l e u r  n o n  s i n g u l i и r e ,  t o u t e s  les  i n t й g r a l e s  p o u r r o n t 

se  m e t t r e  s o u s  la  fo rme 

les m  p r e m i e r s  coeff icients h0, hK, . . . , km_K  n ' й t a n t  j a m a i s  t o u s  n u l s . 

Si  la  v a l e u r  a? =  00  es t  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e ,  les  i n t й g r a l e s  ont  la 

m к m e  forme  ;  m a i s  il  y  en  a  au  m o i n s  u n e  d a n s  l a q u e l l e  le  p r e m i e r  t e rn ie 

a  u n  ind ice  v  s u p й r i e u r  а m —  1 . 

2 2 .  N o u s  a l lons  c h e r c h e r  q u e l l e  fo rme  doi t  avo i r  l ' й q u a t i o n  (1)  p o u r  q u e 

ses  i n t й g r a l e s  so i en t  t o u t e s  r й g u l i и r e s  p o u r  t o u t e s  les  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s 

de x  (y  c o m p r i s x =  oo ).  S o i e n t afi a2, a\  l es  va l eu r s  s i n g u l i и r e s  e t 

soi t 

P o u r  q u e  t o u t e s  les  i n t й g r a l e s  so i en t  r й g u l i и r e s  p o u r  la  v a l e u r x = at,  il 

faut  q u e Vv,(x  —  <2 , )^" v '  r e s t e  fini  p o u r x = a{,  q u e l  q u e  soit  [A;  p a r  su i t e ,  le 

p o l y n ф m e  Pjx  sera  d iv is ib le  p a r 

e t ,  p o u r  q u e  les  i n t й g r a l e s  so i en t  t o u t e s  r й g u l i и r e s  p o u r x = co  ,  il  faut 

q u e  le  degrй  de  P^  soit  i n f й r i e u r  ou  йgal  а  v,  4   v 2   j  . . .  h  v>, —  ;x. 

Si  l 'on  pose 

l ' й q u a t i o n  ( 1 ) , qu i  a  t o u t e s  ses  i n t йg ra l e s  r й g u l i и r e s  p o u r  t o u t e s  ses  va l eu r s 
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s i n g u l i и r e s ,  p o u r r a  se  m e t t r e  sous  la  forme 

q,  й t a n t  un  p o l y n ф m e  en x  d u  d e g r й 1 —  r ,  et  en  g й n й r a l qv.  й t a n t  un  po ly

nфme  d u  degrй u.(\ —  i ) . 

Nous  avons  vu  (n°  1 2 )  q u e ,  si  l 'on  a  p o u r  c h a q u e  va leu r  s i n g u l i и r e m  in

t й g r a l e s  d i s t i n c t e s  sous  la  forme  ( 9 ) ,  la  s o m m e  des  e x p o s a n t s r  est  un 

n o m b r e  e n t i e r .  Si  l ' йqua t ion  d o n n й e  a  la  forme  ( 1 6 ) ,  on  p e u t  cho i s i r  les 

i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  de  faзon  q u e  les  e x p o s a n t s r  so ien t  les  r a c i n e s  d e s 

й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t e s .  II  en  r й s u l t e  q u e  la  s o m m e  des  r a c i n e s  des  й q u a 

t ions  d й t e r m i n a n t e s  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 6 ) r e l a t ives  а  t o u t e s  les  v a l e u r s  s i n g u 

l iиres  es t  un  n o m b r e  e n t i e r .  N o u s  a l l ons  vйrif ier  ce t t e  p ropos i t ion  en  che r 

c h a n t  la  v a l e u r  de  ce t te  s o m m e . 

q{  й t a n t  un  p o l y n ф m e  de  d e g r й  in fй r i eur  а  "X,  on  p o u r r a  йc r i re 

L ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 6 ) p o u r  la  v a l e u r s  = at  e s t 

oщ x = a{.  La  s o m m e  de  ses  r a c i n e s  es t  йga le  а 

et  la  s o m m e  d e s  r ac ines  des  й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t e s  p o u r  les  v a l e u r s  s in 

g u l i и r e s at, a2, ..., a\  sera 

L ' йqua t ion  d й t e r m i n a n t e  p o u r x =  co  est 

la  s o m m e  de  ses  r a c i n e s  est 



La  s o m m e  des  r a c i n e s  des  й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t e s  de  tou tes  les  va l eu r s 

s i n g u l i и r e s ,  y  c o m p r i s x =  co  ,  est  donc  йga le  а 

2 3 .  N o u s  avons  vu  (n°  18)  q u ' u n e  й q u a t i o n  diffйrent ie l le  l i n й a i r e  p e u t  avoir 

un  n o m b r e  d ' i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  йgal  au  deg rй  de  son  й q u a t i o n  d й t e r m i 

n a n t e ;  ma i s  ces  i n t й g r a l e s  son t  fo rmйes  p a r  des  sй r i e s  q u i  ne  s o n t  pas  tou

j o u r s  c o n v e r g e n t e s .  N o u s  a l lons  m o n t r e r  c o m m e n t  on  p e u t  o b t e n i r  des 

й q u a t i o n s  p o u r  l e s q u e l l e s  t o u t e s  ces  sй r i e s  s e r o n t  c o n v e r g e n t e s ;  e t ,  p o u r 

cela ,  e x a m i n o n s  d ' a b o r d  q u e l q u e s  p r o p r i й t й s  des  e x p r e s s i o n s  c o m p o s й e s . 

S o i e n t  F ( j )  —  o  et /(y) =  o  d e u x  й q u a t i o n s  d i f fйrent ie l les  de  fo rme  ( i ) 

d ' o r d r e s m  et  m ' .  S i ,  d a n s  l ' й q u a t i o n  F ( s )  =  o ,  on  pose z =f[y),  on  ob t i en

dra  u n e  й q u a t i o n  di f fйrent ie l le  l inйa i re  d ' o rd r e m-h/ri,  q u e  l 'on  n o m m e 

équation composée. 

P o u r  q u ' u n e  i n t й g r a l e  r й g u l i и r e y  vйrifie  ce t te  й q u a t i o n  c o m p o s й e ,  il  faut 

ou  q u e /(y) =  o ,  ou  q u e /(y)  so i t  u n e  i n t й g r a l e  de  l ' й q u a t i o n  F ( s )  —  o.  Si 

yK,y2, ...,yv  son t  des  i n t йg ra l e s  r й g u l i и r e s  de  l ' й q u a t i o n  c o m p o s й e ,  d i s t i nc t e s 

de  ce l l e s  qu i  a n n u l e n t f(y),  il  en  r й s u l t e  q u e f ( y , ) , / (  J 2 ) >  • • • » / ( J v )  s e r o n t 

des  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  de Y(z)  ==  o  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n d a n t e s ,  p u i s q u e 

+ c2y2   h . . . +  c v j v  n e  p e u t  p a s  a n n u l e r / ( y ) . 

D o n c  le  n o m b r e  des  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  de  l ' й q u a t i o n  c o m p o s й e  es t  йgal 

au  m o i n s  au  n o m b r e  d e s  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  d i s t i n c t e s  de  l ' йqua t ion 

f(y) =  o ,  et  au  p l u s  au  n o m b r e  total  d e s  i n t йg ra l e s  r й g u l i и r e s  des  deux 

й q u a t i o n s  c o m p o s a n t e s . 

THЙORИME.  — L'équation composée a une équation déterminante dont le de-

gré est la somme des degrés des équations déterminantes des deux équations 

composantes, pour une même valeur singulière x = a. 

E n  effet,  posons 

Les  й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t e s  des  d e u x  й q u a t i o n s  c o m p o s a n t e s  s e r o n t 



P o u r  avoir  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n  c o m p o s й e ,  on  pose 

d 'oщ 

il  faut  p o r t e r  ce t te  va leu r  d a n s  F ( s )  =  o  et  a n n u l e r  le  p r e m i e r  t e r m e  en 

x — a.  On  a u r a 

et  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  es t 

son  d e g r й  es t  la  s o m m e  des  d e g r й s  des  d e u x  й q u a t i o n s 

S i F ( j )  =  o  a  u n e  й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  d e g r й  z й r o ,  ce t t e  й q u a t i o n 

ne  p e u t  pas  avoi r  d ' i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s ;  s u p p o s o n s ,  en  o u t r e ,  q u e / ( j )  —  o 

ait  t o u t e s  ses  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  p o u r x  = a  ;  on  voit  q u e  l ' й q u a t i o n  c o m 

posйe  a u r a  u n e  йqua t ion  d й t e r m i n a n t e  de  deg rй m!  et  a d m e t t r a m!  i n t й g r a l e s 

r й g u l i и r e s  d i s t i n c t e s ,  q u i  son t  ce l les  de f(y) - o .  Les  sй r i e s  q u e  l 'on  ob t i en 

dra  en  c h e r c h a n t  les  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  s e r o n t  a lo r s  t o u t e s  c o n v e r g e n t e s . 

2 4 .  Nous  a l l o n s  e x a m i n e r  u n e  c lasse  d ' й q u a t i o n s  d i f fй ren t ie l l es  n ' a y a n t 

a u c u n e  i n t й g r a l e  r й g u l i и r e  p o u r x = a,  b i e n  qu ' i l  y  a i t  u n e  й q u a t i o n  d й t e r 

m i n a n t e . 

THЙORИME.  — Si l'équation différentielle  ( 1 ) n'a qu'une valeur singulière 

finie x — a, et siles intégrales pour x =  co sont toutes régulières, il n'y aura 

aucune intégrale régulière pour la valeur a, sauf dans le cas particulier oů ces 

intégrales sont des polynômes en x. 

E n  effet,  l es  i n t йg ra l e s  p o u r r o n t  se  m e t t r e  sous  la  forme 

9  й t a n t  des  s й r i e s  qu i  ne  c o n t i e n n e n t  q u e  d e s  p u i s s a n c e s  nйga t ives  de 

x  — a,  e t ,  c o m m e  il  n 'y  a  p a s  d ' a u t r e s  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s  q u e x = a  et 



x  =  CO ,  ces  s й r i e s  s e r o n t  c o n v e r g e n t e s  p o u r  t o u t e  v a l e u r  de x,  e t  s e ron t 

e n c o r e  a d m i s s i b l e s  l o r s q u e x  — a  est  t r и s  p e t i t .  A u c u n e  de  ces  i n t й g r a l e s 

n ' e s t  r й g u l i и r e  p o u r a ?  = a,  et  il  n e  p e u t  p a s  y  avo i r  d ' i n t й g r a l e  r й g u l i и r e . 

Il  n ' y  a  d ' excep t ion  q u e  si  d a n s  l ' u n e  des  i n t й g r a l e s  les  sй r ies  <P n ' o n t  q u ' u n 

n o m b r e  l im i t й  de  t e r m e s . 

N o u s  a l lons  vйrif ier  q u e  les  s й r i e s  q u i  e n t r e n t  d a n s  les  i n t й g r a l e s  rйgu

l i и r e s  p o u r x = a  son t  d i v e r g e n t e s .  P o u r  ce la ,  p o s o n s  d a n s  l ' йqua t ion 

d o n n й e 
Y  —  (їP — a)9 z, 

P  й t a n t  u n e  r a c i n e  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e ;  on  o b t i e n d r a  u n e  й q u a t i o n 

en z  de  m к m e  forme,  d o n t  il  f audra  c h e r c h e r  les  i n t йg ra l e s  de  la  forme 

Soi t  ( i )  ce t t e  n o u v e l l e  й q u a t i o n . 

N o u s  s u p p o s o n s  d o n c  q u e  P 0  — (x  — a)*,  le  p o l y n ф m e  P^  й t a n t  d ' u n  d e g r й 

йgal  ou  in fй r i eu r  А I  J A .  E t T,^>n, %m -+- m >> n, R , M  e t n  й t a n t  l e s  n o m b r e s 

dйf inis  au  n°  5  p o u r  la  v a l e u r x = a,  de  faзon  q u e  l ' йqua t i on  d й t e r m i n a n t e 

de x = a  soi t  d ' u n  d e g r й  i n f й r i e u r  а m  e t  a d m e t t e  la  r a c ine  P =  o .  P o u r 

o b t e n i r  les  sй r i e s 
y = te, 

qu i  vйr i f ient  l ' й q u a t i o n  (i),  on  fo rmera  la  su i t e  des  й q u a t i o n s  ( 5 ) ,  en  r e m a r 

q u a n t  q u e  p o u r x = a  on  a 

et 

i d e n t i q u e m e n t .  L ' й q u a t i o n  ( 5 )  se  r й d u i t  donc  а 



Posons 

on  a u r a 

Cette  й q u a t i o n  d й t e r m i n e  c h a q u e  t e r m e  de  la  sйr ie 

en  fonc t ion  des  p r й c й d e n t s ;  s i , x  a y a n t  u n e  va l eu r  fixe, [j.  a u g m e n t e  indйf i 

n i m e n t ,  les  coefficients  d e s  d ivers  t e r m e s  t e n d e n t  vers  z й r o ,  sau f  celui  de 

hm+^^{x  — a)n"V-%,  qu i  a  p o u r  l imi t e (x  —  On  a u r a  d o n c  u n e  r e l a t i on 

de  la  forme 

les  q u a n t i t й s  A  t e n d a n t  ve r s  zйro  q u a n d  ^  dev i en t  inf ini .  On  p e u t  d o n c 

p r e n d r e  ;x assez  g r a n d  pour  q u e  les  m o d u l e s  de  A , ,  A 2 ,  . . . ,  A w _„  so ien t  t o u s 

in fй r i eurs  ŕ  un  n o m b r e  d o n n й  A  p l u s  pe t i t  q u e     ;  on  a u r a  a lors 

et  mod hmhV,.-%(x — a)rn^^~n  se ra  in fй r ieur  au  m o d u l e  de  l ' un  au  m o i n s  des 

- — n  t e r m e s  qu i  le  s u i v e n t  d a n s  la  sйr ie 

Le  t e r m e  g й n й r a l  de  ce t t e  s й r i e  ne  p e u t  d o n c  pas  t e n d r e  ve r s  zй ro ,  et  la  sй r ie 

est  d i v e r g e n t e  p o u r  tou te  v a l e u r  de x. 



11 n 'y  a  e x c e p t i o n  q u e  s i ,  а  p a r t i r  d ' un  c e r t a i n  r a n g ,  t o u t e s  les  dй r ivйes 

de y  p o u r x = a  son t  n u l l e s ;  on  a u r a  a lo r s  u n e  i n t й g r a l e  de  la  fo rme 

Ains i  u n e  й q u a t i o n  d i f fйrent ie l le  l i nйa i r e  qu i  n ' a  q u ' u n e  v a l e u r  s i ngu l i и r e 

finie x  = a  e t  qui  a  t o u t e s  ses  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  p o u r x  =  co  ne  p e u t 

avoir  p o u r x = a  a u c u n e  i n t й g r a l e  r й g u l i и r e ,  sauf  s'il  ex is te  u n e  in t йg ra l e 

de  la  forme 

q u e  l 'on  p e u t  йc r i r e 

Mais  p o u r  ce la  il  faut  q u e  l es  й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t e s  p o u r x = a  et x =  OC 

a i en t  d e u x  r a c i n e s  P e t  —  P —  "X d o n t  la  s o m m e  soi t  u n  n o m b r e  e n t i e r  nй 

gatif  _ \ m  s i  c e t t e  c o n d i t i o n  est  r e m p l i e ,  il  dev ra ,  en  o u t r e ,  ex i s t e r  des 

й q u a t i o n s  de  c o n d i t i o n  e n t r e  les  coefficients  de  l ' йqua t ion  d i f fйrent ie l le  :  on 

p e u t  o b t e n i r  ces  й q u a t i o n s  en  posan t 

pu i s 

on  a u r a  p o u r  d й t e r m i n e r zà, za, . . . , zk

a  un  n o m b r e  d ' й q u a t i o n s  s u p й r i e u r  au 

n o m b r e  des  i n c o n n u e s . 

Remarque I. —  Si  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  p o u r x = a  es t  de  d e g r й m, 

les  i n t й g r a l e s  s e r o n t  t o u t e s  r й g u l i и r e s  e t ,  p a r  s u i t e ,  ne  c o n t i e n d r o n t  q u ' u n 

n o m b r e  l imi t й  de  p u i s s a n c e s  de x — a.  L ' й q u a t i o n  di f fйrent ie l le  es t  a lors 

de  la  forme 

Remarque IL —  Le  t h й o r и m e  p r й c й d e n t  s ' a p p l i q u e  й g a l e m e n t  a u x  йqua 

t ions  q u i ,  o u t r e  les  d e u x  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s a  et  oc  ,  a u r a i e n t  d ' a u t r e s  va

l e u r s  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e . 



C o n n a i s s a n t  u n e  й q u a t i o n  F ( y ) =  o  q u i ,  p o u r  la  va l eu r  s i n g u l i и r e x  = a, 

a  u n  n o m b r e  d ' i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  d i s t i n c t e s  i n f й r i e u r  au  d e g r й  de  l ' йqua 

t ion  d й t e r m i n a n t e ,  on  p e u t  en  fo rmer  d ' a u t r e s  en  p o s a n t 

d a n s  u n e  й q u a t i o n  d i f fйrent ie l le  l i n й a i r e  a r b i t r a i r e /(y) =  o ;  c a r ,  s i m  e t m' 

son t  les  d e g r й s  des  й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t e s  d e s  d e u x  й q u a t i o n s  c o m p o 

s a n t e s ,  l ' й q u a t i o n  c o m p o s й e  a u r a  u n  n o m b r e  d ' i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  d i s 

t i n c t e s  au  p l u s  йgal  au  n o m b r e  to ta l  des  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  des  d e u x 

й q u a t i o n s  c o m p o s a n t e s  e t ,  p a r  s u i t e ,  i n f й r i e u r  а m + m',  t a n d i s  q u e  l ' й q u a 

t ion  d й t e r m i n a n t e  est  du  d e g r й m -+- m!. 

On  p e u t  e n c o r e  g й n й r a l i s e r  l e s  r й s u l t a t s  p r й c й d e n t s  de  la  faзon  s u i v a n t e . 

Si  l ' й q u a t i o n  di f fйrent ie l le  ( i )  n ' a  q u e  d e u x  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s x = a  e t 

x  =  co  a u t r e s  q u e  ce l les  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e ,  les  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s 

p o u r  l ' u n e  de  ces  v a l e u r s ,  d й v e l o p p й e s  s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s  de x  — a, 

s ' a p p l i q u e n t ,  q u e l l e  q u e  so i t  la  v a l e u r  de x,  e t  s o n t  d i s t i n c t e s .  P a r  s u i t e ,  s'il 

n ' y  a  pas  d ' i n t й g r a l e s  c o n t e n a n t  u n  n o m b r e  l i m i t й  de  t e r m e s ,  le  n o m b r e 

total  des  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  p o u r  les  d e u x  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s  se ra  au 

p l u s  йgal  а m.  E t ,  en  g й n й r a l ,  si  l 'on  t r o u v e  v  i n t й g r a l e s  l i m i t й e s ,  e t  si  la 

s o m m e  des  d e g r й s  des  d e u x  й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t e s  p o u r x — a  e t x = co 

es t  s u p й r i e u r e  а m -+- v,  on  p o u r r a  aff i rmer  q u e ,  p a r m i  les  i n t й g r a l e s  r й g u 

l i и res  q u e  l ' on  p e u t  f o r m e r ,  il  y  en  a  d a n s  l e s q u e l l e s  les  sй r ies  son t  d iver 

g e n t e s . 

Si  p a r m i  ces  i n t йg ra l e s  il  y  en  a  m  fo rmйes  p a r  des  sй r i e s  c o n v e r g e n t e s , 
d o n t  a  s o n t  de  la  forme 

les  e x p o s a n t s r\, r.2,  r a  й t a n t  r a c i n e s  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  p o u r 

x = a,  l es m  —  os  a u t r e s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  r a c i n e s r\, r'2, r'm_a  de 

l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  p o u r x = co  ,  on  en  d й d u i r a  l ' i n t й g r a l e  g й n й r a l e 

p o u r x = a,  p u i s q u ' o n  c o n n a о t  m  i n t й g r a l e s  de  fo rme  ( 9 )  q u i  a u r o n t  les 

e x p o s a n t s r{,  r 2 ,  . . . ,  r«,  — r\,  —  r 2 ,  . . . ,  — rm_a. 

Les  i n t й g r a l e s  p o u r x = co  s o n t  a l o r s  les  m к m e s ,  e t ,  si  on  l e s  d й v e l o p p e 

s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s  de (00 — a)~l,  l e u r s  e x p o s a n t s  se ron t  — r , ,  — r.,, 



Si  l ' й q u a t i o n  ( i )  n ' a  q u e  d e u x  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s x = a  e t x = b,  a u t r e s 

q u e  les  v a l e u r s  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e ,  la  v a l e u r x —  co  й t a n t  n o n  s ingu

l i и r e  ou  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e ,  les  r й s u l t a t s  p r й c й d e n t s  s ' a p p l i q u e n t  a u x 

d e u x  va l eu r s a  e t b.  E n  effet,  si  l 'on  pose x — a = -,  on  a u r a  u n e  й q u a t i o n 

n ' a y a n t  que  les  va l eu r s  s i n g u l i и r e s t =  co  et t —  , ^_ ,  e t  les  i n t й g r a l e s 

r й g u l i и r e s  de  ces  d e u x  й q u a t i o n s  p o u r  les  v a l e u r s  c o r r e s p o n d a n t e s  de x  e t t 

se  c o r r e s p o n d e n t . 

2 5 .  M.  T h o m й  a  a p p e l й intégrales normales de l'équation différentielle (i) 

les  i n t й g r a l e s  de  la  fo rme 

OŮ 

la  fonct ion u  ayan t  la  forme  des  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s ; ev  se  n o m m e  le  fac

t e u r  d й t e r m i n a n t  de  ce t t e  i n t й g r a l e .  La  fonc t ion evu  se ra  й g a l e m e n t  de 

fo rme  n o r m a l e  si v  est  d й v e l o p p a b l e  en  sйr ie  n e  c o n t e n a n t  q u ' u n  n o m b r e 

l i m i t й  de  p u i s s a n c e s  n й g a t i v e s  de x — a.  Une  й q u a t i o n  du  p r e m i e r  o rd re  a 

t o u j o u r s  son  i n t й g r a l e  n o r m a l e  p o u r  t o u t e s  les  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s  de x. 

P o u r  c h e r c h e r  les  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  q u e  p e u t  avoir  l ' й q u a t i o n  (i)  p o u r 

x  — a,  p o s o n s 

et  d й t e r m i n o n s v  de  faзon  q u e  l ' й q u a t i o n  en z  a i t  des  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s . 

P o s o n s 

on  a u r a ,  en  r e p r й s e n t a n t  p a r v'  la  dй r ivйe  de v, 

et 

F .  9 



l ' й q u a t i o n  ( i )  d e v i e n d r a ,  a p r и s  la  s u b s t i t u t i o n , 

(17) 

P o s o n s 

d 'oщ 

Le  t e r m e  de  d e g r й  m o i n d r e  en x — a  d a n s  es t  
1 

d a n s t2f  on  a u r a 

,  e t ,  en  g й n й r a l ,  d a n s ty,  le  t e r m e  de  degrй  m o i n d r e  sera 

Dans  l ' й q u a t i o n  ( 1 7 ) ,  le  coefficient  de z  o r d o n n й  p a r  r a p p o r t  a u x  p u i s s a n c e s 

c ro i s san te s  de x — a  au ra  u n  p r e m i e r  t e r m e  d o n t  le  degrй  es t  le  p l u s  pe t i t 

des  n o m b r e s 

ce  t e r m e  p e u t  c e p e n d a n t  d i s p a r a о t r e  d a n s  des  cas  p a r t i c u l i e r s .  De  m к m e , 
CLZ 

le  d e g r й  d u  p r e m i e r  t e r m e  d a n s  le  coefficient  de  se ra ,  en  g й n й r a l ,  le  p l u s 

pe t i t  de s  n o m b r e s 

qui  s o n t  les m  —  1 p r e m i e r s  des  n o m b r e s  p r й c й d e n t s  a u g m e n t й s  de 1.  E t ,  en 

g й n й r a l ,  le  coefficient  de  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( 1 7 ) a u r a  un  p r e m i e r  t e r m e 

d o n t  le  d e g r й  es t  le  p l u s  pe t i t  des  n o m b r e s 

Donc  si TC' , %\, TC'2, . . . ,  son t  l e s  p u i s s a n c e s  m i n i m a  de x  — a  d a n s  les 

coefficients  de  l ' йqua t ion  ( 1 7 ) ,  et  s 'il  n 'y  a  pas  de  r й d u c t i o n s  p o u r  le  p r e m i e r 

t e r m e  du  coefficient  de z,  on  a u r a 



et,  en  g й n й r a l , 

ou 

p u i s q u e 

Dans  la  su i t e  T T ' 0 , -K\ -+- r ,  . . . , r:'m^-m,  le  d e r n i e r  t e r m e  es t  le  p l u s  p e t i t , 

et  l ' й q u a t i o n  ( 1 7 ) ne  p e u t  avoi r  a u c u n e  i n t й g r a l e (voim0  1 3 ) . 

A i n s i ,  p o u r  q u e  l ' й q u a t i o n  ( 1 7 ) p u i s s e  avo i r  u n e  i n t й g r a l e  r й g u l i и r e ,  il  faut 

que  d a n s  le  coefficient  de z  les  X —  1  p l u s  fa ibles  p u i s s a n c e s  de ce — a  d is

p a r a i s s e n t ,  de  faзon  q u e ~'/n-+- m  so i t  a u  m o i n s  йga l  а Km_{-\- m  —  1 .  Mais 

les  X —  1  t e r m e s  de  deg rй  m o i n d r e  d a n s  s o n t  les  m к m e s  q u e  d a n s (v'y. 

D o n c  les  X  — 1 p r e m i e r s  t e r m e s  d u  coeff ic ient  de z  s o n t  les  m к m e s  q u e  d a n s 

l ' express ion 

m a i s ,  si  a  es t  l ' i nd ice  c a r a c t й r i s t i q u e  de  l ' й q u a t i o n  (1)  et  si  ; x > a ,  le  p r e m i e r 

t e r m e  de V^v'771'^  s e ra  d u  d e g r й 

les  e x p r e s s i o n s Vm1  P W _ , P ' ,  P A  ^ F ' № '  n ' i n t e r v i e n n e n t  d o n c  pas  d a n s 

les x - ï  p r e m i e r s  t e r m e s ,  e t  il  suffira  q u e  les \ —  1  t e r m e s  de  d e g r й 

m o i n d r e  d i s p a r a i s s e n t  d a n s  l ' e x p r e s s i o n 

(18) 

P o u r  cela  il  faut  q u ' a u c u n  d e s  n o m b r e s  T C 0  — "Xa, '^  —• "k(<t —  1 ) , %a ne 

soit  p l u s  p e t i t  que  t o u s  les  a u t r e s .  Ces  n o m b r e s  p o u r r o n t  se  r e m p l a c e r  pa r 

les  s u i v a n t s  : 

il  faut  donc  q u e  X ne  soi t  p a s  s u p й r i e u r  а t o u s  les  n o m b r e s  TC0 

car  a u t r e m e n t  les  q u a n t i t й s  p r й c й d e n t e s  s e r a i e n t  pos i t ives  et  la  p r e 

m i и r e  qu i  e s t  n u l l e ,  s e ra i t  i n f й r i eu re  а  t o u t e s  les  a u t r e s . 

D a n s  la  s u i t e  •g  l e 



p l u s  g r a n d  n o m b r e  e t  le  d e r n i e r  des  p l u s  g r a n d s  si  p l u s i e u r s  s o n t  й g a u x ; 

on  a u r a  t o u j o u r s g  >  i ,  ca r  T C 0  > T.^ +  a .  Il  faut \  < g. 

Si g<C2>  il  n ' y  a u r a  a u c u n e  v a l e u r  poss ib l e  p o u r  \  et  a u c u n e  i n t й g r a l e 

n o r m a l e . 

Si g  es t  u n  n o m b r e  e n t i e r  s u p й r i e u r  а  1 ,  on  p o u r r a  p r e n d r e \  = g. 

Il  p e u t  y  avoi r  d ' a u t r e s  v a l e u r s  p o u r  \  i n f й r i e u r e s  а g;  s i x <^g  e t  si  ^ < S , 

d a n s  le  t e r m e  P^з/^w  de  l ' e x p r e s s i o n  (18) ,  la  p l u s  faible  p u i s s a n c e  de 

x — a  se ra 

e l le  est  s u p й r i e u r e  а  la  p u i s s a n c e  de  d e g r й  m o i n d r e  du  t e r m e 

on  a 
car 

d 'oщ 

et 

P a r  s u i t e ,  la  p r e m i и r e  p u i s s a n c e  de x — a  d a n s  ( 1 8 )  ne  p e u t  p a r v e n i r  q u e 

des  t e r m e s  P p / ( a _ ^  H  . . .  h  P a ,  e t ,  p o u r  q u e  c e t t e  p u i s s a n c e  p u i s s e  d i spa 

r a о t r e ,  il  fau t  q u e  d a n s  la  s u i t e  ^p —  (oc — Tzp+]  (a  —  [3— i)X,  . . . ,  x a 

a u c u n  n o m b r e  ne  soit  i n f й r i e u r  а  t o u s  les  a u t r e s .  En  r e t r a n c h a n t  le  p r e m i e r 

t e r m e  de  t o u s  les  a u t r e s ,  on  a 

il  faut  q u e  ces  n o m b r e s  ne  so i en t  pas  t o u s  pos i t i f s ,  car  a u t r e m e n t  le  p r e 

m i e r  se ra i t  le  seu l  p l u s  p e t i t .  F o r m o n s  la  su i t e 

so i t  = g'  le  p l u s  g r a n d  de  ces  n o m b r e s  et  le  d e r n i e r  des  p l u s  g r a n d s 

si  p l u s i e u r s  s o n t  йgaux  а g'  ;  il  faudra 1  < g';  on  a  t o u j o u r s g'<^ g,  ca r 

Si g'  est  u n  n o m b r e  e n t i e r  s u p й r i e u r  а  i ,  on  p o u r r a  p r e n d r e  >. = g'. 

P o u r  c h e r c h e r  les  v a l e u r s  de  X  i n f й r i e u r e s  а g',  on  r e m a r q u e r a  q u e  le 



p r e m i e r  t e r m e  en x — a  d a n s  ( 1 8 )  n e  p e u t  p r o v e n i r  q u e  de  l ' express ion 

on  en  d й d u i t  u n e  v a l e u r  m a x i m a  de 1,  en  e x p r i m a n t  qu ' i l  y  a  au  m o i n s  d e u x 

t e r m e s  ayan t  la  m к m e  p u i s s a n c e  m i n i m a  de x — a.  En  c o n t i n u a n t ,  on  a r r ive 

а  la  r и g l e  s u i v a n t e . 

a  й t a n t  l ' i nd i ce  c a r a c t й r i s t i q u e  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) ,  on  forme  la  su i t e 

so i t   g\  le  p l u s  g r a n d  de  ces  n o m b r e s  e t  le  d e r n i e r  d e s  p l u s  g r a n d s 

On  forme  la  su i t e 

soi t   : g2  le  p l u s  g r a n d  et  le  d e r n i e r  d e s  p l u s  g r a n d s .  D a n s  la  su i t e 

on  p r e n d r a  enco re  le  p l u s  g r a n d  n o m b r e 

et  a ins i  de  s u i t e ,  j u s q u ' а  ce  q u ' o n  a r r ive  а  u n e  s u i t e  don t  le  d e r n i e r  t e r m e 

se r a  le  p l u s  g r a n d , 

on  a u r a 

le  n o m b r e 1  do i t  к t r e  йga l  а l ' u n e  de  ces  q u a n t i t й s  g;  ma i s  on  ne  p e u t  p r e n d r e 

p a r m i  ces  v a l e u r s  q u e  ce l l e s  qu i  son t  e n t i и r e s . 

2 6 .  A p r и s  avoir  chois i  l ' u n e  de  ces  v a l e u r s g,  il  f audra  d й t e r m i n e r  la 

fonct ion v'\  so i t  g\  la  v a l e u r  q u e  n o u s  p r e n o n s  p o u r X ,  le  n o m b r e g 

i m m й d i a t e m e n t  i n f й r i e u r  й t a n t 



Posons 

oщ g = gv  et  d й t e r m i n o n s  les  coefficients h  de  faзon  q u e ,  d a n s  l ' e x p r e s 

sion  ( 1 8 ) ,  les g —  t  p r e m i и r e s  p u i s s a n c e s  de x — a  d i s p a r a i s s e n t . 

La  p r e m i и r e  p u i s s a n c e  ne  p e u t  p r o v e n i r  q u e  des  t e r m e s 

de  p l u s ,  si  p. >  y,  on  a 

d 'oщ 

Le  p r e m i e r  t e r m e  en x — a,  d a n s  l ' exp re s s ion  ( 1 8 ) ,  se ra (x — a )
N

R
( A  et 

c o m m e h^o,  en  e x p r i m a n t  q u e  son  coefficient  es t  n u l ,  on  a  l ' йqua t ion 

oщ x = a. 

L ' й q u a t i o n  ( 1 9 )  d й t e r m i n e  la  v a l e u r  de hg  ;  le  p r e m i e r  e t  le  d e r n i e r  t e r m e 

ne  p e u v e n t  p a s  к t r e  n u l s ,  e t  l 'on  a u r a ,  p o u r hg,  y  —  (3 v a l e u r s  qu i  ne  son t  ni 

nu l l e s  ni  inf in ies .  A p r и s  avoi r  chois i  l ' une  de  ces  v a l e u r s  de hg,  on  p o r t e r a 

la  v a l e u r  de v'  d a n s  l ' e x p r e s s i o n  ( 1 8 ) e t ,  en  a n n u l a n t  les  coefficients  d e s 

p r e m i и r e s  p u i s s a n c e s  de x — a,  on  a u r a g — i  й q u a t i o n s ,  q u i  d й t e r m i n e r o n t 

s u c c e s s i v e m e n t hg_t, hg_2, ..., h.2.  D an s  c h a c u n e  d e  ces  й q u a t i o n s ,  la  q u a n 

ti tй h  d ' i nd i ce  m o i n d r e  e n t r e  au  p r e m i e r  degrй  avec  le  m к m e  coeff icient , 

qu i  es t 

oщ x  = a. 

Cette  e x p r e s s i o n  est  la  d й r i v й e  p a r  r a p p o r t  а hg  d u  p r e m i e r  m e m b r e  de 

l ' й q u a t i o n  ( 1 9 )  m u l t i p l i й  p a r hg~
y  ;  elle  es t  donc  n u l l e  d a n s  le  cas  oщ hg  est 

r ac ine  m u l t i p l e  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 9 ) . 

S u p p o s o n s  q u e hg  soi t  r a c i n e  s imp le  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 9 ) ,  on  t r o u v e r a  p o u r 

hg { , ..., h.z  e t ,  p a r  s u i t e ,  p o u r v'  un  s e u l  sys t иme  de  v a l e u r s .  D an s  l ' й 

q u a t i o n  ( 1 7 )  c o r r e s p o n d a n t e ,  le  coefficient  de  a u r a  le  p r e m i e r  t e r m e 



et  le  coefficient  de  ce  t e r m e  s ' ob t i en t  en  p o s a n t x = a 

d a n s 

ce coefficient  n ' e s t  pas  n u l ,  c a r  c ' es t  la  d й r i v й e  du  p r e m i e r  m e m b r e  de  l ' йqua 

t ion  ( 1 9 )  m u l t i p l i й  p a r  A p _ T . 

On  a u r a  d o n c ,  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( 1 7 ) , 

p u i s q u e  les g   1 p r e m i e r s  t e r m e s  d u  coefficient  de z  d i s p a r a i s s e n t .  De  p l u s , 

on  a,  si u. << m, 

d ' o щ 

L ' й q u a t i o n  ( 1 7 ) a  d o n c  l ' i nd ice  c a r a c t й r i s t i q u e m—i  e t ,  pa r  s u i t e ,  a  u n e 

s e u l e  i n t й g r a l e  r й g u l i и r e  p o s s i b l e ,  qu i  e s t  de  la  forme 

ce t t e  s й r i e  p e u t  c e p e n d a n t  к t r e  d i v e r g e n t e . 

A i n s i  а  c h a q u e  r a c i n e  s i m p l e  de  l ' une  des  й q u a t i o n s  (19)  c o r r e s p o n d  u n e 

i n t й g r a l e  et  u n e  s e u l e  de  fo rme  n o r m a l e . 

A  c h a q u e  v a l e u r  e n t i и r e  d e s  n o m b r e s g,  dйf inis  a u  n°  2 5 ,  c o r r e s p o n d  u n e 

й q u a t i o n  ( 1 9 )   Si  t o u s  ces  n o m b r e s g  s o n t  e n t i e r s ,  les  deg rйs  de  ces  й q u a 

t i o n s  s e r o n t  y —  S — y,  . . . ,  a  — [x,  e t  la  s o m m e  d e  ces  d e g r й s  es t  йga le 

а  l ' i n d i c e  c a r a c t й r i s t i q u e  a ;  s i ,  en  o u t r e ,  c h a q u e  й q u a t i o n  ( 1 9 )  n ' a  q u e  des 

r a c i n e s  s i m p l e s ,  on  t r o u v e r a  a  i n t й g r a l e s  de  forme  n o r m a l e  :  on  p e u t  f o rmer 

m  — ce i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s .  On  a u r a  d o n c m  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  ou  no r 

m a l e s ,  e t  l e s  d й v e l o p p e m e n t s  d e s  i n t й g r a l e s pour x = a  s e r a i e n t  c o m p l и t e 

m e n t  c o n n u s  si  l 'on  p o u v a i t  aff i rmer  q u e  les  s й r i e s  fo rmйes  s o n t  conver

g e n t e s ,  ce  q u i  n ' e s t  p a s ,  en  g й n й r a l ,  p o s s i b l e . 

Si  les  n o m b r e s g  ne  s o n t  pas  t o u s  e n t i e r s ,  la  s o m m e  d e s  d e g r й s  des 

й q u a t i o n s  ( 1 9 )  s e ra  i n f й r i e u r e  а  a . 

2 7 .  S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u ' o n  p r e n n e  p o u r hg  u n e  r a c i n e  m u l t i p l e  de 

l ' йqua t ion  ( 1 9 ) ;  d a n s  l ' exp re s s ion  (18) ,  le  second  t e r m e  en x ~ a ,  qu i  est 



[x —  «yv^ P)^ 1

 f  a  u n  coeff icient  ne  c o n t e n a n t  q u e hg,  c a r  l e s  t e r m e s  en 

hg_K  d i s p a r a i s s e n t ;  si  ce  coeff ic ient  n ' e s t  p a s  n u l ,  la  v a l e u r hgne  c o r r e s p o n d 

а  a u c u n e  i n t й g r a l e  n o r m a l e .  Si  les  d e u x  p r e m i e r s  t e r m e s  d i s p a r a i s s e n t  clans 

l ' e x p r e s s i o n  ( 1 8 ) ,  c o m m e  le  p r e m i e r  t e r m e  en x — a  d u  coeff ic ient  de  ^ 

d i s p a r a о t  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( 1 7 ) ,  il  f a u d r a  e x p r i m e r  q u e  les g  p r e m i и r e s  pu i s 

s a n c e s  de m  — a  se  d й t r u i s e n t  d a n s  le  coefficient  de z  ;  il  r e s t e r a  d o n c g  —  2 

й q u a t i o n s  p o u r  d й t e r m i n e r hg_K, hg_2, . . . , h2  :  ces  й q u a t i o n s  a u r o n t  en  gй

n й r a l  p l u s i e u r s  s y s t и m e s  de  s o l u t i o n s .  A p r и s  avo i r  formй  u n e  v a l e u r  de v\ 

il  f a u d r a  vйr i f ie r  si  l ' й q u a t i o n  ( 1 7 )  p e u t  avoi r  d e s  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s ;  ca r . 

s 'il  y  avai t  d e s  r й d u c t i o n s  d a n s  le  coeff icient  de  ^ >  l ' i nd ice  c a r a c t й r i s t i q u e 

p o u r r a i t  к t r e  йgal  а m,  e t  a l o r s  la  v a l e u r  /  ne  c o r r e s p o n d r a i t  а  a u c u n e  intй

g r a l e  n o r m a l e . 

On  p e u t  f o r m e r  p l u s  s i m p l e m e n t  l e s  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  c o r r e s p o n 

d a n t  а  la  v a l e u r hg  de  la  faзon  s u i v a n t e  : 

S u p p o s o n s  q u e hg  so i t  r a c i n e  m u l t i p l e  d ' o r d r e n  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 9 ) . 

P o s o n s 

l ' й q u a t i o n  ( 1 ) , m u l t i p l i й e  p a r 

p r e n d r a  la  f o r m e  (17) ,  oщ 

D a n s  le  coeff icient  de  > le  p r e m i e r  t e r m e  en x — a  se ra 

m u l t i p l i й  p a r 

oщ x  = a. 

C'est  la  d й r i v й e  d ' o r d r e p  p a r  r a p p o r t  а hg  d u  p r e m i e r  m e m b r e  de  l ' й q u a 

t ion  ( 1 9 )  m u l t i p l i й  p a r  Ce  p r e m i e r  t e r m e  d i s p a r a о t  d o n c  d a n s 



les  coeff ic ients  de i et  n ' e s t  p a s  n u l  d a n s  le  coefficient 

d e '  On  a u r a  d o n c ,  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( 1 7 ) , 

ou 

t a n d i s  q u e ,  si  ~ > > / z ,  on  a 

R e p r й s e n t o n s  l ' й q u a t i o n  ( 17)  p a r 

(17') 

e t  p o s o n s 

w'йtant  d й t e r m i n й  de  faзon  q u e  l ' й q u a t i o n  en u  p u i s s e  avoi r  d e s  i n t й g r a l e s 

r й g u l i и r e s ;  e t ,  p o u r  c e l a ,  il  fau t  q u e ,  d a n s  l ' e x p r e s s i o n 

les  \    r  p r e m i и r e s  p u i s s a n c e s  de x  — a  d i s p a r a i s s e n t . 

So i t  *'  l ' i nd i ce  c a r a c t й r i s t i q u e  de  l ' й q u a t i o n  ( 17) ,  qu i  e s t  s u p й r i e u r  ou 

йga l  а m  — n  ;  ca r ,  si  ;x >> n,  on  a 

L ' й q u a t i o n  ( 17')  p e u t  avo i r m  —  a/  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  qu i  c o r r e s p o n d e n t 

а  d e s  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  de  l ' й q u a t i o n  (1),  p o u r  l e s q u e l l e s w'  =  0 .  P o u r 

d й t e r m i n e r l e s a u t r e s  v a l e u r s  de  q p ' , i l f a u t  e x p r i m e r ( v o i m ° 2 5 ) q u e  l e sX—  1 

p r e m i e r s  t e r m e s  en x  — a  d i s p a r a i s s e n t  d a n s  l ' e x p r e s s i o n 

m a i s ,  c o m m e \ < I g,  si  pt ^> n,  on  a u r a 

F.  I o 



et  le  p r e m i e r  t e r m e  en x — a  ne  p e u t  p r o v e n i r  q u e  de  l ' e x p r e s s i o n 

il  faut  d o n c  q u ' a u c u n  des  n o m b r e s 

ne  so i t  i n f й r i e u r  а  t o u s  les  a u t r e s .  On  formera  la  s u i t e 

ces  n o m b r e s  s o n t  t o u s  i n f й r i e u r s  а g.  Soi t 

le  p l u s  g r a n d  e t  le  d e r n i e r  d e s  p l u s  g r a n d s  ;  il  f aud ra 

Si g'  e s t  u n  n o m b r e  e n t i e r ,  on  p e u t  p r e n d r e "k  = g',  e t ,  p o u r  d й t e r m i n e r 

on  a u r a  u n e  й q u a t i o n  de  d e g r й  p.  On  d й t e r m i n e r a  les  v a l e u r s  d e 1  in fй 

r i e u r e s  а g'  p a r  la  m й t h o d e  d u  n°  2 5 ,  et  l ' on  o b t i e n d r a ,  p o u r  d й t e r m i n e r  les 

d ive r se s  v a l e u r s  de h^,  des  й q u a t i o n s  a n a l o g u e s  а  ( 1 9 ) ,  d o n t  les  d e g r й s  au

ron t  u n e  s o m m e  йgale  ou  i n f й r i e u r e  а  a'  — m + n. 

Si  l e s  й q u a t i o n s  q u i  d o n n e n t  n ' o n t  q u e  des  r a c i n e s  s i m p l e s ,  а  c h a q u e 

r a c i n e  c o r r e s p o n d r a  u n e  i n t й g r a l e  n o r m a l e ,  e t  l ' й q u a t i o n  ( 1 7 )  p o u r r a  avoir 

au  p l u s  a'  — m  H n  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s ,  t e l l e s  q u e \<^g;  on  t r o u v e ,  en 

o u t r e , m — yJ  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s ;  p a r  s u i t e ,  а  la  r a c i n e hg  de  l ' й q u a 

tion  (19 )  c o r r e s p o n d ,  p o u r  l ' й q u a t i o n  (1),  u n  n o m b r e  d ' i n t й g r a l e s  n o r m a l e s 

au  p l u s  йga l  a n ;  e t  il  n ' y  en  a u r a  a u c u n e  s i ,  a'  й t a n t  йgal  а m,  les  n o m b r e s g' 

q u e  l ' on  d й d u i t  de  l ' й q u a t i o n  (17 ' )  s o n t  t o u s  f r a c t i o n n a i r e s . 

Si  l e s  й q u a t i o n s  d o n n a n t hi  o n t d e s  r a c i n e s  m u l t i p l e s ,  on  fera  p o u r  c h a q u e 

r ac ine  m u l t i p l e  le  r a i s o n n e m e n t  q u e  n o u s  avons  fait  p o u r  la  r a c i n e hg  de 

l ' й q u a t i o n  ( 1 9 ) ;  e t  l 'on  c o n t i n u e r a  d e  m к m e  j u s q u ' а  ce  q u ' o n  o b t i e n n e  des 

й q u a t i o n s  n ' a y a n t  q u e  des  r a c i n e s  s i m p l e s ;  si  l 'on  t r o u v e  d e s  r a c i n e s  m u l 

t ip les  p o u r  l e s  v a l e u r s  succes s ives  de h  j u s q u ' а h2,  on  fo rmera  d e s  й q u a 

t ions  de  forme  (17)  en  posan t  s u c c e s s i v e m e n t 

j u s q u ' а 



et,  p o u r  la  d e r n i и r e  й q u a t i o n ,  on  n ' a u r a  p l u s  q u ' а  c h e r c h e r  les  i n t й g r a l e s 

r й g u l i и r e s . 

On  voi t  d o n c  q u e ,  d a n s  t o u s  les  c a s ,  si hg  es t  u n e  r a c i n e  m u l t i p l e  d ' o r d r e n 

de  l ' u n e  d e s  й q u a t i o n s  (19 ) ,  on  p o u r r a  en  d й d u i r e  des  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s 

de  l ' й q u a t i o n  (1),  d o n t  le  n o m b r e  es t  au  p l u s  йgal  а n. 

La  s o m m e  d e s  d e g r й s  d e s  й q u a t i o n s  ( 1 9 )  й t a n t  au  p l u s  йga le km—  a,  le 

n o m b r e  des  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  e t  n o r m a l e s  q u e  l 'on  p o u r r a  f o r m e r  p o u r 

l ' й q u a t i o n  ( 1 )  e s t  en  g й n й r a l  i n f й r i e u r  et  a u  p l u s  йgal  а  l ' o r d r e m.  E n  o u t r e , 

p a r m i  ces  i n t й g r a l e s ,  il  p e u t  y  en  avoi r  q u i  c o n t i e n d r o n t  des  s й r i e s  d iver

g e n t e s  et  qu i  n e  c o n v i e n n e n t  p a s . 

2 8 .  E x a m i n o n s  en  p a r t i c u l i e r  la  v a l e u r x  =  ce•  ;  u n e  i n t й g r a l e  n o r m a l e 

sera  a l o r s  de  la  fo rme 

La  r e c h e r c h e  de  ces  i n t й g r a l e s  p e u t  se  r a m e n e r  au  cas  g й n й r a l  en  p o s a n t 

On  p e u t  й g a l e m e n t  les  o b t e n i r  d i r e c t e m e n t  en  p o s a n t 

et  en  d й t e r m i n a n t 

de  faзon  q u e  l ' й q u a t i o n  en z  ai t  des  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  p o u r x —  X > . 

S o i e n t tz0,  rr,,  7T 2 , ...,7im  l e s  d e g r й s  d e s  coeff ic ients  de  l ' й q u a t i o n  (1)  p a r 

r a p p o r t  а x,  7R'0, ti\,  7I'2  . . . , nm  les  d e g r й s  des  coeff icients  de  l ' й q u a t i o n  (17) . 

\  s e r a  le  p l u s  g r a n d  des  n o m b r e s   0  + ^1, %i  +  (p. —  I ) x , . . K  +  X,  n 

sauf  si  les  t e r m e s  de  d e g r й  m a x i m u m  se  d й t r u i s e n t  d a n s  le  coefficient 

de  D o n c ,  s'il  n 'y  a  pas  de  r й d u c t i o n s  p o u r  le  coefficient  de z,  on 

a u r a ,  que l  q u e  soi t [x, 

il  f au t  d o n c  q u e  les 1  F  r  p u i s s a n c e s  s u p й r i e u r e s  de x — a  d i s p a r a i s s e n t 



d a n s  le  coeff icient  de z,  ou  d a n s  l ' e x p r e s s i o n 

et  q u ' a u c u n  d e s  n o m b r e s 

r:0-+-ml, T.\-\-(m —  r)X,  . , . ,  7T,,, 

n e  soi t  s u p й r i e u r  а  t o u s  les  a u t r e s .  P a r  u n  r a i s o n n e m e n t  i d e n t i q u e  а  ce lu i 

dйjа  fait  ( n °  2 5 ) ,  on  es t  c o n d u i t ,  p o u r  d й t e r m i n e r  X,  а  u n e  r и g l e  a n a l o g u e  а 

celle  t r o u v й e  p o u r  u n e  v a l e u r  finie  de ce,  e t  l 'on  a c h и v e  la  d й t e r m i n a t i o n  des 

i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  p a r  l'a  m ф m e  m й t h o d e . 

2 9 .  Les  s й r i e s  q u e  l 'on  o b t i e n t  e n  c h e r c h a n t  les  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  de 

l ' йqua t i on  ( i )  p o u r m = a  s o n t  s o u v e n t  d ivergen tes^  No>u>s  allons  f o r m e r  des 

й q u a t i o n »  p o u r  l e s q u e l l e s  t o u t e s  ces  s й r i e s  s o n t  conveirgentes . .  F o r m o n s  l ' й 

q u a t i o n  c o m p o s й e  (n°  2 3 ) 

F ( * > = a ,  ~ = / ( 7 ' ) 

P o u r  avoir  les  f ac teu r s  d й t e r m i n a n t s ev  de  ce t te  й q u a t i o n , <sa  f o rmera  l ' й q u a 
t ion  c o m p o s й e 

<r«F(e vz-) — o, s e- v'f(evy)r 

v  й t a n t  d й t e r m i n й  d e  faзon  q u e  ce t t e  n o u v e l l e  йqjuation  a i t  u n e  й q u a t i o n 

d й t e r m i n a n t e  d ' u n  degrй '  s u p й r i e u r  а  z й r o .  Mais  le  deg rй  de  l ' й q u a t i o n  dй 

t e r m i n a n t e  es t  la  s o m m e  d e s  dlegrйs  des  й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t e s  des  deux 

й q u a t i o n s  c o m p o s a n t e s 

er«F  ( e*z} =  o, tr*j% e*X) = ° ; 

e"  do i t  d o n c  к t r e  u n  fac teur  d й t e r m i n a n t  de  F u n e  d e s  й q u a t i o n s 

F ( * ) = o ,  / ( . ? ) • =  o. 

D o n c  : 

Les  f a c t e u r s  d й t e r m i n a n t s  de  l ' й q u a t i o n  c o m p o s й e  s o n t  c e u x  des  йqua 

t i o n s  c o m p o s a n t e s ,  et  а  c h a c u n  de  ces  f ac t eu r s ev  c o r r e s p o n d ,  p o u r  l ' йqua 

t ion  c o m p o s й e ,  d a n s  l a q u e l l e  on  a  p o s й  y  =  e ' ' / , ,  u n e  й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e 

d o n t  le  d e g r й  e s t  la  s o m m e  d e s  d e g r й s  d e s  й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t e s  d o n 

nйes  p a r  l e s  d e u x  й q u a t i o n s  c o m p o s a n t e s . 

Le  n o m b r e  d e s  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  q u e  l 'on  p o u r r a  fo rmer  p o u r  l ' йqua 



l ion  c o m p o s й e  sera  d o n c  йga l  а  la  s o m m e  des  n o m b r e s  d ' i n t й g r a l e s  o b t e n u s 

p o u r  les  d e u x  й q u a t i o n s  c o m p o s a n t e s  ;  m a i s  ces  i n t й g r a l e s  p e u v e n t  c o n t e n i r 

d e s  sй r i e s  d i v e r g e n t e s . 

THЙORИME.  — L'équation composée a un nombre d'intégrales normales dis-

tinctes [à séries convergentes), au plus égal à la somme des nombres d'inté-

grales normales distinctes des deux équations composantes. 

En  effet,  t o u t e  i n t й g r a l e  n o r m a l e  de  l ' й q u a t i o n f(y) = o  vйr i f ie ra  l ' йqua

t ion  c o m p o s й e .  Si y{  e s t  u n e  i n t й g r a l e  n o r m a l e  de  l ' й q u a t i o n  c o m p o s й e 

d i s t i n c t e  de  ce l l e s  de  l ' й q u a t i o n f(y') =  o ,  l ' e x p r e s s i o n z =/{  y ,  ) ,  qu i  a  la 

fo rme  n o r m a l e ,  s e ra  u n e  i n t й g r a l e  d e  F ( s )  =  o ,  e t s i y n y 2 , . .  , y  v  s o n t  d e s 

i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  de  l ' й q u a t i o n  c o m p o s й e ,  qu i  s o n t  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n 

d a n t e s  avec  ce l l e s  de f{y) =  o ,  l ' й q u a t i o n  F ( ^ )  ==  o  au ra  v  i n t й g r a l e s  n o r 

m a l e s  d i s t i n c t e s , / ^ ,  ) , / ( j ^  ) ,  . . . , / ( j v ) ,  c a r / ( c , y  ,  +  ^ j 2 + . . . +  c v y v ) n c 

p e u t  pas  к t r e  n u l . 

S u p p o s o n s  q u e  l ' й q u a t i o n  F (z)  =  o  n ' a i t  a u c u n e  i n t й g r a l e  n o r m a l e ,  ni 

a u c u n  f ac t eu r  d й t e r m i n a n t  p o s s i b l e  : : i l  suffit  p o u r  ce la  q u e  l ' i n d i c e  c a r a c t й 

r i s t i q u e  soi t m  et  q;ue  les  n o m b r e s g(n°  2 5 )  s o i e n t  t o u s  f r a c t i o n n a i r e s . 

Ces  c o n d i t i o n s  s e r o n t  r e m p l i e s  en  p a r t i c u l i e r  si  l ' on  a 

TCm  =  o, m  <  7 t 0 <  2 » о  e t  TTft> m —  p ,  TT,J .>  t t j  —  2¡1, 

q u e l  q u e  soi t [j., ca r  a l o r s  l e s  notwbres  —    '" u  s o n t  tous  i n f й r i e u r s  а 2.  D a n s 

ce  cas ,  les  i n t йg ra l e s»norma le s  de  l ' й q u a t i o n  c o m p o s й e 

F(*>=<>, z=f(y) 

so»nt  ce l les  d e  l ' й q u a t i o n /(y)  =  o,  e t ,  si  ce t t e  d e r n i и r e  йqjuafioiп  a  t o u t e s 

ses  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s ,  les  i n t й g r a l e s  de  fo rme  n o r m a l e  q u e  l ' on  t r o u v e r a 

p o u r  l ' й q u a t i o n  c o m p o s й e  n ' a u r o n t  q u e  des  sй r i e s  c o n v e r g e n t e s ,  ca r  c e  son t 

les  m к m e s  q u e  p o u r  l ' й q u a t i o n f(y)  =  o . 

P o u r  avoi r  u n e  й q u a t i o n  n ' a y a n t  q u e  des  in tйgra les"  n w i w a l e s ,  p r e n o n s 

u n e  й q u a t i o n fK (y)  =  o  a y a n t  t o u t e s  ses  i n t й g r a l e s  rйgu l iи res   p o u r x  = a 

( n °  1 9 ) ,  e t  p o s o n s 
^ / 1 ( e  " j )  =  o ; 

c e t t e  d e r n i и r e  й q u a t i o n  a u r a  t o u t e s  ses  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  a v e c  le  f a c t e u r 

d й t e r m i n a n t ev. 



S o i e n t / ( j )  —  o  et  o ( j )  =  o  d e u x  й q u a t i o n s  a ins i  fo rmйes  d ' o r d r e s m 

et  rc,  a y a n t  t o u t e s  l e u r s  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s ,  avec  des  f ac teu r s  d й t e r m i n a n t s 

d i f f й ren t s ;  ces  й q u a t i o n s  n ' o n t  pas  d ' i n t й g r a l e s  c o m m u n e s .  Nous  a l l ons  for

m e r  u n e  й q u a t i o n  d ' o r d r e m  + n,  a d m e t t a n t  t o u t e s  les  i n t й g r a l e s  des  d e u x 

й q u a t i o n s  d o n n й e s ;  p o u r  ce la ,  p o s o n s 

d i f fйrent ions n  fois  la  p r e m i и r e  й q u a t i o n , m  fois  la  s e c o n d e ,  on  a u r a 

m  h n  H 2  й q u a t i o n s  e n t r e  l e s q u e l l e s  on  p e u t  й l i m i n e r y, 

on  o b t i e n t  u n e  й q u a t i o n  d i f fй ren t ie l l e  l i n й a i r e  en z  d ' o r d r e n,  so i t ty(z) =  o , 

q u i  a d m e t  les  i n t й g r a l e s / ( y l ) , / ( > ' a ) , ...,f(yn),  en  d й s i g n a n t  p a r y t , y2, 

yn, n  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  d i s t i n c t e s  de  l ' й q u a t i o n  <p( j )  =  o.  L ' й q u a t i o n 

c o m p o s й e 

a d m e t  d o n c  les  i n t й g r a l e s y t , y.2, . . . , yH  e t  ce l les de/'(y) =  o  :  e l le  a  d o n c 

m n  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  d i s t i n c t e s ,  et  n e  p e u t  pas  en  avoir  d ' a u t r e s ,  ca r 

e l le  es t  d u  d e g r й m-\- n. 

Si  p l u s i e u r s  й q u a t i o n s  d o n n й e s  o n t  l e u r s  i n t йg ra l e s  d i s t i n c t e s ,  on  p e u t 

fo rmer  u n e  й q u a t i o n  a d m e t t a n t  t o u t e s  l e u r s  i n t й g r a l e s ,  en  p r e n a n t  d ' a b o r d 

l es  d e u x  p r e m i и r e s ,  p u i s  l ' й q u a t i o n  q u ' o n  en  d й d u i t  et  la  t r o i s i и m e  й q u a t i o n 

d o n n й e ,  e t  a ins i  d e  s u i t e . 

On  p e u t  d o n c  fo rmer  des  й q u a t i o n s  ayant,  t o u t e s  l e u r s  i n t й g r a l e s  no r 

ma les  avec  des  fac teurs  d й t e r m i n a n t s  d i f fйrents  et  a r b i t r a i r e s ,  e t  en  d й d u i r e 

d e s  й q u a t i o n s  p o u r  l e s q u e l l e s  t o u t e s  les  s й r i e s  q u e  l 'on  o b t i e n t  en  c h e r c h a n t 

les  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  s e r o n t  c o n v e r g e n t e s ,  le  n o m b r e  de  ces  i n t й g r a l e s 

n o r m a l e s  й t a n t  a r b i t r a i r e . 

3 0 .  N o u s  a l l o n s  m a i n t e n a n t  e x a m i n e r  d e s  й q u a t i o n s  p o u r  l e s q u e l l e s  les 

sй r i e s  q u e  l 'on  o b t i e n t  en  c h e r c h a n t  les  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  n e  s o n t  p a s 

t o u t e s  c o n v e r g e n t e s . 

Si  l ' й q u a t i o n  d i f fй ren t ie l l e  ( i )  n ' a  q u ' u n e  s e u l e  v a l e u r  s i n g u l i и r e  finie 

x  = a,  a u t r e  q u e  les  v a l e u r s  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e ,  e t  si  l 'on  d й v e l o p p e 

l es  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  p o u r x = a  e t x ~  co  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  de 

x  — a,  l es  s й r i e s  qu i  s e r o n t  c o n v e r g e n t e s  s e r o n t  a p p l i c a b l e s  p o u r  t o u t e s  les 

v a l e u r s  de x (voir\\°  2 4 ) .  P a r m i  ces  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  il  y  en  a  d o n c  au 



p l u s m  l i n й a i r e m e n t  i n d й p e n d a n t e s .  Mais  il  r й s u l t e  du  n°  11  q u e ,  si  ces 

.  i n t й g r a l e s  n e  s o n t  p a s  d i s t i n c t e s ,  il  devra  e x i s t e r  u n e  r e l a t i o n  l i n й a i r e  e n t r e 

ce l les  d o n t  les  p u i s s a n c e s  de x   a  d i f fи ren t  de  n o m b r e s  e n t i e r s ;  il  fau

d r a i t  d o n c  q u e  l ' u n e  des  i n t й g r a l e s ,  p o u r x  = a, 

soi t  йga le  а  u n e  des  i n t й g r a l e s  p o u r x = co 

Les  fonc t ions  з  й t a n t  des  sй r i e s  c o n v e r g e n t e s  ne  c o n t e n a n t  q u e  d e s  p u i s 

s a n c e s  pos i t ives  de x — ci,  e t  <p'des  s й r i e s  n ' a y a n t  q u e  des  p u i s s a n c e s  nйga

t ives .  Si  l 'on  pose 
1 \ V 

l ' й q u a t i o n  en z  a u r a  u n e  i n t й g r a l e  r й g u l i и r e  p o u r  l e s  d e u x  v a l e u r s x = a 

et x = co  ,  qu i  ne  c o n t i e n d r a  q u ' u n  n o m b r e  l im i t й  de  p u i s s a n c e s  de x  — a. 

Par  s u i t e ,  les  i n t й g r a l e s  de  l ' й q u a t i o n  (i),  n o r m a l e s  p o u r x = a et  p o u r 

x = co ,  s e r o n t  de  la  fo rme 

A  й t a n t  d e s  p o l y n ф m e s  e n t i e r s  en x. 

On  p e u t  o b t e n i r  f a c i l e m e n t  les  i n t й g r a l e s  de  c e t t e  forme  :  on  fo rme  les 

й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t e s  d e s  d ive r ses  й q u a t i o n s  o b t e n u e s  en  p o s a n t 

v  й t a n t  u n  f a c t e u r  d й t e r m i n a n t  p o u r x = a,  p u i s  p o u r x = co  ;  on  c h e r c h e 

s'il  ex i s t e  d e u x  r a c i n e s  de  ces  й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t e s ,  l ' u n e  r  p o u r x = a, 

l ' a u t r e —r — n  p o u r x — co  ,  d o n t  la  s o m m e  soit  u n  n o m b r e  e n t i e r  nйgatif . 

Si ev  et  e"<  son t  les  f a c t e u r s  d й t e r m i n a n t s  q u i  on t  fourn i  ces  r a c i n e s ,  on 

p o s e r a 



e l  l 'on  c h e r c h e r a  si  l ' й q u a t i o n  en z  a  d e s  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  q u i  n e  con

t i e n n e n t  q u ' u n  n o m b r e  l i m i t й  de  p u i s s a n c e s  de x — a. 

Si  X es t  le  n o m b r e  des  i n t й g r a l e s  q u e  l 'on  fo rme  a i n s i ,  le  n o m b r e  to ta l  des 

i n t йg ra l e s  n o r m a l e s  p o u r oc = a  et x =  c e  se ra  au  p l u s  йgal  а m -+-1;  et  si 

l 'on  en  t r o u v e  u n  n o m b r e  s u p й r i e u r  il  y  a u r a  d a n s  ces  i n t й g r a l e s  des  s й r i e s 

d i v e r g e n t e s . 

Si  l ' й q u a t i o n  a  t o u t e s  ses  in tйgra les  r й g u l i и r e s  p o u r x  —  c o ,  ou  s i ,  en 
p o s a n t 

on  o b t i e n t  u n e  й q u a t i o n  a y a n t  tou tes  ses  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  ( n °  1 9 ) ,  il  no 

p o u r r a  y  avo i r  p o u r x = a  q u e  des  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  qu i  s e r o n t  au s s i  no r 

m a l e s  p o u r x — co  ,  c ' e s t  а  d i r e  de  la  fo rme 

les  a u t r e s  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  q u e  Ton  p o u r r a i t  f o r m e r  a u r o n t  l e u r s  s й r i e s 
d i v e r g e n t e s , 

C o n n a i s s a n t  u n e  й q u a t i o n f{y) =  o  q u i ,  p o u r x = a,  n ' a  p a s  t o u t e s  l e s 

i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  q u e  l 'on  p e u t  f o rmer ,  on  p o u r r a  en  o b t e n i r  d ' a u t r e s  en 

p o s a n t z  = f{y)  d a n s  u n e  й q u a t i o n  a r b i t r a i r e W(&) =  o ;  la  n o u v e l l e  й q u a 

t ion  p e u t  a l o r s  avoir  d ' a u t r e s  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s  q u e x — a. 

On  a r r i v e  а  des  r й s u l t a t s  a n a l o g u e s  en  p r e n a n t  u n e  й q u a t i o n  n ' a y a n t  q u e 

d e u x  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s x — a et x = b,  si x = co  est  u n e  v a l e u r  n o n 

s i n g u l i и r e  ou  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e .  Ce  cas  se  r a m и n e  au  p r й c й d e n t  en 

p o s a n t 

3 1 .  Nous  a l l o n s  g й n й r a l i s e r  les  i n t й g r a l e s  de  la  forme  n o r m a l e ,  et  m o n 

t r e r  q u e  l 'on  p e u t  t o u j o u r s  d й v e l o p p e r m  i n t й g r a l e s ;  ce  qu i  d o n n e r a i t  l ' in 

t йg ra l e  g й n й r a l e  de  l ' й q u a t i o n  d i f fй ren t ie l l e  si  les  sй r ies  q u e  l 'on  forme 

й t a i e n t  t o u t e s  c o n v e r g e n t e s . 

P o s o n s  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( i ) 



n  й t a n t  u n  n o m b r e  e n t i e r  positif , 

On  a u r a  a ins i  u n e  й q u a t i o n  d i f fй ren t ie l le  d ' o r d r e m  d o n n a n t y  en  fonc t ion 

de t.  So i en t  ,  T П '  ,  77',  . . . , T!  les  p u i s s a n c e s  de t~A,  pa r  l e s q u e l l e s  il  faut 

m u l t i p l i e r  les  coefficients  de  y  d a n s  la  n o u v e l l e  й q u a 

t i o n ,  p o u r  q u ' i l s  ne  so ien t  p l u s  ni  n u l s  n i  inf inis  p o u r t =  o .  Les  n o m b r e s 

-0, -,, ..., i : m  й t a n t  c e u x  dйf in is  au  n°  5  p o u r  l ' й q u a t i o n  ( r ) ,  sera  le  p l u s 

pe t i t  des  n o m b r e s 

on  a u r a  d o n c 

 v  f  v й t a n t  le  p l u s  p e t i t  de s  n o m b r e s t:0,   ,  4   1,   2  + 2,  f >l. Cepen

d a n t  si  d e u x  de  ces  n o m b r e s  s o n t  й g a u x ,  il  p e u t  a r r i ve r  q u e  le  t e r m e  de 

d e g r й  m o i n d r e  en t  d i s p a r a i s s e  d a n s  le  coefficient  de  ;  a l o r s   a  a u r a 

u n e  va l eu r  s u p й r i e u r e  а  ce l le  q u e  n o u s  v e n o n s  de  d й t e r m i n e r . 

Soi t  a  l ' i nd ice  c a r a c t й r i s t i q u e  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) ,  on  a 

et 

on  a u r a  d o n c  t o u j o u r s 

F.  11 



(  «a  ) 

e t ,  si  p  <  oc, 

e t ,  si u,  >  a, 

a  est  d o n c  aus s i  l ' i nd ice  c a r a c t й r i s t i q u e  de  l ' й q u a t i o n  q u i  d o n n e y  en  fonc
t ion  de t. 

En  a d o p t a n t  les  n o t a t i o n s  d u  n°  2 5 ,  on  a 

et 

d 'oщ 

e t ,  c o m m e g{  > i ,  on  a u r a 

et 

ce t t e  i n й g a l i t й  p o u v a n t  d e v e n i r  u n e  йga l i t й  si  w, <  Ў3, 

Il  en  r й s u l t e  q u e  le  p l u s  g r a n d  d e s  n o m b r e s 

se ra 

et  c e u x  q u i  le  s u i v e n t  s e r o n t  t o u s  i n f й r i e u r s  а g\. 

De  m к m e ,  on  a 



et 

ou 

et ,  c o m m e g%  >  i ,  on  a u r a 

D o n c 

P a r m i  les  n o m b r e s 

le  p l u s  g r a n d  e t  le  d e r n i e r  d e s  p l u s  g r a n d s  s e r a  d o n c 

On  d й m o n t r e r a  de  la  m к m e  m a n i и r e  q u e  le  p l u s  g r a n d  des  n o m b r e s 

est 

et  a i n s i  de  s u i t e . 

D a n s  l ' й q u a t i o n  q u i  d o n n e y  en  fonc t ion  de t,  l e s  n o m b r e s g\, g2, g3*, ... 

s e r o n t  d o n c  d o n n й s  p a r  la  r e l a t i o n  g й n й r a l e 

et ,  si  l 'on  p r e n d  p o u r n  u n  m u l t i p l e  c o m m u n  des  d й n o m i n a t e u r s  d e s  n o m b r e s 

o, g.2,  . . . ,  l es  n o m b r e s g\, g2,  . . .  s e r o n t  tous  e n t i e r s .  S o i t F ( r )  =  o  l ' йqua 

t ion  d i f fй ren t ie l l e  a ins i  o b t e n u e . 



P o u r  c h e r c h e r  ses  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  p o u r Ј  =  o ,  on  f o r m e r a  les  й q u a 

t ions  a n a l o g u e s  а  ( 19 ) ;  а  la  v a l e u r g'^  c o r r e s p o n d  l ' й q u a t i o n  o b t e n u e  en  an 

n u l a n t  le  t e r m e  de  d e g r й  m o i n d r e  en t  de  l ' e x p r e s s i o n 

Si  les  й q u a t i o n s  ainsi  f o r m й e s  n ' o n t  q u e  des  r a c i n e s  s i m p l e s ,  on  o b t i e n d r a 

m  fonc t ions  de  forme  n o r m a l e  ou  r й g u l i и r e ,  q u i  s e r o n t  des  i n t й g r a l e s  d i s 

t i nc t e s  de  l ' й q u a t i o n  F ( y )  =  o  si  les  s й r i e s  q u ' e l l e s  c o n t i e n n e n t  s o n t  con

v e r g e n t e s . 

Si  l ' u n e  d e s  й q u a t i o n s  en h  a  u n e  r a c i n e  m u l t i p l e ,  on  pose ra 

n'  й t a n t  un  n o m b r e  en t i e r .  L ' й q u a t i o n  F ( y )  =  o  d e v i e n d r a  F , ( y )  =  o  et  au 
n o m b r e g'  c o r r e s p o n d r a 

les  v a l e u r s  d e h  p o u r  la  s e c o n d e  й q u a t i o n  s e r o n t  d o n n й e s  p a r  l ' й q u a t i o n 

o b t e n u e  en  a n n u l a n t  le  p r e m i e r  t e r m e  en t{  d a n s  l ' e x p r e s s i o n 

q u i  e s t  le  p r e m i e r  t e r m e  en t  de 

Les  v a l e u r s  de h  sont  ce l les  q u ' o n  t r o u v e  p o u r  l ' й q u a t i o n  F ( j ) =  o ,  m u l 
t ip l i йes  p a r n'. 

Si h  e t hri  s o n t  r a c i n e s  m u l t i p l e s  d e s  й q u a t i o n s  qu i  les  d o n n e n t ,  p o u r 

c h e r c h e r  les  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  des  d e u x  й q u a t i o n s  F (y )  =  o etĄ1(y) = o, 

on  fo rmera ,  d ' a p r и s  la  m й t h o d e  du  n ° 2 7 ,  les  d e u x  й q u a t i o n s 

m a i s ,  c o m m e g"~ i — n'{g'—  r ) ,  l a  s e c o n d e  й q u a t i o n  p e u t  s ' o b t e n i r  en  r e m 
p l a з a n t t  p a r  d a n s  la  p r e m i и r e . 

On  p e u t  d o n c  cho i s i r  / ї ^ 6  faзon  q u e  l es  n o m b r e s g  q u e  l 'on  a u r a  а  f o rmer 



p o u r  ce t te  d e r n i и r e  й q u a t i o n  s o i e n t  t o u s  e n t i e r s .  On  a u r a  a lors 

E n  ef fec tuant  p l u s i e u r s  fois  la  m к m e  t r a n s f o r m a t i o n ,  on  voi t  q u e  l 'on 

p e u t  t o u j o u r s  p o s e r ,  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( i ) , (x — a) = t n , n  й t a n t  chois i  de 

faзon  q u e ,  d a n s  la  n o u v e l l e  й q u a t i o n ,  on  p u i s s e  fo rmer m  i n t й g r a l e s  n o r 

m a l e s  p o u r  /  =  o ,  ce  q u i  d o n n e r a i t  l ' i n t й g r a l e  g й n й r a l e  si  les  sй r i e s  й t a i en t 

t o u t e s  c o n v e r g e n t e s . 

A p r и s  avoi r  t r o u v й  les  i n t й g r a l e s  en  fonc t ion  de t,  on  r e m p l a c e r a t  pa r 
i 

(x — a)n,  ce  q u i  d o n n e r a  des  i n t й g r a l e s  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  de  la  fo rme 

A 0 ,  A , ,  . . . ,  A„_,  й t an t  d e s  e x p r e s s i o n s  d e  la  fo rme 

et  B 0 ,  B , ,  B r t _ ,  d e s  fonc t ions  e n t i и r e s  de  log(a?  — a),  d o n t  les  coeffi

c i e n t s  son t  des  sй r ies 

q u e  n o u s  s u p p o s e r o n s  c o n v e r g e n t e s . 

Si  les  fonc t ions  B  n e  c o n t i e n n e n t  p a s  de  l o g a r i t h m e s ,  de  l ' i n t й g r a l e u  on 

p e u t  en  d й d u i r e n  d i s t i n c t e s ,  en  s u p p o s a n t  q u e  le  po in t  q u i  r e p r й s e n t e x 

dйc r ive  des  c i r c o n f й r e n c e s  de  c e n t r e a; x — a  es t  a lo r s  m u l t i p l i й  p a r 

ek2iz<f^_  !  ^  e t  (їr?   af-  p a r e'27i'1  .  So ien t  j , , y2, ..., yn  l es n  fonc t ions 

o b t e n u e s  en  p r e n a n t k =  o ,  i , i ,  . . . , n  —  i ;  si  le  p o i n t  q u i  r e p r й s e n t e x 

t o u r n e  a u t o u r  de a,  ces n  fonc t ions  se  c h a n g e r o n t  r e s p e c t i v e m e n t  en y.2, 

y.A, ..., yn  e t ¿í'Rnr^~KyK.  On  p e u t  r e m p l a c e r  ces n  i n t й g r a l e s  p a r  d e s  fonc t ions 

a y a n t  les  p r o p r i й t й s  d o n n й e s  au  n°  9 .  On  a,  d ' a p r и s  les  n o t a t i o n s  d u  n°  6 , 

on  en  d й d u i t  u n e  й q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  (n°  6 ) 



et  а  c h a c u n e  des n  r a c i n e s  de  ce t t e  й q u a t i o n  c o r r e s p o n d  l ' i n t йg ra l e 

q u i  e s t  m u l t i p l i й e  p a r  to,  si  l ' on  m u l t i p l i e x — a  p a r  e 2 7 r V ' . 

Si  l e s  fonc t ions  B  c o n t i e n n e n t  d e s  l o g a r i t h m e s ,  e t  si  l o g )  < [x — a)  e s t  la 

p l u s  h a u t e  p u i s s a n c e  de \og(x — a),  de  l ' i n t й g r a l e u  on  p e u t  en  d й d u i r e 

ni  d i s t i n c t e s .  P o u r  ce la ,  on  m u l t i p l i e x — a  p a r e

21snA^~l, k  й t a n t  u n  n o m b r e 

e n t i e r , \og(x— a)  se  c h a n g e  e n \og(x — a)  4  z-xnk \J —  1 , [x — a)r  es t 

m u l t i p l i й  p a r  e

2 % n k r ^ ,  les  a u t r e s  t e r m e s  n e  c h a n g e n t  p a s .  E t  en  p r e n a n t 

k = o, 1, 2, . . . , 1 — 1,  on  a u r a  X  fonc t ions  de  fo rme u  l i n й a i r e m e n t  i n d й 

p e n d a n t e s (voim0  1 1 ) . 

Si  l 'on  m u l t i p l i e x — a  p a r  e 2 7 r V  < ,  oщ k  =  o ,  1 ,  2 , n — 1,  on  o b t i e n d r a 

//  fonc t ions  de  m к m e  fo rme  q u e u,  avec  d e s  p u i s s a n c e s  d i f fйrentes  de e,  et 

c h a c u n e  de  ces n  fonc t ions  p e r m e t  d 'en  fo rmer  \  d i s t i n c t e s .  On  a u r a  d o n c 

\n  f onc t ions  d i s t i n c t e s  de  fo rme u. 

E n  a p p l i q u a n t  la  m й t h o d e  d u  n°  6 ,  on  p o u r r a  r e m p l a c e r  les In  i n t й g r a l e s 
a y a n t  la  m к m e  p u i s s a n c e  de e  p a r  d e s  g r o u p e s  de "kn  i n t й g r a l e s  de  fo rme  (9) 
( n ° 9 ) . 

V. 

3 2 .  La  r e c h e r c h e  d e s  i n t й g r a l e s  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) p e u t  se  s impl i f ie r  si  l 'on 

p e u t  r a m e n e r  ce t t e  r e c h e r c h e  а  l ' й t u d e  d ' й q u a t i o n s  d ' o r d r e s  m o i n d r e s .  P o u r 

savoi r  si  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) a d m e t  t o u t e s  les  i n t й g r a l e s  d ' u n e  й q u a t i o n  de  m к m e 

forme f(y) = o  d ' o r d r e n < m,  on  di f fйrent ie m - n  fois  c e t t e  d e r n i и r e 

й q u a t i o n ,  e t  l 'on  en  d й d u i t  ,  en  fonct ion  de y , 

en  p o r t a n t  ces  v a l e u r s  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) ,  il  f audra  q u e  l 'on  o b t i e n n e 

u n e  i d e n t i t й .  Si  ce t t e  c o n d i t i o n  es t  r e m p l i e ,  on  p o u r r a  m e t t r e  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) 
sous  la  fo rme  c o m p o s й e 

?(z) = o  й t a n t  u n e  й q u a t i o n  d ' o r d r e m - n  d o n t  l e s  coefficients  s ' o b t i e n n e n t 

en  e x p r i m a n t  q u e  l ' й q u a t i o n  c o m p o s й e  a  p o u r  coeff ic ients  P 0 ,  P , , Vm; 

on  d i t  a lo r s  q u e  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) es t  r й d u c t i b l e . 

N o u s  a l l o n s  r й s o u d r e  q u e l q u e s  p r o b l и m e s  qu i  p e r m e t t r o n t ,  d a n s  c e r t a i n s 
cas  p a r t i c u l i e r s ,  de  r й d u i r e  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) . 



PROBLИME.  — Étant donnée une équation différentielle  (i) à coefficients 

entiers, trouver s'il existe une équation d'ordre moindre n ayant toutes ses 

intégrales régulières pour toutes les valeurs de x [de forme  1 6 du n°  2 2 ] , et 

dont les intégrales vérifient l'équation  (i). 

So i t 

( 2 0 ) 

l ' й q u a t i o n  c h e r c h й e ,  d o n t  l e s  coeff icients  s o n t  des  p o l y n ф m e s  e n t i e r s  en x. 

S o i e n t a t , a2, a^  co  l e s  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s  de x  p o u r  l ' й q u a t i o n  (i). 

L ' й q u a t i o n  ( 2 0 )  a u r a  les  m к m e s  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s  et  p e u t  en  a v o i r  d ' a u t r e s 

#>_m>  «x12»  • • •» ai+[i  q u i  s e r o n t  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e ,  car  les  i n t й g r a l e s 

p o u r  l ' u n e  de  ces  v a l e u r s  d o i v e n t  vйr i f ier  l ' й q u a t i o n  (1)  et  s e r o n t  de  la  forme 

oщ r  e s t  e n t i e r  et  i n f й r i e u r  а m. 

Les n  r a c i n e s  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  ( 2 0 )  p o u r x = a  do iven t 

vйr i f ier  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  d e  l ' й q u a t i o n  ( 1 )  p o u r  la  m к m e  v a l e u r  s in

g u l i и r e .  Il  f au t  d o n c ,  p o u r  q u e  le  p r o b l и m e  so i t  p o s s i b l e ,  q u e  le  n o m b r e 

d o n n й n  so i t  i n f й r i e u r  ou  a u  p l u s  йga l  a u  p l u s  p e t i t  de s  d e g r й s  des  й q u a 

t i o n s  d й t e r m i n a n t e s  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) p o u r  ses  d i v e r s e s  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s . 

D a n s  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) ,  on  d o i t  avo i r 

les  q u a n t i t й s  A  й t a n t  des  c o n s t a n t e s . 

L ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) p o u r x = a,  do i t  avo i r n  ra

c i n e s  d o n t  la  s o m m e  e s t  — At  ;  ces  r a c i n e s  vйr i f ient  l ' й q u a t i o n  dй

t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) , e t ,  en  f o r m a n t  les  s o m m e s  d e s  r a c i n e s  de  ce t t e 

d e r n i и r e  й q u a t i o n  p r i s e s n  а n,  on  en  d й d u i r a  t o u t e s  les  v a l e u r s  p o s s i b l e s 

de  A , .  On  p e u t  f ac i l emen t  f o r m e r  u n e  й q u a t i o n  d o n t  les  r a c i n e s  s e r o n t  ces 

v a l e u r s  de  A , .  De  m к m e  p o u r  A 2 ,  A 3 , A\. Vour x = ai+i,  l ' й q u a t i o n 

d й t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) a u r a n  r a c i n e s  e n t i и r e s  ou  n u l l e s ,  diffй

r e n t e s  e t  i n f й r i e u r e s  а m;  l e u r  s o m m e  s e r a  d o n c  s u p й r i e u r e  а 



et  i n f й r i e u r e  ou  йga le  а  e t ,  c o m m e  c e t t e  s o m m e  est 

  A > + l ,  on  a u r a 

A > M ,  A ) + 2 ,  . .  . ,  A x 4 | 1  s o n t  d o n c  des  n o m b r e s  e n t i e r s  nйga t i f s  d o n t  la  va l eu r 

a b s o l u e  es t  au  p l u s  йgale  а n(m — n). 

P o s o n s 

La  s o m m e  d e s  r a c i n e s  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 )  p o u r 

x = ^  e s t ( n °  2 2 )  A   ;  ces  r a c i n e s  vйr i f ien t  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i 

n a n t e  p o u r x  =  co  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) , q u i  est  c o n n u e ;  on  p e u t  d o n c  fo rmer 

u n e  й q u a t i o n  qu i  a u r a  p o u r  r a c i n e s  les  v a l e u r s  p o s s i b l e s  de  A . 

On  a 

Il  faudra  c h e r c h e r  s'il  ex i s t e  p a r m i  les  va l eu r s  p o s s i b l e s  de  A 0  A 2 ,  A 3 , 

A>  et  A  un  s y s t и m e  tel  q u e  A v  — A  soi t  un  n o m b r e  e n t i e r  pos i t i f  ou  n u l . 

1 

P o u r  ce la ,  on  p r e n d r a  les  й q u a t i o n s  q u i  d o n n e n t  r e s p e c t i v e m e n t  A , ,  A 2 , 

A |  e t  A,  et  l 'on  en  d й d u i r a  u n e  й q u a t i o n  a y a n t  p o u r  r a c i n e s  t o u t e s  les  va

l eu r s  t e l l es  q u e  A,   h A 2  t  . . .  +  A* —  A ;  on  c h e r c h e r a  les  r a c i n e s  e n t i и r e s 

de  ce t t e  й q u a t i o n  et  а  c h a q u e  r a c i n e  e n t i и r e  pos i t i ve  c o r r e s p o n d r a  u n  sys 

t и m e  de  v a l e u r s  p o u r  A , ,  A 2 , k\  e t  A .  On  e x a m i n e r a  s й p a r й m e n t  c h a q u e 

s y s t и m e .  P o u r  c o n n a о t r e  ^ >  il  r e s t e  а  d й t e r m i n e r  l ' e x p r e s s i o n 

p o u r  ce la ,  r e m a r q u o n s  q u e ,  A,  й t a n t  c o n n u ,  on  s a u r a  q u e l l e s  s o n t ,  p a r m i  les 

r a c i n e s  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n  (1) ,  ce l l e s  d o n t  la  s o m m e 

est  A ( ,  ce  q u i  p e r m e t t r a  de  c o n n a о t r e  le  d й v e l o p p e m e n t  p o u r x = a{  d e s 

i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  de  l ' й q u a t i o n  (1)  q u i  o n t  p o u r  e x p o s a n t s  ces  r a c i n e s . 

S u p p o s o n s  q u e  ces  i n t й g r a l e s  so i en t  c o m p l и t e m e n t  d й t e r m i n й e s ,  ce  qui  a 

l ieu  en  g й n й r a l  ;  r e p r й s e n t o n s  l e s  p a r y , ,  y 2 ,  . . . , yn.  L ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) ,  qu i 



a d m e t  ces  i n t й g r a l e s ,  p e u t  s ' й c r i r e  s o u s  la  fo rme 

( 2 1 ) 

R e p r й s e n t o n s  p a r  D  le  coefficient  de  •t  on  a u r a 

La  dйr ivйe  D'  de  D  s ' o b t i e n t  en  r e m p l a з a n t  l e s  й l й m e n t s  d e  la  p r e m i и r e 

c o l o n n e  а  g a u c h e  p a r  l e u r s  d й r i v й e s  ;  le  coeff ic ient  de  d a n s  l ' йqua

t ion  ( 2 1 )  es t  d o n c  йga l  а  —  D '  e t ,  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 )  й t a n t  i d e n t i q u e  а  ( 2 1 ) ,  on 

a u r a 

d ' o щ 

et 

Le  p r e m i e r  m e m b r e  es t  u n  p o l y n ф m e  e n t i e r  en x  d o n t  le  d e g r й  e s t  c o n n u 

A u  m o y e n  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) , on  d й v e l o p p e r a  l e s  i n t й g r a l e s y t , y2, . .., yn 

s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s  de x  — a i t  e t  l 'on  p r e n d r a  les  v  p r e m i e r s  t e r m e s  d e 

c h a q u e  s й r i e :  en  l es  p o r t a n t  d a n s  le  d й t e r m i n a n t  D,  on  p o u r r a  le  d й v e l o p 

F.  1 1 



p e r ,  e t  le  p r o d u i t  D(.x  — a{)
Si  sera  u n e  sй r i e  de  la  forme 

don t  on  c o n n a о t r a  les  v p r e m i e r s  t e r m e s ,  car  la  s o m m e  des  e x p o s a n t s  m i n i 

m u m  d a n s yK, y m A , .  On  d й v e l o p p e r a 

s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s  de (oc — aK),  et  l 'on  p o u r r a  c o n n a о t r e  les  v  p r e m i e r s 

t e r m e s  du  d й v e l o p p e m e n t  de  l ' e x p r e s s i o n 

qu i  do i t  к t r e  u n  p o l y n ф m e  de  d e g r й  c o n n u ;  si  l 'on  p r e n d  v й g a l a  ce  d e g r й ,  on 

au ra  a ins i  la  v a l e u r  d u  p o l y n ф m e ;  en  le  d iv i san t  p a r  le  coefficient  de (ce — at)\ 

on  a u r a  le  p o l y n ф m e 

o r d o n n й  s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s  de oc — a{.  Si  l 'on  p r e n d  p o u r  v  u n e  v a l e u r 

s u p й r i e u r e ,  il  faudra  q u e  les  d e r n i e r s  t e r m e s  so i en t  i d e n t i q u e m e n t  n u l s ,  de 

faзon  q u e  l ' e x p r e s s i o n 

se  r й d u i s e  а  u n  p o l y n ф m e  d u  d e g r й  c o n n u ,  s inon  le  s y s t и m e  de  v a l e u r s 
cho is i  p o u r  A , ,  A 2 ,  . . A x ,  A  es t  i m p o s s i b l e . 

On  c o n n a о t r a  a ins i  «x+i. ax+[L,  e t  les  n o m b r e s  e n t i e r s    A>^, , 
— A x + { t  e t ,  p a r  s u i t e , 

p o s o n s 

les  a u t r e s  coeff icients q.2i q,, qm  son t ,  en  g й n й r a l ,  de  la  forme 

| ( . r )  й t a n t  u n e  fonct ion  e n t i и r e  de  d e g r й  v(X  F u. —  i ) . 



On  d й v e l o p p e r a  les  coeff ic ients  de  l ' й q u a t i o n  ( 2 1 )  s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s 

de x  —  en  c a l c u l a n t  u n  n o m b r e  l i m i t й  de  t e r m e s .  On  p e u t  d o n c  dйve

l o p p e r  l ' exp re s s ion  — ;  on  la  m u l t i p l i e r a  p a r  le  p o l y n ф m e 

(x  — aty (x  — a.2)\  . .(x  ~  «x + Ў J L )
v , 

o r d o n n й  p a r  r a p p o r t  a u x  p u i s s a n c e s  c r o i s s a n t e s  de x — a{:  on  a u r a  a ins i  la 

fonct ion *\>y(x),  d й v e l o p p й e  s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s  de x —  « ,  ;  il  suffit,  p o u r 

o b t e n i r <\iv(x),  de  c a l c u l e r  u n  n o m b r e  d e  t e r m e s  йga l  au  d e g r й  V(A. 4   Ўx  —  1) 

de  ce  p o l y n ф m e .  Si  l 'on  c a l c u l e  un  n o m b r e  de  t e r m e s  s u p й r i e u r ,  il  f audra 

q u e  les  d e r n i e r s  t e r m e s  s o i e n t  i d e n t i q u e m e n t  n u l s  p o u r  q u e  le  p r o b l и m e 

soi t  pos s ib l e . 

On  p e u t  a in s i  d й t e r m i n e r  t ous  l e s  coeff ic ients  d e  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) .  A p r и s 

avo i r  fo rmй  ce t t e  й q u a t i o n ,  il  f audra  c h e r c h e r  si  t o u t e s  ses  i n t й g r a l e s  v й r i 

fient  l ' й q u a t i o n  (1),  c ' e s t  а d i r e  si  l 'on  a r r i v e  а  u n e  i d e n t i t й  en  й l i m i n a n t 

e n t r e  l e s  й q u a t i o n s  (1)  et  ( 2 0 )  et  ce l l e s  o b t e n u e s  en 

d i f f й ren t i an t  s u c c e s s i v e m e n t m — n  fois  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) . 

N o u s  avons  s u p p o s й  q u e  les  i n t й g r a l e s  y , , y.2, . . . , yH  p e u v e n t  к t r e  d й v e 

l o p p й e s  s u i v a n t  l e s  p u i s s a n c e s  de x — a{.  C e p e n d a n t ,  si  l ' й q u a t i o n  d й t e r 

m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n  (1)  a  p l u s i e u r s  r a c i n e s  q u i  d i f fиrent  de  n o m b r e s  en

t i e r s ,  p a r m i  les  i n t й g r a l e s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  а  ces  r a c i n e s  il  p e u t  y  en  avoi r 

p l u s i e u r s  s a n s  l o g a r i t h m e s ,  et  l 'on  p e u t  a jou t e r  а  c h a c u n e  d ' e l l e s  u n e  fonc

t ion  l i n й a i r e  des  i n t й g r a l e s  q u i  a p p a r t i e n n e n t  а  d e s  e x p o s a n t s  s u p й r i e u r s . 

L e s  i n t й g r a l e s y t , y.2, . • - , yn  c o n t i e n d r o n t  a l o r s  u n  n o m b r e  l i m i t й  de  con

s t a n t e s  a r b i t r a i r e s . 

E n  g й n й r a l ,  p a r m i  les  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s a,, a.2, a\,  00  de  l ' й q u a 

t ion  ( i ) ,  on  p o u r r a  en  t r o u v e r  u n e  q u i  n e  r e n t r e r a  pas  d a n s  ce  cas  p a r t i c u 

l i e r ;  m a i s ,  si  ce  n ' e s t  pas  p o s s i b l e ,  on  f o r m e r a  l ' й q u a t i o n  (21)  en  y  l a i s san t 

des  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  e t ,  q u a n d  on  d й v e l o p p e r a  l ' e x p r e s s i o n 

D(x — «!)A> ... {x  — A%)H 

s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s  de x  — a t ,  on  c a l c u l e r a  un  n o m b r e  de  t e r m e s  s u p й 

r i e u r  au  d e g r й  c o n n u  q u e  do i t  avo i r  l ' e x p r e s s i o n  йga le 

(x —  tfx+i  )7 A / .  . . . .(x —  ax+Ўj.)~A ? '+;s 

e t ,  en  a n n u l a n t  les  d e r n i e r s  t e r m e s ,  on  a u r a  des  й q u a t i o n s  qu i  p o u r r o n t  dй 

t e r m i n e r  les  c o n s t a n t e s .  On  p o u r r a  e n c o r e  effectuer  le  m к m e  ca l cu l  en  pa r 



t a n t  de  d e u x  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s ,  ce  q u i  d o n n e r a  d e u x  e x p r e s s i o n s  p o u r  le 
p o l y n ф m e 

e t ,  en  e x p r i m a n t  q u ' e l l e s  s o n t  i d e n t i q u e s ,  on  p o u r r a  cn  g й n й r a l  d й t e r m i n e r 
les  c o n s t a n t e s . 

D a n s  t o u s  les  c a s ,  p o u r  d й t e r m i n e r  les  coeff icients  de  l ' й q u a t i o n  ( 2 2 ) ,  il 

n ' e s t  pas  n й c e s s a i r e  de  c o n n a о t r e  e x p l i c i t e m e n t  les  v a l e u r s  d e ^ + 1 , a^+2, ..., 

ai+Vi.  On  p o u r r a  pose r 

P  й t a n t  le  p o l y n ф m e 

q u i  e s t  t o u j o u r s  c o n n u  en  fonct ion  de  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  e t ,  d a n s  l ' й q u a 
t i o n  ( 2 0 ) ,  on  a u r a 

й t a n t  u n  p o l y n ф m e  du  d e g r й  v(n  —  1 ) , n  й t a n t  le  d e g r й  de  9(a?)  q u e 
l 'on  c o n n a о t . 

On  p o u r r a  d o n c  a p p l i q u e r  la  m й t h o d e  dйjа  d o n n й e  p o u r  c a l c u l e r  les  coef

ficients q0, qif q.2, . . . , qa  de  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) ,  s au f  а  l a i s se r  d a n s  ces  coeffi

c i e n t s  d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  ce  q u i  p o u r r a ,  en  g й n й r a l ,  к t r e  йv i tй  en 

c a l c u l a n t  p o u r  c h a q u e  coefficient  un  n o m b r e  de  t e r m e s  s u p й r i e u r  а  son 

d e g r й . 

Mais ,  si  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 )  c o n t i e n t  e n c o r e  des  c o n s t a n t e s ,  en  e x p r i m a n t  q u e 

ses  i n t й g r a l e s  vйr i f ient  t o u t e s  l ' й q u a t i o n  (1),  on  a u r a  e n t r e  l e s  coeff ic ients 

d e s  r e l a t i o n s  qu i  d й t e r m i n e r o n t  l e s  c o n s t a n t e s . 

3 3 .  PROBLИME.  — Trouver s'il existe une équation différentielle linéaire 

d'ordre n à coefficients rationnels dont les intégrales soient toutes normales avec 

le même facteur déterminant pour toutes les valeurs singulières de x, telles que 

les intégrales de cette nouvelle équation vérifient toutes une équation donnée  ( 1 ) 

à coefficients entiers. 

L ' й q u a t i o n  c h e r c h й e  se ra  de  la  fo rme 



u  й t a n t  u n e  f rac t ion  r a t i o n n e l l e  et Y (y) —  o  u n e  й q u a t i o n  de  la  t o r m e  («b ) , 

d o n t  les  i n t й g r a l e s  s o n t  t o u t e s  r й g u l i и r e s . 

S o i e n t at, a2,  « x ,  co  les  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s  de x  p o u r  l ' й q u a t i o n  ( i ) , 

on  devra  avoi r 

oщ 

e \  e%  . . . ,  e">.  e t ev~  й t a n t  des  f ac t eu r s  d й t e r m i n a n t s  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  p o u r 

l e s  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s at, a2, . . . , a\,  c o . 

P o s o n s 

q  й t a n t  des  p o l y n ф m e s  e n t i e r s  en x;  on  a u r a 

A  й t a n t  des  c o n s t a n t e s  et  A x + I ,  . . . , A1+v.  de s  n o m b r e s  e n t i e r s  nйga t i f s .  Si 

f(y) = o  r e p r й s e n t e  l ' й q u a t i o n  ( i ) ,  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de Y (y)  =  o 

p o u r x = a{,  qu i  es t  la  m к m e  q u e  ce l l e  de  l ' й q u a t i o n 

do i t  avoir n  r a c i n e s  q u i  vй r i f i e ron t  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a t i o n 

e t  la  s o m m e  de  ces n  r a c i n e s  es t 

On  fo rmera  d o n c  les  f a c t e u r s  d й t e r m i n a n t s  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  p o u r 

x = a,,et  p o u r  c h a c u n  d ' e u x  on  fo rmera  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de  l ' й q u a 

t ion 

\yA  p o u v a n t  к t r e  n u l  si  l ' й q u a t i o n  (i)  a  u n e  й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e ] . 

On  p r e n d r a  p a r m i  ces  й q u a t i o n s  d й t e r m i n a n t e s  ce l l e s  d o n t  le  d e g r й  n ' e s t 

p a s  i n f й r i e u r  а  et  l ' o n  fo rmera  des  й q u a t i o n s  a y a n t  p o u r  r a c i n e s  les 

s o m m e s  de 71 r a c i n e s  de  c h a c u n e  d e s  й q u a t i o n s  p r й c й d e n t e s  p r i s e s  s й p a r й 

m e n t .  Les  й q u a t i o n s  a ins i  o b t e n u e s  a u r o n t  p o u r  r a c i n e s  les  d i f fйrentes  va



l e u r s  p o s s i b l e s  de  A , ,  e t  l 'on  p o u r r a  en  d й d u i r e  u n e  й q u a t i o n , 

d o n t  les  r a c i n e s  s e r o n t  t o u t e s  les  v a l e u r s  q u e  l 'on  p e u t  d o n n e r a  A , .  On  for

m e r a ,  de  m к m e ,  des  й q u a t i o n s  d o n n a n t  r e s p e c t i v e m e n t  A 2 ,  A 3 ,  . . . ,  A x ;  e t , 

en  c h e r c h a n t  les  f a c t e u r s  d й t e r m i n a n t s  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  p o u r w =  co  ,  on 

p o u r r a  o b t e n i r  u n e  й q u a t i o n  a y a n t  p o u r  r a c i n e s  les  v a l e u r s  de 

On  en  d й d u i r a  u n e  й q u a t i o n  a y a n t  p o u r  r a c i n e s  les  v a l e u r s  de 

e t  l 'on  c h e r c h e r a  les  r a c i n e s  e n t i и r e s  pos i t i ve s  ou  n u l l e s  de  ce t t e  d e r n i и r e 

й q u a t i o n .  A  c h a c u n e  de  ces  r a c i n e s  e n t i и r e s  c o r r e s p o n d r a  u n  s y s t и m e  de  va

l e u r s  p o u r  A , ,  A 2 ,  Ax  e t  A ,  a u x q u e l l e s  c o r r e s p o n d e n t  des  f a c t e u r s  dй 

t e r m i n a n t s  q u i  s e r o n t  c o n n u s  e%  e% e('i  e t eVx, 

Soit 

On  fo rmera  l ' й q u a t i o n 

qu i  dev ra  a d m e t t r e  t o u t e s  les  i n t й g r a l e s  de  l ' й q u a t i o n 

p u i s q u e  l ' й q u a t i o n 

a d m e t  l e s  i n t й g r a l e s  de 

On  d й t e r m i n e r a  d o n c  F ( y )  p a r  la  m й t h o d e  d u  n°  3 2 . 

3 4 .  A v a n t  de  g й n й r a l i s e r  les  r й s u l t a t s  p r й c й d e n t s ,  n o u s  a l l o n s  faire 

q u e l q u e s  r e m a r q u e s  s u r  l e s  i n t й g r a l e s  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) . 

S i ,  en  c h e r c h a n t  les  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  de  l ' й q u a t i o n  ( i )  а  coeff ic ients 

e n t i e r s ,  on  t r o u v e  u n e  fonc t ion  de  la  fo rme 



ce t t e  й q u a t i o n  s e r a  i d e n t i q u e  а  ( i )  si  les  s й r i e s  s o n t  c o n v e r g e n t e s  ; d a n s  t o u s 

les  c a s ,  si  l ' on  d й v e l o p p e  ses  coefficients  en  les  d i v i s a n t  p a r  le  p r o d u i t  des 

f ac t eu r s  d й t e r m i n a n t s  des m  i n t й g r a l e s  e t  p a r  u n e  p u i s s a n c e de ce — a,  on 

a u r a  des  coeff ic ients q0, qK, . . . , qm  q u i  s e r o n t  des  s й r i e s  d i v e r g e n t e s ,  e t .  si 

l 'on  p r e n d  u n  n o m b r e  d o n n й v  de  t e r m e s  d a n s  c h a c u n e ,  on  p o u r r a  en  dй 

d u i r e  les v  p r e m i e r s  t e r m e s  d u  d й v e l o p p e m e n t  des  q u a n t i t й s 

—  P 0 ,  e t  ces  t e r m e s  s e r o n t  les  fonc t ions  P , ,  P 2 , Vm,  si v  e s t  s u p й r i e u r 

а  l e u r s  d e g r й s  ;  les  t e r m e s  s u i v a n t s  q u e  l 'on  p o u r r a i t  c a l c u l e r  s e r o n t  i d e n 

t i q u e m e n t  n u l s . 

Si  l ' й q u a t i o n  ( i )  а  coefficients  r a t i o n n e l s  a d m e t  t o u t e s  les  i n t й g r a l e s  d ' u n e 

й q u a t i o n  de  m к m e  forme  e t  d ' o r d r e n << m, 

l ' й q u a t i o n  ( i )  p o u r r a  se  m e t t r e  sous  la  fo rme  c o m p o s й e 

F ( * )  =  o,  « = ' 0 0 , 

Y(z)  a y a n t  й g a l e m e n t  ses  coeff ic ients  r a t i o n n e l s .  Il  en  r й s u l t e  q u e ,  si ev  est 

u n  f ac teu r  d й t e r m i n a n t  p o u r f(y) —  o ,  il  l ' es t  auss i  p o u r  l ' й q u a t i o n  ( i )  et 

A  й t a n t  des  s й r i e s  q u i  p e u v e n t  к t r e  d i v e r g e n t e s ,  et  si  l 'on  r e m p l a c e y  par

ce t t e  v a l e u r  d a n s  le  p r e m i e r  m e m b r e  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) ,  on  a u r a  u n e  e x p r e s 

sion  de  m к m e  f o r m e ;  m a i s ,  si  l 'on  c a l c u l e  d a n s  les  coeff icients  des  p u i s 

s a n c e s  de  log(a?  — a)  un  n o m b r e  l i m i t й  de  t e r m e s  en m  — a,  on  t r o u v e r a  ces 

t e r m e s  i d e n t i q u e m e n t  n u l s ,  b i e n  q u e  la  fonct ion  p r й c й d e n t e  ne  soi t  pas  u n e 

i n t й g r a l e  q u a n d  les  s й r i e s  s o n t  d i v e r g e n t e s . 

Si jKo y%»  • •  s o n t m  f o n c t i o n s  de  fo rme  n o r m a l e  p o u r x — a,  q u e  l 'on 

a  t r o u v й e s  c o m m e  i n t й g r a l e s  d i s t i n c t e s  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) ,  m a i s  qui  o n t  des 

s й r i e s  d i v e r g e n t e s ,  e t  si  l 'on  fo rme  l ' й q u a t i o n 



les  r a c i n e s  de  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  de 

e - v f(evy) — o 

vйr i f ient  l ' й q u a t i o n  d й t e r m i n a n t e  d й d u i t e  de  la  m к m e  m a n i и r e  de  l ' й q u a 

t ion  (i) (voir  n o s  23  et  2 9 ) .  De  p l u s ,  si  l 'on  p o r t e  d a n s  l ' й q u a t i o n  (i)  et  s e s 

d й r i v й e s  les  v a l e u r s  de   ~  e t  des  d й r i v й e s  s u i v a n t e s  en  fonc t ion  de y, 

on  a u r a  d e s  i d e n t i t й s .  Il  en  r й s u l t e  q u e ,  si  l 'on  t r o u v e  p o u r 

l ' й q u a t i o n  / ( y )  =  o  u n e  i n t й g r a l e  de  fo rme  n o r m a l e ,  m к m e  a y a n t  des  s й r i e s 

d i v e r g e n t e s ,  e t  si  on  la  p o r t e  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( i )  en  d й v e l o p p a n t  s o u s  la 

m к m e  fo rme  e t  en  c a l c u l a n t  u n  n o m b r e  l i m i t й  de  t e r m e s ,  on  t r o u v e r a  t o u s 

les  coeff ic ients  n u l s ;  ce t t e  fonc t ion  es t  d o n c  l ' u n e  de  ce l les  q u e  l 'on  o b t i e n t 

en  c h e r c h a n t  l e s  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) . 

R e m a r q u o n s  e n c o r e  q u ' e n  a d o p t a n t  les  n o t a t i o n s  du  n°  2 5  p o u r  la  v a l e u r 

s i n g u l i и r e x = a,  on  a u r a 

d ' oщ 

7T0 =  Tr a h  h (Y  —  (3)^2+. . . +  ( a  — P)g№ =  7TaH  S,  7T„Ј M —  a  H  S, 

e t ,  si  les  n o m b r e s g  s o n t  t o u s  e n t i e r s ,  S  se ra  la  s o m m e  des  e x p o s a n t s 

m б x i m a  de (x — a)~l  d a n s  l e s  f ac t eu r s  d й t e r m i n a n t s ev,  c h a q u e  e x p o s a n t 

й t a n t  p r i s  a u t a n t  de  fois  q u ' i l  y  a  d ' i n t й g r a l e s  c o r r e s p o n d a n t e s . 

3 5 .  De  ces  c o n s i d й r a t i o n s ,  n o u s  a l l o n s  d й d u i r e  la  s o l u t i o n  d u  p r o b l и m e 

s u i v a n t  : 

Etant donnée une équation différentielle ( i ) à coefficients entiers, trouver s'il 

existe une équation de même forme et d'ordre n dont les intégrales vérifient 

r équation  ( i ) , cette nouvelle équation n'ayant pas d'autres valeurs singulières 

que l'équation  ( i ), 

On  c h e r c h e r a  l e s  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  et  n o r m a l e s  de  l ' й q u a t i o n  (i)  p o u r 

r  = a,,  et  s u p p o s o n s  d ' a b o r d  q u ' o n  en  t r o u v e m  d i s t i n c t e s ,  c ' e s t  а d i r e  q u e 

les  n o m b r e s g  so i en t  t o u s  e n t i e r s ,  ces  i n t й g r a l e s  p o u v a n t  c o n t e n i r  d e s  sй r i e s 

d i v e r g e n t e s . 



Soi t 

(20) 

l ' й q u a t i o n  c h e r c h й e ,  on  d o i t  p o u v o i r  f o r m e r n  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  ou  n o r 

m a l e s  p o u r  ce t t e  й q u a t i o n ;  ca r  a u t r e m e n t  on  p o u r r a i t  p o s e r x — aK = /v 

d a n s  (1)  et  ( 2 0 ) ,  de  faзon  q u e  la  s e c o n d e  й q u a t i o n  a i t  u n  fac teur  d й t e r m i n a n t 

q u i  ne  c o n v i e n d r a i t  p a s  а  la  p r e m i и r e ,  ce  qu i  est  i m p o s s i b l e ;  et  ce s 71  fonc

t i o n s ,  d й d u i t e s  de  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) ,  s o n t  c o m p r i s e s  p a r m i  ce l l e s  de  l ' й q u a 

t i on  (1),  m к m e  l o r s q u e  l es  s й r i e s  s o n t  d i v e r g e n t e s . 

S i ,  p o u r  u n e  v a l e u r  s i n g u l i и r e x = a  de  l ' й q u a t i o n  ( r ) ,  on  forme  les 

n o m b r e s 

dйfinis  au  n°  2 5 ,  et  les  n o m b r e s  a n a l o g u e s  p o u r  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) 

ces  d e r n i e r s  n o m b r e s  s e r o n t  c o m p r i s  d a n s  les  p r e m i e r s  et  l e u r s  d й n o m i n a 

t e u r s  p ' ,  y ' — P ' ,  . . .  s e r o n t  i n f й r i e u r s  ou  й g a u x  a u x  d й n o m i n a t e u r s  d e s 

n o m b r e s  й g a u x  de  la  s u i t e g.  On  le  d й m o n t r e  en  posan t x  — a = f  d a n s 

les  d e u x  й q u a t i o n s ,  de  faзon  а  r e n d r e  t o u s  les  n o m b r e s  g  e n t i e r s .  On  a u r a 

d o n c 

e t 

oщ 

on  c o n n a о t $g{ 
et  l 'on  en  d й d u i r a  u n e 

v a l e u r  m a x i m u m  de   0 . 

S o i e n t  v , , v 2 ,  . . . , V )  l es  v a l e u r s  a ins i  o b t e n u e s  p o u r  les  d i v e r s e s  v a l e u r s 

s i n g u l i и r e s a2, . . . , a\  de x  d a n s  l ' й q u a t i o n  (1) .  Posons 

Les  a u t r e s  coeff ic ients q  de  l ' й q u a t i o n  (20)  s e r o n t  des  p o l y n ф m e s  e n t i e r s 

qu i  p o u r r o n t  avoi r  avec q0  d e s  f a c t e u r s  c o m m u n s . 
Y. i3 



C o n s i d й r o n s  m a i n t e n a n t  la  v a l e u r  s i n g u l i и r e x =  ce  et  s o i e n t n'nt  T T ,  , 

 2 ,  . . . ,   m  l es  d e g r й s  en  a?  d e s  coeff ic ients  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) ,   0 ,  c e u x 

des  coeff ic ients  de  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) .  Le  n o m b r e  g,  sera  le  p l u s  g r a n d  d e s 

n o m b r e s 

(voir  n°  2 5 ) .  Soi t 

e t ,  p o u r  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) , 

on  a u r a ,  q u e l  q u e  soi t  ;x, 

C o m m e g\  est  c o n n u  a ins i  q u e 

on  en  d й d u i r a  les  d e g r й s  m б x i m a  des  coeff ic ients q{, q2, qn. 

On  c h e r c h e r a  l e s  i n t й g r a l e s  r й g u l i и r e s  e t  n o r m a l e s  de  l ' й q u a t i o n  (1)  p o u r 

u n e  v a l e u r  s i n g u l i и r e x = ax  ;  s u p p o s o n s  q u ' o n  en  t rouve m,  e t  q u e  c h a q u e 

g r o u p e  n e  p u i s s e  se  fo rmer  q u e  d ' u n e  seu le  m a n i и r e ,  c ' e s t а d i re  q u e  l ' on 

n e  t r o u v e  pas  d e u x  i n t й g r a l e s  s a n s  l o g a r i t h m e s  a y a n t  le  m к m e  f ac t eu r  d й 

t e r m i n a n t ,  et  des  p u i s s a n c e s  de x  — aK  q u i  d i f fиrent  de  n o m b r e s  e n t i e r s , 

n  de  ces  i n t й g r a l e s  s e r o n t  ce l l e s  q u e  l 'on  p e u t  fo rmer  p o u r  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) . 

On  g r o u p e r a  d o n c  les m  i n t й g r a l e s  o b t e n u e s n  а n  de  t o u t e s  les  m a n i и r e s 

pos s ib l e s ,  en  r e m a r q u a n t  q u e ,  l o r s q u ' o n  p r e n d  u n e  i n t й g r a l e  c o n t e n a n t 

log*(a?  — CL\  ),  on  do i t  p r e n d r e  en  m к m e  t e m p s  les  X —  1  i n t й g r a l e s  q u i  s 'en 

d й d u i s e n t  (n°  11) .  On  a u r a  a in s i  u n  n o m b r e  l im i t й  de  g r o u p e s  de n  fonc

t i o n s  de  forme  n o r m a l e  ou  r й g u l i и r e ,  e t  а  c h a q u e  g r o u p e  p e u t  c o r r e s p o n d r e 

u n e  й q u a t i o n  ( 2 0 ) .  On  p o r t e r a  les n  fonc t ions  cho i s i e s  d a n s  l ' й q u a t i o n  ( 2 1 ) , 

en  p r e n a n t  p o u r  c h a q u e  s й r i e  un  n o m b r e  l im i t й  v  de  t e r m e s .  Les  loga

r i t h m e s  d e v a n t  d i s p a r a о t r e ,  on  p o u r r a  les  s u p p r i m e r  d a n s  les  й l й m e n t s  d u 

d й t e r m i n a n t  ( 21) ,  on  d й v e l o p p e r a  e n s u i t e  le  d й t e r m i n a n t  en  m u l t i p l i a n t  t o u s 

les  coeff icients  p a r  le  p r o d u i t  d e s n  f a c t eu r s  d й t e r m i n a n t s  de y2, yn 

et  p a r  u n e  p u i s s a n c e  d e a ?  — a , .  E n  c a l c u l a n t  les  v  p r e m i e r s  t e r m e s  de 



c h a q u e  coeff ic ient ,  on  a u r a  u n e  й q u a t i o n  de  la  fo rme 

q  й t a n t  des  s й r i e s  q u i  p e u v e n t  к t r e  d i v e r g e n t e s  et  d o n t  on  c o n n a о t r a  les 

v  p r e m i e r s  t e r m e s .  On  f o r m e r a  les  e x p r e s s i o n s 

et  on  les  d й v e l o p p e r a  s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s  de x — a n  en  c a l c u l a n t  p o u r 

c h a q u e  e x p r e s s i o n  un  n o m b r e  de  t e r m e s  s u p й r i e u r  au  d e g r й  c o n n u ;  on  a u r a 

a ins i  l e s  p o l y n ф m e s q K , q2, . . . , qn.  S i ,  p o u r  l ' u n  de  ces  p o l y n ф m e s ,  on  t r o u v e 

des  t e r m e s  d ' u n  d e g r й  s u p й r i e u r  au  d e g r й  q u ' i l  d o i t  avo i r ,  on  p o u r r a  en 

c o n c l u r e  q u e  le  s y s t и m e  de n  i n t й g r a l e s  e x a m i n й  n e  d o n n e r a  p a s  d ' й q u a t i o n 

de  f o r m e  ( 2 0 ) . 

A p r и s  avoi r  fo rmй  u n e  й q u a t i o n  ( 2 0 ) ,  il  f aud ra  vйr i f ier  si  l ' й q u a t i o n  don 

nйe  (1)  a d m e t  t o u t e s  ses  i n t й g r a l e s . 

Il  p e u t  a r r i v e r  q u e  les  g r o u p e s  d ' i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  de  l ' й q u a t i o n  (1) 

p u i s s e n t  se  f o r m e r  d ' u n e  in f in i tй  de  m a n i и r e s ;  m a i s  on  p o u r r a  t o u j o u r s 

p r e n d r e n  d e  ces  i n t й g r a l e s ,  et  l 'on  a u r a  un  n o m b r e  l i m i t й  de  g r o u p e s  pos

s i b l e s  de n  i n t й g r a l e s ,  si  on  la i sse  d a n s  les  s й r i e s  d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s . 

On  d й v e l o p p e r a  les  coeff ic ients qK, q2, qn  de  la  m к m e  m a n i и r e ,  en  y 

l a i s san t  ces  c o n s t a n t e s ,  e t  l ' on  c a l c u l e r a  p o u r  c h a q u e  fonc t ion q  u n  n o m b r e 

de  t e r m e s  s u p й r i e u r  а  son  d e g r й ,  en  e x p r i m a n t  q u e  les  d e r n i e r s  t e r m e s  d i s 

p a r a i s s e n t ;  on  a u r a  des  й q u a t i o n s  q u i  d й t e r m i n e r o n t  les  c o n s t a n t e s ;  s'il 

r e s t e  e n c o r e  d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  d a n s  les  coefficients  d e  l ' й q u a 

t ion  ( 2 0 ) ,  on  l e s  d й t e r m i n e r a  en  e x p r i m a n t  q u e  t o u t e s  les  i n t й g r a l e s  d e  ce t t e 

й q u a t i o n  vйr i f i en t  l ' й q u a t i o n  d o n n й e  (1) . 

S i ,  p o u r x = at,  le  n o m b r e  d e s  i n t й g r a l e s  de  fo rme  n o r m a l e  ou  r й g u l i и r e 

q u ' o n  o b t i e n t  p o u r  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) e s t  i n f й r i e u r  а m,  on  p e u t  к t r e  r a m e n й  au 

cas  q u e  n o u s  v e n o n s  d ' e x a m i n e r  en  p o s a n t 

on  a u r a  u n e  й q u a t i o n  d o n n a n t y  en  fonc t ion  de i;  on  r й s o u d r a  la  q u e s t i o n 

p o u r  ce t te  d e r n i и r e  й q u a t i o n  e t ,  d a n s  l es  й q u a t i o n s  q u ' o n  a u r a  o b t e n u e s ,  on 

pose ra 



On  a u r a  a ins i  d e s  й q u a t i o n s  d i f fй ren t ie l les  d o n t  l e s  i n t й g r a l e s  v й r i f i e r o n t 

l ' й q u a t i o n  ( i ) ;  m a i s  on  ne  d e v r a  c o n s e r v e r  p a r m i  ces  й q u a t i o n s  q u e  ce l l e s 

d a n s  l e s q u e l l e s  les  p u i s s a n c e s  f r a c t i o n n a i r e s  de x— aK  d i s p a r a i s s e n t . 

On  p e u t  aus s i  t r a i t e r  d i r e c t e m e n t  la  q u e s t i o n  en  p a r t a n t  de  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) . 

P o u r  ce la ,  on  fo rme  les  i n t й g r a l e s  n o r m a l e s  et  r й g u l i и r e s  de  l ' й q u a t i o n  ( i ) 

e t  ce l l e s  de  la  fo rme  o b t e n u e  au  n°  31  q u i  d e v i e n n e n t  n o r m a l e s  en  p o s a n t 

Le  n o m b r e  d e s  i n t йg ra l e s  d i s t i n c t e s  q u ' o n  p e u t  a i n s i  f o r m e r  es t  t o u j o u r s 

йgal  а m,  ces  i n t й g r a l e s  c o n t e n a n t  des  sй r i e s  q u i  p e u v e n t  к t r e  d i v e r g e n t e s . 

On  c h e r c h e r a  t o u s  les  g r o u p e s  p o s s i b l e s  de  ces m  i n t й g r a l e s  p r i s e s n  а n,  en 

r e m a r q u a n t  q u e ,  si  un  g r o u p e  c o n t i e n t  u n e  fonc t ion  a y a n t  d e s  s й r i e s  avee 

des  p u i s s a n c e s  f r ac t i onna i r e s  de x — aK  ou  d e s  l o g a r i t h m e s ,  on  dev ra  p r e n d r e 

en  m к m e  t e m p s  t o u t e s  les  i n t й g r a l e s  q u i  p e u v e n t  s 'en  d й d u i r e  ( n °  3 1 ) .  A 

c h a q u e  g r o u p e  de n  i n t й g r a l e s  c o r r e s p o n d r a  u n e  й q u a t i o n  de  f o r m e  ( 2 1 ) ; 

on  d й v e l o p p e r a  ses  coeff ic ients  en  les  m u l t i p l i a n t  p a r  le  p r o d u i t  d e s  p u i s 

s a n c e s  de e  q u i  e n t r e n t  d a n s  les n  fonc t ions  y , ,  y 2 , yn  e t  p a r  u n e  p u i s 

s a n c e  c o n v e n a b l e  de x  — a t .  Les  coefficients  de  l ' й q u a t i o n  o b t e n u e  s e r o n t 

a l o r s  d e s  s й r i e s  ne  c o n t e n a n t  q u e  des  p u i s s a n c e s  pos i t i ve s  e n t i и r e s  de 

x  — ax,  q u i  p e u v e n t  к t r e  d i v e r g e n t e s ;  les  p u i s s a n c e s  f r a c t i o n n a i r e s  d i s p a 

r a о t r o n t  t o u t e s ;  on  c a l c u l e r a  u n  n o m b r e  l imi t й  de  t e r m e s  de  c h a q u e  s й r i e , 

et  l 'on  en  d й d u i r a  u n  n o m b r e  l i m i t й  de  t e r m e s  d u  d й v e l o p p e m e n t  d e s  d i v e r s 

coeff icients q{, q.¿, ...,qa  de  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) ;  on  achиve  le  ca l cu l  c o m m e  d a n s 

le  cas  p r й c й d e n t . 

3 6 .  La  m й t h o d e  p r й c й d e n t e  p e r m e t t r a i t  de  d й t e r m i n e r  t o u t e s  les  й q u a 

t ions  а  coeff ic ients  r a t i o n n e l s  d o n t  les  i n t й g r a l e s  vй r i f i en t  l ' й q u a t i o n  d o n n й e 

(1),  si  l 'on  p o u v a i t  c o n n a о t r e  les  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s  de x  p o u r  la  n o u v e l l e 

й q u a t i o n . 

Car ,  si  A > . + ) ,  «X+2»  •  •  •  » a\^\L  s o n t  l e s  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s  de  l ' й q u a t i o n  (20) 

qui  ne  s o n t  pas  s i n g u l i и r e s  p o u r  l ' й q u a t i o n  ( r ) ,  ce s \j. v a l e u r s  d e v r o n t  к t r e 

d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e  (n°  2 0 ) ;  si  l 'on  pose 

les  a u t r e s  coeff ic ients qt, q.,, qn  d e  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 )  s e r o n t  des  po ly 

n ф m e s  e n t i e r s ,  et  l 'on  p o u r r a  les  d й t e r m i n e r  c o m p l и t e m e n t  p a r  la  m й t h o d e 

d u  n°  3 5 . 

On  p e u t  e n c o r e  d й t e r m i n e r  l e s  й q u a t i o n s  de  fo rme  ( 2 0 )  d a n s  le  cas  o щ , 



s a n s  c o n n a о t r e  les  n o u v e l l e s  va l eu r s  d ' a p p a r e n c e  s i n g u l i и r e  a>>+.2»  •••.» 

a ^ ,  on  c o n n a о t  l e u r  n o m b r e  p  ou  u n e  l i m i t e  s u p й r i e u r e  d e  l e u r  n o m b r e . 

P o u r  ce la ,  on  pose 

o(x)  й t an t  u n  p o l y n ф m e  en x  de  d e g r й \l  ( q u e  n o u s  s u p p o s o n s  c o n n u ) ,  l e s 

Ў1 + 1  coeff ic ients  de  ce  p o l y n ф m e  й t a n t  d e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s .  D a n s 

l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) ,  on  p o s e r a 

les  a u t r e s  coeff ic ients  d o i v e n t  к t r e  d e s  p o l y n ф m e s  de  d e g r й s  i n f й r i e u r s  а  d e s 

n o m b r e s  c o n n u s ,  e t  s e r o n t  a u s s i  d e s  po ly 

n ф m e s  e n t i e r s  en x. 
On  c h e r c h e r a  p o u r x = a,  l es  f o n c t i o n s  d e  la  fo rme  r й g u l i и r e ,  n o r m a l e 

( o u  de  la  fo rme  a n a l o g u e  o b t e n u e  a u  n°  3 1 ) ,  q u i  p o u r r a i e n t  vйr i f ier  l ' й q u a 

t ion  ( 1 ) ,  e t  l 'on  f o r m e r a  l es  d ive r s  g r o u p e s  p o s s i b l e s  de  ces m  i n t й g r a l e s 

,*  а  / 1 ; on  en  d й d u i r a  les  d i v e r s e s  й q u a t i o n s  ( 2 1 ) q u e  l 'on  d й v e l o p p e r a  s o u s 

la  forme 

les  coeff icients q'  й t a n t  des  s й r i e s ,  en  g й n й r a l  d i v e r g e n t e s ,  s u i v a n t  les  p u i s 

s a n c e s  pos i t i ves  de x   a„  d o n t  on  c o n n a о t r a  u n  n o m b r e  l i m i t й  de  t e r m e s . 

On  fo rmera  les  e x p r e s s i o n s 

e t  on  les  d й v e l o p p e r a  s u i v a n t  les  p u i s s a n c e s  de x  —  les  coef f ic ien ts  c o n 

t e n a n t  les  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  q u i  e n t r a i e n t  d a n s  <p (x).  Les  f o n c t i o n s  p r й 

c й d e n t e s  d o i v e n t  к t r e  d e s  p o l y n ф m e s  d o n t  on  c o n n a о t  l e s  d e g r й s  m б x i m a ; 

on  c a l c u l e r a  u n  n o m b r e  d e  t e r m e s  s u p й r i e u r  au  d e g r й  de  c h a q u e  fonc t ion , 

e t ,  en  e x p r i m a n t  q u e  les  d e r n i e r s  t e r m e s  s o n t  n u l s ,  on  a u r a  d e s  й q u a t i o n s 

q u i  d й t e r m i n e r o n t  les  coeff icients  de $(x),  e t  en  m к m e  t e m p s  l e s  c o n s t a n t e s 

a r b i t r a i r e s  q u e  l 'on  p o u r r a i t  avo i r  й t й  ob l igй  d ' i n t r o d u i r e  d a n s  les  i n t й 

g r a l e s yKl  Y . , ,  . . . , yn.  On  vйr i f ie ra  e n s u i t e  si  l ' й q u a t i o n  ( 1 ) a d m e t  t o u t e s  les 

i n t й g r a l e s  de  l ' й q u a t i o n  ( 2 0 ) a insi  f o r m й e ,  ce  q u i  p e r m e t t r a  d e  d й t e r m i   • 



n e r  t o u t e s  les  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  s'il  en  r e s t e  e n c o r e  d a n s  les  coef

ficients q. 

E n  r й s u m й ,  les  m й t h o d e s  p r й c й d e n t e s  p e r m e t t r a i e n t  de  t r o u v e r  p a r  u n 

n o m b r e  d ' o p й r a t i o n s  l i m i t й ,  q u o i q u e  t r и s  g r a n d  en  g й n й r a l ,  t o u t e s  les  й q u a 

t i ons  d i f fй ren t ie l l es  l i n й a i r e s  а  coeff ic ients  r a t i o n n e l s ,  d o n t  les  i n t й g r a l e s  vй

r i f ient  t o u t e s  u n e  й q u a t i o n  d o n n й e  de  m к m e  fo rme ,  p o u r v u  q u e  l 'on  c o n 

na i sse  u n e  l im i t e  s u p й r i e u r e  d u  n o m b r e  d e s  v a l e u r s  s i n g u l i и r e s  d e oc  p o u r 

la  nouve l l e  й q u a t i o n . 

Vu et approuvé : 

Par i s ,  le  5  j u i n  i885. 

POUR  LE  DOYEN  DE LA  FACULTЙ  DES  SCIENCES  EMPКCHЙ, 

E .  H Й B E R T . 

Permis d imprimer : 

P a r i s ,  le  6  ju in  i885. 

LE  VICERECTEIR  DE  L'ACADЙMIE  DE  PARIS, 

G R Й A R D . 



SECONDE  T H И S E . 

PROPOSITIONS  DONNЙES  PAR  LA  FACULTЙ. 

E x p o s e r  la  m й t h o d e  d o n n й e  p a r  M.  P o i n c a r й  d a n s  le  J o u r n a l  a m й r i c a i n  de 

M a t h й m a t i q u e s  ( t .  VII ) ,  p o u r  l ' й t u d e  d e s  i n t й g r a l e s  d e s  й q u a t i o n s  dif fйren

t i e l l e s  l i n й a i r e s . 

Vu et approuvé : 

Par i s ,  le  5  ju in  i885. 

POLR  LE  DOYEN  DE  LA  FACULTЙ  DES  SCIENCES  EMPКCHЙ, 

E .  H Й B E R T . 

Permis d'imprimer : 

Par i s ,  le  6  ju in  i885. 

,E  VICKKKCTELR m  L'ACADЙMIE  DE  PARIS, 

G R Й  ART). 

1 1 0 6 6  Paris.    Imprimerie  de  G A U T U I E R  V I L L A R S ,  quai  des  GrandsAuguslins,  55. 


